
D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

1

El
ek

tr
om

ag
ne

tis
ch

e 
Fe

ld
th

eo
rie

 I 
(E

FT
 I)

 /
El

ec
tr

om
ag

ne
tic

 F
ie

ld
 T

he
or

y 
I (

EF
T 

I)

4t
h 

Le
ct

ur
e 

/ 
4.

 V
or

le
su

ng

Un
iv

er
si

ty
 o

f K
as

se
l

D
ep

t. 
El

ec
tr

ic
al

 E
ng

in
ee

rin
g 

/ 
Co

m
pu

te
r 

Sc
ie

nc
e 

(F
B 

16
)

El
ec

tr
om

ag
ne

tic
 F

ie
ld

 T
he

or
y 

(F
G

 T
ET

)
W

ilh
el

m
sh

öh
er

 A
lle

e 
71

O
ff

ic
e:

 R
oo

m
 2

11
3 

/ 
21

15
D

-3
41

21
 K

as
se

l

Un
iv

er
si

tä
t K

as
se

l
Fa

ch
be

re
ic

h 
El

ek
tr

ot
ec

hn
ik

 /
 In

fo
rm

at
ik

 
(F

B 
16

)
Fa

ch
ge

bi
et

 T
he

or
et

is
ch

e 
El

ek
tr

ot
ec

hn
ik

 
(F

G
 T

ET
)

W
ilh

el
m

sh
öh

er
 A

lle
e 

71
Bü

ro
: R

au
m

 2
11

3 
/ 

21
15

D
-3

41
21

 K
as

se
lD
r.

-I
ng

. R
en

é
M

ar
kl

ei
n

m
ar

kl
ei

n@
un

i-
ka

ss
el

.d
e

ht
tp

:/
/w

w
w

.te
t.e

-t
ec

hn
ik

.u
ni

-k
as

se
l.d

e
ht

tp
:/

/w
w

w
.u

ni
-k

as
se

l.d
e/

fb
16

/t
et

/m
ar

kl
ei

n/
in

de
x.

ht
m

l



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

2

Ve
ct

or
 P

ro
du

ct
 (C

ro
ss

 o
r 

O
ut

er
 P

ro
du

ct
) /

 
Ve

kt
or

pr
od

uk
t(

Kr
eu

zp
ro

du
kt

 o
de

r 
äu

ße
re

s 
Pr

od
uk

t) 
(1

)

sin
(

,
)

   
   

 
sin

 

AB

AB

AB

C

AB S

φ

φ

= =
∠

= =

C
A
×B A
B

A
B

��
	
�


ABφ

A

B

C

ABS

an
d 

/
   

 
   

un
d

⊥
⊥

C
A

C
B

Su
rf

ac
e 

/ 
Fl

äc
he



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

3

Ve
ct

or
 P

ro
du

ct
 (C

ro
ss

 o
r 

O
ut

er
 P

ro
du

ct
) /

 
Ve

kt
or

pr
od

uk
t (

Kr
eu

zp
ro

du
kt

 o
de

r 
äu

ße
re

s 
Pr

od
uk

t) 
(2

)

=
−

A
×B

B
×A

0

0

(
)

(
)

   
   

 

   
   

   
  +

 

   
   

   
  +

 

y
z

z
x

y
x

x
y

z
x

y
z

x
y

z
x

y
z

x
x

x
y

x
z

x
x

x
y

x
z

y
x

y
y

y
z

y
x

y
y

y
z

z
x

z
y

z
z

x
z

y

A
A

A
B

B
B

A
B

A
B

A
B

A
B

A
B

A
B

A
B

A
B

A

=
=−

=

=−
=

=

=
=−

=
+

+
+

+

=
+

+

+
+

+
+

e
e

e
e

e
e

A
×B

e
e

e
×

e
e

e

e
×e

e
×e

e
×e

e
×e

e
×e

e
×e

e
×e

e
×e

�
	



�
	



�
	



�
	



�
	



�
	



�
	



�
	



0

   
   

 
(

)
 (

)
(

)

z
z

z

y
z

z
y

z
x

x
z

x
y

y
x

x
x

y
z

B

A
B

A
B

A
B

A
B

A
B

A
B

=

=
−

+
−

+
−

e
×e

e
e

e
e

�
	



=
A
×
A

0

x
y

z
⊥

⊥
e

e
e

O
rt

ho
no

rm
al

 U
ni

t V
ec

to
rs

 /
 

O
rt

ho
no

rm
al

e 
Ei

nh
ei

ts
ve

kt
or

en

      

x
x

x
y

z

x
z

y

y
x

z

y
y

y
z

x

z
x

y

z
y

x

z
z

= = =
−

=
−

= = = =
−

=

e
×e

0
e
×e

e

e
×e

e

e
×e

e

e
×e

0

e
×e

e

e
×e

e

e
×e

e

e
×e

0



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

4

Ve
ct

or
 P

ro
du

ct
 (C

ro
ss

 o
r 

O
ut

er
 P

ro
du

ct
) /

 
Ve

kt
or

pr
od

uk
t (

Kr
eu

zp
ro

du
kt

 o
de

r 
äu

ße
re

s 
Pr

od
uk

t) 
(3

)

   
   

 
  

   
   

 
(

)

+ 
(

)

(
)

x
y

z

x
y

z

x
y

z

x
y

z
x

y

x
y

z
x

y

x
y

z
x

y

y
z

z
y

x

z
x

x
z

y

x
y

y
x

z

A
A

A

B
B

B

A
A

A
A

A

B
B

B
B

B

A
B

A
B

A
B

A
B

A
B

A
B

= = =
− −

+
−

e
e

e

A
×B

e
e

e
e

e

e e e

Ad
d 

th
e 

fir
st

 tw
o 

Co
lu

m
ns

/ 
Ad

di
er

e 
di

e 
be

id
en

 e
rs

te
n 

Sp
al

te
n

Sa
rr

us
La

w
/

Re
ge

l v
on

 S
ar

ru
s

[P
ie

rr
e 

Fr
éd

ér
ic

 S
ar

ru
s,

 1
83

1]
ht

tp
:/

/d
e.

w
ik

ip
ed

ia
.o

rg
/w

ik
i/

Re
ge

l_
vo

n_
Sa

rr
us



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

5

D
ya

di
c 

Pr
od

uc
t /

 
D

ya
di

sc
he

s
Pr

od
uk

t

3
3

1
1

3
3

1
1i

j
i

j

i
j

i
j

i
j

i
j

i
j

i
j

i
j

i
j

x
x

x
x

i
j

x
x

x
x

i
j

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x i
j

DA
B

A
B

A
B

A
B

D=
=

=
=

=

= = = = = =

∑
∑

∑
∑

A
B

e
e

e
e

e
e

e
e

e
e

D��
	
�


≠
B
A

A
B

= =

D
ε
E

B
µ
Hi i



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

6

El
ec

tr
os

ta
tic

(E
S)

 F
ie

ld
s 

/ 
El

ek
tr

os
ta

tis
ch

e 
(E

S)
 F

el
de

r



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

7

El
ec

tr
os

ta
tic

 F
ie

ld
 P

ro
bl

em
 –

Ex
am

pl
e:

 P
ar

al
le

l P
la

te
 C

ap
ac

ito
r 

/ 
El

ek
tr

os
ta

tis
ch

es
 F

el
dp

ro
bl

em
–

Be
is

pi
el

: P
ar

al
le

le
r 

Pl
at

te
nk

on
de

ns
at

or

Sc
al

ar
 F

ie
ld

: E
le

ct
ro

st
at

ic
 P

ot
en

tia
l/

Sk
al

ar
fe

ld
: E

le
kt

ro
st

at
is

ch
es

 P
ot

en
zi

al
Ve

ct
or

 F
ie

ld
: E

le
ct

ro
st

at
ic

 F
ie

ld
 S

tr
en

gt
h 

/
Ve

kt
or

fe
ld

: E
le

kt
ro

st
at

is
ch

e 
Fe

ld
st

är
ke



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

8

e

(
)

0

(
)

(
)d

C
S

S
V

V
V

ρ

=∂ =∂

= =

∫ ∫∫
∫∫∫

E
R
dR

D
R
dS

R

i i

v w
e

(
)

(
)

(
)

ρ

∇
=

∇
=

×E
R

0

D
R

R
i

In
te

gr
al

 F
or

m
 /

D
iff

er
en

tia
l F

or
m

 /
 

In
te

gr
al

fo
rm

D
iff

er
en

tia
lfo

rm

Cu
rl-

Fr
ee

 E
-F

ie
ld

 /
Ro

ta
tio

ns
fr

ei
es

 E
-F

el
d

D
iv

er
ge

nc
e 

of
 D

Re
pr

es
en

ts
 E

le
ct

ric
 C

ha
rg

e 
D

en
si

ty
 /

Q
ue

lls
tä

rk
e 

vo
n 

D
en

ts
pr

ic
ht

 d
er

 e
le

kt
ris

ch
en

 R
au

m
la

du
ng

sd
ic

ht
e

El
ec

tr
os

ta
tic

(E
S)

 F
ie

ld
s 

/ 
El

ek
tr

os
ta

tis
ch

e 
(E

S)
 F

el
de

r:
 G

ov
er

ni
ng

 
Eq

ua
tio

ns
 /

 G
ru

nd
gl

ei
ch

un
ge

n
El

ec
tr

os
ta

tic
(E

S)
 F

ie
ld

s 
–

G
ov

er
ni

ng
 E

qu
at

io
ns

 /
 

El
ek

tr
os

ta
tis

ch
e 

(E
S)

 F
el

de
r 

–
G

ru
nd

gl
ei

ch
un

ge
n

e(
): :

(
)

(
):

ρE
R

D
R R

El
ec

tri
c 

Fi
el

d 
St

re
ng

th
 / 

El
ek

tri
sc

he
 F

el
ds

tä
rk

e
El

ec
tri

c 
Fl

ux
 D

en
si

ty
 / 

El
ek

tri
sc

he
 F

lu
ss

di
ch

te
El

ec
tri

c 
C

ha
rg

e 
D

en
si

ty
 / 

El
ek

tri
sc

he
 R

au
m

la
du

ng
sd

ic
ht

e

   

El
ec

tr
os

ta
tic

 /
El

ek
tr

os
ta

tik
0

t∂
≡

∂
N

o 
Ti

m
e 

D
ep

en
de

nc
e 

an
d 

N
o 

M
ag

ne
tic

 F
ie

ld
 Q

ua
nt

iti
es

 /
Ke

in
e 

Ze
ita

bh
än

gi
gk

ei
t u

nd
 k

ei
ne

 m
ag

ne
tis

ch
en

 F
el

dg
rö

ße
n



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

9

e

e

(
)

0

(
)

(
)d

C
S

S
V

V
V

Q

ρ

=∂ =∂

= = =

∫ ∫∫
∫∫∫

E
R
dR

D
R
dS

R

i i

v w

e

(
)

(
)

(
)

ρ
∇

=
∇

=
×E

R
0

D
R

R
iIn
te

gr
al

 F
or

m
 /

 In
te

gr
al

fo
rm

El
ec

tr
os

ta
tic

(E
S)

 F
ie

ld
s 

/ 
El

ek
tr

os
ta

tis
ch

e 
(E

S)
 F

el
de

r:
 G

ov
er

ni
ng

 
Eq

ua
tio

ns
 /

 G
ru

nd
gl

ei
ch

un
ge

n
El

ec
tr

os
ta

tic
(E

S)
 F

ie
ld

s 
–

G
ov

er
ni

ng
 E

qu
at

io
ns

 /
 

El
ek

tr
os

ta
tis

ch
e 

(E
S)

 F
el

de
r 

–
G

ru
nd

gl
ei

ch
un

ge
n

0
(

)
(

)
ε

=
D
R

E
R

0
r

(
)

(
)

ε
ε

=
D
R

E
R

Va
cu

um
 /

 V
ak

uu
m El

ec
tr

ic
 F

ie
ld

 C
on

st
an

t /
 E

le
kt

ris
ch

e 
Fe

ld
ko

ns
ta

nt
e

(IE
EE

, V
D

E)
Pe

rm
itt

iv
ity

 o
f F

re
e 

Sp
ac

e
/ 

Pe
rm

itt
iv

itä
td

es
 F

re
ira

um
es

Si
de

 R
em

ar
k:

 In
 s

om
e 

Ca
se

s 
/

N
eb

en
be

m
er

ku
ng

: I
n 

ei
ni

ge
n 

Fä
lle

n

Pe
rm

itt
iv

ity
 /

 
Pe

rm
itt

iv
itä

t

2 3
e(

)
[V

/m
N

ew
to

n
/C

ou
lo

m
b

=
N

/C
]

[A
s/

m
]

(
)

(
)[

A
s/m

]
ρ

=
E
R

D
R R

     

D
iff

er
en

tia
l F

or
m

 /
D

iff
er

en
tia

lfo
rm

r
M

at
er

ia
l

1.
00

6
Pa

pe
r /

 P
ap

ie
r

2.
..4

W
et

 E
ar

th
 / 

N
as

se
 E

rd
e

5.
..1

5
G

al
liu

m
 A

rs
en

id
e 

/ G
al

liu
m

 A
rs

en
id

13
Se

aw
at

er
 / 

Se
ew

as
se

r
70

A
ir 

/ L
uf

t
ε



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

10

(
)

l
[

]
(2

)
e

12

(1
)

e
2 12

1
   

   
N

4
R

Q
Q

πε
=

R
F
R

Co
ul

om
b’

s 
La

w
 /

 C
ou

lo
m

bs
ch

es
G

es
et

z
Ch

ar
le

s 
Au

gu
st

in
 d

e 
Co

ul
om

b
(1

73
6 

–
18

06
)

ES
 F

ie
ld

s 
–

El
ec

tr
ic

 P
oi

nt
s 

Ch
ar

ge
 a

nd
 E

le
ct

ric
 F

ie
ld

 S
tr

en
gt

h 
–

Co
ul

om
b’

s 
La

w
/ 

ES
 F

el
de

r 
–

El
ek

tr
is

ch
e 

Pu
nk

tla
du

ng
 u

nd
 e

le
kt

ris
ch

e 
Fe

ld
st

är
ke

 –
Co

ul
om

bs
ch

es
G

es
et

z

l(1
)

e (2
)

e

Fo
rc

e 
/

(
)

[N
]

K
ra

ft
El

ec
tri

c P
oi

nt
 C

ha
rg

e /
[A

s]
El

ek
tri

sc
he

 P
un

kt
la

du
ng

El
ec

tri
c P

oi
nt

 C
ha

rg
e /

[A
s]

El
ek

tri
sc

he
 P

un
kt

La
du

ng
D

ist
an

ce
 /

[m
]

A
bs

ta
nd

D
ist

an
ce

 U
ni

t V
ec

to
r /

[1]
A

bs
ta

nd
se

in
he

its
ve

kt
or

Pe

Q Q RR
F R

rm
itt

iv
ity

 o
f F

re
e-

Sp
ac

e 
/

[A
s/V

m
]

Pe
rm

itt
iv

itä
t d

es
 F

re
ira

um
es

ε

l 12
R

(2
)

eQ

(1
)

eQ

12R

l
[]

   
   

1
R

=
=

R
R

R
R

[
]

=
  

m
R
=
R

R
Ri

(
)

l
(2

)

12

(1
)

1e
e

2 2
4
Q

Q
R

πε
=

R
R

F

l
(

)

2
2

2

2
2

2
,

x
y

z

x
y

z
R

x
y

z

R
x

y
z

x
y

z

x
y

z
ϑ
ϕ

=
+

+

=
=

+
+

+
+

=
=

+
+

e

R
e

e
e

R
R

e
e

e
R

i

1R
2
R

12
2

1
=

−
R

R
R



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

11

(
)

(
)

l
[

]
(1

)
e

(2
)

2
e

   
   

N
/C

 o
r V

/m
4Q

Q
R

πε
=

=
R

R
F

E
R

El
ec

tr
ic

 F
ie

ld
 S

tr
en

gt
h:

 F
or

ce
 P

er
 U

ni
t C

ha
rg

e 
/ 

El
ek

tr
is

ch
e 

Fe
ld

st
är

ke
: K

ra
ft

 p
ro

 E
in

he
its

la
du

ng

El
ec

tr
os

ta
tic

(E
S)

 F
ie

ld
s 

/ 
El

ek
tr

os
ta

tis
ch

e 
(E

S)
 F

el
de

r:
 G

ov
er

ni
ng

 
Eq

ua
tio

ns
 /

 G
ru

nd
gl

ei
ch

un
ge

n
ES

 F
ie

ld
s 

–
El

ec
tr

ic
 C

ha
rg

e 
an

d 
El

ec
tr

ic
 F

ie
ld

 S
tr

en
gt

h 
–

Co
ul

om
b’

s 
La

w
/ 

ES
 F

el
de

r 
–

El
ek

tr
is

ch
e 

La
du

ng
 u

nd
 e

le
kt

ris
ch

e 
Fe

ld
st

är
ke

 –
Co

ul
om

bs
ch

es
G

es
et

z

(2
)

e(1
)

e

El
ec

tri
c 

Fi
el

d 
St

re
ng

th
 /

(
)

[V
/m

]
El

ek
tis

ch
e F

el
ds

tä
rk

e
Fo

rc
e /

(
)

[N
]

K
ra

ft
El

ec
tri

c 
Ch

ar
ge

 /
[A

s]
El

ek
tri

sc
he

 L
ad

un
g

El
ec

tri
c 

Te
st 

Ch
ar

ge
 /

[A
s]

El
ek

tri
sc

he
 T

es
tla

du
ng

D
ist

an
ce

 /
[m

]
A

bs
ta

nd
D

ist
an

ce

QQ RR R

E F

l
 U

ni
t V

ec
to

r /
[1]

A
bs

ta
nd

se
in

he
its

ve
kt

or
Pe

rm
itt

iv
ity

 o
f F

re
e-

Sp
ac

e 
/

[A
s/V

m
]

Pe
rm

itt
iv

itä
t d

es
 F

re
ira

um
es

εR

l R
(2

)
eQ

(1
)

eQ
R

El
ec

tr
ic

 T
es

t 
Ch

ar
ge

 /
 

El
ek

tr
is

ch
e 

Te
st

la
du

ng

M
ov

e 
…

/ 
Be

w
eg

e.
..

Ra
di

al
 F

ie
ld

 /
 

Ra
di

al
fe

ld

(2
)

eQ
El

ec
tr

ic
 T

es
t C

ha
rg

e 
/ 

El
ek

tr
is

ch
e 

Te
st

la
du

ng

(
)

(
)

l
(1

)
e)

2

(2 e

4QQ

R
πε

= =

E
F
R

R

R



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

12

(
)

l
[

]
l

e
2

e
   

   
V

/m
4

4
R

R
R

Q
Q πε

πε
=

=

=

R
R

E
R

R
R

El
ec

tr
ic

 F
ie

ld
 S

tr
en

gt
h:

 F
or

ce
 P

er
 U

ni
t C

ha
rg

e 
/ 

El
ek

tr
is

ch
e 

Fe
ld

st
är

ke
: K

ra
ft

 p
ro

 E
in

he
its

la
du

ng

El
ec

tr
os

ta
tic

(E
S)

 F
ie

ld
s 

/ 
El

ek
tr

os
ta

tis
ch

e 
(E

S)
 F

el
de

r:
 G

ov
er

ni
ng

 
Eq

ua
tio

ns
 /

 G
ru

nd
gl

ei
ch

un
ge

n
ES

 F
ie

ld
s 

–
El

ec
tr

ic
 C

ha
rg

e 
an

d 
El

ec
tr

ic
 F

ie
ld

St
re

ng
th

–
Co

ul
om

b’
s 

La
w

/ 
ES

 F
el

de
r 

–
El

ek
tr

is
ch

e 
La

du
ng

 u
nd

 e
le

kt
ris

ch
e 

Fe
ld

st
är

ke
 –

Co
ul

om
bs

ch
es

G
es

et
z

le

El
ec

tri
c 

Fi
el

d 
St

re
ng

th
 /

(
)

[V
/m

]
El

ek
tis

ch
e F

el
ds

tä
rk

e
El

ec
tri

c 
Ch

ar
ge

 /
[A

s]
El

ek
tri

sc
he

 L
ad

un
g

D
ist

an
ce

 /
[m

]
A

bs
ta

nd
D

ist
an

ce
 U

ni
t V

ec
to

r /
[1]

A
bs

ta
nd

se
in

he
its

ve
kt

or
Pe

rm
itt

iv
ity

 o
f F

re
e-

Sp
ac

e 
/

Pe
rm

itt

Q RR RE

[A
s/V

m
]

iv
itä

t d
es

 F
re

ira
um

es
ε

l R
eQ

R

Ra
di

al
 F

ie
ld

 /
 

Ra
di

al
fe

ld

(
)

l
2

e e

4 4

R
Q

R
Qπε πε

= =

R
R

E

R



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

13

e

(
)

0

(
)

(
)d

C
S

S
V

V
V

ρ

=∂ =∂

= =

∫ ∫∫
∫∫∫

E
R
dR

D
R

dS
R

i i

v w
e

(
)

(
)

(
)

ρ

∇
=

∇
=

×
E
R

0

D
R

R
i

In
te

gr
al

 F
or

m
 /

D
iff

er
en

tia
l F

or
m

 /
 

In
te

gr
al

fo
rm

D
iff

er
en

tia
lfo

rm

Cu
rl-

Fr
ee

 E
-F

ie
ld

 /
Ro

ta
tio

ns
fr

ei
es

 E
-F

el
d

D
iv

er
ge

nc
e 

of
 D

Re
pr

es
en

ts
 E

le
ct

ric
 C

ha
rg

e 
D

en
si

ty
 /

Q
ue

lls
tä

rk
e 

vo
n 

D
en

ts
pr

ic
ht

 d
er

 e
le

kt
ris

ch
en

 R
au

m
la

du
ng

sd
ic

ht
e

M
et

ho
d 

of
 G

au
ss

’E
le

ct
ric

 L
aw

 /
M

et
ho

de
 d

es
 G

au
ßs

ch
en

 e
le

kt
ris

ch
en

 G
es

et
ze

s

El
ec

tr
os

ta
tic

(E
S)

 F
ie

ld
s 

/ 
El

ek
tr

os
ta

tis
ch

e 
(E

S)
 F

el
de

r:
 G

ov
er

ni
ng

 
Eq

ua
tio

ns
 /

 G
ru

nd
gl

ei
ch

un
ge

n
El

ec
tr

os
ta

tic
(E

S)
 F

ie
ld

s 
–

G
ov

er
ni

ng
 E

qu
at

io
ns

 /
 

El
ek

tr
os

ta
tis

ch
e 

(E
S)

 F
el

de
r 

–
G

ru
nd

gl
ei

ch
un

ge
n

e(
): :

(
)

(
):

ρE
R

D
R R

El
ec

tri
c 

Fi
el

d 
St

re
ng

th
 / 

El
ek

tri
sc

he
 F

el
ds

tä
rk

e
El

ec
tri

c 
Fl

ux
 D

en
si

ty
 / 

El
ek

tri
sc

he
 F

lu
ss

di
ch

te
El

ec
tri

c 
C

ha
rg

e 
D

en
si

ty
 / 

El
ek

tri
sc

he
 R

au
m

la
du

ng
sd

ic
ht

e

   

El
ec

tr
os

ta
tic

 /
El

ek
tr

os
ta

tik
0

t∂
≡

∂
N

o 
Ti

m
e 

D
ep

en
de

nc
e 

an
d 

N
o 

M
ag

ne
tic

 F
ie

ld
 Q

ua
nt

iti
es

 /
Ke

in
e 

Ze
ita

bh
än

gi
gk

ei
t u

nd
 k

ei
ne

 m
ag

ne
tis

ch
en

 F
el

dg
rö

ße
n



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

14

So
ur

ce
 D

is
tr

ib
ut

io
n 

/ 
Q

ue
llv

er
te

ilu
ng s

e
s

0
(

)
0

V V
ρ

≠
∈


=
 =

∈ /


R
R

R sV

e(
)

0
ρ

>
R

So
ur

ce
 V

ol
um

e 
/ 

Q
ue

llv
ol

um
en

C
S

=
∂

In
te

gr
at

io
n 

Co
nt

ou
r 

/ In
te

gr
at

io
ns

ko
nt

ur

(
)

0
C

S
=∂

=
∫

E
R
dRi

v

(
)

E
R

ES
 F

ie
ld

s
–

M
et

ho
d 

of
 E

le
ct

ric
 G

au
ss

’L
aw

/ 
ES

-F
el

de
r 

–
M

et
ho

de
 d

es
 e

le
kt

ris
ch

en
 G

au
ßs

ch
en

 G
es

et
ze

s



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

15

So
ur

ce
 D

is
tr

ib
ut

io
n 

/ 
Q

ue
llv

er
te

ilu
ng s

e
s

0
(

)
0

V V
ρ

≠
∈


=
 =

∈ /


R
R

R

(
)

(
) (
)

d

nD

S
=

R

D
R

dS
D
R

n
i

i
��
	
�


sV

e(
)

0
ρ

>
R

e(
)

0
ρ

=
R

So
ur

ce
 V

ol
um

e 
/

Q
ue

llv
ol

um
en

V

In
te

gr
at

io
n 

Vo
lu

m
e 

/ 
In

te
gr

at
io

ns
vo

lu
m

en

e(
)

0
ρ

=
R

e

e

(
)

(
)d

e
S

V
V

V

Q

ψ
ρ

=∂
=

= =
∫∫

∫∫∫
D
R
dS

R
i

w
To

ta
l E

le
ct

ric
 C

ha
rg

e 
in

 V
 /

El
ek

tri
sc

he
 G

es
am

tla
du

ng
 in

 V
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

 
 

 

(
)

e

(
)

d

To
ta

l e
le

ct
ric

 c
ha

rg
e 

in
sid

e 
th

e
vo

lu
m

e 
 w

ith
 th

e 
cl

Su
m

m
at

io
n 

of
 a

ll 
=

 C
on

tri
bu

tio
ns

 /
Su

m
m

at
io

n 
al

le
r 

=
-B

ei
trä

ge

(
)

(
)d

e
S

V
D n

n
n

S
V

V
Q

S

V
D
D

V
ρ

=∂=∂
=

∫∫∫∫
∫∫∫

R

D
R

n

n
D n
D

D
R
dS

R

i
��
	
�
 i
ii

�
�
��
	
�
�
�


�
��
	
�
�


w �
�
��
	
�
�
�


w

os
ed

 su
rfa

ce
 

 /
G

es
am

te
 e

le
kt

ris
ch

e 
La

du
ng

 im
 V

ol
um

en
 m

it 
de

r g
es

ch
lo

ss
en

en
 O

be
rfl

äc
he

 S
V

V
S

V

=∂

=∂

�
��
	
�
�


e e

Fl
ux

 o
f 

 th
ro

ug
h 

 in
 

 /
Fl

us
s v

on
 

 d
ur

ch
 

 in
 

 
S
Q

V
S
Q

V
= =

D
D

ES
 F

ie
ld

s
–

M
et

ho
d 

of
 E

le
ct

ric
 G

au
ss

’L
aw

/ 
ES

-F
el

de
r 

–
M

et
ho

de
 d

es
 e

le
kt

ris
ch

en
 G

au
ßs

ch
en

 G
es

et
ze

s



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

16

S
V

=
∂

In
te

gr
at

io
n 

Vo
lu

m
e 

/ 
In

te
gr

at
io

ns
vo

lu
m

en

e

e

(
)

(
)d

 
S

V
V

V

Q

ρ
=∂

= =
∫∫

∫∫∫
D
R
dS

R
i

w

ES
 F

ie
ld

s 
/ 

ES
 F

el
de

r
M

et
ho

d 
of

 E
le

ct
ric

 G
au

ss
’L

aw
 /

M
et

ho
de

 d
es

 e
le

kt
ris

ch
en

 G
au

ßs
ch

en
 G

es
et

ze
s

El
ec

tr
os

ta
tic

 (E
S)

 F
ie

ld
s

/ 
El

ek
tr

os
ta

tis
ch

e 
(E

S)
 F

el
de

r
M

et
ho

d 
of

 E
le

ct
ric

 G
au

ss
’L

aw
 /

 M
et

ho
de

 d
es

 e
le

kt
ris

ch
en

 G
au

ßs
ch

en
 G

es
et

ze
s

0
so

ur
ce

-f
re

e
/

qu
el

le
nf

re
i

(
)

0
So

ur
ce

/
Q

ue
lle

0
Si

nk
/

Se
nk

e
S

V
=∂

=
 
>

 
<


∫∫

D
R
dS

 
 

 
 

 
 

 
 

 
i

w

e(
)

ρ
R

SS
1S

2S

2n
1n

1
1

2
2

1 2

e

(
)

d

  
(

)
d

  
(

)
d

  

S
S

S
S

V S
V

S
V

S

S S

Q=∂

=∂ =∂

= = =∫∫
∫∫ ∫∫

D
R
n

D
R
n

D
R
n

i

i i

w
w w

Sn



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

17

sV
So

ur
ce

 V
ol

um
e 

/ 
Q

ue
llv

ol
um

en

S
V

=
∂

In
te

gr
at

io
n 

Su
rf

ac
e 

(C
lo

se
d 

Su
rf

ac
e)

 /
 

In
te

gr
at

io
ns

flä
ch

e 
(g

es
ch

lo
ss

en
e 

O
be

rf
lä

ch
e)

v
(

)

v

(
)

(
)

d

v
(

)d
n

S
V

S
V

n
S

V

S S

=∂
=∂

=

=∂

= = =
Φ

∫∫
∫∫ ∫∫

R

v
R
dS

v
R
n

R

i
i

��
	
�


w
w w

ES
 F

ie
ld

s 
/ 

ES
 F

el
de

r
M

et
ho

d 
of

 E
le

ct
ric

 G
au

ss
’L

aw
 /

M
et

ho
de

 d
es

 e
le

kt
ris

ch
en

 G
au

ßs
ch

en
 G

es
et

ze
s

Ex
am

pl
e:

 F
lu

id
 M

ec
ha

ni
cs

–
Sp

rin
g 

 o
f W

at
er

/ 
Be

is
pi

el
: S

tr
öm

un
gs

m
ec

ha
ni

k 
–

W
as

se
rq

ue
lle

v
v

v

Sp
rin

g 
of

 W
at

er
 /

 
W

as
se

rq
ue

lle

To
ta

l F
lu

x 
th

ro
ug

h 
th

e 
Cl

os
ed

 S
ur

fa
ce

 /
 

G
es

am
tf

lu
ss

 d
ur

ch
 d

ie
 g

es
ch

lo
ss

en
e 

O
be

rf
lä

ch
e

v

n



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

18

ES
 F

ie
ld

s 
/ 

ES
 F

el
de

r
M

et
ho

d 
of

 E
le

ct
ric

 G
au

ss
’L

aw
 -

Ex
am

pl
e 

/
M

et
ho

de
 d

es
 e

le
kt

ris
ch

en
 G

au
ßs

ch
en

 G
es

et
ze

s 
-

Be
is

pi
el

Ex
am

pl
e:

 E
le

ct
ric

 F
ie

ld
 D

ue
 to

 S
ph

er
ic

al
ly

 S
ym

m
et

ric
 C

ha
rg

e 
D

is
tr

ib
ut

io
n 

/
Be

is
pi

el
: E

le
kt

ris
ch

es
 F

el
d 

ei
ne

r 
ku

ge
ls

ym
m

et
ris

ch
en

 R
au

m
la

du
ng

sd
ic

ht
e

e0
0

0
e

e

0

(
)

(
)

0

R
R

R
R

R
R

R

ρ
ρ

ρ


<


=
=
 

>


R

Pr
es

cr
ib

ed
: E

le
ct

ric
 C

ha
rg

e 
D

en
si

ty
 /

 
Vo

rg
eg

eb
en

: E
le

kt
ris

ch
e 

Ra
um

la
du

ng
sd

ic
ht

e

+

++
+

+ +

+

+

+
+

+

+
+ +

+
+

+ +

+
+

+
+

+
+

+

+ +

+

+
+

+
+

+
+

+
+

+ ++

+
+

+

+
+

ϕϑ

0R
R

R

R

0R

0R

e0
(

)R
ρ

(
)

R
D

R

sin
d

R
ϑ

ϕ
dR
ϑ

dR

e

e
(

)

(
)

(
)

d
(

)d
n

S
V

S
V

V
D

Q

S
V

ρ
=∂

=∂
=

=

=
=

∫∫
∫∫

∫∫∫
R

D
R
dS

D
R
n

R
i

i
��
	
�


�
��
	
�
�


w
w

Co
ns

id
er

 th
e 

El
ec

tr
os

ta
tic

 (E
S)

 C
as

e 
/ 

Be
tr

ac
ht

e 
de

n 
el

ek
tr

os
ta

tis
ch

en
 (E

S)
 F

al
l

Ra
di

al
 S

ym
m

et
ry

 /
Ra

di
al

sy
m

m
et

rie
!

Ch
ar

ge
d 

Sp
he

re
 w

ith
 R

ad
iu

s 
R 0

/ 
G

el
ad

en
e 

Ku
ge

l m
it 

de
m

 R
ad

iu
s 

R 0

So
lu

tio
n 

fo
r 

D
(R

) /
 

Lö
su

ng
 fü

r 
D

(R
)

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)

n
R

R
D

D

n
R

D
D

=
=

= =
R

R

D
R
n
D
R
e

R
R

i
i

��
	
�


��
	
�




D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

19

Ve
ct

or
 D

iff
er

en
tia

l S
ur

fa
ce

 E
le

m
en

t /
 

Ve
kt

or
ie

lle
s 

di
ff

er
en

tie
lle

s 
Fl

äc
he

ne
le

m
en

t (
1)

dS
=

d
S

n
D

ef
in

iti
on

:

Su
rf

ac
e 

/
Fl

äc
he

y

z

x

(
)

1
2

,
σ

σ
R

(
)

1
1

2
,

d
σ

σ
σ

+
R

1σ

dS
1σ

dR
(

)
(

)
(

) 1 2

1
2

1
2

1
1

2

1
2

2, ,

d
,

,
d

σ σ

σ
σ

σ
σ

σ
σ

σ

σ
σ

σ

+

+

R

R R
dR dR

Su
rf

ac
e 

Pa
ra

m
et

er
s 

/ 
Fl

äc
he

np
ar

am
et

er

Po
si

tio
n 

Ve
ct

or
 /

 
O

rt
sv

ek
to

r

Po
si

tio
n 

Ve
ct

or
 /

 
O

rt
sv

ek
to

r

Ve
ct

or
 D

iff
er

en
tia

l 
Li

ne
 E

le
m

en
ts

 /
 

Ve
kt

or
ie

lle
 

di
ff

er
en

tie
lle

 
Li

ni
en

el
em

en
te

(
)

1
2

,
σ

σ
R

2σ
2σ

dR

Po
si

tio
n 

Ve
ct

or
 /

 
O

rt
sv

ek
to

r

n

Po
si

tio
n 

Ve
ct

or
 /

 O
rt

sv
ek

to
r

Ta
ng

en
tia

l V
ec

to
rs

 /
 T

an
ge

nt
ia

lv
ek

to
re

n
(

)
(

)

(
)

(
)

1
2

1
2

1
1

1
2

1
2

2
2

,
,

,
,

σ
σ

σ
σ

σ

σ
σ

σ
σ

σ∂
=
∂
∂

=
∂

σ
R

σ
R

(
)

1
2

2
,

d
σ

σ
σ

+
R

d
S



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

20

Ve
ct

or
 D

iff
er

en
tia

l S
ur

fa
ce

 E
le

m
en

t /
 

Ve
kt

or
ie

lle
s 

di
ff

er
en

tie
lle

s 
Fl

äc
he

ne
le

m
en

t (
2)

(
)

(
)

1 2

1
2

1
1

1
2

2
2

,
d

,
d

σ σ

σ
σ

σ

σ
σ

σ

= =

dR
σ

dR
σ

Ve
ct

or
 D

iff
er

en
tia

l L
in

e 
El

em
en

ts
 /

 V
ek

to
rie

lle
s 

di
ff

er
en

tie
lle

s 
Li

ni
en

el
em

en
t

(
)

(
)

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

d   
,

,
d

d

S
σ

σ

σ
σ

σ
σ

σ
σ

= =

dR
×d
R

σ
×σ

Sc
al

ar
 D

iff
er

en
tia

l S
ur

fa
ce

 E
le

m
en

ts
 /

 S
ka

la
re

s 
di

ff
er

en
tie

lle
s 

Fl
äc

he
ne

le
m

en
t

(
)

(
)

(
)

(
)

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

,
,

,
,

σ
σ

σ
σ

σ
σ

σ
σ

=
σ

×σ
n

σ
×σ

N
or

m
al

 U
ni

t-
Ve

ct
or

 /
 N

or
m

al
en

ei
nh

ei
ts

ve
kt

or

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

d
,

,
   

 
,

,
d

d
,

,

   
 

,
,

d
d

S σ
σ

σ
σ

σ
σ

σ
σ

σ
σ

σ
σ

σ
σ

σ
σ

σ
σ

σ
σ

= = =

dS
n σ

×σ
σ

×σ
σ

×σ

σ
×σ

Ve
ct

or
 D

iff
er

en
tia

l S
ur

fa
ce

 E
le

m
en

t /
 V

ek
to

rie
lle

s 
di

ff
er

en
tie

lle
s 

Fl
äc

he
ne

le
m

en
t 



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

21

G
au

ss
’E

le
ct

ric
 L

aw
 /

 G
au

ßs
ch

es
 e

le
kt

ris
ch

es
 G

es
et

z e
eQ

ψ
=

Cl
os

ed
 S

ur
fa

ce
 In

te
gr

al 
/

G
es

ch
lo

ss
en

es
 F

läc
he

ni
nt

eg
ra

l
Su

m
m

at
io

n 
of

 al
l N

or
m

al 
Co

m
po

ne
nt

es
 o

f 
 

at
 th

e C
lo

se
d 

Su
rfa

ce
 

 o
f 

th
e V

ol
um

e 
 /

Su
m

m
at

io

(

l

)

n 
al

(
)

(
)

d
n

S=

S
V

S
V

D

V
V

S
=∂

=

∂

=∂
=

∫∫
∫∫

R

D

D
R
dS

D
R
n

i
i

��
	
�


�
�
�
	
�
�



w
w

e

V
ol

um
e I

nt
e

er
 N

or
m

alk
om

po
ne

nt
en

 v
on

 
au

f d
er

 g
es

ch
lo

ss
en

en
 O

be
rfl

äc
he

 
 d

es
 

V
ol

um
en

s 

Fl
ux

 T
hr

ou
gh

 th
e C

ol
se

d 
Su

rfa
ce

 /
Fl

us
s d

ur
ch

 d
ie

 g
es

ch
lo

ss
en

e O
be

rfl
äc

h

e

e

(
)d

S=
V

V

V

V

ψ

ρ

=

∂

=
∫∫∫

D

R

�
�
�
�
�
�
�
	
�

�
�
��
	
�
�
�


�
�
�
�
�


e

gr
al 

/
V

ol
um

en
in

te
gr

al

Su
m

m
at

io
n 

of
 al

l c
ha

rg
es

 
in

sid
e t

he
 V

ol
um

e 
 /

Su
m

m
at

io
n 

all
er

 L
ad

un
ge

n 
in

 
de

m
  V

ol
um

en
 V V

Q=

�
��
	
�

�
�
�
��
	

�


�
��

�
�
�
�


	
�
�


z

S
∈
R

y

x

Ou
tw

ard
 N

or
ma

l U
nit

-V
ec

tor
 /

    
  N

ac
h A

uß
en

 ze
ige

nd
er 

No
rm

ale
ne

inh
eit

sv
e

: 
kto

r
n

S
V

=
∂

n
D nD
=
D
ni

Sp
he

re/
Ku

ge
l: V

dS
=

dS
n

dS

n
n
D

=
D

n

Ex
am

pl
e

/ 
Be

is
pi

el
:



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

22

Ex
am

pl
e:

 S
ph

er
e 

w
ith

 R
ad

iu
s 

a 
/ 

Be
is

pi
el

: K
ug

el
 m

it 
Ra

di
us

 a
(1

)

(
)

2
2

0
0

(
)

[
(

,
,

)]
[

(
,

,
)]

e

(
)

(
)

d
[

(
,

,
)]

,
sin

d
d

   
   

   
   

   
   

   
   

   
 =

n
R n

R
S

V
S

V
D

D
R
a

D
R
a

S
R
a

a
π

π

ϕ
ϑ

ϑ
ϕ

ϑ
ϕ

ϑ
ϕ

ϑ
ϕ

ϑ
ϑ

ϕ

ψ

=∂
=∂

=
=

=
=

=
=

=

=
=

=
∫∫

∫∫
∫
∫

R
R R

D
R
dS

D
R
n

D
R

e
i

i
i

��
	
�


�
�
�
�
��
	
�
�
�
�
�


w
wz

S
∈
R

y

x

Ou
tw

ard
 N

or
ma

l U
nit

-V
ec

tor
 /

    
  N

ac
h A

uß
en

 ze
ige

nd
er 

No
rm

ale
ne

inh
eit

sv
e

: 
kto

r
n

S
V

=
∂

n
D nD
=
D
ni

Sp
he

re/
Ku

ge
l: V

dS
=

dS
n

dS

n
n
D

=
D

n

(
)

(
)

2
2

  (
)

   
 

,
sin

,
sin

R
R

dS
dS

R
a

dS
h
h
d
d

R
d
d

a
d
d

ϑ
ϕ

ϑϕ
ϑ

ϕ

ϑ
ϕ

ϑ
ϑ

ϕ
ϑ
ϕ

ϑ
ϑ

ϕ

=

=
=

=
=

n
n

dS
n

n

e
e

�
�
�
	
�
�


�
�
�
	
�
�


��
	
�


��
	
�


0 0
2

ϑ
π

ϕ
π

≤
≤

≤
<

(
)

e(
)

d

 
(

)d
n

S
V

D

V

S V
ρ

=∂
=

=∫∫

∫∫∫
R

D
R
n Ri

��
	
�


w



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

23

Ex
am

pl
e:

 S
ph

er
e 

w
ith

 R
ad

iu
s 

a 
/ 

Be
is

pi
el

: K
ug

el
 m

it 
Ra

di
us

 a
(2

)
z

S
∈
R

y

x

Ou
tw

ard
 N

or
ma

l U
nit

-V
ec

tor
 /

    
  N

ac
h A

uß
en

 ze
ige

nd
er 

No
rm

ale
ne

inh
eit

sv
e

: 
kto

r
n

S
V

=
∂

n
D nD
=
D
ni

Sp
he

re/
Ku

ge
l: V

dS
=

dS
n

dS

n
n
D

=
D

n

0 0 0
2

R
a

ϑ
π

ϕ
π

≤
≤

≤
≤

≤
<

(
)

e(
)

d

 
(

)d
n

S
V
D

V

S V
ρ

=∂

=∫∫

∫∫∫
R

D
R
n Ri

��
	
�


w

(
)

2
d

si
n

d
d

d
d

d
d

 
R

V
R

R
h
h
h

R
ϑ

ϕ
ϑ

ϑ
ϕ

ϑ
ϕ

=
=

2
2

e
e

0
0

0

e

(
)d

[
(

,
,

)] 
sin

d
d

d

   
   

   
   

   
   

   
   

a

V
R

V
R

R
R

Qπ
π

ϕ
ϑ

ρ
ρ

ϑ
ϕ

ϑ
ϑ

ϕ
=

=
=

= =

∫∫∫
∫
∫
∫

R
R



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

24

Ex
am

pl
e:

 E
le

ct
ric

 F
ie

ld
 D

ue
 to

 S
ph

er
ic

al
ly

 S
ym

m
et

ric
 C

ha
rg

e 
D

is
tr

ib
ut

io
n 

/
Be

is
pi

el
: E

le
kt

ris
ch

es
 F

el
d 

ei
ne

r 
ku

ge
ls

ym
m

et
ris

ch
en

 R
au

m
la

du
ng

sd
ic

ht
e

e0
0

0
e

0

(
)

0

R
R

R
R

R
R

ρ
ρ


<


=
 

>


R
El

ec
tr

ic
 C

ha
rg

e 
D

en
si

ty
 /

 
El

ek
tr

is
ch

e 
Ra

um
la

du
ng

sd
ic

ht
e

+

++
+

+ +

+

+

+
+

+

+
+ +

+
+

+ +

+
+

+
+

+
+

+

+ +

+

+
+

+
+

+
+

+
+

+ ++

+
+

+

+
+

ϕϑ

0R
R

R

R

0R

0R

e0ρ

R
D

sin
d

R
ϑ

ϕ
dR
ϑ

dR

e
(

)

(
)

d
(

)d
n

S
V

V
D

S
V

ρ
=∂

=

=
∫∫

∫∫∫
R

D
R
n

R
i

��
	
�


w
Co

ns
id

er
 th

e 
El

ec
tr

os
ta

tic
 (E

S)
 C

as
e 

/ 
Be

tr
ac

ht
e 

de
n 

el
ek

tr
os

ta
tis

ch
en

 F
al

l

Ra
di

al
 S

ym
m

et
ry

 /
 

Ra
di

al
sy

m
m

et
ris

ch
!



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

25

M
et

ric
 C

oe
ff

ic
ie

nt
s

/ 
M

et
ris

ch
e 

Ko
ef

fiz
ie

nt
en

1
2

3

1
2

3

1
2

3

(
,

,
)

(
,

,
)

(
,

,
)

x
x

y
y

z
z

ξ
ξ

ξ
ξ
ξ

ξ
ξ
ξ

ξ

= = =

O
rt

ho
go

na
l C

ur
vi

lin
ea

r 
Co

or
di

na
te

s
/ 

O
rt

ho
go

na
le

 K
ru

m
m

lin
ig

e 
Ko

or
di

na
te

n

1
2

3

1
2

3

1
2

3
,

,
,

,
ξ

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ

ξ
ξ

ξ

⊥
⊥

e
e
e

e
e

e

Ca
rt

es
ia

n 
Co

or
di

na
te

s
/ 

Ka
rt

es
is

ch
e 

Ko
or

di
na

te
n

1
2

3

1
2

3

1
2

3
  

,
,

,
,

,
,

,
,

,
 ; 

x
y
z

x
x

x

x
y

z
x

x
x

x
y
z
x
x
x

= =

⊥
⊥

⊥
⊥

e
e
e

e
e
e

e
e

e
e

e
e

1
1

2
2

3
3(

,
,

)
(

,
,

)
(

,
,

)

x
y
z

x
y
z

x
y
z

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
ξ

= = =

Ca
rt

es
ia

n 
Co

or
di

na
te

s
/ 

Ka
rt

es
is

ch
e 

Ko
or

di
na

te
n

x

y

z

R

xe
ye

ze

3ξ R
1ξe

2ξ
1ξ

1ξe
2ξe

3ξe

M
et

ric
 S

ca
lin

g 
/ 

M
et

ris
ch

e 
Sk

al
ie

ru
ng



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

26

M
et

ric
 C

oe
ff

ic
ie

nt
s

–
Cy

lin
dr

ic
al

 C
oo

rd
in

at
e 

Sy
st

em
/ 

M
et

ris
ch

e 
Ko

ef
fiz

ie
nt

en
 –

Zy
lin

de
rk

oo
rd

in
at

en
sy

st
em

ze

reϕe
r r

dR
+R
dR

dϕ
dz

 

dr

dr
ϕ

(
)

d
d

r
r

ϕ
+

R



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

27

M
et

ric
 C

oe
ff

ic
ie

nt
s 

–
Sp

he
ric

al
 C

oo
rd

in
at

e 
Sy

st
em

/ 
M

et
ris

ch
e 

Ko
ef

fiz
ie

nt
en

 –
Ku

ge
lk

oo
rd

in
at

en
sy

st
em

z sin     R
ϑ

dR

+R
dR

ϑ

x
 

R

y

dR

ϕ
dϕ

dϕ

dR
ϑ

sin
d

R
ϑ

ϕ

dϑR



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

28

M
et

ric
 C

oe
ff

ic
ie

nt
s

/ 
M

et
ris

ch
e 

Ko
ef

fiz
ie

nt
en

1
2

3

1
2

3

1
2

3

(
,

,
)

(
,

,
)

(
,

,
)

x
x

y
y

z
z

ξ
ξ

ξ
ξ
ξ

ξ
ξ
ξ

ξ

= = =

O
rt

ho
go

na
l C

ur
vi

lin
ea

r 
Co

or
di

na
te

s
/ 

O
rt

ho
go

na
le

 K
ru

m
m

lin
ig

e 
Ko

or
di

na
te

n

1
2

3
1

2
3

1
2

3
(

,
,

)
(

,
,

)
(

,
,

)
x

y
z

x
y

z
ξ
ξ

ξ
ξ
ξ

ξ
ξ
ξ

ξ
=

+
+

R
e

e
e

1
2

3

1
2

3
1

2
3

2
2

2
1

2
3

1
2

3
1

2
3

(
,

,
)

(
,

,
)

(
,

,
)

(
,

,
)

(
,

,
)

(
,

,
)

1,
2,

3

i
i i

i

i
i

i

h

x
y

z

iξ
ξ
ξ

ξ
ξ ξ
ξ

ξ
ξ
ξ

ξ
ξ

ξ

ξ
ξ

ξ
ξ
ξ

ξ
ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
ξ

∂
=

∂

∂
∂

=
∂

∂










∂
∂

∂
=

+
+










∂
∂

∂









=

R R
R

i

Ca
rt

es
ia

n 
Co

or
di

na
te

s
/ 

Ka
rt

es
is

ch
e 

Ko
or

di
na

te
n

1
1

2
2

3
3(

,
,

)
(

,
,

)
(

,
,

)

x
y
z

x
y
z

x
y
z

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
ξ

= = =

1
2

3
1

2
3

1
2

3
(

,
,

)
(

,
,

)
(

,
,

)

1,
2,

3

x
y

z
i

i
i

i

x
y

z

i

ξ
ξ

ξ
ξ
ξ

ξ
ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
∂

∂
∂

∂
=

+
+

∂
∂

∂
∂

=

R
e

e
e

1
2

3

1
2

3

1
2

3
M

ag
ni

tu
de

 /
Be

tra
g

Di
rec

tio
n /

Ri
ch

tu
ng

e

(
,

,
)

(
,

,
)

,
1,

2,
3

(
,

,
)

i

ii

i
i

i

h

i

ξ

ξ

ξ
ξ

ξ
ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
ξ

=

=

∂
∂

∂
∂

=
=

∂
∂

∂
∂

R
R

R
R

�
��
	
�
�

�
��
	
�
�


�
��
	
�
�

�
��
	
�
�


M
et

ric
 C

oe
ff

ic
ie

nt
s

/ 
M

et
ris

ch
e 

Ko
ef

fiz
ie

nt
en

1
2

3
,

,
ξ
ξ

ξ
1

2
3

1
2

3
,

,
,

,
,

,
x
y
z
x
x
x

ξ
ξ

ξ
=

=



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

29

M
et

ric
 C

oe
ff

ic
ie

nt
s

/ 
M

et
ris

ch
e 

Ko
ef

fiz
ie

nt
en

1 2 3

x y z

ξ ξ ξ

= = =

N
N
N

2
2

2

2
2

2

1
0

0

(
,

,
)

(
,

,
)

(
,

,
)

(
,

,
)

(
,

,
)

(
,

,
)

1 1 1

x y z

x
y
z

h
x x
y
z

x
y
z

x
x

x
x
y
z

y
x
y
z

z
x
y
z

x
x

x

x
y

z
x

x
x

h h

=
=

∂
=

∂

∂
∂

=
∂

∂

∂
∂

∂









=

+
+










∂
∂

∂










∂
∂

∂









=

+
+










∂
∂

∂










= = =

R R
R

i



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

30

M
et

ric
 C

oe
ff

ic
ie

nt
s

/ 
M

et
ris

ch
e 

Ko
ef

fiz
ie

nt
en

Ca
rt

es
ia

n 
Co

or
di

na
te

 S
ys

te
m

/ 
Ka

rt
es

is
ch

es
 K

oo
rd

in
at

en
sy

st
em

1 1 1

x y zh h h

= = =

Cy
lin

dr
ic

al
 C

oo
rd

in
at

e 
Sy

st
em

/ 
Zy

lin
de

rk
oo

rd
in

at
en

sy
st

em

1 1

r zh h
r

hϕ

= = =

Sp
he

ric
al

 C
oo

rd
in

at
e 

Sy
st

em
/ 

Ku
ge

lk
oo

rd
in

at
en

sy
st

em

1

sin

Rh h
R

h
R

ϑ ϕ
ϑ

= = =



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

31

M
et

ric
 C

oe
ff

ic
ie

nt
s

–
Cy

lin
dr

ic
al

 a
nd

 S
ph

er
ic

al
 C

oo
rd

in
at

e 
Sy

st
em

/ 
M

et
ris

ch
e 

Ko
ef

fiz
ie

nt
en

 –
Zy

lin
de

r-
un

d 
Ku

ge
lk

oo
rd

in
at

en
sy

st
em

ze

reϕe
r r

dR
+R
dR

dϕ
dz

  

dr

dr
ϕ

(
)

d
d

r
r

ϕ
+

R

z

sin     R
ϑ

dR

+R
dR

ϑ

x
  

R

y

dR

ϕ
dϕ

dϕ

dR
ϑ

sin
d

R
ϑ

ϕ

dϑR



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

32

M
et

ric
 C

oe
ff

ic
ie

nt
s 

an
d 

Ve
ct

or
 D

iff
er

en
tia

l L
in

e 
El

em
en

ts
/ 

M
et

ris
ch

e 
Ko

ef
fiz

ie
nt

en
 u

nd
 v

ek
to

rie
lle

 d
iff

er
en

tie
lle

 L
in

ie
ne

le
m

en
te

Ca
rt

es
ia

n 
Co

or
di

na
te

 S
ys

te
m

/ 
Ka

rt
es

is
ch

es
 K

oo
rd

in
at

en
sy

st
em

1,
1,

1
x

y
z

h
h

h
=

=
=

Cy
lin

dr
ic

al
 C

oo
rd

in
at

e 
Sy

st
em

/ 
Zy

lin
de

rk
oo

rd
in

at
en

sy
st

em
Sp

he
ric

al
 C

oo
rd

in
at

e 
Sy

st
em

/ 
Ku

ge
lk

oo
rd

in
at

en
sy

st
em

1,
,

1
r

z
h

h
r
h

ϕ
=

=
=

1,
,

sin
Rh

h
R

h
R

ϑ
ϕ

ϑ
=

=
=

d
d

d d

d d

d
d

d

r

r
r r

z

z
z zR h

r
r R h r R h
z

z

ϕ

ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ

= = = = = = = = =

dR
s e e

dR
s e e

dR
s e e

d
d

d d
d d

d

d sin
d

R

R
R RR h

R
R R h R R h R

ϑ

ϑ
ϑ ϑ

ϕ

ϕ
ϕ ϕ

ϑ ϑ ϕ ϑ
ϕ

= = = = = = = = =

dR
s e e

dR
s e e

dR
s e e

d
d

d d

d

d d
d

d

x

x
x x

y

y
y y

z

z
z zR h

x
x R h
y

y R h
z

z

= = = = = = = = =

dR
s e e

dR
s e e

dR
n e e



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

33

M
et

ric
 C

oe
ff

ic
ie

nt
s 

an
d 

D
iff

er
en

tia
l V

ol
um

e 
an

d 
Su

rf
ac

e 
El

em
en

ts
/ 

M
et

ris
ch

e 
Ko

ef
fiz

ie
nt

en
 u

nd
 d

iff
er

en
tie

lle
 V

ol
um

en
-

un
d 

Fl
äc

he
ne

le
m

en
te

Ca
rt

es
ia

n 
Co

or
di

na
te

 S
ys

te
m

/ 
Ka

rt
es

is
ch

es
 K

oo
rd

in
at

en
sy

st
em

1,
1,

1
x

y
z

h
h

h
=

=
=

Cy
lin

dr
ic

al
 C

oo
rd

in
at

e 
Sy

st
em

/ 
Zy

lin
de

rk
oo

rd
in

at
en

sy
st

em
Sp

he
ric

al
 C

oo
rd

in
at

e 
Sy

st
em

/ 
Ku

ge
lk

oo
rd

in
at

en
sy

st
em

1,
,

1
r

z
h

h
r
h

ϕ
=

=
=

1,
,

sin
Rh

h
R

h
R

ϑ
ϕ

ϑ
=

=
=

d
d

d
d

d
d

d

d
d

d

d (
)

d
d

d
d

d (
)

d
d

d
d

d (
)

d
d

d
d

r
z

r
z

z

z
z

r

rz

r
z

z
r

r

r
r z

V
h
rh

h
z

h
h
h
r

y

r
r

z

S

h
h

z

r
y
z

S
h
h
r
z

r
z

S

h
h
r

r
rϕ

ϕ

ϕ

ϕ
ϕ ϕ

ϕ

ϕ
ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

= = = = = = = = = = = =

dS
n e
×e

e

dS
n e
×e

e

dS
n e
×e

e

2

2

d
d

d
d

d
d

d

sin
d

d
d

d (
)

d
d

sin
d

d

d (
)

d
d

sin
d

d

d (
)

d
d

d
d

R R R

r

R
R

R

R
R

V
h
Rh

h

h
h
h
R

R
R

S

h
h

R S

h
h
R

R
R

S
h
h
R

R
Rϑ

ϕ

ϑ
ϕ

ϑϕ

ϑ
ϕ

ϑ
ϕ

ϕ

ϕ
ϕ ϑ

ϑ

ϑ
ϑ

ϕ

ϑ
ϕ

ϑ
ϕ

ϑ
ϑ

ϕ ϑ
ϕ

ϑ
ϑ

ϕ

ϕ

ϑ
ϕ

ϑ
ϑ

= = = = = = = = = = = =

dS
n e
×e

e

dS
n e
×e

e

dS
n e
×e

e

d
d

d
d

d
d

d

d
d

d

d (
)

d
d

d
d

d (
)

d
d

d
d

d (
)

d
d

d
d

x
y

z

x
y
z

yz

y
z

y
z

x

xz

x
z

z
x

y

xy

x
y

x
y

z

V
h
xh

yh
z

h
h
h
x
y
z

z
x
z

S

h
h
y
z

y
z

S
h
h
x
z

x
z

S

h
h
x
y

x
y

= = = = = = = = = = = =

dS
n e
×e

e

dS
n e
×e

e

dS
n e
×e

e



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

34

D
el

 (N
ab

la
), 

G
ra

d,
 D

iv
, a

nd
 C

ur
l O

pe
ra

to
r 

in
 C

ar
te

si
an

 C
oo

rd
in

at
e 

Sy
st

em
 /

N
ab

la
-,

 G
ra

d-
, D

iv
-

un
d 

Ro
t-

O
pe

ra
to

r 
im

 K
ar

te
si

sc
he

n 
Ko

or
di

na
te

ns
ys

te
m

cu
rl

/r
ot

=
x

y
z

x
y

z



∂

∂
∂

∇
=

+
+




∂
∂

∂



×

e
e

e
×

di
v

=
x

y
z

x
y

z



∂

∂
∂

∇
=

+
+




∂
∂

∂



e

e
e

i
i

gr
ad

x
y

z
x

y
z

∂
∂

∂
=
∇
=

+
+

∂
∂

∂
e

e
e

G
ra

di
en

t /
 G

ra
di

en
t

D
iv

er
ge

nc
e

/ 
D

iv
er

ge
nz

Cu
rl

/ 
Ro

ta
tio

n

x
y

z
x

y
z

∂
∂

∂
∇
=

+
+

∂
∂

∂
e

e
e

D
el

 (N
ab

la
) O

pe
ra

to
r

/ 
N

ab
la

-O
pe

ra
to

r



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

35

D
el

 (N
ab

la
) O

pe
ra

to
r 

in
 O

rt
ho

go
na

l C
ur

vi
lin

ea
r 

Co
or

di
na

te
 S

ys
te

m
/ 

N
ab

la
-O

pe
ra

to
r 

im
 o

rt
ho

go
na

l k
ru

m
m

lin
ig

en
Ko

or
di

na
te

ns
ys

te
m

D
el

 (N
ab

la
) O

pe
ra

to
r

/ 
N

ab
la

-O
pe

ra
to

r

1
2

3
1

2
3

1
2

3

3 1

1
1

1

1
  

1
  

i
i

i
i

i
i

i

h
h

h

h

h

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ

ξ

ξ

=

∂
∂

∂
∇
=

+
+

∂
∂

∂

∂
=

∂

∂
=

∂

∑e
e

e

e

e
1

2
3

,
,

  o
r  

 
,

1,
2,

3
i
i

ξ
ξ

ξ
ξ

=

G
en

er
al

iz
ed

 C
ur

vi
lin

ea
r 

Co
or

di
na

te
s 

/ 
Ve

ra
llg

em
ei

ne
rt

e 
kr

um
m

lin
ig

e 
Ko

or
di

na
te

n

∇
is

 a
 V

ec
to

r 
/ 

is
t e

in
 V

ek
to

r
Th

e 
de

l O
pe

ra
to

r 
/ 

D
er

 N
ab

la
-O

pe
ra

to
r



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

36

Ve
ct

or
-a

na
ly

tic
al

 E
xp

re
ss

io
ns

 in
 th

e 
D

iff
er

en
t C

oo
rd

in
at

e 
Sy

st
em

s 
/

Ve
kt

or
an

al
yt

is
ch

e 
Au

sd
rü

ck
e 

in
 d

en
 v

er
sc

hi
ed

en
en

 K
oo

rd
in

at
en

sy
st

em
en

Sp
he

ric
al

 C
oo

rd
in

at
es

 /
Ku

ge
lk

oo
rd

in
at

en
Cy

lin
dr

ic
al

 C
oo

rd
in

at
es

 /
Zy

lin
de

rk
oo

rd
in

at
en

Ca
rt

es
ia

n 
Co

or
di

na
te

s 
/

Ka
rt

es
is

ch
e 

Ko
or

di
na

te
n

dR
d

d
d

x
y

z
x

y
z

+
+

e
e

e
d

d
d

r
z

r
r

z
ϕ

ϕ
+

+
e

e
e

d
d

sin
d

R
R

R
R

ϑ
ϕ

ϑ
ϑ

ϕ
+

+
e

e
e

gr
ad
Φ

=
∇
Φ

x
y

z
x

y
z

∂Φ
∂Φ

∂Φ
+

+
∂

∂
∂

e
e

e
1

r
z

r
r

z
ϕ

ϕ
∂Φ

∂Φ
∂Φ

+
+

∂
∂

∂
e

e
e

1
1 sin

R
R

R
R

ϑ
ϕ

ϑ
ϑ

ϕ
∂Φ

∂Φ
∂Φ

+
+

∂
∂

∂
e

e
e

di
v

=
∇A A i

y
x

z
A

A
A

x
y

z
∂

∂
∂

+
+

∂
∂

∂
1

(
)

1
r

z
A

rA
A

r
r

r
z

ϕ ϕ∂
∂

∂
+

+
∂

∂
∂

2

21
(

)
1

(s
in

)
1

sin
sin

R
A

R
A

A
R

R
R

R
ϕ

ϑ
ϑ

ϑ
ϑ

ϑ
ϕ∂

∂
∂

+
+

∂
∂

∂

cu
rl ro

t
= =
∇
×A A A

y
z

x

x
z

y

y
x

z

A
A y

z
A

A
z

x
A

A
x

y

∂



∂

−



∂

∂



∂

∂



+

−



∂

∂



∂ 


∂

+
−




∂
∂


e e e

1

(
)

1

z
r

r
z

r
z

A
A

r
z

A
A

z
r

rA
A

r
r

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

∂



∂

−



∂

∂



∂

∂



+

−



∂

∂



∂ 


∂

+
−




∂
∂




e e

e

(s
in

)
1 sin

(
)

1
1 sin

1
(

)

R

R

R

A
A

R
R
A

A
R

R
R
A

A
R

R

ϕ
ϑ

ϕ
ϑ

ϑ
ϕ

ϑ
ϑ

ϑ
ϕ

ϑ
ϕ

ϑ

∂ 


∂
−




∂
∂




∂



∂

+
−




∂
∂




∂
∂




+
−




∂
∂




e e

e



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

37

Sp
he

ric
al

 C
oo

rd
in

at
es

 /
Ku

ge
lk

oo
rd

in
at

en
Cy

lin
dr

ic
al

 C
oo

rd
in

at
es

 /
Zy

lin
de

rk
oo

rd
in

at
en

Ca
rt

es
ia

n 
Co

or
di

na
te

s
/

Ka
rt

es
is

ch
e 

Ko
or

di
na

te
n

2

di
vg

ra
dΦ

=
∇

∇
Φ

=
∇
Φ

=
∆
Φi 2

div
gr

ad
=∇

∇

=∇ =
∆

A A A Ai

2
2

2

2
2

2
x

y
z

∂
Φ

∂
Φ

∂
Φ

+
+

∂
∂

∂

2
2

2
2

2

1
1

r
r
r

r
r

z
ϕ

∂
∂Φ

∂
Φ

∂
Φ


 +

+



∂

∂
∂

∂




2
2

2

2

2
2

2

1
1

sin
sin

1 sin

R
R

R
R

R

R

ϑ
ϑ

ϑ
ϑ

ϑ
ϕ

∂
∂Φ

∂
∂Φ







+






∂

∂
∂

∂









∂
Φ

+



∂ 



x
x

y
y

z
z

A A A

∆ +∆ +∆

e e e

2
2

2
2

1
2

1
2

r
r

r

r

z
z

A
A

A
r

r

A
A

A
r

r
A

ϕ

ϕ
ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

∂



∆

−
−




∂






∂

+
∆

−
+




∂



+∆

e

e

e

2
2

2
2

2
2

2
2

2

2
2

2
2

2

2
2c

ot
2

2 sin

2
1

2c
os

sin
sin

2
1

2c
os

sin
sin

sin

R
R

R

R

R

A
A

A
A

A
R

R
R

R
A

A
A

A
R

R
R

A
A

A
A

R
R

R

ϕ
ϑ

ϑ

ϕ
ϑ

ϑ
ϑ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϑ
ϑ

ϑ
ϕ

ϑ
ϑ

ϑ
ϑ

ϕ ϑ
ϑ

ϕ
ϑ

ϑ
ϕ

∂



∂

∆
−

−
−

−



∂

∂



∂




∂
+
∆

+
−

−



∂

∂


 ∂



∂

+
∆

+
−

+



∂

∂


e

e

e

Ve
ct

or
-A

na
ly

tic
al

 E
xp

re
ss

io
ns

 in
 th

e 
D

iff
er

en
t C

oo
rd

in
at

e 
Sy

st
em

s 
/

Ve
kt

or
an

al
yt

is
ch

e 
Au

sd
rü

ck
e 

in
 d

en
 v

er
sc

hi
ed

en
en

 K
oo

rd
in

at
en

sy
st

em
en



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

38

Ex
am

pl
e:

 E
le

ct
ric

 F
ie

ld
 D

ue
 to

 S
ph

er
ic

al
ly

 S
ym

m
et

ric
 C

ha
rg

e 
D

is
tr

ib
ut

io
n 

/
Be

is
pi

el
: E

le
kt

ris
ch

es
 F

el
d 

ei
ne

r 
ku

ge
ls

ym
m

et
ris

ch
en

 R
au

m
la

du
ng

sd
ic

ht
e

e0
0

0
e

0

(
)

0

R
R

R
R

R
R

ρ
ρ


<


=
 

>


R
El

ec
tr

ic
 C

ha
rg

e 
D

en
si

ty
 /

 
El

ek
tr

is
ch

e 
Ra

um
la

du
ng

sd
ic

ht
e

+

++
+

+ +

+

+

+
+

+

+
+ +

+
+

+ +

+
+

+
+

+
+

+

+ +

+

+
+

+
+

+
+

+
+

+ ++

+
+

+

+
+

ϕϑ

0R
R

R

R

0R

0R

e0ρ

R
D

sin
d

R
ϑ

ϕ
dR
ϑ

dR

e
(

)

(
)

(
)

d
(

)d
n R

S
V

V
D D

S
V

ρ
=∂

= =

=
∫∫

∫∫∫
R R

D
R
n

R
i

��
	
�


��
	
�


w
Co

ns
id

er
 th

e 
El

ec
tr

os
ta

tic
 (E

S)
 C

as
e 

/ 
Be

tr
ac

ht
e 

de
n 

el
ek

tr
os

ta
tis

ch
en

 F
al

l

Ra
di

al
 S

ym
m

et
ry

 /
 

Ra
di

al
sy

m
m

et
ris

ch
!



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

39

ES
 F

ie
ld

s 
/ 

ES
 F

el
de

r
M

et
ho

d 
of

 E
le

ct
ric

 G
au

ss
’L

aw
 -

Ex
am

pl
e 

/
M

et
ho

de
 d

es
 e

le
kt

ris
ch

en
 G

au
ßs

ch
en

 G
es

et
ze

s 
-

Be
is

pi
el

Ex
am

pl
e:

 E
le

ct
ric

 F
ie

ld
 D

ue
 to

 S
ph

er
ic

al
ly

 S
ym

m
et

ric
 C

ha
rg

e 
D

is
tr

ib
ut

io
n 

/
Be

is
pi

el
: E

le
kt

ris
ch

es
 F

el
d 

ei
ne

r 
ku

ge
ls

ym
m

et
ris

ch
en

 R
au

m
la

du
ng

sd
ic

ht
e

e
(

)

(
)

e

(
)

d
(

)d
n R

S
V

V
D
R

D
R

S
V

Q

ρ
=∂

= =

= =

∫∫
∫∫∫

D
R
n

R
i

��
	
�


��
	
�


w
e0

0
0

e

0

(
)

0

R
R

R
R

R
R

R

ρ
ρ


≤


=
 

>


0
0
R

R
≤

<

(
)

(
)

(
)

0

2
2

0
0

2
2

e
e

0
0

d
d

sin
d

d

(
)d

(
)

sin
d

d
d

R R

R
R

S
V

S
V

R

VD
R
S
D

R
S

D
R

R

R
V

R
R

R

π
π

ϑ
ϕ

π
π

ϑ
ϕ

ϑ
ϕ

ϑ

ρ
ρ

ϑ
ϕ

ϑ

=∂
=∂

′
′

=
=

=
=

=

= = =

∫∫
∫∫ ∫

∫

∫∫∫
∫
∫
∫

w
w

2 
Ca

se
s 

/ 
2 

Fä
lle

0
R

R
>

(
)

(
)

(
)

0

2
2

0
0

2
2

e
e

0
0

0

d
d

sin
d

d

(
)d

(
)

sin
d

d
d

R
R

S
V

S
V

V

R R

R

D
R
S
D

R
S

D
R

R

R
V

R
R

R

π
π

ϑ
ϕ

π
π

ϑ
ϕ

ϑ
ϕ

ϑ

ρ
ρ

ϑ
ϕ

ϑ

=∂
=∂

′ =

′
=

=

=
=

= = =

∫∫
∫∫ ∫

∫

∫∫∫
∫
∫
∫

w
w



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

40

ES
 F

ie
ld

s 
/ 

ES
 F

el
de

r
M

et
ho

d 
of

 E
le

ct
ric

 G
au

ss
’L

aw
 -

Ex
am

pl
e 

/
M

et
ho

de
 d

es
 e

le
kt

ris
ch

en
 G

au
ßs

ch
en

 G
es

et
ze

s 
-

Be
is

pi
el

Ex
am

pl
e:

 E
le

ct
ric

 F
ie

ld
 D

ue
 to

 S
ph

er
ic

al
ly

 S
ym

m
et

ric
 C

ha
rg

e 
D

is
tr

ib
ut

io
n 

/
Be

is
pi

el
: E

le
kt

ris
ch

es
 F

el
d 

ei
ne

r 
ku

ge
ls

ym
m

et
ris

ch
en

 R
au

m
la

du
ng

sd
ic

ht
e

0
R

R
<

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)

2
2

0
0

2
2

0
0

4
2

d
d

sin
d

d

sin
d

d

4

R
R

S
V

S
V

R R R

D
R
S
D

R
S

D
R

R

D
R
R

D
R

R

π
π

ϑ
ϕ π

π

ϑ
ϕ

πϑ
ϕ

ϑ

ϑ
ϕ

ϑ

π

=∂
=∂

=
= =

=

=

= = = =

∫∫
∫∫ ∫
∫ ∫
∫

�
�
��
	
�
�
�


w
w

2 
Ca

se
s 

/ 
2 

Fä
lle

0
R

R
>

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)

2
2

0
0 2

2

0
0

4
2

d
d

sin
d

d

sin
d

d

4

R
R

S
V

S
V

R R R

D
R
S
D

R
S

D
R

R

D
R
R

D
R

R

π
π

ϑ
ϕ π

π

ϑ
ϕ

π

ϑ
ϕ

ϑ

ϑ
ϕ

ϑ

π

=∂
=∂

′
′

=
= =

=

=

= = = =

∫∫
∫∫ ∫

∫ ∫
∫

�
�
��
	
�
�
�


w
w



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

41

ES
 F

ie
ld

s 
/ 

ES
 F

el
de

r
M

et
ho

d 
of

 E
le

ct
ric

 G
au

ss
’L

aw
 -

Ex
am

pl
e 

/
M

et
ho

de
 d

es
 e

le
kt

ris
ch

en
 G

au
ßs

ch
en

 G
es

et
ze

s 
-

Be
is

pi
el

Ex
am

pl
e:

 E
le

ct
ric

 F
ie

ld
 D

ue
 to

 S
ph

er
ic

al
ly

 S
ym

m
et

ric
 C

ha
rg

e 
D

is
tr

ib
ut

io
n 

/
Be

is
pi

el
: E

le
kt

ris
ch

es
 F

el
d 

ei
ne

r 
ku

ge
ls

ym
m

et
ris

ch
en

 R
au

m
la

du
ng

sd
ic

ht
e

0
R

R
< 2

2
e

e
0

0
0

2
2

e0
0

0
0

0

4

3
e0 0

0 4
e0 0

0
4

e0 0
4

e0
0

(
)d

(
)

sin
d

d
d

sin
d

d
d

4
d

4
4

4
4R

V
R

R R

R R

R R

R
V

R
R

R
R

R

R
R

R
R

R
R

R R

R

R

R

π
π

ϑ
ϕ

π
π

ϑ
ϕ

π

ρ
ρ

ϑ
ϕ

ϑ

ρ
ϑ

ϕ
ϑ

πρ πρ πρ πρ=
=

=

=
=

=

=

=

=

=







=







= = = =

∫∫∫
∫
∫
∫

∫
∫
∫

∫

�
�
�
�
	
�
�
�


2 
Ca

se
s 

/ 
2 

Fä
lle

0
R

R
> 0

0

0

0

2
2

e
e

0
0

0

2
2

e0
0

0
0

0

4

3
e0 0

0 4
e0 0

0
4

e0
0

0
3

e0
0

(
)d

(
)

sin
d

d
d

sin
d

d
d

4
d

4
4

4
4R

V
R

R R

R R
R R

R
V

R
R

R
R

R

R
R

R
R

R
R

R

R

R

R

π
π

ϑ
ϕ

π
π

ϑ
ϕ

π

ρ
ρ

ϑ
ϕ

ϑ

ρ
ϑ

ϕ
ϑ

πρ πρ πρ πρ=
=

=

=
=

=

=

=

′ =

=







=







= = = =

′

∫∫∫
∫
∫
∫

∫
∫
∫

∫

�
�
�
�
	
�
�
�




D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

42

ES
 F

ie
ld

s 
/ 

ES
 F

el
de

r
M

et
ho

d 
of

 E
le

ct
ric

 G
au

ss
’L

aw
 -

Ex
am

pl
e 

/
M

et
ho

de
 d

es
 e

le
kt

ris
ch

en
 G

au
ßs

ch
en

 G
es

et
ze

s 
-

Be
is

pi
el

Ex
am

pl
e:

 E
le

ct
ric

 F
ie

ld
 D

ue
 to

 S
ph

er
ic

al
ly

 S
ym

m
et

ric
 C

ha
rg

e 
D

is
tr

ib
ut

io
n 

/
Be

is
pi

el
: E

le
kt

ris
ch

es
 F

el
d 

ei
ne

r 
ku

ge
ls

ym
m

et
ris

ch
en

 R
au

m
la

du
ng

sd
ic

ht
e

0
R

R
<

2 
Ca

se
s 

/ 
2 

Fä
lle

0
R

R
>

(
)

(
) (
)

(
)

2
4

e0
0

e

4

4
2

e0
0 4

e0
0 2 2

e0

0

d
(

)d

4

4 4

R

R
S

V
V

D
R

R
R R

R

R

D
R
S

R
V

R
D

R
R

R R R
D

R
R R R

π
πρρ

π
πρ πρ

π
ρ

=∂ =
=

= = = =

∫∫
∫∫∫

�
�
��
	
�
�
�


�
��
	
�
�


w
(

)
(

) (
)

(
)

2
3

e0
0

e

4

2
3

e0
0 3

e0
0 2 3

e0
0 2

d
(

)d

4

4 4

R

R
S

V
V

D
R

R
R

R

R

D
R
S

R
V

D
R

R
R R

D
R

R R R

π
πρρ

π
πρ πρ
π

ρ

=∂ =
=

= = = =

∫∫
∫∫∫

�
�
��
	
�
�
�


�
��
	
�
�


w



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

43

ES
 F

ie
ld

s 
/ 

ES
 F

el
de

r
M

et
ho

d 
of

 E
le

ct
ric

 G
au

ss
’L

aw
 -

Ex
am

pl
e 

/
M

et
ho

de
 d

es
 e

le
kt

ris
ch

en
 G

au
ßs

ch
en

 G
es

et
ze

s 
-

Be
is

pi
el

Ex
am

pl
e:

 E
le

ct
ric

 F
ie

ld
 D

ue
 to

 S
ph

er
ic

al
ly

 S
ym

m
et

ric
 C

ha
rg

e 
D

is
tr

ib
ut

io
n 

/
Be

is
pi

el
: E

le
kt

ris
ch

es
 F

el
d 

ei
ne

r 
ku

ge
ls

ym
m

et
ris

ch
en

 R
au

m
la

du
ng

sd
ic

ht
e

(
)

2

0
0

e0
3 0

0
2

4
R

R
R

R
R

D
R

R
R

R
R

ρ


<

 
=

 
>

 

e0
0

0
e

0

(
)

0

R
R

R
R

R
R

ρ
ρ


<


=
 

>


R
El

ec
tr

ic
 C

ha
rg

e 
D

en
si

ty
 /

 
El

ek
tr

is
ch

e 
Ra

um
la

du
ng

sd
ic

ht
e

+

++
+

+ +

+

+

+
+

+

+
+ +

+
+

+ +

+
+

+
+

+
+

+

+ +

+

+
+

+
+

+
+

+
+

+ ++

+
+

+

+
+

ϕϑ

0R
R

R

R

0R

0R

e0ρ

R
D

sin
d

R
ϑ

ϕ
dR
ϑ

dR

Ra
di

al
 S

ym
m

et
ry

 /
 

Ra
di

al
sy

m
m

et
ris

ch
!



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

44

ES
 F

ie
ld

s 
/ 

ES
 F

el
de

r
Sc

al
ar

 E
le

ct
ro

st
at

ic
 P

ot
en

tia
l /

 S
ka

la
re

s 
El

ek
tr

os
ta

tis
ch

es
 P

ot
en

tia
l

El
ec

tr
os

ta
tic

(E
S)

 F
ie

ld
s 

/ 
El

ek
tr

os
ta

tis
ch

e 
(E

S)
 F

el
de

r
El

ec
tr

os
ta

tic
 P

ot
en

tia
l /

 E
le

kt
ro

st
at

is
ch

es
 P

ot
en

tia
l

e

(
)

0

(
)

(
)d

C
S

S
V

V
ρ

=∂ =∂

= =

∫ ∫∫
∫∫∫

E
R

dR

D
R

dS
R

i i

v w
e

(
)

(
)

(
)

ρ

∇
=

∇
=

×E
R

0

D
R

R
i

In
te

gr
al

 F
or

m
 /

D
iff

er
en

tia
l F

or
m

 /
 

In
te

gr
al

fo
rm

D
iff

er
en

tia
lfo

rm

G
iv

en
, P

re
sc

rib
ed

! /
G

eg
eb

en
, v

or
ge

sc
hr

ie
be

n!

St
an

da
rd

 W
ay

: M
et

ho
d 

of
 P

ot
en

tia
ls

 /
 

St
an

da
rd

 W
eg

: M
et

ho
de

 d
er

 P
ot

en
tia

le

e(
) [

V
]

Φ
R

Va
cu

um
 /

 V
ak

uu
m

0
(

)
(

)
ε

=
D
R

E
R

(
),

(
)

?
=

E
R
D
R

Un
kn

ow
n!

 /
Un

be
ka

nn
t!

El
ec

tr
os

ta
tic

s 
/ 

El
ek

tr
os

ta
tik

:
Sc

al
ar

 E
le

ct
ro

st
at

ic
 P

ot
en

tia
l /

 
Sk

al
ar

es
 e

le
kt

ro
st

at
is

ch
es

 P
ot

en
tia

l

0,
  

0,
  

0
y

y
x

x
z

z
E

E
E

E
E

E
y

z
z

x
x

y
∂

∂
∂

∂
∂

∂
−

=
−

=
−

=
∂

∂
∂

∂
∂

∂

e
y

x
z

D
D

D
x

y
z

ρ
∂

∂
∂

+
+

=
∂

∂
∂

e(
)

0
ρ

>
R

0ε

e(
)

0
ρ

=
R



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

45

ES
 F

ie
ld

s 
/ 

ES
 F

el
de

r
Sc

al
ar

 E
le

ct
ro

st
at

ic
 P

ot
en

tia
l /

 S
ka

la
re

s 
El

ek
tr

os
ta

tis
ch

es
 P

ot
en

tia
l

El
ec

tr
os

ta
tic

(E
S)

 F
ie

ld
s 

/ 
El

ek
tr

os
ta

tis
ch

e 
(E

S)
 F

el
de

r
El

ec
tr

os
ta

tic
 P

ot
en

tia
l /

 E
le

kt
ro

st
at

is
ch

es
 P

ot
en

tia
l

(
)

0
C

S
=∂

=
∫

E
R
dRi

v
(

)
∇

=
×E

R
0

In
te

gr
al

 F
or

m
 /

D
iff

er
en

tia
l F

or
m

 /
 

In
te

gr
al

fo
rm

D
iff

er
en

tia
lfo

rm

e
(

)
(

)
=
−∇

Φ
E
R

R

Irr
ot

at
io

na
l F

ie
ld

 c
an

 b
e 

al
w

ay
s 

Re
pr

es
en

te
d 

by
 a

 G
ra

di
en

t F
ie

ld
/

Ro
ta

tio
ns

fr
ei

es
 F

el
d 

ka
nn

 im
m

er
 a

ls
 G

ra
di

en
te

nf
el

d 
da

rg
es

te
llt

 w
er

de
n

[
]

e e

(
)

(
)

   
   

   
   

 
(

)
   

   
   

   
 

∇
=
∇

−∇
Φ

=
−∇

∇
Φ

=

×E
R

×
R

×
R

0

be
ca

us
e 

/ 
w

ei
l

∇
∇
≡

×
0

In
 G

en
er

al
 /

Im
 a

llg
em

ei
ne

n
G

en
er

al
 V

ec
to

r 
An

al
yt

ic
 P

ro
pe

rt
y 

/ 
 A

llg
em

ei
ne

 V
ek

to
rid

en
tit

ät

e(
) [

V
]

Φ
R

El
ec

tr
os

ta
tic

 P
ot

en
tia

l /
 

El
ek

tr
os

ta
tis

ch
es

 P
ot

en
tia

l



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

46

ES
 F

ie
ld

s 
/ 

ES
 F

el
de

r
Sc

al
ar

 E
le

ct
ro

st
at

ic
 P

ot
en

tia
l /

 S
ka

la
re

s 
El

ek
tr

os
ta

tis
ch

es
 P

ot
en

tia
l

El
ec

tr
os

ta
tic

(E
S)

 F
ie

ld
s 

/ 
El

ek
tr

os
ta

tis
ch

e 
(E

S)
 F

el
de

r
El

ec
tr

os
ta

tic
 P

ot
en

tia
l /

 E
le

kt
ro

st
at

is
ch

es
 P

ot
en

tia
l

e

(
)

0

(
)

(
)d

C
S

S
V

V
ρ

=∂ =∂

= =

∫ ∫∫
∫∫∫

E
R
dR

D
R
dS

R

i i

v w
e

(
)

(
)

(
)

ρ

∇
=

∇
=

×E
R

0

D
R

R
i

In
te

gr
al

 F
or

m
 /

D
iff

er
en

tia
l F

or
m

 /
 

In
te

gr
al

fo
rm

D
iff

er
en

tia
lfo

rm

G
iv

en
, P

re
sc

rib
ed

! /
G

eg
eb

en
, v

or
ge

sc
hr

ie
be

n!

St
an

da
rd

 W
ay

: M
et

ho
d 

of
 P

ot
en

tia
ls

 /
 

St
an

da
rd

 W
eg

: M
et

ho
de

 d
er

 P
ot

en
tia

le

e(
) [

V
]

Φ
R

Va
cu

um
 /

 V
ak

uu
m

0
(

)
(

)
ε

=
D
R

E
R

(
),

(
)

?
=

E
R
D
R

Un
kn

ow
n!

 /
Un

be
ka

nn
t!

El
ec

tr
os

ta
tic

s 
/ 

El
ek

tr
os

ta
tik

:
Sc

al
ar

 E
le

ct
ro

st
at

ic
 P

ot
en

tia
l /

 
Sk

al
ar

es
 e

le
kt

ro
st

at
is

ch
es

 P
ot

en
tia

l

0,
  

0,
  

0
y

y
x

x
z

z
E

E
E

E
E

E
y

z
z

x
x

y
∂

∂
∂

∂
∂

∂
−

=
−

=
−

=
∂

∂
∂

∂
∂

∂

e
y

x
z

D
D

D
x

y
z

ρ
∂

∂
∂

+
+

=
∂

∂
∂

e(
)

0
ρ

>
R

0ε

e(
)

0
ρ

=
R



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

47

ES
 F

ie
ld

s 
/ 

ES
 F

el
de

r
Sc

al
ar

 E
le

ct
ro

st
at

ic
 P

ot
en

tia
l /

 S
ka

la
re

s 
El

ek
tr

os
ta

tis
ch

es
 P

ot
en

tia
l

El
ec

tr
os

ta
tic

(E
S)

 F
ie

ld
s 

/ 
El

ek
tr

os
ta

tis
ch

e 
(E

S)
 F

el
de

r
El

ec
tr

os
ta

tic
 P

ot
en

tia
l /

 E
le

kt
ro

st
at

is
ch

es
 P

ot
en

tia
l

(
)

0
C

S
=∂

=
∫

E
R
dRi

v
(

)
∇

=
×E

R
0

In
te

gr
al

 F
or

m
 /

D
iff

er
en

tia
l F

or
m

 /
 

In
te

gr
al

fo
rm

D
iff

er
en

tia
lfo

rm

e
(

)
(

)
=
−∇

Φ
E
R

R

Irr
ot

at
io

na
l F

ie
ld

 c
an

 b
e 

al
w

ay
s 

Re
pr

es
en

te
d 

by
 a

 G
ra

di
en

t F
ie

ld
/

Ro
ta

tio
ns

fr
ei

es
 F

el
d 

ka
nn

 im
m

er
 a

ls
 G

ra
di

en
te

nf
el

d 
da

rg
es

te
llt

 w
er

de
n

[
]

e e

(
)

(
)

   
   

   
   

 
(

)
   

   
   

   
 

∇
=
∇

−∇
Φ

=
−∇

∇
Φ

=

×E
R

×
R

×
R

0

be
ca

us
e 

/ 
w

ei
l

∇
∇
≡

×
0

In
 G

en
er

al
 /

Im
 a

llg
em

ei
ne

n
G

en
er

al
 V

ec
to

r 
An

al
yt

ic
 P

ro
pe

rt
y 

/ 
 A

llg
em

ei
ne

 V
ek

to
rid

en
tit

ät

e(
) [

V
]

Φ
R

El
ec

tr
os

ta
tic

 P
ot

en
tia

l /
 

El
ek

tr
os

ta
tis

ch
es

 P
ot

en
tia

l



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

48

El
ec

tr
os

ta
tic

 F
ie

ld
 P

ro
bl

em
 –

Ex
am

pl
e:

 P
ar

al
le

l P
la

te
 C

ap
ac

ito
r 

/ 
El

ek
tr

os
ta

tis
ch

es
 F

el
dp

ro
bl

em
–

Be
is

pi
el

: P
ar

al
le

le
r 

Pl
at

te
nk

on
de

ns
at

or

Sc
al

ar
 F

ie
ld

: E
le

ct
ro

st
at

ic
 P

ot
en

tia
l/

Sk
al

ar
fe

ld
: E

le
kt

ro
st

at
is

ch
es

 P
ot

en
zi

al
Ve

ct
or

 F
ie

ld
: E

le
ct

ro
st

at
ic

 F
ie

ld
 S

tr
en

gt
h 

/
Ve

kt
or

fe
ld

: E
le

kt
ro

st
at

is
ch

e 
Fe

ld
st

är
ke



D
r.-

In
g.

 R
. M

ar
kl

ei
n 

-E
FT

 I 
-S

S 
05

49

En
d 

of
 L

ec
tu

re
 4

 /
En

de
 d

er
 4

. V
or

le
su

ng


