Zenon iiber Ausdehnung und Anzahl (DK 29 A 26, B 1-2, B 3)1

Gottfried Heinemann

Vorbemerkung (Nov. 2014): Ich habe meine Arbeiten zu Zenon von Elea seit Anfang der 90er Jahre
nicht weitergefiihrt. Der folgende Abschnitt aus meinem seinerzeitigen Zwischenbericht kann (mit
kleinen Retuschen) so stehen, wie ich ihn abgefal3t habe.

Zenons Paradoxa der Bewegung und der Ausdehnung sind durch eine geeignete Terminologie zur
Beschreibung kontinuierlicher Gréflen eliminierbar. Insofern handelt es sich um Artefakte der von
Zenon gewihlten Beschreibungsweise. Aber durch diese Beobachtung sind sie nicht erledigt. Viel-
mehr ist die Frage nach einer Begriindung fiir die Wahl der jeweiligen Terminologie aufgeworfen —
d.h. einerseits nach den Plausibilitidten, mit denen Zenon spielt, und andererseits nach den Hérten, mit
denen die Elimination der Paradoxa erkauft ist. Bei den hier diskutierten Paradoxa handelt es sich im
wesentlichen darum, zwischen offenen und unbeschrinkten Intervallen zu unterscheiden:? Diese
Unterscheidung macht das Paradoxon der Ausdehnung (DK 29 B 1-2) und den "Achilleus" (DK 29 A
26) hinfallig; zugleich erlaubt sie, die Begrenzungsfldchen von Volumina in solcher Weise zu bertiick-
sichtigen, daB3 die Konstruktion des Paradoxons der Anzahl (DK 29 B 3) nicht mehr durchfiihrbar ist.

Das Paradoxon der Anzahl habe ich einerseits mit der Cantorschen Antinomie, andererseits mit dem
antiken Atomismus in Verbindung gebracht. Beide Zusammenhinge sind naheliegend. Zenon und
Cantor zeigen: Wenn es viele Dinge gibt, dann kann die Frage, wieviele Dinge es insgesamt gibt,
nicht widerspruchsfrei beantwortet werden. Die Atomisten behaupten: Wenn es viele Dinge gibt, dann
miissen sie nicht, wie Zenon voraussetzt, durch etwas getrennt werden; sie konnen durch nichts ge-
trennt sein, d.h. durch das somit erfundene Leere. Die Verbindung mit Cantor ist vielleicht nur ober-
flichlich. Das Zenonsche Argument ist durch die Cantors transfinite Zahlen erledigt. Und dann findet
Cantor, wohl ohne an ihn zu denken, ein neues Argument, das Zenon im Ergebnis bestitigt. Die Ver-
bindung Zenons mit den Atomisten ist ein vieldiskutiertes Thema. Ich weil} nicht, welche Rolle das
Paradoxon der Anzahl bei der Begriindung des Atomismus gespielt hat. Auffillig bleibt die Bezeich-
nung des Leeren als "nichts" im atomistischen Sprachgebrauch. Sie konnte sich aus dem Paradoxon
der Anzahl erkldren.

Der erwihnte Zwischenbericht schlieBt mit einem umfangzeichen Abschnitt zu Zenons "Pfeil".’ Da-

rauf hoffe ich, im Zuge meiner geplanten Studien zum VI. Buch der Physikvorlesung zuriickzukom-

men.4

' Zuerst erschienen als §1-5 des SchluBkapitels "Zenons Paradoxa: Koénnen wir Natur erkennen, in-
dem wir erkennen, was ist?" in: Verf., Zum Naturbegriff im archaischen und klassischen griechischen
Denken. Zwischenbericht, Teil 1. Kasseler Philosophische Schriften, preprint 1/91, Kassel 1991, S.
89-141 (hier: S.89-105). — Geringfiigig liberarbeitet im Nov. 2014.

* Aristoteles trigt dem Rechnung, indem er die einschligigen Ausdehnungsverhiltnisse stets durch
kompakte Intervalle beschreibt.

3A.a.0.S.105-141

“Vgl. aber auch Abschnitt 3.5. meines Aufsatzes "Time as 'measure’ ...".



1.

Beriihmt ist der sog. Achilleus. Das Paradoxon lautet in der aristotelischen Fassung: "... da3
das Langsamste vom Schnellsten niemals im Wettlauf eingeholt wird (sc. nachdem ihm zu-
ndchst ein Vorsprung gegeben wurde — GH). Das Verfolgende muf3 ndmlich zuvor dort an-
kommen, von wo das Fliehende losgelaufen ist, und so muf3 das Fliechende immer etwas vo-
raus sein." (DK 29 A 26 = Phys. V19, 239b15-18)

Achilleus versucht seine Aufgabe, die Schildkréte einzuholen, also folgendermallen zu 16sen:
Zuerst lduft er dorthin, von wo die Schildkrote startet. Dort trifft er die Schildkréte aber nicht
an, denn sie ist inzwischen ein Stiick in dieselbe Richtung gekrochen. Die Schildkréte hat also
immer noch einen Vorsprung. Insofern gleicht die neue Situation derjenigen am Anfang des
Wettlaufs. Daher verhilt sich Achilleus auch ebenso wie am Anfang: Er lauft dorthin, wo sich
die Schildkrote nunmehr befindet. Aber auch dort trifft er sie nicht an, denn sie ist wieder ein
Stiick weitergekrochen und hat also immer noch einen Vorsprung. Und so fort: Jedesmal
ergibt sich wieder die Ausgangssituation, und niemals ist es der Fall, da3 Achilleus die
Schildkrdte eingeholt hat.

Die crux an diesem Argument ist offenbar, was hier 'immer' oder niemals' bedeutet. Zur ge-
naueren Klidrung des Problems ist es wohl niitzlich, die mathematischen Details des Argu-
ments deutlich zu machen. Der Vorsprung der Schildkréte sei a, das Verhiltnis der Geschwin-
digkeit sei p, der Einfachheit halber starte Achilleus bei 0. Wenn Achilleus an der Stelle a
angelangt ist, befindet sich die Schildkréte somit an der Stelle a+pa; wenn Achilleus dort
angelangt ist, ist die Schildkrote an der Stelle a+pa-+p’a usf. Die Stellen, an denen sich Achil-
leus und die Schildkréte jeweils zugleich befinden, lassen sich also aus folgender Tabelle

ablesen:
A ‘O a a+pa ‘ atpa+..+p"a ‘
S |a |atpa |a+pa+tp’a atpa+..+platpa
Tabelle (1)

Das fragliche 'immer' und 'niemals' bezieht sich also zunédchst auf die in dieser Tabelle be-
schriebenen, dann auch auf die dazwischenliegenden Situationen. Und unter diesen ist keine,
in der Achilleus die Schildkréte eingeholt hat, sondern die Schildkrote hat jedesmal noch
einen Vorsprung.

Aber folgt daraus, dafl Achilleus die Schildkréte iberhaupt niemals einholen wird? Selbstver-
standlich folgt das nicht. Nichts spricht dagegen, dafl Achilleus die Schildkréte an der Stelle
a/(1-p) einholt. Zwischen der obigen Tabelle und

a

A ‘0 a/(1-p)

atpa ‘

a+tpa+..+p"la ‘

S |a a+pa+p’a a+pa+..+p"latp'a

atpa

a/(1-p)

Tabelle (2)



besteht kein Widerspruch, sondern vielmehr ein Ergdnzungsverhiltnis. Sofern Zenon hier
einen Widerspruch aufzuzeigen versuchte, ist dieser Versuch offensichtlich gescheitert. Daher
kann Aristoteles das Zenonsche Argument mit der schlichten Bemerkung zuriickweisen, um
die Schildkrote einzuholen, miisse Achilleus iiberhaupt nur eine "begrenzte" Strecke — von 0
nach a/(1-p) — zuriicklegen konnen (239b28 f.).

Aber ist Zenons Argument hiermit erledigt? Wohl kaum, wenn wir die Beweislast anders
verteilen. Sofern Zenon zu zeigen beansprucht, dall Achilleus die Schildkréte nicht einholen
kann, mag sein Argument hinfillig sein. Aber vielleicht sollten wir Zenon stattdessen so ver-
stehen, daB3 wir aufgefordert sind, zu zeigen, dal Achilleus die Schildkréte einholen kann.
Und zwar sollen wir das nicht tun, indem wir einfach die Stelle berechnen, an der Achilleus
die Schildkréte einholen wird. Sondern Zenon sagt uns zunichst, wie Achilleus bei seinem
Versuch, die Schildkrote einzuholen, verfihrt: Er lduft immer dorthin, wo die Schildkrote
gerade ist; wenn er sie dort nicht antrifft, 1duft er (selbstverstdndlich ohne anzuhalten oder
seine Geschwindigkeit zu dndern) dorthin, wo sich nun ist, und so fort. Zenon fragt dann: Wie
kann Achilleus, wenn er so verfahrt, die Schildkrote einholen?

Wenn Achilleus nach dieser Regel verfahrt, dann tut er, solange er die Schildkréte nicht ein-
geholt hat, nichts anderes als einfach — zu laufen. Die angegebene Regel ist also eine ange-
messene Beschreibung dessen, was bei dem Wettlauf vor dem Einholen der Schildkréte ge-
schieht.” Eigentiimlich ist an dieser Beschreibung, daB sie iiberhaupt nur auf solche Situatio-
nen zuriickgreift, die wdhrend des Wettlaufs eintreten, d. h. solange Achilleus die Schildkrote
noch nicht eingeholt hat. Weder der Augenblick noch der Ort des Einholens noch gar eine
spatere Zeit oder ein entfernterer Ort werden erwihnt. Gegeben sind vielmehr nur die Aus-
gangsposition beider Laufer sowie die Begrifte

(a) die Strecke zwischen zwei gegebenen Punkten mit gegebener Geschwindigkeit durchlau-
fen (wodurch dann bei gegebener Startzeit eine Ankunftszeit bestimmt wird)

und

(b) wihrend eines gegebenen Zeitintervalls mit gegebener Geschwindigkeit in eine gegebene
Richtung laufen (wodurch dann bei gegebenem Ausgangspunkt ein Endpunkt bestimmt
wird).

Diese Ausgangsdaten und Operationen sind hinreichend zur Beschreibung des Wettlaufs. Aber
diese Beschreibung gibt keinen Hinweis darauf, dal Achilleus die Schildkréte einholen wird.
Zenons Argument zeigt, dal3 der Punkt, an dem Achilleus die Schildkréte einholt, (oder der
Augenblick, in dem das geschieht) mit den angegebenen Mitteln gar nicht konstruiert werden
kann.

> Die Auffassung, daB Achilleus durch die Anweisung 'laufe jeweils dorthin, wo die Schildkrote gera-
de ist', ebenso fehlinstruiert sei wie jemand, der ein bewegtes Ziel mit dem Gewehr zu treffen ver-
sucht, indem er dorthin zielt, wo dieses gerade ist (Hughes und Brecht 1975, 24), ist irrig.



Es gibt also eine addquate Beschreibung des Wettlaufs, in der dessen Resultat, daf3 die Schild-
krote von Achilleus eingeholt wird, weder explizit noch implizit (als logische oder mathemati-
sche Konsequenz) vorkommt. Andererseits sind wir aber der Meinung, daf3 dieses Resultat,
wenn die Beschreibung nur zutreffend ist, notwendig folgt: Wenn Achilleus nur immer wieder
dorthin lauft, wo die Schildkréte gerade ist (und zwar ohne Unterbrechung, und ohne daf3
Achilleus oder die Schildkrote ihre jeweilige Geschwindigkeit dndern), dann ist es unvermeid-
lich, da3 Achilleus die Schildkréte einholt. Aber wie ist diese Meinung begriindet?

Sie kann nur darin begriindet sein, da3 wir unter 'Bewegung' etwas verstehen, das dieses Re-
sultat garantiert. Das heif3t, die beiden oben genannten Operationen — 'eine gegebene Strecke
durchlaufen' und 'wéhrend eines gegebenen Zeitintervalls in eine gegebene Richtung laufen' —
sind zur Bestimmung unseres Bewegungsbegriffs nicht hinreichend. Wenn wir, um anzuge-
ben, was wir unter 'Bewegung' verstehen, nur auf diese beiden Operationen verweisen, dann
haben wir also noch gar nicht alles gesagt, was wir denken. Oder sofern wir unseren Bewe-
gungsbegriff nicht weiter als durch diese beiden Operationen zu bestimmen vermdgen, dann
denken wir iiberhaupt nicht, was wir zu denken vermeinen. Unsere Behauptung, da3 Achilleus
die Schildkrote einhole, ist bloBes Gerede, solange wir nicht unseren Bewegungsbegriff liber
(a) und (b) hinaus expliziert haben.

Es ist bekannt, daf} eine einfache Stetigkeitsbedingung das Geforderte leistet. Ich kann mit
thre Formulierung ersparen, da es auf technische Details hier nicht ankommt — zumal diese
Stetigkeitsbedingung auch nur der schlichten mathematischen Konstruktion des Paradoxons
entspricht: eine andere Konstruktion, die die Mittel der modernen Mathematik ausschopft,
konnte weitere Bedingungen erfordern.” Wichtig ist vielmehr, daB man keinem Bewegungsbe-
griff vorab ansehen kann, ob er hinreichend ist. Ohne Zenons Paradoxon zu kennen, kénnten
wir meinen, dafl die Operationen (a) und (b) bereits einen hinreichenden Begrift der (gleich-
formigen) Bewegung (und zwar ldngs einer endlichen Strecke) ergeben. Zenon zeigt dann, daf3
dies gar nicht der Fall ist. Und nachdem Zenon dies einmal gezeigt hat, haben wir keinen
AnlaB, uns bei irgendeiner, irgendwie verbesserten Definition von 'Bewegung' zu beruhigen.
Zenon hat somit sein Ziel erreicht: zwar nicht, zu zeigen, dal Bewegung iiberhaupt nicht
stattfinden kann, wohl aber, uns zu iiberfiihren, da3 wir gar nicht wissen, was wir meinen,
wenn wir von Bewegung reden.

% Insofern ist auch die Aristotelische Bewegungslehre, die bei jeder Bewegung den Bewegungsab-
schlul immer schon voraussetzt (vgl. Heinemann 1986, Abschnitt 2), zur Losung des von Zenon
aufgezeigten Problems unzureichend. Aristoteles umgeht an der zitierten Stelle (239b28 f.) die ent-
scheidende Frage: wieso die Strecke des Wettlaufs {iberhaupt "begrenzt" ist.

"Vgl. Beck 1979



2.

Eng verwandt mit dem 'Achilleus’' ist folgendes Argument gegen die Vielheit, das teilweise
wortlich, teilweise nur in Andeutungen durch Simplikios iiberliefert ist:* Wenn Vieles ist, dann
folgt:

(a) Keines dieser Vielen hat GroBe, Dicke und Masse, da es jeweils sich selbst gleich und
Eines ist. (Testimonium zu DK 29 B 2)

(b) Was keine Grofle hat, bringt beim Hinzutreten keinen Zuwachs, beim Weggenommen-
werden keinen Verlust und ist somit nichts. (DK 29 B 2)

(c) Jedes der Vielen mull also eine GroBle und Dicke haben, und daher miissen seine ver-
schiedenen Teile voneinander abstehen. Und von dem Teil, der Vorsteht,9 gilt wieder das-
selbe, usf., so daB es keinen duBersten Teil gibt. (DK 29 B 1)

(d) Daher miissen die Vielen gro3 und klein sein: so klein, da3 sie gar keine Grofle haben,
und so groB3, daB sie unendlich sind. (DK 29 B 1)

Es ist nicht leicht, sich in diesem Beweisgang zurechtzufinden, ich will deshalb mit einigen
einfachen Erlduterungen beginnen: Zenon bezieht sich auf die These des Parmenides, was ist,
sei Eines: in sich zusammengeschlossen, unteilbar und undifferenziert.'” Diese These wird
von Zenon zu der Formel, dafl Eines ist und nicht Vieles, zusammengefaf3t. Die Absurditét,
die aus der Annahme folgt, daB3 Vieles sei, soll die Richtigkeit der Parmenideischen These
belegen.

Dabei nimmt Zenon den Ausdruck 'Vieles' sehr streng. Vieles kann nicht sein, ohne daf3 auch
Eines ist — ndmlich die Vielen, die jeweils Eines sind und so erst insgesamt Viele sein kdnnen.
Wenn wir dies nicht annehmen, konnen wir gar nicht erklaren, was wir mit der Behauptung,
dal} Viele existieren, liberhaupt meinen — nédmlich dal3 x existiert und daf3 y existiert sowie z
usf. Die x, y, z usf. miissen jeweils Eines sein und nicht Vieles. Denn sonst wiirden wir bei der
Erlauterung der Behauptung, da3 Viele existieren, wieder nur dasselbe behaupten.

In dem oben referierten Argument fragt Zenon nach der Gro3e dieser Einheiten, die insgesamt
Viele sein sollen:

(a) Diese Einheiten miissen einerseits unausgedehnt sein. Denn was ausgedehnt ist, ist teilbar
und somit Vieles, nicht Eines. Und was ausgedehnt ist, kann auch nicht sich selbst gleich
sein (d. h., es muB in sich selbst unbestimmt sein, und wir wissen wieder nicht, was wir
meinen, wenn wir behaupten, dall so etwas existiert; warum das so ist, wird nicht gesagt,
146t sich aber evtl. aus (c) rekonstruieren).

¥ Rekonstruktion des Arguments nach Frinkel 1942/68 (Frg. 6 bis 9 bei Mansfeld), Wortlaut von mir
leicht gekiirzt.

? Hier ist mit dem Wort proechein die Entsprechung zum 'Achilleus’, vgl. Aristoteles, Phys. VI 9,
239b17.

12V gl. bes. Parmenides DK 28 B 8.5 f., 22 ff., 44 f. sowie B 4



(b)

(©)

(d)

Aber andererseits konnen die zugrundeliegenden Einheiten auch wieder nicht unausge-
dehnt sein. Denn das wiirde bedeuten, da3 man eine solche Einheit zu etwas hinzufiigen
oder von etwas abziehen konnte, ohne dessen Grofle zu veridndern. Da hier das Seiende
durchaus korperlich gedacht ist, wiirde eine solche Hinzufligung oder Wegnahme iiber-
haupt keine Anderung bewirken. Es wiirde gar nichts hinzugefiigt oder weggenommen.
Das heif}t, was hinzugefiigt oder weggenommen wird, die unausgedehnte Einheit, wére
nichts.'" Bereits an dieser Stelle hat Zenon also einen Widerspruch abgeleitet: Die Einhei-
ten, aus denen das Viele gebildet ist, miissen sowohl unausgedehnt als auch ausgedehnt
sein. Dieser Widerspruch wird nun weiter zugespitzt.

Wenn die fraglichen Einheiten nach allen Richtungen hin ausgedehnt sind, dann ergibt
diese Ausdehnung eine Unterscheidung verschiedener Teile in jeder Einheit. Und zwar
miissen diese Teile ihrerseits wieder ausgedehnt sein — denn sonst wéren sie "nichts", sie-
he (b). Sie sind also wiederum teilbar. Daher kann keiner von ihnen der &uf3erste sein.
Denn wire etwa z ein dullerster Teil von x, dann konnte z immer noch weiter geteilt wer-
den in einen inneren Teil z; und einen duBeren Teil z,, und z, ldge weiter aullen als z.

Nach (a) ist somit jede der fraglichen Einheiten ausdehnungslos, ihre Grofe ist Null.
Nach (b) und (c) hingegen ist ihre Grofle unendlich.

Die letztere Konklusion ist weiter erklarungsbediirftig. Die meisten Interpreten verstehen sie

so, als hdtte Zenon in (c) die fragliche Einheit in unendlich viele Teile zerlegt und dann die

zweite Behauptung von (d) aus folgenden Voraussetzungen gewonnen:

(*)

Die Grofe eines Ganzen ist gleich der Summe der Gréfen der Teile, in die es zerlegt
wird.

Und:

(**) Die Summe unendlich vieler, von Null verschiedener GroBen ist unendlich.

Nun ergibt die Konstruktion von (c), wenn jeweils der duBerste Teil der Einheit in zwei

gleichgroBBe Teile zerlegt wird, mit (*) eine Darstellung der GroBe der Einheit als geometri-

sche Reihe, etwa

(1)

E=12+1/4+..+12"+ ..,

und tatséchlich ist diese Reihe ein Gegenbeispiel zu (**). Es gilt ndmlich

(2)

12+1/4+...+12"+...=1,

also E = 1 und nicht etwa, wie Zenon zu behaupten scheint,

€)

E=12+1/4+ ...+ 1/2" + ... =unendlich.

"' Man beachte: Dieses Argument betrifft nur die Einheiten, aus denen Vielheiten gebildet sind. Wenn
iiberhaupt nur Eines existiert, stellt sich die Frage einer Hinzufligung oder Wegnahme nicht.



Zenons Argument wire demnach hinfdllig, weil es auf der falschen Voraussetzung (**) und
somit auf einem mathematischen Irrtum beruht.'?

Aber Zenon konnte mit seinem Paradoxon ein Problem aufgezeigt haben, das in dieser Weise
nicht zu erledigen ist. Und zwar handelt es sich dabei um eine Schwierigkeit bei der Gréfen-
bestimmung von Korpern. Wir sollten daher zuerst fragen, wie die Grofle von Korpern iiber-
haupt bestimmt werden kann, d. h. was wir iberhaupt meinen, wenn wir sagen, ein Korper sei
soundso grof3.

Bei einer Antwort auf diese Frage kommt unvermeidlich ein mathematischer Kalkiil der Gro-
Benmale ins Spiel. Aber dessen Beschreibung geniigt nicht zur Antwort. Gefragt ist vielmehr,
wieso ein solcher Kalkiil fiir die Gréfenbestimmung von Kdorpern einschldgig ist. Insofern
wird die begriffliche Analyse durch die mathematische niemals ersetzt, vielmehr gewinnt
diese erst aus jener ihre Sachhaltigkeit.

Es liegt nahe, die Groflenbestimmung von Korpern auf die Messung von Absténden zwischen
Korpern oder Orten zuriickzufiihren. Das heif3t, es wird ein Kalkiil von Abstandsmafen zu-
grundegelegt, dessen Einschlidgigkeit als unproblematisch vorausgesetzt werden kann; aus
diesem wird dann ein Kalkiil der Groffenmafie konstruiert, der fiir die GroBBenbestimmung von
Korpern einschligig sein soll.

Als notwendige Bedingung fiir diese Einschldgigkeit konnte Zenon vorausgesetzt haben, daf3
bei der GroBenbestimmung eines Korpers nicht irgendwelche anderen Koérper (oder Orte
auBerhalb des fraglichen Korpers) ins Spiel gebracht werden diirften. Die Grofe eines Korpers
miiflte demnach auf ein Verhiltnis zwischen dessen Teilen zuriickgefiihrt werden. Zur Charak-
terisierung dieses Verhéltnisses bietet sich der — als bereits verfiigbar unterstellte — Abstands-
begriff an. Das heift, die Grofe eines Korpers ist der Abstand gewisser Teile desselben, und
zwar nicht beliebiger, sondern der duflersten Teile — oder anders gesagt: Die Grof3e eines Kor-

pers ist der maximale Abstand seiner Teile.

Zenon hitte demnach einerseits gute Griinde gehabt, der Gréfenbestimmung von Korpern
stillschweigend — d. h. ohne Erdrterung von Alternativen — diese Definition zugrundezulegen.
Andererseits fiihrt seine Argumentation dieselbe Definition ad absurdum. Denn die Grof3e des
Korpers x miifite als der Abstand gewisser Teile y und z bestimmt werden:

12 Ahnlich Vlastos 1967, 370 f.; vgl. ansonsten die Literaturangaben in Barnes 1982, 619 (Anm. 28 zu
S. 246). Eine raffiniertere Version, die sich an Aristoteles, GC. 1 2, 316al14 ff., anschliefen kann, setzt
statt der Teilung zum Rand hin — und somit einer geometrischen Reihe — eine durchgingige Teilung
der fraglichen Einheit voraus. Das heilt, das Ganze wird in unendlich viele unteilbare Teile zerlegt.
Von diesen kann vorausgesetzt werden, daf} sie untereinander keinen GroBenunterschied aufweisen;
ihre Grofe ist also entweder jeweils Null, oder sie hat jeweils denselben positiven Betrag. Nach (*)
wire im ersteren Fall auch die Grofe der ganzen Einheit gleich Null, im letzteren Fall hingegen wére
diese GroBe unendlich. Insgesamt ergéibe sich also das Dilemma (d) direkt aus (*) ohne Riickgriff auf
(**). Zenons Fehler miifite demnach in (*) liegen, und tatséchlich wird (*) in der modernen mathema-
tischen MafBtheorie ausdriicklich verneint (vgl. Griinbaum 1967, 121 ff. sowie Barnes 1982, 246 ff.
und Caveing 1982, 45 f.). Wie bei der Interpretation durch eine geometrische Reihe beruht Zenons
Argument demnach wiederum auf einem mathematischen Irrtum.



X

Aber y und z sind, wie Zenon in (c) dargelegt hat, ihrerseits teilbar, etwa in y; und y, bzw. in z;
und z»:

Vy A V) 1 2
X

Demnach wiren nicht y und z, sondern y; und z, die duB8ersten Teile von x, als deren Abstand
die GroBe von x bestimmt werden soll. Und der Abstand zwischen y; und z; ist in einem rele-
vanten Sinn gréfier als der Abstand zwischen y und z."* Das heifit, die GroBe von x wurde als
der Abstand von y und z zu gering angegeben.

Fiir den Beweis, dall die Groe eines Korpers nicht als der Abstand von Teilen desselben
Korpers bestimmt werden kann, ist dies hinreichend. Zenon 148t es sich freilich nicht nehmen,
dieses Argument — weitaus eindrucksvoller — als einen unendlichen Regre8 der GroRenbe-
stimmung zu konstruieren, und die Mathematiker sind ihm in dieser Darstellungsweise bis
heute gefolgt. Er macht also darauf aufmerksam, dall auch y; und z, weiter geteilt werden
konnen, und so fort ad indefinitum, und daB sich also fiir das GroBenmal} des fraglichen Kor-
pers immer groflere Werte ergeben. Das heifst, die Grofse des Korpers iibertrifft jede Grofsen-
bestimmung, die anhand des Abstands seiner Teile — und das heifst: an ihm selbst — konstatiert
werden kann.

Wenn Zenon somit in (d) die GroBe des Korpers als "unendlich" bestimmt, muf3 er mit diesem
Ausdruck nicht gemeint haben, da3 diese Grof3e jeden tiberhaupt nur denkbaren numerischen
Wert tibertrifft. Sondern sie iibertrifft jedes MaB3, das als fiir diesen Korper einschlagige Gro-
Benbestimmung ausweisbar ist. Fiir ein Paradoxon ist dies genug, und auch der Ausdruck
"unendlich" sollte gerechtfertigt sein, auch wenn er vorderhand nicht dem heutigen Sprachge-
brauch entspricht.'*

" Von Lappland nach Sizilien ist es weiter als von Schweden nach Italien. Und zwar gilt dieser Satz
nicht nur fiir die Abstdnde der Grenzen, die numerisch scharf bestimmt werden konnen, sondern
insbesondere auch fiir die unscharfen Mafie, an denen man sich alltiglich orientiert. Beispielsweise
kann jemand, der sich zu einer Reise "von Schweden nach Italien" bereit erklért hat, eine Reise "von
Lappland nach Sizilien" als zu weit ablehnen, ohne daf dies als widerspriichlich aufgefalit werden
miiite. Ein entsprechender Kalkiil unscharfer Groffenmafse kann mathematisch exakt sein, aber
selbstverstiandlich 146t er dann keine numerischen MaBbestimmungen zu.

' Friinkel (1942/68, 461 f.) hat in diesem Zusammenhang auf die aristotelische Definition aufmerk-
sam gemacht, unendlich sei, "wovon immer etwas auBlerhalb liegt" (Phys. 207al). Dieser Begriff des
Unendlichen entspricht tatsdchlich genau meiner Rekonstruktion des Zenonschen Arguments. Gegen
Friankels Deutung, die alle Versuche gegenstandslos macht, das Paradoxon auf Postulate wie (*) und
(**) und somit einen mathematischen Fehler zuriickzufiihren, hat Furley (1967, 68 f.; zustimmend:
Barnes 1982, 619, Anm. 28) eingewandt, daf} "this would be to accuse the ancient commentators of a
great misunderstanding; for they certainly thought Zeno meant infinitely large. But more seriously, it
would also be to rob Zeno's objection of all its force; exept the purely verbal success of forcing the
pluralists to use the word apeiron (d. h. unendlich) for their units. So long as they were not committed
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Die moderne Mathematik hilft sich bei diesem Problem bekanntlich mit dem Begriff der
kleinsten oberen Schranke. Beim Stand der Mathematik seiner Zeit konnte Zenon diesen
Begriff nicht kennen. Er hétte, was die mathematische Stimmigkeit dieser Begriffsbildung
angeht, moglicherweise gar keine Einwénde gehabt. Aber er hitte vermutlich gefragt, wieso
ein solcher Begriff, der auf Groenwerte rekurriert, die jeden Abstand von Teilen des fragli-
chen Korpers iibertreffen, fiir die GroBenbestimmung dieses Korpers einschlédgig sein soll. Er
hitte eingewandt, da3 wir mit dem Heranziehen von oberen Schranken fiir die Abstinde der
Teile des Korpers definitiv aufgehort hétten, von diesem Korper zu reden — oder anders ge-
sagt: dall wir mit dem Begriff der kleinsten oberen Schranke versuchen, von ihm zu reden,
indem wir von etwas anderem reden, und daB unsere Rede somit widerspruchsvoll ist."

3.

Beide Paradoxa, die ich bis jetzt diskutiert habe, heben dort, wo wir mit wohlbestimmten
Grenzen rechnen, die Grenzenlosigkeit dessen hervor, dessen Grenzen wir meinen: des Wett-
laufs, der als solcher eben kein Einholen, sondern ein Vorauskriechen und Hinterherrennen ist;
und des Korpers, der nur anhand seiner Teile erkannt werden kann, dessen Begrenzung aber
kein Teil von ihm ist. Das Problem 148t sich, denke ich, treffend mit den Begriffen der moder-
nen Mathematik formulieren:

Die Strecke, die Achilleus zuriicklegt (vom Start bis zum Einholen der Schildkréte) ist ein
beschrianktes Intervall im reellen Kontinuum. Ebenso ist das Volumen des auszumessenden
Korpers ein beschrianktes Gebiet im euklidischen Raum. Im Hinblick auf die topologische
Struktur des umfassenden Kontinuums oder Raums kdnnen wir den Rand des fraglichen Inter-
valls oder Gebiets definieren und von dessen Inneren unterscheiden. Wir konnen beweisen,
daB ein solcher Rand existiert, und wir kdnnen zeigen, dall Achilleus an einem solchen Rand-
punkt die Schildkréte einholen mufl bzw. dal die GroBe eines Korpers gleich dem maximalen
Abstand seiner Randpunkte ist.

to infinite extension they might well be willing to make this concession." — Dieser Einwand ist zwei-
fellos insofern treffend, als keine Rekonstruktion des Zenonschen Arguments dariiber hinweggehen
kann, dal Zenon die fraglichen Einheiten als unendlich grof8 charakterisiert. Aber nicht dies ist die
Frage, sondern vielmehr, was der Begriff 'unendlich grof' iiberhaupt bedeutet. Und hierfiir bietet sich
die Alternative an, als unendlich grof3 zu bestimmen,

- entweder, was jeden tiberhaupt nur denkbaren Groflenwert,

- oder, was jeden einschldgigen Grolenwert

iibertrifft. Man kann evtl. bezweifeln, dal Zenon oder irgendein antiker Kommentator diese Alternati-
ve ausdriicklich in Betracht gezogen haben. Aber nachdem diese Alternative einmal aufgestellt ist,
kann man nicht mehr {ibersehen, daB3 sich dabei aus Zenons Formulierungen entweder ein schlichter
mathematischer Unfug oder ein giiltiges Argument ergibt.

!> Zusatz (Nov. 2014): Ich habe es seinerzeit versaumt, auf die mit dem Satz von der oberen Grenze
verbundenen grundlagentheoretischen Probleme hinzuweisen. Grob gesagt, liefert dieser Satz nur bei
Zulassung impradikativer Begriffsbildungen (oder mit dem ad hoc eingefiihrten Reduzibilitdtaxion der
Principia Mathematica) das volle mathematische Kontinuum. Dazu Weyl 1928/76, 69 f.



Aber wir konnen das nur deshalb, weil wir unseren Gegenstand (die Laufstrecke bzw. das
Volumen des Korpers) von vornherein als beschrinktes Intervall oder Gebiet in einem umfas-
senden topologischen Raum betrachten. Nun ist aus der Mathematik bekannt: Jede Teilmenge
eines topologischen Raums, mit der topologischen Struktur, die sich fiir ihre Elemente und
Teile aus der Topologie des Gesamtraums ergibt, ist wieder ein topologischer Raum.'® Das
heift, diese restringierte topologische Struktur ist als Struktur der Teilmenge durchaus ada-
quat, und wenn man ausschlieflich diese Teilmenge betrachtet, kann man an ihrer topologi-
schen Struktur nicht mehr erkennen, dafl sie aus einem umfassenden topologischen Raum
herausgeschnitten wurde. An ihr selber ist nichts, das auf ihre Einbettung in jenen umfassen-
den Raum verweist. Daher sollte nun, wenn man auch die Randpunkte abgeschnitten hat (was
mathematisch zuldssig ist), auch keine Rede mehr davon sein, da3 diese Teilmenge beschriankt
ist: sie ist es nicht an ihr selbst, als selbstindiger topologischer Raum, sondern nur durch ihre
Einbettung in einen umfassenderen Raum. An ihr selbst kann sie in einem wohldefinierten
mathematischen Sinne unbeschrénkt sein.'’

Wir sollten nun diesen Perspektivwechsel vollziehen und das fragliche Intervall oder Gebiet
nicht in einem umfassenden topologischen Raum (im ganzen reellen Kontinuum oder im
euklidischen Raum) betrachten, sondern als selbstindigen topologischen Raum mit seiner
eigenen Struktur. DemgemiB sollten wir diese Struktur auch nicht durch Ubertragung von
jenem umfassenden Raum auf den Teil, der uns interessiert, sondern im Rahmen einer Be-
trachtung ausschlieBlich dieses Teils definieren. Das ist durchaus moglich — ich brauche es
hier nicht auszufiihren, weil die Hauptsache schon in der Diskussion der beiden Paradoxa
dargestellt wurde.

Wenn wir also das Innere des fraglichen Intervalls oder Gebiets in dieser Weise betrachten,
dann zeigt sich erstens, da3 dieses Intervall oder Gebiet unbeschrdnkt ist. Genau in diesem
Sinn, ndmlich unbeschridnkt zu sein, hat Zenon die Laufstrecke und das Volumen des Kdorpers
als unendlich bezeichnet.'® Und zweitens zeigt sich, da wir dieses Intervall oder Gebiet zwar

' Das ist die sogenannte Spurtopologie, vgl. etwa Franz 1968, 37 f.

"7 Um den Begriff 'beschrinkt' bequem einfithren zu konnen, betrachte ich von vornherein einen met-
rischen Raum (X,d). Eine Teilmenge M von X ist genau dann beschrénkt, wenn eine obere Schranke
fiir die Abstédnde von Elementen von M existiert. Diese Bedingung wird iiblicherweise (vgl. z.B. Franz
1968, Df. 22.1, p. 83) in der Form

JreRVx,yeM:d(xy)<r

angegeben; dabei ist R Menge der reellen Zahlen. In einem stdrkeren Sinne beschrinkt ist M, wenn
stattdessen gilt:

Ja,beMVx,ye M : d(x,y) < d(a,b) .

In diesem Sinn ist jedes offene (oder halboffene) Intervall, mit seiner eigenen (Spur-)Topologie,
unbeschrénkt; d.h. jedes beschénkte Intervall ist kompakt. (Anm. und zugehdriger Haupttext red. Nov.
2014).

'S Die aristotelische Definition, unendlich sei, wovon immer etwas auBerhalb liegt (Phys. 111 6,
207al), ergibt nicht nur, wie dargelegt, eine schliissige Interpretation des Paradoxons der Ausdehnung,
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in einen umfassenden topologischen Raum einbetten konnen, in dem es dann beschrinkt ist
(so daB Achilleus die Schildkrote einholt und der Korper eine endliche Grof3e hat), daB3 diese
Einbettung aber immer nur unsere Zutat zu dem sein kann, was uns vorliegt: d. i. der Wettlauf
(also was Achilleus tut, um die Schildkréte einzuholen, und was die Schildkréte tut, um nicht
eingeholt zu werden) bzw. das Innere des Korpers (wie er aus seinen Teilen aufgebaut ist).

Fiir Zenon kommt eine solche Einbettung nicht in Betracht. Die Paradoxa, die ich diskutiert
habe, entstehen gerade dadurch, dall Zenon auf eine Einbettung verzichtet. Und unsere Vor-
stellungen von Korpern, als beschridnkten Volumina, und von Bewegungen, so da3 Achilleus
die Schildkréte einholen muf, beruhen darauf, da3 wir die Einbettung immer schon vollzogen
haben, ohne dariiber Rechenschaft abzulegen. Wie Zenon gezeigt hat, konnen wir aus der
Sache, die unser jeweiliger Gegenstand ist, diese Einbettung nicht begriinden. Sondern wir
bestimmen das, was uns vorliegt, von vornherein aus dem, was uns nicht vorliegt. Wir versto-
Ben gegen die Regel, die Parmenides aufgestellt hat und von der wir doch meinen sollten, daf3
sie ein unhintergehbares Kriterium alles Wissens aufstellt: Man muf} sagen und denken, daf3
dasjenige, was ist, ist;19 oder etwas weiter gefafit: von dem, was ist, mu3 man sagen und den-
ken, dal3 es ist und was es ist — stattdessen aber sagen und denken wir, was es nicht ist, und
nur so glauben wir, was es ist, erkennen zu kénnen.

4.
Ein weiteres Argument gegen die Vielheit betrifft deren Anzahl.

(a) "Wenn Viele sind, dann sind sie notwendigerweise gerade soviele, wie viele sie eben
sind, und nicht mehr als eben soviele und nicht weniger. Wenn sie aber gerade soviele
sind, wieviele sie eben sind, werden sie (sc. in ihrer Anzahl) begrenzt sein.

(b) Wenn Viele sind, sind die Seienden unendlich viele. Denn immer sind Andere zwischen
den Seienden, und wiederum Andere zwischen diesen. Und auf diese Weise sind die Sei-
enden unendlich viele." (DK 29 B 3)

Da es hier ausdriicklich um Anzahlen geht, ist der Ausdruck 'unendlich' im zweiten Teil zwei-
fellos im numerischen Sinn zu verstehen: Zenon behauptet, daf die Vielheit der Seienden jede
bestimmte Zahl iibertrifft; und dabei besteht kein Zweifel, daB fiir ihn nur die sogenannten
natiirlichen Zahlen, also die Zahlen 2, 3, 4, 5, ... in Betracht kommen konnen. Anfechtbar ist
daher auch zunichst eher Zenons erste Behauptung, sofern etwa die folgende Voraussetzung
in sie einzugehen scheint:

(*) Wenn gewisse Entititen gerade soviele sind, wieviele sie eben sind, dann muf} ihre An-
zahl durch eine der natiirlichen Zahlen bestimmt sein.

sondern sie trifft insbesondere auch die Bedeutung des Worts prochein, das dieses Paradoxon mit dem
'Achilleus' terminologisch verbindet.

' Parmenides DK 28 B 6.1. Zur Ubersetzung vgl. Calogero 1932, 22 (mit Anm.), dhnlich Diels 1922
sowie DK. Anders Heitsch 1974, Mansfeld 1983; Kirk et al. 1983, Barnes 1982, 158. — Zusatz (Nov.
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Sollte Zenon mit dieser Voraussetzung operieren, dann kann man auch den Ausdruck 'be-
grenzt' im numerischen Sinn interpretieren. Zenon scheint dann folgendermallen zu argumen-
tieren:

(a) Weil die Seienden gerade soviele sind, wieviele sie eben sind, gibt es nach (*) eine natiir-
liche Zahl, die ihre Anzahl bestimmit.

(b) Weil zwischen den Seienden immer wieder andere Seiende sind, gibt es keine natiirliche
Zahl, die ihre Anzahl bestimmt.

Und daraus ergibt sich, was Zenon zu zeigen beabsichtigt, dal ndmlich tiberhaupt nicht viele
Seiende existieren konnen.

Die Kritik richtet sich, wie gesagt, zundchst gegen (a), und zwar insbesondere gegen die Vo-
raussetzung (*). Man kann leicht einwenden, daf3 die natiirlichen Zahlen selber ein Gegenbei-
spiel zu (*) liefern — vorausgesetzt freilich, die natiirlichen Zahlen sind "gerade soviele, wie-
viele sie eben sind". Zenon hitte dann aber immer noch die Wahl, entweder diese letztere
Voraussetzung irgendwie in Frage zu stellen oder aber gerade in diesem Einwand eine Besti-
tigung seiner Ablehnung des Vielen — und somit insbesondere der Existenz einer Zahlenreihe!
— zu finden.”® Ein starker Einwand gegen (*) ergibe sich vielmehr erst aus der modernen
Mengenlehre, sofern diese die Anzahl von Vielheiten evtl. durch unendliche Zahlen be-
stimmt.”' Zenon hitte dann freilich immer noch das Verdienst, ein Problem aufgezeigt zu
haben, das erst mit den Mitteln der Mengenlehre gelost werden konnte.

Aber ist das Problem auf diese Weise gelost? Nehmen wir an, in (a) sei der Begriff 'natiirliche
Zahl' durch 'Kardinalzahl' ersetzt; dabei verstehen wir zunichst ganz untechnisch unter einer
Kardinalzahl die — eventuell jede natiirliche Zahl iibertreffende — Anzahl der Elemente einer
Menge, z. B. der Menge aller Bleistifte auf meinem Tisch oder der Menge der natiirlichen
Zahlen oder auch der Menge alles dessen, was iiberhaupt existiert. So verstanden, ist der Be-
griff ' Kardinalzahl' gerade darauf abgestellt, die Voraussetzung (*) des Zenonschen Argu-
ments wahr zu machen. Das heilit, wenn eine Frage der Form "Wieviele sind dies?" {iberhaupt
beantwortet werden kann — und "mehr als jede natiirliche Zahl" ist auch eine Antwort! —, dann
soll sie auch durch die Angabe einer Zahl, eben der Kardinalzahl der fraglichen Menge, be-
antwortbar sein. Der Ausdruck 'begrenzt' im ersten Teil des obigen Zenon-Zitats erhélt somit
die Bedeutung: von wohlbestimmter — aber eben nicht notwendigerweise endlicher — Anzahl.

2014): Vgl. jetzt auch Abschnitt 2.4.6. in Die Fragilitdit der Weisheit sowie bes. Handout 3.3. meiner
Materialien zur antiken Philosophie.

2 Vgl. Vlastos 1967, 371b: "His (d.h. Zenons) Eleatic faith that only the One exists would have de-
rived further comfort from the assurance that even that paradigmatic aggregate, the number series, is
flawed by contradiction."

1 S0 auch Vlastos, ebd.: Das Argument fiir (a) "is so strong that it is hard to see how anyone could
have broken it before the demonstration of transfinite cardinals ... by Georg Cantor." Barnes (1982,
252 f.) setzt Cantors Methoden in seiner Diskussion stillschweigend voraus.
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Die Behauptung (a) scheint nach dieser Modifikation unangreifbar zu sein. Und der Wider-
spruch zwischen (a) und (b) ist scheinbar eliminiert, denn in (b) wird gezeigt, was nach (a)
nicht mehr ausgeschlossen ist, nimlich dal3 die Seienden unendlich viele sein miissen. Denn
betrachten wir die in (b) angegebene Konstruktion: Sie besagt nicht mehr, als da3 zwischen je
zwei Entitdten stets wieder andere liegen und da3 daher die Anordnung der Entitdten, der
Einfachheit halber auf einer Linie betrachtet, insgesamt der Dichte der rationalen Zahlen ent-
spricht. Fiir die Kardinalzahl der Menge aller Seienden folgt daraus nur, daf3 sie grof3er oder
gleich der Kardinalzahl der Menge der rationalen Zahlen sein muf3, und dies ist nach (a), wenn
dort der Begrift 'Kardinalzahl' eingesetzt wird, durchaus zuldssig.

Wenn wir freilich das Zenonsche Argument in seinem ersten Teil korrigieren, um das von
Zenon aufgeworfene Problem als gelost darzustellen, miissen wir zur Verteidigung des Para-
doxons auch eine entsprechende Korrektur im zweiten Teil zulassen. Dabei sollten wir uns
zundchst die Strategie vergegenwdrtigen, die Zenon bei der Konstruktion des Paradoxons
verfolgt hat:

- In (a) werden die Seienden zunichst auf eine bestimmte Anzahl festgelegt; diese Anzahl
sei n.

- In (b) wird dann ein Verfahren beschrieben, wie bei vorliegenden » Entititen gezeigt wer-
den kann, dal dariiber hinaus noch weitere Entititen existieren. Und zwar geht Zenon da-
von aus, daf3 die vorliegenden n Entititen, die vermeintlich alle Seienden ausmachen, ir-
gendwie rdumlich angeordnet sein miissen; der Einfachheit halber sollten wir sie uns ent-
lang einer Linie aufgereiht vorstellen. Und weil dann, wie Zenon weiter voraussetzt, zwi-
schen je zwei Entitdten wieder eine andere Entitdt liegen muB3, erhalten wir mit der gege-
benen Anordnung der vorliegenden n Entitdten sogleich noch n-/ weitere Entitéten, die
bislang unberiicksichtigt blieben. Die Anzahl aller Seienden wird somit von n auf 2n-1/
korrigiert.

In der Sprache der Mengenlehre formuliert, kommt Zenons Strategie also darauf hinaus, jede
Festlegung der Gesamtheit der Seienden auf eine Menge mit einer bestimmten Kardinalzahl
nach oben zu korrigieren. Worauf es dabei ankommt, ist ein Verfahren, nach dem aus jeder
Behauptung der Form

(a*) Die Gesamtheit der Seienden ist die Menge M

eine Gegenbehauptung der Form

(b*) Die Gesamtheit der Seienden umfaflt zumindest die Menge M’, und es ist
card (M) < card (M'")

ableitbar ist. Ein solches Verfahren besteht insbesondere darin, zu jedem fiir (a*) in Betracht
kommenden M nach einer festen Regel ein geeignetes M’ anzugeben, fiir das dann (b*) ge-
zeigt werden kann. Dabei leistet die von Zenon verwendete Regel nur fiir endliche M das
Gewiinschte (und tiberdies unter weiteren Voraussetzungen iiber die rdumliche Anordnung der
Seienden, die noch zu diskutieren sind). Aber das heilit keineswegs, dall nicht mit weiterent-
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wickelten mathematischen Methoden andere Regeln gefunden werden kénnen, deren Anwen-

dung auf beliebige M eine Ableitung von (b*) aus (a*) ermoglicht.

Wer ein wenig Mengenlehre gelernt hat, weil3, dal eine solche Regel tatséchlich existiert: man

braucht nur M’ als die Potenzmenge P(M) von M zu bestimmen. Dann gilt jedenfalls card(M)

< card(M' ), und es bedarf nur einer kurzen Uberlegung, um einzusehen, daB auch die erste
Teilaussage von (b*) erfiillt ist, d. h. dal M die Potenzmenge P(M) umfaft:

Definitionsgemél ist P(M) die Menge aller Teilmengen von M. Das heilit, die Elemente
von P(M) sind jedenfalls Mengen; und zwar gehort irgendeine Menge 4 genau dann zu
P(M), wenn A eine Teilmenge von M ist, d. h. wenn alle Elemente von 4 auch Elemente
von M sind. Dabei war M als die Menge aller Entitdten bestimmt; also ist 4 genau dann
eine Teilmenge von M und folglich ein Element von P(M), wenn A4 aus lauter Entitéten
besteht.

In (b*) wird behauptet, dal P(M) eine Teilmenge von M ist. Zum Nachweis dieser Be-
hauptung ist das soeben aufgestellte Kriterium auf P(M) selbst anzuwenden, d. h. es ist zu
zeigen, dall P(M) aus lauter Entititen besteht. Wir haben schon eingesehen: Die Elemente
von P(M) sind Mengen von Entitéten. Zu zeigen bleibt also: Jede Menge von Entitéten ist
selbst wiederum eine Entitit.

Aber dies sollte selbstverstandlich sein, wenn wir uns tiberhaupt auf eine Theorie wie die
Mengenlehre eingelassen haben. Denn von einer Entitit wird nichts anderes verlangt, als
daf3 sie liberhaupt existiert. Und das kann bei einer Menge, die als Teilmenge von M und
als Element von P(M) bestimmt worden ist, schwerlich verneint werden; wer etwa be-
hauptet, 4 sei ein Element von P(M), aber A existiere nicht, sagt zwar vielleicht nichts
Widerspriichliches, aber doch etwas Unsinniges. Wenn man {iberhaupt Mengenlehre
treibt, dann betrachtet man Mengen eben auch als Entitéten.

Der Widerspruch kann nun unschwer ausdriicklich gemacht werden: Wenn man die Anzahl

aller Seienden mit n* bezeichnet, dann ist nach (a*)

n* = card(M).

Nach dem soeben gezeigten umfalit M die Menge M, wobei M’ = P(M), also ist einerseits

card(M) > card(M' ),

andererseits aber nach allgemeinen Sitzen der Mengenlehre”

card(M) < card (P(M))

und somit

card(M) < card(M').

2 Der Bewetis ist elementar und allen Mathematikern bekannt (vgl. die leicht zugingliche Darstellung
in Kirsch 1987, 279), aber eine allgemeinverstindliche Darstellung wire an dieser Stelle zu aufwen-

dig.
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Insgesamt ergibt sich daher
n* = card(M) < card(M' ) < card(M) = n*,

also n* < n* Das Argument (b*) fiihrt also zu einer Widerlegung von (a*), die sich direkt auf
Zenons eigene Formulierung von (a) zuriickbeziehen 1aft: Wie in (b*) gezeigt wurde, sind die
Seienden nicht "eben soviele, wieviele sie eben sind", sondern "mehr (oder auch weniger) als
eben soviele".

In der Mathematik kennt man diesen Widerspruch als die Cantorsche Antinomie. Ein Resumé
hat Cantor selbst so formuliert:

"Eine Vielheit kann ... so beschaffen sein, daf} die Annahme eines 'Zusammenseins' aller
ihrer Elemente auf einen Widerspruch fiihrt, so daf es unmdglich ist, die Vielheit als Ein-
heit, als 'ein fertiges Ding' aufzufassen. Solche Vielheiten nenne ich absolut unendliche
oder inkonsistente Vielheiten.

Wie man sich leicht iiberzeugt, ist z. B. der 'Inbegriff alles Denkbaren' eine solche Viel-
heit ..."*

Durch das obige Argument wird also die von Zenon in Betracht gezogene Gesamtheit aller
Entititen als, wie Cantor sagt, absolut unendlich erwiesen; in heutiger Terminologie wiirde
man sagen, dal M keine Menge im engeren Sinn, sondern eine echte Klasse sein muf3. Und
zwar unterscheiden sich echte Klassen insbesondere dadurch von gewohnlichen Mengen, daf3
die Anzahl der Elemente einer echten Klasse durch keine Kardinalzahl bestimmt werden kann.
Das heif3t, bei einer echten Klasse kann die Frage "Wieviele sind dies?" jedenfalls nicht durch
die Angabe einer Kardinalzahl beantwortet werden. Und somit ergibt sich genau diejenige
Situation, die bereits Zenon konstatiert hat: Wer die Frage, wieviele Entititen es gibt, durch
eine Zahl zu beantworten versucht, sei dies nun eine der natiirlichen Zahlen oder eine Kardi-
nalzahl, wird in Widerspriiche verwickelt.

Und wer glaubt, dem Problem durch eine Vermeidung des Zahlbegriffs zu entgehen, wird
gleichfalls enttduscht. Denn der fiir Mengen einschlidgige Zahlbegriff, d. h. der Begriff der
Kardinalzahl, ist selber durch eine Analyse dessen geprigt, wonach mit dem Ausdruck 'wie
viele?' gefragt wird. Die einfachste Antwort, die man auf eine derartige Frage erwartet, ist
dieser Analyse zufolge von der Form 'ebenso viele, wie ..." oder 'mehr (bzw. weniger) als ...".
Und fiir eine derartige Antwort ist keine Zahlung erforderlich, sondern es geniigt der direkte
Vergleich der beteiligten Mengen: Es gibt ebensoviele A wie B genau dann, wenn sich die
Elemente beider Mengen einander eineindeutig zuordnen lassen (das heillt, wenn eine Paar-
bildung aufgeht); und es gibt mehr B als A genau dann, wenn bei jeder Zuordnung je eines
Elements von B zu jedem Element von 4 die Menge B unausgeschopft bleibt (das hei3t, wenn
keine derartige Paarbildung aufgehen kann). Diese Begriffsbildung liegt der Einfilhrung von
Kardinalzahlen und auch dem Beweis des Satzes card(M) < card(P(M)) zugrunde, der in

2 Brief an Dedekind, 28. Juli 1899, hier zit. nach Becker 1964, 308 f. Vgl. zur Cantorschen Antino-
mie auch Heinemann 1988, 169 ff.
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obiger Argumentation aus der Mengenlehre zitiert werden mufite. Das heif3t, man braucht fiir
diese Argumentation und somit fiir eine mengentheoretische Rekonstruktion des Zenonschen
Paradoxons keinen Zahlbegriff, sondern nur die Zuriickfiihrung der Begriffe 'ebenso viele,
wie' und 'mehr als' auf einen direkten Mengenvergleich; und das Paradoxon zeigt, daf3 die
grundlegenden Regeln fiir einen solchen Vergleich auf die Gesamtheit der Seienden nicht
anwendbar sind. Die Frage, wieviele Entitdten es gibt, kann also auf diese Weise nicht beant-
wortet werden — und es bleibt ganz offen und rétselhaft, wie sie {iberhaupt beantwortet werden
soll.

5.

Wenn viele sind — so kann man die bisherige Diskussion des Paradoxons der Anzahl (DK 29
B 3) resumieren —, dann 146t sich die Frage nicht mehr beantworten, wieviele sie sind. Dieses
Theorem Zenons und auch seine Beweisstrategie werden durch die moderne Mengenlehre
bestdtigt. Als unzureichend hat sich nur die mathematische Konstruktion erwiesen, die Zenon
bei der Durchfiihrung seines Beweises verwandte. Unter einem anderen Aspekt verdient diese
Konstruktion aber groftes Interesse.

Zenon setzt im zweiten Teil seines Arguments voraus:
(*) Zwischen verschiedenen Entitdten miissen sich stets weitere Entititen befinden.

Gegeniiber der Konstruktion im ersten Ausdehnungsparadoxon (DK 29 B 1-2, Teil (¢)), jeden-
falls wie diese gemeinhin verstanden wird, ergibt sich somit eine gewisse Modifikation: Ein
Korper kann nicht umstandslos in zwei Teile x und y zerlegt werden. Denn x und y wéren
ihrerseits Entitdten, zwischen denen sich nach (*) noch weitere Entititen befinden; daher
haben wir zwischen x und y mindestens einen weiteren Teil z des zu teilenden Korpers zu
erwarten, und dann zwischen x und z sowie zwischen z und y jeweils wiederum einen weiteren
Teil usf. ad indefinitum.** Was daher iiberhaupt in verschiedene Teile zerlegt werden kann,
wird auf diese Weise zwangslaufig in unendlich viele Teile zerlegt.

Man kann (*) nun auf verschiedene Weisen interpretieren: Entweder betrachtet man von vorn-
herein zwei rdumlich getrennte Korper x und y und fragt dann, was sich in dem Raum zwi-

* Diese Modifikation verbietet jedenfalls die Ableitung einer geometrischen Reihe fiir die GréBe des
fraglichen Korpers. Vlastos, der seiner Interpretation von DK 29 B 1-2 eine solche Reihe zugrundege-
legt hat, kann daher das Verhéltnis zwischen den Konstruktionen in B 1-2 und in B 3 nur folgender-
mafen erdrtern: "Is (D 1) — d.i. mein (*) — puzzling in view of the fact that the preceding argument —
d.i. B 1-2 — allowed for (and, as interpreted, entailed) the distinctness of contiguous existents? Not if
we remember Zeno's dialectical method, which picked its premises whereever it found them." (1967,
371b) — Diese Charakterisierung der Zenonschen Methode ist grundsitzlich gar nicht zu bestreiten,
aber man sollte sie auch nicht unnétig strapazieren. Daher ist es nicht ohne Belang, daf3 bei meiner
obigen Interpretation von B 1-2 auf die Berlihrung verschiedener Teile des fraglichen Korpers kein
Wert gelegt werden mufl. Es kommt nur darauf an, daf} auf jeder Stufe der Teilung jeweils duferste
Teile existieren. Und diese sind als solche von (*) nicht betroffen. Wenn man daher B 1-2 so interpre-
tiert, wie ich es vorgeschlagen habe, dann ist die Modifikation, die sich aus (*) flir das Argument von
B 1-2 ergibt, letztlich irrelevant.
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schen ihnen befindet. Man kann dann auf die Eleatische Doktrin rekurrieren, dal} kein leerer
Raum existiert und der fragliche Zwischenraum daher durch weitere Korper ausgefiillt werden
mufl. So betrachtet, konnte freilich ein einziger Korper z geniigen, der den Zwischenraum
ausfiillt; es ist schwer einzusehen, wieso sich dann auch, wie Zenon behauptet, zwischen x
und z sowie zwischen z und y noch weitere Korper befinden miissen. Man behilft sich dann
oftmals mit dem Argument, zwei Dinge seien "nur dann zwei, wenn sie voneinander getrennt
sind", und hierfiir miisse "etwas zwischen ihnen sein";25 das heif3t, ohne Trennung durch einen
weiteren Korper wiren x und z gar nicht zwei verschiedene Korper, sondern derselbe. — Aber
warum das so sein mufl und warum dieser Gedanke der Zenonsche ist, bleibt erklarungsbe-
diirftig.

Oder man beginnt umgekehrt mit der Frage, wie ein Korper liberhaupt in zwei Teile x und y
geteilt werden kann. Ein leerer Raum, der irgendwie ausgefiillt werden muf3, kommt auf diese
Weise gar nicht in Betracht. Vielmehr ist die Welt liickenlos mit Kdrper(n) erfiillt, und es fragt
sich nur, inwiefern dies viele verschiedene Korper sein konnen und der massive Gesamtkorper
der Welt somit in verschiedene Korper geteilt ist. Man kann dann so argumentieren: Bei einer
schlichten Zweiteilung eines gegebenen Korpers besédflen die Teile x und y einen gemeinsamen
Rand. Daher fragt sich, was bei der Teilung mit diesem Rand geschicht.”® Grundsitzlich gibt
es hierflir drei Moglichkeiten:

(1) Der gemeinsame Rand wird einem der beiden Korper zugeschlagen oder irgendwie zwi-
schen ihnen aufgeteilt. Aber dann miifite es irgendeinen Grund geben, warum das in einer
bestimmten Weise und nicht anders geschieht (warum der gemeinsame Rand z. B. zu x
gehoren soll und nicht zu y);*’ ein solcher Grund 4Bt sich aber schwerlich bestimmen.

(i1) Der gemeinsame Rand gehort zu beiden Kdrpern. Aber dann findet gar keine Zerlegung
statt; diese Moglichkeit kann also von vornherein ausgeschlossen werden.

(ii1) Der gemeinsame Rand gehort weder zu x noch zu y. Dann liegt eigentlich schon eine
Dreiteilung des urspriinglichen Korpers vor, ndmlich in x, y und den gemeinsamen Rand.
Aber ein Teil seines Korpers muf3 selber wieder ein Korper sein, und das ist dieser Rand
nicht; das heift, bei der Teilung bleibt etwas {librig, dessen Status ungeklért ist.

2 So bereits Zeller 1876, 543; ebenso Kirk et al. 1983, 266; Owen 1957-8, 151 f;; dagegen Frinkel
1942/68, 427 f.

%6 Zenon hat die Rinder der in DK 29 B 1-2 und im 'Achilleus' betrachteten Kontinua so kunstvoll
wegdefiniert, dal man ihm diese Frage durchaus zutrauen sollte.

7 DaB die Alten die Forderung nach einem hinreichenden Grund fiir eine Asymmetrie als Argument
einzusetzen wullten, zeigt sich bereits bei Anaximandros, wo dieser das Verharren der Erde im Mittel-
punkt der Welt letztlich dadurch erklért, da3 er jeden diesbeziiglichen Erklarungsbedarf aus Symmet-
riegriinden verneint (Nr. 10 in Kahns Doxographie, Kahn 1960, 53 ff., 76 ff.; dasselbe Argument
ausfuhrlicher bei Platon, Phaidon 108E f.).
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Die Annahme eines gemeinsamen Randes verschiedener Teile eines Korpers fiihrt also zu
. . . 28 - . .
erheblichen Schwierigkeiten,” die vermieden werden, wenn man von vornherein fordert:

(**) Verschiedene Teile eines Korpers haben keinen gemeinsamen Rand.

Bei Annahme eines massiven Gesamtkorpers, der in verschiedene Kdorper eingeteilt werden
soll, ergibt sich hieraus sogleich Zenons Voraussetzung (*): Wenn die Teile x und y keinen
gemeinsamen Rand haben, dann befindet sich zwischen ihnen mindestens ein weiterer Korper,
und dieser kann seinerseits weder mit x noch mit y einen gemeinsamen Rand haben, und so
fort, wie Zenon es ausgefiihrt hat.”’

Wer eine Vielheit von Korpern und iiberdies die Voraussetzung (**) akzeptiert, steht folglich
vor dem Dilemma, entweder mit Zenon das Seiende als insgesamt massiv anzusetzen und die
von Zenon aufgezeigte Konsequenz in Kauf zu nehmen, da3 nicht angegeben werden kann,
wieviele Kdrper es gibt; wenn man iiberdies die verschiedenen Korper, d. h. Teile des insge-
samt massiven Gesamtkorpers, als evtl. verschiedenartig ansetzt, ergibt sich etwa die von
Anaxagoras behauptete vollstdndige Durchmischung der Stoffe. Oder man entscheidet sich fiir
einen Gedanken, der den Alteren ganz unzuginglich war, dann von Parmenides implizit und
von Melissos, Empedokles und Anaxagoras explizit verneint und schlielich von den Atomis-
ten akzeptiert wurde: dal3 verschiedene Korper durch einen leeren Raum — und auch nur so —
getrennt sein konnen;*® massive Korper miiften demnach unteilbar sein, d. h., sie hitten gera-
de die Eigenschaften der von Leukipp und Demokrit eingefiihrten Atome.

* Owen vertritt, wie gesagt, die erste Deutungsvariante zu (*) und wendet dann ein, zur Trennung
verschiedener Dinge geniige ein gemeinsamer Rand und es sei "absurd to ask what separates them
from their edges, absurd for the reason that Plato and Aristotle drove home, that the edge of a thing is
not another thing of the same type as what it borders, not a part that can be cut off from its possessor."
(1957-8, 151 f.) Nach der zweiten Deutungsvariante muf3 Zenon diese absurde Frage gar nicht gestellt
haben, sondern nur, zu welchem der beiden Korper der gemeinsame Rand gehort. Dieser Frage, die
auch fiir die moderne Topologie eine entscheidende ist, widmet Aristoteles in den Biichern IV und VI
der 'Physik’ die groBite Sorgfalt, und bei seiner Wiederaufnahme der Zenonschen Probleme im Buch
VIII sagt er ausdriicklich, bei der Teilung eines Kontinuums betrachte man jeden Teilungspunkt als
zwei Punkte, ndmlich als Anfang und Ende (Phys. VIII 8, 263a23 ft., vgl. Guthrie, HGP 11, 99). Die
Verschiedenheit des Status von Ridndern und Korpern, auf die Owen aufmerksam macht, steht dem
durchaus nicht entgegen.

* Insofern kann man mit Frinkel (1942/68, 430 f.) sagen, daB sich Zenons Argumentation auf die
Struktur des Kontinuums bezieht. Aber es sollte doch hinzugefiigt werden, daf3 dieses Kontinuum
nicht einfach das mathematische, sondern ein von Kd&rpern erfiilltes ist, d. h., da3 Zenon eben die
Kontinuumsstruktur von Kérpern (und an anderen Stellen von Bewegungen) diskutiert. Die mathema-
tische Abstraktion als solche bereitet sich bei Zenon erst vor, und zwar in dem identischen Vokabular,
das Zenon bei der Erorterung verschiedener Fille verwendet (z. B. der Terminus proechein). Erst
Aristoteles kann eine allgemeine Theorie der Kontinua abstrakt — d. h. explizit verallgemeinernd —
formulieren.

3% Nach Kirk et al. ist der Begriff des Leeren "probably an Eleatic invention" (1983, 341); dhnlich
Guthrie (HGP 11, 33) zu Parmenides (DK 28 B 8.25): "It is evident that earlier and contemporary
thinkers were still far from grasping the notion of empty space or vacuum. Parmenides faced them
with it, and showed that on their own premises it was an impossible conception." — Ansonsten:
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Dal} Zenon und seine Nachfolger tatsdchlich so argumentierten, wie ich es skizziert habe, will
ich nicht mit Bestimmtheit behaupten. Aber sie hdtten so argumentieren kénnen. Und die
Existenz einer von Zenon ausgehenden Argumentationslinie, in die sich die naturphilosophi-
schen Doktrinen des mittleren 5. Jahrhunderts zwanglos einordnen lassen, ist wohl auch fiir
die historisch orientierte Forschung bedeutsam.

Schlufibemerkung: In den diskutierten Paradoxa treten mathematische Fragen hinter grund-
sdtzlicheren Problemen zuriick. Die Diskussion der Paradoxa kommt zwar ohne Klirung
solcher Fragen nicht aus, denn anders wire die Triftigkeit der Zenonschen Argumente gar
nicht zu beurteilen; und angesichts der diirftigen Quellenlage miissen wir den mathematischen
Aspekten Zenonscher Argumente als Hinweisen fiir deren Rekonstruktion sogar besondere
Aufmerksamkeit schenken. Aber zur Losung der von Zenon aufgezeigten Probleme tragt die
Mathematik am wenigsten bei. Evtl. kann sie zur Beschreibung der von Zenon diskutierten
Sachverhalte konsistente Theorien vorschlagen. Aber der Anspruch, Zenons Argumente wiir-
den auf diese Weise entkriftet, lieBe sich nur dadurch einlosen, daB3 erstens die Widerspruchs-
freiheit und zweitens die Einschldgigkeit dieser Theorien fiir die fraglichen Sachverhalte ge-
zeigt wiirde, und zumindest das letztere ist keine mathematische Frage.' Und selbst wenn
Zenons Argumente durch die seitherige Entwicklung der Mathematik iiberholt zu sein schei-
nen, hat es sich als lohnend erwiesen, sie entsprechend zu verbessern (wie man es ja in der
Mathematik auch sonst zu tun pflegt, denn kaum ein alter Beweis hélt heutigen Anspriichen
stand).
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