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1 EINLEITUNG 2

1 Einleitung

1.1 Motivation

Eine gute Bewertung von studentischen Abgaben ist ein wichtiger Bestandteil, um die Leistungen eines
Studierenden einordnen zu kénnen und dem Studierenden ein hilfreiches Feedback beziiglich der Aufgabe
zu geben. Fiir Aufgabenstellungen, die beinhalten, dass die Studierenden eine regulére Sprache angeben
sollen, gestalte sich die Bewertung der Abgabe durchaus schwierig, vor allem, wenn die Korrektur auto-
matisch erfolgen soll.

Ein existierendes Lerntool ist der ,, Automata Tutor® TU Miinchen [4], dieser bietet den Studierenden das
Bearbeiten verschiedenster Ubungsaufgaben aus dem Bereich der formalen Sprachen, wie Aufgabenstel-
lungen zum CYK-Algorithmus, der Chromsky-Normalform und vielen mehr, an. Unter anderem werden
auch Aufgabenstellungen zur Konstruktion von reguldren Sprachen gestellt. Fiir alle Aufgabenstellun-
gen bekommt der Studierende ein automatisch erstelltes Feedback und eine Bewertung seiner Abgabe
zuriick. Die Bewertung fiir deterministischer endliche Automaten wird dabei durch den ,Grading Algo-
rithmus“[2] vorgenommen. Dabei wir die Bewertung aus der Kombination von drei Faktoren berechnet.
Der erste Faktor gibt die Anzahl der syntaktischen Anderungen an, die benétigt werden, damit die Ab-
gabe des Studierenden Aquivalent zur Abgabe der Musterlosung ist. Der zweite Faktor schiitzt mithilfe
der Entropie der symmetrischen Differenz den Anteil der Worter, die sich in der symmetrischen Differenz
befinden. Der dritte Faktor beschreibt Fehler, die durch falsches lesen oder verstehen der Aufgabenstel-
lung entstehen.

Auch das Fachgebiet Fachgebiet Theoretische Informatik /Formale Methoden der Universitéit Kassel be-
sitzt durch vorangegangen Arbeiten ein automatisierten Bewertungstool, dabei werden die Teilmengenbe-
ziehungen der Sprache einer Abgabe mit einer Sprache, die die Musterlosung charakterisiert, untersucht.
Dabei wird mittels eines Verfahrens zunéchst betrachtet, ob es sich bei der abgegebenen Sprache um eine
Teilmenge der Musterlosungssprache handelt, anschlieBend wird die Obermengenbeziehung der Abgabe
zur Musterlosung untersucht. Liegen beide Teilmengenbeziehungen vor, so handelt es sich bei der Sprache
der Abgabe um eine dquivalente Sprache zur Musterlosungssprache und somit ist diese Abgabe als eine
korrekte Losung zu betrachten. Die bisher implementierten Verfahren zur Bestimmung der Teilmengen-
beziehungen beziehungsweise zum Losen des Aquivalenzproblems zwischen zwei reguliren Sprachen sind
das betrachteten des Leerheitsproblems der symmetrischen Differenz (9], die Antiketten-Methode [13]
sowie die Ramsey-Methode [5], wobei sich durch vorangegangene Arbeiten herausgestellt hat, dass die
Antiketten-Methode beziiglich ihrer Laufzeit am effizientesten ist. Der verwendete Bewertungsmafstab
vergibt dann automatisiert pro vorhandene Teilmengenbezichung die Hilfte der Punkte.

Allerdings ist dieser Bewertungsmafstab nur fiir den Fall geeignet, wenn die Sprache der Abgabe dquivalent
zu Musterlosungssprache ist und damit die volle Punktzahl vergeben werden kann. In allen anderen Féllen
ist diese Bewertung kein guter Maflstab, da so den trivialen Abgaben der vollen Sprache I'* EI und der
leeren Sprache () mindestens die Hélfte der Punkte zugeordnet wird, wihrend abgegebene Automaten,
die nur ein einziges Wort der Musterlosungssprache nicht akzeptieren und zusétzlich noch ein Wort mehr
akzeptieren, keine Punkte zugeordnet wird. Daher ist es bisher unausweichlich, alle nicht korrekten Ab-
gaben héndisch nachzukontrollieren, um noch angemessene Teilpunkte vergeben zu kénnen.

1.2 Ziel

Das Ziel dieser Bachelorarbeit ist es, eine Gewichtsfunktion w zu entwickeln, die jeder formalen Sprache
ein Gewicht zuordnet, wobei die konkrete Berechnung nur fiir die Sprachklasse der reguldren Sprachen
angestrebt wird. Dabei soll das Gewicht der leeren Sprache 0 betragen und das Gewicht der vollen Sprache
den Wert 1 annehmen. Allen anderen Sprachen soll ein Gewicht zwischen 0 und 1 zugeordnet werden, wie
hoch dieses Gewicht ist, hangt davon ab, wie hoch der Anteil der akzeptierenden Worter der gegebenen
Sprache ist. Allerdings soll die Wortlinge bestimmen, wie stark ein akzeptierendes Wort gewichtet wird,
dabei sollen kiirzere Worter hoher als langere Worter gewichtet werden.

Durch diese Gewichtung einer Sprache soll das Bewertungstool so erweitert werden, dass eine weitgehend
automatisierte Bewertung von studentischen Abgaben moglich ist. Dazu soll jeder Abgabe das Gewicht
der symmetrischen Differenz zwischen der Sprache der studentischen Abgabe und der Sprache der Mus-
terlosung zugeordnet werden, sodass dieses Gewicht beschreibt, wie weit die Sprache der Abgabe von
der Sprache der Musterlosung entfernt ist. Hier bedeutet, dass wenn einer Sprache ein héheres Gewicht

1 Anstatt der herkémmlichen Notation ¥ fiir das Alphabet wird in dieser Arbeit I" verwendet.
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als eine andere Sprache aufweist sie auch weiter von der Musterlosung entfernt ist und die Abgabe auf
keinen Fall mehr Punkte bekommen sollte als eine Abgabe, die eine Sprache beschreibt, die niher an der
Musterlosung liegt und damit auch ein geringeres Gewicht aufweist. Dabei bedeutet das Gewicht 0, dass
eine dquivalente Losung zur Musterlosung abgegeben wurde, wihrend das Gewicht 1 besagt, dass genau
das Komplement zur Musterlosung abgegeben wurden ist. Durch diese Erweiterung soll der Korrigierende
in der Lage sein, eine feinere und fairere Bewertung vornehmen zu kénnen.

1.3 Aufbau der Arbeit

Die Arbeit ist so aufgebaut, dass wir uns in Kapitel [2] zunéichst die reguldren Sprachen, insbesondere
deren Charakterisierung durch deterministische endliche Automaten, anschauen, um die Grundlage fiir
den weiteren Verlauf dieser Arbeit zu schaffen. Darauf aufbauend zeigen wir in Kapitel [3] wie wir jeder
(reguléiren) Sprache ein Gewicht zuordnen kénnen, dafiir benétigen wir in den meisten Féllen den Anteil
der enthaltenden Worter einer Sprache fiir eine bestimmte Wortlinge. Darum geben wir in Kapitel []
zwei Verfahren an, mit denen wir den Anteil der enthaltenden Worter fiir deterministische endliche
Automaten effizient bestimmen konnen. In Kapitel [5] gehen wir dann noch auf die praktische Anwendung
der Gewichtung einer Sprache ein, um damit studentische Abgaben bewerten zu konnen, indem wir das
Gewicht auf der symmetrischen Differenz zwischen der Sprache der Musterlosung und der Sprache der
studentischen Abgabe bestimmen. Auflerdem ordnen wir experimentell gewonnene Gewichte ein, bevor
wir im abschlieflenden Kapitel [f] ein Fazit dieser Arbeit ziehen und mégliche Erweiterungen vorstellen.
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2 Regulidre Sprachen

Die Menge der reguldren Sprachen sind die Sprachen, die durch einen nichtdeterministischen endlichen
Automaten oder einem deterministischen endlichen Automaten akzeptiert werden. Daher schauen wir
uns in diesem Kapitel die Charakterisierung einer reguldren Sprache durch nichtdeterministische endliche
Automaten (Abschnitt und deterministische endliche Automaten (Abschnitt an.

Die Definitionen sind dabei aus dem Buch ,, Theoretische Informatik - kurz gefasst“ [9] entnommen. Dazu
betrachten wir zunichst die Begriffe Alphabet, Wort und Sprache, wobei wir fiir das Alphabet nicht die
herkémmliche Notation ¥ verwenden. Dies liegt daran, dass wir im weiteren Verlauf dieser Arbeit das
Alphabet in einigen Formeln in Kombination mit dem Summenzeichen Y verwenden und diese so nur
schwer zu unterscheiden wéren.

e Ein Alphabet I ist eine endliche, nicht leere Menge von Zeichen.

e Ein Wort w ist eine endliche Folge von Zeichen aus dem Alphabet.

|w| beschreibt die Wortlinge des Wortes w.

— € beschreibt, dass leere Wort, welches als einziges die Lange 0 besitzt.
I'™ ist die Menge aller Worter iiber dem Alphabet T" fiir die gilt |w| = n.
— I'* ist die Menge aller Worter iiber dem Alphabet T

— w = wv ist die Konkatenation des Wortes w aus den beiden Wortern u und v.

e Eine (formale) Sprache L auf dem Alphabet T ist eine Menge L C I'* von Wortern.

2.1 Nichtdeterministische endliche Automaten

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat oder in englischer Sprache nondeterministic finite Automa-
tion (daher kurz NFA), ist eine Charakterisierung der regulidren Sprachen. Um die regulire Sprache zu
bestimmen, die durch einen NFA reprisentiert werden, schauen wir uns im Folgenden die Syntax sowie
die Semantik auf einem NFA an.

Syntax. Ein NFA ist ein 5-Tupel A = (Q, T, 4, Qo, Q.), wobei gilt:
e () ist eine endliche, nicht leere Menge an Zusténden.
e I ist das Alphabet des Automaten.
e 0 C @ xTI x(@Q ist die Transitionsrelation.
e Qo C Q ist die Menge der Startzustédnde.

e (). C @ ist die Menge der Endzusténde.

Semantik. Die Semantik eines NFA A der durch das 5-Tupel A = (Q,T,0,Qo, Q.) gegeben ist, ist
folgendermaflen definiert.

e Eine Konfiguration C ist ein Wort qu mit ¢ € @ und u € I'*. Dies beschreibt das Teilwort u des
Eingabewortes w € I'*, welches noch von dem Automaten gelesen werden muss und den aktuellen
Zustand ¢ in dem sich der Automat befindet.

— Eine Startkonfiguration gyw mit gy € @ ist eine Konfiguration, bei der sich der aktuelle
Zustand der Konfiguration in der Menge der Startzustédnde befindet und bei der w das zu
lesende Wort ist.

— Eine akzeptierende Konfiguration ge mit ¢ € Q. ist eine Konfiguration, bei der der ak-
tuelle Zustand sich in der Menge der Endzustéinde befindet und kein Teilwort mehr von dem
Automaten gelesen werden muss.

e Die Schrittrelation 4 ist eine binéire Relation auf der Menge aller Konfigurationen. Dabei ist
eine Schrittrelation pav F4 qv mit @ € T',v € T und p,q € @ genau dann gegeben, wenn fiir die
Transitionsrelation (p, a,q) € ¢ gilt. Damit kénnen wir durch Lesen des Buchstaben a von Zustand
p zum Zustand g gelangen, sodass danach nur noch das Wort v von dem Automaten gelesen werden
muss.
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e Eine Rechnung auf dem Eingabewort w € I'* ist eine endliche Folge von Konfigurationen
Cota CiFa---F4 Oy Dabeiist Cp eine Startkonfiguration. Durch C; F% C; kann man verkiirzend
ausdriicken, dass eine Rechnung von C; nach C; existiert. Durch C; - C} lésst sich zusétzlich noch
angeben, dass die Rechnung die Lange n aufweist.

— Eine Rechnung heifit akzeptierende Rechnung, wenn C,, eine akzeptierende Konfiguration
ist.

— Eine Rechnung heifit verwerfende Rechnung, wenn C,, keine akzeptierende Konfiguration
ist und das Wort w zu Ende gelesen wurde.

— Eine Teilrechnung ist eine Rechnung, bei der Cy nicht zwingend eine Startkonfiguration sein
muss.

— Die Linge einer Rechnung definieren wir als die Liange des Wortes, welches von dem Auto-
maten gelesen wird.

Die akzeptierte Sprache. FEine Sprache heifit reguldr, wenn es einen NFA gibt, der die Menge der
Woérter, die in dieser Sprache liegt, beschreibt. Dabei liegt ein Wort genau dann in der Sprache, wenn fiir
das Wort auf dem NFA mindestens eine akzeptierende Rechnung existiert.

L(A) ={w| es gibt eine Rechnung pw F’ ge mit p € Qo und ¢ € Q. }

Beispiel 1. Zum Schluss dieses Abschnitts mochten wir anhand eines Beispiels betrachten, wie eine
reguléire Sprache durch einen NFA beschrieben wird. Dazu betrachten wir den in Abbildung[I]angegebenen
NFA iiber dem Alphabet I' = {a, b}. Fiir diesen

erkennen wir, dass wir ausgehen von dem einzi-

gen Startzustand gy nur den Buchstaben a lesen a, b

konnen und uns nach einem Schritt auf dem Auto-

maten immer im Zustand ¢; befinden. Damit muss a a, b

. start —{ 4o q1 q2

jedes Wort, welches von dem Automaten akzep- v

tiert wird, mit dem Buchstaben a beginnen. Von

q1 aus konnen wir anschlieBend durch Lesen eines  Abbildung 1: L(A) = {w € I | |w >

beliebigen Buchstabens des Alphabets in den Zu- 2 und w beginnt mit a}.

stand ¢o gehen als auch weiterhin in ¢; bleiben.

Da es sich nur bei dem Zustand g2 um einem akzeptierenden Zustand handelt, miissen alle akzeptieren-
den Rechnungen in dem Zustand g» enden. Da wir den Zyklus mit dem wir in dem Zustand ¢; bleiben,
beliebig oft wiederholen kénnen und dann durch Lesen des letzten Buchstabens in den Zustand ¢ gehen
konnen, lisst sich erkennen, dass die Sprache alle Worter akzeptiert, die mindestens die Linge 2 besitzen
und mit dem Buchstaben a beginnen.

2.2 Deterministische endliche Automaten

Ein deterministischer endlicher Automat oder in englischer Sprache deterministic finite automaton (daher
kurz DFA), ist eine weitere Charakterisierung der regulidren Sprachen. DFAs besitzen im Gegensatz zu
NFAs die Eigenschaft des Determinismus, was bedeutet das der Lauf auf dem Automaten fiir jedes
Eingabewort eindeutig ist. Im Folgenden schauen wir uns die Syntax sowie die semantischen Unterschiede
von DFAs zu NFAs an.

Syntax. Ein DFA ist ein 5-Tupel A = (Q, T, 4, qo, Q.), wobei gilt:
e () ist eine endliche, nicht leere Menge an Zusténden.
e I ist das Alphabet des Automaten.
o Q xI' = @ ist die Transitionsfunktion.
e (o € Q ist der Anfangzustand.

e (). C @ ist die Menge der Endzustéinde.
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Semantik. Die Semantik eines DFA A der durch das 5-Tupel A = (Q,T', 4, g0, Q) gegeben ist, ldsst
sich grofitenteils von der Definition der Semantik eines NFAs iibertragen. Daher gehen wir im Folgenden
nur auf die Unterschiede der Semantik ein.

e Die Schrittrelation ist weiterhin eine binére Relation auf der Menge aller Konfigurationen. Al-
lerdings mit pu b4 gv genau dann, wenn u = av und §(p,a) = ¢ fiir a € T gilt. Somit ist eine
Schrittrelation zwischen zwei Konfigurationen C7 und Cs fiir einen DFA genau dann gegeben, wenn
die Transitionsfunktion von dem aktuellen Zustand aus C7 mit einem Buchstaben a aus dem Al-
phabet auf Cs abbildet und das Wort, welches noch gelesen werden muss in C; gleich, dem Wort
aus Cy dem noch der Buchstabe a angehéngt wird, ist.

e Ansonsten lisst sich die Definition der Semantik von der Semantik eines NFAs {ibertragen.

Die akzeptierte Sprache. Durch das Verwenden einer Transitionsfunktion anstatt einer Transitions-
relation und der Eigenschaft, dass nur genau ein Startzustand existiert, fithrt dies dazu, dass fiir jedes
Wort auf dem Automaten genau eine Rechnung existiert, sodass die regulidre Sprache, die durch einen
DFA akzeptiert wird, die Menge der Worter ist, fiir die die Rechnung auf dem jeweiligen Wort in einer
akzeptierenden Konfiguration endet.

L(A) ={w | gow F} ge mit q € Q.}

2.2.1 Die Potenzmengenkonstruktion

Nachdem wir NFAs und DFAs vorgestellt haben, m6chten wir uns im Folgenden anschauen, wie wir einen
NFA mithilfe der Potenzmengenkonstruktion in einen dquivalenten DFA umwandeln kénnen. Dafiir gehen
wir davon aus, dass der NFA A = (Qa,T,d4,Qp, Q%) gegeben ist. Diesen iiberfithren wir in den DFA
B = (P(Qa),T,05,Q4,QF), dessen Zustinde die Potenzmenge der Zustinde des NFA A sind. Somit
werden unsere Zustdnde des DFA durch Mengen reprisentiert. Die Transitionsfunktion dg bildet fiir eine
Menge P € P(Q4) in Kombination mit dem Buchstaben a € I" auf die groite Menge M € P(Q4) ab,
fiir die gilt, dass auf jedes Element der Menge M durch die Transitionsrelation des NFA A ausgehend
von einem Zustand aus P mit dem Buchstaben a abgebildet wird. Formal definiert bedeutet dies fiir dp
Folgendes:

0p(P,a) :={q|es gibt p € P und (p,a,q) € 64 mit ¢ € Qa}

Die Menge der Endzustéinde ist die Mengen der Elemente der Potenzmenge, die mindestens einen End-
zustand aus Q7 enthalten.

QF ={PecP(Qa)| PNQI#0}

Fiir den Startzustand konnen wir die Menge an Startzustinden des NFA verwenden, da diese Menge da-
durch, dass unsere Zustinde des DFA durch die Potenzmenge reprisentiert werden, genau einen Zustand
darstellt.

Beispiel 2. Nachdem wir die Potenzmengenkonstruktion vorgestellt haben, moéchten wir diese noch
anhand eines Beispiels verdeutlichen. Dazu betrachten wir den NFA A = (Qa,T,04,Q4', Q4) (Abbil-
dung 7 fiir den wir in Beispiel || bereits die Sprache bestimmt haben. Den NFA A iiberfithren wir in
den DFA B = (P(Q4),T,05,Q7,QF), indem wir zuerst die Potenzmenge der Zustinde aus A bilden
PQa) = {ao}, {1}, {2} {a0, a1}, {a1, a2}, {20, @2}, {20, @1, a2}, 0} AnschlieBend bestimmen wir die
Transitionsfunktion dz nach obiger Formel. Die Tabelle [I] driickt die resultierende Transitionsfunktion
aus. Danach bestimmen wir die Menge der Endzusténde, dies sind alle Zusténde, deren
Mengenreprisentation den einzigen Endzustand aus A ¢ enthalten. Daher gilt

QE = g}, {a1,42}, {90, 92}, {90,q1,¢2}}. Zum Schluss iibernehmen wir noch die Menge der Start-
zustinde Q4 = {qo} aus A, die unseren Startzustand beschreibt.

Eine grafische Darstellung des Konstruierten DFA B findet sich unter der Abbildung [2] Dabei sind die
schwarzen Knoten die Konten, die wir von dem Startzustand aus erreichbar sind. Fiir alle anderen Knoten
existiert keine Rechnung auf dem DFA, sodass diese Knoten nicht besucht werden kénnen. Selbiges gilt
auch fiir die Kanten, hier konnen wir ebenfalls nur die schwarzen Kanten bei einer Rechnung benutzen.
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’ Zustand Q H 0p(Q,a) ‘ ip(Q,b) ‘

{q0} {a1} 0
{a1} {a1, @2} | {1, 2}

{g2} 0 1]
{90, a1} {a1, 2} | {q1, a2}
{Q17 Q2} {Q17 Q2} {Q17 (12}

{90, a2} {1} 0
{(107 q1, Q2} {Qh (J2} {Qh Q2}
0 0 0

Tabelle 1: Transitionsfunktion dg.

a, b

a
start —>
b
a, b

a, b

{QO:QQ}

Abbildung 2: L(B) ={w € I'* | |w| > 2 und w beginnt mit a}.

2.2.2 Komplementbildung regulédrer Sprachen

Als Nichstes betrachten wir, dass Komplement einer Sprache. Das Komplement einer Sprache, der durch
den DFA A gegeben ist, ist die Menge an Wortern, fiir die die Rechnung auf dem DFA verwerfend ist.
Dies sind alle Worter, die keine akzeptierende Rechnung besitzen.

L(A) ={w | gwr* ¢g¢emit ¢ € Q.} = {w | qow F} ge mit ¢ ¢ Q.}

Aus der Definition des Komplements wird auch ersichtlich, wie wir aus einem DFA A = (Qa,T, 04, qo, Q%)
den Automaten des Komplements bilden kénnen. Dafiir miissen wir alle bisherigen Endzustdnde in nicht
Endzusténden iiberfithren und andersherum alle nicht Endzustéinden in Endzusténde iiberfithren.

Z = (QA7 P76A7 q0, QA \ Q?)

Wie wir erkennen koénnen, handelt es sich bei dem Komplementautomaten eines DFAs ebenfalls um
einen DFA. Auflerdem ist leicht zu begriinden, warum durch Vertauschung der Endzustandsmenge das
Komplement gebildet werden kann. Dies liegt daran, dass alle akzeptierenden Rechnungen urspriinglich
in einem Endzustand enden, allerdings sollen diese Rechnungen nicht mehr akzeptierend sein, somit
diirfen sie auch nicht mehr in einem Endzustand enden. Umgekehrt gilt, dass selbe fiir die verwerfenden
Rechnungen.

Beispiel 3. Nachdem wir vorgestellt haben, wie wir fiir einen DFA, das Komplement bilden kénnen,
mochten wir fiir den Beispiel DFA B (Abbildung , den wir bereits in Beispiel |2|in einen DFA iiberfiihrt
haben, das Komplement angeben. Die grafische Angabe befindet sich unter der Abbildung [3] wobei
zur Ubersichtlichkeit nur die erreichbaren Zustinde und Kanten eingezeichnet wurden. Des Weiteren
haben wir die Zustdnde unbenannt, sodass es fiir uns einfacher ist, im néchsten Abschnitt dieses Beispiel
fortzufiihren.
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Abbildung 3: L(C) = L(B).

2.2.3 Die Produktkonstruktion

Um die Menge an Wortern, die im Schnitt oder der Vereinigung von zwei reguldren Sprachen liegen be-
stimmen zu kénnen, benotigen wir den Produktautomaten der beiden Automaten. Den Produktautomat
C fiir den DFA A = (Qa,T, 04,0, Q) und den DFA B = (Qp,T',85, po, QF) ist definiert als der Auto-
mat C = ((Qa x QB),T, ¢, (qo,po), QY), dessen Zustinde durch das kartesische Produkt der Zustéinde
aus A und der Zustédnde aus B beschreiben werden. Dabei wird der Startzustand des Produktautomaten
durch das geordnete Paar aus dem kartesischen Produkt beschrieben, welches sich aus dem Startzustand
des Automaten A und dem Startzustand des Automaten B zusammensetzt. Die Transitionsfunktion d¢o
ist fiir ein geordnetes Paar (¢, p) mit ¢ € Q4 und p € @Qp zusammen mit dem Buchstaben a € T definiert
als das geordnete Paar (u,v), fiir dass 04 mit ¢ und a auf v und ép mit p und a auf v abbildet.

50((‘],17)7 a) - (6A(Q7 a)a 5B(p7 CL))

Ob wir mithilfe des Produktautomaten den Schnitt oder die Vereinigung der beiden DFAs bestimmen,
hiingt von der Definition der Menge der Endzustinde Q¢ des Produktautomaten ab. Mochten wir die
Vereinigung bestimmen, ist die Endzustandsmenge die Menge an geordneten Paaren, die unsere Zustédnde
représentieren, fiir die mindestens einer der beiden Zusténden in dem jeweils urspriinglichen DFA als End-
zustand deklariert ist.

Vereinigung: Q€ = (Q2 x Qp) U (Q4 x QF)

Soll hingegen durch den Produktautomaten der Schnitt der beiden Automaten bestimmt werden. So muss
die Endzustandsmenge Q¢ als die Menge definiert werden, die die geordneten Paare enthiilt, fiir die beide
Zustdnde aus den urspriinglichen Automaten als Endzustéinde deklariert sind.

Schnitt: Q€ = Q4 x QP

Beispiel 4. Auch die Konstruktion eines Produktautomaten moéchten wir anhand eines Beispiels ver-
deutlichen. Dafiir nehmen wir den Komplementautomat C' (Abbildung [3)) und definieren einen zweiten
DFA D, den wir in Abbildung [4] dargestellt haben. Fiir diese beiden Automaten méchten wir im Fol-
genden den Produktautomaten E bestimmen. Wie man leicht erkennen kann, ist der Startzustand des
Produktautomaten E = ((Qc x Qp),T,6x, (q0,p0), QS x QP), der Zustand (qo, po). Die

Transitionsfunktion bestimmen wir nach obiger For-

mel. Die Tabelle [2] driickt dabei die resultieren- a, b
de Transitionsfunktion aus. Auflerdem mochten

wir, wie man bereits bei der Ar}gabe des Produk- start —{ Do a, b /pl\ a, b @
tautomaten E erkennen kann, in diesem Fall den \J
Schnittautomaten der Automaten C' und D be-

stimmen, sodass unsere Endzustandsmenge, die Abbildung 4: L(D) = {w € I* | |w| > 2}.

Menge QF x Q7 = {(qo,p2); (q1,12), (g, p2)} ist.
In Abbildung [5]| befindet sich die grafische Darstellung des Produktautomaten E. Dabei sind die schwar-

zen Knoten die Knoten, die durch eine beliebige Rechnung erreicht werden kénnen, Selbiges gilt auch fiir
die Kanten.
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’ Zustand @ H 0e(Q,a) \ 0p(Q,b) ‘ ’ Zustand Q) H 0r(Q,a) \ 0r(Q,b) ‘

Abbildung 5: L(E) = L(C) N L(D) = {w € T* | |w| > 2 und w beginnt mit b}.

2.2.4 Die symmetrische Differenz reguléirer Sprachen

Die symmetrische Differenz beinhaltet bei dem Vergleich von zwei DFAs, die die Sprachen Ly und Lo
reprisentieren, die Menge an Wortern, die nur von genau einem der beiden Automaten akzeptiert werden
und von dem jeweils anderen nicht akzeptiert werden.

Ly ALy = (LiNLy)U (LN Ly)

Um die symmetrische Differenz zu bestimmen, miissen wir zweimal, wie in der Formel angegeben, den
Schnittautomat bilden. Dabei muss fiir beide Sprachen einmal das Komplement verwendet werden. Aus
den Ergebnissen der Schnittautomaten bilden wir dann wiederum die Vereinigung.

Mithilfe der symmetrische Differenz lisst sich zum Beispiel das Aquivalenzproblem fiir DFAs losen, da
die Automaten genau denn dquivalent zueinander sind, wenn ihre symmetrische Differenz die leere Menge
beschreibt. Auch wenn die Antiketten-Methode [13] wie bereits erwiihnt eine praktisch deutlich schnelle
Laufzeit zum Losen des Aquivalenzproblems besitzt, verwenden wir die symmetrische Differenz, um da-
mit die Differenz zwischen einer studentischen Abgabe und einer Musterlosung zu bestimmen, indem wir
das Gewicht auf der Sprache der symmetrischen Differenz bestimmen (Abschnitt [5.1]).

Die hohere Laufzeit ist dadurch zu erkliren, dass wir auf DFAs durch das bilden eines Produktauto-
maten quadratisch viele Zustédnde fiir beide Schnittautomaten bekommen. Auch durch das Bilden der
Vereinigung bekommen wir ebenfalls quadratisch viele Zustdnde beziiglich der Schnittautomaten. Fiir
NFAs kommt noch erschwerend hinzu, dass wir diese mithilfe der Potenzmengenkonstruktion zunéchst in
einen &dquivalenten DFA {iberfithren miissen. Allerdings hat die symmetrische Differenz den Vorteil, dass
sie als einzige Methode genau die Menge an Wortern beschreibt, die nur von genau einem der beiden
Automaten akzeptiert werden.
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Beispiel 5. Zur Verdeutlichung der symmetrische Differenz gehen wir im Folgenden auf die symme-
trische Differenz der beiden Automaten B (Abbildung [2) und D (Abbildung 4 ein, fiir die wir in Bei-
spiel {] bereits einen der beiden benotigten Produktautomaten gebildet haben. Den Produktautomat fiir
L(B) N L(D) erhalten wir auf die gleiche Weise, dieser besitzt als Ergebnis allerdings die leere Menge,
sodass die Vereinigung der beiden Schnittautomaten wieder den Automaten E (Abbildung ergibt. Zur
Ubersichtlichkeit haben wir in Abbildung |§| noch einmal den Automaten fiir die symmetrische Differenz
dargestellt, da wir ihn in weiteren Beispielen benotigen. Dabei haben wir nur die erreichbaren Zusténde
eingezeichnet und die beiden unproduktiven Zusténde zusammengefasst, da dies, wie man offensichtlich
erkennt, nichts an der durch den DFA charakterisierten Sprache #ndert.

start —{ ¢ (J1 @

Abbildung 6: L(F) = (L(B) N L(D)) U (L(B) N L(D)) = {w € T* | |w| > 2 und w beginnt mit b} .

2.3 Das Pumping-Lemma

Die Pumping-Eigenschaft ist eine Abschlusseigenschaft der reguldren Sprachen. Dabei wird ein Teil eines
Wortes aus der Sprache so aufgepumpt, dass die dabei entstandenen neuen Worter ebenfalls in der
jeweiligen Sprache liegen. Dies entspricht auf einem DFA, dass eine Teilrechnung, einer akzeptierenden
Rechnung beliebig oft in der akzeptierenden Rechnung vorkommen kann und die Rechnung trotzdem
akzeptierend bleibt. Vereinfacht ausgedriickt bedeutet dies, dass ein Zyklus von Zustédnden existiert, der
beliebig oft durchlaufen werden kann.

Lemma 1. Sei L eine reguldre Sprache, dann gibt es ein p € N, sodass fiir alle w € L mit |w| > p es
eine Zerlegung in w = zyz gibt und Folgendes gilt:

o lzyl<p
o [y[>1
e Fiir alle i € Ny gilt: 2y’z € L

Das Pumping-Lemma wird hauptséchlich dazu eingesetzt, um zu zeigen, dass eine gegebene Sprache
nicht in der Menge der regulédren Sprachen liegt. Wir interessieren uns aber im weiteren Verlauf dieser
Arbeit fiir die Pumping-Zahl, dies ist die kleinste Zahl p, sodass fiir die Sprache alle oben genannten
Eigenschaften erfiillt werden. Die Pumping-Zahl lisst sich fiir regulire Sprachen die durch einen DFA
oder NFA charakterisiert werden, auch dadurch bestimmen, dass wir die ldngste Rechnung betrachten,
die jeden Zustand maximal einmal besucht. Diese Zahl um 1 inkrementiert, ergibt dann die Pumping-Zahl
p der Sprache des Automaten.

Beispiel 6. Daher wollen wir im Folgenden fiir den Beispielautomat F = (Qr,T,dr, qo, QF) der in
Abbildung [6] dargestellt ist, nicht beweisen, dass er die Pumping-Eigenschaft besitzt. Dies wissen wir
bereits, da es sich bei diesem Automaten offensichtlich um einen DFA handelt und DFAs die reguldren
Sprachen charakterisieren, die die Pumping-Eigenschaft besitzen. Stattdessen sind wir an der Pumping-
Zahl fiir die Sprache L(F) interessiert.

Dazu wihlen wir zu Beginn p als 3 und betrachten beispielhaft, dass Wort w := baa. Dieses liegt, wie
man erkennen kann, in der Sprache L(F') und |baa| > 3 gilt ebenfalls. AuBlerdem gibt es eine Zerlegung
von w in zyz mit x = ba, y = a und z = ¢, sodass alle obigen Eigenschaften erfiillt werden. Auch alle
anderen Worter die eine Linge grofler gleich 3 besitzen lassen sich auf dieselbe Art zerlegen, sodass sie
das Pumping Lemma ebenfalls erfiillen.

Damit wissen wir bereits, dass die Pumping-Zahl kleiner gleich 3 ist. Daher betrachten wir als Néchstes
p = 2 und das Wort w = ba aus der Sprache. Fiir das Wort gibt es die folgenden drei Zerlegungen, fiir
die wie wir erkennen konnen, dass 2y°z nicht in der der Sprache L(F) liegt.
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ex=¢ y=ab, z=c¢ fiir i = 0 gilt: (ab)® = € ¢ L(B).
ex=0b, y=a, z=c¢ fiir i = 0 gilt: b(a)? = b & L(B).
ex=¢ y=b z=ua fiir i = 0 gilt: (b)°a = a ¢ L(B).

Damit gilt fiir p = 2 das Pumping Lemma nicht, somit kann 2 nicht die Pumping-Zahl dieser Sprache
sein. Damit wissen wir, dass die Pumping-Zahl p fiir die Sprache L(F') den Wert 3 besitzt.
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3 Das Gewicht einer Sprache

Im folgenden Kapitel méchten wir jeder formalen Sprache L ein Gewicht w(L) zuordnen. Dabei soll jedes
Wort, welches in der Sprache L liegt, mit einem Wert, der durch die Wortldnge des Wortes bestimmt ist,
zum Gesamtgewicht der Sprache beitragen. Auflerdem soll das Gewicht der leeren Sprache den Wert 0
besitzen und das Gewicht der vollen Sprache den Wert 1 annehmen. Die Gewichte aller anderen Sprachen
miissen demnach zwischen 0 und 1 liegen.

Um dies zu erreichen, geben wir eine exponentiell zerfallende Funktion an, die beschreibt, mit welchen
Anteil die Wortlinge n zum Gesamtgewicht der Sprache beitrigt (Abschnitt . Wir verwenden hier
eine exponentiell zerfallende Funktion, da die Wortldnge bei formalen Sprachen nicht begrenzt ist und wir
somit fiir eine konstante Funktion nicht in der Lage wéren, die Anteile auf unendlich viele Wortlingen
zu verteilen. Da fiir jede Wortldnge n genau |I'|™ Worter existieren und alle gleich gewichtet werden
sollen, ist somit auch das Gewicht jedes einzelnen Wortes bestimmt. Wir werden sehen, dass wir fiir
die exponentiell zerfallende Funktion beziiglich der Wortlénge in der Lage sind, das Gewicht fiir regulédre
Sprache, die durch einen DFA charakterisiert werden, mittels eines Gleichungssystems explizit bestimmen
zu konnen (Abschnitt . Fiir alle anderen Darstellungsformen von reguléren Sprachen als DFAs sowie
fiir allgemeine Grammatiken, kontextsensitive Sprachen und kontextfreie Sprachen existiert bisher keine
explizite Losung, da sie nicht die Eigenschaft besitzen, dass es fiir jedes Wort genau eine Rechnung auf
dem Automaten existiert.

Dariiber hinaus werden wir uns anschauen, wie wir die explizite Formel anpassen miissen, wenn wir das
Gewicht fiir die ersten n Wortlingen so umverteilen, dass alle Worter, die eine Wortlénge kleiner gleich
n aufweisen, mit dem gleichen Wert in das Gewicht der Sprache einfliefen (Abschnitt .

3.1 Gewicht einer Wortliange

Im Folgenden méchten wir eine Funktion wy, (L) bestimmen, die fiir eine formale Sprache L angibt, wie
hoch die Summe der Gewichte aller Worter der Linge n ist, die in der Sprache von L liegen. Dazu
bendtigen wir die Funktion ¢ (n), die jeder Wortlidnge n den Anteil zuordnet, mit dem diese Wortldnge
zum Gesamtgewicht der Sprache beitréigt. Wie einfithrend bereits erwdhnt, soll das Gewicht mit grofler
werdender Wortlénge exponentiell abnehmen, sodass es sich bei der Funktion ¢(n) um eine exponentiell
zerfallende Funktion beziiglich der Wortldnge n handeln muss. Dafiir benttigen wir eine Zerfallsrate
A € (0,1), diese beschreibt wie stark der Anteil des Gewichts fiir grofiler werdende Wortldngen abnimmt.
Des Weiteren benotigen wir noch einen Normierungsfaktor, damit wir fiir alle Zerfallsraten als maximales
Gewicht einer Sprache so wie wir es einfithrend gefordert haben, den Wert 1 herausbekommen. Als
Normierungsfaktor benutzen wir dabei den Kehrwert der Konvergenz der Summe iiber alle A»*!, diesen
konnen wir mithilfe der geometrischen Reihe fiir Werte kleiner 1 berechnen. Damit sieht unsere Funktion
¥(n) wie folgt aus.

1—A

A

Damit kennen wir fiir jede Wortldnge n das maximale Gewicht, welches eine Sprache L fiir die Wortldnge
n annehmen kann, dieses ist zugleich das Gewicht der vollen Sprache beziiglich dieser Wortlinge. Dies ist
damit zu erkldren, dass die volle Sprache alle Worter einer bestimmten Lénge n enthélt und somit das
maximale Gewicht dieser Wortlénge ebenfalls beschreibt. Daher gilt (n) = w, (I'*).

Um das Gewicht w, (L) der Linge n einer Sprache L bestimmen zu kénnen, bendtigen wir noch den
Anteil f,,(L) der von der Sprache akzeptierten Worter der Lénge n im Verhiltnis zu allen Wértern der
Lange n iiber dem Alphabet der Sprache.

Y(n) = A"

(D) = {w |w e Llll:d |w| = n}|

Wie wir den Anteil f,(L) fiir reguliire Sprachen, die als DFA vorliegen, effizient bestimmen koénnen,
behandeln wir in Kapitel ] Fiir kontextsensitive Sprachen und kontextfreie Sprachen existiert bisher
leider kein Verfahren, um den Anteil effizienter zu bestimmen, als alle Wortprobleme fiir eine bestimmte
Wortlidnge zu 16sen. Da allerdings der Zeitbedarf fiir das Losen eines einzelnen Wortproblems fiir diese
Sprachklassen bereits exponentielle beziehungsweise kubische Zeit benotigt und wir dieses Problem fiir
die Wortlédnge n genau |T'|™ mal 16sen miissen, fithrt dies zu sehr langen Laufzeiten. Fiir allgemeine
Grammatiken sind wir auch durch diese triviale Methode nicht in der Lage, den Anteil zu bestimmen, da
das Wortproblem fiir allgemeine Grammatiken nicht entscheidbar ist.

Da jedes Wort einer Wortlinge mit demselben Gewicht zum Gesamtgewicht der Sprache sowie zum
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Gesamtgewicht der Wortlange beitragen soll, ergibt sich das Gewicht einer Wortlénge fiir die Sprache L,

indem wir das maximale Gewicht 1(n) fiir die Wortlénge n mit dem Anteil f,, (L) der akzeptierenden

Wérter multiplizieren.

1-A
A

Damit sind wir in der Lage, das Gewicht w(L) einer Sprache L zu bestimmen, dazu bilden wir die Summe
iiber alle Wortlédngen mit der jeweiligen Gewichtung der Wortlédnge.

wn(L) = 3 $(n) - fulL) = S A IZA L (L) = 152 5 AL £, (L)

0 n=0 n=0 n=0

18

Definition 1. w(L) =

n

Eine Moglichkeit ist, das Gewicht einer Sprache naherungsweise zu bestimmen. Dazu betrachten wir nur
die ersten k Wortlingen und lassen die restlichen Wortléngen als Ungenauigkeit der Gewichtung der
Sprache einflieBen. Damit konnen wir das Gewicht bis auf eine Ungenauigkeit < A\*+! bestimmen (die
Ungenauigkeit wird aus der Berechnung in Abschnitt zum Anteil des konstanten Teils ersichtlich).
Auch wenn diese Anndherung fiir grofie k£ in der Praxis ein sehr gutes und brauchbares Ergebnis liefert,
schauen wir uns im nachfolgenden Kapitel eine explizite Variante zur Bestimmung des Gewichtes einer
Sprache an, welche auf die in diesem Kapitel gemachten Vorarbeiten aufbaut, allerdings nur fiir DFAs
anwendbar ist.

Im Folgenden mochten wir zeigen, dass der Wertebereich der Gewichte fiir jede formale Sprache im
Intervall von 0 bis 1 liegt. Dazu zeigen wir zunéchst, dass fiir alle gewdhlten A\ die Summe iiber die
Wortlidngen n von 0 bis oo fiir ¢(n) gleich 1 ist, was gleichbedeutend damit ist, dass w(I'*) = 1 fiir alle A
gilt. Aulerdem wissen wir, das die Leere Sprache fiir keine Wortldnge ein Wort enthélt. Daraus folgt das
fn(0) fiir alle n gleich 0 ist. Damit ist das Gewicht der leeren Sprache immer 0. Darauf aufbauen zeigen
wir, dass alle anderen Sprachen ein Gewicht zwischen 0 und 1 annehmen.

Fiir die folgenden Beweise bendtigen wir noch die geometrische Reihe, daher schauen wir uns deren
Definition an.

oo .
Lemma 2. Geometrische Reihe: fiir |r| < 1 gilt: Y ri = 2 [3].
i=0

Lemma 3. Fiir alle A € (0,1) gilt: > 9(n) = 1.
n=0

Beweis.
Durch den Wertebereich von A wird auch ersichtlich, dass die Voraussetzung |A| < 1 gilt, sodass wir die
Geometrische Reihe in Schritt 5] des Beweises verwenden kénnen.

Y tn)=1 (1)
n=0

o Z)\n+1.1)\)‘:1 (2)
n=0

& i/\"“: A (3)
2 -

PN AiA":L (4)
2 1— A

1 A

¢ A TN T 1o (5)
A A

A S Y (6)

Damit haben wir gezeigt, dass beide Seiten unserer Gleichung gleich sind und somit das Lemma bewiesen
ist. O

Theorem 1. Fiir alle L C I'* gilt: w(L) € [0,1].
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Beweis.

Wir zeigen zunéchst die obere Schranke, die besagt, dass keine Sprache ein hoéheres Gewicht als L(I'™)
besitzt. Fiir die Sprache L(I'*) wissen wir durch Lemma [3| bereits, dass sie das Gewicht 1 besitzt. An-
schliefend zeigen wir noch die unter Schranke, die besagt, dass alle Sprachen ein Gewicht grofler gleich 0
besitzen. Auch hier wissen wir, dass das Gewicht der leeren Sprachen den Wert 0 besitzt.

Obere Schranke: fiir alle L C I™gilt: w(L) < 1.

Um die obere Schranke zu zeigen, nutzen wir die Tatsache aus, dass der Anteil der akzeptierten Worter
fn fiir Teilmengen von I'™ einen Wert kleiner gleich 1 besitzt, um so zu zeigen, das jede Sprache maximal
das Gewicht von I'* besitzt.

—_

Fiir alle L gilt: L C T
Fiir allen € Nund L CT* gilt: {w |w € L und |w| =n} CT"

4

~ o~ o~
\V]
NN NN

= FiralleneNund L CT™* gilt: f,(L) < f,(I'") =1 3

= Firallen € Nund L C T gilt: ¢(n) - fn(L) < ¥(n) = w,(I'™) 4

= Fiiralle L gilt: »_¢(n) - fo(L) <w(*) =1 (5)
n=0

= Fir alle L gilt: w(L) <1 (6)

Damit haben wir bereits die obere Schranke bewiesen und miissen im Folgenden noch die untere Schranke
beweisen. Dabei nutzen wir aus, dass der Anteil der akzeptierten Worter fiir eine Wortldnge niemals
negativ sein kann. Um somit zu zeigen, dass alle Sprachen mindestens das Gewicht der leeren Sprache
besitzen.

Untere Schranke: fir alle L C I'*gilt: w(L) > 0.

Fiir alle L C T gilt: LD 0 (1)

= Firallen € Nund L C T gilt: f,(L) > f,(0) =0 (2)

= Firalle L gilt: » ¢(n) - fu(L) >0 (3)
n=0

= w(L) =0 (4)

Damit ist auch die untere Schranke bewiesen und es ist gezeigt, dass der Wertebereich von w(L) fiir alle
Sprachen im Intervall [0,1] liegt. O

3.2 Explizite Losung fiir reguliare Sprachen

Nachdem wir gesehen haben, wie wir das Gewicht einer Sprache iiber die unendliche Summe der Wortléngen
und den dazugehorigen Anteilen der akzeptierten Worter definiert haben, méchten wir im Folgenden ein
Gleichungssystem vorstellen, mit dem wir in der Lage sind, das Gewicht einer Sprache explizit fiir DFAs
berechnen zu koénnen.

Dafiir bestimmen wir fiir jeden Zustand ¢ € ) des gegebenen Automaten ein Gewicht wy, welches sich
aus den Gewichten der Zustinde p € ) zusammensetzt, fiir die die Transitionsfunktion fiir ein a € I’
von ¢ auf p abbildet. Somit erhalten wir ein Gleichungssystem, welches, wie wir im Folgenden sehen
werden, immer genau eine eindeutige Losung besitzt. Damit besitzt jeder Zustand g € @ ein eindeutiges
Gewicht, welches beschreibt, wie das Gewicht der Sprache wére, wenn ¢ der Startzustand des gegebenen
Automaten wére. Damit wird auch ersichtlich, dass wir das Gewicht der Sprache des DFAs in wg, ablesen
konnen.

Um das Gewicht eines Zustands bestimmen zu kénnen, bendtigen wir noch den Anteil der akzeptieren-
den Worter der Linge n, wenn wir annechmen das der Zustand ¢ der Startzustand des gegeben DFA
ist, damit starten alle Rechnungen von L, im Zustand ¢. Den Anteil der akzeptierenden Rechnungen
beziehungsweise Worter der Liange n, lassen sich dann folgendermaflen bestimmen.

_ [{qw " pe | mit p € Q. und w € I'"}|
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Des Weiteren wir wissen, dass das leere Wort das einzige Wort der Lange 0 ist, daraus folgt, dass der
Anteil fo(L4) entweder 1 oder 0. Ist der Wert 1 dann liegt der Zustand ¢ in der Menge der Endzusténde
im Fall das der Anteil 0 ist, so liegt der Zustand nicht in der Menge der Endzustéinde.

1, wenn q € Q.

fO(Lq) = {

0, sonst

Damit konnen wir das Gewicht des Zustandes ¢ fiir die Wortlinge 0 durch die Formel e(q) bestimmen. Die
Formel e berechnen wir, indem wir tiberpriifen, ob der Zustand in der Menge der Endzusténde liegt und
mit der Gewichtung ¥ (0) der Wortlédnge 0 multiplizieren. Die Gewichtung ¢ (0) lisst sich folgendermaflen
bestimmen.
041 1—A
P(0) = A" — = 1—A

Damit ergibt sich der Wert der Formel e fiir alle Zustidnde g € @) wie folgt.

e(q) =v(0) - fo(Lg) = (1= A) - fo(Ly) = { (1)7— );,Onszvenn q€ Q.

Das Gewicht w, fiir den Zustand ¢ fiir Worter der Lénge groer gleich 1 setzt sich durch die Gewichte
aller anderen Zustidnde p zusammen, die jeweils mit dem Anteil der Buchstaben des Alphabets a € T,
fiir die die Transitionsfunktion § mit ¢ und a auf p abbildet, gewichtet werden. Diese Gewichtung der
anderen Zusténde beschreiben wir fiir ein Paar von Zustédnden ¢ und p mit der Variable a,,, indem a4,
angibt, wie hoch der Anteil der ausgehenden Kanten von ¢ ist die nach p gehen.

_ {d(ga) =placl}

Qq.p |F| mit q,p € Q

Da es sich durch das lesen einer Transition um Worter der Lange +1 handelt, muss das Resultat noch
mit A multipliziert werden, sodass sich alle Rechnungen ausgehen vom Zustand ¢ auf dem Automaten
rekursiv durch Verwendung der Gewichte der anderen Zustédnde im Gewicht w, niederschlagen.

Damit ldsst sich fiir alle ¢ die folgende Gleichung erstellen, die das Gewicht des Zustands beschreibt.

wy = e(q) —|—/\Zaq,p~wq

PEQ

Wenn wir diese Gleichung fiir alle Zusténde des gegebenen Automaten erstellen, erhalten wir das folgende
Gleichungssystem.

A gy g0 " Wao T T A Agy g, - Wq,, T €(g0) = Wy,
A g, ,q0 ~ Wao +o A gy ,qn * Wan + e(Qn) = Wy,

Dieses Gleichungssystem kénnen wir so umstellen, dass wir auf der rechten Seite aller Gleichungen einen
festen Wert haben, der einzig davon abhéingt, welchen wert die Funktion e beziiglich der Variable, nach
der die jeweilige Zeile des Gleichungssystem entwickelt wurden ist, besitzt.

)"aLIoﬂo T Wqo — W +"'+)"aq07qn *Way, = _e(qO)

A+ Qqg, g0 Wao + o+ A g, g, We, — We,, = —€(qn)

n

Damit haben wir ein Gleichungssystem mit genau |Q| Gleichungen, die jeweils genau |@Q| Variablen be-
sitzen. Somit lasst sich dieses Gleichungssystem durch bekannte Losungsverfahren wie das Gaufische
Eliminationsverfahren 16sen.

Theorem 2. Das Gleichungssystem lésst sich durch das Gauflsche Eliminationsverfahren losen, falls es
nicht unterbestimmt ist[§].
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Da wir allerdings in Theorem [3] sehen werden, dass das jede Gleichung des Gleichungssystems eindeutig
bestimmt wird. Folgt daraus, dass das Gleichungssystem immer vollen Rang besitzt und wir somit eine
eindeutige Losung durch das Gaufische Eliminationsverfahren erhalten.

Beispiel 7. Nachdem wir ein Gleichungssystem vorgestellt haben, mit dem wir das Gewicht einer Spra-
che explizit bestimmen kénnen, moéchten wir auf diese Weise das Gewicht des DFA F (Abbildung @
explizit bestimmen. Da die Alphabetsgrofie der Sprache L(F') 2 betriigt, existieren von jedem Zustand
des Automatens genau 2 ausgehende Kanten, was mit der verwendeten Zerfallsrate von A = 0,8 dazu
fithrt, dass das Gewicht des Zustandes auf den abgebildet wird, mit der Gewichtung von a = 0,4 ein-
bezogen wird. Bilden hingegen beide Buchstaben auf denselben Zustand ab, dann ist entsprechend 0,8
der Wert von a, sodass wir fiir den Automaten das folgende Gleichungssystem erhalten, welches sich so
umstellen lasst, dass wir durch Einsetzen der offensichtlichen Variablenwerte alle anderen Werte erhalten
und somit eine eindeutige Losung fiir dieses Gleichungssystem bestimmen kénnen.

0w, +0,4 - wg, +0 - wy, +0,4 - wg, +0 = Wy (1)
0 - wy, +0 - wg, +0,8 - wg, +0 - wg, +0 = wg (2)
0 - wg, +0 - wg, +0,8 - wy, +0 - wg, +0,2 = Wwg, (3)
0 - wg, +0 - wg, +0 - wy, +0,8 - wg, +0 = wy, (4)
— Wy, +0,4 - wg, +0 - wg, +0,4 - wy, 0 (1)
0 - wg, —Wg, +0,8 - wg, +0 - wq, =0 (2)
0 - we, +0 - wy, —0,2 - wy, +0 - wg, = —-02 (3)
0 wg, +0 - wg, +0 - we, —0,2 - wyq, =0 (4)

In Zeile [3| und E| erkennen wir sofort, dass der Wert von wg, gleich 1 betrégt und der Wert von w,, =0
ist. Den Wert von wg, konnen wir benutzen, um diesen in Zeile [2| einzusetzen, damit erhalten wir fiir
wg, = 0,8. Dieses Ergebnis kénnen wir wiederum in Zeile [I| einsetzen, somit erhalten wir fiir wq, = 0,32.
Da ¢p den Startzustand des Automaten F' darstellt, beschreibt wg, auch gleichzeitig das Gewicht der
Sprache w(L(F)) = 0,32.

Beweis der Korrektheit. Im Folgenden mochten wir zeigen, dass sich durch Verwendung des vor-
gestellten Gleichungssystems das Gewicht einer Sprache, die durch einen DFA charakterisiert wird, sich
explizit bestimmen lésst.

Dazu zeigen wir zuerst, dass wir mithilfe des vorgestellten Gleichungssystems ein Gewicht fiir die Spra-
che bestimmen konnen, um anschliefend zu zeigen, dass dieses Gewicht eindeutig ist, da nur genau eine
Losung fiir dieses Gleichungssystem existiert.

Bevor wir uns dem Beweis widmen, miissen wir allerdings noch einige Vorarbeiten leisten, die wir fiir den
anschliefenden Beweis benotigen.

Dazu betrachten wir zuniichst die folgende Nebenbedingung des Gleichungssystems, die besagt, dass die
Summe der Anteile a fiir jede Zeile 1 ergibt.

) = r
Nebenbedingung: fiir alle ¢ € @Q gilt: Z Qgp = Z [19(g,0) |F]|j KA =1
PeEQ PEQ

Dass diese Nebenbedingung gilt, ist damit zu erkliren, dass es sich bei DFAs um eine Transitionsfunktion
handelt, die fiir jedes Paar von einem Zustand und einem Buchstaben des Alphabets auf genau einen
anderen Zustand abbildet.

Des Weiteren betrachten wir, wie wir den Anteil der akzeptierenden Rechnungen f,, (L) fiir einen Zustand
der Sprache rekursiv bestimmen kénnen. Fiir Wortldngen n grofler gleich 1, liasst sich der Anteil dadurch
bestimmen, indem wir betrachten, wie hoch der Anteil f,,_1(L,) der Zusténde p fiir die Lange n—1 ist auf
die ausgehen von ¢ mit mindesten einem Buchstaben des Alphabets abgebildet wird und diese jeweils mit
dem Anteil a, ), gewichten. Dies ist dadurch zu erkléren, dass wir fiir alle mogliche Wérter einen Schritt auf
dem DFA machen und dann schauen, wie hoch jeweils der Anteil der akzeptierenden Liufe nach diesem
Schritt ist mit denen wir die Rechnung weiterfithren konnen. Das Rekursions-Abbruchkriterium ist dabei
die Wortlange 0. Fiir diese konnen wir den Anteil wie bereits erwidhnt auf triviale Weise bestimmen,
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.Z ]S(al | ! e ! ’ .C i . i filldEIla urmn el'Ilell akzep .e[e[ deI]
d ha,nd t.
2 : a’q,p . f’n,fl(Lp)y wenn n >

peQ
fu(Lg) = 1, wenn n =0 und ¢ € Q.
0, sonst

Damit ldsst sich der Anteil einer bestimmten Wortldnge n durch die zuvor definierte Rekursionsformel
folgendermaflen bestimmen.

fa(Lq) = Z Qg,p1 Z Z v~ Jo(Lp,)

P1EQ P2€Q Pn€Q

n—mal

Um die Gewichtung der Wortldnge mit einzubeziehen, konnen wir die obige Formel so umschreiben, dass
wir fiir jeden Rekursionschritt das Gewicht der néchsten Lange mit der Zerfallsrate multiplizieren und die
Lange 0 wieder als unser Abbruchkriterium der Rekursion betrachten. Fiir das Gewicht der Lange 0 haben
wir bereits die Formel e(q) fiir alle ¢ € @ bestimmt, sodass wir die Formel in dieser Rekursionsformel
verwenden koénnen.

A agp-wn_1(Lp), wennn >1

wn(Lq) = ¢ PEQ
e(q), sonst

Auch der Normierungsfaktor wird bereits durch die Formel e(q) mit in die Rekursionsgleichung ein-
gebracht. Dies zeigen wir beispielhaft daran, dass das Gewicht der vollen Sprache fiir eine beliebige
Wortlénge n den Wert von ¢ (n) ergibt. Dabei nutzen wir neben der Nebenbedingung fiir das Gleichungs-
system aus, das alle erreichbaren Zusténde der vollen Sprache akzeptierend sind, sodass all diese Zusténde

dasselbe Gewicht aufweisen. Damit gilt > a4, - wn—1(Lp) =1 - wp_1(Ly), somit lisst sich das Gewicht
peQ
eines Zustandes fiir eine Wortlidnge folgendermaflen bestimmen.

1— 1—
wn(r*):x-----xe(q):A”-(l—A):A”-A-TA:A"“-TAzw(n)

n—mal

Da es sich bei der Wortléinge 0 um das Abbruchkriterium der Rekursion handelt und wir diesen Wert
durch die Formel e bestimmen koénnen, lédsst sich die Wortldnge 0 aus der Summe zur Bestimmung des
Gesamtgewichts w, heraus ziehen.

Wq = an(Lq) =e(q) + Z wn(Lq)

n=0

Dies ist eine wichtige Eigenschaft, um nachfolgend zu zeigen, dass wir mithilfe des vorgestellten Glei-
chungssystems das Gewicht einer durch einen DFA charakterisierten Sprache eindeutig bestimmen kénnen.
Damit haben wir alle Vorarbeiten geleistet, um im Folgenden zu zeigen, dass sich das Gewicht einer Spra-
che durch das Gleichungssystem bestimmen lésst.

Theorem 3. wy, = w(L)

Beweis. Um das Theorem zu beweisen, mochten wir zeigen, dass das Gewicht eines Zustands genau das
Gewicht der Sprache beschreibt, wenn dieser Zustand der Startzustand der Sprache wére. Dies impliziert,
dass das Gewicht des Startzustands das tatséchliche Gewicht der Sprache beschreibt.

Dazu zeigen wir, wie wir die Gleichung fiir w, fiir alle ¢ € Q so umformen kénnen, dass wir die Gleichung
w(Lg), die das Gewicht einer Sprache iiber die Definition der Wortlédnge mit ihrer jeweiligen Gewichtung
sowie dem Anteil der akzeptierenden Worter ausgehen, von dem Zustand ¢ definiert erhalten.

1 _ o0
ZU zeigen: wy = T)\ Z AL fn(Lq) = w(Lq)
n=0

Dabei nutzen wir in Schritt 2] und [3] der folgenden Umformung aus, dass sich das Gewicht rekursiv durch
die Gewichte der Zustédnde auf die abgebildet wird, darstellen ldsst und wir fiir jedes dieser Gewichte das
Gewicht der Lange 0 herausziehen konnen. Dieses Gewicht stellt dann das Gewicht fiir die Wortlénge
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dar, die gleich unserer aktuellen Rekursionstiefe ist. Damit kénnen wir nach einem Rekursionschritt
das Gewicht der Worter, die eine Lange kleiner gleich 1 aufweisen, explizit berechnen beziehungsweise
nach zwei Schritten alle Worter mit einer Léinge kleiner gleich 2. Diesen Rekursionsschritt kénnen wir
beliebig oft wiederholen, wobei wir im Folgenden sehen werden, dass das Gewicht fiir Wortldngen, die
gegen unendlich gehen, den Wert 0 annehmen. Damit erhalten wir in Schritt [4] eine Formel, die fiir jede
Wortldnge einen Term besitzt, der das Gewicht fiir diese Wortldngen explizit angibt. Diese Gleichung
formen wir dann schrittweise so um, dass wir die Gleichung w(L,) erhalten. Dabei nutzen wir die bereits
berechneten Umformungen fiir die Formeln e und f,, aus. Des Weiteren haben wir zur Ubersichtlichkeit
noch unter jeden Term die Wortldnge n geschrieben, dessen Gewichtung der jeweilige Term beziiglich w,
interpretiert.

wq = e(q) + A Z Qg,p1 ~ Wpy (1)
n=0 P1EQ
n>1
=e(q) +A Z ag,p, - €(p1) "‘)\ Z Aq,p1 Z Apy,ps * Wpy (2)
n—0 PLEQR P1EQR P2€Q
n=1
=e(q) +A Z aq,py - €(P1) )+ A Z Qq,p Z Upy.po * €(D2) )+ A° Z Qg,p:1 Z Upo,ps * Wpy  (3)
n—0 p1EQ p1EQ p2€Q P1EQ P3€Q
n=1 n=2 n>3

Damit haben wir bereits fiir alle Wortlangen < 2 einen Term, der das Gewicht der jeweiligen Wortldnge be-
schreibt. Diese Aufdeckungen der einzelnen Wortlingen kénnen wir auf dieselbe Weise fiir alle Wortldngen
bis unendlich durchfithren. Daher bestimmen wir den Grenzwert der Gewichtung fiir Wortldngen gegen
unendlich.

T A D g D0 D g, elpn) = lim X (1= ) - fu(Lg) = lim X =0

n—oo n—oo
PLEQ P2€Q  pPn€Q

Der Grenzwert von 0 ist damit zu erklédren, dass wie wir erkennen koénnen, dass A" den dominierenden
Faktor der Gleichung darstellt und da A im Intervall von (0,1) liegt, geht der Grenzwert gegen 0. Damit
konnen wir diesen Wert fiir die weiter Umformung von w, benutzen.

wq—e +/\Zaqp1' e(p1) + N2 Zaqmzam,pz +"'+\q, (4)
n:O P1€Q P1€Q p2€Q n=00
n=1 n=2
= (N oL F A (=X AL + N (= X)L+ + O (5)
n=0 n=1 n=2 n=00
:Z)\”- 1= A) - fu(Lq) (6)

oo

= ZA” RS (7)
- 1% Z AL fn(Lq) = W(Lq) (8)
n=0

Damit haben wir gezeigt, dass das Gewicht w, des Zustands ¢ genau den Wert w(L,) annimmt, den die
Sprache L annehmen wiirde, wenn ¢ der Startzustand dieser Sprache wére. Daher besitzt w, fiir alle
q € @ einen eindeutigen Wert, woraus folgt, dass das Gleichungssystem immer vollen Rang besitzt und
alle Gleichungen linear unabhéingig sind. Daher bekommen wir durch das Gaufsche Eliminationsverfahren
eine eindeutige Losung fiir das Gleichungssystem.
Damit ist gezeigt, dass Theorem [3| korrekt ist und wir fiir w,, das Gewicht der Sprache (Definition
erhalten.

O
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Laufzeitenanalyse. Im Folgenden mochten wir erkldren, warum ein Vergleich der im vorherigen Ka-
pitel vorgestellten ndherungsweise Bestimmung einer Gewichtung der Sprache und der expliziten Berech-
nung der Gewichtung einer Sprache nicht sinnvoll ist. Dies liegt daran, dass wir bei der Annéherung an
das exakte Gewicht einen Parameter k besitzen, der bestimmt, bis zu welcher Linge wir das Gewicht
bestimmen. Da dieser Wert frei wihlbar ist und nur einen Einfluss auf die Ungenauigkeit besitzt, konnten
wir k ziemlich klein wihlen, sodass die praktische Laufzeit der Anniherung deutlich schneller ist als die
explizite Bestimmung, auf der andern Seite konnte man fiir k¥ den Wert unendlich wéhlen, sodass diese
Methode nicht terminiert und trotzdem nur eine Anniherung an das exakte Gewicht liefert. Damit hat
die vorgestellte Methode den Vorteil, dass wir durch Losen des Gleichungssystems das exakte Gewicht
der Sprache bekommen und der Losungalgorithmus des Gleichungssystems auch immer terminiert.

3.3 Umverteilung der initialen Gewichte

Das der Anteil des Gewichtes einer Wortlinge n zum Gesamtgewicht der Sprache fiir grofler werdende
Wortléngen immer weiter abnimmt, ist so gewollt. Allerdings sind im Beispiel [7] aus dem vorherigen
Kapitel mit der Zerfallsrate von A = 0,8 bereits % des Gesamtgewichts durch das leere Wort bestimmt
wurden und ein einziges Wort der Léinge 3 hat nur noch mit einem Anteil von % zum Gesamtgewicht
der Sprache beigetragen. Fiir kleinere Zerfallsraten als 0,8 ist die Differenz der Anteile noch wesentlich
drastischer. Auch wenn die Wahl eines \ welches gegen 1 geht, dazu fiihrt, dass die Differenz der Anteile
kleiner wird, ist der Anteil eines Wortes der Léange 3 immer noch deutlich geringer als der Anteil des
leeren Wortes. Dies liegt daran, dass neben dem Zerfall der Gewichtung der einzelnen Wortlidngen die
Anzahl der Worter pro Wortlédnge fiir jede weitere Wortlédnge um den Faktor |I'| zunimmt, sodass selbst
bei einer konstanten Gewichtung das Gewicht eines Wortes fiir lingere Worter abnimmt.

Da es keinen ersichtlichen Grund gibt, Worter der Linge 0 oder 1 bereits ein deutlich hoheres Gewicht als
Wortern der Liange 2 oder 3 zuzuordnen, mochten wir im Folgenden einen Schwellenwert 1 bestimmen,
um alle Worter mit einer Wortlédnge n < 7 mit dem gleichen Gewicht bewerten zu konnen. Diesen Teil
werden wir im weiteren Verlauf auch den konstanten Teil des Gewichts nennen. In Kapitel werden wir
sehen, dass die Pumping-Zahl ein guter Wert fiir n darstellt. Da wir um die Worter konstant bewerten
zu kénnen die Gewichte der Wortléingen umverteilen miissen, kénnen wir zur Bestimmung des Gewichtes
das Ergebnis des Gleichungssystems, welches wir im Folgenden als w®?(L) bezeichnen, fiir eine Sprache
L nicht mehr so wie bisher Verwenden. Stattdessen konnen wir dieses Ergebnis nur noch dazu verwenden,
das Gewicht fiir den Teil groBer 7 explizit zu bestimmen. Dazu miissen wir von w*?(L) den Wert wZ"(L)
abziehen, dieser beschreibt das Gewicht, welches die ersten n Wortldngen zusammen besitzen, wenn wir
sie exponentiell zerfallend bewerten wiirden.

exp I-A . n+1
we, (L) = 5 Z AT (D)
n=0

Somit beschreibt w*P(L) — wl’(L) den Teil des Gewichtes fiir Wortléngen gréBer als 7. Diesen Teil
wollen wir weiter exponentiell zerfallend bewerten, daher nennen wir diesen Teil auch den exponentiell
zerfallenden Teil des Gewichts einer Sprache. Um das Gesamtgewicht der Sprache zu erhalten, miissen
wir noch das Gewicht des Konstanten Teil w" (L) der Wortléngen bis einschlieflich 7 hinzuaddieren,
sodass sich das Gewicht folgendermafen ergibt.

w(L)= wEP(L) +w(L) —wSP(L)

konstanter Teil exponentieller Teil

Um das Gewicht des konstanten Teils w<'*(L) bestimmen zu konnen, ben6tigen wir zunéchst einmal

den Anteil, den diese Wortldngen zum Gesamtgewicht einer Sprache beitragen. Diesen bestimmen wir,
indem wir die Summe iiber den Gewichtszuordnungen fiir die jeweiligen Wortlédngen (n) bilden. Dafiir
benutzen wir in Schritt 3| der Umformung die endliche Partialsumme der geometrischen Reihe.

k -
Lemma 4. Partialsumme der Geometrischen Reihe: fiir alle r #£ 1 gilt: > r™ = 1*{}: 13].

n=0
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n n

Swty = S A (1)
n=0 n=0
= A ¥ . ;)\n (2)
1— A7t
= U= g ®)
= 1\ (4)

Diesen Anteil E| miissen wir anschlieend gleichmifig auf alle moglichen Wérter w € I'* mit |w| < n
aufteilen. Da wir wissen, dass pro Wortlédnge n genau |I'|™ Worter existieren, konnen wir fiir Alphabete
mit mehr als einen Buchstaben die Anzahl ebenfalls durch Verwendung der endlichen Partialsumme der
geometrischen Reihe bestimmen. Fiir Alphabet mit nur einem Buchstaben ist dies nicht moglich, da
die Voraussetzung zur Verwendung der endlichen Partialsumme nicht erfiillt werden. Da aber fiir unére
Alphabet pro Wortlédnge nur genau ein Wort existiert, ist ersichtlich, dass im Bereich von 0 bis 7 genau
n+ 1 Worter liegen.

Anzahl der Worter im konstanten Teil = Z D™ = IRV
ne0 n+1, sonst

u {1|F’7+1 wenn |T'| > 1

Dadurch sind wir in der Lage, jedem Wort aus dem konstanten Teil ein festes Gewicht zuordnen zu
konnen, indem wir das zuvor bestimmte Gesamtgewicht dieses Bereichs durch die Anzahl an Worter
in diesem Bereich teilen. Des Weiteren kénnen wir dieses Ergebnis mit der Anzahl der Worter fiir eine
bestimmte Wortlinge multiplizieren, sodass wir den Anteil ¥°°"*(n), der die Gewichtung einer Wortlinge
im Konstanten Teil nach der Umverteilung beschreibt, ebenfalls bestimmen kénnen.

1 — )\t
Gewicht eines Wortes im konstanten Teil = —

> o
n=0

1 — )\t

cons _ n
Y (n) = ——— |1
> o
n=0

Damit erhalten wir das Gewicht des konstanten Teils einer Sprache durch die folgende Formel.

n

wen(L) =Y %" (n) - fu(L)

n=0

Da wir nichts anderes gemacht haben, als die Gewichte der einzelnen Wortlingen umzuverteilen und
nichts am Gesamtgewicht geiindert haben, bleibt der Wertebereich von w(L) fiir alle L C I'* weiterhin
bestehen. Allerdings haben die Sprachen durch die Umverteilung nicht mehr dasselbe Gewicht wie vor
der Umverteilung. Dies gilt nur fiir einige Ausnahmen, wie zum Beispiel die leere oder die volle Sprache.

Beispiel 8. Nachdem wir beschrieben haben, warum es zur Bestimmung des Gewichtes einer Sprache
Sinn macht, einen konstanten Teil fiir die Wortléngen bis 7 einzufithren, méchten wir das Beispiel [7]
aus dem vorherigen Abschnitt so abédndern, dass alle Worter bis einschliefllich der Lénge 3 konstant
bewertet werden. Dafiir benétigen wir noch die Anteile der akzeptierenden Worter fiir diese Wortlédngen,
wie wir diese bestimmen, zeigen wir in Kapitel [d} Hier geben wir vorgreifend schon die Anteile, die wir
in Beispiel [0] und Beispiel [10] fiir diesen Automaten bestimmen werden, fiir die bendtigend Wortldngen in
Tabelle [3| an. Diese bendtigen wir, um im Folgenden zunéchst w3’ (L(F)) und anschlieBend w3 (L(F))

k
2Durch Umstellen dieser Formel zu 1 — > #(n) = M+l wird die Ungenauigkeit der annéherungsweisen Berechnung der

n=0
Gewichtung einer Sprache aus Abschnitt ersichtlich.
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Wortlidnge n || fn(L(F))
0 0
1 0
2 2
3 2

Tabelle 3: f,(L(F)).

zu bestimmen. wZ'y (L(F)) bestimmen wir folgendermafien.

3
WE(L(F) = 2 SN f (L)) 1)
n=0
:1-(0,81-0+0,82-0+O,83~1+O,84~1> (2)
1 2 2
:i'(0+0+13225+<153§) 3)
1 288 72
= 1 o = 1g5 = 0-1152 (4)

Um w&%"(L(F')) bestimmen zu kénnen, benstigen wir zunéchst den Anteil, den jedes einzelne Wort zum

Gesamtgewicht des konstanten Teils beitrigt.
(1-08%-(1-2) 05904-—-1 123
1—24 - —15 3125

W () =

= 0,03936 fiir alle w mit |w| <3

Durch Tabelle [3] wissen wir, dass fiir die Wortlingen 0 und 1 kein Wort von dem DFA F akzeptiert wird
und es fiir die Léangen 2 und 3 genau 2 beziehungsweise 4 Worter sind, die akzeptiert werden. Daraus folgt,
dass insgesamt 6 Worter im konstanten Teil von der Sprache L(F') akzeptiert werden. Somit kénnen wir
das Gewicht des konstanten Teils der Sprache des Automaten F' folgendermaflen verkiirzend bestimmen.

123 738
L(F)=6-—— = —— = 0,2361
W (L) =6+ 5795 = 3795 = 0:23616
Damit haben wir alle Teilgewichte bestimmt, um im abschliefenden Schritt das Gewicht der Sprache fiir
die Werte n = 3 und A = 0,8 zu bestimmen.

W(L(F)) = W& (L(F)) + w? (L(F)) — wSP(L(F)) = 0,23616 + 0,32 — 0,1152 = 0,44096

Wir erkennen das unser neues Gewicht mit dem eingefiihrten konstanten Teil um 0,12096 von dem alten
Gewicht ohne den konstanten Teil abweicht. Dies ist dadurch zu erklédren, dass fiir die Sprache L(F) kein
Wort der Lange 0 und 1 akzeptiert wird und diesen Wortléngen durch die Umverteilung ein deutlich
geringeres Gewicht zugeordnet wird als zuvor. Dadurch erkennen wir auch anhand dieses Beispiels, dass
es durchaus sinnvoll ist zur Bestimmung des Gewichts einer Sprache einen konstanten Teil einzufiihren.
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4 Der Anteil akzeptierter Worter fiir endliche Wortlédngen

Im vorherigen Kapitel haben wir gesehen, dass wir den Anteil der akzeptierten Worter fiir eine bestimm-
te Wortlédnge benttigen, wenn wir bei der Bestimmung des Gewichts einen konstanten Teil einfiihren
mochten oder das Gewicht durch die ndherungsweise Bestimmung, dass wir nur die ersten £ Wortlédngen
betrachten, bestimmen mochten. Daher beschiftigen wir uns in diesem Kapitel mit dem Problem, wie
wir den Anteil der Worter der Liange n, die durch einen gegebenen DFA A = (Q, T, 4, Qo, Q.) akzeptiert
werden, im Verhéltnis zu allen moglichen Wortern der Lange n iiber dem Alphabet des Automaten effizi-
ent berechnen kénnen. Damit mochten wir das Problem 16sen, dass uns eine Wortlange n sowie ein DFA
gegeben ist und wir den Anteil der akzeptierenden Worter f,(L(A)) fiir die Sprache L(A) beziiglich der
Wortldnge n bestimmen wollen.

Hw | w € L und |w| = n}|

FalL(A)) = o

Wiirden wir dieses Problem auf herkémmliche Weise lésen, wiirde dies das Losen von |I'|" vielen Wort-
problemen erfordern. Da dies, wie wir in Abschnitt sehen werden, keine effektive Methode darstellt,
stellen wir im folgenden zwei effektivere Verfahren zum Losen dieses Problems vor, die beide im Vergleich
zum Wortproblem allerdings den Nachteil besitzen, dass jegliche Information dariiber verloren geht, wel-
che Worter akzeptiert werden, sondern wir nur den Anteil fiir eine Wortlénge bestimmen kénnen. Fiir das
erste Verfahren schauen wir uns an, wie wir das Gleichungssystem aus Abschnitt[3.2]abéndern kénnen, so-
dass wir damit den Anteil einer bestimmten Wortldnge bestimmen kénnen (Abschnitt . Des Weiteren
stellen wir ein Verfahren vor, bei dem wir die Matrizen, die bei dem Wortproblem fiir unéire Alphabete [11]
verwendet werden, so abéndern, dass sie auf unsere Problemstellung anwendbar sind (Abschnitt [4.2.2]).
Abschlielend vergleichen wir die beiden vorgestellten Verfahren beziiglich ihrer Laufzeit (Abschnitlt—E
dabei werden wir sehen, dass in dem meisten Fillen das Matrizen-Verfahren das effektiver Verfahren
darstellt.

4.1 Ansatz mittels eines Gleichungssystems

Um das Gleichungssystem aus Kapitel so abzuédndern, dass wir nicht mehr das Gewicht einer Sprache
bestimmen, sondern den Anteil der akzeptierenden Worter einer bestimmten Wortlinge, geben wir fiir
jeden Zustand ¢ € @ fiir jede Wortlédnge n eine Variable X' an, diese beschreibt, wie hoch der Anteil
an Teilrechnungen der Lénge n, die im Zustand ¢ starten und nach genau n Schritten sich in einem
akzeptierenden Zustand befinden im Verhéltnis zu allen Teilrechnungen der Lénge n, die in g starten, ist.
Dabei berechnen sich die Werte fiir die Lange n iterativ aus den Werten fiir die Lange n — 1. Dies ist
damit zu erkléren, dass wir uns vorstellen miissen, unsere Worter riickwérts zu konstruieren beziehungs-
weise den Lauf des Automaten auf dem gegebenen Wort riickwérts ausgehend vom letzten Zustand zu
durchlaufen. Dies bedeutet, wenn ein Teilwort aw mit a € I' und w € I'™ existiert, welches im Zustand
q startet, dann endet die Rechnung auf dem Teilwort im selben Zustand wie das Teilwort w welches im
Zustand p starte und es gilt (¢, a) = p. Somit betrachten wir fiir jede ausgehende Transition, um den
Anteil fiir die Lange n zu bestimmen, wie hoch der Anteil des Zustandes, auf den die Transition abbildet,
fiir die Lénge n — 1 ist. Damit wird ersichtlich warum wir dieses Verfahren nur auf DFAs anwenden
konnen. Formal ausgedriickt bedeutet dies Folgendes.

1 _
X?ZEZXS ' {6(g,a) =p|acT}
PER

In anderen Worten beschreibt die Formel, mit wie vielen Buchstaben des Alphabets wir durch Lesen eines
Buchstabens von ¢ nach p kommen und verwenden jeweils den zuvor bestimmten Wert fiir ngl. Um den
T
multiplizieren. Aulerdem benétigen wir noch den Basisfall fiir die Lénge 0. Dieser bringt zum Ausdruck,
ob die Teilrechnung der Lénge 0 ausgehend von einem Zustand ¢ in einem akzeptierenden Zustand endet,
ist dies der Fall, so kénnen wir der Variable X, g den Wert 1 zuordnen. Da nur genau eine Teilrechnung
der Lange 0 existiert und zwar die Rechnung, die keinen Schritt ausgehen von dem Zustand g macht,
konnen wir fiir den Basisfall nachschauen, ob der Zustand ¢ in der Menge der Endzusténde enthalten ist

um den Basisfall fiir die Wortldnge 0 zu bestimmen.

Anteil und nicht die Anzahl an Wortern zu bekommen, miissen wir den so bestimmten Wert noch mit

YO _ 1, wenn q € Q.
g 0, sonst
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Der Anteil der Worter der Liange n die durch den DFA A akzeptiert werden, kann in der Variable
Xg, des Startzustands go fiir die Lénge n abgelesen werden, da es sich bei einer Teilrechnung, die in
einem akzeptierenden Zustand endet, nur um eine akzeptierende Rechnung handelt, wenn sie auch in
einem Startzustand startet, da es sich hier allerdings nur um den Anteil der akzeptierten Worter einer
bestimmten Wortlédnge handelt, ist die Zerfallsrate A nicht nétig, da wir diese nur bendtigen, wenn wir
zusétzlich noch die Gewichtung der Wortldnge bestimmen mochten.

fa(L(A)) = X§,

Beispiel 9. Im Folgenden mochten wir durch das vorgestellte Gleichungssystem die Anteile der akzep-
tierenden Worter fiir die Wortlingen 0 bis 3 der Sprache des Automaten F = (Qp,T,dr, qo, Q) aus
Abbildung [6] bestimmen. Fiir diesen Automaten erkennen wir, dass nur der Zustand g2 ein Endzustand
des Automaten darstellt. Daher konnen wir allen Variablen der Lénge 0 aufier X, 0 , die den Wert 1 be-
sitzt, den Wert 0 zuweisen. Die Werte fiir X sowie fiir die Wortldngen 1 bis 3 smd noch einmal in der
Tabelle [] zusammengefasst. In der Tabelle gibt die Zeile den Zustand g der Variable und die jeweilige
Spalte die Wortlédnge ¢ an, sodass die jeweilige Zelle den Anteil der Liufe angibt, die in ¢ starten und sich
nach genau ¢ Schritten in einem akzeptierenden Zustand befinden. Da der Wert der Variable X 80 = 0 ist,
wissen wir auch, das kein Wort der Lénge 0 von unseren Automaten akzeptiert wird.

Nachdem wir die Werte fiir X° bestimmt haben, kénnen wir darauf aufbauend
auch die Werte fiir X! bestimmen. Fiir X, ;0 und X, (} erkennen wir, dass fiir alle Xé 0j1]12]3
Zustinde p € Q entweder X = 0 oder [{d(¢g,a) = p | a € T'}| = 0 gilt. Damit
ist der Wert der Variablen X 1 und X 1 gleich 0, wodurch wir auch wissen, qo 01]0
dass ebenfalls kein Wort der Lange 1 Von dem Automaten F' akzeptiert wird.
Fiir die Zustdnde ¢; und g2 kénnen wir [{6(g1,a) = ¢2 | a € T} = 2 und @ |01 ]1]1
{0(g,a) = g2 | a € T'}| = 2 bestimmen fiir alle anderen Zusténde ergibt sich
als Betrag 0, sodass wir durch Verwendung von X{ fiir X, und X, den Wert 2
1 bestimmen kénnen. olololo
Die Werte fiir X2 und X3 sowie fiir alle anderen X™ ergeben sich auf dieselbe de
weise wie fiir X'. Die Ergebnisse befinden sich ebenfalls in der Tabelle 4| Hier
erkennen wir durch Ablesen der Variable X , dass fiir 2 und 3 jeweils % aller  Tabelle 4: f, fiir ver-
Werter dieser Linge von der Sprache L(F) akzeptiert werden. Da wir wissen, gchiedene Xé'

dass pro Wortlénge |T'|"* Worter existieren, kommen wir so umgerechnet auf 2

beziehungsweise 4 Worter, die von dem Automaten fiir diese Langen akzeptiert werden. Wiirden wir fiir
dieses Beispiel die weiteren Werte fiir Wortldngen groéfler 3 berechnen, so wiirden wir als Wert der Variable
eines Zustandes denselben Wert herausbekommen, wie wir ihn schon fiir die Léingen 2 und 3 erhalten
haben. Dies ist allerdings nicht immer der Fall, sondern nur genau dann, wenn ab einer bestimmten Lénge
alle Rechnungen in Zyklen der Lénge 1 enden, dies bedeutet, dass alle erreichbaren Zusténde ab einer
bestimmten Linge nur noch auf sich selber abbilden. In diesem Beispiel ist dies bereits fiir alle Worter,
die mindestens die Liange 2 besitzen geben, des Weiteren hingt fiir diese Worter die Akzeptanz nur vom
ersten Buchstaben des Wortes ab.

N[
D=

Beweis der Korrektheit. Nachdem wir das Verfahren vorgestellt haben und anhand eines Beispiels
verdeutlicht haben, m6chten wir im Folgenden die Korrektheit dieses Verfahrens beweisen und zeigen,
dass sich der Anteil der Worter, die durch einen DFA fiir eine beliebige Wortlénge n akzeptiert werden,
durch das vorgestellte Gleichungssystem berechnen lésst. Dazu zeigen wir, dass die Variable X genau
den Anteil an Teilrechnungen der Linge n beschreibt, die ausgehend von ¢ sich nach n Schritten in einem
Endzustand befinden. Da bei DFAs nur genau ein Startzustand qq existiert, gilt nur fiir die Liufe, die in
diesem Zustand Starten und in einem akzeptierenden Zustand Enden, dass es sich um eine akzeptierende
Rechnung handelt. Somit beinhaltet die Variable X fiir alle Wortléngen n den Anteil der akzeptierten
Worter dieser Wortlénge.

Theorem 4. Fiir alle ¢ € Q und n € Ny gilt: X = |{qwk"pe||pre|?e,wer"}\
Beweis.
Induktionsanfang: n =0

0 0
Zu zeigen: Fiir alle ¢ € Q gilt: X = [{quwt pelfﬁ?“’wer H

Eine Rechnung der Lénge 0 besitzt keine Schrittrelation, damit ist die Startkonfiguration auch die ak-
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zeptierende Konfiguration. Dies bedeutet fiir uns, dass wir Folgendes zeigen miissen.

{ge | g € Qc}|

Zu zeigen: Fir alle g € @ gilt:Xg = 1

Da jeder Zustand einzigartig ist und es fiir das leere Wort fiir jeden Zustand nur genau eine Rechnung
existiert, folgt daraus, dass X(? genau dann den Wert 1 besitzt, wenn ¢ € . und ansonsten den Wert 0.
Da unsere Formel fiir Xg genau dies beschreibt, haben wir den Induktionsanfang fiir die Lange 0 bereits
bewiesen.

Induktionsschritt: n - n+1
Zu zeigen: Wenn die Behauptung fiir alle X' gilt, dann gilt sie auch fiir alle X g“.

H{qw-"pe|peQ.,wel™ }|
K

Induktionsannahme: Fiir alle ¢ € Q gilt: X' =

Induktionsbehauptung: (zu zeigen) Fiir alle ¢ € Q gilt: X+ = ‘{quJrlpTlI?‘igle’wernJrl}'

Beweis des Schrittes:

Jede Teilrechnung der Lénge n + 1 von ¢ nach p mit ¢ € Q und p € Q. besitzt die Form gaw F ¢'w - pe.
Damit besteht sie aus den Teilrechnungen ga - ¢'e¢ und ¢'w " pe fiir ¢ € Q,a € T" und w € I'". Somit
lésst sich der Anteil fiir X;H'l folgendermaflen bestimmen.

H{gaw F" 1 pe | p € Qe,w € T 1Y

n+1
Xq+ = D[+l (1)
. Haak¢elaery
= Z Xq" IT| (2)
7€EQ
1
= @ > X7 [{o(g,a) =p|aeT} (3)
qEQ

Bei der Umformung haben wir ausgenutzt, dass Teilrechnungen der Lénge 1 durch die Transitionsfunktion
eines DFA dargestellt werden, wodurch eine Teilrechnung der Form ga + ¢’¢ mit ¢ € T' und ¢,¢ € Q
genau dann existiert, wenn 6(q,a) = p gilt. Diese Tatsache nutzen wir in Schritt [3| der Umformung aus.
Auflerdem wissen wir, dass die Transitionsfunktion fiir alle @ € T" mit ¢ definiert ist. Daraus folgt, dass
insgesamt |I'| Rechnungen der Linge 1 existieren, was wir in Schritt [2f der Umformung benutzen.

Da wir so die Formel zu Bestimmung einer Variable bekommen, ist auch der Induktionsschritt bewiesen
und das Theorem als korrekt bewiesen ist. O

4.2 Ansatz mittels Matrizen

Eine weitere Variante ist, dass das Verhalten eines DFA A = (Q, T, J, Qo, @Q.) durch Matrizen zu interpre-
tieren. Dabei nutzen wir die Eigenschaft aus, dass es fiir jedes Wort nur genau eine Rechnung auf einem
DFA existiert und bauen damit auf dem Wortproblem fiir uniire Alphabete |11] auf.

Dafiir erstellen wir fiir jede Wortlénge n eine Matrix Mg, . Dabel besteht die Matrix Mg, o fiir die
Wortlinge n aus genau |Q| Zeilen und |@Q| Spalten, die jeweils genau einen Zustand repriisentieren, sodass
die Zelle M7, mit ¢,p € @ den Anteil der |T'|™ Teilrechnungen, die im Zustand ¢ starten und nach n
Schritten sich im Zustand p befindet, zum Ausdruck bringt.

4.2.1 Das Wortproblem fiir unéire Alphabete

Fiir unédre Alphabete gibt es fiir jede Wortldnge genau ein Wort. Damit muss nur entschieden werden,
ob dieses Wort von der Sprache akzeptiert wird oder nicht. Dies wurde sich beim Wortproblem fiir unére
Alphabet zunutze gemacht|11], welches im Gegensatz zu unserem Verfahren im nachfolgenden Kapitel
auch auf NFAs angewendet werden kann. Dabei wurde die Frage gestellt, ob fiir die Wortlinge n ein Wort
von der Sprache akzeptiert wird, um das Wortproblem fiir unére Alphabete in polynomialer Laufzeit fiir
exponentiell lange Worter zu 16sen. Das wir das Wortproblem fiir den Spezialfall, dass wir nur ein unéres
Alphabet besitzen, im Gegensatz zu dem herkémmlichen Wortproblem in polynomialer Laufzeit 16sen
konnen, liegt daran, dass unsere Eingabe kein Wort, sondern nur dessen Linge enthalten muss und wir
beim Losen des Problems die Abkiirzung iiber die 2-adische Entwicklung der Wortlénge nehmen kénnen.
Damit miissen fiir eine Wortldnge n nur maximal logarithmisch viele Wortlangen, die jeweils durch eine
Matrix interpretiert werden, zur Berechnung betrachtet werden und es muss nicht wie iiblich die gesamte
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Rechnung des Wortes auf dem Automaten durchlaufen werden, sodass wir alle Wortldngen bis n betrach-
ten miissen. Daher schauen wir uns, bevor wir die verwendeten Erreichbarkeitsmatrizen vorstellen, an,
wie wir eine Wortlédnge n in ihre 2-adische Entwicklung zerlegen kénnen, dabei beschreibt m = |logy(n)]
den grofiten bendtigten Exponenten.

n:ZaiQi = ag + a12 + a2 + - 4 4, 2™ mit a; € {0, 1}
i=0
Die Erreichbarkeitsmatrix fiir die Wortlidnge 1 ist so definiert, dass eine Zelle der Matrix genau dann den
Wert 1 besitzen, wenn das Paar, was die Zelle repréisentiert, auch fiir den einzigen Buchstaben in der
Transitionsrelation des Automaten vorkommt, ist dies nicht der Fall, so enthilt die Zelle den Wert 0.

1, wenngxaxpedfirael

Ml — 4
P {0, sonst )

Die Matrix M?' mit i > 1 fiir die Wortlinge 2° erhalten wir dann durch i-faches Quadrieren der Ma-
trix M1, sodass wir alle benotigten Matrizen durch maximal m-faches Quadrieren der Ursprungsmatrix
bestimmen koénnen. Die Matrix fiir die Linge n erhalten wir anschlieend, indem wir alle Zweierpotenz
Matrizen miteinander multiplizieren die, die 2-adische Entwicklung von n darstellen und fiir die a; den
Wert 1 annimmt.

Das Wort der Liange n wird genau dann von dem Automaten akzeptiert, wenn in der Erreichbarkeitsma-
trix fiir die Lénge n ein Paar existiert, bei dem ¢ € (o und p € Q. und die entsprechende Zelle M, den
Wert 1 besitzt. Ist dies nicht der Fall, so liegt das Wort nicht in der Sprache, die durch den Automaten
reprasentiert wird.

Damit ist auch die urspriingliche Frage beantwortet wie viele Worter fiir die Wortlénge n von dem gege-
bene Automaten akzeptiert werden, da wie bereits erwihnt pro Wortldnge nur genau ein Wort existieren
kann.

4.2.2 Groflere Alphabete

Nachdem wir gezeigt haben, wie wir das Problem fiir unére Alphabete l6sen, betrachten wir im folgenden
Alphabete, die aus mehr als einem Buchstaben bestehen, allerdings mit der Einschrinkung, dass unser
Verfahren nur noch auf DFAs angewendet werden kann. Dabei nutzen wir die Eigenschaft von DFAs aus,
dass es fiir jedes Wort nur genau eine Rechnung auf dem Automaten existiert. Da NFAs diese Eigenschaft
nicht besitzen, konnen wir das nachfolgende Verfahren nur dann auf einem NFA anwenden, wenn wir ihn
mittels der Potenzmengenkonstruktion, die wir in Kapitel vorgestellt haben, in einen dquivalenten
DFA iiberfithren. Auch andere Ansétze, das Verfahren so abzuédndern, um es auf NFAs anwenden zu
konnen, haben bisher nicht zum Erfolg gefiihrt.

Im Folgenden représentiert der Wert der Zelle M, genau den Anteil an Teilrechnungen die nach n
Schritten ausgehend vom Zustand ¢ sich im Zustand p befinden im Verhéltnis zu allen Teilrechnungen
der Linge n die im Zustand ¢ starten. Mochten wir daraus die Anzahl der Teilrechnungen bestimmen
die nach n Schritten ausgehend von ¢ sich in p befinden, miissen wir den Wert der Zelle M, mit der
maximalen Anzahl an Wértern fiir diese Wortldnge |I'|" multiplizieren.

Zu Beginn betrachten wir, wie wir die Erreichbarkeitsmatrix M?! fiir die Linge 1 bestimmen kénnen.
Dazu bestimmen wir eine Funktion g die jedem Tripel (¢, p,a) mit ¢,p € @ und a € T" den Wert 0 oder
% zuordnet. Das Tripel besitzt genau dann den Wert ﬁ, wenn die Transitionsfunktion é von ¢ mit a
auf p abbildet.

1

—, wenn 6(q,a) =p
9(g,a,p) = {'F ’

0, sonst

Darauf aufbauend bestimmen wir den Wert der Zelle Mqlp indem wir die Summe der Funktion g iiber
alle Buchstaben des Alphabets, fiir das geordnete Paar welches die Zelle reprisentiert, bilden.

M}, => g(g,a,p)

acl

Anders ausgedriickt ist die Matrix M eine andere Darstellung der Transitionsfunktion, bei der die Infor-
mationen, welcher Buchstabe durch die Benutzung einer Transition gelesen wird, verloren geht. Allerdings
beschreibt die Matrix auf wie vielen unterschiedlichen Wegen wir von dem Zustand ¢ zum Zustand p mit
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nur einem Schritt gelangen. An der Anzahl der unterschiedlichen Wege sind wir im folgenden auch fiir
Worter, die eine Linge grofler 1 besitzen, interessiert, diese Anzahl kénnen wir beispielhaft fiir die Lange
2 durch M*'- M bestimmen. Dies funktioniert, da wenn wir uns vorstellen, dass es auf einem DFA 2 Wege
von p nach g und ebenfalls 2 Wege von ¢ nach r der Lange 1 existieren, so existieren genau 4 verschiedene
Wege von p nach r der Lénge 2.

Die Matrix fiir die Linge n erhalten wir durch n—faches multiplizieren der Ursprungsmatrix M* mit sich
selber. Auch die Zerlegung der Wortldnge n in ihre 2-adische Entwicklung und das Multiplizieren der
entsprechenden 2-er Potenz Matrizen wie beim Wortproblem fiir unére Alphabete (Abschnitt ist
moglich, allerdings fiir den Anwendungsfall dieser Arbeit nicht wirklich sinnvoll, da wir alle Zwischen-
schritte zum Bestimmung des Gewichts einer Sprache ohnehin benéttigen.

Da wir nicht an der Anzahl, sondern den Anteil der Teilrechnungen interessiert sind, wird hier auch er-
kenntlich, warum wir bei der Funktion jede vorkommende Transition noch durch die Gréfle des Alphabets
teilen miissen.

Wenn wir die Matrix M"™ bestimmt haben, kénnen wir auch den Anteil der Worter der Lénge n bestim-
men, die von dem DFA A akzeptiert werden, dazu bilden wir die Summe {iiber alle Zellen der Zeile des
Startzustands, fiir die der Zustand, der angibt, in welchem Zustand die Rechnungen enden, sich in der
Menge der Endzusténde befindet.

=2 M,

PEQe

Beispiel 10. Wir mochten anhand des DFA F = (Qr,T,r, qo, QF') der in Abschnitt die symme-
trische Differenz beschreibt und unter Abbildung [f] dargestellt ist, dass Verfahren verdeutlichen und so
den Anteil der akzeptierenden Worter sowie die Anzahl der Worter fiir die Wortldngen 1 bis 4 mithilfe
des vorgestellten Matrizen-Verfahren bestimmen.

Dafiir erstellen wir durch die gegebene Transitionsfunktion §r und fiir das Alpabet T' = {a, b} mit der
Alphabetsgrofie 2, die initiale Matrix M fiir die Linge 1 die in der unten stehenden Matrix dargestellt
ist. Der DFA F besitzt den Startzustand gy und als einzigen Endzustand ¢, sodass uns der Wert der
Zelle Mqlmq2 = 0 den Anteil der akzeptierenden Worter der Linge 1 angibt. Da der Anteil 0 ist, gibt es
auch kein Wort der Lénge 1, welches von dem Automaten akzeptiert wird.

Durch Quadrierung der Matrix M! erhalten wir die Matrix M? fiir die Wortléinge 2. Auch hier kénnen
wir leicht den Anteil der akzeptierenden Worter ablesen. Dieser Anteil betragt 5, daraus kénnen wir
wiederum die Anzahl der akzeptierten Worter fiir die Wortlénge 2 mittels 3|T'|? = 2 bestimmen.

g 4q1 42 Qe qgo g1 42 Qe

1_ 4 2 _ Q1
M_qg 0O 0 1 0 M_qQ 0O 0 1 0
Qe 0 0 0 1 2 \0 0 0 1

Wiirden wir fiir dieses Beispiel die weiteren Matrizen fiir die Ldngen n > 3 berechnen, wiirden wir fiir
alle Wortldngen dieselbe Matrix wie fiir die Lénge 2 als Ergebnis heraus bekommen, sodass wir auch fiir
diese Wortldngen schnell die Anzahl der Worter berechnen kénnen. Damit kommen wir zum Beispiel fiir
die Wortléngen 3 und 4 auf 4 beziehungsweise 8 Worter, die von dem Automaten F akzeptiert werden.
Dass die Matrizen ab einer bestimmten Wortldnge gleich bleiben, ist aus denselben Griinden wie beim
Beispiel [9] fiir das Gleichungssystem nicht fiir alle Automaten gegeben.

Beweis der Korrektheit. Nachdem wir das Verfahren vorgestellt und anhand eines Beispiels durch-
gerechnet haben, wollen wir im Folgenden zeigen, dass wir mithilfe von Matrizen den korrekten Anteil
der Worter, die durch einen DFA akzeptiert werden, fiir eine Wortlénge n erhalten. Dazu zeigen wir
zunéchst, dass die Summe jeder Zeile den Wert 1 ergibt und das, wenn m Worter der Linge n existieren,
die in ¢ starten und in p enden, die Zelle Mg, den Wert ‘F — annimmt. Da wir wissen das fiir ein DFA nur
einen Startzustand g existiert, reprasentleren die Zellen der Matrix Mg, , mit p € Q. die akzeptierenden
Rechnungen der Lénge n, sodass die Summe iiber diese Zellen den Antell fn ergeben.

Lemma 5. Fiir alle g € Q und n € N>y gilt: > M7, = 1.
PEQ
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Beweis.
Induktionsanfang: n =1
Zu zeigen: Fiir alle ¢ € Q gilt: > Mql’p =1
peQ
Dazu betrachten wir den Definitionsbereich der Transitionsfunktion ¢: Ds = {(¢,a) | ¢ € @ und a € T'}.

Hier ist zu erkennen, dass es fiir jedes ¢ € @ genau |T'| viele a € T' gibt. Die jeweils auf genau einen
Zustand abbilden. Da wir aus der Definition der Funktion g wissen, dass jede Vorkommende Transition

den Wert \T1| besitzt, folgt daraus:

1
= fiir alle ¢ € Q gilt: Z Zg(q,mp) = |F|? =1
a€l peQ | |

Damit ist die Aussage fiir die Wortlénge 1 gezeigt.

Induktionsschritt: n > n +1
Zu zeigen: Wenn fiir alle ¢ € Q@ > Mg, =1 gilt, so gilt auch fiir alle g € Q ) M;;l =1.
PeEQ PeEQ
Induktionsannahme: fiir alle ¢ € Q gilt: > Mg, =1
PeEQ

Induktionsbehauptung: (zu zeigen) fiir alle ¢ € Q gilt: Y M1 = 1.
peQ
Beweis des Schrittes:
Um die Matrix M™+! zu erhalten, miissen wir die Matrizen M" und M' miteinander multiplizieren,
sodass sich der Wert einer Zelle folgendermafien berechnen lésst.

M = Z MMy,
q'eQ

Um den Wert der Zeile ¢ zu erhalten, miissen wir die Summe iiber alle Zellen dieser Zeile bilden. Dabei
nutzen wir aus, dass wir durch den Induktionsanfang bereits wissen, dass fiir die Matrix M! die Summe
jeder Zeile den Wert 1 ergibt. Des Weiteren nehmen wir an, dass unsere Induktionsannahme korrekt ist.
Diese beide Tatsachen nutzen wir in Schritt [3| der folgenden Umformung aus, um damit zu Zeigen, dass
auch der Induktionsschritt von Lemma [5 korrekt ist.

Z Mﬁl = Z Z Mgy - Mql/m (1)

PEQ q'€Q peQ
_ 1
B Z qu’ Z Mq’yp (2)
q'eQ peQ

- 1-1=1 3)

Damit ist gezeigt das fiir alle g € Q > M7, =1 gilt. O
PeEQ

Theorem 5. Der wert von M, ist genau \1Z7IZ"’ falls es m verschiedene Worter w existieren, sodass

quw " pe gilt.

Beweis.
Dazu zeigen wir im Folgenden, dass jedes Wort w, welches die Bedienung erfiillt, dass qw F™ pe gilt, mit
1

o Zum Gesamtwert der Zelle M} beitriigt, sodass wenn m verschiedene Wérter die Bedingung erfiillen

der Wert der Zelle M} gleich ﬁ ist.

Induktionsanfang: n =1

Zu zeigen: Jedes Wort w € T’ mit qw H' pe und ¢, p € Q trigt mit ﬁ zum Gesamtwert der Zelle M;p
bei.

Die Worter der Léange 1 werden durch die Transitionsfunktion représentiert. Das heiflt, wenn eine Teil-
rechnung ausgehend von ¢ nach p existiert und dabei das Wort w = a mit a € T' gelesen wird, bedeutet
dies auch, dass 0(q,a) = p gilt, wodurch die Funktion g fiir das Tripel (g, a,p) den Wert \T1| annimmt.

Dies wiederum bedeutet, dass dieses Tripel mit ﬁ zum Gesamtwert der Zelle M, qlp beitrigt, da sich der

Wert iiber die Summe aller Buchstaben des Alphabets ergibt und jeder Buchstabe mit dem Zustand ¢
nur auf genau einen Zustand abbildet, existiert fiir jeden Buchstaben auch nur genau eine Rechnung der
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Lange 1, wodurch wir den Induktionsanfang bereits zeigen konnten.

Induktionsschritt: n - n +1

Zu zeigen: Wenn die Behauptung fiir Worter der Lange n gilt, so gilt sie auch fiir Worter der Linge n+1.
Induktionsannahme: Jedes Wort w € I'™ mit qw F" pe und ¢,p € @ trigt mit ﬁ zum Gesamtwert der
Zelle Mg, bei.

Induktionsbehauptung: (zu zeigen) Jedes Wort w € T mit qw F"*! pe und ¢,p € Q trigt mit |F‘+ﬂ
zum Gesamtwert der Zelle M;ﬁ;‘l bei.

Beweis des Schrittes:

Wenn eine Teilrechnung qwa "' pe mit w € I' und a € T existiert, dann muss auch eine Teilrechnung
qwa F" ¢'a mit ¢’ € Q existieren und zusétzlich muss fiir § gelten, dass: §(¢’, a) = p gilt.

Dies bedeutet der Wert der Zelle M,Z;‘l fiir das Wort wa setzt sich zusammen aus dem Wert fiir das
Wort w, welches nach Induktionsannahme sich mit ﬁ in der Zelle M, niederschligt und dem Wert
fiir das Wort a, welches sich nach Induktionsanfang sich mit Tll
damit zu erkldren, dass das Matrixprodukt zweier Matrizen die Konkatenation der Worter, die durch die
beiden Matrizen interpretiert werden, darstellt. Damit ergibt sich der Wert, der fiir ein Wort w, welches
im Zustand ¢ starte und nach n + 1 Schritten im Zustand p endet folgendermafien:

in der Zelle M ql,’p niederschlégt. Dies ist

111
IR AR

Damit ist gezeigt, dass jedes Wort der Liange n welches die Bedingung qw F" pe erfiillt mit ﬁ zZum

Wert der Zelle M, beitrigt. Damit ist gezeigt, dass wenn m verschieden Worter dies erfiillen, der Wert

der Zelle M, = ﬁ betréigt, womit Theorem [5| bewiesen ist. O

Somit konnten wir zeigen, dass sich der Anteil der akzeptierenden Worter auch mithilfe der vorgestellten
Matrizen bestimmen l&sst.

Korollar 1. Damit ist gezeigt, dass f,(L(A)) = > Mg , korrekt ist.
PEQe

Dies ist damit zu erklaren, dass eine akzeptierende Rechnung in dem Startzustand gy beginnt und in einem
akzeptierenden Zustand endet. Damit miissen wir nur die Rechnungen betrachten, die dies erfiillen, fiir
alle diese Rechnungen wissen wir durch Theorem [5] dass sie sich in den Zellen gg,p mit p € Q. mit dem
jeweiligen Wert niederschlagen. Somit miissen wir abschlieBend nur die Summe iiber alle diese Zellen
bilden, um den Anteil zu bekommen, da wir bereits in Lemma [5] dass die Summe jeder Zeile 1 ergibt.

4.3 Vergleich der Varianten

Zum Abschluss dieses Kapitels mochten wir die beiden vorgestellten Verfahren zur effektiven Bestim-
mung des Anteils der akzeptierenden Worter fiir eine Wortlénge beziiglich ihrer Laufzeiten miteinander
vergleichen. Dazu betrachten wir zunéchst die asymptotischen Laufzeiten (Abschnitt und verglei-
chen sie mit der Laufzeit des Wortproblems, welches wir ebenfalls zum 16sen des Problems verwenden
kénnen. Anschlieend betrachten wir die praktischen Laufzeiten (Abschnitt der Verfahren fiir die
Aufgabenstellung der Bestimmung der Gewichtung einer Sprache.

4.3.1 Asymptotische Laufzeit

Da wir fiir unsere konkrete Aufgabenstellung immer die Anteile aller Wortléngen bis zu einer bestimm-
ten Wortlange benotigen, konnen wir fiir eine Wortldnge n auch davon ausgehen, dass der Anteile der
Wortldnge n — 1 bereits bekannt ist. Daher bestimmen wir im Folgenden die Laufzeit, die wir zur Be-
stimmung des Anteils der Wortldnge n bendtigen, wenn der Anteil fiir die Wortldnge n — 1 bereits be-
kannt ist. Hier besteht auch schon der erste Unterschied der beiden Verfahren fiir das Gleichungssystem
miissen wir ohnehin alle Zwischenwerte berechnen, wihrend wir fiir die Matrizen den Anteil der akzep-
tierenden Worter auch iiber die Bindrdarstellung bestimmen konnen, was beziiglich der Laufzeit deutlich
effektiver ist. Auch wenn wir dies fiir unsere Aufgabenstellung nicht ben6tigen, konnte es fiir andere An-
wendungsfille durchaus von Interesse sein. Auflerdem geben wir die Laufzeit fiir die erste Initialisierung
des jeweiligen Verfahrens an, dies entspricht der Bestimmung der Wortlidnge 0 beziehungsweise bei dem
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Verfahren mittels Matrizen fiir die Wortldnge 1. Fiir das Matrizen-Verfahren kénnten wir ebenfalls auch
eine Matrix fiir die Lénge 0 angeben, dies wire die Einheitsmatrix. Doch dies ist nicht wirklich sinnvoll,
da wir mit dieser Matrix nicht weiter Rechnen konnen, weil sie nicht die Transitionsfunktion eines DFAs
interpretiert. Daher ist es praktisch deutlich sinnvoller fiir das Matrizen-Verfahren bei der Wortlénge 1 zu
beginnen und falls benétigt die Lange 0 dadurch zu bestimmen, dass wir {iberpriifen ob, das leere Wort
in der Sprache des Automaten liegt.

Bevor wie die asymptotischen Laufzeiten fiir die beiden Varianten Gleichungssystem (Abschnitt
und Matrizen (Abschnitt bestimmen und miteinander vergleichen, moéchten wir zunéchst uns die
Laufzeit fiir das Losen des Problems, dass wir den Anteil der akzeptierenden Worter fiir eine Wortlénge
bestimmen wollen, durch die Variante, dass wir fiir alle moglichen Worter dieser Wortlange das Wort-
problem 16sen um so den Anteil zu bestimmen, anschauen.

Losen aller Wortprobleme. Das Wortproblem fiir DFAs ldsst sich in linearer Zeit beziiglich der
Wortlinge des Wortes, fiir das wir bestimmen wollen ob es von dem DFA akzeptiert wird, 16sen [9).
Dies ist damit zu erkldren, dass fiir jedes Wort auf einem DFA genau eine Rechnung existiert, wir
miissen also nur Schritt fiir Schritt die von der Rechnung verwendeten Transitionen durchgehen und
nach dem letzten Schritt entscheiden, ob wir uns in einem Endzustand befinden oder nicht, um das
Wortproblem zu 16sen. Unser Problem beziiglich der Laufzeit ist nur, dass wir fiir jede Wortlénge n nicht
nur ein Wortproblem lésen miissen, sondern |['|™ viele, eben fiir jedes mogliche Wort der Linge n das
entsprechende Wortproblem, sodass wir auf eine asymptotische Laufzeit von O (|T'|™ - n) kommen. Diese
Laufzeit kénnen wir noch leicht verbessern, indem wir uns die gelosten Wortprobleme fiir die Lange n —1
zwischenspeichern. Somit miissen wir nur noch den letzten Schritt der Rechnung durchfithren, was uns
zu einer konstanten Laufzeit fiir das Losen der weiteren Wortprobleme fiihrt. Allerdings miissen wir dies
weiterhin |T'|™ oft machen, sodass wir eine Laufzeit von O (|T'|™ - 1) = O (|T'|") erreichen. Dafiir ist die
Initialisierung dieses Verfahrens fiir die Wortlénge 0 in konstanter Zeit durchfiithrbar, dies liegt daran,
dass nur genau ein Wort fiir die Linge 0 existiert und wir keinen Schritt auf dem Automaten machen
miissen. Somit miissen wir nur iiberpriifen, ob sich der Startzustand auch in der Menge der Endzusténde
befindet.

Ansatz mittels eines Gleichungssystems. Als Néchstes betrachten wir die asymptotische Lauf-
zeit, wenn wir das Problems der Bestimmung des Anteils mithilfe eines Gleichungssystems 16sen. Hier
bendtigen wir fiir die Initialisierung der Wortlénge eine Laufzeit von O (|@Q]). Dies ist damit zu erkléren,
dass wir einmal iiber alle Zustidnde laufen miissen und jeweils {iberpriifen miissen, ob sich der jeweilige
Zustand in der Menge der Endzusténde befindet. Um anschlielend den Anteil fiir die weiteren Wortlédngen
zu bestimmen, miissen wir fiir jede Wortlinge zunéchst fiir jedes geordnete Paar von zwei Zusténden die
Anzahl der vorkommenden Transitionen zwischen ihnen bestimmen, um darauf aufbauend dieses Ergeb-
nis mit dem Wert der Variable fiir die vorangegangenen Wortldnge zu multiplizieren. Dies bedeutet wir
miissen fiir jedes mogliche Tripel (p, a,q) mit @ € T und p, ¢ € @ bestimmen ob die entsprechende Tran-
sition vorkommt oder nicht vorkommt. Die anschliefende Multiplikation mit dem Wert der vorherigen
Wert der Variable lidsst sich in konstanter Zeit durchfiihren, sodass wir durch die Tatsache das wir den
Anteil f, anhand der Variable X7 ablesen kénnen auf eine asymptotische Laufzeit von O (|Q|? - |T'|)
kommen.

Diese Laufzeit konnen wir dadurch verbessern, dass wir die Anzahl der Transitionen zwischen zwei
Zustdnden nicht fiir jede Wortlinge neu bestimmen miissen, weil diese sich nicht verdndert. Stattdes-
sen konnen wir diese Anzahl einmal initial bestimmen und abspeichern, was uns in die Lage versetzt, fiir
alle Wortléingen darauf zuzugreifen, ohne die Anzahl neu bestimmen zu miissen. Damit miissen wir nur fiir
jedes Paar von Zustidnden die Anzahl der Transitionen zwischen ihnen abrufen und dann mit dem zuvor be-
stimmten Gewicht des Zustands, auf den abgebildet wird, multiplizieren, was zu folge hat, dass sich unsere
Laufzeit auf O (|Q\2) verbessert. Allerdings kommt in diesem Fall bei der Initialisierung noch die Laufzeit
fiir die einmalige Bestimmung der Anzahl der Transitionen hinzu, diese Bestimmung hat eine Laufzeit wie
bereits erwiihnt von O (|Q[* - |T'[), da dies grofer ist als die Laufzeit der bisherigen Initialisierung ergibt,
dies auch unsere asymptotische Laufzeit fiir die Initialisierung. O (|Q[* - |T'|) + O (|Q]) = O (|1Q|* - [T']).

Ansatz mittels Matrizen. Die Zeitkomplexitit fiir die Multiplikation von zwei n x n Matrizen be-
tragt, wenn man die Multiplikation auf herkémmliche Weise durchfithrt O (n3) Allerdings ist die Zeit-
komplexitét fiir die Multiplikation von Matrizen ein aktuelles Forschungsthema, sodass die aktuell besten
Verfahren zur Multiplikation von von zwei n x n Matrizen eine Laufzeit von O (n2’37286) benétigen |1,
6], sodass wir eine Laufzeit von O (\Q|2’37286) bendtigen um die Matrix der Wortldnge n zu bestimmen,
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wenn die Matrix der Wortldnge n — 1 bereits bekannt ist. Da wir um den Anteil f,, zu bestimmen nur
die Summe {iber gewisse Zellen bilden miissen, ist die Laufzeit zur Multiplikation von Matrizen auch die
asymptotische Laufzeit dieses Verfahrens.

Damit benétigen wir nur noch die Laufzeit zu Erstellung der initiale Matrix fiir die Liange 1. Dazu
miissen wir einmal iiber alle Buchstaben des Alphabets laufen und nachschauen, ob das Tripel bestehend
aus den beiden Zustédnden, die die Zelle reprisentieren und den aktuellen Buchstaben in den Transitio-
nen vorkommt. Da genau |Q)] - |Q| Zellen existieren, kommen wir so auf eine asymptotische Laufzeit von

O (1QI7 - [TY).-

Zusammenfassung. Damit haben wir fiir alle drei Ansétze die asymptotische Laufzeit bestimmt, wenn
wir den Anteil bestimmen und der Anteil der vorherigen Wortlinge bereits bekannt ist. Fiir unseren
Anwendungsfall miissen wir die Anteile allerdings fiir alle Wortldngen bis zu einer bestimmen Lénge 7
bestimmen, daher bestimmen wir noch die dafiir benttigte Laufzeit. Diese Laufzeit bestimmen wir, indem
wir iiber alle Wortldngen iterieren und die jeweils benotigte Laufzeit aufsummieren. Fiir die Ansétze
mittels Gleichungssystems und Matrizen miissen dafiir einfach nur n mal den Schritt zur Bestimmung
der néchsten Liange anwenden und die Laufzeit zur Initialisierung hinzuaddieren. Dies ist moglich, da die
Laufzeiten dieser Verfahren nicht von der Wortlénge abhéngen. Fiir den Ansatz mittels des Wortproblems

n
ist dies nicht so, sodass wir auf eine asymptotische Laufzeit von O | |F”) kommen, den Wert dieser
n=0

Summe haben wir bereits in Kapitel [3.3] fiir die Anzahl der Worter im konstanten Teil der Gewichtung
mittels der Partialsumme der geometrischen Reihe bestimmt.

In Tabelle [5| haben wir die herausgearbeiteten Laufzeiten noch einmal zusammen gefasst. Hier erkennen
wir, dass das Verwenden des Wortproblems zeittechnisch nicht wirklich sinnvoll ist, weil wir fiir jede
Bestimmung des Anteils einer Wortlidnge n eine exponentielle Laufzeit beziiglich der Wortldnge benotigen.
Daher betrachten wir im folgenden Abschnitt bei den praktischen Laufzeiten diese Variante nicht.

Die Ansitze mittels des Gleichungssystems und der Matrizen besitzen im Vergleich zum Wortproblem
eine deutlich effektivere Laufzeit zur Bestimmung eines Anteils, so benotigt das Gleichungssystem nur
quadratische Laufzeit und die Matrizen etwas mehr als quadratische Laufzeit. Trotzdem werden wir im
folgenden Abschnitt sehen, dass sich in der Praxis herausgestellt hat, dass Matrizen in den meisten Fillen
das effektivere Verfahren darstellt. Fiir die Initialisierung benétigen beide Verfahren die gleiche Laufzeit,
die zwar deutlich schlechter ist als die des Wortproblems. Aber durch die Tatsache, dass die Initialisierung
nur einmal durchgefiihrt werden muss, ist dieser Vorteil des Wortproblems zu vernachlissigen.

’ H Wortproblem \ Gleichungsystem \ Matrizen
Initialisierung o) O (|QF - 1) O (|QF -]
Bestimmung f,, o (IT|") o (IQIQ) ) (|Q|2,37286)

wenn f,_1 bekannt.

Bestimmung aller i n
£, von 0 bisgn. 0 (nzo | ) O (n- QP +1QF-Tl) | O (n-1Q>*™% + QI - |T)

Tabelle 5: Asymptotische Laufzeiten der verschiedene Verfahren zur Bestimmung des Anteils akzeptie-
render Worter einer reguldren Sprache, die durch eine DFA charakterisiert wird.

4.3.2 Praktische Laufzeit

Abschlieflend mo6chten wir uns die praktischen Laufzeiten fiir die Varianten zu Bestimmung des Anteils
der akzeptierenden Rechnungen anschauen. Dabei erfolgte die Implementierung in Python 3 und die
Laufzeiten fiir die verschiedenen Verfahren wurden auf einem Rechner mit 16 GB Arbeitsspeicher und
einer Prozessorleistung von 1,8 GHz durchgefiihrt. Fiir den Vergleich betrachten wir studentische Ab-
gaben von verschiedenen Aufgabenstellungen. Die Aufgabenstellungen, die wir betrachten, wurden alle
samt in der Vorlesung ,,Formale Sprachen und Logik“ an der Universitdt Kassel im Sommersemester
2021 beziehungsweise im Sommersemester 2020 als bewertete Hausaufgaben gestellt. Dabei sollte jeweils
ein NFA angegeben werden, der die Sprache einer der folgenden Aufgabenstellungen beschreibt.

a) I'={a,0,1} und L ={z-a™ € T | 2 =0, falls n gerade und = = 1 sonst}.
b) L ={w € {a, b}* | w enthélt das Wort abba nicht}.
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¢) L={we{a, b, d}*||wle>1und |wlp >1und |w|. > 1}.

d) Typ-3 Grammatik G = ({S, A, B, C},{a, b}, P, S) mit
P={S—e¢€|aS|bB|B
B—bB|ad|A
A—bS|aC
C —aC | bC |a|b},
somit gilt: L(G) = T'™.

e) Typ-3 Grammatik G = ({S, 4, B, C},{a, b}, P, S) mit
P={S—e¢€|ad
A— aA|bB
B — bB | aC
C —bA|aB | b}

f) T ={a, b} und L = {w € T* | es existieren uy, ua,us € I'* mit |uz| = 3, sodass w = ujausbus}.

Bei dem Vergleich wurde, dass Gewicht auf die in Kapitel [3.1] beschriebenen Anndherung an das ex-
akte Gewicht bestimmt, indem wir fiir die ersten k& Wortlingen den Anteil der akzeptierenden Worter
durch Verwendung eines der beiden zu vergleichenden Verfahren bestimmt haben. Wir haben uns fiir
diese niherungsweise Bestimmung des Gewichts bei diesem Vergleich entschieden, da so die Laufzeitun-
terschiede zwischen den beiden Verfahren deutlich besser zum Ausdruck kommt, als wie wenn wir nur
die Anteile fiir die Wortldngen bis zur Pumping-Zahl der Musterlosung bestimmen wiirden. In diesem
Fall haben wir alle Wortlingen n betrachtet fiir die A"+ - \r1|n grofer ist als der kleinste Wert, der durch
einen herkdmmlichen Datentyp dargestellt werden kann, da es sonst bei den weiteren Wortldngen zu
Rundungsfehlern bei der Bestimmung des Gewichts der Wortlénge aufgrund des gewéahlten Datentyps
kommen wiirde.

Auflerdem wurde das Gewicht nicht auf den Abgaben, sondern auf den beiden disjunkten Teilmengen,
die zusammen die symmetrische Differenz bilden, bestimmt. Warum dies fiir die Bewertung von studen-
tischen Abgaben sinnvoller ist, diskutieren wir in Abschnitt Des Weiteren wurden bei dem Vergleich
ausschlieBllich Abgaben betrachtete, die nicht dquivalent zur Musterlosung sind, da bei dquivalenten Ab-
gaben die symmetrische Differenz, durch die leere Sprache dargestellt wird und die Bestimmung des
Gewichtes der symmetrischen Differenz daher immer zu dem Wert 0 fithrt. Daher wurde in diesem Fall
dem Automaten gleich das Gewicht 0 zugeordnet, ohne das Gewicht mittels einer der beiden vorgestellten
Verfahren zu bestimmen. Abschlieffend ist noch zu erwéihnen, dass wir aus Griinden der Vergleichbarkeit
fiir alle Automaten die Zerfallsrate A = 0,8 verwendet haben. Die Ergebnisse sind fiir die verschiedenen
Aufgabenstellungen so wie fiir die Gesamtheit in der Tabelle [f] angegeben. Aufierdem stellt die Abbil-
dung [7] die zugehorigen Funktionen der Verfahren da, die jedem Automaten eine Laufzeit zuordnet. Zur
Ubersichtlichkeit wurden die Automaten bei dieser Abbildung auf der X —Achse nach ihrer Laufzeit ge-
ordnet.

Anzahl Durchschnittliche | Durchschnittliche | Durchschnittliche
Aufgabe | falscher Laufzeit Laufzeit Laufzeit
Abgaben | Gleichungssystem | Matrizen Kombination
a 29 0,085s 0,099s 0,081
b 92 0,322s 0,228s 0,227s
c 71 0,286s 0,201s 0,201s
d 29 0,067s 0,073s 0,062s
e 33 0,122s 0,094s 0,088s
f 47 0,791s 0,754s 0,755s
Gesamt | 301 0,467s 0,338s 0,337s

Tabelle 6: Laufzeitenvergleich verschiedener Verfahren zur Bestimmung des Anteils der akzeptierenden
Worter einer Wortldnge gerundet auf 3 Nachkommastellen.

Wir erkennen, dass in der Gesamtheit die Berechnung mittels Matrizen die effizientere Variante darstellt.
Allerdings erkennen wir auch, dass fiir einige Automaten und Aufgabenstellungen das Gleichungssystem
die effizientere Variante darstellt. Dies ist der Fall, wenn die Schnittautomaten wenige Zusténde besitzen.
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Bei unserer kleinen Anzahl von Testféllen war die Grenze, bis zu der die Berechnung durch das Glei-
chungssystem die effizientere Variante darstellt 3 Zusténde, sodass wir durch die Kombination der beiden
Verfahren eine geringe Laufzeitverbesserung erreichen kénnen. Dies bedeutet fiir Automaten die mehr als
3 Zustéande besitzen, verwenden wir die Berechnung mittels Matrizen und fiir alle anderen Automaten
die Berechnung mittels des Gleichungssystems.

Ein Erklarungsansatz dafiir ist, dass wir fiir die Implementierung durch Matrizen das Python ,NumPy*
Paket [7] verwenden konnten. Das Paket ermdglicht neben vielen weiteren Optimierungen, durch die
,, Vektorisierung“ der Daten eine deutlich schnellere Berechnung als durch eine iiblichen Multiplikation
von Matrizen durch for-Schleifen [12], sodass es fiir Automaten mit vielen Zusténde die effizienter Vari-
ante darstellt.

Des Weiteren ist in Abbildung [7] zu erkennen, dass fiir ein Grofiteil der Abgaben die Laufzeit nur weni-
ge Millisekunden betrigt, wihrend die Berechnung fiir einige Automaten einige Sekunden in Anspruch
nimmt. Dies ist damit zu erklédren, dass fiir studentische Abgaben mit vielen Zustdnden, die zusétzlich
noch sehr weit von der Musterlosungssprache entfernt sind, Schnittautomaten entstehen, die exponen-
tiell viele Zustdnde besitzen und damit eine hohere Rechenleistung zur Bestimmung des Gewichtes in
Anspruch nehmen. Dies ist besonders bei Abgaben der Aufgabenstellung f zu beobachten.

6 1 —— Matrizen
Gleichungssystem
—— Kombination

Zeitins
Lad
i

| | I | I
4] 50 100 150 200 250 300
Automaten nach Laufzeit

Abbildung 7: Laufzeitenvergleich verschiedener Verfahren zur Bestimmung des Anteils der akzeptierenden
Worter einer Wortlédnge.
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5 Praktische Anwendung der Gewichtung

Im Folgenden Kapitel mochten wir auf die praktische Anwendung der in Kapitel [3] vorgestellten Gewich-
tung einer (reguléren) Sprache eingehen, um damit studentische Abgaben bewerten zu kénnen (Abschnitt
. AuBlerdem diskutieren wir dariiber, was fiir unsere Anwendung geeignete Werte fiir  und A darstel-
len (Abschnitt[5.2)). Des Weiteren ordnen wir experimentell gewonnene Gewicht fiir studentische Abgaben
ein (Abschnitt

5.1 Differenz zweier Sprachen

In diesem Abschnitt widmen wir uns dem urspriinglichen Ziel dieser Arbeit, das Gewicht der Differenz
zweier regulérer Sprachen zu bestimmen. Der triviale Ansatz, die Differenz zwischen den beiden Gewich-
ten, die den Sprachen zugeordnet werden, zu bestimmen, funktioniert leider nicht, weil zwei Sprachen,
dass selbe Gewicht haben konnen, obwohl sie sehr verschiedenen sind. So besitzen zum Beispiel iiber
dem Alphabet I' = {a, b} die beiden Sprachen Ly = a* und Ly = b* das selbe Gewicht. Somit wire die
Differenz zwischen diesen beiden Sprachen 0, was nicht wirklich sinnvoll ist.

Daher definieren wir das Gewicht der Differenz A zwischen zwei reguldren Sprachen L; und Lo, indem
wir das Gewicht der symmetrischen Differenz (Abschnitt dieser beiden Sprachen bestimmen.

UJ(Ll A LQ) = UJ((Ll QE) U (EO LQ))

Damit koénnen wir fiir DFAs das Gewicht der Differenz zwischen zwei reguléren Sprachen bestimmen.
Fiir andere Charakterisierung von reguléren Sprachen als DFAs ist es leider unausweichlich, diese in eine
dquivalenten DFA zu iiberfithren um der Differenz zwischen zwei reguldren Sprachen ein Gewicht zu
geben.

Auch fiir kontextsensitive Sprachen und kontextfreie Sprachen lisst sich das Gewicht der Differenz zu
mindesten ndherungsweise bestimmen, indem wir alle Wortproblem bis zu einer bestimmen Wortlénge &
auf beiden Automaten l6sen, um so die Menge an Wortern zu bestimmen, die nur in einer der beiden
Sprachen liegen. Anschlieend bestimmen wir das Gewicht auf dieser Menge, indem wir alle Worter der
Menge mit der jeweiligen Gewichtung aufsummieren, um das Gewicht zwischen zwei Sprachen zu erhalten.
Auch wenn wir so theoretisch fiir kontextsensitive Sprachen und kontextfreie Sprachen eine Annéherung
von A\**1 an das exakte Gewicht bekommen, ist dieses Verfahren praktisch nicht wirklich sinnvoll, weil

k

wir 2+ Y |T'|™ Wortprobleme lésen miissen, die jeweils exponentielle beziehungsweise kubische Laufzeit
benétignenl.

Der Korrigierende hat mit der Gewichtung der symmetrischen Differenz ein gutes Hilfsmittel zur Hand,
um damit die Abgabe von studentischen Abgaben bewerten zu kénnen. Dieses Gewicht kénnen wir noch
aufteilen in den Teil des Gewichtes der symmetrischen Differenz, der aus den Wortern besteht, die nur
in der Sprache der Abgabe des Studierenden liegen und nicht in der Sprache der Musterlosung liegen,
sowie den Teil, der die Worter enthélt, die nur in der Sprache der Musterlosung liegen. Damit bekommt
der Korrigierende weitere Informationen iiber die Sprache der studentischen Abgabe. Damit ldsst sich
das Gewicht der symmetrischen Differenz auch dariiber bestimmen, dass wir das Gewicht auf den beiden
Schnittautomaten, die vereinigt die symmetrische Differenz ergeben, bestimmen und anschlieflend die
Gewichte der beiden Schnittautomaten addieren. Dies hat neben der zusétzlichen Information auch den
Vorteil, dass sich das Gewicht der symmetrischen Differenz auf diese Weise deutlich effektiver beziiglich
der Laufzeit bestimmen ldsst. Die Erklarung fiir die Effizienzsteigerung ist, dass wir durch das Bilden des
Produktautomaten eine quadratische Anzahl an Zustédnden erhalten, was zufolge hat, dass die Laufzeit
zur Bestimmung des Gewichts auch quadratisch zunimmt. Im Gegensatz dazu nimmt die Laufzeit nur
um den Faktor 2 zu, wenn wir das Verfahren auf beiden Schnittautomaten anwenden.

Abschlieflend zeigen wir, dass wir auch wenn wir das Gewicht auf den disjunkten Sprachen der beiden
Schnittautomaten bilden und die Gewichte addieren, das Gewicht der symmetrischen Differenz erhalten.
Dies liegt daran, dass die Gewichtsfunktion w beziiglich zweier disjunkter Mengen A und B kommutiert.

w(A) +w(B) =w(AUB) wenn ANB =10

Die Korrektheit der Gleichung ist damit zu begriinden, dass kein Wort existiert, welches in beiden Mengen
auftaucht. Auflerdem liegen alle Worter der Vereinigung AU B in genau einer der beiden Teilmengen. Da
wir in Kapitel [3| das Gewicht einer Sprache dadurch bestimmt haben, dass wir jedem Wort ein Gewicht
zugeordnet haben und anschliefend die Gewichte aller Worter der Sprache aufsummiert haben, ist damit
zu erkennen, dass kein Wort in A und B gewichtet wird und somit doppelt zum Gewicht von A U B
beitrigt. Auerdem existiert auch kein Wort, welches in A oder B gewichtet wird, aber nicht in A U B.
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5.2 Wahl der Parameter eta und lambda

Im Folgenden mo6chten wir darauf eingehen, was fiir unsere Aufgabenstellung, die Bewertung von studen-
tischen Abgaben, geeignete Werte fiir die in Kapitel [3| vorgestellten Parameter n und A darstellen. Zur
Erinnerung: n ist der Schwellenwert, bis zu dem alle Worter mit einer geringeren Wortlinge konstant in
die Gewichtung einer Sprache einflielen und A ist die Zerfallsrate, die beschreibt, wie stark die Gewich-
tung fiir groflere werdende Wortldngen abnimmt.

Dabei besitzen diese Parameter keinen unerheblichen Einfluss auf das resultierende Gewicht einer Spra-
che. So haben wir bereits in Beispiel [§] bei der Bestimmung des Gewichts der Sprache des Automaten F'
(Abbildung @ gesehen, dass durch die Modifizierung von n = 0 auf den Wert n = 3 eine Verdnderung
des Gewichts der Sprache L(F) von 0,12096 mit sich fithrte. Fiir verschiedene Werte von A sind die
Verdnderungen der Gewichtung, vor allem durch die Einfiihrung eines zu Beginn konstanten Teils, nicht
ganz so drastisch, trotzdem hat auch die Wahl von A einen groflen Einfluss auf das resultierende Gewicht
einer Sprache.

Doch die gute Nachricht ist das die Parameter Wahl, bei dem Vergleich mehrerer Automaten gegen die
selbe Musterlosung, nicht so einen grofien Einfluss spielt wie man zunichst annehmen wiirde. Dies liegt
daran, dass es oftmals zu Teilmengenbeziehungen zwischen den Automaten kommt. Dazu betrachten wir
beispielhaft als Musterlésung den Automaten B (Abbildung [2) und als zwei mogliche studentische Ab-
gaben die Automaten G (Abbildung (8) und H (Abbildung E[) Hier erkennen wir das die Sprache von G
eine echte Teilmenge der Sprache von B ist und die Sprache von H wiederum eine echte Teilmenge von
G ist. Somit erhalten wir folgende Teilmengenbeziechungen: L(B) 2 L(G) 2 L(H). Woraus folgt, dass
fiir alle Parameter nn und A das Gewicht der Differenz von L(H) zu L(B) grofler ist als das Gewicht der
Differenz von L(G) zu L(B), vorausgesetzt die Parameter sind bei beiden Gewichtsbestimmungen gleich.

start start —{ 4o

avb a,b

Abbildung 8: L(G) = a(a + b)a*. Abbildung 9: L(H) = a(a + b).

Auch wenn es sich bei den Beispielen um fiktive Beispiele handelt, sind diese Teilmengen Beziehungen
ebenfalls bei regulidren studentischen Abgaben zu beobachten, sodass durch die Parameterwahl nur si-
chergestellt werden muss, dass Automaten, die keine Teilmengenbeziehung zueinander haben, allerdings
einen dhnlich schwerwiegenden Fehler im Vergleich zur Musterlosung aufweisen, ein dhnliches Gewicht
zugeordnet wird.

Hier hat sich fiir n durch experimentelle Untersuchungen herausgestellt, dass die Pumping-Zahl p der
Musterlosung nach Meinung des Autors die besten Ergebnisse liefert. Dies ist darauf zuriickzufiihren,
dass es ab der Linge p nur noch zu Wiederholungen kommt, die durch Zyklen auf dem DFA erzeugt
werden. Damit sind bis zu diesem Zeitpunkt alle Fehler bereits mindesten einmal begannen worden. Au-
Berdem wird die Sprache bereits durch die Worter bis zu dieser Lénge relativ gut charakterisiert. Dies
bedeutet, dass wenn eine studentische Abgabe in diesem Teil keine oder nur geringfiigige Fehler enthélt,
der Studierende den Ansatz zur Konstruktion der entsprechenden Sprache relativ gut verstanden hat.
Daraus folgt auch, dass wir A so wihlen sollten, dass diesem Teil bereits ein relativ grofler Anteil des
Gesamtgewichts der Sprache zugeordnet werden sollte. Hier hat sich herausgestellt, dass, wenn 50 bis
70 Prozent des Gewichtes auf den konstanten Teil entfallen, es nach Meinung des Autors zu den besten
Ergebnissen fiihrt. Allerdings kann der Anwender A auch so wihlen, dass der Anteil des konstanten Teils
mehr oder weniger gewichtet wird, wenn er der Meinung ist, dass es bei einer Sprache besonders auf das
Verstehen der Konzeption des konstanten Teils oder des exponentiell zerfallenden Teils ankommt.

In Tabelle [7|ist fiir einige A und 1 der Anteil des konstanten Teils zur Ubersicht dargestellt. Hier ist zu
erkennen, dass fiir kleine Zerfallsraten wie 0,5 bereits fast das gesamte Gewicht auf die ersten Wortlangen
entfillt und lingere Wortldngen nur verschwindend gering in die Gewichtung einfliefen. Da bei allen
Zerfallsraten kleiner 0,7 mehr als die Hélfte des Gewichts auf das leere Wort und Worter der Lange 1
entfallen, ist es nicht sinnvoll A auf einen Wert kleiner als 0,7 zu setzen um brauchbare Ergebnisse zu be-
kommen. Auch ist es nur dann sinnvoll, die Zerfallsrate auf einen Wert, der gegen 1 geht, zu setzen, wenn
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) T 2 3 4 5 10 15 25 50 75 100 | 250 | 500
0,5 0,75 | 0,875 | 0,938 | 0,969 | 0,984 | 1 1 1 1 1 1 1 1

0,6 0,64 | 0,784 | 0,87 | 0,922 | 0,953 | 0,996 | 1 1 1 1 1 1 1

0,7 0,51 | 0,657 | 0,76 | 0,832 | 0,882 | 0,98 | 0,097 | 1 i i 1 i i

0,8 0,36 | 0,488 | 0,59 | 0,672 | 0,738 | 0,914 | 0,072 | 0,097 | 1 i 1 1 i

0,9 0,10 | 0,271 | 0,344 | 0,41 | 0,469 | 0,686 | 0,8146 | 0,935 | 0,095 | 1 1 1 1
0,95 || 0,098 | 0,143 | 0,185 | 0,226 | 0,265 | 0,431 | 0,56 | 0,36 | 0,927 | 0,98 | 0,995 | 1 1
0,08 |[ 0,04 | 0,059 | 0,078 | 0,096 | 0,114 | 0,199 | 0,276 | 0,409 | 0,643 | 0,785 | 0,87 | 0,094 | 1
0,99 [ 0,02 | 0,03 | 0,039 | 0,049 | 0,059 | 0,105 | 0,149 | 0,23 | 0,401 | 0,534 | 0,638 | 0,92 | 0,093

Tabelle 7: Anteil des Konstanten Teils « fiir verschiedene A und 7 gerundet auf 3 Nachkommastellen.

der Automat der Musterlosung eine sehr hohe Pumping-Zahl besitzt. Dies ist allerdings fiir studentische
Aufgabenstellungen eher uniiblich und didaktisch wahrscheinlich nur begrenzt zielfithrend. Stattdessen ist
es sinnvoller den Schwellenwert 7 durch Bestimmung der Pumping-Zahl der Musterlésung zu bestimmen
und sich dann die Gewichtung des konstanten Teils zu wihlen um daraus die Zerfallsrate zu bestimmen.
Wie wir den Anteil des konstanten Teils x berechnen kénnen, haben wir bereits in Kapitel vorgestellt.
Durch umstellen dortiger Formel kénnen wir, wenn wir uns fiir einen festen Anteil « entschieden haben
A bestimmen. Die Formel lautet dann folgendermafien.

A= "V1-=z

5.3 Die aus der Gewichtung resultierende Ordnung

Das wir fiir jede studentische Abgabe die symmetrische Differenz bilden kénnen und fiir die symmetrische
Differenz in der Lage sind, anschlieflend ein Gewicht zu bestimmen, bringt uns in die Lage, dass wir jeder
Abgabe ein Gewicht zuordnen kénnen, um so in der Lage zu sein, alle Abgaben miteinander vergleichen
zu kénnen. Damit kénnen wir auf der Menge der studentischen Abgaben eine Ordnung erstellt, die die
Abgaben nach der Schwere der gemachten Fehler ordnet. Dadurch sind wir in der Lage, Abgaben mit-
einander zu vergleichen, fiir die vorher keine Teilmengenbeziehung existiert hat immer vorausgesetzt, wir
verwenden bei allen Gewichts Bestimmungen dieselben Parameter 7 und A. Daher ist es empfehlenswert,
wenn wir 7 als die Pumping-Zahl der Musterlosung wéhlen.

Durch Erfahrungen des Autors als Korrektor ist dieser der Meinung, dass durch das vorgestellte Verfahren
eine brauchbare Ordnung auf der Menge der Abgaben entsteht, die dem Korrigierende es deutlich verein-
facht, eine angemessene Bepunktung fiir die Abgaben vornehmen zu koénnen. Dies ist damit zu erkléren,
dass sich beobachten ldsst, dass schwerwiegende Fehler zu einem gréfleren Gewicht der symmetrischen
Differenz fiihren, als dies kleiner Fehler tun. Allerdings sind wir nicht in der Lage, automatisiert jedem
Gewicht eine mogliche Punktzahl zuordnen zu kénnen, sodass wir kein voll automatisiertes Bewertungs-
tool besitzen. Dies liegt daran, dass fiir unterschiedliche Aufgabenstellungen stark abweichende Gewichte
als Ergebnisse herauskommen. So kann es sein, dass bei einer Aufgabenstellung das Gewicht 0,1 ein Ge-
wicht darstellt, welches relativ nah an der Musterlosung liegt und bei einer anderen Aufgabenstellung das
Gewicht 0,1 einem Automaten zugeordnet wird, der relativ weit weg von der Musterlésung liegt, sodass
diesen beiden Automaten niemals dieselbe Punktzahl zugeordnet werden sollte.

Daher muss der Anwender fiir jede konkrete Aufgabenstellung eine neue Bewertungsskala definieren, die
jedem Gewicht eine konkrete Punktzahl zuordnet. Somit sind wir leider nicht in der Lage studentische
Abgaben voll automatisiert bewerten zu konnen. Allerdings erleichtert uns das vorgestellte Verfahren
durch die resultierende Ordnung auf den Abgaben die Korrekturarbeit deutlich.
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6 Fazit und Ausblick

Zum Abschluss mochten wir noch ein Fazit dieser Arbeit ziehen, in dem wir darauf eingehen, was wir
in dieser Arbeit erreichen konnten (Abschnitt und warum wir das urspriingliche Ziel nicht im vollen
Umfang erreicht haben, aber trotzdem ein gutes Hilfsmittel zur Korrektur erarbeitet konnten (Abschnitt
. Des Weiteren gehen wir auf einige Erweiterungen des vorgestellen Verfahren und seiner moglichen
Anwendung ein (Abschnitt [6.3)).

6.1 Resultate

In dieser Arbeit haben wir eine Gewichtsfunktion w vorgestellt, die jeder Sprache ein Gewicht zuord-
net, welches sich fiir regulére Sprachen, die durch einen DFA charakterisiert werden, explizit 16sen lésst.
Auch fiir kontextsensitive und kontextfreie Sprachen haben wir erwihnt, wie wir ein Gewicht der Sprache
néherungsweise bestimmen koénnen.

Das Gewicht einer Sprache hiangt dabei davon ab, wie viele Worter fiir die einzelnen Wortldngen in der
gegebenen Sprache liegen. Die Wortlingen werden dabei mit steigender Linge immer weniger gewich-
tet. Dies ist allerdings fiir die initialen Wortlingen nur bedingt sinnvoll, sodass wir gezeigt haben, wie
wir die Gewichte dieser Wortlédngen so umverteilen kénnen, dass alle Worter bis zu einem bestimmten
Schwellenwert konstant gewichtet werden. Durch die Umverteilung miissen wir die explizite Losung fiir
DFAs noch anpassen, wodurch wir den Anteil der akzeptierenden Worter fiir eine bestimmte Wortlénge
bendtigen. Um den Anteil effizient bestimmen zu kénnen, geben wir sowohl ein Verfahren mithilfe eines
Gleichungssystems wie auch ein Verfahren mittels Matrizen an, wobei wir durch experimentell gewonnene
Laufzeiten heraus arbeiten konnten, dass in den meisten Féllen die Matrizen, dass effektivere Verfahren
beziiglich der Laufzeit darstellen.

Des Weiteren haben wir gezeigt, wie sich die Gewichtung einer Sprache dazu einsetzen lasst, um stu-
dentische Abgaben gegen eine Musterlosung zu bewerten. Dafiir bestimmen wir das Gewicht auf der
symmetrischen Differenz der beiden Sprachen, sodass wir fiir mehrere studentische Abgaben eine nach
der Meinung des Autors vielversprechende Ordnung erhalten, die angibt, wie stark die abgegebene Sprache
von der Sprache der Musterlosung abweicht.

6.2 Fazit

Durch das in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren sind wir in der Lage, studentische Abgaben gegen eine
Musterlésung zu vergleichen und der Differenz zwischen den beiden Sprache ein Gewicht zuzuordnen,
sodass der Korrektur ein gutes Hilfsmittel bei der Bewertung von studentischen Aufgaben zu Hand hat,
was diese Aufgabe deutlich vereinfacht. Allerdings ist es uns aufgrund des unter Abschnitt [5.3] beschrie-
benen Problems nicht gelungen, eine voll automatisierte Bewertungsmethode zu erstellen. Ein weiteres
Problem dieses Verfahrens besteht darin, dass bereits eine falsch eingezeichnete Kante des Automaten zu
einem relativ hohen Gewicht fithren kann, wihrend eine andere falsch eingezeichnete Kante vergleichswei-
se zu nur einem sehr geringen Gewicht fithren kann. Wie stark eine falsch eingezeichnete Kante sich im
Gesamtgewicht der Sprache niederschligt, hingt davon ab, wo sie im Automaten vorkommt. So tragen
Kanten, die bereits bei den ersten Schritten einer Rechnung benutzt werden kénnen, zu einem hoéheren
Gewicht bei als Kanten, die erst bei spéteren Schritten benutzt werden kénnen.

Das vorgestellte Gewicht einer Sprache lédsst sich nicht nur fiir regulére Sprachen einsetzen, auch fiir all-
gemeine Grammatiken, kontextsensitive Sprachen und kontextfreie Sprachen lédsst sich das Gewicht einer
Sprache auf die vorgestellte Art definieren, wobei wir fiir kontextsensitive und kontextfreie Sprachen nur
eine Anndherung an das exakte Gewicht bekommen, die Genauigkeit héngt dabei davon ab, wie viele
Wortlangen wir betrachten. Allerdings ist dies in der Praxis aufgrund der hohen Laufzeit Komplexitét
nur begrenzt nutzbar. Fiir allgemeine Grammatiken hingegen ist auch die ndherungsweise Bestimmung
dieser Arbeit nicht empfehlenswert, da das Wortproblem fiir diese Sprachen unentscheidbar ist.

6.3 Ausblick

Eine mogliche Erweiterung der Gewichtung wére zu betrachten, ob die Laufzeit der ndherungsweisen
Bestimmung fiir kontextsensitive Sprachen und kontextfreie Sprachen deutlich zu verbessern wire, so-
dass man fiir diese Sprachklassen eine in der Praxis vertretbare Laufzeit erreicht oder im optimalen Fall
eine explizite Losungsmethode zu finden. Dariiber hinaus wére es wiinschenswert, auch fiir allgemeine
Grammatiken das Gewicht bestimmen zu kénnen, damit wir die Gewichtung von studentischen Abgaben
als Hilfsmittel bei der Bewertung auch auf fiir diese Sprachklassen verwenden kénnen.
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Dariiber hinaus wére es beachtenswert, ob es eventuell doch moglich ist, auch fiir andere Charakteri-
sierungen von regulidren Sprachen als DFAs das Gewicht direkt bestimmen zu kénnen ohne sie in einen
dquivalenten DFA umwandeln zu miissen.

Sehr interessant wére auch, ob man durch einen gréfieren Datensatz an studentischen Abgaben und ei-
nem damit verbunden grofleren Wissen iiber die resultierende Gewichte es doch schafft, in die zu Lage
kommen, eine voll automatisierte Bewertung vornehmen zu kénnen. Hierbei wére auch vorstellbar, dass
die Gewichtung der symmetrischen Differenz durch weitere Faktoren ergénzt wird, sodass durch Kombi-
nation der Einzelergebnisse eine gute und faire, automatisierte Bewertung entsteht. Dabei wiren neben
den Faktoren des ,,Grading Algorithmus®[2] auch andere Faktoren denkbar. Mogliche Faktoren wire da-
bei, die Abgaben mithilfe von Neuronalen Netzen zu bewerten[10] oder zu bestimmen, ob es sich bei der
Abgabe um den kleinsten Automaten beziiglich der Zusténde handelt, der die Sprache beschreibt.
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