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1. Das multiple Regressionsmodell

1.1 Modellspezifikation

Multiples Regressionsmodell fur die t-te Periode (bzw. t-te statistische Einheit):
Vi =By +By  Xop e By X+ By X U, 212,00
k ]
oder y;= ZB] Xj+Up =Xf+ue, t=1,2,..n
j=1

mit  x; =0 Xy ... X) und B =(B; By ... By)
1k 1k

e y,:t-te Beobachtung der abhangigen (endogenen, zu erklarenden) Variablen

e [3,: absolutes Glied (Regressionskoeffizient der Scheinvariablen x1)

e B;: Regressionskoeffizienten

e X, t-te Beobachtung der j-ten unabhdngigen (exogenen, erklarenden) Variablen

e u,: Storvariable (Fehlervariable, latenten Variable) der t-ten Periode (bzw. der t-ten
statischen Einheit)

Modellannahmen:
e E(u)=0 fiirallet=1,2,....,n
e Var(u)=Eu2)=0? firalle t=1.2,...,n
. Cov(ut,ut_j):E(ut,ut_j)zo fuir j70

Geschatzte Regressionsgleichung fiir die t-te Periode (bzw. t-te statistische Einheit):

Ve =Py +Bo  Xop +.o 4Py Xy + 0y, t=1,2,....0
mit:
e Yy, t-te geschatzte Beobachtung der abhdngigen (endogenen, zu erklarenden)
Variablen
e [;: geschéatztes absolutes Glied (Regressionskoeffizient der Scheinvariablen x1)

e P;:geschatzte Regressionskoeffizienten
e X, :t-te Beobachtung der j-ten unabhdngigen (exogenen, erklarenden) Variablen

e (,: geschatzter t-ter Wert der Storvariablen (= Residuum, Residualwert)



Multiples Regressionsmodell fur alle n Perioden (bzw. alle n statistischen Einheiten):

e ohne Matrixschreibweise:

yi = Bi+ Baxort+ BaXs+ o+ BrXi
Yo = PBr+ BaXoot BaXzgpt+ o+ BrXko
Yn = Bi+ BaXont+ BaXsn+ o+ BrXkn
e in Matrixschreibweise:
y = X-B
(nx1)  (MXK) (kxa)
mit:
V1 1 Xp1 @ Xy Uy By
Y 1 x X Q ~ B
y- Yo S L k2 | g-|Y2| f= 5.2
yn 1 X2n an ljn Bk

Modellannahmen:

) E(u):(ngl)
e Cov(u)=E(uu)=0? I

(nxn)

Regressionswerte (= geschatzte Werte der abhangigen Variablen):

e Regressionswerte der t-ten Periode:
Ve =B +By X+ B X+ By - X, 51,2,0.00
e Vektor der Regressionswerte:

y =X
(nx1)  (MXK) (xay
mit:
yl 1 X21 Xkl B1
)7= yz X = 1X22 Xy B= Bz
yn 1 X2n an Bk

Residuen (= geschatzte Werte der Storvariablen):
e Residuen der t-ten Periode:
g, =y,-Y,,t=12,...,n
e Vektor der Residuen:

U=y-y
(1) (nx1)  (nx1)



1.2  Methode der kleinsten Quadrate

Kleinst-Quadrate-Kriterium:

n

S(B) = Y_uf =u'u=(y—XB)'(y - XB) — Mir
t=1

Rangbedingung: rg(X) = rg(X’X) =k <n

[fur Berechnung der Inversen (X’X)?]

Kleinst-Quadrate-Schatzer (OLS-Schatzer):
B=(XX)"xy
beim Modell der einfachen Regression (k=2) y; =B +B2 - X{ + U;:

NEX Y — ZX 2y

SteigungsmaR: B, =
2 nex? - (5x, )

_IXETy - DX XY,
nEx? —(2x, )?

Absolutes Glied: ﬁl

oder (mit f,)

5 O3y A X
! n 2 n

Eigenschaften der OLS-Schatzung:
Vektor der OLS-Residuen (Residualvektor):
O=y-Xp

Normalgleichungen:

(X' X=Xy oder Xy-—XXp=0
Orthogonalitatsbedingung:

X'0=0

Die Orthogonalitatsbedingung impliziert:

_ n
0= EZOt =0 (= Mittelwert der Residuen gleich 0)
n
t=1
1 n
Sax = —ZOt Xj =0 (= Residuen und exogene Variablen unkorreliert)
“on



1.3 Schatzeigenschaften der OLS-Methode

Gaul-Markow-Theorem

Der OLS-Schatzer B ist die beste lineare unverzerrte Schatzfunktion [best linear unbiased
estimator (blue)].

Erwartungstreue
E()=p, dh. EB;)=p; firallej=12, ..k

A

Varianz-Kovarianzmatrix des OLS-Schatzers f

cov(p)=E|B-£@)B-£@)]

~[p-p)p-)

_Var(Bl)zE(fsl—Bl)z Cov(ﬂl,ﬁz) . Cov(Al,ﬁk)
= _COV(Bz’Bl) Var(ﬂz)=E(Bz—Bz) .Cov(ﬁz,ﬁk)
Covlpi ) covlpi o) . Var(p)=E(e —peF |
Cov(p)= o2 (x X) ™
W11 g1z K
2 K21 w22 2K
(K k2 Kk

xil: j-tes Diagonalelement der Inversen (X' X)™

xU, i#j: Nichtdiagonalelemente der Inversen (X' X)_1

Effizienz

Bj:  OLS-Schatzer fiir p;

Bj . alternativer linearer Schéatzer fur f;

Var (B )< Var(B; ) fiir alle j=1,2,....k

Der OLS-Schéatzer g wird als bester (=effizienter) Schétzer bezeichnet, da seine
Komponenten ﬁj von allen linearen Schatzern die kleinste Varianz besitzen.

Konsistenz

Der OLS-Schétzer B ist eine konsistente Schatzfunktion fiir den Parametervektor 8, da er
stochastisch gegen B konvergiert:

1. lim E@)=p  und 2. lim Cov(B)=0

N—o0 N—o0



1.4 Bestimmheitsmaf und multipler Korrelationskoeffizient

Streuungszerlegung

Varianz von y (332,) =

Varianz der Regressionswerte ¥ (si) + Varianz der Residuen O (Residualvarianz sé)

S = — — - — — g —
y nEl(yt y) nElyt yo =YYy
2 10/ 2 10D .5 o 1.. _9o

S~ =— — = — — = — —
¥ nEl(t y) nElyt y nyy y

(wegen ¥, =)

3|H

Bestimmtheitsmal (Determinationskoeffizient)

. : ) : 2
R2 _ durch die Regression "erklarte" Varianz vony _ Sy _ 150

Gesamtvarianz von y S
Eigenschaft: 0<R?<1

Berechnungsformeln fir R

R2 _ZO-9° _E9f-n-y? _gy-n
Sy -y)? Tyf-n-y* y'y-n-

Multipler Korrelationskoeffizient
(=Korrelation zwischen den endogenen Variablen y und den Regressionswerten ¥ ):

R|=|ryg| =

ryX1,2 ..... k‘

bei einfacher Regression:

Sxy
Sy S

|R|=‘r mit  ry, =

XY‘ y

y

Korrigiertes Bestimmtheitsmald

R —1—:—i(1—R2)



2.  Signifikanztests und Konfidenzintervalle
2.1 Signifikanztests fur einzelne Regressionskoeffizienten

Testablauf:

1. Schritt | Hypothesenformulierung:

Nullhypothese: Ho: =0
Alternativhypothese: Hi: 3j =0 (bei zweis. Test)

2. Schritt | Festlegung des Signikanzniveaus o

3. Schritt | Berechnen der PrifgroRe:

BB
JVar@)  &./xi

mit:

C 2

200 g
der Residualvarianz 62 =t2— =

n-k n-k

xJ als j-tem Diagonalelement der Inversen (X’X)*

und

4. Schritt | Tabellarische Ermittlung des kritischen Wertes:

tn-k;l-a/Z

5. Schritt | Testentscheidung:
[t] > trcran > Nullhypothese ablehnen

Varianzschatzer fiir §; und 3, bei einfacher Regression (k=2):

AN

2
Var (fy) =67 =

N xZ - (Tx¢)?

AN

Var(Bz):c%2 n

Ny xf - (Ix¢)?




Verallgemeinerung des Signifikanztests::
Die Nullhypothese
Ho: Bj=c
lasst sich analog unter Verwendung folgender PriifgroRe testen:
B ji—¢ B j—¢C

t= =
WVar@) s

2.2 Tests von linearen Restriktionen

Lineare Restriktion: riBy + roR2 + ... + ik = r’R=c¢

Testablauf:

1. Schritt | Hypothesenformulierung:

Nullhypothese: Ho:r’R=cmitr’ =(r1 r2... rx)
Alternativhypothese: Hi: r’'B = c  (bei zweis. Test)

2. Schritt | Festlegung des Signikanzniveaus o

3. Schritt | a) t-Test
Berechnen der PrifgroRe:

rg-c
t=
Syr(X' X)r
2.0 a’-a
mit der Residualvarianz 62 =11— = und
n-k n-k
b) F-Test

Berechnen der PrifgroRe:

(rg-o)’
&2 r (X X)"tr

F=

4. Schritt | Tabellarische Ermittlung des kritischen Wertes:
a) bei t-Test: th-k;1-0/2, b) bei F-Test: Fin-k1-a

5. Schritt | Testentscheidung:
a) bei t-Test: [t] > toscta > Nullhypothese ablehnen
b) bei F-Test: F> Fink1-« = Nullhypothese ablehnen




2.3 Konfidenzintervalle fir die Regressionskoeffizienten

Ablauf der Intervallschatzung:

1. Schritt | Festlegung des Konfidenzniveaus 1-a

2. Schritt | (1-a)-Konfidenzintervall fur 3;

PBj—th—ki-as2 '6Bj <Bj<Bj+th_ki-as2 -63J)=

PBj~th kias2 6 VxI <Bj<Bj+ty k1 o/2-6VxT)=1-a

mit:

N2
ut

M-

.
=
n-k n-k
xJ als j-tem Diagonalelement der Inversen (X’X)*

und

der Residualvarianz 6’ =

3. Schritt | Tabellarische Ermittlung des (1-a/2)-Quantils der t-Verteilung:

tn-k;l-a/Z

4. Schritt | Bestimmung des konkreten (1-a)-Konfidenzintervalls:

{Bj—tn_m_z-cﬁ_,ﬁj—t 65 | =

J n—K;

k
l:[-)’j —thk1-a/2 6 VXBj+th k1-a/2 'G'VX”}

NIR

Varianzschatzer fiir §; und 8, bei einfacher Regression (k=2):

> x?
NExE —(Txq)?

Var (B;) = 6°

n

Var (B,) = 62 5 5
Ny Xi —(XX¢)
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2.4  Varianzanalyse und Signifikanz des Gesamtzusammenhangs

ANOVA-Tabelle fir eine Regressionsanalyse

Quelle der Summe der Abweichungsquadrate Freiheits- Mittlere Abweichungs-
Streuung grade quadratsumme

R S (g -YP =9y -7 =Xy - kL (xy—ny?)k-1)

Residuen . n
(unerklart) ¢ =0 nk - 00/(n-k)
gesamt > (y, —y)’ =yy—ny? n-1

Testablauf:

1. Schritt | Formulierung der Nullhypothese
Ho: B, =B;=...=B, =0

2. Schritt | Festlegung des Signikanzniveaus

3. Schritt | Berechnen der Prifgrofie:

1. Variante: mit OLS Schatzer

Xy —n-y%)I(k-1)
a'G/(n —k)

2. Variante: mit BestimmtheitsmaR R2

-

- R?/(k-1)
1-R?)/(n-K)

4. Schritt | Tabellarische Ermittlung des kritischen Wertes:
F

k-1;n—k;1-o
k-1: Zahl der Freiheitsgrade des Z&hlers
n-k: Zahl der Freiheitsgrade des Nenners

5. Schritt | Testentscheidung:
F> F 1,1 = Nullhypothese ablehnen
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3.  Multikollinearitat

3.1 Begriff und Auswirkungen der Multikollinearitat

o Perfekte Multikollinearitat
Lineare Abhangigkeit der Spalten der Beobachtungsmatrix X:
rg(X)=rg(X'X) <k .
Die Inverse (X'X) " existiert dann nicht, so dass der OLS-Schatzer nicht berechenbar ist.

[Anmerkung: Da perfekte lineare Zusammenhange (Jr|=1) zwischen ¢konomischen Variablen
in der Regel nur aufgrund definitorischer Zusammenhdange auftreten, liegt im Fall einer

perfekten Multikollinearitat im Allgemeinen ein Spezifikationsfehler vor.]

e Nicht-perfekte Multikollinearitat
Die Spalten der Beobachtungsmatrix sind zwar nicht exakt linear abhéangig, d.h. es gilt
rg(X)=rg(X'X) =Kk,
jedoch fuhren absolut hohe Korrelationen zwischen den x-Variablen dazu, dass nicht mehr
ihre Einzeleinfllsse, sondern nur noch der Gesamteinfluss zuverlassig geschatzt werden kann.

Regressionsmodell:
Yt =PB2 - Xpp +P3 - Xz + Uy

mit Yi =Yt —Y, Xot =Xt =Xy und Xz =Xg —X3

2 2

A (e} A (0)
Var(Bz): >\ ——5 und Var(Bg): R e
—I23) 2 X7t — I3 ) 2 X3t

Korrelation zwischen den Regressionskoeffizienten: rﬁ2,33 =-T23

3.2 Aufdeckung von Multikollinearitat

e Einfache Korrelationsanalyse
Paarweise Beurteilung der Korrelationskoeffizienten rz, ras,..., rv-1,x der X-Variablen

Faustregel: |rij>0,8 , 1,j=2,3,...k; 1#]
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o Erweiterte einfache Korrelationsanalyse

I‘ij > Ry~X2’3 '''' K i,j: 2,3,...,k; i # J

multipler Korrelationskoeffzient

e Determinante der Korrelationsmatrix und der Produktmatrix X’X

R: Kaorrelationsmatrix der x-Variablen

1 3 Mok
r 1 r
R=| 32 : 3k
2 Tks 1
bei perfekter Multikollinearitat: IRI=0 und [X°X|=0

bei nicht-perfekter Multikollinearitidt: |R|=0 und |X’X|~0
e - Konditionszahl der Produktmatrix XX
Konditionszahl: € =+/Amax /Amin
Amax: grofter Eigenwert von XX, Amin: Kleinster Eigenwert von XX
Faustregel: Multikollinearitat falls C > 30

o Verfahren der Hilfsregressionen (auxiliary regressions)

Fur jede der k-1 (echten) exogenen Variablen wird eine Regression auf die Schein-
variable x1 und die verbleibenden (echten) k-2 Regressoren durchgefuhrt:

Regression von Xzt auf Xit, Xat, ..., Xkt
Regression von xst auf Xat, Xat, ..., (X3t),..., Xkt

Regression von Xkt auf Xit, Xat, ..., Xk-1t

Bestimmheitsmal3e der Hilfsregressionen: RJ?

- F-Test:
Rj2/(k ~2)

1- Rjz)/(n —k+1)

PrifgroRe: F= ~F2nk+1 j=2.3,...k

- Toleranzkoeffizienten: tol; = 1- RJ?
bei Multikollinearitat: tol; =~ 0 - Faustregel: tol;< 0.05

- Variance inflation factors (VIP): VIP; =1/ tol;
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3.3 Uberwindung der Multikollinearitat

° Erweiterung der Datenbasis (z.B. Paneldaten)

o Externe Informationen tiber bestimmte Parameter
o Verfahren der Variablenunterdriicken

o Verfahren der Differenzenbildung

o Hauptkomponentenregression

4. Heteroskedastizitat

4.1 Form und Auswirkungen des Modelldefekts
e Verletzung der Annahme:
Cov(u) = E(uu) = o2l

e Heteroskedastizitét:

Unterschiedliche Varianzen der Storvariablen in den verschiedenen Perioden (bzw. flr
verschiedene statistische Einheiten):

62 0 - 0
cov) = Efu)-| © %2 O
0 0 - o2
Annahme:
Cov(u) = E((uu’) = 62-Q
o 0 ... O
mita=| ° ©2 0
0 0 - o

ot Skalierungsvariable

e Auswirkung auf die OLS-Schatzung:

- Der OLS-Schatzer [3 ist nicht mehr der beste lineare unverzerrte Schatzer (Verlust der
Effizienzeigenschaft).

- Verzerrte Varianzschatzer fur [3 j flhren zu verzerrten t-Werten, so dass die Konfidenz-
intervalle und Signifikanztests nicht mehr valide sind
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4.2 Tests auf Heteroskedastizitat

e Goldfeld-Quandt-Test

Testablauf:
1. Schritt Ordnen der Beobachtungsdaten nach den aufsteigenden Werten des j-ten
Regressors, auf den die Heteroskedastizitat zuruckgefuhrt wird.
2. Schritt Aufteilung der Beobachtungsdaten in 2 gleich grol3e Gruppen mit jeweils
(n-c)/2 Beobachtungen unter Herauslassung der ¢ mittleren Werte.
Faustregel: c=4 fir n=30 und c=10 fir n=60
3. Schritt Hypothesenformulierung:
Ho 012 =05 = o2
4. Schritt Festlegung des Signifikanzniveaus a.
5. Schritt Durchzufihrende Regressionen:
1. StIChpl’Obe yl = Xlﬁl + ul
Residualvektor: 0; =y; — X;B;
2. StIChpl’Obe y2 = XZBZ +UZ
Residualvektor: 0, =y, — X,p,
6. Schritt Berechnen der PrifgroRe:
Go = U292
(109
Falls 0,0, > 0,0, gilt, wird anstelle von GQ der Kehrwert 1/GQ als
PrufgroRe verwendet.
7. Schritt Tabellarische Ermittlung des kritischen Wertes:
I:(n—c)/2—k;(n—c)/2—k;1—oc
8. Schritt Testentscheidung:

GQ> Fin_c)/2-k;(n—c)/2—k1-o > Hoablehnen
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e Breusch-Pagan-Test

Ansatze: o =exp(z¢-a) oder of =(z'y-a)?
Der Vektor z; enthélt hierbei eine oder mehrere exogene Variablen, auf die die
Heteroskedastizitét zuriickgefihrt wird.
Fall einer z-Variablen: Gtz =0 + 0o - Zt

z ist hierin eine bestimmte exogene Variablen z.B. x> oder x2?, auf die die
Heteroskedastizitét zuriickgefuhrt wird

Testablauf:

1. Schritt Formulierung der Nullhypothese
Ho :(1,2 =03 :...:(Xp :O,

dh.o? =c? firallet=12,...,n

2. Schritt Festlegung des Signifikanzniveaus a

3. Schritt Durchfihrung der Regression
yi =X{B+U; — Residuen: 0y =y —xB

4. Schritt Durchfihrung der Hilfsregression:
02 /62, =20+ Vv,

n
mit &8, =Y 0Z/n
t=1

Fall einer z-Variablen: Otz /6%,”_ =0y +0p - Zt + Vi

5. Schritt Berechnen der Prifgrofe:

a) BP]_ :%SSE m|t SSE =SST—SSR

SSt: Summe der Abweichungsquadrate von G2 /62,

SSe: erklarte Summe der Abweichungsquadrate der Hilfsregression
SSr: Summe der quadrierten Residuen der Hilfsregression

b) BP, =n-R?
R2: BestimmtheitsmaR der Hilfsregression

6. Schritt Tabellarische Ermittlung des kritischen Wertes:

2
Xp-11-o

7. Schritt Testentscheidung:
BP (BP,)> %5 11 o = Hoablehnen
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e White-Test
Testablauf:
1. Schritt Formulierung der Nullhypothese

Hg :cst2 —c? firallet=12,...,n
2. Schritt Festlegung des Signifikanzniveaus a.
3. Schritt Durchfuhrung der Regression:

yi =X;B+U; — Residuen: 0y =y; —x;p
4. Schritt Durchfuhrung der Hilfsregression

k k k
0f =ag+ X o X+ X Xatij- XigXjq
i=2 i=2 j>i

Anmerkung: Bei groBer Anzahl von Regressoren kann der White-Test unter

Vernachléssigung der Kreuzprodukte Xii-Xy, i), durchgefiihrt werden.
5. Schritt Berechnen der Prufgrofe:

W =n-R2

R?: BestimmtheitsmaR der Hilfsregression
6. Schritt Tabellarische Bestimmung des Kritischer Wertes:

2
Xril-a
mit 1 — (k—=)(k+2)/2 mit Kreuzprodikte
B k ohne Kreuzprodikte

7. Schritt Testentscheidung:

W > sz;l—(x — Hg ablehnen
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4.3 WLS-Schatzung bei Heteroskedastizitat

WLS-Methode:

Ansatz:

Gewichtete Kleinst-Quadrate-Methode (Weighted Least Squares)
[Spezialfall der verallgemeinerten Kleinst-Quadrate-Methode (GLS,
Generalized Least Squares)]

Gtz = ? -th, t=12,...,n

22 0 0

2
Cov(u)= c2Q=c? 0 2.2 ' 0
0 0 .. z2

Wahl fur z: j-te exogene Variable x;

Gtz pYs -XJ?,[, t=12,...,n

Transformiertes Regressionsmodell:

) y = XB+u
mt yo = Ty, X =TX, u =Tu

T: Transformationsmatrix mit der Eigenschaft @ 1 =T'T

1/Xj1 0
To| O i
0 0

y A~ 1 A
X_l = Bl X_ + Bz
jt jt
T T
A Xy

(172
0 1/XJl O e 0
2
O | g1 | 0 Uxp 0
| : : -
1/ Xjn 0 0 o /x|

Xy A Xit A Xkt Ot
X_ .+ Bj X— + ... + Bk X_ + "

it i it it
0 ) 0

Xat Xt =1 Xyt Gt

Transformierter Vektor der abhéngigen Variablen y:

YI :yl']/le

- yZ =Y, ']/ij

y: = yn ']/Xjn
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Transformierte Beobachtungsmatrix X :

* 1 . X . X . X
X11=_ X21=J ceos X. =_Jl=1 e X :i
1 k1l
le le le le
* l * X * X * X
Xy, = — XZZZi Xj2:_12:l szzﬁ
ij ij Xj2 le
X =
»_ 1 X2 ~_Xj x _ Xy
Xy; = Xyj = X”_x =1 X
1 ii ii 1
* 1 * X * i * X
Xn =77 Xp = n o x =2 =1 ... x =
jn kn
Xjn Xjn Xjn Xjn

Die Schatzung des Parametervektors B in dem transformierten Modell (*) mit der OLS-
Methode fiihrt zu dem WLS-Schatzer (weighted least-squares) By s:

BuLs = (X% X*) L xry* = (X'Q‘lx)_IX'Q_ly :
beim Modell der einfachen Regression (k=2):

n'ZXIty?—ZXItZV:
n-Y(xq)? - (Xxq)?

Absolutes Glied: Bl,WLS =

*
2 X1t

SteigungsmaR: B,y s = % ~Brwis -

Geschatzte Kovarianzmatrix von By s:
A (A )_ "2 X*lx*—l_"z XI —1X _1
CoviBwis )= {Ls( )" =6siXQ
a*'a*
n-k

mit G\Z/VLS =
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4.4  Heteroskedastizitats-konsistente (HC) Varianz-Kovarianz-Matrix

¢ Varianz-Kovarianz-Matrix von fi bei heteroskedastischen Stértermen:

Cov(B) = o (X' X)IX"QX(X' X) ™

Gf 0...0
Mt Cov(u)=o®-Q = diag(of,03....o2) =| 0 %217
0 6o

oder
Cov(B) = (X' X) 1X'diag(c?,03,..., 52 )X(X'X)
Unter Verwendung der Matrix

n
Sy = EX'diag(cf,cg,..., G%)X = 1 ZGtz ‘XXt
n Nt=1

lautet die Varianz-Kovarianz-Matrix von ﬁ :
Cov(B) = n(X'X) 1S, (X' X)
¢ Whites Heteroskedastizitats-konsistenter (HC) Schéatzer fir Cov(fi):
N ~ ~
Cov(B) = n(X' X) 1S, (X'X) ™
A~ n
mit 3, =%x'diag(af,ag,...,aﬁ)xz%zaf-xtx;
-1
oder
N ~
Cov(B) = (X' X)X'diag(0?,03,..., 62)X(X'X) ™

HC-Schatzer fur Steigungsmaf ﬁz bei einfacher Regression (k=2):

Xy —7)2 a7

Var(p,) = £
> (% —X)

e Modifikationen des HC-Schatzers von White (= HCO-Schatzer):
- HC1-Schatzer

HCl=—".Hco (Adjustierungsfaktor: L)
n—k n—k

- HC2-Schatzer
HC2 = (X'X) ™ X'diag[0% /(1 — hyy),-.., 02 /(L= )IXX X)L
hy: Hauptdiagonalelemente der Hat-Matrix H (Projektionsmatrix):

H = X(X' X)X’
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hee =X (X' X)X,
Xy t-te Zeile der Beobachtungsmatrix X
- HC3-Schatzer
HC3 = (X' X)X diag[02 /(1 — hy1)?...., 02 [(1— h, ) IX(X X) 2

5. Autokorrelation

5.1 Form und Auswirkungen des Modelldefekts
e Verletzung der Annahme:
Cov(u)= E(uu) =2l

e Autokorrelation :
Abhangigkeit der Storvariablen in den verschiedenen Perioden

2
¢® o1 -+ O
2
Cov(u) = E(uu)=|°2t © O2n
2
[On1 Sn2 - O |

Annahme:
Cov(u) = E(uu’) = 62-Q

1 o ... ¢t

n-2
bei autoregressivem Prozess 1. Ordnung mit Q = ¢ l ¢ _
¢n.—1 ¢n.—2 l

Autoregressiver Prozess 1. Ordnung (Markov-Prozess):

u=dua+vy, | ¢l<t
¢: Autoregressiver Parameter (Autokorrelationskoeffizient 1. Ordnung)
e Auswirkung auf die OLS-Schatzung:

- Der OLS-Schétzer {8 ist nicht mehr der beste lineare unverzerrte Schatzer (Verlust der
Effizienzeigenschaft).

- Verzerrte Varianzschatzer fur B j flhren zu verzerrten t-Werten, so dass die Konfidenz-
intervalle und Signifikanztests nicht mehr valide sind



21

5.2 Autokorrelationskoeffizient

Konzept: Messung der Autokorrelation der StorgroRe u

Theoretische Autokorrelationskoeffizient j-ter Ordnung:

o= CC’V(Ut’Ut—j)= E(uy ‘ut—j): Ot,t-j
. Var(uy) E(utz) 2

Annahme: homoskedastischer Storprozess
bei unkorrelierten StérgroRen:

p] :O, j:1,2,...

e Empirischer Autokorrelationskoeffizient 1. Ordnung:
Korrelation zwischen den Paaren (0,0, ),(03,05,),...,(0,,0,_1)

n

2 00y
py=p="152 -
> a¢
t=1

e Empirischer Autokorrelationskoeffizient 2. Ordnung
Korrelation zwischen den Paaren ((i3,07),(04,05),...,(05,0,_2)

n

20 -0
A t=3
P2 ="

e Empirischer Autokorrelationskoeffizient j-ter Ordnung:

n
> 0 Ui
~ t=j+1 .
pj = , 121,2,...
ih

,_,
" M=
R
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5.3 Kovarianzmatrix der StorgrofRe bei Autokorrelation

e Autoregressiver Prozess 1. Ordnung [AR(1)-Prozess, Markov-Prozess]:

Ut = ¢-Ut1 + Vi, | ¢ ‘ <1

vi. White-Noise-StOrvariable

e Erwartungswert der Storvariablen u
E(u) =0,t=1,2,...,n

e VVarianz der Storvariablen u

2
Var(uy) =62 = OV_ t=12,..n
1

2 )

e Autokovarianzen der Storvariablen u

- Autokovarianz 1. Ordnung:

2
Cov(uput1) =4+ =45 =4-Var(u) = 40"

- Autokovarianz j-ter Ordnung:

oy

Cov(uy,ugq) = - =¢) - Var(u)=¢! o
1

VA

e Autokorrelationskoeffizienten der Stérvariablen u

- Autokorrelationskoeffizient 1. Ordnung:
PL=p=¢
- Autokorrelationskoeffizient j-ter Ordnung:

pi=d, j=1,2,...

e Kovarianzmatrix der Storvariablen u

Cov(u) = E(uw’) = 62Q = o2 ¢ 1
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5.4 Tests auf Autokorrelation
e Durbin-Watson-Test

Durbin-Watson-Test: Test auf Autokorrelation 1. Ordnung

- Autoregressiver Prozess 1. Ordnung (Markov-Prozess):
Up=¢-Ug+Vy, [¢<1, t=12,...,n
vi: White-Noise-Storvariable

- Schatzgleichung fur den autoregressiven Parameter ¢:
Op=¢-0pg+vy, o<1

0, : OLS-Residuen aus multiplem Regressionsmodell y; = X{p + U
n

Zut "Ugg
t=2

n
>a
t=1

. OLS-Schatzer fur ¢:  §= [= 4]

Lol \N]

Testablauf:

Schritt 1: | Formulierung der Nullhypothese:
Ho:¢=0 (2p;=0)

Schritt 2: | Festlegung des Signifikanzniveaus o

Schritt 3: | Berechnen der Priifgroiie:
n

>(0¢—0¢ 1)

DW = =2 . [DwW=21-p,)]
0¢

1

M=

t

Schritt 4: | Bestimmung der kritischen Werte:

keine
pos. Un- Auto- Un- neg.

Auto- scharfe- Korrelation scharfe- Auto-
| korrelation |bereich| | bereich korrelation |

| |
| |
0 d d 2 4-d, 4-d, 4

u o]

»
-

DW

Die kritischen Werte dy und do fiir die DW-Statistik sind im Anhang B (Tabelle
B5) flr Signifikanzniveaus von 5% und 1% tabelliert.

Schritt 5: | Testentscheidung:

DW € [0;d, ] = pos Autokorr.

DW € [4—d, ;4] = neg. Autokorr.

DW el[d,;d,]ul4-d,;4—d,]= keine Aussage iber Autokorr.
DW e[d,;4—d, |= keine Autokorr.
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e Breusch-Godrey-Test

Breusch-Godfrey-Test: Test auf Autokorrelation beliebiger Ordnung

- Multiples Regressionsmodell

(*) Yt =x{B+Uy
Das multiple Regressionsmodell (*) kann um m verzbgerte endogene Variablen
YitrYi2,--- Yi_m €rweitert werden:
Ye =Yt ¥+ XB+Uq
mit y—"=(Yt-1 Yt-2---Yi-m)

Ixm

und ¥ =(y1v2...¥m)
Ixm

- Autoregressiver Prozess p-ter Ordnung fir die Storvariable u:
Ut = ()LlUFl +(12Ut72 +...+0Lp . Utfp +Vt
vi: White-Noise-Storvariable

Testablauf:

Schritt 1: | Formulierung der Nullhypothese:

Ho:alz(XZ:...:ap:O

Schritt 2: | Festlegung des Signifikanzniveaus o.

Schritt 3: | Durchfiihrung der Hilfsregression:

ljt =0a +th3+(110t_1 +(le’:lt_2 +...+0Lpﬂt_p + Vi
Allgemeinerer Ansatz:
Oy =g +2zd+agly g +oply p+...+aplp_ +Vy

2=l %) a=( p)

Schritt 4: | Berechnen der Prufgrofe:

BG =n-R?
R2: BestimmtheitsmaR der Hilfsregression

Schritt 5: | Tabellarische Ermittlung des kritischen Wertes:

2
Lpil-a

Schritt 6: | Testentscheidung:
BG > Xf,;l_a = H, ablehnen
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5.5 Schéatzverfahren bei autokorrelierten Storvariablen

e Cochran-Orcutt-Methode

- Multiples Regressionsmodell mit autokorrelierten Stérvariablen:
Yi = x'tB + Uy

mit u;=¢-u;4+Vv, (Markov-Prozess)

- Transformiertes Modell:
Y =Xt B+Vy

mit  yr=Yy{—0-Yi1 und Xp =X —0-X_g

Schatzverfahren:

1. Schritt:

Durchfuhrung der Regression (originare Variablen):
Yt = X¢B + Uy

— OLS-Residuen: 0 =y; —X'tﬁ

2. Schritt;

Durchfihrung der Hilfsregression:
Op =¢-0¢ g+ vy

n
20004
=2

—> OLS-Schétzer fir ¢: p= 22—

n
Da
t=1

N

3. Schritt:

Variablentransformation:

4. Schritt:

Durchfuhrung der Regression (transformierte Variablen):
() Yt =X B+Vq

— OLS-Schatzung des Parameters 3 im transformierten Regressionsmodell (*)
fuhrt zum GLS-Schatzer nach dem Cochran-Orcutt-Verfahren:

-1
~CO . :
B :[ X* X* ] X* y*
oL kx(n-D (n=Dxk ) kx(n-1) (n_1)xa
Anmerkung: Durch die Variablentransformation im 3. Schritt vermindert sich die
Anzahl der Beobachtungen um 1, d.h. X* ist eine (n-1)xk-Matrix und y* ist ein
(n-1)x1 Vektor.




26

beim Modell der einfachen Regression (k=2):

SteigungsmalR: Bz GLS [32 Qo= (n _1)'ZXIty:—ZXItZy;

(n-1)-3(xq)° - (Zxar)?
ZXIt
n-1

Zyt

Absolutes Glied: BI%(ID_S [32 0 o und BlGLS BlGLS 11-$)

e Prais-Winston-Methode

Modellansatz: wie Cochran-Orcutt-Methode

Schétzverfahren:
1. Schritt | wie Cochran-Orcutt-Methode
2. Schritt | wie Cochran-Orcutt-Methode
3. Schritt: | Variablentransformation:
Vi=A1-42 -y und x =y1-¢2 %
Vi=Yi—0-Yrq und X;=X{—¢-Xt_g, t=23....n
4. Schritt: | Durchfihrung der Regression (transformierte Variablen):

* *!
Yi =Xt B+ V¢

— GLS-Schétzer (Prais-Winston-Verfahren):

-1
ﬁ [X*' X *j X*' y *
I(<3xLls kxn nxk kXN nxk

A —1 ~
= (X'Q‘lx) X'ty

1 - 0 0 0
~d 1+4%> -9 0 0
mit @ *=| 0 ¢ 1+,¢2 00 g
o . : . S
0 0 0 1+¢ —d
0 0 0 ¢ 1
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1-¢> 0 0 0 0

— o 1 0 0 0

und der Transformationsmatrix T = 0 -¢ 1 0 0
nxn . : :
0 O 0 -~ 1

0 0 0 - —¢ 1]

Anmerkung: Im Unterschied zum Cochran-Orcutt-Verfahren bleibt die Anzahl
der Beobachtungen bei der Modellschatzung erhalten, d.h. . X* ist eine nxk-
Matrix und y* ist ein nx1 Vektor.

e VVerfahren nach Hildreth und Lu

Schatzverfahren:

1. Schritt:

Durchfuhrung der Regression (origindre Variablen):
Yt =Xt + Uy
— OLS-Residuen: 0 =y; —x'tli

damit: - Test auf Autokorrelation
Testergebnis: signifikante Autokorrelation der OLS-Residuen

2. Schritt: | OLS-Schétzung des transformierten Modells:
(Ve —dyt1)= (Xt —¢'Xt—1)'B+Vt
fur ein Gitter von ¢-Werten:
bei pos. Autokorrelation z.B. $=01,$=0,2,...,$=0,9, $=10
3. Schritt: Berechnung der Residuenquadratsummen thz far die verwendeten ¢-
Werte
Wahl des ¢-Wertes, dmin, der die Residuenquadratsumme thz minimiert
4. Schritt: | Durchfuhrung der Regression (transformierte Variablen):

(Yt — dmin 'Yt—l): (Xt — Omin 'X‘t—l)'ﬁ+vt
A ~ —1 ~
—paks = (X'Q_lx) X'ty
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1 ~ Omin 0 0 0 ]
= min 1+¢r2nin —Omin 0
wt g to| O o Tedhy O
nxn : : : :
0 0 < 1+ 0min  —Omin
L 0 0 o —Omin 1]

5.6 Heteroskedastizitats- und Autokorrelations-konsistente (HAC)
Varianz-Kovarianz-Matrix

¢ Varianz-Kovarianz-Matrix von ﬁ bei autokorrelierten Stortermen unter Bertcksichti-
gung von potenziell vorhandener Heteroskedastizitét:

Cov(B) = o (X' X) " IX"QX(X' X)™*

2
G Gi2 ' Onp
. 2
mit Cov(u)=c2-Q=|C21 O ' Op
: : D
On1 Sn2 =+ O

Unter Verwendung der Matrix
Sy = GA(X QX)/n = (5, Ty, i
lautet die Varianz-Kovarianz-Matrix von ﬁ :
Cov(B) = n(X' X) 1S, (X' X)*
o Newey-AWests Heteroskedastizitats- und Autokorrelations-konsistente (HAC) Schéatzer
fur Cov(B):
CSv(é) =n(X'X) 1S, (X'X)?

~

. N . P . .
mit S, = (Z{‘:lutxtxt)/ n+ (Z?:li?zjﬂ(l—Wj)utut_j(xtxt_j + xt_jxt)/n

Gewichte: w;, = —3— mit p~n'# (max. Lag nach Greene, 2003)

I p+1

- bei ausschlieRlicher Berlicksichtigung von Autokorrelation 1. Ordnung (p=1):

éx = (Zle Otzxtxi)/ n+ (05 e 00 g (XX g + Xt—1X£))/ n
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- Newey-West HAC-Schétzer fur Steigungsmal 32 bei einfacher Regression (k=2):

1
[0 (X = X)?]

Var () pac = 0200 R0 + T2 T (- w08 (xR X, X))

e Modifikation des HAC-Schatzers von Newey und West (= HACO-Schatzer):
- HAC1-Schatzer

HACL= " .HACD (Adjustierungsfaktor: L)
n-k n-k



