Aufgaben mit Losungen zur Okonometrie |

2. Das multiple Regressionsmodell

2.1 Welche Standardannahmen liegen dem multiplen Regressionsmodell zugrunde?

Losung:

e Die StorgroRe hat in jeder Periode (fur jede statistische Einheit) haben einen
Erwartungswert von null: E(u;)) =0

e Die Varianz der StérgréRe ist konstant (Homoskedastizitat): Var(u,) = E(uf) = ¢°

e Die Kovarianz zwischen den StérgroRen verschiedener Perioden (statistischer Einheiten)
ist null (fehlende Autokorrelation): Cov(u,Us) = E(ui-Us) = O fir t=s.

2.2 Leiten Sie die Kleinst-Quadrate-Schatzer B, und f, fir die Regressionskoeffi-
zienten B, und B, ohne Verwendung des Matrixkalkuls her!

Losung:

Nach dem Kleinst-Quadrate-Kriterium wird die Summe der quadrierten StérgréRen minimiert:
n

(1) S(B1,B2)= Zuf — Min.

t=1

Ersetzt man hierin die StorgroRe u; durch die Abweichung yi-B1-B2-X;, S0 erhalt man das
Kleinst-Quadrate-Kriterium in Abhangigkeit von den Regressionskoeffizienten By und B,:

) S(B1.B2)= X [ye - By +B2 -x¢)]? =t§l(yt —B1—B2 -X¢)? = Min.

t=1
Notwendige Bedingung fur ein Minimum ist, dass die partiellen Ableitungen nach B, sowie B,

verschwinden.! Differenzieren wir zuerst die Funktion nach B,

8 —B1—B2-X¢)?
3) 0S(B1.B2) _ ¢ We=Papa-x) _ 3 a(Yt‘Bl_BZ'Xt)Z,
oy OBy t=1 9Py

wobei wir die Kettenregel anwenden mussen:

L=

e AuBere Ableitung: g = u? mit u= Vi —B1 —B2 - Xt

2
09 _ou”

7y 2u =2u=2-(y; —By —B2 - X¢)

! Die hinreichende Bedingung wird nicht tberpriift, da sie fiir das Kleinst-Quadrate-Kriterium (1) stets erfiillt ist.



o Innere Ableitung: u =y; —B; —Bs - Xy — ou =a(yt_Bl_B2'Xt)=—1.

01 0By

Die partielle Ableitung (3) erhédlt man durch Multiplikation der &uBeren mit der inneren
Ableitung:

@ PP Foyippx) ()

OBL =1 e Ableitng _ innere Ableitung
Wir setzen (4) gleich null,
I
S(By, n ’
© S $ oy pypyx)(1)-0
P1 t=1
und formen die Gleichung um:
n
zlz-(yt—ﬁl—sz-xt)-(—1)=0 :(-2)
t=
n
(6) zl(yt ~B1—PB2-xt)=0
t=

n n n
XYt~ X B1— 2XBo-x¢=0
t=1"  t=1  t=1
n n
2 Yi—n-Bp—PBo- XX¢=0
t=1 t=1
n n
—N-Bg—PBo- X Xg=—2VY¢-
t=1 t=1

Hieraus erhalten wir die erste Normalgleichung

n n
(7 nN-Bp+P2- X Xt =XVt
t=1 t=1
die wir nach 3, auflosen:
n n
n-Pp=2yr—P2- XXt ‘n
t=1 t=1
n n
2 Yt 2 Xt
8 _t=1 _qa .t=l
(8) Br="—"—"B2—

Setzt man den noch zu bestimmenden Kleinst-Quadrate-Schatzer Bz in (8) fur B, ein, lasst sich
der Kleinst-QuadrateSchatzer f?»l fiir das absolute Glied 1 berechnen:

n

n
2Vt 2 Xt

A

©) pr="——Po =

Entsprechend wird der Kleinst-Quadrate-Schatzer fiir ., bestimmt. Bei der partiellen
Ableitung



6 2(yt —B1—B2 - x¢)?
(10) S(B1.B2) El(yt Pi=p2-xi) :ga(yt_ﬁl_BZ'Xt)z

B> B2 t=1 P2
wird erneut die Kettenregel angewendet:

e AuRere Ableitung: g = u? mit u= Vi —B1 —B2 - Xt

2
%ag_m):aL:Zu:Z-(Yt—Bl—Bz'Xt)

ou ou
e Innere Ableitung: u=y; —B; —Py - X; — 0u(Bz) _ olye~P1-P 'Xt):—xt.
oP2 B2
Wir setzen die partielle Ableitung gleich null,
I
0S(B1, n ’
ap SB35y gy x) (x0) <0,

B2 t=1

und formen sie um:

n
¥ 2-(yy —B1 —B2 -xt)-(=x¢)=0 i2

(12) t%Q’t —B1 B2 -Xt)-(=x¢)=0
El(—xt ye+Byxe B2 X 0

n n
2
Xt Yt + 2B1-X¢ + 2o -xt =0
t=1 t=1 t=1

n
n n 2 n
2PB1Xe + 2P Xt = XX -Vt -
t=1 t=1 t=1

Hieraus erhalten wir die zweite Normalgleichung:

n n 2 n
(13) Br- XXt +PBo- XX{ =2 Xt Yy
t=1 t=1  t=1

Wir setzen (8) in (13) ein,

1 n 1 n n n 2 n
= 2Yt B XX¢ |- X B XX = XXtV
n t=1 Nt=1 t=1 t=1 t=1

und l6sen die Gleichung nach f, auf:

n n 1( n 2 n , n
S XYt XX —PBo e~ TXe | +B2- XX{ = XXVt
t=1 N\t=1 t=1 t=1

n o, 1 2 n 1 n n
Po-| Xt ——| XXt | [=ZXg-Yr—— 2Vt XXt |n
n t=1 N t=1 t=1



n 2 n 2 n
Bo-|n- XXt —| XXt | |[=N-XX¢ Y-

t=1 t=1 t

1

(14) By =

n n n
N- > Xt Y — 2Yt- 2 Xt

n 2 n 2
n- > Xt —| XXt
t=1 t=1

n
2Vt
t=1

t

n
2 Xt

=1

Als Ergebnis erhédlt man den Kleinst-Quadrate-Schéatzer Bz fiir B,.



2.3 Fur die Nachfrage nach Erdgas (GASV) und die Preise fur Erdgas (GASP) (=
Energiemodell 1a) liegen die Daten flr einen 7-Jahres-Zeitraum vor:

t 1 2 3 4 5 6 7
GASV| 1,0 0,8 0,7 0,9 1,2 11 1,4
GASP | 129 13,8 13,7 13,2 12,2 12,9 12,5

Schétzen Sie die Nachfragefunktion nach Erdgas mit der gewdhnlichen Methode
der kleinsten Quadrate unter Verwendung der Summenformeln! Interpretieren Sie
die geschatzte Nachfragefunktion!

Losung:

Abhéngige Variable (y): Nachfrage nach Erdgas (GASV)
Unabhéngige Variable (x): Erdgaspreis (GASP)

Arbeitstabelle:

t Xt Yt X¢? Xt Vi
1 12,9 1,0 166,41 12,90
2 13,8 0,8 190,44 11,04
3 13,7 0,7 187,69 9,59
4 13,2 0,9 174,24 11,88
5 12,2 1,2 148,84 14,64
6 12,9 11 166,41 14,19
7 12,5 1,4 156,25 17,50
> 91,2 7,1 1190,28 91,74

OLS-Schétzer der Regressionskoeffizienten ; und 2:

N-YX¢Yt —XX¢ Xyt  7-94,74-71.912 -534
= 5 5= 5 = =-0,368
n-Y X5 —(Xxy) 7-1190,28-91,2¢ 14,52

B2

By ==Yt . ZXe Tl 4368).9%2 1 0144.0,36813,020 5,809
" o ! s

OLS-geschatzte Nachfragefunktion fir Erdgas in Abhangigkeit vom Gaspreis:

GASVt =5,809-0,368- GASP;
5{_/ ;Y—/
Yt Xt
Interpretation:
o Bl =5,809: Das absolute Glied ist hier allein als technische Konstante zu interpretieren,

die die Lage der Regressionsgerade im zweidimensionalen Variablenraum festlegt.
Formal gibt sie die Nachfrage nach Erdgas bei einem Gaspreis von 0 an. Da jedoch ein
Gaspreis von 0 nicht im Sttzbereich liegt, ist diese Interpretation jedoch nicht zul&ssig.

o Bz =-0,368: Erhoht sich der Erdgaspreis um eine Einheit, dann sinkt der Erdgasver-
brauch durchschnittlich um 0,368 Einheiten.



2.4 Fur die Nachfrage nach Erdgas (GASV) und das verfligbare Einkommen
(VEINK) (= Energiemodell Ib) liegen die Daten fir einen 7-Jahres-Zeitraum vor:

t 1 2 3 4 5 6 7
GASV 1,0 0,8 0,7 0,9 1,2 11 1,4
VEINK | 12 12 9 11 13 13 15

Schétzen Sie die Nachfrage nach Erdgas in Abhédngigkeit vom verfugbaren Ein-
kommen mit der OLS-Methode unter Verwendung der Matrizenrechnung! Inter-
pretieren Sie die geschatzte Nachfragefunktion!

LoOsung:

Abhéngige Variable (y): Erdgasverbrauch (GASV)

Unabhangige Variable (x): Verfugbares Einkommen (VEINK)

- Vektor der abh&ngigen Variablen y und Beobachtungsmatrix X:

1,0 1 12
0,8 1 12
0,7 1 9
y =09 X =1 11
1 1172 ™2 11 13
11 1 13
1,4 1 15

- Produktmatrix X’X:

12
12

o _( n=7 th:85J

X’X=(1 1 1 1 1 1 1)

12 12 9 11 13 13 15 1 >Xx¢ =85 th2=1053

13
13
15

e e e

- Inverse Produktmatrix (X'X)L:
Adjungierte Matrix:
Regel fiir symmetrische 2x2-Matrix : A = (a b) > A= (_d _bj

b d b a
expa (18 I (1053 -85
85 1053 -85 7

Determinante:

7 85

|XX|=‘85 1053

‘=7‘1053—852 —146



Inverse:

_ 1
X' X)L =
1053
146
-85
146
- Vektor X'y :

X,y:(l 1 1

12 12 9 11 13

- OLS-Schatzer fur :
B=(XX) "Xy =(

j 1 (1053
(X'X adj _ -+ |
(Xx) 146 (—85
-8
146 | 7212329
2 | \-0582192
146
1,0
08
1 1 1 1) 8; _
13 15)| 5
11
14
7,212329 —0,582192
~0,582192  0,047945

-85
7

-0,582192
0,047945
— ZYt = 7,1
th Vi = 88,7

71

M : j: B = 0,433
88,7 By =0,119

OLS-geschatzte Nachfragefunktion flr Erdgas in Abhangigkeit vom verfiigbaren Einkommen:

AN

GASVt =-0,433+ 0,119 VEINK

| —

A

Yt

Interpretation:

%r_/
Xt

. f}l =—0,433: Das absolute Glied ist hier allein als technische Konstante zu interpretieren,
die die Lage der Regressionsgerade im zweidimensionalen Variablenraum festlegt. Da
ein Einkommen von 0 nicht im Stltzbereich liegt, 1&sst sich die Konstante 6konomisch

nicht interpretieren.

o ﬁz =0,119: Erhoht sich das verfligbare Einkommen um eine Einheit, dann steigt der
Erdgasverbrauch durchschnittlich um 0,119 Einheiten.



2.5 Die Nachfrage nach Erdgas soll durch den Erdgaspreis (GASP) und das verfug-
bare Einkommen (VEINK) mit einer lineare Nachfragefunktion erklart werden
(=Energiemodell I1). Bestimmen Sie die OLS-Schatzer der Nachfragefunktion
nach Erdgas (Daten s. Aufg. 2.3 und 2.4)!

Hinweis: Bilden Sie hierzu die Inverse der Produktmatrix X°’X mit dem
Programm R:

7 912 85
X'X=|912 1190,28 1102,7
85 1102,7 1053

Losung:

Abhéngige Variable (y): Erdgasverbrauch (GASV)

Unabhéngige Variablen:
X1: Ergaspreis (GASP)
Xz: Verfuigbares Einkommen (VEINK)

- Vektor der abh&ngigen Variablen y und Beobachtungsmatrix X:

Lo 1 129 12
08 1 138 12
0,7 1 137 9
y ={09], X =|1 132 11
o2 3l 122 13
L 1 129 13
14 1 125 15
- Vektor X’y
10
08
1 1 1 1 1 1 1)o7 Yy =71

Xy=1129 138 137 132 122 129 125|109 | =X Xyt =9174

12 12 9 11 13 13 15 )| 12 > X3ty =88,7
11
14

Die mit dem Programm R berechnete Inverse der Produktmatrix X°X lautet:

255,7066 —15,7459 —-41520
(X'X) 1| _157459 0997745  0,2262
—-41520 0,2262  0,099228

- OLS-Schatzer fur B:

255,7066 157459 —41520)( 71 2,706
B=(X'X)IXy=(X'X)"t=|-157459 0997745  0,2262 ||91,74|=|-0199
~41520 02262  0,099228 | 88,7 0,074



2.6 Was versteht man unter einem BLUE-Schatzer?

LdOsung:

e Ein BLUE-Schatzer ist ein erwartungstreuer (unbiased) und effizienter (best) linearer
(linear) Schatzer (estimator).

e Ein Schatzer ist erwartungstreu, wenn sein Erwartungswert mit dem unbekannten
Parameter der Grundgesamtheit U(bereinstimmt. Ein erwartungstreuer Schétzer ist
unverzerrt.

e Ein erwartungstreuer Schatzer ist effizient, wenn er die geringste Varianz von allen
erwartungstreuen Schatzern aufweist.

e Ein BLUE-Schatzer weist die geringste Varianz unter allen linearen, erwartungstreuen
Schatzfunktionen auf.

2.7 Erlautern Sie verbal die Konsistenzeigenschaft! Welchen Stellenwert wirden Sie
dieser Schatzeigenschaft in der angewandten Okonometrie in Abhéngigkeit von
der Datenart zubilligen?

Losung:

Ein Schétzansatz ist konsistent, wenn der geschatzte Parameter bei einem Uber alle Grenzen
wachsenden Stichprobenumfang mit dem wahren Parameter zusammenféllt. Die Konsistenz ist
gesichert, wenn zwei Eigenschaften erfullt sind:

e Asyptotische Erwartungstreue: Bei einem gegen unendlich strebenen Stichprobenumfang
fallt der Erwartungswert des Schétzers mit dem wahren Parameter zusammen.

e Die Varianz des Schatzers geht bei einem gegen unendlich strebenden Stichproben-
umfang gegen null.

Die Konsistenz ist eine Minimalforderung. Wenn in 6konometrischen Modellen nicht die
Erwartungstreue und Effizienz erfillt ist, so sollte die Schatzfunktion doch zumindest konsis-
tent sein.
Allerdings macht sich die Konsistenzeigenschaft nur bei grofRen Stichproben bemerkbar.
Wahrend diese Voraussetzung bei Querschnittsdaten z.B. aus Unternehmens- und Verbraucher-
befragungen haufig erfullt ist, lasst sie sich bei Zeitreihendaten oft nicht realisieren. Bei
Jahresdaten liegen in der Regel nicht ausreichend grol3e Stichproben vor. Die Konsistenz ist im
Falle von Zeitreihendaten deshalb eher bei Monats- und Quartalsdaten relevant.



2.8 Berechnen Sie den Determinationskoeffizienten fiir das Energiemodell Ib (s.
Aufgabe 2.4) unter Verwendung der Summenformel und interpretieren Sie
ihn!

LoOsung:

$2 2
Berechnungsformel: R? :%
XYt —ny

OLS-geschatzte Nachfragefunktion flr Erdgas in Abhangigkeit vom verfiigbaren Einkommen:

AN

GASVt =-0,433+0,119- VEINK
%r—/ [N —
Yt Xt

Regressionswerte (y¢):
t=1: §; =-0,433+0,119- (x4 =12) = 0,995
t=2: §y, =-0,433+0,119- (x, =12) = 0,995
t=3: 3 =-0,433+0,119-(x3 =9) =0,638
t=4: ¥, =-0,433+0,119- (x4 =11) =0,876
t=5: §5 =-0,433+0,119- (x5 =13) =1114
t=6: ¥ =—-0,433+0,119- (xg =13) =1114
t=7: y7 =-0,433+0,119- (x4 =15) =1,352

Arbeitstabelle:

t Yt y? Yt §?2

1 1,0 1,00 0995 | 0,9900
2 08 0,64 0995 | 0,9900
3 0,7 0,49 0,638 | 044070
4 09 0,81 0876 | 07674
5 1,2 1,44 1114 | 1,2410
6 11 1,21 1114 | 1,2410
7 14 1,96 1352 | 1,8279
) 71 7,55 ~7,1 7,4643

Arithmetisches Mittel der abhdngigen Variableny: y = EZyt = % -7,1=1,014
n

Determinationskoeffizient:

_Zyi-n
Syf-n

| 7,4643-7-1,014°  0,2669

R? =
2
755-7-1,014%> 03526

=0,757

‘)—/2
.yz

Interpretation:
e Das verfiigbare Einkommen erklart 75,7% der Varianz des Gasverbrauchs.
e Die quadrierte Korrelation zwischen den y-Werten und den Regressionswerten y und
damit auch den x-Werten betragt 0,757.



2.9 Berechnen Sie den Determinationskoeffizienten fur das Energiemodell 11 (s.
Aufgabe 2.5) unter Verwendung des OLS-Schétzers ﬁund interpretieren Sie

ihn!
LOsung:
. B'X'y —ny?
Berechnungsformel: R? R
y'y—ny
71
X'y = (2,706 —0199 0,074)| 91,74 | = 7,5201
88,7
1,0
08
0,7
yy= (10 08 07 09 12 11 14)[09|=755
1,2
11
1,4

n2 _BXy- ny? 7,5201-7-1014% 7,5201-7,1974 03227 _ 0915
y'y—nyz 7,55_7.1,0142 755-71974 03526

Interpretation:

e Durch den Erdgaspreis und das verfligbare Einkommen wird 91,5% der Varianz des
Gasverbrauchs erklart.

e Die quadrierte Korrelation zwischen den y-Werten und den Regressionswerten § betragt
0,915.

2.10 Erlautern Sie die beiden unterschiedlichen Interpretationsmaoglichkeiten des
Determinationskoeffizienten!

Ldsung:
e Der Determinationskoeffizient gibt den Anteil der Varianz der abhangigen Variablen an,
der durch den Regressionsansatz erklart wird.

e Der Determinationskoeffizient ist der quadrierte multiple Korrelationskoeffizient
Rzzrjy, der den Zusammenhang zwischen der abhangigen Variablen y und den

Regressionswerten § quantifiziert.



211 Welche Rolle kdnnte der korrigierte Determinationskoeffizient bei der Modell-
auswahl einnehmen?

LdOsung:

Der gewohnliche Determinationskoeffizient kann durch die Aufnahme weiterer exogener
Variabler nur steigen oder im  Grenzfall gleich bleiben. Der Kkorrigierte
Determinationskoeffizient fihrt deswegen eine Korrektur durch, indem die Anzahl der
Beobachtungen durch die Zahl der Freiheitsgrade ersetzt wird. Der Korrekturfaktor ist umso
groRer, je mehr exogene Variablen das Regressionsmodell enthalt. Hieraus leiten sich die
Einsatzmdglichkeiten ab:

e Der korrigierte Determinationskoeffizient ist dann einzusetzen, wenn gepruft werden soll,
ob die Einbeziehung weiterer exogener Variabler sinnvoll ist. Danach wére das Modell
mit dem groReren korrigierten Bestimmtheitsmal} auszuwéhlen.

e Der korrigerte Determinationskoeffizient kann verwendet werden, wenn vollkommen
unterschiedliche Regressionsmodelle miteinander verglichen werden sollen. Auch hier
ware das Regressionsmodell mit dem groBten korrigierten Erklarungsbeitrag (= groRer
korrigierter Determinationskoeffizient) heranzuziehen.



