3.3 Konfidenzintervalle fir Regressionskoeffizienten

Konfidenzintervall (Intervallschatzung):

Angabe des Bereichs, in dem der "wahre" Regressionskoeffizient mit einer gro-
[3en Wahrscheinlichkeit liegen wird

Konstruktion eines Konfidenzintervalls flir den
unbekannten Regressionskoeffizienten B,

Hierzu gehen wir von dem t-Wert des RegressionskoeffizientenBj (standardi-
sierter Regressionskoeffizient) aus,
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der t-verteilt ist mit n-k Freiheitsgraden. Die Wahrscheinlichkeit, dass der stan-
dardisierte Regressionskoeffizient in einem symmetrischen Intervall um seinen
Erwar-tungswert O liegt, ist durch
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thx1-a2- (1-0/2)-Quantil der t-Verteilung mit n-k Freiheitsgraden

gegeben. Mit (3.15) erhalt man
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und nach weiterer Umformung

(3.16) P(Bj —th—k1-a/2 6V xJ < Bj<Bj+tn_kic/2-6V xJ ) =l-a

Gleichung (3.16) gibt das Konfidenzintervall fur 3; zum Konfidenzniveau
(=Vertrauenswahrscheinlichkeit) 1-a an. Bei Normalverteilung der Storvaria-
blen u liegt der unbekannte Regressionskoeffizient 3; mit einer Wahrschein-
lichkeit von 1-a in dem Intervall
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Beispiel:

Als Punktschéatzer fur die marginale Konsumquote c, der makro6konomischen
Konsumfunktion ist der Wert 0,9335 ermittelt worden. Bei wirtschaftspolitischen
MalRnahmen ist jedoch von Interesse, in welchem Bereich die marginale Kon-
sumqguote mit einem hohen Konfidenzniveau liegen wird. Aus diesem Grund

ist die Punktschatzung flr die marginale Konsumquote ist durch ein Konfi-
denzintervall zu erganzen.

Ein 95%-Konfidenzintervall fur die marginale Konsumquote ist durch

n
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gegeben. Bekannt sind die Grol3en, die zur Berechnung der Standardabwei-
chung von c, benadtigt werden:

C1£th_2:0975 G\/

6=81103, n=19, > x7 =37472832, > x =26529,9



Unter Verwendung des 0,975-Quantils t,;.4 975 =2,110 der t-Verteilung mit
17 Freiheits-graden erhalt man damit das Konfidenzintervall

{0,9335—2,110-8,11-\/ 19 ; 0,9335+ 2,110-8,11-\/ 19 }

19-37472832 - 26529,9° 19-37472832 — 26529,9°

[0,9335-2,110-0,0124; 0,9335+2,110-0,0124] =[0,9074; 0,9596]

fur die marginale Konsumquote zum Konfidenzniveau von 95 %.



Beispiel:

In der Geldpolitik werden zu verschiedenen Zwecken Bereiche fur die Grof3en-
ordnung monetéarer Variablen verwendet. Hier soll eine Intervallschatzung

der Einkommens- und Zinselastizitat der Geldnachfrage vorgenommen werden.
Die 95%-Konfidenzintervalle fur die Einkommens- und Zinselastizitat lauten
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B2 £t0975:n-3 - | VAR (52)
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t0,975:n-3 - | VAR (53)

Das 0,975-Quantil der t-Verteilung mit 16 Freiheitsgraden, die sich aus dem
Stichpro-benumfang von n=19 ergeben, betragt 2,120. Mit den Schatzern

N

B,=2,81 und f,=-0,189

und den Standardabweichungen

und

-+

B3

Var(p,)=0159 und |Var(fi;) =0,0207



erhalt man fur die Einkommenselastizitat das 95%-Konfidenzintervall

[2,81— 2,120-0,159; 2,81+ 2,120-0,159] = [2, A4747; 3,1478]
und fur die Zinselastizitat das 95%-Konfidenzintervall

[—O, 189-2,120-0,0297; -0,189+2,120-0, 0297] = [—O, 2521; -0, 1261]



Wahl und Interpretation des Konfidenzniveaus 1-a:
Gangige Werte fur 1-a: 0,95 und 0,99 (ggf. 0,90)

Wird ein Konfidenzniveau von 0,95 gewahlt, hat man eine 95%ige Sicherheit,
dass das Konfidenzintervall den unbekannten Regressionskoeffizienten {3; iber-
deckt.

Konflikt zwischen Genauigkeit (=Lange des Konfidenzintervalls) und Konfidenz-
niveau (=Vertrauenswahrscheinlichkeit):
Je grol3er das Konfidenzniveau, um so unpraziser wird die Intervallschatzung.

—> Bel einer gegebenen Stichprobe kann die Genauigkeit der Intervallschatzung
nur durch eine Verringerung des Konfidenzniveaus (z.B. von 99% auf 95%)
erreicht werden.,

Dagegen kann die Gefahr, dass das Konfidenzintervall den unbekannten Re-
gressionskoeffizienten B; nicht tberdeckt nur durch eine Erhéhung des Konfidenz-
niveaus (z.B. von 95% auf 99%) vermindert werden.

Wenn ein Konfidenzintervall den Wert O nicht Uberdeckt, bedeutet dies gleichzeitig,
dass der geschatzte Regressionskoeffizient signifikant verschieden von 0O ist.



3.4 Varianzanalyse und Signifikanz des Gesamtzusammenhangs

Der Determinationskoeffizient ist ein Mal3 fur die Gute der Anpassung, das haupt-
sachlich deskriptiv interpretiert wird. Jedoch sind die hierin eingehenden Quadrat-
summen Zufallsvariablen, die eine varianzanalytische Prifung zulassen. Bei einer
Varianzanalyse (Analysis of Variance = ANOVA) eines 6konometrischen Modells
wird die Summe der quadrierten Abweichungen der Werte der endogenen Varia-
blen y von ihrem Mittel Y in die durch die Regression "erklarte" Quadratsumme
und die Abweichungsquadratsumme der Residuen aufgeteilt. In einer ANOVA-
Tabelle, die die Grundlage eines Signifikanztests tber den Gesamtzusammen-

hang ist, werden zuséatzlich die Freiheitsgrade und die mittleren quadratischen
Abweichungen ausgewiesen.

Ubersicht: ANOVA-Tabelle fiir eine Regressionsanalyse

Quelle der Streuung Summe der Abweichungs- | Freiheits- Mittlere Abweichungs-
quadrate grade quadratsumme
Regression (Y -V 2 _ V'y - nyz k-1 A1 2
(erklart) ( t ) i 5 (B X'y —ny ) / (k_l)
=p' Xy—ny
Residuen 2 n-K 0'0 n—k
(unerklart) 20t =0d / )
gesamt Z(Yt _ y)2 —y'y - ny2 n-1




Nullhypothese fiir einen Test des Gesamtzusammenhangs:
(3.17) Ho:B2 =P3=...=Pk =0

PrifgroRe des Tests:

318a) Fo BXY=192) L (D g (3gn) o RE(K-D
(3.18a) F 0 (=) oder ( ) F (1_R2)/(n_k)

Die Prifgrof3e besteht aus dem Verhaltnis der durch die Regression erklar-
ten Streuung zur Residualstreuung, wobei die Streuungsmalde in Form der
mittleren Abweichungsquadratsummen unter Bertck-sichtigung der Freiheits-
grade gebildet worden sind. Unter der Nullhypothese ist die Prufgrof3e (3.18a)
bzw. (3.18b) des Signifikanztests F-verteilt mit k-1 und n-k Freiheitsgraden.

Testentscheidung:

F>FR_gk-1:n—k — Ho verwerfen

Im Falle einer Ablehnung der Nullhypothese kdnnen bei einer Irrtumswabhr-
scheinlichkeit a nicht mehr alle Regressoren als irrelevant angesehen werden.
Das Regressionsmodell leistet insgesamt gesehen dann einen signifikanten
Beitrag zur Erklarung der abhangigen Variablen y.



Abbildung: Annahme- und Ablehnungsbereich des F-Tests
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Exkurs: Chi-Quadrat-Verteilung und F-Verteilung

e Chi-Quadrat-Verteilung
Es seien Z1,29,...,Zp,

_Xj—u

Zj :
G 2
unabhéngige, standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Dann besitzt die

Quadratsumme
t(2)
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n
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eine y2-Verteilung mit n Freiheitsgraden. Hierbei lasst sich die Quadratsumme

auch in der Form
n

2
0 X2 >(Xi—n)
Xz _ Z ( | _“j _ =1
=1 62
darstellen.




Wird u durch den Stichprobenmittelwert geschatzt, dann ist die Quadratsumme
L <\2
, > (X - X)
_i=1
X _ o 2

x> mit n—1 Freiheitsgraden. Allgemein ist eine Quadratsumme der Form (*) x°-

verteilt mit n—k Freiheitsgraden, wenn hier in k Parameter aus der Stichprobe zu
schatzen sind.

e F-Verteilung

Es seien xz und X\Z/Z zwei unabhangige 2 -verteilte Zufallsvariablen mit v,

Vi
und v, Freiheitsgraden. Dann ist das Verhaltnis
2
£ Xl / Vi
2
xz/ V2

F-verteilt mit v, und v, Freiheitsgraden. 0



F-Test und p-Wert

Signifikante Abweichungen von der Nullhypothese zeigen sich beim F-Test stets an-
hand eines grof3en positiven empirischen F-Wertes F,.,, (= Wert der Prifgrof3e F).

Als Quotient zweier unabhangiger x2-verteilter Zufallsvariablen nimmt die Prufgrofi3e
stets positive Werte an. Aus diesem Grund ist der F-Test immer ein einseitiger Test.
Der p-Wert entspricht dann der einseitigen Uberschreitungswahrscheinlichkeit .

p=P(F>Fgp) =1 — P(F< o).

Abb.: p-Wert beim F-Test
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Beispiel:

Bei der 6konometrischen Analyse der gesamtwirtschaftlichen Konsumfunk-
tion fUr die Bundesrepublik Deutschland im Stlitzzeitraum ergibt sich folgende
ANOVA-Tabelle:

Quelle der Summe der Freiheits- Mittlere

Streuung Abweichungsquadrate grade Abweichungs-quadratsum
me

Regression 373741,1 1 373741,1

(erkléart)

Residuen 1118,2 17 65,8

(unerklart)

Gesamt 395684,8 18 20825,5

Aus ihr lasst sich die PrifgrofRe (3.11a) bzw. (3.11b) berechnen:

F:w:%?g,% und Fo_ 09971 —5649,67 [rundungsbeding-

65,8 (1-0,997)/17 te Unterschiede]

Testentscheidung (a = 0,01):
F=5679,96 >F,.,,990 = 8,40 = H, verwerfen

Der Gesamtzusammenhang ist damit statistisch signifikant.



Beispiel:

Bei einem Kapitalmarktmodell mit drei exogenen Variablen (einschl. der Schein-
variablen) betragt der Determinationskoeffizient 0,303. Das Regressionsmo-
dell ist aus 16 verbundenen Beobachtungen geschatzt worden. Es stellt sich
nun die Frage, ob die exogenen Variablen insgesamt einen Einfluss auf die
endogene Variable besitzen oder aber substantiell bedeutungslos sind.

Aufschluss hiertiber kann ein F-Test auf Signifikanz des Determinationskoef-
fizienten vermitteln. Bei einem Signifikanzniveau von 5 % ist die Prifgrof3e

= R%/(k-1) _0303/(3-1)
(1— R? )/(n —k) (1-0,303)/(16-3)

mit dem 0,95-Quantil Fy g5.,.15 der F-Verteilung mit 2 und 13 FG zu vergleichen.
Wegen

= 2,826

F=2,826< Fp 95,213 = 3,82

kann die Nullhypothese (3.10) nicht verworfen werden, d.h. der Einfluss der
exogenen Variablen auf die endogene Variable des Kapitalmarktmodells ist
nicht statistisch gesichert. O



