Prof. Dr. Reinhold Kosfeld

Formelsammlung zur Multivariaten Statistik

1. Einleitung
Merkmale (Variablen): X1, Xz, ..., Xm

Univariate Datenanalyse

n
Arithmetisches Mittel der Variablen X; Xj= 1 2 Xij
n i=1
Varianz der Variablen X §? _ 1. %(x -X )2
! AL
Standardabweichung der Variablen X; Sj = SJZ

Kovarianz 1 0 ( - ) .
. Sik = 1_2 Xijj = Xj (Xik —X)
Wertebereich: Menge der n—1lj=1
reellen Zahlen (keine
Begrenzung)

%(Xij—Yj)'(Xik—Yk)

Korrelationskoeffizient (nach . Sjk i=1

. k p— p—
Bravais und Pearson) 55y oy N v
J _Z(Xij_xj)z'_zl(xik_xk)
| 1=

Wertebereich: -1 <rik<1 -1
Einfache Regressionsanalyse Kleinst-Quadrate-Schatzer:
. .o n _ _
Regressionsfunktion: > (Xij — X j)(Xik —Xk)
f(k:a+b-xj bzl:l n
A2
> (Xjj —X)
i=1
n n
2 Xik 2 Xij
g=i=l _f{.i=l
n n

Determinationskoeffizient:

R2= rjzk




2. Faktorenanalyse
2.1  Grundidee der Faktorenanalyse

Pfeildiagramm einer Faktorenstruktur

Faktoren

(.Supervariablen®) Manifeste Variablen

X1
X2
F X3
X4
F —» X5
Xg
Beobachtungsmatrix X:
X11 X120 X1m Merkmalstrager 1
X = Xo1 X9 - Xom | Merkmalstrager 2
nxm : c : :
Xn1 Xp2  Xpm | Merkmalstrager m
Vari- Vari- ... Vari-
ablel able2 ... ablem
Standardisierung:
Zij: !y J, i=1,2,...,n;j:1,2,...,m
S

]
zij:  standardisierter Wert der Variablen j bei der Untersuchungseinheit i

Standardisierte Beobachtungsmatrix Z:

217 Z12 -t Iim

_ Z31 Z3p -t Iom
nxm : : :

Znl Zn2 0 Znm

Transponierte standardisierte Beobachtungsmatrix Z’:

117 Z21 t Im
' Z Z Z
7 -2 2 n2
mxn : . .
Zim Z2m ' Znm

Korrelationsmatrix R:

R-"t .7.7

mxm N—=1 mxn nxm



Korrelation zwischen Xj und Xk:

Z1k

2k

e =1 M.
H =—|Z1; Z9; - Znil- . - VAT A
jk n—1 1j £2j nj : n-1,5 ij <ik

Znk
Test Uber den Korrelationskoeffizienten

Null- und alternativhypothese bei zweiseitigem Test:

Ho: pik=0
Hi: pjk=0

pik: Korrelationskoeffizient zwischen Xj und Xk in der Grundgesamtheit

PrifgroRe des Tests:

T- K

] 2

Standardabweichung des Korrelationskoeffizienten (=Standardfehler):

[ 2
1—rjk

S(rjk) = \/ﬁ

2.2  Faktorenextraktion

e Faktorenanalytisches Modell

X1, X2, ..., Xm: manifeste (beobachtbare) Variablen
Fi, F2, ..., Fp: gemeinsame Faktoren (,,Supervariablen®)
Strukturelle Gleichung fir Merkmalstrager i und Variable X;:
Zij =aj1 'fil +aj2 'fi2 +---+amp ’fip +eij
Matrixform der strukturellen Gleichung:
Z'= A-F+ FE

mxn  Mmxp pxn  mxn

211 Ix; Zpp | |21 ar app | [fn fau fon| [enn e

210 I Znp | 821 ax agp | |fi2 fa fn2| e ez

Zim Zom Znm dm1 am2 amp 1:1p f2p fnp €1m €2m
mXp pXN mxn mxn

F1, F2, ..., Fk: gemeinsame Faktoren
Ei, Eo, ..., Em: Einzelrestfaktoren



Fundamentaltheorem der Faktorenanalyse (= Zerlegung der Korrelationsmatrix):

R-A A+t .E.E

mxm mxp pxm N—=1 mxn nxm

mxp-Matrix A: Matrix der Faktorladungen (Faktormatrix)

Faktormatrix (=Matrix der Faktorladungen):

Fakt. 1 Fakt. 2 ... Fakt. p

a;q app o alp Variablel
A ap; az -+ app | Variable?2
mxp :

ami @m2 : amp | Variablem

= [ ap o ap]

Faktor— Faktor— --- Faktor—

vektorl wvektor 2 vektor p

e Hauptkomponentenmethode

Ausgangspunkt: R = A- A" mitp=m
mxm mxp pxm

Bestimmung des 1. Faktors
gesucht: mx1-Vektor (Ladungsvektor) ai:

aq Ladung des Faktors F auf der Variablen X4

a - an1 Ladung des Faktors F auf der Variablen X,
mx1 :
amy | Ladung des Faktors F auf der Variablen X,

Approximation:

R = a1 . a]_'
mxm mx1 mx1

Eigenwert des 1. Faktors:
D2
)\,1 = Z ajl =d1-ap
j=1
Eigenwertproblem:
Charakteristische Gleichung:
|R —hq - I| =0

Beziehung zwischen dem Faktorvektor ai und dem normiertem Eigenvektor aj [(a{])'a{‘ =1]

al=a?'\/7b—1



Bestimmung des 2. Faktors

Eigenwertproblem:
(R-%y-1)-ap =0
Charakteristische Gleichung:
IR=Ay-1|=0
Eigenwert des 2. Faktors:

M2
Ao = Elajz =a5-ay

Beziehung zwischen dem Faktorvektor a2 und dem normiertem Eigenvektor a5 [(ag)'ag =1]:

ag=af \lq

2.3  Bestimmung der Faktorenzahl

e Kumuliertes Varianzkriterium
e Scree-Test
e Kaiserkriterium

2.4  Das Kommunalitatenproblem

Anknupfungspunkt: Fundamentaltheorem der Faktorenanalyse:

R=A-A'+L-E'-E,p<m
mxm mxp pxm N—=1 mxn nxm
\ﬂ_—/ %/—/

Restkorrelationsmatrix RRest:

uy =0 =0
2 ~
RReSt — 1 . E"E oder RReSt — 0 u2 ce. N
n-1 mam P e

2

=0 =0 ... up

uJ2 . Einzelrestvarianzen (merkmalsspezifische Varianzen)
Reproduzierte Korrelationsmatrix:

Rp=A-A'

Hauptdiagonalelemente von ﬁh: Kommunalitaten hJ2

p
2 = . 2 2: —_ 2 ':
hj —k§:1 aj oder hJ 1-uj,=12,....m



e Hauptachsen-Faktorenanalyse (Faktorenanalyse i.e.S.)
Ausgangspunkt der Faktorextraktion: reduzierte Korrelationsmatrix

M2
hi mp n3 - NIy
r21 h% g -+ r2m
_ 2
Rh =|ry rp hy - 1y
mxm . . : . .
h2
fm1 'm2 ™m3 - Nm |

Schatzverfahren fur Kommunalitaten
- Maximaler absoluter Korrelationskoeffizient
2 _ .
hj = max{rjh‘}
- Multipler Determinationskoeffizient
h?=R? mit R?=1-—
pli
(. j-tes Diagonalelement der inversen Korrelationsmatrix R
- Iterationsverfahren

Unter Verwendung von Anfangsschatzern fir die Kommunalitat wird die Faktorextraktion iteriert
bis Konvergenz eintritt oder eine Kommunalitat den Wert 1 erreicht. Die sukzessive Verbesserung
der Anfangsschétzer ergibt sich dadurch, dass am Ende einer jeden Iteration neue Kommunalitaten
aus den aktuellen Ladungen der extrahierten Faktoren berechnet werden.

2.5 Das Rotationsproblem

Interpretationsproblem bei Ladungen im mittleren Bereich: |0,3/<a j <[0,7|

Rotationsproblem:

Drehung des Koordinatensystems, in dem die Variablenvektoren (= Vektoren, die die Faktor-
ladungen jeweils einer Variablen enthalten = Zeilen der Faktormatrix) liegen (,,Faktorraum®), um
eine Einfachstruktur zu erreichen.

Rechtwinklige Rotation (bei Rotation im mathematischen Uhrzeigersinn):

AR AT

mxp mxp pxp

ARR: rechtwinklig rotierte Faktormatrix
T: Transformationsmatrix

Transformationsmatrix bei zwei gemeinsamen Faktoren:

T cosa —Sina
2x2 | sina cos a



Varimax-Methode
Varianz der quadrierten Ladungen des Faktors F«:

) 1M/, ) (Streuung der quadrierten Ladungen des Faktors Fk um
Sk “m )3 (ajk —ak) den Mittelwert seiner Ladungsquadrate)
k=1
.. 2 1m 5 . . .
mit aj :E 2 ajk (Arithm. Mittel der quadrierten Ladungen des Faktors Fk)

=1

p
Varimax-Kriterium: VAR :1 > 8,2:k - Max.!
Pk=1

Anmerkung: In der Maximierungsprozedur werden die Faktorladungen auf Wurzeln aus den
Kommunalitdten bezogen, damit die Variablen das gleiche Gewicht haben (Normierung). Die

Ladungsquadrate aJZk sind daher durch die normierten Ladungsquadrate aJZk/hJ2 zZu ersetzen.

2.6 Bestimmung der Faktorwerte

sMatrizenmanipulation* bei Hauptkomponentenmethode:
Fkg = (A" A) ' Az (KQ:Kleinst-Quadrate-Schatzer)
pxn pxp pxm mxn

Faktorwerte-Koeffizientenmatrix: (A'A)_1 A

Regressionsmethode bei Faktorenananalyse i.e.S.:
Freg =A'R™1.Z

Faktorwerte-Koeffizientenmatrix: A'-R_l

3. Varianzanalyse

Varianzanalyse (ANOVA)
|
I ' |
Einfaktorielle Varianzanalyse Zweifaktorielle Varianzanalyse

Einfluss eines Faktors (=qualita-  Einfluss von zwei Faktoren
tive unabh. Variable) auf eine (=qualitative unabh. Variablen)
quantitative abh. Variable auf eine quantitative abh. Variable

ohne Interaktion mit Interaktion




3.1 Einfaktorielle Varianzanalyse

(qualitative unabh. Variable) > [Abhangige Variable Y] (quantitativ)

Modell der einfaktoriellen VVarianzanalyse

Wert der abhéngigen Variablen yij mit Doppelindex:
- 1. Index: i-te Untersuchungseinheit, i=1,2,...,nj,
- 2. Index: j-te Gruppe (Faktorstufe A)), j=1,2,...,p

Varianzanalytisches Modell:

Yij =p+aj+gj

Gesamtmittel der Grundgesamtheit:

Mittelwerte der p Stufen des Faktors A in der Grundgesamtheit:

pj=u+OLj, j:1,2,...,p

Effekt des Faktors A: oj = Mje — U

StorgroBe: & ~ N(0,6%)

Erwartungswert der abhéngigen Variablen y:

E(yjj) =pn+aj oder E(yj)=p;

Nullhypothese Hg :py =pp =...=pp
Stichprobenkenngrofien (Stichprobendquivalente):
Mittelwerte der p Stufen des Faktors A:

p
mit > nj =N (Gesamtzahl der Beobachtungswerte)
j=1

Stichprobenaquivalent des Erwartungswerts: Y ;

Residuum:
€ij =VYij —Y;




Varianzanalytischer Test

Totale (gesamte) Abweichungsquadratsumme:

N
QT—zz(y., y)?= Zn (y; 7)2+_§ﬂzjl(yij—vj)2
j=li=

QA Qr
Mittlere Abweichungsquadratsumme zwischen den Gruppen:
Qa _ 1 P
MQa =—A =—— %n;-(y;-v
p-1 p- ia J ( J )2
Mittlere Abweichungsquadratsumme innerhalb der Gruppen (=Residualvarianz):
Qr 1 2
M ==
OR=Np " N=p Eé(y” vi)

PrufgroRe des F-Tests:

Zn 2
oo Bt
MQRgr 1 PN

1 2
N-p szl(y ! )

Verteilung der Prifgrole F: F-Verteilung mit p-1 und N-p Freiheitsgaden

3.2 Zweifaktorielle VVarianzanalyse

Zweifaktorielle Varianzanalyse

ohne Wechselwirkunén mit Wechselwirkungen

(ohne Intrraktion) (mit Inter|aktion)
Einfluss der Einfluss der
Faktoren A und B Faktoren A und B

und der Wechselwirkung
zwischen A und B

Zweifaktorielle Varianzanalyse

Orthogonale Varianzéyse Nonorthogonale \blanzanalyse
gleiche Zellenbesetzung ungleiche Zellenbesetzung
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3.2.1 Orthogonale Varianzanalyse

A. Modell der zweifaktoriellen Varianzanalyse ohne Wechselwirkungen

(qualitative Variable) \
Faktor B| (qualitative Variable) /

IAbhangige Variable Y| (quantitative Variable)

Wert der abhé&ngigen Variablen, yijk, mit Dreifachindex:
- 1. Index: i-te Untersuchungseinheit, i=1,2,...,nj,
- 2. Index: j-te Auspragung des Faktors A (Faktorstufe A)), j=1,2,...,p,
- 3. Index: k-te Auspragung des Faktors B (Faktorstufe Bk), k=1,2....,q.

Varianzanalytisches Modell ohne Wechselwirkung:
Yijk =H+0j+Bk +Eijjk -
Gesamtmittel der Grundgesamtheit:

Mittelwerte der p Stufen des Faktors A in der Grundgesamtheit:
Hje =p+oj, j=12,...,p
Mittelwerte der g Stufen des Faktors B in der Grundgesamtheit:

“Ok:l't'i'Bj’ j:1!21"-’p
Effekt des Faktors A: oj = Mjs — I,
Effekt des Faktors B: 3k = Mok - U

StorgroBe: &jj ~ N(0,67)
Erwartungswert der abhéngigen Variablen y:
E(Yijk) =pn+oj+Bx oder E(Yijk)=Hje +Hek —1

Nullhypothesen:

Ho (Faktor A): e =...=Hje =...=Upe-
und
Ho (FaktorB): pei=...=Hek =...=Heq-

StichprobenkenngréRen (Stichprobendquivalente):

Mittelwerte der p Stufen des Faktors A (Zeilenmittelwerte):
1

Vie=—"" ZZykJ12 P
: anll_lu

Mittelwerte der q Stufen des Faktors B (Spaltenmittelwerte):

= 1 P
Yok =—7"22 Yijk
P-N j=ti=1
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Gesamtmittelwert:

_ 1
Y=y Sy Zy.,k
j—]k—ll =1

mit N= Z Z Njk =p-d-n (Gesamtzahl der Beobachtungen)
j=1k=1

Stichprobenduivalent des Erwartungswerts
—Erw

Yik =Y+ Tjo=¥)+(Vek —Y) oder VR = Ve + Yok - Y

Residuum:

—erw
Cijk = Yik Yk

Varianzanalytischer Test

Totale (gesamten) Abweichungsquadratsumme:

Qr = ZZZ(Yuk__) =

j=1k=1i=1
Pgn
n-q- Z(y,.— yf +n-p. Z(y.k Y2+ 33 Sik ~ Ve~ Yok + VP
k=1 j=1k=1i=1
QA QB Qr
Mittlere Abweichungsquadratsumme des Faktors A:
Qa _n-q
M = - °
=5 e vF

Mittlere Abweichungsquadratsumme des Faktors A

Qg _n-p
MQg =28 P Sy, -y
® T g-1 q-15 v
Mittlere Abweichungsquadratsumme der Residuen (Residualvarianz):
Qr 1 G V. .y
MQg = ZZ 2 \ijk —Yje —Yek V) oder
N-(p+q-1) N—-(p+q- 1)]—]]( ._( e f
1 =
MQRr = Qr Z Z Z(yUk YEEN

N-(p+q-1) N-(p+q-1) j=lk=1i-1
PrufgroRen der F-Tests fur die Faktoren A und B:
__ Qa/(p-1) _MQa
Qr/IN-(p+q-1)] MQR
__ Qe/@-1) _MQs
Qr/IN-(p+q-1)] MQg

Verteilung der PriifgroRen Fa und Fs: F-Verteilung mit p-1 und N-(p+g-1) bzw. g-1 und N-(p+g-1)
Freiheitsgraden.
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B. Modell der zweifaktoriellen Varianzanalyse mit Wechselwirkungen

Faktor Al (qualitative Variable)

Interaktion AxB| (qual. Variable)/'

Varianzanalytisches Modell mit Wechselwirkung:
Yijk =m+oj+Bk +(aB)jk +é&ijk

Interktionseffekt:

(oB)jk =Hjk —Hjo —Hek +H

StorgroBe: eij ~ N(O,GZ)

Erwartungswert der abhéngigen Variablen y:

E(Yijk) =njk =pn+oj+Bk + (o)
Nullhypothese in Bezug auf die Interaktion AxB:

Ho : (aB)1y = (af)2 =...= (aB)pg =0
Stichprobenkenngroél3en (Stichprobenaquivalente):

Mittelwertes Yy der Kombination der Faktorstufen A;j und Bk (Zellenmittelwerte):
- 1 n
Yik =—- 2Vijk

o
Stichprobendquivalent des Interaktionseffekts:
ABjk = yjk - (yjo 'y) - (yok _y) -y oder ABjk = yjk _yjo - yok +y.
Stichprobenauivalent des Erwartungswerts:  ji

Residuum:

erw
Cijk =Yik Yk

Varianzanalytischer Test

Totale (gesamten) Abweichungsquadratsumme:

P g n 5 P q
Qr =22 X(ik -Y) =n'0|_Z(yJ'.— ) n-p3(Vek - )
j=1k=1i=1 =1 k=1

Faktor B| (qualitative Variable) IAbhangige Variable Y] (quantitative Variable)

Qa

P g _ _
+n22(y,k Vie-Vek +9)2
j=1k=1

QB

P g n
+2 X Z(yUk _yjk)
j=1k=1i=1

QAxB

QR
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Mittlere Abweichungsquadratsumme der Interaktion AxB:

QaxB
MQaxp = — 2B
QAB = (0 1)(q-1)

Mittlere Abweichungsquadratsumme der Residuen (Residualvarianz):

P 9 n
MQR = — 2R = 3 5> (yige ~¥ k) 2/ (N—p-0)
N-p-a  Skziiz
PrufgroRen fir die Effekte von A, B und AxB:
_ Qa/(p-) _MQp
A Qr/(N-p-0) MQg
_ Qp/(@a-1) _ MQg
8 Qr/(N-p-a) MQR

_ QAXB/[(p_l)(q _1)] _ MQAXB
AxB Qr/(N-p-q) MQr

(F-verteilt mit p-1 und N-p-q Freiheitsgraden)

(F-verteilt mit g-1 und N-p-q Freiheitsgraden)

(F-verteilt mit (p-1)(g-1) und N-p-q Freiheitsgraden)

3.2.2 Nonorthogonale Varianzanalyse

Ungleichen Zellenh&ufigkeiten (=Haufigkeiten der Kombinationen der Faktorstufen Aj mit Bk) njk:
unbalanciertes Design
= Faktoren sind nicht mehr orthogonal (,,korrelierte* Faktoren)

Folge: Die separat berechneten Abweichungsquadratsummen summieren sich nicht mehr zur
totalen Abweichungsquadratsumme Qt

Bei der zweifaktoriellen VVarianzanalyse mit Wechselwirkung gilt bei ungleichen Zellenhaufig-
keiten njk nicht mehr
Qa+ Qs+ Qaxs + Qr=Qr7 (bei orthogonaler Varianzanalyse),
sondern
Qa+ Qs+ Qaxe + Qr = QT (bei nonorthogonaler Varianzanalyse).
In dem Fall
Qa+ Qs+ Qaxs>Qr—QR
wirde der Gesamteinfluss von A, B und AxB (iberschatzt werden, wéhrend er in dem Fall
Qa+ Qs+ Qaxs <Qr—QR

unterschatzt wirde.
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Schatzmethoden der nonorthogonalen Varianzanalyse

— Hierarchische Methode
Die Haupteffekte, also die Faktoren A und Faktor B, werden sukzessive berechnet. Der
Haupteffekt A enthélt den mit B gemeinsamen Effekt, d.h. die Faktorstufen A1, A2, ..., Ap
werden jeweils zusétzlich nach den Stufen Bi, Bz, ..., Bq des Faktors B untergliedert.

— Experimentelle Methode
Die Haupteffekte werden gegenseitig korrigiert. Bei der Berechnung eines Haupteffekts werden
vor- und nachstehende Faktoren berticksichtigt.

— Regressionsmethode
Alle Effekte werden simultan auf ihren Einfluss untersucht. Entsprechend wird eine simultane
Korrektur gemeinsamer Einfllisse vorgenommen.

4. Clusteranalyse

Klassifikation von Objekten

Arbeitsschritt 1 Quantifizierung der Ahnlichkeit von Objektpaaren
Wahl eines AhnlichkeitsmaRes
in Abhéngigkeit vom Skalenniveau

Metrische Skala | Ordninalskala Nominalskala Gemischtes
Skalenniveau

Y
Arbeitsschritt 2 Gruppierung der Objekte aufgrund ihrer Ahnlichkeit
Wabhl eines Klassifikationsverfahrens
Arbeitsschritt 2a Arbeitsschritt 2b
Gruppenzahl nicht bekannt = Gruppenzahl bekannt
Wahl und Einsatz eines Wahl und Einsatz eines
hierarchischen Verfahrens Partitionsverfahrens

4.1 Distanz- und AhnlichkeitsmaRe

Distanzmalie
Euklidische Distanz:

- aus origindren Beobachtungswerten:

ED(i,j)z\/E (xix —Xjk)z

k=1

- aus standardisierten Beobachtungswerten:

ED(i,j):\/kE (Zik —ij)2 mit Zik Z%, i= 1,2, ..n k = 1,2,...m
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Quadrierte euklidische Distanz:

QED(i, j)= E (Zik—ij)2

City-Block-Distanz:
- - m
CcBD(i, j)= kZl‘Zik —ij‘

Anlichkeitskoeffizienten
A. Dichotome Merkmale
Zweiwertige Merkmale: Modalitaten hier mit 0 und 1 kodiert (£binare Kodierung)

Vierfeldertafel

Objekt i - Objekt 5 >
1 a b a+b
0 c d c+d
> a+c b+d a+b+c+d=m

Simple-Matching-Koeffizient (SMC):
SMC(i, j) = a+d
m

Jaccard-Koeffizient:

. a
i, j)=
(I J) a+b+c

RR-Koeffizient:
.. a
RRI(1, J)=—.
()=
Beziehung zwischen den Ahnlichkeitskoeffizienten:
RR(i, j)< (i, j)< SMCi, j)

B. Polytome Merkmale

Mehrkategorielle Merkmale, die auf einem nominalen oder ordinalen Skalenniveau gemessen
werden kénnen

Ahnlichkeitsmessung bei polytomen Merkmalen: auf der Basis der fiir dichotome Merkmale
entwickelten Ahnlichkeitskonzepte nach Vornahme einer Dichotomisierung

Merkmale mit zwei Kategorien: 1 Dummy-Variable mit den Werten 0 und 1
Merkmale mit 3 Kategorien: 2 0,1-Dummy-Variablen

Merkmale mit p Kategorien: p-1 0,1-Dummy-Variablen

Gewicht der Dummy-Variablen: 1/(p —1)
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4.3 Hierarchische Klassifikationsverfahren

Agglomerativen Verfahren:

- Ausgehend von der feinsten Gruppierung einelementiger Cluster werden sukzessive die
"&hnlichsten” Klassen bis hin zur grébsten Gruppierung eines n-elementigen Clusters
zusammengefasst,

- Gruppierung wird von Stufe zu Stufe heterogener, da zu den Clustern immer ,,entferntere*
Objekte hinzukommen

Divisive Verfahren:
Genau umgekehrte Vorgehensweise, d.h. von einem n-elementigen Cluster zum
einelementigen Cluster

Ablauf einer hierarchischen Klassifikation (Agglomerationsverfahren)

Start: Feinste Partition
(n einelementige Cluster)

Berechnung der Ausgangsdistanz- (Ahnlichkeits-
)Matrix

Ermittlung der beiden Cluster mit der geringsten
Distanz (groBten Ahnlichkeit)

A

Vereinigung der beiden Cluster mit der geringsten
Distanz (groBten Ahnlichkeit)

Gibt es nur noch eine Gruppe (= n-elementiges nein Neuberechnung der
Cluster)? > Distanzmatrix

(Ahnlichkeitsmatrix)
|2

Ende

Dendrogramm

Heterogeni-“
tatsindex

h,

1 2 3 4 5 6 7 8 OijEKt
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e Single-Linkage-Verfahren
Skalenniveau: beliebig

Distanz zwischen zwei Clustern:

D (Cq.Cp) =min{d(i, j)},ieCq, jeCp.
e Complete-Linkage-Verfahren
Skalenniveau: beliebig

D(Cg,Ch )=max{d(i,j)},i € Cg, je Cp

¢ Average-Linkage-Verfahren
Skalenniveau: beliebig

L v sdij).

olea G- NgNhieCy jeCh

Fusionsregel der Verfahren Single-Linkage, Complete-Linkage und Average-Linkage:
D(C,Cq) = min{D(Cg,Ch)}, g #h, = Fusion der Cluster C, und Cj.

Ward-Verfahren

Skalenniveau: metrische Skala

Fusion von Clustern auf der Grundlage eines Varianzkriteriums
Streuung innerhalb des g-ten Clusters:

m
Vo= kél ie%g (Zik —zgk)2 ’

, 1 . "
mit Zg =— > zj (Mittelwert des k-ten Merkmals fir das g-te Cluster)
n -
g ieCy

Varianzkriterium (=Gesamtstreuung innerhalb der G Cluster einer gegebenen Partition):

G m B
V=3 > X (Zik—ng)2
g=1 k=1 icCyq

Bei Anwendung des Varianzkriteriums der Ward-Methode werden in jeder Stufe des
Fusionsprozesses stets die beiden Cluster fusioniert, die zu einer minimalen Erhéhung der

Gesamtstreuung V flhren.

Bestimmung der KriteriumsgroRe V:

Ng-Np M
AV(Cq UCp) =—2 > (Zgk -2
g Y Ch ng k=1( ok ik P
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Auf jeder Stufe des Klassifikationsprozesses sind fur alle Clusterpaare die Zuwéchse AV zu
berechnen. Vereinigt wird auf einer bestimmten Stufe jeweils das Clusterpaar mit dem
geringsten AV-Wert.

Struktogramm: Koordinatensystem in dem Streuungszuwachs AV gegen die Clusterzahl
abgetragen wird

4.4 Partitionierende Klassifikationsverfahren

Partitionierenden Verfahren:

- gegeben: eine Zerlegung der Objektmenge in G Cluster aus, die jedoch nicht als "optimal”
angesehen wird;

- Verbesserung der Ausgangspartition — die etwa durch ein hierarchisches Klassifikationsver-
fahren bestimmt worden ist - durch Umgruppierung von Objekten;

- Anzahl der Cluster bleibt in jeder Stufe konstant (G Cluster).

| Partitionsverfahren |

Optimierende Austausverfahren Iterative Minimal-Distanz-Verfahren
(Hill-climbing methods)

Verbesserung einer Partition auf- grund Verbesserung  einer  Partition durch

eines Optimierungskriteriums Zuordnung eines Objekts zu einem Cluster
mit  einer  geringeren  Distanz  zum
Clusterschwerpunkt

- Varianzkriterium - K-Means-Verfahren

- Spurkriterium

- Determinantenkriterium

K-Means-Verfahren

Clusterschwerpunkte (Zentroide): Komponenten die arithmetischen Mittelwerte (means) der
Merkmale innerhalb der Gruppen sind:

zg:(zgl 292 ngJ,gzl,Z,...,G.

Komponenten der Zentroide Z:
Arithmetische Mittelwerte (means) der Merkmale innerhalb der Gruppen

Distanzmal3 fur Abstéande zwischen Objekten und Cluster: quadrierten euklidische Distanz

d(i,Cg)= k%(zik —ng)z .
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Wechselbedingung:

Ein Objekt i, das sich im Cluster Cy befindet, wird umgruppiert, wenn es ein Cluster Cy,, h =g,
mit der Eigenschaft

m m
d(i,Ch) = X(zik —Zhk ) <d(i,Cqg) = kZ (Zik _zgk)z’h #0,

gibt.

Zuordnungsvorschrift:

Das Objekt i wird dem Cluster C, mit der Minimal-Distanz-Eigenschaft

- m N P L 5 32
d(i,Cy) = X (zik —Zsk) =m|n{d(|,Cg)}:m|n{z @ik —Zgk) }
k=1 9 9 k=1

zugeordnet.

5. Diskriminanzanalyse
5.1 Idee der Diskriminanzanalyse

Diskrimination:

Trennung bestehender Gruppen aufgrund einer Reihe verfiigharer Merkmale (=Merkmalsva-
riablen)

Merkmalsvariablen: metrisch skaliert (auch dichotom, d.h. mit Auspragungen 0 und 1)
Gruppen (1, 2,..., G): als Auspragungen des nominalskalierten Merkmals Gruppe aufzufassen

Klassifikation:

Sind die Gruppen aufgrund der Merkmalsvariablen ,,optimal® getrennt, lassen sich neue Objekte
aufgrund ihrer Auspragungen bei den Merkmalsvariablen einer der Gruppen zugeordnen

Zwei-Gruppen-Fall

Diskriminanzfunktion bei zwei Merkmalsvariablen X1 und Xz:
D=ag+a;-X{+as- Xy
Diskriminanzkoeffizienten (=Diskriminanzgewichte): ao, a1 und az
Diskriminanzwerte (nach Einsetzen der Beobachtungswerte in die Diskriminanzfunktion):
- bei Objekten, deren Gruppenzugehdrigkeit nicht bekannt ist
dj =ag +ap - Xjp +az - Xj
- bei Objekten, deren Gruppenzugehdrigkeit bekannt ist
dgi =g +ag - Xgi1 +a2 - XPjp

Xgij: Beobachtungswerte des i-ten Objekts in der g-ten Gruppe beim Merkmal Xj,
dgi: Diskriminanzwert des i-ten Objekts in der g-ten Gruppe
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1. Gruppe: n1 Objekte, 2. Gruppe: n2 Objekte
Gruppe 1: dy,dp,..., 1y,
Gruppe 2: d21,d22,...,d2n2

Trennpunkt dc der beiden Gruppen auf der Diskriminanzachse:
ng- al +Nso- az

d.=d=
nNi+nNo

n
_ g
mit dg :i ngi ,0=1,2 (Gruppenmittelwerte auf der Diskriminanzachse)
Ng i=
g i=1

Analytische Idee der Diskriminanzanalyse (Zwei-Gruppen-Fall)

Gruppenvariable Diskriminanzvariable Merkmalsvariablen

geschatzte Gruppen —  ie-ooooooooooo-
zugehorigkeit g,

mit g € {1,2}: <i :

di<d, =iel GroRenvergleich
der beiden Werte

und
di>dc =ie2

aj . Diskriminanzkoeffizient der j-ten Merkmalsvariablen

di : i-te Auspragung der Diskriminanzvariablen D
dc : kritischer Diskriminanzwert (Trennwert)
Xij:  Auspragung der j-ten Merkmalsvariablen bei der i-ten Untersuchungseinheit

5.2  Lineare Diskriminanzfunktion

A. Allg. Darstellung des Zwei-Gruppen-Falls bei m Merkmalsvariablen
Diskriminanzfunktion:

- flr neu zu klassifizierende Objekte

dj =ag +ag-Xjp +as-Xjp +...+am * Xim

- fur bereits Klassifizierte Objekte

dgi =@ +a1 - Xgi1 +a2 - Xgi2 +...+am - Xgim
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gesucht: Diskriminanzkoeffizienten ao und a;j (j=1,...,m)
Diskriminanzkriterium:

- Streuung zwischen den Gruppen
Streuung innerhalb den Gruppen

Gesamtmittelwert auf der Diskriminanzachse:

1 2"
3 zdgi
N1+N2 g=1i=1

d=
Streuung zwischen den Gruppen:
2 o
By= 3 ngldy—df
g=1
Streuung innerhalb der Gruppen:
2 Ng _
Wo =X _Z(dgi ~dyf
g=li=1
Maximierung des Diskriminanzkriteriums:

i_l”g (dg -af

h= \?vd = 92 - — Max!
d g _
> _Z(dgi ‘dg)z
g=1li=1

Das Diskriminanzkrierium X ist im Hinblick auf die Diskriminanzkoeffizienten ao, as, ..

., am ZU

maximieren, d.h. die Diskriminanzkoeffizienten sind so zu bestimmen, dass das Verhéltnis aus der
Streuung zwischen den Gruppen (Bd) und der Streuung innerhalb der Gruppen (Wd) maximal wird.

B. Diskriminanzfunktion und Diskriminanzkriterium in Matrixform

Diskriminanzfunktion:

dq ag ap X11 X2

] d a a X X
mit d = ,2 , a= ,2 , Qg = .O , X= .21 .22
dy am ag Xmi Xm2

Mittelwertvektor der Diskriminanzvariablen D:

o ol

ol ...

X1m
X2om
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X1 X2 Xm
- X1 X X
mit der Mittelwertmatrix X: X =| 1 "2 m
nxm : :
Xp X2 Xm
Streuung zwischen den Gruppen:
Bd =a'-B-a
Streuung innerhalb der Gruppen:
Wy=a"W-a
Streuungszerlegung:
T = B + w
Totale Streu- Streuungsmatrix zwi-  Streuungsmatrix in-
ungsmatrix schen den Gruppen  nerhalb der Gruppen

Totale Streuungsmatrix T vom Typ mxm (hier fir m=2):

S g5 Y g~ %Kiz - X2)
X -X X X1 )(X X
_ ty o _ Go1ict gil 1 4o1ict gil — M)\ Agi2 — A2
t21 t22 G=2"g G=2"g
> Z(Xguz —X2)(Xgir —X1) > Z(Xguz ~Xp)?
g=1li=1 g=li=1

Streuungsmatrix zwischen den Gruppen (hier fir m=2):

G=2 G=2
b b S ng - (Xg1 —X1)° 2 Ng - (Xg1 —X1)(Xg2 — X2
g |0 Di2f_ g=1 g=1
{bZl bzz} S R %)% - % S (% _%)2
2 ng-(Xg2 —X2)(Xg1 —X1) > Ng-(Xg2 —X2)

g=1

g=1

Streuungsmatrix innerhalb der Gruppen (hier fir m=2):

_ ooy
)3 Z(Xgﬂ Xgl)
w w
W:[ 11 12}_ . 2ng =li=1
Wa1 W22
21 2 (Xgiz —Xg2)(Xgiz —
| g=li=

Gesamtmittel der Merkmalsvariablden X;:

1 G=2g
> ZX gij
Np+N2 g=ti=1

Xj=

Gruppenmittelwerte der Merkmalsvariablen Xj:
n

1
X Xt g=1.2,....G
9

G=2"
2z Z( git —Xg1)(Xgi2 —Xg2)
g=L1i

_G 2Ng
Xg1) 2z Z(Xgll_xgl)
g=1li=1
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Maximierungsproblem:

By _aB-a
Wy a'‘W-a

— Max!

gesucht: Vektor der Diskriminanzkoeffizienten, a, der das Diskriminanzkriterium A maximiert

C. Losungsverfahren
Eigenwertproblem:
(W‘l-B—x- |)-a=o

gesucht: groBter Eigenwert A der Matrix W-B mit dem zugehorigen Eigenvektor a
Charakteristische Gleichung:

‘W‘l-B—x- |‘=o
Ausgangslosung: Eigenvektor a (vorzugsweise auf die Lange 1 normiert)
a'a—gaz—a2 Z 2 -1

= i= 1 +as+...+apy =

j=1
unnormierte (rohe) Diskriminanzkoeffizienten: Komponenten aj des Eigenvektors a:.

Bestimmung der normierten Diskriminanzfunktion
Normierung der Diskriminanzkoeffizienten, dass die gemeinsame (gepoolte) Varianz der

ool !
Diskriminanzvariablen (s3)P°®' gleich 1 wird: (35)0 =1

gepoolte Varianz der Diskriminanzvariablen: gewogenes arithmetisches Mittel der gruppen-
spezifischen Varianzen:

! !
L wWy=1 = &“W-.3=n-G
n-G

Ermittlung der normierten Diskriminanzkoeffizienten é’j (aus beliebigem Losungsvektor a):
a=vy-a

Proportionalitdtskonstante y:

_ | n=-G
"“Vawa

Vektor a der normierten Diskriminanzkoeffizienten:

- n-G
a= /—-a.
a'-W-a

Konstante ap der Diskriminanzfunktion:
!
ag=-X-a mit d =0 (kritischer Diskriminanzwert dc wird 0)
nxl nx1
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normierte Diskriminanzfunktion:

d:a0+X-5.

Bestimmung der standardisierten Diskriminanzkoeffizienten
standardisierte Diskriminanzwerte: Mittelwert 0 und gepoolte Varianz 1

Standardisierte Diskriminanzkoeffizienten: a]-k =3 os'jDOO'

mitsPool — 1\ 1/ 2 (gepoolte Standardabweichung der Merkmalsvariablen X;)

] Jn-2

Vektor a* der standardisierten Diskriminanzkoeffizienten:

a* = diag(W)Y/? .3

1
Vn-G
Relative Bedeutung der einzelnen Variablen X auf Grundlage der standard. Diskriminanz-
koeffizienten:

PT; = (aj‘/z akj 100%

Bestimmung der Strukturkoeffizienten

Korrelationen zwischen Merkmalsvariablen und der Diskriminanzvariablen (berlcksichtigen
Korrelationen zwischen den Merkmalvariablen)

Strukturkoeffizienten rg‘)o'
Xj
1 GNg B B
SEOOI ~Gg (Xij ‘ng)'(di _dg)
pool Xj ~1ic1

- \/ )oool \/ ool \/(sz)oooy \/(Sg)oom

Vektors ry, der Strukturkoeffizienten:

pool _ 1 - _1/2 ~
r = -diag\W - W. a
r(]quXl /n _ G A,L/ me le
— mxm
Skalar

Relative Bedeutung der Variablen X auf Grundlage der Strukturkoeffizienten:

()

rpool

pool
dxy "

dxy

j-lOO%
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5.3  Gute der Diskriminanzfunktion

Die Beurteilung der Gute der Diskriminanzfunktion bezieht sich auf ihre Aussageféhigkeit zur
Trennung der Gruppen.

Basis fir die Beurteilung der Giite der Diskriminanzfunktion:

- Malizahlen (Kenngrolien),
- Signifikanztests,
- Klassifikationsergebnisse (Trefferquote)

A. Malizahlen (KenngroRen)
Diskriminanzkriterium (=Eigenwert) A:

- By (Streuung der Diskri min anzwerte zwischen den Gruppen)
Wy (Streuung der Diskrimin anzwerte innerhalb der Gruppen)

Eigenwert A: kein normiertes Mal} (A>0) > kein eigenstandiges GltemaR, jedoch Baustein von
Gutemalien

Verhéltnis von erklarter Streuung (Bd) zur Gesamtstreuung (Tq) Diskriminanzvariablen D:

2_Bd__Ba
¢ Td Bd +Wd
mit Ta = Ba + Wa.

Kanonischer Korrelationskoeffizient:

A
¢ A+l

Wilks Lambda;:

1
1+A

Verhéltnis von nicht erklarter Streuung (Wa) zur Gesamtstreuung (Td) der Diskriminanzwerte
(inverses Gutemal):

Wertebereich: 0 <A <1
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B. Signifikanztests

e Hotellings T2-Test
Nullhypothese gleicher Mittelwertvektoren der Merkmalsvariablen im Zwei-Gruppen-Fall (G=2):

Ho: pa = 2
Hotellings T
-1
SN ny+n - o
T2 :(Xl_XZ) .|:Sp00| 1—2i| .(Xl_xz)
Ni-No
nl-nz-(ﬂ1+n2—2) S 1 (= =
= (X1 —=X2)" "W (X —X
SRz k) W %)
mit sPeol= 1w
Ng+ny—2
PrufgroRe:
Fy = n1+n2—m—1__|_2

(ng+ny-2)-m
Verteilung von Fo: F-Verteilung mit m und ni+nz2-m-1 Freiheitsgraden

e x2-Test Uber Wilks Lambda (Bartlett-Approximation)

Nullhypothese gleicher Gruppenmittelwerte auf der Diskriminanzachse:

d
HG

. .d d
Ho: puf =ps =...
ug . Mittelwert der Diskriminanzwerte der g-ten Gruppe in der Grundgesamtheit

PrufgroRe:
m+G

v§=—(n- ~1)-InA

Verteilung: approximativ y2-verteilt mit m(G-1) Freiheitsgraden

e y2-Test des multivariaten Wilks Lambda
bei mehr zwei Gruppen (G > 2): mehr als eine Diskriminanzfunktion
Anzahl der Diskriminanzfunktionen: g = min {G-1, m}

Zu den g Diskriminanzfunktionen gehdren g Eigenwerte, die gemeinsam bei der Beurteilung der
Unterschiedlichkeit der Gruppen zu berticksichtigen sind.

Multivariates Wilks Lambda:

A=TI Ay =TT —
= k =

k=1 k=11+ Ay

univariate Lambdas: Ak, k=1,2,...,9

Verteilung von A (als X% -PriifgroRe): x2-Verteilung mit m(G-1) Freiheitsgraden




