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Lösungen zu den Aufgaben zur Multivariaten Statistik 

Teil 5: Aufgaben zur Diskriminanzanalyse 
 

 

Gegeben sind die Daten von zwei Gruppen von Käufern im Hinblick auf die Merkmale 

Einkommen und Alter: 

 

 Gruppe 1 Gruppe 2 

Einkommen 40, 55, 65, 70 30, 30, 35, 45 

Alter 40, 42, 63, 55 24, 42, 38, 36 

 

1. Geben Sie die beiden fehlenden Elemente der Streuungsmatrix innerhalb der Gruppen 

(W), 

 

W 









......385

......675
 

 

an und interpretieren Sie sie! 

 

Lösung:  

 

Bestimmung der beiden fehlenden Elemente w12 und w22 der Intra-Gruppen-

Streuungsmatrix W  

Wegen w12 = w21 (Symmetrie) und der Angabe von w21 = 385 ist w12 = 385. 

gesucht:   


 


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n
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2
2g2gi22

g
xxw  

Merkmal X2: Alter  

Gruppenmittelwerte des Merkmals X2 (Alter): 

  50
4

200
55634240

4

1
x12   
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4

140
)36384224(
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1
x 22   
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Grp. 1 Merkm. 1 

Grp. 2 Merkm. 1 

Grp. 1 Merkm. 2 Grp. 1 Merkm. 2 

 
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 
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g
)xx(w  

Grp.1 = (40–50)2 + (42–50)2 + (63–50)2 + (55–50)2 

Grp.2 + (24 – 35)2 + (42 – 35)2 + (38 – 35)2 + (36 – 35)2 

  = (–10)2 + 82 + 132 + 52 + (–11)2 + 72 + 32 + 12 

  = 100 + 64 + 169 + 25 + 121 + 49 + 9 + 1 = 538  

Interpretation 

w22 ist die Summe der Intra-Gruppen-Streuungen des Merkmals X2 (Alter) gemessen 

in Form von Abweichungsquadratsummen. Nach Division durch die Anzahl der 

Freiheitsgrade (n-G=8-2=6) ergibt sich hieraus die gepoolte Varianz des Merkmals X2: 

22
pool2

2 w
Gn

1
)s(


 . 

Aus w12 (=gepoolte Kreuzproduktsumme) ergibt sich nach Division durch die Anzahl 

der Freiheitsgrade die gepoolte Kovarianz zwischen den Merkmalen X1 (Einkommen) 

und X2 (Alter). 

 

2. Wie lauten die fehlenden Elemente der Streuungsmatrix zwischen der Gruppen (B): 

 

B 









450......

......5,1012
? 

  

 Lösung: 

 Bestimmung der fehlenden Elemente b12 und b21 der Inter-Gruppen-Streuungsmatrix B 

Da aufgrund der Symmetrie b12 = b21 gilt, reicht es aus, z.B. b12 zu bestimmen: 

    




2G

1g
22g11gg12 xxxxnb . 

Gruppenmittelwerte des Merkmals X1 (Einkommen): 

  5,57
4

230
70655540

4

1
x11   

 

 

  35
4

140
45353030

4

1
x 21   

 

 

Gruppenmittelwerte des Merkmals X2 (Alter): 

   1.Aufg.s35x,1.Aufg.s50x 2212   
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Gesamtmittelwerte der beiden Merkmale X1 und X2:  

 

  5,42
8

340
3638422455634240

8

1
x

25,46
8

370
4535303070655540

8

1
x

2

1





 

Kreuzprodukt der Inter-Gruppen-Streuung: 

   

675)5,7()25,11(45,725,114

)5,4235()25,4635(4)5,4250()25,465,57(4

xxxxnb 22g11g

2G

1g
g12










 

 

3. Berechnen Sie den größten Eigenwert der Produktmatrix 

 

W-1B 









204141,0306211,0

883564,0325346,1
 

 

und interpretieren Sie ihn! Warum muss der zweite Eigenwert hier gleich null sein? 

 

Lösung: 

Charakteristische Gleichung: │W-1B – λ I │ 0
!

  





204141,0

883564,0

306211,0

325346,1
 

  

 

)Eigenwertgrößter(529487,10)529487,1(

Normalform0529487,1

0270557,0204141,0325346,1270557,0

0883564,0306211,0204141,0325346,1

1

2

2

!









 

Der Eigenwert 1 = 1,529487 spiegelt das Verhältnis der Zwischen-Gruppen-Streuung 

zur Inner-Gruppen-Streuung auf der Diskriminanzachse wider. 

 

Wie aus der oben stehenden Gleichung unmittelbar hervorgeht, ist der zweite 

Eigenwert von W-1B gleich null: λ2 = 0. 

Er muss gleich null sein, da sich die Anzahl der von null verschiedenen Eigenwerte 

 der Produktmatrix W-1B stets aus der Beziehung  

  ℓ = min {m, G-1} 

ergibt. Hier ist m = 2 (Anzahl der Merkmale) und G = 2 (Anzahl der Gruppen), so dass  

  ℓ = min {2,1} = 1 

ist. 
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4. Ermitteln Sie die normierten Diskriminanzkoeffizienten (Normierung der gepoolten 

Varianz der Diskriminanzwerte auf 1)! 

 

Lösung: 

 Ermittlung der (rohe) Diskriminanzkoeffizienten aus dem Gleichungssystem  

(W-1B – λ I ) a = 0 

             aus Aufg. 3) 











































0

0

a

a

529487,1204141,0306211,0

883564,0529487,1325346,1

2

1

325346,1

204141,0
 

(1) 0a883564,0a204141,0 21   

(2) 0a325346,1a306211,0 21   

Mit a2 = 1 [Gl. (1) und (2) sind linear abhängig] erhält man aus Gl. (1) 

328205,4
204141,0

883564,0
a

0)1a(883564,0a204141,0

1

21









 

Hinweis: Die rohen Diskriminanzkoeffizienten können zusätzlich auf den Wert 1 

(Skalarprodukts gleich 1) normiert werden, was üblich bei Eigenvektoren ist. Die ge-

suchten normierten Diskriminanzkoeffizienten werden hiervon jedoch nicht beein-

flusst. 

  

 Normierung der gepoolten Varianz der Diskriminanzwerte auf 1 

Gepoolte Varianz der Diskriminanzwerte:  

  1
2n

~~
s

!'pool2
d





aWa

 

a~ : gesuchter Vektor der normierten Diskriminanzkoeffizienten 

Waa
aa

'

2n
mit~ 

  

  

















1

328205,4

538385

385675
1328205,4'Waa  

 

  73485,16515
1

328205,4
358925,2204538375,3306 








  

019060,0465441,52
6

73485,16515
1   

 

aus Aufg.1) 
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Normierte Diskriminanzkoeffizienten: 

Alter

.Eink

0191,0

0825,0

1

328205,4
019060,0

a~

a~

2

1












































 

 

5. Wie lautet die normierte Diskriminanzfunktion (mit absol. Glied)?  

 

Lösung: 

 

Absol. Glied a0 (Gesamtmittel der Diskriminanzwerte wird dadurch auf 0 gesetzt): 






















































6274,4

6274,4

6274,4

0191,0

0825,0

5,4225,46

5,4225,46

5,4225,46

~

1x22x81x8
0


aXa  

 

 

Normierte Diskriminanzfunktion  :1s,0d pool

d   

21 X0191,0X0825,06274,4D   

 

6. Zeigen Sie, dass der Trennwert auf der Diskriminanzachse im Falle von Aufg. 5 gleich 

0 ist! 

 

Lösung: 

Gruppenmittelwerte auf Diskriminanzachse:  

Grp. 1:     0714,150x0191,05,57x0825,06274,4d 12111   

 

 

Grp. 2:     0714,135x0191,035x0825,06274,4d 22212   

 

 

Trennwert auf Diskriminanzachse: 

0






8

)0714,1(40714,14

n

dndn
dd 2211

c  

 

 

 

 

 

 

aus Aufg. 2) aus Aufg. 4) 

aus Aufg. 1) aus Aufg. 2) 

aus Aufg. 1) aus Aufg. 2) 
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7. Geben Sie die standardisierten Diskriminanzkoeffizienten und Strukturkoeffizienten 

an und interpretieren Sie sie! 

 

Lösung: 

 

 • Standardisierte Diskriminanzkoeffizienten: 

  

  1809,08750,0*'a  

  

 X1 (Eink.): 82,9%,   X2 (Alter): 17,1% 

 

 • Strukturkoeffizienten 

 

  7399,09906,0
pool
dx

r  

 

 X1 (Eink.): 57,2%,   X2 (Alter): 42,8%   (Bedeutungsrangfolge) 

 

8. Testen Sie die Eignung der beiden Merkmalsvariablen Einkommen und Alter zur 

Diskrimination der beiden Gruppen unter Verwendung ihrer Mittelwertvektoren auf 

Signifikanz (=0,05)! (Interpretation) 

 

Lösung: 

 

 Hotellings T2-Test 

  

 H0: µ1 = µ2  

 H0: µ1 ≠ µ2  

  

 Prüfgröße des Hotellings T2-Tests (m=2, n1=4, n2=4): 

 
 

2

21

21
0 T

22nn

3nn
F 




  ~ F1;n1+n2-2 

 mit 

 
 

   21
1

21
21

21212 '
nn

2nnnn
T xxWxx 




 

 

  

 Gruppenmittelwerte aus Aufg. 1 und Aufg. 2: 

  

 


















50

5,57

x

x

12

11
1x    und   



















35

35

x

x

22

21
2x  

  

Inverse der Inner-Gruppen-Streuungsmatrix W: 

 W-1 mit W aus Aufg. 1: 









00,0031406330,00179132-

30,00179132-90,002503191
W  
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 Quadratische Form: 

        21
1

21 ' xxWxx  
 

=   





















3550

355,57

00,0031406330,00179132-

30,00179132-90,00250319
3550355,57  

  =   









90.00680469

40.02945213
3550355,57  = 0,7647435 

  

Berechnung von Hotellings T2: 

 
 

9,1769220,7647435120,7647435
44

24444
T2 




  

  

 Berechnung der Prüfgröße: 

 
 

3,8237179,176922
12

5
9,176922

2244

344
f0 




  

  

 Kritischer Wert (=0,05; m=2, n1=4, n2=4): 

F
m;n1+n2-m-1;1- 

 = F
2;4+4-2-1;0,95

 = F
2;5;0,95

 = 5,79  

  

 Testentscheidung: 

f
0
 = 3,82 < F

2;5;0,95
 = 5,59      H

0
 annehmen 

 

Interpretation: 

Da die Prüfgröße f0 von Hotellings T2-Test kleiner als der kritische Wert F
2;5;0,95

 ist, 

kann auf einem Signifikanzniveau von 5% nicht auf einen Unterschied der Mittelwert-

vektoren µ
1
 und µ

2
 der beiden Käufergruppen geschlossen werden. Die beiden Variab-

len Einkommen und Alter eignen sich daher gemeinsam nicht zur Diskrimination.  

  

  

9. Testen Sie die gemeinsame Trennfähigkeit der beiden Klassifikationsmerkmale Ein-

kommen und Alter unter Verwendung von Wilks Lambda auf Signifikanz (=0,05)! 

(Interpretation) 

 

Lösung: 

 

 2-Test über Wilks Lambda 

 

H0: 
d
2

d
1

  
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Prüfgröße des χ2-Tests:  

 

395337,0
529487,11

1

1

1
Λ:LambdaWilksmit

χ~ln1
2

χ
2

1Gm
2
0




















 



Gm
n

 

 

Wert der Prüfgröße (G=2, m=2, n=n1+n2=8): 

6401,4395337,0ln1
2

22
8χ

928017,0
5

2
0 

















  

 

Kritischer Wert (α = 0,05):   991,52
95,0;2

2
95,0;1Gm




 

Testentscheidung: 

annehmenH0
2

95,0;2
2
0 991,56401,4χ    

Interpretation: 

Die Diskrimination der beiden Käufergruppen durch die Variablen Einkommen und 

Alter ist bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% nicht signifikant, da der Wert der 

Prüfgröße unterhalb des kritischen Wertes liegt.  

Hinweis: Der χ2-Test ist bei dem hier vorliegenden geringen Stichprobenumfang (n = 

8) aufgrund seiner asymptotischen Gültigkeit streng nicht anwendbar, so dass er nur 

beispielhaft durchgeführt worden ist.  

 


