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Losungen zu den Aufgaben zur Multivariaten Statistik
Teil 5: Aufgaben zur Diskriminanzanalyse

Gegeben sind die Daten von zwei Gruppen von K&ufern im Hinblick auf die Merkmale
Einkommen und Alter:

Gruppe 1 Gruppe 2
Einkommen 40, 55, 65, 70 30, 30, 35, 45
Alter 40, 42, 63, 55 24,42, 38, 36
1. Geben Sie die beiden fehlenden Elemente der Streuungsmatrix innerhalb der Gruppen
(W),
675 ...
W=
385 ...

an und interpretieren Sie sie!

LOsung:

Bestimmung der beiden fehlenden Elemente wi2 und w22 der Intra-Gruppen-

Streuungsmatrix W

Wegen w12 = wa1 (Symmetrie) und der Angabe von w21 = 385 ist wiz = 385.
G=2"9 R

gesucht:woqy = > Z(Xgiz —xgz)
g=1i=1

Merkmal Xz: Alter

Gruppenmittelwerte des Merkmals X2 (Alter):

(40+42+63+55)=¥=50
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G=2"9 ,
Wo = > > (Xgi2 —Xg2)
g=1i=1

Grp.1 = (40-50) + (42-50)2 + (63-50) + (55-50)2

Grp.2 + (24 —35)% + (42 — 35) + (38 — 35)2 + (36 — 35)?
= (-10)? + 82 + 132+ 52 + (-11)? + 72 + 32 + 12
=100 +64 +169+25+121 +49+9+1 =538

Interpretation
w22 ist die Summe der Intra-Gruppen-Streuungen des Merkmals X2 (Alter) gemessen

in Form von Abweichungsquadratsummen. Nach Division durch die Anzahl der
Freiheitsgrade (n-G=8-2=6) ergibt sich hieraus die gepoolte Varianz des Merkmals Xz:

2\ pool 1
(s5)P° ——W22

-G
Aus w2 (= gepoolte Kreuzproduktsumme) ergibt sich nach Division durch die Anzahl
der Freiheitsgrade die gepoolte Kovarianz zwischen den Merkmalen X1 (Einkommen)
und Xz (Alter).

. Wie lauten die fehlenden Elemente der Streuungsmatrix zwischen der Gruppen (B):
10125 ...
B= ?
...... 450

Ldsung:
Bestimmung der fehlenden Elemente biz und b21 der Inter-Gruppen-Streuungsmatrix B

Da aufgrund der Symmetrie b1z = b1 gilt, reicht es aus, z.B. b1z zu bestimmen:
G=2

byp = Zlng '(Xgl —Xl)'(xgz —Xz)-
g:

Gruppenmittelwerte des Merkmals X1 (Einkommen):

(40+55+65+70)=$=57,5

Al

Merkm. 1

(3o +30+35+45)= 1;10 35
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Merkm. 1

Gruppenmittelwerte des Merkmals Xz (Alter):
X, =50 (s. Aufg.1), X,, =35(s. Aufg.1)
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Gesamtmittelwerte der beiden Merkmale X1 und Xz:

X, =%(40+55+65+70+30+30+35+45):%=46,25

X, :%(40+42+63+55+24+42+38+36):%:42,5

Kreuzprodukt der Inter-Gruppen-Streuung:
G=2

byp = Zl”g (kg2 ~%) (kg2 ~%2)
g:

= 4.(57,5—46,25) - (50 — 42,5) + 4 - (35— 46,25) - (35— 42,5)
=4.11,25-7,5+4-(~11,25) - (-7,5) = 675

Berechnen Sie den grofiten Eigenwert der Produktmatrix

1325346 0,883564
0,306211 0,204141

und interpretieren Sie ihn! Warum muss der zweite Eigenwert hier gleich null sein?

Losung:
Charakteristische Gleichung: | WiB -1l | =0

1,325346 -2 0,883564
0,306211 0,204141—- 1

= (1,325346 — 1.)(0,204141— 1) —0,306211- 0,883564-0
0,270557 —1,325346 - 1. — 0,204141- ) +A* —0,270557 = 0
A? —1,529487-1 =0 (Normalform)

AL —1529487) =0 — A, =1,529487 (groRter Eigenwert)

Der Eigenwert A1 = 1,529487 spiegelt das Verhaltnis der Zwischen-Gruppen-Streuung
zur Inner-Gruppen-Streuung auf der Diskriminanzachse wider.

Wie aus der oben stehenden Gleichung unmittelbar hervorgeht, ist der zweite
Eigenwert von WB gleich null: A2 = 0.

Er muss gleich null sein, da sich die Anzahl der von null verschiedenen Eigenwerte
der Produktmatrix W-B stets aus der Beziehung

¢ =min {m, G-1}

ergibt. Hier ist m = 2 (Anzahl der Merkmale) und G = 2 (Anzahl der Gruppen), so dass
¢=min {2,1} =1

ist.



4. Ermitteln Sie die normierten Diskriminanzkoeffizienten (Normierung der gepoolten
Varianz der Diskriminanzwerte auf 1)!

Ldsung:
e Ermittlung der (rohe) Diskriminanzkoeffizienten aus dem Gleichungssystem

(WIB-11)a=0
T TausAufg. 3)

1,325346 —1,529487 0,883564
--0,204141 ap | |0
0,306211 0,204141-1529487 as 10
——1,325346

(1) -0,204141-a, +0,883564-a, =0

(2) 0,306211-a, —1,325346-a, =0
Mitaz =1 [GI. (1) und (2) sind linear abhdngig] erhalt man aus Gl. (1)
—-0,204141-a, +0,883564-(a, =1) =0

~ —0,883564

—a, = — 4,328205
—0,204141

Hinweis: Die rohen Diskriminanzkoeffizienten konnen zuséatzlich auf den Wert 1
(Skalarprodukts gleich 1) normiert werden, was ublich bei Eigenvektoren ist. Die ge-
suchten normierten Diskriminanzkoeffizienten werden hiervon jedoch nicht beein-
flusst.

e Normierung der gepoolten Varianz der Diskriminanzwerte auf 1

Gepoolte Varianz der Diskriminanzwerte:

( 2)p00| awa '
Sd = =

a:  gesuchter Vektor der normierten Diskriminanzkoeffizienten
n-2
aWa

675 385]|4,328205
385 538||1

a=y-a mity=

a'V%/a = [4,328205 1]

aus Aufg.1)

=16515,73485

1y = w =52,465441 — vy = 0,019060

4,328205
=[3306,538375 2204,358925] L }



Normierte Diskriminanzkoeffizienten:

3 4.328205] [0,0825]:
{ }_0,019060-{ }:{ }E'“k'
2

a 1 0,0191 |Alter

. Wie lautet die normierte Diskriminanzfunktion (mit absol. Glied)?
Ldsung:

Absol. Glied ao (Gesamtmittel der Diskriminanzwerte wird dadurch auf 0 gesetzt):

46,25 425 —4,6274
- - 46,25 42,5 {0,0825} —-4,6274
ag =— X-a =-— . =
axl  8x2 2xl 0,0191
46,25 425 —4,6274
aus Aufg. 2) aus Aufg. 4)

Normierte Diskriminanzfunktion (a =0,sh™ =1):

D =-4,6274+0,0825- X, +0,0191- X,

. Zeigen Sie, dass der Trennwert auf der Diskriminanzachse im Falle von Aufg. 5 gleich
0 ist!

Ldsung:
Gruppenmittelwerte auf Diskriminanzachse:

Grp. 1: d, = —4,6274+0,0825-(X,, =57,5)+0,0191-(X,, = 50)=1,0714
aus Aufg. 2) aus Aufg. 1)

Grp. 2: d, = —4,6274+0,0825-(X,, = 35)+0,0191-(X,, =35)=-1,0714
aus Aufg. 2) aus Aufg. 1)

Trennwert auf Diskriminanzachse:

np-dp+ny-dy _4-10714+4-(-1,0714) _
n 8




7. Geben Sie die standardisierten Diskriminanzkoeffizienten und Strukturkoeffizienten
an und interpretieren Sie sie!

LOsung:

« Standardisierte Diskriminanzkoeffizienten:
a*'=(0,8750 0,1809)

X1 (Eink.): 82,9%, X2 (Alter): 17,1%

» Strukturkoeffizienten
|
ric’ =(0,9906 0,7399)
X1 (Eink.): 57,2%, X2 (Alter): 42,8% (Bedeutungsrangfolge)

8. Testen Sie die Eignung der beiden Merkmalsvariablen Einkommen und Alter zur
Diskrimination der beiden Gruppen unter Verwendung ihrer Mittelwertvektoren auf
Signifikanz (a=0,05)! (Interpretation)

Ldsung:
— Hotellings T2-Test

Ho: pa = H2
Ho: p1 # M2

PriifgroRe des Hotellings T2-Tests (m=2, n1=4, n=4):

n1+n2—3 2
= ~T ~ . -
(nl N n2 — 2). 5 Fl,n1+n2 2
mit
T2 =l (m+np _2)'(21—>_<2)"W_1'(>_<1—?2)
ni+no

Gruppenmittelwerte aus Aufg. 1 und Aufg. 2:

X 57,5 X 35
% =| = und x,=| 2|=

X12 50 X292 35
Inverse der Inner-Gruppen-Streuungsmatrix W:

0,002503199 -0,001791323}

W-L mit W aus Aufg. 1: W=
-0,001791323 0,003140630



Quadratische Form:

(R —%2) Wt (%~ X2)

0,002503199 -0,001791323] [57,5-35
= [575-35 50-35] :

-0,001791323  0,003140630 | | 50-35
0.029452134

= [57,5-35 50-35] = 0,7647435
0.006804699

Berechnung von Hotellings T2:
_4.4.(4+4-2)
4+4

T? -0,7647435=12-0,7647435=9,176922

Berechnung der PriifgroRe:

0= —t2=3 9176020 =2 .0,176922 = 3,823717
(4+4-2)-2 12

Kritischer Wert (a=0,05; m=2, n1=4, n2=4):

I:m;n1+n2-m-1;1- a I:2;4+4-2-1;O,95 - I:2;5;0,95 - 5’79

Testentscheidung:

fo =382<F =559 = H0 annehmen

2;5;0,95

Interpretation:
Da die PriifgroRe fo von Hotellings T2-Test kleiner als der kritische Wert F)s005 1St

kann auf einem Signifikanzniveau von 5% nicht auf einen Unterschied der Mittelwert-
vektoren p, und p, der beiden Kaufergruppen geschlossen werden. Die beiden Variab-

len Einkommen und Alter eignen sich daher gemeinsam nicht zur Diskrimination.

. Testen Sie die gemeinsame Trennfahigkeit der beiden Klassifikationsmerkmale Ein-
kommen und Alter unter Verwendung von Wilks Lambda auf Signifikanz (a=0,05)!
(Interpretation)

Ldsung:

— y2-Test iber Wilks Lambda

Ho: uf :ug



PriifgréBe des - Tests:

m+G 2
x5=—(”— > _1j|nA"'Xm(G—l)

1 1
1+4 141529487

mit WilksLambda: A =

=0,395337

Wert der PrifgroRe (G=2, m=2, n=n1+n2=8):

2= (8 22 —1j In0,395337 = 4,6401
2 )
-0,928017

-5

Kritischer Wert (o = 0,05): szn( = 750,05 = 5991

G-1).0,95

Testentscheidung:

16 = 4,6401< ;522;0,95 =5,991= H( annehmen

Interpretation:

Die Diskrimination der beiden K&ufergruppen durch die Variablen Einkommen und
Alter ist bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% nicht signifikant, da der Wert der
Prifgrolie unterhalb des kritischen Wertes liegt.

Hinweis: Der y2-Test ist bei dem hier vorliegenden geringen Stichprobenumfang (n =
8) aufgrund seiner asymptotischen Gultigkeit streng nicht anwendbar, so dass er nur
beispielhaft durchgefihrt worden ist.



