3. Varianzanalyse

Die Varianzanalyse mit einer quantitativen abhangigen Variablen und einer oder meh-
rerer qualitativer unabhangiger Variablen wird auch als ANOVA (Analysis of Variance)
bezeichnet.

Mit einer Varianzanalyse (ANOVA) wird der Einfluss einer oder mehrer nominal-
skalierter unabhangiger Variabler auf eine metrische skalierte Variable untersucht.

Die nominalskalierten unabhangigen Variablen werden hierbei auch als Faktoren
bezeichnet. Die Varianzanalyse ist ein gangiges Verfahren zur Auswertung von Ex-
perimenten in der Biologie, Landwirtschaft, Padagogik, Psychologie und der Markt-
forschung. Je nach Anzahl der Faktoren liegt eine

- einfaktorielle Varianzanalyse (einfache Varianzanalyse),

- zweifaktorielle Varianzanalyse (zweifache Varianzanalyse),
- dreifaktorielle Varianzanalyse (dreifache Varianzanalyse)

- etc.

VOr.

Beispiel 3.1:

In der Padagogik wird der Lernerfolg von Schulern (abhangige Variable) bei unter-
schiedlich Unterrichtsmethoden evaluiert. Im einfachsten Fall besteht der Faktor Un-
terrichtsmethode hier z.B. aus den beiden Stufen ,traditionell” und ,multimedial®. So-
fern der Lernerfolg geeignet quantifiziert werden kann (z.B. Punkte) ist die elnfakto-
rielle Varianzanalyse anwendbar.



Beispiel 3.2:

In der Landwirtschaft wird z.B. der Einfluss der Dingung (z. B. 4 Dosierungs-
Stufen) auf den Ernteertrag untersucht. Wenn die ausgewahlten Parzellen im
Hinblick auf die Grél3e und Bodenbeschaffenheit gleichwertig sind, ist die Dingung
hier der einzige Faktor (=nominalskalierte unabhangige Variable). Der Erntertrag ist
die metrisch skalierte abhangige Variable. Man wirde hier also von einer ein-
faktoriellen Varianzanalyse sprechen.

Variiert man zusatzlich noch die Saatstarke (z. B. 3 Starkearten), wirde man von
einer zweifaktoriellen Varianzanalyse sprechen.

Die Varianzanalyse ist zum festen Bestandteil der multivariaten Statistik geworden
und keinesfalls auf die Auswertung von Experimenten beschrankt. In den Wirt-
schaftswissenschaften wird die Varianzanalyse auch auf Beobachtungsdaten
angewendet. Auf die hierbei auftretenden Auswertungsprobleme wird noch
einzugehen sein.

Beispiel 3.3:

Im Marketing wird der Absatz eines Produkts (quantitative abhangige Variable) in
Abhangigkeit von verschiedenen Werbetragern wie z. B. Printmedien, Plakate,
TV-Spots und Internet untersucht. Die Werbtrager sind hier der Faktor (=qualitative
unabhangige Variable), dessen Auspragungen hier aus 4 Stufen (Printmedien, Pla-
kate, TV-Spots, Internet) besteht. Es handelt sich um eine einfaktorielle Varianz-
analyse. 2



Mit der Varianzanalyse (ANOVA) wird also die Abhangigkeit einer quantitativen Va-
riablen von einer oder mehreren qualitativen Variablen untersucht. Aufgrund der
Merkmalsauspragungen der qualitativen Variablen lassen sich die Untersuchungs-
objekte in Gruppen einteilen. Mit Hilfe der Varianzanalyse kann dann gepruft wer-
den, ob zwischen den Gruppen signifikante Unterschiede bestehen.

Wir behandeln hier die einfaktorielle und zweifaktorielle Varianzanalyse:

Varianzanalyse (ANOVA)
|
| |

Einfaktorielle Varianzanalyse Zweifaktorielle Varianzanalyse
Einfluss eines Faktors (=qualita- Einfluss von zwei Faktoren

tive unabh. Variable) auf eine (=qualitative unabh. Variablen)
guantitative abh. Variable auf eine quantitative abh. Variable

| |
ohne Interaktion mit Interaktion




3.1 Einfaktorielle Varianzanalyse

In der einfaktoriellen Varianzanalyse wird die Abhangigkeit einer metrisch skalier-
ten Variablen von einer nominalskalierten Einflussgrdl3e, die auch als Faktor be-
zeichnet wird, untersucht. Wir bezeichnen dabei den Faktor mit A und die abhangi-
ge Variable mit Y:

Faktor A | (qualitative unabh. Variable) - |Abhangige Variable Y (quantitativ)

Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse

Es wird eine Stichprobe von N statistischen Einheiten aus einer Grundgesamtheit
gezogen, die sich aufgrund der Stufen des Faktors A (p Stufen) in p Gruppen ein-
teilen lassen. Bei den Untersuchungseinheiten wird jeweils der Wert der abhangigen
Variablen, y;, ermittelt:

Wert der abhangigen Variablen y; mit Doppelindex:

- 1. Index: i-te Untersuchungseinheit, i=1,2,...,nj,
- 2. Index: j-te Gruppe (Faktorstufe A)), j=1,2,...,p.



Das Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse geht davon aus, dass sich der Beo-
bachtungswert y; systematisch aus dem Gesamtmittelwert der Grundgesamtheit, ,
und dem Effekt des Faktors A, o, ergibt. Alle anderen Einflussgrof3en, die nicht wei-
ter betrachtet werden, schlagen sich in einer Restgrolie (Storgrofie) g; nieder, die als
normalverteilt angenommen wird:

Bl)y =py+a +¢,
y'J g ]

Die Mittelwerte der p Stufen des Faktors A, ;, in der Grundgesamtheit sind durch
(3.2) pj = p+o(j , ]=1,2,...,p

gegeben. Die Grol3e o, gibt damit den Effekt des Faktors in Form einer Veranderung
des Gesamtmittels p wieder.

Getestet wird in der einfaktoriellen Varianzanalyse die Nullhypothese

3-3 H = — e — ’

(3.3) oM =M, up

die unterstellt, dass die Mittelwerte der abhangigen Variablen Y in allen Stufen des
Faktors A gleich sind. Der Faktor A Gbt nur dann einen Einfluss auf die abhangige
Variable Y aus, wenn sich mindestens zwei Stufenmittelwerte voneinander unter-
scheiden (=Alternativhypothese H,).



Unterschiedliche Wirkungen der Stufen des Faktors A auf die abhéangige Variable Y
werden in der einfaktoriellen Varianzanalyse durch einen Vergleich der berechneten

Mittelwerte der p Stufen des Faktors A, y |y ...y , mit
n, 172 P
J
] nii=q

beurteilt. Der Gesamtmittelwerty der Stichprobe lautet
n

P
(3.5) yzl > Yy
Nj—1i=1""
Die GroR3e n; gibt dabei die Anzahl der Untersuchungseinheiten in der J-ten Gruppe
an. Die Besetzungszahlen der einzelnen Gruppen, n;, summieren sich insgesamt zu
N: P
> n.=N.
j=1/



Beispiel 3.4:

Ein Unternehmen stellt Teile fur PKWs mit vier verschiedenen Produktionsverfahren
Al, A2, A3 und A4 her. 24 Arbeiter werden auf die vier Produktionsverfahren gleich-
malig aufgeteilt, so dass 4 Gruppen a 6 Arbeiter entstehen. Am Ende einer Schicht
wird bei jedem Arbeiter die Anzahl der hergestellten Teile ermittelt. Das Unternehmen
mochte herausfinden, ob die Produktionsmethoden unterschiedlich produktiv sind.

ProduktlonsmA(\e)thode (Faktor Output je Schicht (Werte der abhéng. Variablen Y)
1 69 77 61 67 65 69
> 79 |83 |e2 |64 |72 |78
3 80 |78 |74 |76 |s0 |ea4
4 75 |e7 |70 |e2 |70 |76

Produktionsmethode (Faktor A): 4 Verfahren (Faktorstufen)
Faktorstufe Al (Gruppe j=1):n1 =6
Faktorstufe A2 (Gruppe j=2): n2 =6
Faktorstufe A3 (Gruppe j=3): n3 =6
Faktorstufe A4 (Gruppe j=4): n4 =6




4
N = .Z Nj=Ng +N+N3+n4 =24
j=1

Anzahl der hergestellten Teile fur PKWs (abhangige Variable)
Gruppenmittelwerte:

6

y -1 2. Y. l-(69+77+61+67+65+69):}-408=68
1 6,2,11 6 6

1 6 1 1

V. ==Yy, =--(79+83+62+64+72+78)==-438 =73
2 6.,2,02 6 6

I 1 1

y ==Yy _ ==-(80+78+74+76+80+74)="-462=77
3 6;2,i3 6 6

1 6 1 1

y ==-Yy =--(75+67+70+62+70+76)==-420=70
462,14 6 6

Der Gesamtmittelwert betragt

n
1
= ~(69+77+..+76)=-—-1728=72
Y Elfly' 24( ) 24



Mittelwerte mit SPSS

Man erhalt die hier berechneten Mittelwerte ebenfalls mit SPSS durch Wahl der
Menupunkte

Analysieren
Mittelwerte vergleichen
Mittelwerte ...

aus der SPSS-Datendatei ProduktionOA(ANOVA).sav. Im Fenster ,Mittelwerte” Uber-
tragen wir die Variable output hierzu durch Markieren und Anklicken der oberen
Pfeilschaltflache in das Feld ,Abhangige Variablen:” Anschliel3end Ubertragen wir
den Faktor prodmeth in das Feld ,Unabhangige Variablen:” Nach Bestatigen mit
,OK" gibt SPSS eine Tabelle ,Verarbeitete Falle” und die Tabelle ,Bericht® mit
Stufenmittelwerten und dem Gesamtmittelwert im SPSS-Viewer aus:

Bericht

Produktionsergebnis je Arbeitsschicht

Standardab
Produktionsmethode | Mittelwert N weichung
1 68.00 6 5.329
2 73.00 6 8.532
3 77.00 6 2.757 .
4 70.00 6 5.177 9
Insgesamt 72.00 24 6.440




Nach (3.2) sind die Effekte des Faktors A, o, Im varianzanalytischen Modell durch
von ihm hervorgerufenen Veranderungen gegenuber dem Gesamtmittel gegeben:
Q; = M; —H. Gemessen werden die Faktoreffekte durch die Mittelwertdifferenzen in

der Stichprobe:y; —Y. So sind mit Produktionsverfahrens A, im Vergleich zum Ge-
samtdurchschnitt im Mittel 4 Teile weniger hergestellt worden:

Y~y =68-72=-4

Mit den Produktionsverfahren A, und A; sind dagegen Uberdurchschnittlich viele
Teile hergestellt worden, wahrend die Anzahl der mit dem Produktionsverfahren A,
produzierten Teile unter dem Durchschnitt liegt:

V,-y=73-72=1
Vo—y=77-72=5
V,—y=70-72=-2

Betrachten wir nun das varianzanalytische Modell (3.1) flr den ersten Arbeiter, der in
der Schicht eine Produktionsleistung von y,; = 69 erzielt hat. Subtrahiert man hier-
von die im Durchschnitt zu erwartende Produktionsleistung y = 72 und den Effekt
des Faktors A, Y, — Y = -4, dann erhalt man eine Restgrol3e (g,,) von

=Y~ Y)=69-72- () =1

Faktor A Faktor A
10



Das bedeutet, dass 1 produziertes Teil des ersten Arbeiters der Gruppe 1 unerklart
bleibt. Ohne Bericksichtigung des speziellen Produktionsverfahrens ist von einem
Arbeiter eine Durchschnittsleistung von 72 produzierten Teilen zu erwarten. Mit dem
Produktionsverfahren A, erzielt man im Mittel jedoch ein um 4 Einheiten geringeres
Produktionsergebnis. Da der erste Arbeiter mit dem Produktionsverfahren A, arbei-
tet, liegt seine erwartete Produktionsleistung bei 72 — 4 = 68. Tatsachlich hat er aber
in der Schicht 69 Teile hergestellt. Die Mehrproduktion von 1 Teil, die nicht durch das
Produktionsverfahren A, erklart werden kann, ist ein Restwert, der nicht in dem vari-
anzanalytischen Modell bertcksichtigten Einflussgrofden zuzuschreiben ist.

Balkendiagramm mit SPSS

Das mit SPSS erstellte horizontale Balkendiagramm gibt die von dem jeweiligen
Produktionsverfahren ermittelten Outputgrof3en je Schicht anschaulich wieder. Wir
wahlen hierzu die Menupunkte

Grafiken
Balken.

Im geoffneten Fenster ,Balkendiagramme™ Ubernehmen wir die Voreinstellung und
wahlen das ltem ,Einfach®.
11



Anschliel3end klicken wir auf die Schaltflache ,Definieren®, wonach sich das Fenster
,Einfaches Balkendiagramm definieren: Auswertung Uber Kategorien einer Variabl-
en” offnet.

In diesem Fenster ubertragen wir den Faktor prodmeth in das Feld ,Kategorienach-
se:“. Im Bereich ,Bedeutung der Balken® wahlen wir das Item ,Andere Auswertungs-
funktion® und Ubertragen die Variable output in das Feld ,Variable®. Hier Ubernehmen
wir die Voreinstellung ,MEAN(Produktionsergebnis)®, die SPSS anweist, Mittelwerte
darzustellen. Nach Bestatigen mit ,OK" stellt SPSS ein Saulendiagramm mit senk-
rechten Balken dar.

Um ein horizontales Balkendiagramm zu erhalten, klicken wir auf dem Diagramm die
rechte Maustaste an. Aus den angezeigten Optionen ,Offnen“ wir die Option ,Objekt:
SPSS-Diagramm®. Im ,Diagamm-Editor® wahlen wir jetzt nach Anklicken der rechten
Maustaste die Option ,Diagramm transponieren®.

Wenn wir jetzt einen Mausklick im SPSS-Viewer tatigen, erscheint dort ein horizon-
tale Balkendiagramm:

12



Produktionsmethode

w
|

N
|

| | |
20 40 60

Mittelwert Produktionsergebnis je Arbeitsschicht

80
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Die berechneten Gruppenmittelwerte Y, spiegeln zwar den Effekt des Faktors A wie-
der. Da sie aber aus den beobachteten Werten des Produktionsergebnisses je Ar-
beitsschicht, y;, berechnet worden sind, schlagen sich hierin ebenfalls die Effekte
aller vernachlassigten Einflussgrof3ten nieder, die durch die Restgrol3e (Storgrof3e) €;;
erfasst werden. Es stellt sich daher die Frage, ob sich die Mittelwerte der Faktor-
stufen, Y tatsachlich ,,substanziell“ unterscheiden oder ob die Unterschiede als
zufallsbedingt angenommen werden konnen. ,,.Substanzielle” Unterschiede, d.h.
signifikante Unterschiede, werden in der Statistik mit Hilfe von Tests aufgedeckt.
Auf der Grundlage des Modells der Varianzanalyse ist daher zu testen, ob die
Unterschiede der Gruppenmittelwerte signifikant sind. Nur in diesem Fall kann auf
eine unterschiedliche Produktivitat der Produktionsverfahren geschlossen werden.

Streuungszerlegung, mittlere Abweichungs-
gquadratsummen und Prufgrofde
Bei dem Test auf Gleichheit der Gruppenmittelwerte im Modell der einfaktoriellen
Varianzanalyse wird die Gesamtstreuung der Beobachtungswerte der abhangigen
Variablen in zwei Komponenten aufgespalten. Genauer lasst sich die Gesamtstreu-
ung, d.h. die Summe der quadrierten Abweichungen von ihrem Gesamtmittel (Q),
aus einer
- Abweichungsquadratsumme, die die Streuung zwischen den Gruppen wieder-
gibt (durch Faktor A bedingte Streuung Q,),
- und einer Abweichungsquadratsumme, die die Streuung innerhalb der Gruppen
erfasst (Reststreuung Qg), 14
zusammensetzen:



Streuungszerlegung:

Gesamtstreuung (Qq) =
Streuung zwischen den Gruppen (Q,) + Streuung innerhalb der Gruppen (Qg)

Totale (gesamte) Abweichungsquadratsumme:

(3.6) QT:jgliél(yij_yjzz_% n..(y.—y]2+§ :

Streuung zwischen den Gruppen:

Weichen die Gruppenmittelwerte Y, stark voneinander ab, sind ihre Abweichungen
vom Gesamtmittelwert y ebenfalls groB

Streuung innerhalb der Gruppen (=Reststreuung):

2
(38 Qg Ellz(” v ) )



Sofern die Streuung zwischen den Gruppen unter Bertcksichtigung der Freiheits-
grade signifikant grofer ist als die Streuung innerhalb der Gruppen, muss die
Nullhypothese einer Mittelwertgleichheit abgelehnt werden. Die Streuung zwischen
den Gruppen, die durch die Mittelwertunterschiede hervorgerufen wird, lasst sich
dann nicht mehr als Zufallsstreuung auffassen. Der Faktor A lasst sich dann fir die
Gruppenunterschiede verantwortlich machen.

Dividiert man die jeweiligen Abweichungsquadratsummen durch die dazugehdrigen
Freiheitsgrade [degrees of freedom (df)], dann erhalt man so genannte mittlere
Abweichungsquadratsummen MQ. Die Anzahl der Freiheitsgrade gibt an, wie
viele Messwerte bei der Berechnung der Abweichungsquadratsummen tatsachlich
frei variieren kdnnen. Bei der Gesamtabweichungsquadratsumme geht ein Frei-
heitsgrad dadurch verloren, dass mit N-1 y-Werten und dem Gesamtmittelwert die
Abweichung des n-ten y-Wertes von y , Yy - Y, berechnet werden kann. Es sind also
nur N-1 y-Werte frei variierbar, so dass die totale mittlere
Abweichungsquadratsumme durch

QT 1 . 2
(3:9) MQr=0_1 "ne 1232 ( ij j

gegeben ist. Entsprechend geht bei p Gruppenmittelwerten ein Freiheitsgrad durch
die Verwendung des Gesamtmittelwerts y verloren.

16



Als mittlere Abweichungsquadratsummen zwischen den Gruppen erhalt man
damit:

Q 1 P \2
3.10 _ <A _ .

Die mittlere Abweichungsquadratsumme innerhalb der Gruppen (Residualab-
weichungsquadratsumme) besitzt bei n y-Werten und p Gruppenmittelwerten n-p
Freiheitsgrade:

QR 1 P J 2
(3.11) MQR:N—p:N—p.jzligl(yU yj)

Die Prufgr63e des Tests auf Gleichheit der Gruppenmittelwerte ermittelt man

als Quotienten zwischen der mittleren Abweichungsquadratsumme zwischen

den Gruppen (MQ,) und der mittleren Abweichungsquadratsumme innerhalb
der Gruppen (Residualabweichungsquadratsumme) (MQgR):

2
MQA B p Jélnl (yj_y)

(3.12) F= = ;
P J B
o 2 2 (%)

MQR

17



Unter Gultigkeit der Nullhypothese ist davon auszugehen, dass die Gruppenmittel-
werte in der Stichprobe gering voneinander abweichen. Dann ist auch die Differenz
zwischen den Gruppenmittelwerten Y;und dem Gesamtmittelwert Yy klein. Der Z&hler
in (3.12) wirde dann einen niedrigen Wert annehmen, was dann, da der Nenner als
Schatzer fur die Streuung (c?) der Grundgesamtheit betrachtet wird, auch flr den

Wert der Prufgrof3e F selbst gelten wirde.
Die folgende ANOVA-Tabelle gibt die Quellen der Streuung Ubersichtlich wieder:

Quelle | Abweichungsquadratsumme | Freiheitsgrade Mittlere Abweichungs-
guadratsumme
. p "] 2 Qr
Insgesamt QT = j §1| > (y” y) N-1 QT N_1
P 2 Q
Faktor A Qpr= 2 n-(?-ﬂ’) p—1 MQ, = A
A2 VY A p-1
n.
Rest (nicht P ) 3\ 2 M r
erklart)y | OR = | > ;l(yij ‘VJ) N=P %R ~N-p

18




Beispiel 3.5: In dem Beispiel des Produktionsergebnisses pro Schicht in Abhangig-
keit von dem Produktionsverfahren hatten wir einen Gesamtmittelwert von y = 72
und die Gruppenmittelwerte

mit

n=n,=N3=n,=6

berechnet. Die Abweichungsquadratsummen Q; und Qg lassen sich aus einer
Arbeitstabelle berechnen:

P\;grdf:- | J Yi Yi (yij _y)z (yij _yj)z
Al 1 1 69 68 9 1
2 1 77 68 25 81
3 1 61 68 121 49
4 1 67 68 25 1
5 1 65 68 49 9
6 1 69 68 9

19
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Die Abweichungsquadratsumme Q, erhalt man durch Anwendung der Formel (3.7):
4
Qa= 2 nj(Vj —V)Z
j=1
=6-(68-72)2+6-(73-72)2 +6-(77-72)% +6-(70-72)
=6-16+6-1+6-25+6-4=96+6+150+24 =276

Wegen Q; = Q, + Qg wirde es aber auch ausreichen, nur Q;und Q, direkt zu be-
rechnen. Die Restabweichungsquadratsumme ergibt sich dann aus

Qg = Q; — Q, = 954 — 276 = 678.

Fur die mittleren Abweichungsquadratsummen erhalt man

MQT = Qr _ 954 _ 41478 MQA:QA:276:92 |
N-1 24-1 p-1 4-1

MQR = Qr _ B78 _a34
N-p 24-4

so dass die Prufgrol3e F den Wert

F_QallP=Y) _MQ, _ 92 _,..,
Qr/(N-p) MQg 339

annimmt.
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Einfaktorielle Varianzanalyse mit SPSS
Mit SPSS erhalten wir dieselben Ergebnisse mit der Mentwabhl

Analysieren
Mittelwerte vergleichen
Einfaktorielle ANOVA ...:

nach Laden der SPSS-Datendatei ProduktionOA(ANOVA).

Im Fenster ,Einfaktorielle ANOVA" Ubertragen wir die Variable output in das Feld
,7Abhangige Variablen:* und den Faktor prodmeth in das Feld ,Faktor:" Wenn wir
jetzt die Einstellungen mit ,OK" bestatigen, erhalten wir die Tabelle ,ONEWAY
ANOVA*

ONEWAY ANOVA

Produktionsergebnis je Arbeitsschicht

Quadrats Mittel der
umme df Quadrate F Signifikanz
Zwischen den Gruppen 276.000 3 92.000 2.714 072
Innerhalb der Gruppen 678.000 20 33.900
Gesamt 954,000 23

Die letzte Spalte der SPSS-Tabelle ,ONEWAY ANOVA® bezieht sich auf die
Signifikanz der Prifgrof3e, auf die wir jetzt noch einzugehen haben. ¢ 22



Verteilung der Prufgrof3e und kritischer Wert

Unter der Annahme der Normalverteilung stellt sich die Prifgro3e F dar als Quotient
zweier y2-verteilter Zufallsvariablen (y2: Chi-Quadrat) mit p-1 und N-p Freiheitsgra-
den. Die Teststatistik F folgt daher einer F-Verteilung mit p-1 und N-p Freiheitsgra-

den:
F~Foanp

Der F-Test auf Gleichheit der Gruppenmittelwerte prift, ob die Streuung der Grup-
penmittelwerte bei Berlcksichtigung der Freiheitsgrade, MQ,, signifikant grof3er ist
als die Reststreuung MQg. Da die Reststreuung eine zufallsbedingte Streuung ist,
kann bei gleicher GréRenordnung kein substanzieller Einfluss des Faktors A gefol-
gert werden. Erst wenn die durch MQ, gemessene Streuung der Gruppenmittelwerte
signifikant grofRer als die mittlere Reststreuung MQy, ist, ist flr den Faktor A ein Ef-
fekt nachgewiesen, der tber einen zuféalligen Einfluss hinausgeht.

Als Verhaltnis von Abweichungsquadraten ist der empirische F-Wert stets positiv und
der F-Test ein einseitiger Test (rechtsseitiger Test). Die Nullhypothese gleicher
Gruppenmittelwerte wird verworfen, wenn der Wert der Prifgrof3e (empirischer F-
Wert) F bei einem Signifikanzniveau von o das (1-a)-Quantil der F-Verteilung mit p-1
und N-p Freiheitsgraden Ubersteigt:

F>F,np1« = Nullhypothese ablehnen. ’3
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Beispiel 3.6: In unserem Beispiel der einfaktoriellen Varianzanalyse geben wir ein
Signifikanzniveau von 5% vor. Der kritische F-Wert ist einer F-Verteilungstabelle zu

entnehmen, aus der unten ein Ausschnitt angeben ist. 24



Zu diesem Signifikanzniveau lesen wir fur eine Freiheitsgradzahl des Zahlers (v,)
von p-1=4-1=3 und einer Freiheitsgradzahl des Nenners (v,) von N-p=24-4=20 den
kritischen Wert F3.,4.9 95 = 3,10 ab.

Quantile der F-Verteilung
Vy

F(X) Vv, 1 2 3 4

0,95 -0 4,35 3,49 3,10 2,87
0,99 8,10 5,85 4,94 4,43
0,95 4,17 3,32 2,92 2,69
0,99 30 7,56 5,39 4,51 4,02
0,95 40 4,08 3,23 2,84 2,61
0,99 7,31 5,18 4,31 3,83
0,95 50 4,03 3,18 2,79 2,56
0,99 7,17 5,06 4,20 3,72
0,95 50 4,00 3,15 2,76 2,53
0,99 7,08 4,98 4,13 3,65
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Da der empirische F-Wert von 2,714 kleiner als der kritische Wert von 3,10 ist, lasst
sich die Nullhypothese gleicher Gruppenmittelwerte auf einem Signifikanzniveau von
5% nicht ablehnen:

F=2,714 <F3,0095 = 3,10 = Beibehaltung der Nullhypothese.

Das bedeutet, dass die Unterschiede der mit den verschiedenen Produktionsverfah-
ren durchschnittlich produzierten Teile nicht auf substanzielle Produktivitatsunter-
schiede der Produktionsverfahren zurtckgefuhrt werden kdnnen. Vielmehr liegen die
Unterschiede noch im Bereich der Zufallsabweichungen, die durch den Stichproben-
fehler bedingt sind. Die in der Stichprobe ermittelten Produktivitdtsunterschiede der
Produktionsverfahren sind damit nicht statistisch gesichert.

[Anmerkung: Man beachte, dass hier ein relativ kleiner Stichprobenumfang vorliegt,
bei dem der Stichprobenfehler grél3er ist als bei grof3en Stichprobenumfangen. Bei
grol3en Stichproben lassen sich signifikante Unterschiede daher erheblich leichter
nachweisen. |

In der Grafik fallt der empirische F-Wert in den Annahmebereich, da er linksseitig
des kritischen Werts F;.,4. o5 = 3,10 liegt. Aus diesem Grund wird die Nullhypothese
einer Gleichheit der Gruppenmittelwerte beibehalten. Wirde er dagegen in den Ab-
lehnbereich FIO,OS = (F3.00.005 = 3,10; o0) fallen, der rechtsseitig des kritischen Wertes
F3.00.005 = 3,10 liegt, musste die Nullhypothese verworfen werden. In diesem Fall
wirde man die gemessenen verfahrensbedingten Unterschiede der Produktionsleis-
tung je Schicht nicht mehr als Zufallsabweichungen interpretieren kbnnen. 26



Im Vergleich zu dem Stichprobenfehler waren die Unterschiede der Gruppenmittel-
werte so grol3, dass man sie auf substanzielle Produktivitatsunterschiede der Pro-

duktionsverfahren zuruckfuhren wirde.
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Signifikanztest und p-Wert

SPSS weist in der Tabelle ,ONEWAY ANOVA® unter Signifikanz den Wert .072 aus.
Dieser Wert wird auch als p-Wert bezeichnet. Er gibt die Uberschreitungswahr-
scheinlichkeit des empirischen F-Wertes von 2,714 an. Wahrend o das vorgege-
bene Signifikanzniveau (nominales Signifikanzniveau) ist, gibt der p-Wert das
tatsachliche Signifikanzniveau, d.h. die tatsachliche Irrtumswahrscheinlichkeit,
des Tests an. Insofern gibt der p-Wert mehr Informationen wieder als der Vergleich
zwischen dem empirischen F-Wert und dem kritischen Wert. Da man zur Berech-
nung des p-Wertes manuell aber sehr aufwendig ist, wird er im Allgemeinen nur in
einer computergestitzten Datenanalyse ausgewiesen. Unter Verwendung des p-
Wertes lautet die Testentscheidung:

p<a = Nullhypothese ablehnen
p>o = Nullhypothese beibehalten.

Beispiel 3.7: In unserem Beispiel liegt ein nicht-signifikantes Testergebnis vor.
Durch einen Vergleich des empirischen F-Wertes von 2,714 mit dem kritischen Wert
von 3,10 haben wir die Testentscheidung

F=2714 <F3,5009=3,10 = Nullhypothese beibehalten

gefallt. SPSS weist demgegeniber den p-Wert von 0,072 aus. Vergleicht man die-

sen p-Wert mit dem vorgegebenen Signifikanzniveau, kommt man zur selben Test-

entscheidung: 23
p=0,072>a0=0,05 = Nullhypothese beibehalten.



Die Analogie des Vergleichs der F-Werte und der Wahrscheinlichkeiten geht aus
der unten stehenden Grafik hervor.

f H Hl
08 +
0.7 +
0.6 +

05 +

04 H

0.3

0.2

p=0,072 o=0,05

01 +

emp
F F3;20;0,95

=2,714 =310



Exkurs: Chi-Quadrat-Verteilung und F-Verteilung

e Chi-Quadrat-Verteilung
EsseienZ,, Z,, ..., Z,,
Zi — ><i —HM
o
unabhangige, standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Dann besitzt die Quadrat-

summe
fx2)

A

n
¥P =28 +75+..+22 =77
=1

v
x

eine X -Verteilung mit n Freiheitsgraden. Hierbei lasst sich die Quadratsumme

auch in der Form
30



PR _%(Xi—u)z
12:-2 (XI U) _ =1 5

o o

darstellen.
Wird u durch den Stichprobenmittelwert geschéatzt, dann ist die Quadratsumme

2 . L 2 :
X mit n—1 Freiheitsgraden. Allgemein ist eine Quadratsumme der Form (*) X -verteilt
mit n—k Freiheitsgraden, wenn hier in k Parameter aus der Stichprobe zu schéatzen
sind.

e F-Verteilung

. 2 2 : . . : .
Es seien le und XVZ Zwel unabhanglgezz-vertellte Zufallsvariablen mit v, und v,

Freiheitsgraden. Dann ist das Verhaltnis

E— le/Vl
Z%/Vz

F-verteilt mit v, und v, Freiheitsgraden.
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