5.3 Gute der Diskriminanzfunktion

Eine Beurteilung der Gute der Diskriminanzfunktion bezieht sich auf ihre Aussage-
fahigkeit zur Trennung der Gruppen. Fur eine solche Beurteilung kdnnen zum einen

e Mal3zahlen (Kenngrof3en) und
¢ Signifikanztests

herangezogen werden. Zum anderen kann sie auch durch eine Bewertung der
¢ Klassifikationsergebnisse,

d.h. der Trefferquote, erfolgen, die sich aus der mit Hilfe der Diskriminanzfunktion ge-
schatzten und der tatsachlichen Gruppenzugehdrigkeit ergibt.

A. Mal3zahlen (Kenngrof3en)

Da das Diskriminanzkriterium (=Eigenwert) A, das als Verhaltnis von erklarter zu
nicht erklarter Streuung interpretiert werden kann,

Bd (Streuung der Diskriminanzwerte zwischen den Gruppen)
W4 (Streuung der Diskriminanzwerte innerhalb der Gruppen)

kein normiertes Mal3 (A>0) ist, kommt es nicht unmittelbar zur Interpretation der Gite
der Trennfahigkeit in Betracht. Der Eigenwert A kann jedoch als Baustein eines Gite-
maldes verwendet werden, dem eine ahnliche Interpretation zukommt wie dem Deter-
minationskoeffizienten (Bestimmtheitsmal}) in der Regressionsanalyse.



Ausgangspunkt ist dabei das Verhaltnis von erklarter Streuung (Bd) zur Gesamtstreu-
ung (T,) Diskriminanzvariablen D:

rZ:Bd: Bd

T4 Bd+Wdg
mit

Ty4=B4+W,.

Erweitert wir diesen Ausdruck mit dem Faktor 1/W,, dann erhalten wir
2 _ Bd/Wd A
C

Ba/Wg+1 A+1

Obwohl 1€ bereits auf das Intervall [0; 1] normiert ist, wird in der Diskriminanzanalyse
Ublicherweise die Wurzel von 1€ als GiitemaR herangezogen:

(5.29) .= | M
A+1

die als kanonischer Korrelationskoeffizient bezeichnet wird. Ein hoher Wert des
kanonischen Korrelationskoeffizienten r, weist auf eine gute Trennung der durch die
Diskriminanzfunktion gebildeten Gruppen hin.

Das gebrauchlichste Kriterium zur Prifung der Trennfahigkeit der aus den
Merkmalsvariablen gebildeten Diskriminanzfunktion ist Wilks Lambda,

(530) A= T
1+ A 2




das das Verhaltnis von nicht erklarter Streuung (W,) zur Gesamtstreuung (T,) der
Diskriminanzwerte wiedergibt:

Wilks Lambda ist ein inverses Gutemal3. Je gro3er der Eigenwert A, um so kleiner
ist A. Ein niedriger Wert von Wilks Lambda zeigt daher eine geringe unerklarte Streu-
ung (,Reststreuung®) und damit eine gute Trennung der Gruppen an. Wilks Lambda
Ist ein normiertes Mal3, das stets zwischen O und 1 liegt.

Beispiel 5.5:

Bei der Diskriminanzanalyse der beiden Kaufergruppen (n, = 16, n, = 14) hatten
wir einen Eigenwert A von 0,3658 berechnet. Man erhélt den Eigenwert A
ebenfalls aus dem Verhaltnis aus B, und W,. Hierzu berechnen wir die Streuung
zwischen den Gruppen auf der Diskriminanzachse,

9199 -110,86| -01653
-110,86 133,60 || 0,1398

—-0,1653
3 =10,2483

Bd =aB&a=[-01653 0,1398]{

= [-30,7042 37,0024]{

und die Streuung innerhalb der Gruppen auf der Diskriminanzachse:



i~ 1014,81 600,06 |—0,1653
Wg =aWa = [-01653 0,1398]

600,06 1433,37| 01398

~0,1653
—[-83,8597 1011195]
0,1398

} = 27,9985

Mit dem Streuungsverhaltnis B /W, lasst sich der Eigenwerte A = 0,3658 — bis auf
Rundungsabweichungen — reproduzieren:

Ba 10,2483
Wa 27,9985

Setzen wir A = 0,3658 in (5.29) ein, erhalten wir einen kanonischen Korrelations-
koeffizienten in H6he von

" :\/ A \/0,3658 _ 0518
1+ 4 1,3658
Die mittelstarke kanonische Korrelation ist mit der Aussage verbunden, das die

Dis-kriminanzfunktion einen Anteil von rZ =0,5182 = 0,268 der gesamten Streu-
ung der Diskriminanzwerte erklart.

Wilks Lambda nimmt hier den Wert

A= 1 = 1 =0,7322
1+ 4 13658

an. Der Anteil der nicht erklarten Streuung betragt damit 73,22%. 4

=0,3660 ~ 0,3658




B. Signifikanztests
e Hotellings T?-Test

Hotellings T2-Test ist das multivariate Analogon des univariaten Tests der Mittelwert-
differenzen
Ho: My - M =0 oder Hy: Py =y,

zweler unabhangiger Stichproben (Zwei-Stichproben-Test) bei gleichen Varianzen

012 = a% — o2 in den beiden Grundgesamtheiten ((Varianzhomogenitéat).

Quadriert man die t-verteilte Prifgrof3e des Tests,

X1-X5 .
To = ~th +n,—2 univariater

gpool | M1+ N2 Zwei — Gruppen — Fall
N1-N3

mit  sPool _ (n1-1)-Sf +(np —1)-S5
ng+no—2

erhalt man eine Statistik, die F-verteilt ist mit 1 Zahler- und n,+n,-2 Nennerfreiheits-
graden:

-|-2_ (71—72)2 —(Y X ) (SZ)OOOI ,n1+n2 _1-(Y X )~F.L
0 — (SZ)OOOI | Ny -+ =\ 2 ng-No 1 2 N1+No—2
ny-No 5




Die Differenz der Mittelwerte X1 —Xo wird im multivariaten Fall entsprechend
durch die Differenz der gruppenspezifischen Mittelwertvektoren X; —Xo ersetzt.
Damit erhalt man fir den multivariaten Zwei-Gruppen-Fall die Hotellings T2

-1
- NS N1+nN - -
(5.31) T2 =(% - %) -{Sp""' AT 2 2} (%1 - %)
nl-nz

-1
SN W ng+no oo
= — . . (X1 —X
(% —%2) {n1+n2—2 n1~n2} (% —%2)

=2 2 2) o) W (%)
N1+No

mit dem multivariate Pendant zur gepoolten Varianz im univariaten Fall, die aus
den beiden gruppenspezifischen (Stichproben-) Varianzen besteht:

gpool _ 1 W
ng+nop—2

Die Prufgrof3e der Nullhypothese H,: 1, = Y, des Hotellings T2-Tests,

_np+np-m-1 12 multivariater
(5:92) - (N +ny—2)-m o Zwei — Gruppen — Fall

folgt einer F-Verteilung mit m und n,+n,-m-1 Freiheitsgraden.



Beispiel 5.6:

In dem Beispiel 5.3 zur Diskriminanzanalyse der beiden Kaufergruppen der Marken
A und B hatten wir die gruppenspezifischen Mittelwerte der beiden Variablen
Einkommen (X,) und Alter (X,) berechnet, die durch die Mittelwertvektoren

X1 und Xy wiedergegeben werden:

Gruppe 1 Gruppe 2
B X11 30,563 B X921 34,071
X192 34,938 X299 30,714
Aus Beispiel 5.4 ist die inverse Streuungsmatrix innerhalb der Gruppen bekannt:
{ 0,00130958 —0,00054824}

—0,00054824 0,00092717

Die Nullhypothese der Gleichheit der Mittelwertvektoren in den Grundgesamtheiten
beider Gruppen, H,: 1, und p,, soll mit Hotellings T2-Test gepruft werden.

Mit den Stichprobenumféngen n, = 16 und n, = 14 erhélt man fur Hotellings T2
den Wert

W-1=

N1-No-(N1+Nno -2 - o_\! (v Y
T2.MN2-(tN2=2) (o v yw iz, —x,)
n1+nNo

11 127 [xeqs —x
ni-no-(Np+np-2) .. _ o W w X11—X21

= (X171 —X X19 —X29)]- :

S [(X11—X21) (X12 —X22)] W2l 22 ;

X12 —X22



2 _16 -14-1;16 I 414 ~2) [(30,563-34,071) (34.938—30,714)]
+

0,00130958 -0,00054824| | 30,563—-34,071
-0,00054824 0,00092717 | | 34,938—-30,714

[ 0,00130958 -0,00054824 | | -3,508
| -0,00054824 0,00092717 | | 4,224

[-0,006909772
| 0,005839592

=209,0667-[-3,508 4,224]-

=209,0667 -[-3,508 4,224]- } =209,0667-0,04890592 =10,2246

Ry = ng+no—m-1 T2 _ 16+14-2-1 102246
(np+no—-2)-m (16+14-2)-2

=0,4821429-10,2246 = 4,9297

Prifgrofe:

Kritischer Wert (a=0,05): Frn1in2-m11- o = F2i16+142-1,0,95 = F227,0,05 = 3,37
Fs00005 = 3,49 und  F,.30.095 = 3,32: Differenz 17 Einheiten - 0,3 = 5,1 Einheiten

F2.27:095 = F2:30,0,05 = 3,32 + 0,05 = 3,37

Testentscheidung: F,=4,93 > F,.,;.945 = 3,37 = H, verwerfen
(auf Unterschiedlichkeit der Mittelwertvektoren der beiden g

Gruppen |, und [, geschlossen) [



e y?-Test Uber Wilks Lambda (Bartlett-Approximation)

Wilks Lambda bildet die Grundlage verschiedener Signifikanztests in der Diskrimi-
nanzanalyse. Ein Standardsignifikanztest in der Diskriminanzanalyse bezieht sich
auf die Nullhypothese gleicher Gruppenmittelwerte auf der Diskriminanzachse:

e ===

US . Mittelwert der Diskriminanzwerte der g-ten Gruppe in der Grundgesamtheit
Nach einer Approximation von Bartlett ist die Prufgro3e (Teststatistik) des Tests
auf Gleichheit der Gruppenmittelwerte,

m+G
(5.33) 3§ =—(n-

—1)-InA
approximativ y2-verteilt mit m(G-1) Freiheitsgraden. Die Approximation ist umso
besser, je grol3er n im Vergleich zu G+m ist.

Bei einem Signifikanzniveau (Irrtumswahrscheinlichkeit) o wird die Nullhypothese H,,
verworfen, wenn der Wert der Prifgrof3e y? das (1-a)-Quantil der y?-Verteilung mit
m(G-1) Freiheitsgraden Uberschreitet:

2 .2
X0 > Xm(G-1):1-0 = Hq ablehnen



Abbildung 5.5: Annahme- und Ablehnungsbereich des y2-Tests

()

an-(G—l);l—oc

A

»
Ll |

v

Annahmebereich Ablehnungsbereich

Bei einer Ablehnung der Nullhypothese H, sind die Gruppenunterschiede auf
der Diskriminanzachse statistisch gesichert.
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Sofern mehr als zwei Gruppen vorhanden sind (G > 2), lassen sich mehr als eine
Diskriminanzfunktion bestimmen. Allgemein gibt es

g = min {G-1, m}

Diskriminanzfunktionen. Zu den q Diskriminanzfunktionen gehdren g Eigenwerte, die
gemeinsam bei der Beurteilung der Unterschiedlichkeit der Gruppen bertcksichtigt
werden mussen. An die Stelle des univariaten Wilks Lambda tritt dann das multiva-
riate Wilks Lambda, das man aus dem Produkt der univariaten Lambdas A, erhalt:

q q
(5.34) A=TIN =TI :
k=1 k=11+ Ak

Das multivariate Lambda von Wilk folgt (als y2-Prufgréf3e) einer y2-Verteilung mit
m(G-1) Freiheitsgraden.

11



Beispiel 5.6:

Mit dem in Beispiel 5.4 berechneten Wert von Wilks Lambda 0,7322 kénnen wir die
PrifgroRe des Signifikanztests [Gl. (5.33)] auf Gleichheit der Mittelwerte der
beiden Gruppen auf der Diskriminanzachse,

Hy: uf =ug :
bestimmen (n=30, m=2, G=2):
2 =—(n-M*6 —1)-|nA=-(3o-2L22—1)-|n(o,7322)

= (-27)-(-0,3117) = 8,416
Bei einem Signifikanzniveau o von 5% ermitteln wir einen kritischen Wert von
Zr%(G—l);O,% = 250,95 = 599
Damit lautet die Testentscheidung:
(xg =8,416) > X%;0,95 =5,99) = H( ablehnen.

Die Diskrimination der beiden Kaufergruppen durch die Merkmalsvariablen Einkom-
men und Alter ist damit statistisch gesichert. N

12



5.4 Klassifikation
5.4.1 Klassifikationskonzepte

Ziel der Klassifikation:

Zuordnung eines neuen zusatzlichen Untersuchungsobjektes zu einer Gruppe auf-
grund der metrisch skalierten Variablen, d.h. die Prognose der unbekannten Auspra-
gung der nominalskalierten Gruppenvariablen

Fragestellung:

e In welche Gruppe ist ein neues Element, dessen Gruppenzugehdrigkeit nicht be-
kannt ist, aufgrund der Merkmalsauspragungen seiner metrisch skalierten
Variablen einzuordnen?

Klassifikationskonzepte:

e Distanzkonzept,

e \Wahrscheinlichkeitskonzept,

e Konzept der Klassifikationsfunktionen,

e Konzept des kritischen Diskriminanzwertes.

Methodisch betrachten wir die beiden ersten Konzepte, bei denen entweder
e die metrisch skalierten Ausgangsvariablen

oder

e die zuvor berechneten Diskriminanzvariablen

verwendet werden kbnnen
13



Ermittlung der Zuordnungs- bzw. Klassifikationsregeln anhand eines Lern-
datensatzes

Lerndatensatz: Untersuchungseinheiten, bei denen nicht nur die Auspragungen der
metrischen Variablen bekannt sind, sondern auch die der nominalen Gruppenvariab-
len.

Interne Analyse: Untersuchungseinheiten des Lerndatensatzes werden klassifiziert
(Trefferquote ermittelt - Hinweis auf Gute der Diskriminanzfunktion)

Externe Analyse: Klassifikation neuer Objekte bei denen lediglich die Auspragun-
gen der metrisch skalierten Variablen bekannt sind

14



Tabelle 5.1: Vergleich der Klassifikationskonzepte

Klassifikationskonzepte

Distanz- Wahr- Klassifizie- Kritischer
Konzept | scheinlich- rungs- Diskrimi-
keits- Funktionen nanzwert
Konzept
Mogliche | Ausgangsvariablen ja ja ja nein
Variab-
len- o : : : : :
grund- Diskriminanzvariablen ja ja nein ja
lage
Berlcksichtigung unter-
schiedlicher A-priori- nein ja ja ja
Wahrscheinlichkeiten
) Bericksichtigung unter-
zusatz- schiedlicher Kosten der nein ja nein ja
liche Fehlklassifikation
Aspekte / —
Erweite- | Berucksichtigung un-
rungen gleicher Streuungen in ja ja nein nein
den Gruppen
Unterdrickung
irrelevanter ja ja nein ja

Diskriminanzfunktionen




5.4.2 Distanzkonzept

Messung der Distanz bzw. Ahnlichkeit zweier Objekte A und B:
Vergleich der beiden individuellen Merkmalsprofile

Distanzmalde (aus Clusteranalyse bekannt):
Quantifizierung der Ahnlichkeit oder Distanz von Objekten aufgrund ihrer Auspragun-
gen bei m Merkmalsvariablen

Fragestellung bei Klassifikationsverfahren der Diskriminanzanalyse:

Wie gut passt ein Objekt zu den verschiedenen Gruppen, d.h. in welchem Ausmal3
stimmt das individuelle Merkmalsprofil eines Objektes x; mit dem durchschnittlichen
Merkmalsprofil der zur Gruppe g gehdrenden Untersuchungsobjektexy (Gruppen-
zentroid) Uberein?

Wenn bei der Berechnung der Distanzen zwischen Objekt und Gruppenzentroid die
Malieinheiten und Standardabweichungen der Variablen sowie die Korrelationen
zwischen den Variablen bericksichtigt werden sollen, kann nicht die euklidische
Distanz verwendet werden.

Ein Mal3, das diese Forderungen durch Einbeziehung der Inversen der gruppen-
spezifischen Varianz-Kovarianz-Matrizen Sél erftllt, ist die Mahalanobis-Distanz.
Unter der Annahme gleicher gruppenspezifischen Varianz-Kovarianz-Matrizen in der
Grundgesamtheit kann hierzu vereinfachend die Inverse der gepoolten Varianz-

. . —1
Kovarianz-Matrix (SPOO' ) verwendet werden.
16



e Mahalanobis-Distanz auf Basis der m Merkmalsvariablen

Fur ein Untersuchungsobjekt i wird nun auf Basis der Ausgangsvariablen die Mahala-
nobis-Distanz zur Gruppe g wie folgt berechnet:

(5:35)  MD(i,g)= (xi—Xg)"-($Po ] (xi—Xg)

mxm
Ixm mx1

Klassifikationsregel:
Zuordnung des Objekts i zu der Gruppe, zu der es die geringste Distanz aufweist.

e Mahalanobis-Distanz auf Basis der p Diskriminanzvariablen
- bei p Diskriminanzfunktionen:

(5.36)  MDg(i,g) = (di—dg)"- (sgoo' )_1- (di — dg)
— —
Ixp p>p px1
- Im Zwei-Gruppen-Fall:

g\
(5.37)  MDd(i,g) = M
2 ool
(Sd)o
Aufgrund der Normierung der Diskriminanzkoeffizienten (s5)P° =1 gilt:
(5:38)  MDu(i,g) = QEDu(i,9) = (ci - do

Die Mahalanobis-Distanzen auf Basis der Diskriminanzvariablen entsprechen also
den quadrierten euklidischen Distanzen QEDd(i,g). 17



Beispiel 5.7: Fur die Region A ergab sich beispielsweise ein Diskriminanzwert von
d, = —1,836. Aus allen Regionen, die zur Gruppe 1 = landlicher Raum (Gruppe 2 =
stadtischer Raum) gehoéren, kann nun ein gruppenspezifischer Diskriminanzmittel-

wert berechnet werden:

o = %-(dc +dH +dK) = %-(6,320 +4,046 +4,399) = 4,922
und
d2 23-(dA +dg +dp +de +dF +dg +di +dj +di)

= 1 (-1,836-1,179-1,325-1,717 - 2,125 1,532 - 3,558 + 0,004 —1,496)

= g1,641.

Damit kbnnen die quadrierten Euklidischen Distanzen fir die Region A zur Gruppe 1
(landlicher Raum) und zur Gruppe 2 (stadtischer Raum) berechnet werden.

QED4 (Al) = (-1836 — 4,922)° = 45,6646338,
QED4(A2) = (—1836 — (-1641))* = 0,03812753.

Wir untersuchen eine weitere Region namens ,neu” und wollen wissen, ob sie eher
der Gruppe 1 oder der Gruppe 2 zugeordnet werden kann. Bekannt sind die Auspra-
gungen der metrisch skalierten Merkmalsvariablen:

Tabelle: Prognosedaten des Rechenbeispiels

Merkmalsvariablen Gruppierungs-
Region X, X, X, X, X, X, |varableg

neu 200,0 18020 6,8 53,0 11,0 2.5 unbekannt




Fur die neue Region wird zunachst der zugehorige Diskriminanzwert ermittelt:

dneu = ao + Xneu'- &
[ 0,011
~0,000
0,583
=-15277+[200,0 18020 68 530 110 25| =-2,300.
0,130
0,448

|-0,092

Damit kbnnen die quadrierten Euklidischen Distanzen flr die neue Region zur Grup-
pe 1 (landlicher Raum) und zur Gruppe 2 (stadtischer Raum) berechnet werden:

QEDqd (neu,1) = (- 2,300 — 4,922)* = 52,159

QEDq (neu,2) = (- 2,300 — (-1,641))* = 0,435
Die Distanzen, die sich bei interner und externer Analyse auf Basis der Diskriminanz-
variable ergeben, sind in der nachfolgenden Tabelle dargestellt.

Demnach wirden also die Regionen C,H und K der Gruppe 1 (landlicher Raum) und
die Regionen A,B,D,E,F,G,I,J und L der Gruppe 2 (stadtischer Raum) zugeordnet.
Die neue Region wird der Gruppe 2 zugeordnet.

19



Tabelle:

Berechnung der quadrierten Mahalanobis-Distanzen auf Basis der Diskrimi-

nanzvariablen

Quadrierte Euklidische Distanzen bzw. quadrierte | \orhergesagte | Tatsachliche
Name | Mahalanobis-Distanzen QEDd(i, 9) Gruppenzuge- | Gruppenzu-
Gruppe 1 Gruppe 2 hdrigkeit gehorigkeit
A 45,665 0,038~ 2 2
B 37,222 0,213* 2 2
C 1,956* 63,374 1 1
D 39,024 0,099* 2 2
E 44,077 0,006* 2 2
F 49,656 0,235* 2 2
G 41,652 0,012* 2 2
H 0,768* 32,333 1 1
I 71,905 3,676* 2 2
J 24,186 2,704* 2 2
K 0,273* 36,480 1 1
L 41,190 0,021* 2 2
Neu 52,159 0,435* 2 Unbekannt
* minimaler Distanzwert 20 ,

Trefferquote: 100%




5.4.3 Wahrscheinlichkeitskonzept

Das Wahrscheinlichkeitskonzept behandelt die Klassifikation als ein statistisches
Entscheidungsproblem

Zuordnung der einzelnen Objekte zu einer der Gruppen erfolgt auf der Grundlage
des Bayesschen Theorems:

gesucht:
- Bedingte Wahrscheinlichkeit P(g|x;), dass eine Untersuchungseinheit i mit dem

Merkmalsvektor x; der Gruppe g angehort (=A-posteriori-Wahrscheinlichkeit)

gegeben:
- A-priori-Wahrscheinlichkeit P,(g) der Gruppenzugehdrigkeit der Untersuchungs-

einheit i,
- Bedingte Wahrscheinlichkeit P(x;g) mit der man bei gegebener Gruppenzugeho-
rigkeit den Merkmalsvektor x; erhalt

Zuordnungswahrscheinlichkeit nach dem Bayes-Theorem:

(5.39) P(g|xi)= g(xilg)'P'(g) g=1,...,G)
h§1F’(Xi |h)-Pi(h)

In der Regel werden statt der individuellen nur gruppenspezifische A-priori-Wahr-
scheinlichkeiten bertcksichtigt. In diesem Falle gilt:

(540) P(-Ple) (=1..n) (9-1...G) 21



e Bestimmung der gruppenspezifischen A-priori-Wahrscheinlichkeiten P(Q):

Zufallsstichprobe oder reprasentative Be-
urteilungsstichprobe

Keine Informationen tGber Gruppenan-
teile in der Grundgesamtheit

P@)="2  (g=1,.. (5.42) P(g)=1 (g=1,...

(5.41) : G

Ggf. kdnnen auch externe Quellen (z.B. amtliche Statistik, Marktforschung) zur
Schatzung der A-priori-Wahrscheinlichkeiten herangezogen werden.

e Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeiten P(x;|g):

Die Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeiten P(x;|g) erfolgt unter den Annah-
men, dass die metrisch skalierten Ausgangsvariablen in jeder Gruppe normalver-
teilt sind und gleiche gruppenspezifische Varianz-Kovarianz-Matrizen vorliegen.

FUr ein Objekt i mit dem Merkmalsvektor x; erhalt man dann unter der Voraussetzung,
dass Objekt i zur Gruppe g gehort, die (bedingte) Dichtefunktion der multivariaten

Normalverteilung: 1
112 Xp{(xi —Xg)'.(SpooI )‘ .(xi —Xg)
2

(5.43) f(xi|g)=(2m) ™ |gpool|

Unter der Normalverteilungsannahme mussen die bedingten Wahrscheinlichkeiten
P(x;|g) bei der Berechnung A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten P(g|x;) nach Formel

(5.39) durch die bedingten Dichten f(g|x;) ersetzt werden. -



Unter Verwendung der individuellen A-priori-Wahrscheinlichkeiten P,(g) erhalt
man die Zuordnungswahrscheinlichkeiten aus

(5.44) P(g|xi)= (pr(_MD(i’g)/Z)'R(g) (g=1,....G)
hZ:)lexp(— MD(i,h)/2)-Ri(h)

wenn man beachtet, dass die konstanten Faktoren (2x)~™2 und |Spool[Y2 im Zahler
und Nenner stehen und sich daher herauskirzen.

Bei gleichen A-priori-Wahrscheinlichkeiten lassen sich die Zuordnungswahr-
scheinlichkeiten vereinfacht aus

(5.45) P(g|xi)= GeXp(_MD(i’g)/Z) (g=1,...G)
> exp(~MD(j,h)'2)
h=1

berechnen.

Verhéltnis zwischen Wahrscheinlichkeits- und Distanzkonzept:

Die Gleichungen (5.44) und (5.45) zeigen die enge Kohéarenz zwischen dem Wahr-
scheinlichkeits- und Distanzkonzept auf. Bei gleichen A-priori-Wahrscheinlichkei-
ten erfolgt die Zuordnung der Objekte auch beim Wahrscheinlichkeitskonzept letzt-
lich aufgrund inrer Distanzen zu den Gruppen.
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e Bestimmung der A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten P(g|x;) auf der Basis
der Diskriminanzvariablen

Im Zwei-Gruppen-Fall ist die Wahrscheinlichkeit P(g|d;), dass ein Objekt i mit dem
Diskriminanzwert d; der Gruppe g entstammt, durch

(5.46) P(g|di)= f(d‘ 9)-P(9) (g=1,2)
S(a1h)-AH

gegeben.

Es wird nun angenommen, dass die Diskriminanzvariable in jeder Gruppe normalver-
teilt ist und dass gleiche gruppenspezifische Varianzen vorliegen. Damit lasst sich die
bedingte Wahrscheinlichkeit P(di|g) Uber eine Transformation der auf Basis der Dis-
kriminanzvariablen berechneten quadrierten Mahalanobis-Distanzen MD(i,g) berech-
nen. Die Zuordnungswahrscheinlichkeit lautet damit:

(5_47) P(g | di) _ 2exp(—I\/IDd(i,g)/2)- P'(g) (g =1, 2)
h{jlexp(— MDqd(i,h)/2)-Pi(h)

bzw. bei gleicher A-priori-Wahrscheinlichkeit

(5.48) P(g| o) = SPCMPA00)2) g o
> exp(—MDd(i,h)/2) 24
h=1



Ein Objekt | wird stets derjenigen Gruppe g zugeordnet, fur die die Zuordnungswahr-
scheinlichkeit P(g|d;) am grof3ten ist

Beispiel 5.8:

Unter der Annahme gleicher A-priori-Wahrscheinlichkeiten erhalt man tber (5.46)
beispielsweise flir die Region A die Zuordnungswahrscheinlichkeiten:

e(-45,665/2)
e(-45,665/2) 1 o(-0,038/2)

P(1|da)= = 0,000000 und
e(-0,038/2)

e(_45,665/2 ) + e(—0,038/2 ) =1,000000.

P(2|da)=

Die folgende Tabelle zeigt die Ergebnisse fur die 12 Untersuchungsregionen mit be-
kannter Gruppenzugehdrigkeit und die neue Region.
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Tabelle: Berechnung der Zuordnungswahrscheinlichkeiten auf Basis der Diskrimi-

nanzvariablen

exp(-MDd(i,9)/2)

P(gldi)=— o
Name 3 exp(—- MDaq(i,h)/2) Vorhergesa.gt.e | Tatsachllche_ |
h=1 Gruppenzugehorigkeit | Gruppenzugehorigkeit
Gruppe 1 Gruppe 2
A 0,000000 1,000000* 2 2
B 0,000000 1,000000* 2 2
C 1,000000* 0,000000 1 1
D 0,000000 1,000000* 2 2
E 0,000000 1,000000* 2 2
F 0,000000 1,000000* 2 2
G 0,000000 1,000000* 2 2
H 1,000000* 0,000000 1 1
I 0,000000 1,000000* 2 2
J 0,000022 0,999978* 2 2
K 1,000000* 0,000000 1 1
L 0,000000 1,000000* 2 2
neu 0,000000 1,000000* 2 unbekannt

Trefferquote: 100%

* maximale Zuordnungswahrscheinlichkeit




5.4.4 Kritischer Diskriminanzwert

Beim Distanzkonzept wird ein Objekt i — bei Verwendung der Diskriminanzvariablen —
in diejenige Gruppe g eingeordnet, bezlglich derer die Distanz zwischen Objekt und
Gruppenmittel (Zentroid) minimal wird. Dies ist &quivalent damit, ob das Objekt unter-
halb oder oberhalb eines kritischen Diskriminanzwertes d, liegt.

Im Zwei-Gruppen-Fall kann unter der Voraussetzung einer gleichen Anzahl von
Objekten in den Gruppen das ungewogene arithmetische Mittel der gruppenspe-
zifischen Diskriminanzmittelwerte als kritischer Diskriminanzwert verwendet wer-
den:

o+ do

(5.49) d. =

Enthalten die Gruppen unterschiedlich viele Objekte, ist das gewogene arithmeti-
sche Mittel zu bilden:

(5.50) ¢, = ML di+n2-d2
N1+ N2
Wir haben die Konstante a0 der Diskriminanzfunktion derart bestimmt, dass der Ge-

samtmittelwert der Diskriminanzwerted gleich null wird. Der kritische Diskriminanz-
wert (5.48) entspricht genau diesem Gesamtmittelwert:

(5.51) d. =0.
27



Tabelle 5.2: Zuordnungsregeln bei Verwendung des kritischen Diskriminanzwertes

Vergleich des Diskriminanz-
. Vorhergesagte Vorhergesagte
wertes der i-ten Untersu- N N
Fall o .. | Gruppenzugehdrigkeit, | Gruppenzugehorigkeit,
chungseinheit mit dem Kriti- wenndh < b ailt wen b < d qilt
schen Diskriminanzwert 29 2 J
| di <dc 1 2
I di > dc 2 1
1 di = dc keine eindeutige keine eindeutige
Zuordnung Zuordnung
Beispiel 5.9:

Die gruppenspezifischen Diskriminanzmittelwerte oy = 4,922 und d» =-1,641 hat-
ten wir bereits ermittelt. Damit betragt der kritische Diskriminanzwert:

ni-di+n2-d2 3-4,922+9-(-1,641)

dc
n1+n2

0.
12

Da hier ¢4 > dy gilt, werden alle Objekte, deren Diskriminanzwerte gro3er (kleiner) als
der kritische Diskriminanzwert in H6he von null sind, der Gruppe 1 (Gruppe 2) zuge-
ordnet. Die untenstehende Tabelle zeigt die entsprechenden Klassifikationsergebnis-
se bei einer internen und externen Analyse.
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Tabelle: Klassifikation Uber den kritischen Diskriminanzwert

Name Diskriminanzwerte Vorhergesa.gtle | Tatséichlic.he_* |
d Gruppenzugehorigkeit | Gruppenzugehorigkeit

A -1,836 2 2

B -1,179 2 2

C 6,320 1 1

D -1,325 2 2

E -1,717 2 2

F -2,125 2 2
G -1,532 2 2

H 4,046 1 1

I -3,558 2 2

J 0,004 1** 2

K 4,399 1

L -1,496 2 2

neu -2,300 2 unbekannt

** falsche Vorhersage
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Diskriminanzwert der Region A: da =-1,836 < 0 - Zuordnung von A zur Gruppe 2
Diskriminanzwert der ,neuen” Region: <0 - Zuordnung der ,neuen” Region zur

Gruppe 2

Auswertung der internen Analyse:

11 der 12 Untersuchungsregionen, d.h. 11/12 = 91,7% der Falle sind richtig zuge-
ordnet worden > hoher Prozentsatz der richtig klassifizierten Objekte deutet auf eine
relativ hohe Gite der Diskriminanzfunktion hin, d.h. Gruppen lassen sich gut durch
die metrisch skalierten Ausgangsvariablen erklaren. ¢
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5.4.5 Beurteilung der Klassifikation

Ist die Gruppenzugehdrigkeit der klassifizierten Objekte bekannt, kann unabhan-
gig vom verwendeten Klassifikationsverfahren durch Vergleich der vorhergesagten
mit der tatsachlichen Gruppenzugehaorigkeit eine Beurteilung der Klassifikation
erfolgen. Der Prozentsatz richtig klassifizierter Objekte ist eine Mal3zahl fur die
Klassifikationsgute.

e Resubstitutions-Methode

Gesamter Lerndatensatz wird klassifiziert und anschliel3end die Trefferquote be-
stimmt

Diese Trefferquote ist in der Regel vermittelt jedoch ein zu optimistisches Bild tber
die Gute der Klassifikation, da sie auf Basis derselben Daten ermittelt wird, die auch
in die Berechnung der Klassifikationsvorschriften eingehen.

eKreuzvalidierung

Um das Problem der Uberschiatzung der Trefferquote zu vermeiden, sollte eine
Kreuzvalidierung vorgenommen werden.

Ermittlung der Trefferquote bei der Kreuzvalidierung:

a) Klassifikation der Objekte einer zusatzlichen Stichprobe als eine Kontrollstich-
probe, bei der die Gruppenzugehorigkeiten bekannt sind, die aber nicht der Kons-
truktion der Klassifikationsregel zugrunde liegen

b) Aufteilung der vorhandenen Stichprobe in eine Lernstichprobe und eine Kon-
trollstichprobe 31



Spezialfall von b): Leave-one-out-Methode

Hierbei wird ein Klassifikationsverfahren bei gegebener Grél3e n des urspriinglichen
Datensatzes jeweils auf n-1 Untersuchungseinheiten angewendet und fir die n-te
Untersuchungseinheit getestet. Die Lernstichprobe besteht folglich aus n-1 Objek-
ten, wobei das nicht berticksichtigte Objekt klassifiziert wird. Die Klassifikation eines
Objektes basiert also auf den tbrigen n-1 Objekten und wird n-mal, d.h. fiir jedes
Objekt, durchgeftihrt. Dabei wird jedes Mal eine neue Klassifikationsregel bestimmt.

Ubertragbarkeit der ermittelten Trefferquote auf die Grundgesamtheit:

Bei Verwendung einer 10-fachen Kreuzvalidierung kann die Trefferquote hinrei-
chend genau geschéatzt werden. Die Leave-one-out-Methode liefert eine fast un-
verzerrte Schatzung der Trefferquote. Generell ist die Anzahl der zufallig richtig
klassifizierten Objekte bei der Interpretation der Trefferquoten zu bertcksichtigen.

Beispiel 5.10:

Das Verfahren der Kreuzvalidierung eignet sich fur jedes Klassifikationskonzept und
Ist unabhangig davon, ob die Klassifikation auf Basis der Ausgangsvariablen oder
der Diskriminanzvariablen durchgefthrt wurde. Der Einfachheit halber wollen wir
das Verfahren der Kreuzvalidierung nur anhand der Klassifikation auf Basis der
metrisch skalierten Ausgangsvariablen demonstrieren. Es soll im Folgenden die
Leave-one-out-Methode zugrunde gelegt werden.
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Wir wollen die bei der Leave-one-out-Methode notwendigen Modifikationen beispiel-

haft fir die Region A darstellen. Das Merkmalsprofil dieser Region wird weiterhin

durch xa =[212,4 20116 9,8 53 8,4 -0,7]' beschrieben. Da wir die Region A
klassifizieren wollen, enthalt die Lernstichprobe nur die restlichen Regionen. Unter
Ausschluss der Region A ergibt sich dabei die veranderte [(n—1)xm]-Datenmatrix X

ZU.

(6237

931
236,8
412,0
566,7
3319
1114
489,0
287.,4
166,2
3881

24966
19324
23113
23076
24516
22187
20614
25006
23136
20707
23624

3,4
23,6
8,7
8,9
6,1
7,4
16,3
5,7
8,8
141
9,6

731
479
66,8
46,9
443
57,6
63,8
49,4
59,4
74,0
54,3

6,1
12,3
8,7
8,0
8,6
10,3
13,9
6,/
12,4
13,0
6,9

3,4
19
2,0
31
-30
4.7
5,2
2,6
17
3,6
-0,4

—r X & — T O TnmmQgO w
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Unter Ausschluss der Region A verandern sich auch die gruppenspezifischen Mittel-
werte der metrisch skalierten Variablen. Man erhélt die folgenden Spaltenvektoren:

X1=[123,567 20215,000 18,000 61900 13,067 2300]' und

X2 =[41695 23703 7325 56,475 84625 0,3375].

Die einzelnen Elemente des Spaltenvektors des gruppenspezifischen Mittelwerte be-
rechnen sich Uber:

1

X1j=§'(XCj+XHj+XKj) bzw.

1
X2jZé-(XBj—l-XDj—|-XEj+XFj+XGj+X|j+XJj+XLj).
Beispielsweise gilt:

X1ED = -(931+1114 +166,2) =123567 PZW.

X2ED = - -(623,7 +236,8 + 412 +566,7 + 3319 + 489 + 287,4 + 388,1) = 416,95

Damit hat die [(n—1)xm]-Matrix der Gruppenmittelwerte bei Kreuzvalidierung jetzt fol-
gendes Aussehen:
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123,567
123,567

« oup _| 123567

11x6

416,950

416,950

20215,000
20215,000
20215,000
23703,000

23703,000

18,000 61,900
18,000 61,900
18,000 61,900

7,325 56,475

7,325 56,475

13,067
13,067
13,067

8,463

8,463

2,300 |

2,300
2,300
0,338

0,338

Mit diesen Angaben lasst sich die modifizierte [mxm]-Matrix flr die Streuung der m
Merkmalsvariablen in den Gruppen ermitteln, die ebenfalls unter Ausschluss der Un-
tersuchungsregion A berechnet wird:

6x6

130583,227
834082,000
-1946,820
-200,980
-1246,268
-738,915

834082,000
8516308,000
-18585,800
17785,300
-8930,700
-3287,500

-1946,820
-18585,800
80,735
-169,095
8,508
-39,148

-200,980 -1246,268
17785,300 -8930,700
-169,095 8,508
1033,535 6,893
6,893 31,585
252,948 19,551

-738,915 |
-3287,500
-39,148
252,948
19,551
92,899

35



Fur die Mahalanobis-Distanzen der Region A gilt dann bei Kreuzvalidierung:
MD(A,1) = (xa —x1)'-(SPool . (xa —%1) = (N —1-G) - (xa —X1)'-W-L-(xa —X1) = 92,483 und

MD(A, 2) = (xa— X2 )"+ (SPool ] (xa— X2) = (N —=1-G) - (xa— X2)'- WL- (xa— X2) = 49 551

Diese Prozedur wird nun flr jede einzelne Region durchgefuhrt. Fur die Mahalano-
bis-Distanzen der Region B muss dann wieder eine neue [11x6]-Ausgangsmatrix X
ermittelt werden, die alle Regionen aul3er B enthéalt. Insgesamt erhalt man fur die 12
Untersuchungsregionen bei Kreuzvalidierung die in der unten stehenden Tabelle
dargestellten Mahalanobis-Distanzen.
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Tabelle:

Berechnung der Mahalanobis-Distanzen auf Basis der Merkmalsvariablen
bei Kreuzvalidierung

Mahalanobis- Distanzen MD(i,g) bei Vorhergesagte Tatséchliche
Name Kreuzvalidierung Gruppenzugehé- Gruppenzugehé-
Gruppe 1 Gruppe 2 rigkeit rigkeit

A 92,483 49,551* 2 2

B 59,634* 73,914 1** 2

C 59,177* 215,199 1 1

D 41,646 13,289* 2 2

E 41,252 1,771* 2 2

F 61,724 11,140* 2 2

G 50,431 19,298* 2 2

H 12,831* 32,979 1 1

| 144,232 14,489* 2 2

J 32,542* 39,201 1** 2

K 21,517* 36,430 1 1

L 40,198 4,844* 2 2
Trefferquote: 10/12 = 83,3%
* minimale Distanz 37

** falsch klassifizierter Fall




Aus den gerade berechneten Distanzen lassen sich relativ einfach die zugehdrigen
Zuordnungswahrscheinlichkeiten ermitteln, die aber zu keinen anderen Zuord-
nungen fuhren, so dass wir auf ihre Darstellung verzichten.

Wir hatten oben mit der Resubstitutions-Methode die Trefferquoten nur auf Basis
der Diskriminanzvariablen berechnet. Eine entsprechende Berechnung auf Basis der
Merkmalsvariablen hatte allerdings ebenfalls zu einer Trefferquote von 100 % ge-
fahrt. Wie die vorherige Tabelle zeigt, verandern sich die Klassifikationsergebnisse
bei Kreuzvalidierung (hier: Leave-one-out-Methode). Die urspringlich mit der Re-
substitutions-Methode berechnete Trefferquote von 100 % ist gegeniber der bei der
Kreuzvalidierung ermittelten Trefferquote von 83,3 % optimistisch Uberhdht.

.
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