3. Kombinatorik

Modelltheoretische Wahrscheinlichkeiten lassen sich haufig durch Abzahlen
der gunstigen und maoglichen Fallen I6sen. Kompliziertere Fragestellungen beddr-
fen aber der Verwendung mathematischer Formeln zur Berechnung der glnstigen
und mdglichen Falle, die als Regeln der Kombinatorik bekannt sind. Die Kombi-
natorik ist ein Teilgebiet der Mathematik und gibt an, wie viele Mdglichkeiten
bestehen,

- Elemente unterschiedlich anzuordnen
- aus einer Menge einige Elemente auszuwahlen.

Die Kombinatorik wird in der Statistik nicht nur zur Bestimmung von Wahrschein-
lichkeiten nach dem modelltheoretischen Wahrscheinlichkeitsbegriff verwendet,
sondern ebenfalls in der Stichprobentheorie bendtigt.



Kombinatorische Fragestellungen

!

Anordnungsproblem (Permutation):
n Elemente sollen angeordnet oder
gereitht werden

¥ L 4

Auswahlproblem:
lr Elemente sollen aug etner Urne mit n

Elementen ausgewsahlt werden
(Regelfadl k < n)

v

v

Variation:
mit Bericksa chtigung der Anordnung
(abund b averschiedene Ergebnisse)

Komhbination:
ohne Bericksichtigung der Anordnung
(ab undtb a gleiche Ergebnisse)

. ! v v
Ziehen ohne Ziehen mit Ziehen ohne Ziehen mit
Zuriicklegen: Zuriicklegen: Zuriicklegen: Zuriicklegen:

Element kann
mehrmals gerogen
werdet.

Element kann
hiichstens etnmal
gezogen werden.

Element kann
mehrmals gezogen
werden.

Element kann
hichstens einmal
gezoget werden.

Permutation m.

Permutation o. Wiederholung;

Wiederh olung; eithige Elemente
alle Elemente sind Gin dgunterschi ol
unterschiedlich

lich, einige gleich

Variation ohne
Wiederholung

Variation mit
Wiederholung

Kombination mit
Wiederholung

Kombination o.
Wiederholung




3.1 Anordnungsprobleme

Zunachst unterstellen wir, dass alle Elemente verschieden, also voneinander un-
terscheidbar sind. Die Permutation P, , bezeichnet dann die Anzahl der Moglich-
keiten, diese Elemente in eine unterschiedliche Reihenfolge zu bringen. Die
Permutation ohne Wiederholung ergibt sich mit Hilfe der Formel

(3.1) Pon=n-(n=1):(n-2)-...-2-1=n!
1. Index n = Anzahl der Elemente

2. Index n = Anzahl der unterscheidbaren Elemente

Das Ausrufungszeichen steht hier fur Fakultéat:
n! wird also “n Fakultat” ausgesprochen.

Beispiel 3.1:

Gegeben sind drei Kugeln von denen die eine rot (r), eine schwarz (s) und eine
weild (w) ist. In wie viel unterschiedliche Reihenfolgen lassen sich diese Kugeln
anordnen? Da alle drei Kugeln unterscheidbar sind, gilt

P33=3-21=3=6

Die moglichen Reihenfolgen sindrsw, rws,srw,swr,wrsundwst.
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Formel (3.1) zur Berechnung von Permutationen ohne Wiederholung lasst sich
leicht plausibel machen. Wir beziehen uns hierzu der Einfachheit halber auf das

Beispiel und setzen n = 3:
- Fur die 1. Position stehen alle n = 3 Kugeln zur Verfigung.
- Ist die 1. Position besetzt, so kann die 2. Position noch von denn -1 = 2 ver-

bleibenden Kugeln eingenommen werden.
- Stehen die 1. und 2. Position fest, so ist damit die Farbe der 3. Kugel festgeleqgt,
flr die es jetzt nur noch eine Mdglichkeit gibt.

Grafisch lasst sich diese Uberlegung durch ein Baumdiagramm wiedergeben:

1. Ziehung
r S w
2. Ziehung
\/ \/
S w r W r S
3. Ziehung
\/ \/
w S w r S r



Kommen wir nun zu dem Fall, in dem die Elemente nicht mehr alle voneinander
unterscheidbar sind. Die n Elemente lassen sich in q Gruppen einteilen, die je-
weils aus homogenen, d.h. nicht unterscheidbaren Elementen, bestehen. Die Per-
mutation mit Wiederholung berechnet sich aus

n!

(3.2) P =

1. Index n: Anzahl der Elemente
2. Index q: Anzahl der unterscheidbaren Gruppen

n;: Anzahl der Elemente in der Gruppe j (j=1,2,...,q).

Beispiel 3.2:
Vor uns liegen 4 rote, 6 schwarze und 3 weil3e Kugeln. In wie viele unterschiedli-
che Reihenfolgen kénnen wir sie bringen?

Da sich nicht mehr alle Elemente voneinander unterscheiden lassen, ist die For-
mel der Permutation mit Wiederholung anzuwenden. Mit n = 13 und q = 3 erhalt
man unter Verwendung der Gruppengréenn, =4, n, =6 und n; = 3

n! 131 6.227.020.800

_ _ = 60.060 ¢
nnying! 416131 24.720-6

P133=



Auch die Formel (3.2) fur Permutationen mit Wiederholung lasst sich leicht in-
tuitiv verstehen. Der Einfachheit halber ziehen wir wiederum das Beispiel heran:

- Waren alle Kugeln verschiedenfarbig, d.h. unterscheidbar, gabe es 13! unter-
schiedliche Anordnungen.

- Aus diesen mussen aber jene herausgerechnet werden, die tatsachlich nicht
unterscheidbar sind, da die Kugeln innerhalb der 3 Gruppen gleichfarbig sind.

- So entfallen durch vier (sechs, drei) gleichfarbige rote (schwarze, weil3e) Kugeln
4! (6!, 3!) Reihungsmaoglichkeiten.

- Dividiert man die potenziell unterscheidbaren 13! Anordnungen sukzessive durch
4!, 6! und 3! erhalt man die tatsachlich unterscheidbaren Anordnungen fir die
hier vorliegenden drei Gruppen unterschiedlicher Kugeln.



3.2 Auswahlprobleme

Im Rahmen der Kombinatorik sind neben den Permutationen auch Variationen
und Kombinationen von Interesse. Dabei geht es um folgende Fragestellung:
Wie viele Maoglichkeiten gibt es, aus einer Menge von n Elementen genau k
Elemente auszuwahlen? Gedanklich gehen wir hierzu von einem Urnenmodell
aus. In der Urne befinden sich genau n Kugeln, von denen k Kugeln gezogen
werden.

Beispiel:

In einer Urne befinden sich n = 3 Kugeln, von denen eine rot (r), eine schwarz (s)
und eine weild (w) ist. Es werden k = 2 Kugeln unter unterschiedlichen Vorausset-
zungen gezogen. ¢

Bei den Auswahlproblemen werden zwei Arten von Modalitaten unterschieden:

1. Auswahl mit oder ohne Bertcksichtigung der Anordnung
/ \
mit Berucksichtigung der Anordnung ohne Berucksichtigung der Anordnung

Variationen (z.B. r s ungleich sr) Kombinationen (z.B. r s gleich sr)

2. Auswahl mit oder ohne Wiederholung
/ \
mit Wiederholung (z.B. r r moglich) ohne Wiederholung (z.B. r r nicht moglich)



Tabelle 3.1: Formeln zur Berechnung von Kombinationen und Variationen

Wiederholung
Ber(icksich- ohne mit
tigung der Anordnung

- n n! n+k-1
ohne (= Kombinationen) | K, = y :m Ky = )
I
VL.

mit (= Variationen) 0= m V., =nk

n: Anzahl der Elemente insgesamt, k: Anzahl der ausgewéahlten Elemente
Binomialkoeffizient: (nj (gesprochen: ,n Uber k)
Definition: 0! = 1 k

Herleitung der Formeln in Tabelle 3.1:

e Variationen mit Wiederholung

Betrachten wir zunachst den Fall einer Auswahl mit Berticksichtigung der Anord-
nung und mit Wiederholung. Beim 1. Ziehen haben wir n Elemente zur Auswahl.
Da das gezogene Element wieder zuriickgelegt wird, bleibt die Menge bei erneu-
tem Ziehen unverandert, so dass die Zahl der Variationen bei zweimaligem Ziehen

n2, beim dreimaligen Ziehen n3 und schlie3lich beim k-maligen Ziehen nk betragt.

n-n-...-n:nk
N

k—mal



e Variationen ohne Wiederholung

Wird zwar die Anordnung bericksichtigt, aber die Kugel nach dem Ziehen nicht wie-
der in die Urne zuriickgelegt (Fall ohne Wiederholung), hat man beim 1. Ziehen n,
beim 2. Ziehen n — 1 und beim k-ten Ziehen n — k + 1 Moglichkeiten. Insgesamt hat
man in diesem Fall daher n!

n-(n—l)-...-(n—k+1)=(n —-k)!

Maoglichkeiten der Auswabhl.
e Kombinationen ohne Wiederholung

Wird die Anordnung nicht bericksichtigt, dirfen diejenigen Moglichkeiten nicht mit-
gerechnet werden, die bereits in anderer Reihenfolge bertcksichtigt worden sind.
Bei k Ziehungen mussen deshalb k! Moglichkeiten der Anordnung der k gezogenen
Elemente unbericksichtigt bleiben. Beim Fall ohne Berticksichtigung der Anordnung
und ohne Wiederholung ist deshalb die obige Zahl der Variationen n!/(n-k)! noch
durch k! zu dividieren: n! (nj

k-(n—k)!~ \K

e Kombinationen mit Wiederholung

Im Fall ohne Berlcksichtigung der Anordnung aber mit Wiederholung kommen
durch das Zurlcklegen praktisch k-1 Elemente hinzu. Daher muss anstelle des
Binomialkoeffizienten ,n Uber k“ jetzt der Binomialkoeffizient ,n+k-1 Gber k*

berechnet werden: n+k-1) (n+k-1)!
( k j_ ki(n —1)!




Beispiel 3.3:
Wie viele Mdglichkeiten ergeben sich beim zweimaligen Ziehen (k = 2) aus einer
Menge von drei Kugeln (n = 3), von denen eine rot r, eine schwarz s und eine weif3

W ist?

Wiederholung ohne :
) mit
Berlck- (gezogene Kugeln i
- : S (gezogene Kugeln werden in
sichtigung werden nicht in die die Urne zuriickgelegt)
der Anordnung Urne zuruckgelegt) geled
3 _3.2_3 3+2-1) (4 _4.3_6
ohne (= Kombinationen) 2) 1.2 2 l2) 1.2
rs,rw,sw rs,rw,sSw,rr,ss, ww
3! 6
_ o B_2) 1 37 =9
mit (= VVariationen) FS.FW.SW. rs,rw,SwW,Sr,wr,
ST, WT, WS WS,Fr,ss,ww




Beispiel 3.4:

Der vergessliche Student S weil3, dass seine Geheimzahl fir den Bankautomaten
aus den Ziffern 4, 2, 3 und 5 besteht. An die Reihenfolge kann er sich allerdings
nicht mehr erinnern. Wie oft muss S beim Bankautomaten probieren, um alle M6g-
lichkeiten Uberprift zu haben?



Beispiel 3.5:

Beim zweiten Durchgang im Skispringen starten 30 Springer. Wie viele Moglichkei-
ten gibt es, die Medaillenrange (Gold, Silber, Bronze) zu verteilen?



Beispiel 3.6:

An Bankautomaten muss eine Geheimzahl, bestehend aus vier Ziffern (0, 1, 2, 3,
4,5, 6, 7, 8, 9), eingegeben werden. Wie viele mogliche Geheimzahlen gibt es,
wenn Ziffern auch mehrfach vorkommen dirfen?



Beispiel 3.7:

Eine Kellnerin hat auf ihrem Tablett 6 Glaser Pils, 4 Glaser Alt, 2 Glaser Mineral-
wasser, und 3 Glaser Cola. Auf wie viel unterschiedliche Arten kénnen die Glaser
an die 15 Gaste verteilt werden?



Beispiel 3.8:

Die Mitglieder eines Gesangvereins schicken sich gegenseitig aus dem Urlaub eine
Ansichtskarte. In einem Sommer sind 12 Sanger in Urlaub gefahren. Wie viele An-
sichtskarten werden insgesamt geschrieben?



Beispiel 3.9:

Ein Dominostein ist in zwei Halften unterteilt, die jeweils eine Augenzahl zwischen 0
und 6 enthalten. Ein Dominospiel besteht aus allen moglichen Paaren dieser Au-
genzahlen. Wie viele verschiedene Dominosteine gibt es?



Ubungsaufgabe 3.1:

a) Aus 10 Personen soll ein Ausschuss gebildet werden, dem 4 Mitglieder ange-
horen. Wie viele mogliche Zusammensetzungen des Ausschusses gibt es?

b) Angenommen, unter den 10 Personen sind 3 Frauen. Auf wie viel verschiedene
Weisen kann dann ein paritatisch besetzter Ausschuss gebildet werden?



Ubungsaufgabe 3.2:

In einer Kiste befinden sich 20 Motoren, die von 1 bis 20 nummeriert sind. Im All-
gemeinen werden in dem Werk aus jeder Kiste 4 zufallig ausgewahlte Motoren
einer genaueren Uberprifung unterzogen.

a) Wie viele unterschiedliche Stichproben von zufallig ausgewahlten Motoren gibt
es?

b) Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass 4 intakte Motoren ausgewéahlt wer-
den, wenn sich in der Kiste 3 defekte Motoren befinden?

c) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass 2 intakte Motoren («—Ereignis B) aus-
gewahlt werden, wenn sich in der Kiste 3 defekte Motoren befinden?



Ubungsaufgabe 3.3:

In einem Raum befinden sich 5 Personen. Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit,
dass mindestens zwei Personen am gleichen Wochentag Geburtstag haben
(Ereignis A)?



