11. Parametrische Tests
11.1 Konzeption von statistischen Tests

Statistische Tests dienen zur Uberprifung von Hypothesen uber die Grundge-
samtheit auf der Basis der vorliegenden Beobachtungen einer Stichprobe. Die
Hypothesen sind dabei die Vermutungen des Anwenders tber bestimmte Eigen-
schaften der Grundgesamtheit.

Parametrische Tests: Uberprifung einer Hypothese tber einen Parameter (z.B. )

Nichtparametrische Tests: Uberprifung einer Hypothese Uber die Verteilung einer
Zufallsvariablen

e Null- und Alternativhypothese

Bei einem statistischen Test wird eine Nullhypothese H, einer Alternativhypothese
H, gegenibergestellt. Aufgrund einer Stichprobe wird eine der beiden Hypothesen
angenommen, wahrend die andere abgelehnt wird.

Nullhypothese H:
Sie gibt dagegen den Status quo z.B. in Form einer Herstellerangabe oder den

bisherigen Kenntnisstand wieder.

Alternativhypothese H;:
Die Hypothese, an deren Nachweis man interessiert ist, wird dabei als Alternativ-

hypothese formuliert. 1



Beispiel 11.1:

Ein Automobilhersteller gibt an, dass ein von ihm gefertigter Pkw-Typ A einen durch-
schnittlichen Benzinverbrauch von hochstens 7,6 1/100 km hat. Die Uberprifung
einer Testzeitschrift anhand von 40 zufallig ausgewahlten Autos ergab einen Durch-
schnittsverbrauch von 7,8 I/100 km.

Die Nullhypothese bezieht sich auf die Herstellerangabe, die in Frage gestellt wird.
Die Testzeitschrift vermutet, dass die Herstellerangabe falsch ist, und mdchte dies
aufgrund ihres Stichprobenergebnisses nachweisen.

Die Stichprobe hat zwar einen gegentber der Herstellerangabe hOheren Benzinver-
brauch ergeben, doch braucht dies noch nicht fur die Grundgesamtheit aller gefer-
tigten Pkws des Typs A zu gelten. Hiertber soll ein statistischer Test Auskunft geben.

In dem parametrischen Test stehen sich zwei Hypothesen Uber den Parameter p,
d.h. den Durchschnittsverbrauch in der Grundgesamtheit, gegeniber:

e die Nullhypothese, die die Angabe des Automobilherstellers wiedergibt, die ange-
zweifelt wird und daher tberprift werden soll:

Ho: n<7,6
e die Alternativhypothese, die die Vermutung der Testzeitschrift widerspiegelt:
Hy:pn>7,6. .



Allgemein wird bei einem parametrischen Test eine Hypothese Uber einen Parameter

0 aufgrund einer Stichprobe (Ein-Stichproben-Tests) oder zwei Stichproben (Zwei-
Stichproben-Tests) Uberpruft.

Dabei kann die Uberpriifung durch einen einseitigen oder zweiseitigen Test erfol-
gen.

Einseitiger Test

/\

Rechtsseitiger Test Linksseitiger Test
Hy: 6 <6, Hy: 6> 6,
Hy: 0> 0 H;:0<6,

0, bezeichnet den Parameter der Grundgesamtheit unter Gultigkeit der Nullhypothe-
se. Rechtsseitiger (linksseitiger) Test bedeutet, dass die Nullhypothese abge-

lehnt wird, wenn das Stichprobenergebnis auf einen hoheren (niedrigeren) Wert des
Parameters 0 schliel3en lasst.

Die Nullhypothese ist bei den einseitigen Tests als Bereichshypothese formuliert
worden, wodurch der gesamte reelle Zahlenbereich flr den Parameter 6 abgedeckt
ist. Teilweise wird sie bei einseitigen Tests auch als Punkthypothese formuliert:
Hy: 6 =0,

Zweiseitiger Test :

Ablehnung der Nullhypothese, wenn das Stich-

Hoy: 6 =0 probenergebnis auf einen hdheren oder nie-
Hyi: 00, drigen Wert des Parameters 0 schlieBen lasst. 3



In Beispiel 11.1 ist bereits ein einseitiger Test in Form eines rechtsseitigen Tests
erortert worden. Beispiel 11.2 veranschaulicht die Fragestellung eines zweiseitigen
Tests.

Beispiel 11.2:

Psychologische Studien haben einen durchschnittlichen Intelligenzquotienten von
100 Punkten bei einer Standardabweichung von 15 Punkten ergeben. Eine Versi-
cherung mochte gern wissen, ob der IQ ihrer Au3endienstmitarbeiter im Mittel dem
der Bevdlkerung entspricht. Hierzu soll eine Stichprobe von Aul3endienstmitarbei-
tern fUr einen Intelligenztest gezogen werden.

Welche Nullhypothese und Alternativhypothese liegen hier dem Test zugrunde? Da
die Versicherung nicht von Vornherein ausschliel3en kann, dass die Aul3endienst-
mitarbeiter intelligenter oder weniger intelligent sind als der Durchschnitt der Bevol-
kerung, ist der statistische Test zweiseitig durchzufthren.

Der fur die Gesamtbevoélkerung bekannte Durchschnittswert des 1Qs von 100 bildet
die Nullhypothese:

Hy: 1 = 100.
Die Versicherung ist an der Alternativhypothese interessiert, die einen Unterschied

des IQs der Aul3endienstmitarbeiter gegentber dem 1Q der Gesamtbevdlkerung
postuliert:

H,: u = 100. ¢



e Testprozedur

Nachdem in einem ersten Schritt die zu testende Nullhypothese H, und abhangig da-
von die Alternativhypothese H, vom Anwender festgelegt wurde, ist nun ein Test zu
entwerfen, mit dem auf der Grundlage der vorliegenden Stichprobeninformation zwi-
schen H, und H, entschieden werden kann. Im Rahmen der statistischen Testtheorie
ist der Begriff der Prifgrof3e von absolut zentraler Bedeutung. Eine Prifgrofi3e

(11.1)  Zo=Zo(Xg. Xn | Ho)

Ist eine spezielle Stichprobenfunktion, die von den Stichprobenvariablen X; und
zusatzlich von der zu testenden Nullhypothese H, abhangig ist. Somit ist die Pruf-
grél3e Z, eine Zufallsvariable, deren Verteilung nur unter der Annahme gilt, dass H,
richtig ist. Deshalb enthalt die Prifgrof3e den Index 0. Wir bezeichnen sie mit Z, da
wir die Testprozedur fur eine standardnormalverteilte Prtfgrof3e illustrieren. Allge-
mein kdnnen hierzu auch andere Prifverteilungen wie z.B. die t-Verteilung oder die
v2-Verteilung zur Anwendung kommen.

Die Standardnormalverteilung ist unter bestimmten Voraussetzungen als Prifvertei-
lung insbesondere einsetzbar, wenn der zu testende Parameter 6 ein Erwartungs-
wert u oder der Anteilswert p ist. Dann ist die Prufgrdf3e Z, durch die Standardisie-
rung
0-0g

©9
gegeben. oy ist der Standardfehler des Punktschatzers 0.

(11.2) Loy =



bei Gultigkeit der Nullhypothese:

Der Punktschatzer § wird sich in diesem Fall nur geringfiigig von dem Parameter 0,
unterscheiden. Die Differenz zwischen § und 6 ist aber jeweils unter Bertcksichti-
gung des Standardfehlers o§ zu interpretieren. Die sich daraus ergebende Prifgrof3e
wird dann in der Regel nur zuféllig von null abweichen. Die Prufgrof3e fallt dann mit
grolRer Wahrscheinlichkeit in den Annahmebereich flr die Nullhypothese (s. unten-
stehende Abbildung). Befindet sich die Prufgrof3e auf3erhalb des Annahmebereichs,
dann ist die Gultigkeit der Nullhypothese unwahrscheinlich.

Abbildung: Annahmebereich beim einseitigen Test

f,(2) f,(2)
Zy ~ N(0:2)

Zy ~ N(02)

Annahmebereich
0 I “ T 0
Z1_«o Lo = "1-q

a) rechtsseitiger Test b) linksseitiger Test

Annahmebereich ~

Z




Fallt die PrufgrofRe nicht in den Annahmebereich, dann liegt die Wahrscheinlichkeit
fur ein falschliches Verwerfen von H, hochstens bei a.

Testentscheidungen bei einseitigen Tests

- rechtsseitiger Test - linksseitiger Test
Zz, >2,, = Hyablehnen Z, < -Z,,, = Hyablehnen
Z, <z,, = H,beibehalten Z, 2 -Z,,, = H,Dbeibehalten

Abbildung: Annahmebereich beim zweiseitigen Test
f2(2) Testentscheidungen

Z~~N 0;1 ) . .
0 (0:2) beim zweiseitigen Test

zo| >2,,, = Hyablehnen

2o £ 2,0 = H,ybeibehalten




Arbeitsschritte zur Durchfuhrung eines statistischen Tests
bei normalverteilter Prufgrof3e (zweiseitiger Test)

1. Schritt | Hypothesenformulierung:
Nullhypothese H,: 6 = 0,
Alternativhypothese H;: 6 # 6,

2. Schritt | Festlegung des Signifkanzniveaus o

3. Schritt | Wahl und Berechnung der Prufgrole:
_6-6g
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4. Schritt | Tabellarische Ermittlung des kritischen Wertes:

Z1 o2

5. Schritt | Testentscheidung:
zo] >2,,, = Hyablehnen

2o £ 2,0 = H,beibehalten

Das Signifikanzniveau a gibt die Wahrscheinlichkeit daftr an, dass die Prufgrofe
in den Ablehnbereich (graue Flache in Abb.) fallt, wenn die Nullhypothese gdiltig ist.

o = 0,05: Ubliches Signifikanzniveau
a = 0,01: hohe Signifikanz bei Verwerfung von H,
a = 0,10: schwache Signifikanz bei Verwerfung von H,



Beispiel 11.3:

Wir wollen die Arbeitsschritte zur Durchfihrung eines statistischen Tests bei normal-
verteilter Prufgrofie anhand der in Beispiel 11.1 geschilderten Fragestellung Gber die
Herstellerangabe zum durchschnittlichen Benzinverbrauch aufzeigen. Die Standard-
abweichung ist vom Hersteller mit 0,6 (= o) angegeben, so dass sie nicht aus der
Stichprobe geschatzt zu werden braucht.

Eine Stichprobe von 40 zufallig ausgwahlten Pkws hat einen durchschnittlichen Ben-
zinverbrauch 7,8 1/100 km ergeben. Uber die Verteilung des Benzinverbrauchs ist
nichts bekannt. Aufgrund des Zentralen Grenzwertsatz (n=40 > 30) kann jedoch eine
Normalverteilung des Stichprobenmittels % zu begriindet werden. Den Ein-Stichpro-
ben-Test Uber den Erwartungswert u bei normalverteilter Prufgrél3e bezeichnet man
als einfacher Gaul3-Test.

Zu testen ist, ob bei einem Signifikanzniveau a von 0,05 davon ausgegangen werden
kann, dass die Herstellerangabe Uber den durchschnittlichen Benzinverbrauch (7,6
/2100 km) der PKws des Typs A falsch ist.

1. Schritt | Hypothesenformulierung (rechtsseitiger Test, s. Beispiel 11.1):
Nullhypothese H,: 1 < 7,6
Alternativhypothese H,: n > 7,6

2. Schritt | Festlegung des Signifkanzniveaus o
Das Signifikanzniveau o betragt 0,05. 9




3. Schritt

Wahl und Berechnung der Prufgrolde

Aufgrund des Zentralen Grenzwertsatzes (n=40 > 30) ist hier die
Prifgrof3e des Gaul3-Testes zu wahlen, die sich bei bekannter Va-
rianz der Grundgesamtheit wie folgt berechnet:

_X—-pg 78-76 02 2105

70 = — — —
0~ 5/Jn  06/440 0095

4. Schritt | Tabellarische Ermittlung des kritischen Wertes
Bei dem rechtsseitigen Test ist das (1-o)-Quantil der Standardnor-
malverteilung zu bestimmen: z,_ , =z, 45 = 1,6449
5. Schritt | Testentscheidung:
(z=2,105) >(z595 =1,6449) = H, ablehnen
f,(2) Interpretation:
0.4 Zy~N(01)  Da der Wert der Prifgrof3e den kritischen
Wert Ubersteigt, wird die Nullhypothese
0371 des Automobilwerks auf dem 5%-Signifi-
kanzniveau abgelehnt. Der in der Stich-
027 probe ermittelte erhdhte durchschnittliche
Benzinverbrauch weicht damit signifikant
1 | von der Herstellerangabe an. Die Herstel-
_Annanhmebereich |- o0 ;1,645] lerangabe wird daher als falsch verworfen.

-2

-1 0 1



Aufgabe 11.4:

In Beispiel 11.2 sind die Null- und Alternativhypothese eines 1Q-Tests fur die Aul3en-
dienstmitarbeiter einer Versicherung erortert worden. Die Standardabweichung ist

dort angegeben (c=15), so dass sie nicht aus der Stichprobe bestimmt zu werden
braucht.

Eine Stichprobe von 64 Aul3endienstmitarbeitern hat einen durchschnittlichen 1Q von
102 ergeben. Fur den IQ wird Ublicherweise eine Normalverteilung angenommen, so
dass hier nicht auf den Zentralen Grenzwertsatz zuruckgegriffen werden muss (n=64
> 30) um die Normalverteilung des Stichprobenmittels X zu begrinden.

Ist bei einem Signifikanzniveau a von 0,05 davon auszugehen, dass die Auliendienst-

mitarbeiter der Versicherung einen von der Bevdlkerung insgesamt abweichenden IQ
haben?
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1. Schritt

Hypothesenformulierung (zweiseitiger Test):
Nullhypothese H,: p = 100 (=p,)
Alternativhypothese H,: u = 100

2. Schritt

Festlegung des Signifkanzniveaus o
Das Signifikanzniveau a betragt 0,05.

3. Schritt

Wahl und Berechnung der Prufgrofde

Da der 1Q normalverteilt ist, gilt dies aufgrund der Reproduktions-
eigenschaft der Normalverteilung auch fir das Stichprobenmittel
X. Bei gegebenem o=15 ist die Priufgrof3e des einfachen Gaul3-
Testes zu mit bekannter Varianz zu wéahlen:

_ X—pp 102-100 2 1067

70 = — —
0= 5/Jyn ~ 15/J64 1875

4. Schritt

Tabellarische Ermittlung des kritischen Wertes

Bei dem zweiseitigen Test ist das (1-o/2)-Quantil der Standardnor-
malverteilung zu bestimmen: z,_,,= 2,475 = 1,96

5. Schritt

Testentscheidung:
(|zo |=1,067) < (25475 = 1,96) = H, beibehalten

12




f,(2)

0.4 Zo ~ N(072)
0.3+
0.2 1
0.170,025 0,025
Annahmebereich [- 1,96;1,96]
= = g ~Z
-D -1 0 1 D 3
20,025 Zo 20,975

Interpretation: Die Differenz zwischen dem Mittelwert des IQs der Aul3endienstmit-
arbeiter, x=102, und dem durchschnittlichen IQ der Bevoélkerung, u=100, ist unter
Bertcksichtigung der Streuung nicht so grol3, dass sie als substanziell (=signifikant)
bezeichnet werden misste. Vielmehr lasst sie sich noch durch den Stichprobenfeh-
ler erklaren, so dass die Abweichung als zufallsbedingt interpretiert wird. Die Nullhy-
pothese, dass es im Mittel keine Unterschiede zwischen den 1Qs der Aul3endienst-
mitarbeiter und der Bevdlkerung gibt, kann auf einem Signifikanzniveau von 5% nicht
widerlegt werden.

13



e Fehlerarten und Signifikanzniveau bei statistischen Tests

Wie wir gesehen haben, basieren Entscheidungen im Rahmen eines Tests auf den
Ergebnissen einer Stichprobe. Die Testentscheidung ist damit immer mit einer ge-
wissen Unsicherheit verbunden. Je nachdem, welcher Parameterwert in der Grund-
gesamtheit vorliegt, d.h. welche der Hypothesen H, oder H, in Wirklichkeit richtig ist,

kann man zwischen zwei Fehlerarten unterscheiden:

— H, wird falschlicherweise abgelehnt. Dieser Fehler heil3t Fehler 1. Art (a-Fehler).

— H, wird falschlicherweise beibehalten. Diesen Fehler bezeichnet man als Fehler

2. Art (B-Fenhler).

Tabelle: Testentscheidung und Realitat

Wirklichkeit

Entscheidung

Nullhypothese H,, richtig

Nullhypothese H, falsch

Nullhypothese H,
beibehalten

Richtige Entscheidung
P(HqlHp) = 1-a

Falsche Entscheidung
(Fehler 2. Art)

P(HolHy) =B

Nullhypothese H,
abgelehnt

Falsche Entscheidung
(Fehler 1. Art)
P(H,|Hy) = a

Richtige Entscheidung
P(H1|H1) - 1'B

14



Die Wahrscheinlichkeit fur einen Fehler 1. Art, die maximal toleriert werden soll,
heil3t Signifikanzniveau oder Irrtumswahrscheinlichkeit und wird mit o bezeich-
net.

Abbildung: Wahrscheinlichkeit flr einen a- und B-Fehler

f(6)

D>

Zielkonflikt zwischen dem a- und B-Fehler

Bei einem festen Stichprobenumfang konnen der a- und B-Fehler nicht gleichzeitig
gesenkt werden. Wird der a-Fehler verringert, muss sich der -Fehler ernéhen und

umgekehrt.
15



Asymmetrie der beiden Fehlerarten

Wahrend sich der a-Fehler kontrollieren lasst, gilt dies flr den B-Fehler nicht. Da

der a-Fehler dem Signifikanzniveau entspricht, wird er vom Anwender vorgegeben.

Der B-Fehler hangt dann vom konkreten Parameterwert unter der Alternativhypothe-
se ab.

Die Nullhypothese wird falschlicherweise nur mit einer geringen Wahrscheinlichkeit
abgelehnt, da a klein gewahlt wird. Bei einer Ablehnung von H, ist man sich also
relativ sicher, mit der Annahme der Alternativhypothese die richtige Entscheidung
getroffen zu haben. Gleiches lasst sich aber bei einer Annahme von H, nicht be-
haupten. Vielmehr kann die Fehlerwahrscheinlichkeit 3 (= falschliches Annehmen
der Nullhypothese) relativ hoch sein. Dies wird darin zum Ausdruck gebracht, dass
man die Annahme von H, dahingehend interpretiert, dass ,die Nullhypothese auf-
grund des Stichprobenergebnisses nicht verworfen werden kann®.

Da nur bei Ablehnung von H, eine grof3e Sicherheit der Entscheidung garantiert ist,
wird man die zu testende Hypothese, deren Gultigkeit gezeigt werden soll, als Alter-
nativhypothese formulieren

16




11.2 Ein-Stichproben-Tests

Wir stellen Tests Uber den Erwartungswert, den Anteilswert oder die Wahr-

scheinlichkeit und die Varianz vor, die in der unten stehenden Ubersicht aufge-
fahrt sind. Der einfache Gaul3-Test Gber den Erwartungswert bei bekannter Varianz
ist bereits bei der Erorterung der Konzeption statistischer Tests zur lllustration ein-

gesetzt worden

Ubersicht: Arten von Ein-Stichproben-Tests

Ein-Stichproben-Tests

Varianz

Erwartungswert Anteilswert oder
Wahrscheinlichkeit
Einfacher Einfacher Approximativer
Gaul3-Test t-Test Binomialtest

v2-Test

17



e Gaul3-Test Uber den Erwartungswert

1. Schritt | Hypothesenformulierung:
« zweiseitiger Test: Hy: n = g, Hytp# Y
* Rechtss. Test: Hy: 1 < g, Hyt > pg; Linkss. Test: p > pg, Hy p < pg
2. Schritt | Festlegung des Signifikanzniveaus o
3. Schritt | PrufgrofRe und ihre Verteilung:
a) bekannte Varianz c?
normalverteilte Grundgesamtheit od. grol3er Stichprobenumfang (n>30)
7o = X Ho (?-)N(Ol)
0= 5/ un '
b) unbekannte Varianz und grol3er Stichprobenumfang (n>30)
Zo = >; /_J%O : N(0,)
4. Schritt | Tabellarische Ermittlung des kritischen Wertes:
* zweiseitiger Test: z,_,,; * einseitiger Test: z,_,
5. Schritt | Testentscheidung:

Zweis. Test: |z, > z,_,,, = Hy ablehnen; |z,| < z,_,, = H, beibehalten
Rechtss. Test: z, > z, , = H, ablehnen; z, < z, , = H, beibehalten
Linkss. Test: z, < -z, , = H, ablehnen; z, > -z, , = H, beibehalten 18




Beispiel 11.4:

Bei der Uberpriifung der ausgeschenkten Biermenge in 64 0,2 £-Glasern beim Gast-
wirt Schenk ergab sich eine durchschnittliche Fullung von 0,194 £ bei einer Stan-
dardabweichung von 0,1.

Schenkt Gastwirt Schenk systematisch zu wenig Bier aus? Ist also davon auszuge-
hen, dass auch in der Grundgesamtheit aller verkauften Bierglaser ein zu geringer
Inhalt vorhanden ist?

Getestet werden soll diese Fragestellung auf einem Signifikanzniveau von 5 %. Da
ein Zuviel an ausgeschenktem Bier die Kneipenbesucher nicht stéren wirde, ist ein
einseitiger Test durchzufthren. Weil n > 30 ist, wird der einfache Gaul3-Test auch bei
unbekannter Varianz der Grundgesamtheit angewendet.

1. Schritt | Hypothesenformulierung (linksseitiger Test):
*Ho: n 20,2 (= pp)
*H;:n<0,2

2. Schritt | Festlegung des Signifikanzniveaus o,
Das Signifikanzniveau a betragt 0,05.
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3. Schritt

Wahl und Berechnung der Prufgrolde

Da n > 30 ist, wird der einfache Gaul3-Test auch bei unbekannter
Varianz der Grundgesamtheit angewendet.

Wert der Prufgrofie:
_X—pp 0194-0,2 -0,006
07 s/dn ~ 01/V64  0,0125

Z —0,48

4. Schritt

Tabellarische Ermittlung des kritischen Wertes

Bei dem linksseitigen Test ist das 0,05-Quantil der Standardnormal-
verteilung zu bestimmen: z, o5 = -z, o5 = -1,6449

5. Schritt

Testentscheidung:
(zo=-0,48) > (zp05 =-1,6449) = H, beibehalten

Interpretation:

Der Unterschied zwischen x =0,194 und p, = 0,2 lasst sich als zufallsbedingt an
sehen. Gastwirt Schenk kann mit Hilfe der Stichprobenergebnisse nicht nachge
wiesen werden, dass er systematisch zu wenig ausschenkt. ¢
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e Einfacher t-Test Uber den Erwartungswert

1. Schritt

Hypothesenformulierung:
« zweiseitiger Test: Hy: n =g, Hytp# g
e rechtss. Test: Hy: 1 < g, Hy: > pgs linkss. Test: Hy: p> g, Hy: p < pg

2. Schritt

Festlegung des Signifikanzniveaus o

3. Schritt

PrifgroRe und ihre Verteilung:

- unbekannte Varianz ¢2; - normalverteilte Grundgesamtheit,
- kleiner Stichprobenumfang (n<30)
X—pg
To=——~1_
0" siyn

4. Schritt

Tabellarische Ermittlung des kritischen Wertes:
* zweiseitiger Test: t. ;.. © €inseitiger Test: t ;.

5. Schritt

Testentscheidung:

Zweis. Test: [to| > t,.1.4.,» = Hy ablehnen; |t)| < t.,.,_,» = Hy beibehalten
Rechtss. Test: t, >t ,.,, = Hy ablehnen; t, < t .., , = Hg beibehalten
Linkss. Test: t; < -t,.1.,., = Hg ablehnen; ty >- t, .., ., = H, beibehalten
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Beispiel 11.5:

Ein Pharmaunternehmer behauptet, dass seine Tabletten durchschnittlich 60 mg ei-
nes Spurenelements enthalten. Eine Stichprobenuntersuchung von n = 20 ergibt
einen Gehalt von durchschnittlich 60,02 mg bei einer Varianz von 0,002 mgZ.

Wahrend eine zu hohe Dosis zu gesundheitlichen Beeintrachtigungen fihrt, verliert
die Tablette bei einer zu geringen Dosis ihre Wirkung. Unter Einbeziehung beider
Aspekte soll bei einem Signifikanzniveau von 10% gepruft werden, ob die Angabe
des Pharmaunternehmers korrekt ist?

1. Schritt | Hypothesenformulierung (zweisseitiger Test):
Ho: 1 =60 (=p)
H,:p =60

2. Schritt | Festlegung des Signifikanzniveaus o
Das Signifikanzniveau a betragt 0,10.

3. Schritt | Wahl und Berechnung der Prifgrof3e:

Da die Varianz o2 der Grundgesamtheit unbekannt und der Stichpro-
benumfang klein ist (n=20 < 30), kommt der einfache t-Test Uber den
Erwartungswert zur Anwendung.

Wert der Prifgrofie:
. X—po 6002-60 0,02

_ _ _ oY _ o
07 s/¥n ~ J0.002/20 001 22




4. Schritt | Tabellarische Ermittlung des kritischen Wertes:

Bei dem zweiseitigen Test ist bei o = 0,10 und n = 20 das 0,95-Quantil
der t-Verteilung mit n-1=19 Freiheitsgraden zu bestimmen:

1102 = t0005 = 1,73

5. Schritt | Testentscheidung:
(Itol =2) > (t19.005 = 1,73) = H, ablehnen

Interpretation:

Die Angabe des Pharmaunternehmers Uber die Dosis des Spurenelements von
durchschnittlich 60 mg (= p,) wird zuriickgewiesen, da der Stichprobenmittelwert
X =60,02 hjervon nicht zuféllig, sondern substanziell (= signifikant) abweicht. ¢
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e Approximativer Binomialtest

Bei grol3en Stichproben kann der Test Uber den Anteilswert oder die Wahr-
scheinlichkeit p unter Verwendung der Normalverteilung durchgefiihrt werden. Die
Varianz des Stichprobenanteilswerts braucht hier in keinem Fall aus der Stichprobe
geschatzt zu werden, da sie unter Gultigkeit der Nullhypothese stets bekannt ist.

1. Schritt | Hypothesenformulierung:
 zweiseitiger Test: Hy: p = po, Hii P # Py
* rechtss. Test: Hy: p < pg, Hyi p > po; linkss. Test: p > pg, Hy: p < pg

2. Schritt | Festlegung des Signifikanzniveaus o

3. Schritt | PrufgrofRe und ihre Verteilung:

P-pp ¢ . 5_NA
Zgy = ~N(@01) mit P=
°” Jpo-@-po)

9

Faustregel: n>
Po-(1-Po)

4. Schritt | Tabellarische Ermittlung des kritischen Wertes:
* zweiseitiger Test:  z,_,; * einseitiger Test: z,

-0l

5. Schritt | Testentscheidung:

Zweis. Test: |z, > z,_,» = Hy ablehnen; |z, < z, ., = H, beibehalten
Rechtss. Test: z, > z, , = H, ablehnen; z, < z, , = H, beibehalten
Linkss. Test: z, < -z, , = H, ablehnen; z, >- z, , = H, beibehalten




Beispiel 11.6:

Ein Hersteller von Werkzeugmaschinen behauptet, dass seine Produkte nur zu
hochstens 10% Mangel aufweisen. Eine Stichprobe vom Umfang n = 120 ergab 21
defekte Maschinen. Lasst sich die Behauptung des Herstellers auf einem Signifi-
kanzniveau von 1% beibehalten?

Da hier nur ein zu hoher Mangelanteil relevant ist, ist ein einseitiger Test durchzu-
fihren. Die Aussage des Werkzeugmaschinenherstellers soll Gberprift werden, so
dass sie die Nullhypothese darstellt.

1. Schritt | Hypothesenformulierung (rechtsseitiger Test):
Ho: p < 0,10 (=py)
H,:p>0,10

2. Schritt | Festlegung des Signifikanzniveaus o
Das Signifikanzniveau a betragt 0,01.

3. Schritt | Wahl und Berechnung der Prufgrofie:

Stichprobenanteilswert: P = na_ 2l 0,175
n 120
n=120> J = 9 =100 (— Approximativer Binomialtest)
Po - (1— po) 0,10-0,90
, - P-Po __ 0175-010 _ 0075 , ..,

° JPo.1—pp)/n - ,/010-0,90/120 0,0274 25




4. Schritt | Tabellarische Ermittlung des kritischen Wertes

Bei dem rechtsseitigen Test ist das 0,99-Quantil der Standardnormal-
verteilung zu bestimmen: z,_ , =z, 49 = 2,3263

5. Schritt | Testentscheidung:
(2g=2,737) > (2599 =2,3263) = H, ablehnen

Ozzfz) 7o~ N(02) Interpretation_: |
Der Unterschied zwischen p=0,175 und
03l Po =0,1 lasst sich nicht mehr allein durch
' den Stichprobenfehler erklaren. Vielmehr
Ist er als substanziell anzusehen. Damit
027 gilt die Behauptung des Werkzeugmaschi-
nenherstellers als widerlegt. Es ist also da-
01y 001 Vonauszugehen, dass der Mangelanteil
Annahmebereich [- 00 ;2,326] bei seinen Produkten Uber 10 % liegt.
= — : : : —— 7
-2 -1 0 1 2 Z 2=03 ¢
0,99
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Exkurs: Chi-Quadrat-Verteilung

e Chi-Quadrat-Verteilung

Es seien Z1,29,...,Zp,
ZI _ Xl B H’
o
unabhéngige, standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Dann besitzt die

Quadratsumme
f(2)

n
) > =2f +25+..+Zf= 3 Z¢
i1

2

| T T T T T T T X

eine y2-Verteilung mit n Freiheitsgraden. Hierbei lasst sich die Quadratsumme
auch in der Form

=1
darstellen.



Wird u durch den Stichprobenmittelwert geschéatzt, dann ist die Quadratsumme

n _
> (X —X)2
2 _i=l

X o

v% mit n=1 Freiheitsgraden. Allgemein ist eine Quadratsumme der Form (*) y2-

verteilt mit N-T Freiheitsgraden, wenn hIerinr parameter aus der Stichprobe zu
schatzen sind.

bei k=n-r Freiheitsgraden:
E(y?) =kund V(y?) = 2-k
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e x2-Test Uber die Varianz

Bei der Anwendung des y2-Tests flr die Varianz wird stets eine (annahernd) normal-
verteilte Grundgesamtheit unterstellt.

1. Schritt | Hypothesenformulierung:

* zweiseitiger Test: Hy: 02 = 62,, H;: 02 # 6%,
* rechtsseitiger Test: H,: 62 < 6%, H;: 62 > 67,
* linksseitiger Test: H,: 62 > 6%, H;: 6% < 6%,

2. Schritt | Festlegung des Signifikanzniveaus o

3. Schritt | PrufgrofRe und ihre Verteilung:

- approximativ normalverteilte Grundgesamtheit

2 n
2 (n—l)-S 2 : 2 1 . )2

GO n-— |=1

4. Schritt | Tabellarische Ermittlung des kritischen Wertes:
* zweiseitiger Test: 2, 1. UNd %%,.1.1.410
- rechtsseitiger Test: ¥2,,..,; *linksseitiger Test: ¥2 ;..

5. Schritt | Testentscheidung:
zweis. Test: x5 < X% .10 0der %2, > %3112 = Hg ablehnen;
Kntaz < X% < APn11.2 = Ho belbehalten
rechtss. Test: x5 > %2,.1.1. = Hp ablehnen; %, < ¥2,,..., = Hy beibehalt.
linkss. Test: 32, < %21, = H, ablehnen; x2, > %2, ., = H, beibehalten?®




Beispiel 11.7:

Das Risiko auf Kapitalmarkten wird haufig Gber die Streuung der Renditen gemes-
sen. Je weiter die Renditen streuen, desto hoher die Unsicherheit und damit das Ri-
siko. Ein Aktienhandler behauptet, dass das durchschnittliche Risiko der Aktien auf

einem bestimmten Markt, abgebildet durch die Varianz der Renditen, bei 10 [%?]

liegt. Eine Stichprobenuntersuchung vom Umfang n=10 ergibt eine Varianz von 12

[%67].

Ein risikoaverser Anleger mochte wissen, ob er der Aussage des Aktienhandlers im

Hinblick auf das geringe Risiko trotzdem vertrauen kann. Testen Sie die Behauptung
des Aktienhandlers bei einem Signifikanzniveau von 5 %.

1. Schritt

Hypothesenformulierung (rechtsseitiger Test):
*Hy: 62<10 (=6%), Hy: 02> 10

2. Schritt

Festlegung des Signifikanzniveaus o
Das Signifikanzniveau a betragt 0,05.

3. Schritt

Wahl und Berechnung der Prifgrof3e:

2
2 - (n —12)-5 _(10-1)-12 _108
4 10

4. Schritt

Tabellarische Ermittlung des kritischen Wertes:

2 2
Xn-11-a =%9:0,95 =16,9
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5. Schritt | Testentscheidung:
%% = 10,8 < %95 =16,9 = H, beibehalten

f(x*)
0.15 —+

0,95

0.1 1

0.05 -

Annahmebereich [0; 16,9]

L 4

3 6 9 | 12 15 5 18

X% =108 %9.0,95
~16,9

Interpretation:

Da die Nullhypothese nicht verworfen werden kann, lasst sich die Angabe des Ak-
tienhandlers nicht widerlegen. Der risikoaverse Anleger kann somit davon ausge-
hen, dass die Varianz der Renditen (= Risiko) auf dem betrachteten Markt trotz des

hoheren Stichprobenwertes bei 10 [%?] liegt. ¢
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