3.5 ARMA- und ARIMA-Modelle

ARMA-Prozesse: Autoregressive moving average Prozesse
ARMA(p,q)-Modelle

AR(p)-Modell entspricht ARMA(p,0).

MA(q)-Modell entspricht ARMA(0.q).

Prinzip der Sparsamkeit: Aquivalente Darstellung eines komplexen Modells durch ein
einfacher strukturiertes Modell.

l

Beispiel: ARMA(1,1)-Modell

Xt = 0 X¢og +Up — 01U 4

Aguivalente Darstellung als MA(w)-Prozess:
Substitution von X, , durch
Xi-1 = ¢ X2 +Upg =01Up
fahrt zu
Xt = 001 X¢—p + U1 —01U;_2)+ U —61U;_4
= ¢f X +Up + (91 — 01 )Up_1 — $101U¢ 5



Substitution von X,_, durch
Xt-2 = ¢1Xe-3 +Up_2 = 01U; 3

ergibt
2
Xt = 07(¢1X¢_3 +Up_p —01U;_3)+ Uy + (¢ — 00 g_1 — ¢101Ug

3 2
= 07X 3 +Up + (01 — 00Uy g + d1 (01 — 00 Uy _2 — 9761U;_3
Fuhrt man die Substitution unendlich oft durch, dann erhalt man schlief3lich
Xy = Uy + (¢ - e1)_21(I>I1_1Ut—i
1=

was die MA(x)-Darstellung des ARMA(1,1)-Prozesses ist. Das Prinzip der Sparsamkeit im
Sinne einer einfacheren Darstellung durch das ARMA(1,1)-Modell ist offensichtlich.

e Varianz des ARMA(1,1)-Prozesses

Xt = 01 X¢og +Up — 09U 4
Xtog = 0 X¢_p + U1 — 61Ut

Var(X;) =yo = E(th): El(d)lxt—l +U; - e1Ut—1)2J
= ¢%E(Xt2—1)+ E(Ut2)+ G%E(Utz—l)_ 2016, F(Xt—vlut—l)
2

:E(Ut_lUt—l):E(Ut—l)

= 02y + 0% + 026% — 2¢40,06°



= (L= 02 }o = 1+ 0% — 2016, )o?

= Y0

_1+ ¢f — 20104 52

2
1-4¢1

1o, ]<1

e Autokovarianzen des ARMA(1,1)-Prozesses

V1= E(tht—l) = E[(¢1Xt—1 + U - e1Ut—1)xt—1]
= ¢1E(Xt2—1)— 6,E(Ui_1X(1)=d1yo —B30”

:E(EJ f_l)

Substitution von v, ergibt:

(1— 160 )91 —61) 2

1-¢?

o)

v2 = B(X¢X¢_2) = E[(¢yX¢_1 + Ut — 01Uy _1)X¢_2]
= G E(X¢_1Xt_2) = b1t

allgemein:

Yr = ¢1Yr—1 firt>2



e Autokorrelationsfunktion des ARMA(1,1)-Prozesses

v1 _ (016 )1 —61)

PrL="=
Yo o 1+67—2¢.6,
allgemein: Py =d1prq fUrc=2
Interpretation: Der Verlauf der Autokorrelationsfunktion eines ARMA(1,1)-Prozesses

ist vergleichbar mit dem eines AR(1)-Prozesses. Sie nimmt wegen
|$,]<1 ausgehend vom Anfangswert p, geometrisch ab. Sofern p,
bei positivem ¢, negativ ist, strebt die ACF von unten gegen Null. Bei
negativem ¢, zeigt die ACF ein oszillierendes Verhalten.

e Partielle Autokorrelationsfunktion:

Die partielle Autokorrelationsfunktion eines ARMA(1,1)-Prozesses verlauft vergleichbar mit
der eines MA(1)-Prozesses. Sie nimmt monoton oder oszillierend ausgehend vom
Anfangswert p, geometrisch ab.

Problem der Modellidentifikation bei ARMA(1,1)-Prozessen:

Im Unterschied zu den AR(p)- und MA(q)-Prozessen bricht der ARMA(1,1)-Prozess bei der
Autokorrelationsfunktion und partiellen Autokorrelationsfunktion nicht nach einem be-
stimmten Lag ab.

e Stationaritat:

Die Stationaritat eines ARMA(1,1)-Prozesses lasst sich anhand des charakteristischen
Polynoms ¢(z)=1-¢,-z=0, d.h. analog zum AR(1)-Prozess uberprifen.



Beispiel fur ARMA(1,1)-Prozess
Autokorrelationfunktion fur X¢ =0,8X¢_1 +2+U; —0,9U,_;

Pk

A

1

0,5 |

-0,5 |




Autokorrelationsfunktion far X; = -0,8X;_; +2+U; —0,9U;_4
Pk

14

0,5 |

_0’5 i




ARIMA-Modelle

ARIMA-Prozesse: Integrierte autoregressive moving average Prozesse

= ARMA(p,q)-Modell

Xt =1 Xt +02 - Xe_g +...+0p - Xi_p +Ug =01 - U1 =02 -Ur_p —...— 0 - Uy
3(B)=1- 1B - $2B° —...— ¢,BP
0(B)=1-6,B—0,B% —...— 84B"
¢(B)- Xt =06(B)- Uy
Beispiele:
e ARMA(1,1)-Modell

¢(B)=1-¢1B, 6(B)=1-6,B
Xt=01-Xt1+Ui=61U 4

e ARMA(1,2)-Modell

#(B)=1-¢B, 0(B)=1-0,B—0,B
Xi=0 - Xt + Ui —=01Ui1-02U



« ARMA(2,1)-Modell
2
$(B)=1-¢B~-0¢,B°, 6(B)=1-6;B
Xt =1 Xiq +92X_p + Ut —61Uy 4

« ARMA(2,2)-Modell

9(B)=1-¢1B-¢,B%, 6(B)=1-6,B-0,B°
Xt =01 Xiq + 92X + Ut —61U_1 - 09Ut o

= ARIMA(p,d,q)-Modell

Erste Differenzen: Alxt = AX¢ = X¢ — X¢_1

Zweite Differenzen: AZXt = AX¢ — AX¢_1
= (X¢ = X¢_1)— (Xeo1 — X¢_2)
= Xt - 2Xt—1 + Xt_z
9(B)A9X =6(B)- Uy
mit

AdXt = Ad_lxt - Ad_lxt_l (d — te Differenz)



oder

4(B)L-B)'X, = 6(B)- U,
wegen

AX, =X, =X, = (1-B)X,,

APX = KX = Ay = Xy = Xy = (X=X oa) = X = 2X g + X
(1-BFX,=(1-B)1-B)X, = (1— 2B+ |32)><t = X = 2X¢ 1 + X¢o
Allgemein gilt: A9, = (1- B) K¢ -

Beispiele:

e ARIMA(1,1,1)

4(B)=1-¢B, 6(B)=1-6B, AX;=(-B)X;=X{-X
- ¢,B)L-B)X, = (1-6,B)U,

(1— B—¢,B+ <|>1|32)><t = (1-6,B)U,

Xy = (1+ ¢1) Xig =0 X + U —0Ui 4



« ARIMA(1,2,1)
¢(B)=1-¢B, 6(B)=1-6,8,

A2X, = (L— B X, = Xy — 2X_1 + X,

(L-4:B)L-BF X, =(L-6B)U;

(1- ¢1B)(1— 2B + |32)><t = (1-6,B)U,

(1— 2B+ B® — ¢;B + 2¢,B° — q>1|33)><t = (1-6,B)U,

[ —(2+¢,)B+(1+2¢,)B? -ty B3]><t = (1-6,B)U,

Xe =2+ ¢1)- Xog = (L+2¢)X;p + 91X g+ Uy —6,Uy

Multiplikatives saisonales ARIMA-Modell

SARIMA(p,d,q) x (P,D,Q)
oder
ARIMA, (p,d,q) x (P.D,Q)

(B)b, (BS Xl -B)? (1 —B° )D X, =0(B)Y, (BS )Jt

s Saisonzyklus (z.B. s=4 flr Quartalsdaten)



Beispiel:
ARIMA, (1,1,1) x (1,0,1)

0B)=1-¢B, 4B*)=1 ¢y 48°
0(B)=1-6;B, 94(84):1—91,484

(-0 -0, 8*1-8, =(1-0,8)1-8, 8
(1- b1 48 - 0B+ ¢1¢1,435k1— BJX; = (1‘91,4B4 -08+ 9191,435)%
(1- 148" ~ 1B+ 1y 4B B+ by 4B+ 9y’ _¢1¢1,4B6><t = (1—91,4B4 -6,8 +9191,4BS)Jt
(61+1)01,4
X =(1- 01 Ko g ~d1Xe g +1- 01 4Xe_g — (01014 + 014 Kes
0101 4Xt-6 +Up ~O1Up1 =01 4Up4 6181 gUy s
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