3.2 Autoregressive Prozesse (AR-Modelle)
3.2.1 AR(p)-Prozesse

finition:
Ein stochastischer Prozess (X,) heit autoregressiver Prozess der Ordnung p
[AR(p)-Prozess], wenn er der Beziehung

(321) Xt = (I)]_Xt_]_ + (I)th_z + ...+ (I)pXt_p + Ut

p .
= 20Xg—j+Up  mit ¢g =1
i—1

i ] B (backshift/lag operator)

oder | B.X, = X,1
(3.2.1) ¢(B)X¢ = Ut >
_ 5 b B™ - Xt = Xt-2
mit  ¢(B) =1 1B~ 4B —... - ppBP |
B'X; = X¢_i
BOX; = X,

genugt. (U,) ist darin ein reiner Zufallsprozess (White-Noise-Prozess).

Anm.: X, wird hierbei als Abweichung vom Mittelwert p vorausgesetzt.



Anmerkungen:

- Gl. (3.2.1) entspricht formal einem multiplen Regressionsmodell. Die unabhangigen
Variablen (erkléarenden Variablen) sind hier jedoch ausschlieBlich zeitlich verzégerte
Variablen der abhangigen Variablen.

- Prozesse dieses Typs werden erstmals von G.U. Yule (1920) eingefihrt.

Allgemein ist ein AR(p)-Prozess durch
(322) Xt =0+ ¢1Xt—1 + (I)th_z + ot d)pXt_p + Ut

gegeben, wobei 0 ein konstantes Glied ist, das mit dem Mittelwert py des Prozesses in
Beziehung steht. Flr einen mittelwertstationaren Prozess muss

E(X¢) =E(X¢_1) = ... = E(X¢—p) =1
gelten, so dass p aus

H=0+ i+ dpu+...+ Ppu
bestimmt werden kann:

_ 5
-1 —dp—w.=p

(3.2.3) |u




M endlich sein muss, ist zu fordern, dass die Ungleichung

(3.24) d1+d2+..+p <1

erfllt ist. (3.2.4) ist zugleich eine notwendige Bedingung fir die Stationaritat eines
AR(p)-Prozesses. Notwendige und hinreichende Stationaritatsbedingungen werden
spater aufgezeigt.



Spezielle AR(p)-Prozesse

* AR(1)-Prozess

(3.2.5) Xt = ¢1Xt—1 +Ut

=> (1-¢1B)Xt = Ut

——
= ¢(B)

Allg. Xt =0+ ¢1Xt—1 + Ut

Anm.: X, ist im Folgenden als Abweichung vom Mittelwert p des
Prozesses gemessen. Stationaritat wird zunachst vorausgesetzt.

- Varianz von X;:

vo = Var(X¢) = Var(¢X¢_1 +Ut) = $7Var(X¢_1) + Var(Uy)

2 2 2y 2
=7y0=9¢v0+0” =>yo(l-¢7)=0

=70 =

o2

1-¢2

lRestriktion : ¢f < 1 oder |¢1] < 1J



- Autokovarianzfunktion (ACVF):

=11 X =¢y- Xig+ Uy - X
2
XiaXi =01 Xig + X - Uy

E(X{Xy) = ¢1E(Xt2—1) +E(X¢1-Uy)
T T
— ’Yli - 'YO, - 01
wegen wegen da X;_;undU,
Cov(X(, X 1) Var(X,,) unkorreliertsind
=E(XX;_1) _ E(Xt2—1) U, beeinf lusst X,

aber nicht X,_;

2

(6)
Y1 = 9170 = ¢ 5
— ¢]




=2:

allg.

Xp=01 X1 +Up [ Xeoo

Xi—2Xt =01 X2 - X1+ X2 - Uy

E(Xt_2Xt) = 01E(X(_5 - Xt21)  +E(X_2-Uy)

T
=72 =71, =0,

da die Auto- da X{_ound Uy
kovarianz unkorreliert sind.
nur vom Lag
abhangt

262




- Autokorrelationsfunktion (ACF)

2 2
() ()
t=1: pIZY1:¢1 2 2:¢1

2 2 2
Ly c

allg.  p.=¢{, t=012,...

Da [¢1] <1 ist, ist die Autokorrelationsfunktion eines AR(1)-Prozesses eine exponentiell
abnehmende Funktion des Lags . Flir ¢; > 0 verlauft sie dabei im positiven Bereich,
wahrend es sich flir $; < 0 um eine alternierende Folge handelt.



Abbildung 3.4: Autokorrelationsfunktionen versch. AR(1)-Prozesse
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Invertierbarkeit und Stationaritat

-Darstellung des AR(1)-Prozesses in Abhangigkeit von den Zufallsvariablen U,:
(3.2.6) X = ¢1X¢_1 +Ut
Ersetzen von X,_, durch
Xt-1 = 01X¢—2 + U1

ergibt

Xt = 01(91X¢_p +Ugq) + Uy

=Ug+ 41U 1 + 07X o

Entsprechendes Ersetzen von X, durch

Xt-2 = 01 Xe-3+ U2

fUhrt zu
X =Ut + ¢Ue_1 + ¢%(¢1Xt—3 +Ut_2)

= Ut + ¢1Ug_1 + ¢%Ut—2 + ¢th—3 :



Flhrt man die Substitution k-mal durch, so ergibt sich

Xg =Ug +01Ug_1 + ¢%Ut—2 +at ¢|1<Ut—k + ¢If+1xt—k—1 '
Flir k—oo erhalt man die spezielle Form
(3.2.7) X¢ =Ug+ Ut 1 + 97U 5 +..

Z T
= 2 ¢1Ut—r
=0

des allgemeinen linearen Prozesses

(3.2.8) Xg=Ut+wy1-Uq+yz-Up+...= ZO\VT-Ut—T,
T=

yo =1, mit y; = ¢].

Die Restriktion

(3.29) 3 y?= 3 ¢¥<w
=0 =0



nur dann erfillt, wenn ‘4)1‘ <1 ist. Die Bedingung
(3.2.10) |¢1]<1

wird daher auch als Stationaritatsbedingung bezeichnet. Unter Berlicksichtigung
dieser Stationaritatsbedingung kann ein AR(1)-Prozess in einen aquivalenten Moving-
Average-Prozess unendlicher Ordnung [MA(«)-Prozess] tberftihrt werden und um-
gekehrt. Man sagt aus, dass Gl. (3.2.7) die MA-Darstellung des AR(1)-Prozesses
(3.2.6) ist.

Da der AR(1)-Prozess bei Giiltigkeit der Stationaritatsbedingung (3.2.10) in einen
MA(0)-Prozess invertierbar ist, kennzeichnet (3.2.10) zugleich die Invertierbar-
keitsbedingung. Analog kann gezeigt werden, dass ein MA(1)-Prozess in einen
AR(w0)-Prozess invertiert werden kann, wenn [¢1/ <1 ist.

Die allgemeine Bedingung flr die Stationaritdt eines AR-Prozesses, dass die Wurzeln
Zy, Zy,-- Z,, des charakteristischen Polynoms
1— 41z — dpz? —=pz? =0

auBerhalb des Einheitskreises liegen missen, flhrt im Falle des AR(1)-Prozesses un-
mittelbar zur oben begriindeten Stationaritatsbedingung \¢1\ <1:



_1
O

Die Wurzel1/¢1 liegt ndmlich genau dann auBerhalb des Einheitskreises, wenn der
absolute Wert von 91 kleiner als eins ist ( |1/ <1 ).

bei komplexen Zahlen (z=a=b-i)

ftiimaginarteil)

1-1z=0 =¢z=1 = Zq

(@ =ag+hy i)
aufRerhalb des Einheitskreises:
b ——— lagl >, by >1

|

|

|
'1\j ;1 > a(Realteil)




- AR(2)-Prozess

(3.2.11) X = ¢1X¢—1 + d2X¢—2 + Uy
o (1 — &R — B2 VY. —
=> (1= 0B - 4B")X¢ = U
'
= ¢(B)
Anm.: X, als Abweichung vom Mittelwert p vorausgesetzt

Allg. (3.3.12) Xt =0+ 01 X¢_1 + 0 X¢_2 + Ut
I
1-¢1-¢2

- Autokovarianzen und Autokorrelationen

u

X =3 X 1+ 02X 2 + U X
2
XXy = ¢ Xio1 + 0o X1 X o + XUy
E(th_lxt) =4 E(T><%_1>+ 02E (xt_Tlxt_2>+ E (xt%lut)



(3.212)  lyy=d1-vo+d2 1

Xt = 1 - Xe—1 + 0pXg—2 + Ut} X¢_2
2
Xt 2Xt = ¢1 Xt 2Xt 1 + ¢2Xi 5 + X¢_2 - Ut

E(xtT_zxt) — §4E (Xt—TZXt—1)+ 92 (X2 ,)+E(X¢_2 -Up)
T

(3.2.13) |v2 =d1y1 + 270

Allg. (3.2.14) |y; =1 v 1+¢2v:2

Bezieht man die Autokovarianzen _ auf die Varianz 70 des AR(2)-Prozesses, so erhalt
man
1

(3.2.15) p1=d1po +d2-p1 =1 +02-p1 = p1(1-02) =1 = |P1 = 1y

und




¢
2.16) pp =d1p1 +dopg = dp1 +¢p  — Einsetzen von P1 = 1_1¢2 aus (3.2.15):

2 —
0y = b1 01 + b :>p2:¢1+¢2(1 02)

1-4 1-¢p

Allg. (3.2.17) p=d pr—1 +p—2, 1=1,2,...

Die Gleichungen (3.2.14) und (3.2.17) heiBen Yule-Walker-Gleichungen. Aus (3.2.17)

lassen sich Autokorrelationskoeffizienten p; des AR(2)-Prozesses flir t > 2 rekursiv
bestimmen.

- Varianz von X;:
Xt = 91 X¢—1 + $92Xt—2 + Ut
Var(Xt) = Var(¢1Xt—1 + ¢2X¢-2 +Ut)
= Var(¢1 Xt 1 + ¢2X¢_2) + Var(Ut)

T unabh. zw. X, und U, und zw. X, und U,



= ¢%Var(xt_1) + ¢%Var(xt_2) + 20192
Cov(Xt_1, Xt—2) + Var(Ut)

Stationaritat > — ¢%Yo + ¢%Y0 +2¢10271 + cﬁ
2 2 2 )
(3.2.18) yo=dr0o+P2r0+20d1+o 2 Gleichungen in den beiden

Unbekannten y, und y, (konnen

Yule-Walker-Gleichung fir t=1: _ ;
simultan gel6st werden).

(3.2.19) v1 =170 +d211

Losung nach vy, ergibt: -
— ). 52
(3.2.20) vo = 1=%2) S
(1+2)[(1~ 2)% ~ 6]
Herleitung:

Aus (3.2.18) folgt: Yo — $%v0 — 9570 = 2010271 + ©°



Aus (3.2.19) folgt:  y1 —d2v1 = d1v0 => v1(1 - d2) =dh1vo = 11 =

l
-0y Y0

Wird 1&70 flr y1 in die erste Gleichung eingesetzt, ergibt sich

7o—¢1270—¢2270=2¢1¢2ﬁ70+02
> 2 20F 2
vo-(L-o — &5 —1_¢2)—0\(1 ?)
(1-gp)o”

=70 =

(A-g)A- gL - 2) 244>

woraus man nach weiterer Umformung (3.2.20) erhalt.




Invertierbarkeit (und damit auch Stationaritat )
Stationaritatsbedingungen:

Charakteristische Gleichung: 1 - ¢z - ¢222 =0

2.0, 1 [Normalform|

)
e
=4 =

2 2
:>Zl/2=—§i (Ej _b:_(l)_li-\/(ﬂj _|_l
2 J\2 20 \\(2¢2) 2
[z, und z, missen auBerhalb des Einheitskreises liegen, wenn (X,) ein stationdrer

Prozess ist.] 1
=712 = %(— ¢ £ \/d)f +4¢2)

Je nachdem, ob die Wurzeln z, und z, reell oder konjugiert-komplex sind und in

Abhangigkeit des Vorzeichens der Parameter ¢, und ¢, ergeben sich
unterschiedliche charakteristische Verlaufe der Autokorrelationsfunktion.



- Reelle Wurzeln: Diskriminante ¢% +4¢7 >0
ACF sinkt exponentiell bei Stationaritat.

- Komplexe Wurzeln: ¢2 + 44, <0
ACF verlauft mit gedampften Schwingungen bei Stationaritat.

- Stationaritat
falls |z3|>1,[zp|>1

o 3o 3

2 2
=a——(a——bj=+b=—i
4 14 $2

Aus [z1]>1,[zp/>1 folgt

> 1f>1 >‘(|)2‘,

1|2/ > 1 und damit ‘(I)L
%20 =
92




woraus man die Stationaritatsbedingung (al) -1 < ¢, <1 erhalt.

b) Eine weitere Stationaritatsbedingung bezliglich der Koeffizienten des AR(2)-
Modells lasst sich aus

‘p1‘<1
herleiten: \pl\:‘ Ul <1, d.h. _1<¢_1<1
1-¢2 1-¢

<:>1¢—3)>—1 und %<1

— 92 — 02

s .
>0 wegen (al) >0 wegen (al)
= ¢1 > (-1)A - ¢2) : = ¢1 <1-¢
= 41> ¢y -1 . Zlhredd

(ﬁ) 0 —0p>-1 oder ¢p-¢<1




merkung: (bl) ¢1—02>-1 < ¢ >0¢p-1
(b2) dr+dp <l =>(¢p-1)+¢p <1
N

<¢
< 200 <2 0o <],

d.h. die rechte Seite von (al) wird durch (b1) und (b2) impliziert, so dass die
Stationaritatsbedingungen fiir die Koeffizienten ¢; und ¢, auch durch

¢ >-1 d-$<l ¢+¢ <1 oder

(S) p>-1 h-¢>-1 H+d<1

wiedergegeben werden kdnnen.



gt man die Stationaritatsbedingungen (S) in einem ¢y, ¢, -Koordinatensysten ein,
so erhalt man ein sog. ,Stationaritatsdreieck®, innerhalb dessen die zulassigen Paare
( ¢1,92) liegen. Die Parabel

o7 +4d3 =0

trennt dagegen die zyklischen und nicht zyklischen Verlaufe: unterhalb der Parabel
liegt der ¢1,¢, -Bereich fir einen zyklischen Verlauf, oberhalb der ¢1,¢, -Bereich fur
einen nicht zyklischen Verlauf.



Abbildung 3.5: Stationaritats- und Schwingungsbedingungen
(.Stationaritatsdreieck™ und Parabel)

N——




Beispiel eines AR(2)-Prozesses

Xt = 017Xt—1 — 0,1Xt_2 + Ut

— (1-0,7B +0,1B%)X; = Uy
- Uberpriifen der Stationaritat (Invertierbarkeit):
Charakter. Gleichung: 1-0,7z+0,1z% = 0

—72_72410=0  [Normalform]

migs
=a =b
2 2
S215=-5¢ @ _b=35+ gj ~10

=3,5J_r1/49;40 =35+1,5

—=7z1=2 A 1zp=5 (ACF sinkt exponentiell)



Allg. AR(p)-Prozess

Xt = ¢ Xe1 + X2 + oo+ pXe_p + Ut

Bestimmung der Autokorrelationsfunktion

E(XtXt—1) = 01E(Xe_1 Xt 1) + doE(Xe 2 Xt 1) + o + dpE(Xe _pXt 1) + E(UeX¢ )
/—
Es qilt E(X¢-iXt—c) = Yo

und (3.2.21) E(UXt_;)=0 firt>0,da

Xt-r nur von Ut_T,Ut_T_LUt_T_Z, abhangt

N—

< (3.2.22) vi=01vc1+2vr2+tdpYp | % =70
[ Yule-Walker-Gleichungen]
= (3.2.23) pr = ¢1pr-1 + $2p¢—2 + -+ Gppr—p, >0

Die Autokorrelationsfunktion eine AR(p)-Prozesses hat fur p>2 einen mit derjenigen ei-
nes AR(2)-Prozesses vergleichbaren Verlauf. Insbesondere ist es eine exponentiell ab-
nehmende Funktion, was monoton oder in gedampften Schwingungen erfolgen kann.



Yule-Walker-Gleichungen erlauben eine iterative Berechnung des ACFs.
Ausfilhrliche Schreibweise von (3.2.23):
P1L=91Pp0 + P2p—1 + ...+ PpP_p+1
LY_/
=1
P2 =41p1 +d2pg .-+ Ppp_pi2
: -
: =1
Pp = P1Pp-1+P2Pp-2 + ¢pEYQ,
=1

Matrizenschreibweise (unter Bertcksichtigung von p,. =p_. ):

p1] |1 P1oP2Pp-1 [y ]
(3.2.24) P2 p1 1 P1---Pp-2 | 92

Pp | Pp-1Pp-2Pp-3 -1 __(I)PJ



mpakte Schreibweise: p=P-¢
px1 PXP px1
(3.2.24) ist ein lineares Gleichungssystem (p Gleichungen, p Unbekannte), aus dem bei

linearer Unabh. der p Gleichungen die p ACFs py,pj,...,pp bestimmt werden konnen.
Daraus lassen sich die ACFsp_, 1 > p, iterativ bestimmen,

[Anm.: Bei der Schatzung eines AR(p)-Modells wird der umgekehrte Weg beschritten:
bei gegebenem Schétzern p1,p2,---,Pp der Autokorrelationskoeffizienten p1,p2;:++ Pp
werden aus (3.2.24) Schétzerdy, ¢y, ..., ¢ fur die Koeffizienten ¢1,¢2,---, ¢p ermittelt:

o =Pt p 1
px1 PXP px1i



Varianz von X,

1. 2.

Xt = 01 Xe—1 + 92Xg_2 + ..o + dpXe_p + Ug X¢, E(.)

E(X% ) = Var(Xt) = ¢1E(Xg_1Xt) + g2E(Xt_2X¢) + ... + opE(X¢_pX¢) + E(UX¢)

E(UyX¢) = E[Up (¢ X1+ B2 X oo+ o X +ut)q

=E(Uf) =0y
Unabhangigkeit zw. U, und X_;, X5, - Xip
2
Y0 = ¢171 + 9272 + ... + PpYp + Oy {pr =%=> Yt =Pt Y0

2

= ¢1p1Y0 + 92P2Y0Q * --- + dpPpY0 *+ Ou
2

=v0(d1p1 + ¢pp2 +... + ¢ppp) T Oy

= 10(1 - ¢1p1 — d2p2 — .- — dppp) = ol

of

— 0T ¢1p1 — $2p2 —---— Gppp)




