3.3 Moving-Average-Prozesse (MA-Modelle)

e Definition:

Ein stochastischer Prozess (X,) hei3t Moving-Average-Prozess der Ordnung q
[MA(q)-Prozess], wenn er die Form

Xt =U;=0;Ug g —...—0qU¢ g

(1) ]
=U¢ — 20 - Uy
i=1

oder (1) Xt =6(B)Ut
mit
(2) 6(B)=1-6,B-...—6,B°
hat. (U,) ist dabei ein reiner Zufallsprozess (White-Noise-Prozess). 1
X, wird als Abweichung vom Prozessmittelwert p betrachtet, so dass E(X,)=0 gilt.
A”g Xt =M+Ut—61Ut_1—...—eq'Ut_q
u ist der Mittelwert des MA(q) - Prozesses.



e Anmerkungen:
-Interpretation:

Der beobachtete Wert X; ist ein gewogenes Mittel aus den gegenwartigen und
vergangenen Schocks u,_. , T =1,2, ..., q, die nicht miteinander korreliert sind.

- Im Fall g = o heiBt (X,) ein unendlicher Moving-Average-Prozess [MA(o0)].

- MA(q)-Prozesse sind Spezialfalle des allg. linearen Prozesses

o0
Xi= 2wy Uiq,

T=—00

wobei (.) ein absolut summierbarer Filter (endliche Summe der abs. Gewichte ) ist.
Eigenschaft eines MA(q)-Prozesses: p_=0 fir 1<0 (kausaler Filter).

- MA(q)-Prozess ergibt sich durch Filtern eines reinen Zufallprozesses mit dem Filter
(1, -6y, ..., -6,).
- Anwendung in Okonometrie:

Okonom. Variable beeinflusst von einer Reihe ,, random shocks" wie Streiks,
RegierungsmaBnahmen, Knappheit an wichtigen Material etc. Effekte in
aufeinanderfolgenden Perioden mit immer geringerem Ausmas.



- Spezielle MA(q)-Prozesse

- MA (1)- Prozess
Xp=Ut-6U
=(1-6,B)Uy
%r_/
=6(B)
Varianz von X;:
Yo = Var(X;) = EX2) = E|U - 03Uy ; ]
= E(Uf) - 26,E(UyUy_ ) + 0FE(Ug ;)

= GS + 9%65 = 65(1 + 6%)

Autokovarianzf. (ACVF):

firt = 1: 71 = Cov(X¢, Xi_1) = E(XeXi_1)
= E[(U¢ - 61U¢_1)(Ue_1 — 61U¢)]
= E(UUr_1) - ,E(UUy ) - ,E(UZ 1) + B7E(Uy 1Vt )
= —0:E(Uf ;) = —6;07,



firt = 2: V2 = Cov(X¢, X¢_2) = E(XX¢_2)
= E[(U; — 0U;_1)(Up_3 — 6;U;_3)]
= E(UU;_5) - 0,E(UiU;_3) — 0:E(Uy 31Uy ) + OFE(Uy_1U; 3)
= 0, was generell fir t > 2 gilt

65(1+6%) fur =0
Y. =4 —6i03 fir =1
0 fur 1>2
Autokorrelationsf. (ACF): pr =7 /70
21 fur t=0
Pr =1 elGu = _91 fir t=1

Ga(l-l- 612) _1+ 912
0 fir t>2




Abb. 1: ACFs fiir MA (1)-Modelle mit 6,=-0,5 u. 6,= 0,5
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(@) p;=0,5/(1+0,5%)=0,5/1,25= 574" 0,4

(b) p1=-05/(1+0,25)=-04
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Partielle Autokorrelationsfunktion (PACF) flir MA(1):

-0
¢11=p1= 12
1+91
2
_[ —91] of
! %
oy —P2 Pl _ \1+00) _ a+ef)’ _ -of
1-pf 1 _o, 2 (1+09)2-0f 1+207+07 07
%1—| — L1
T aeeg)  @red)
_-of [_-ef@-op)
1+ 07 + 07 1-69
e — 67 —67(1-6f)
337 02 . ad a6l 4 8
1+61 +01 +6; 1-6;
-0f  -6{(-6f)
Allg. ¢rr=—t = 12(”1) fiirt>1

i=0
(Bem.: Die partielle Autokorrelationsfunktion fur MA(q)-Prozesse verhalt sich dhnlich wie die

Autokorrelationsfunktion eines AR(q)-Prozesses. Fir 6;<0 ist sie alternierend und ftir 6,>0
strebt sie mit exponentiell abnehmender Rate im negativen Bereich gegen 0.)



- MA(2)-Prozess
Xt =Ut=01Up1-02U¢ >

= (1-6;B—0,B°)U;
-0(B)

Varianz von X;:
Yo = Var(X,) = E(X2) = E(Ug — 0,U¢_; — 0,U; 5)?]
= E(Uf) - 26,E(UU;_1 ) — 20,E(UU; ) + BTE(UZ_; ) + 26,0,E(U;_1U;_») + O5E(UE)
= E(Uf) + 6{E(UE_y ) + O5E(UF,)

= c2(1+ 67 +6%)

Autokovarianzf. (ACVF):
fir T = 1: 3 = Cov(X¢, X¢_1) = E(X¢X¢_1)
= E[(Ug — 64U¢_1 —6U¢_5)(Ug_1 —61Up_2 — 65U 3)]
= E(UgU¢ 1) — 0:E(UeU; 5) — 0:E(UUy_3) — 0;E(UE ;) + OFE(Uy_1Uy ) +
010,E(Uy_1Uy_3) — 02E(Uy_1Uy _2) +0;0,E(Ug 5) + 05E(Uy _5Uy 3)
= —0,E(Us 1) + 0,0,E(U¢ )

= —9165 + 9162(53 = Ga(—el + 6192)



fir T = 2: 72 =Cov(X(, Xi_2) = E(X{X{_2)
= E[(Uy — Uy 1 - 02Uy 2)(Uy_ — Uy_g — 60Uy 4)]

= E(UU_2) — BE(UU;_3) — 6oE(UiU_4) — B1E (Uy U _o) + 6FE (Uy_1U; _3)
+ 010,E (Uy_1U_4) — BE(UE 5) + B1O-E(U;_oU;_3) + 05E (Uy_oU; _4)

2 2
=—LE(U{ ) =-020

Y,=0flrT2=3
c2(1+07+03) fir t=0
v, =4 (53(—91 + elez) fUI’ T = 1
t — 9205 fur =2
0 fir >3
Autokorrelationsf. (ACF): p. =y, / Y,
( ) 1 fir =0
U0+ 0002) _ (g 00,)/(1+07+03) fir =1

.

c2(1+ 07 +03)
~0, /(1+67 +63) fir =2
0 fir >3

Pr =




Abb. 2: ACFs fiir MA(2)-Modelle

(@) 6;=0,=-0,5 (b) 6,=05,6,=-05
p1 = (0,5 + 0,25) /(1 + 0,25 + 0,25) = 0,75/1,5 = 0,5 Py = (_0,5 _ 0’25)/15 — _0,75/1,5 — _0,5
oy =0,5/(1+0,25+0,25) = 0,5/1,5 = % 0 -05/15- 1
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(c) 6,=-05,0,=0,5 (d 6,=6,=0,5

1
p1=(0,5-0,25)/1,5=0,25/15 =% p1=(-05+0,25)/1,5=-0,25/1,5=~¢
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e Partielle Autokorrelationsfunktion (PACF)

Die partielle Autokorrelationsfunktion ¢r; eines MA(2)-Prozesses lasst sich nicht mehr in
einfacher Form als Funktion der MA-Parameter 8, und 6, darstellen (= Durbin-Levinson-

Algorithmus).
Charakteristisches Polynom:
0(z) =1-612—...—04z"
Verlauf der PACF:
- Reelle Wurzeln des charakteristischen Polynoms:
PACF verlauft monoton oder alternierend exponentiell gegen 0
- Komplexe Wurzeln des charakteristichen Polynoms:

PACF verlauft in Form einer gedampften Sinusschwingung



e Stationaritat

Wie man aus E(X;) und den ACFs y. leicht erkennt, sind keine Restriktionen bzgl. der (6,)
zu setzen, um die Stationaritat eines MA(q)-Prozesses zu sichern.

e Invertibilitat (Invertierbarkeit)

Es lasst sich zeigen, dass aus den ACFs y. nicht eindeutig auf einen zugrunde liegenden
MA(q)-Prozess geschlossen werden kann. So haben z.B. die beiden MA(1)-Prozesse

(a) X = Uy —0Up_1 | p{® =0, /(1 + 03)

und

(b) Yo=oco(1+1/62), vy =-1/6;0}
1

X, :Ut_e_ut—l PP =y fyg=-1/0; /(A+1/07) |02

=6, /(67 +1) = p;”

identische ACFs. Box und Jenkins (1970) haben daher das Kriterium der Invertierbar-
keit eingefltihrt, das vor allem auch von Bedeutung ist, wenn in der Praxis aus der ge-
schatzten ACF auf die Modellparameter geschlossen werden soll. Die Invertibilitatsbedin-
gung sichert, dass es einen eindeutigen MA(q)-Prozess flir eine gegebene ACF gibt.



MA(q)-Prozesse (X,) erhalt man durch Filtration von White-Noise-Prozessen (U,) mit
linearen, endlichen Filtern [X, = 8 (B) U,]. Fir die Invertierbarkeit des Prozesses ist nun
entscheidend, ob sich der Prozess (U,) umgekehrt durch Filtration von (X,), also

U, = 61(B)X, , erhalten lasst. Wie schon allgemein ausgefhrt, sind dabei nur absolut
summierbare und kausale Filter von Interesse.

Ein MA(q)-Prozess hei3t invertierbar, wenn alle Nullstellen des charakteristischen

Polynoms
q .
6(z) =1- 3 6,7’
i=1
auBerhalb des Einheitskreises liegen. O

Unter dieser Bedingung gilt U, = 871(B)X; , wobei
Aipy_ v gl
0 "(B)=2c¢c;B
i=0

ein kausaler Filter mit absolut summierbarer Koeffizientenfolge ist.



e Momente fiir MA(q)-Prozess (allgemein):
- Erwartungswert von X
E(Xt) = E(Ut - 91Ut_1 LI GqUt—q)
=E(U) - 0:E(U_1) — ... — 6qE(Ut_q)
=0, wegenE(U;) =0 flr alle t
- Varianz von X,
Var(X¢) = vo = E(X?) = E[(U; - 83U¢_1 — ..~ 0gU¢_g)(Ug — B:Ug_1 — ... — U _q)]
= E|Uy (Uy — 81U¢_y ..~ 0U_q) — 03Uy 5 (U — 85Uy — ...~ B3U¢_q)
— o= 0U¢_q(Ug = 0Ug_1 — ...~ 83U _q)]

g g
= E(Uf) - Zi OE(UU; ;) — 6;E(U; 41Uy ) + Zi 010E(Ut_1Ut i) — .. = OgE(U;_gUt)
1= =

q
+ Zi quiE(Ut—qUt—l )
j=

= E(U) + OFE(Ug_1) +...+ 03E(U;_q ) q
= Gﬁ + 9%05 + ot 630& = 03(1 + 9% + ot 63) = Y0 = 03_2(‘39? mit 6,=1
1=




- Autokovarianz zw. X, und X, , T# 0

Cov(X¢ ; Xti) = vo = E(Xe Xt 1)
= E[(Ug - 0,Ug 1 — -~ 0qUe_q)(Upc — 03U 11 — -~ OqUg_qu:)]
= E[Ur(Upsr — 01U g — oo OqUt_qsc) = O1Up 1 (Up o = 61U 0 — -
6Ut-qe) —+— 8qU_q(Utic ~ 01Ut 1c == 0qUe_qu:)]

Fall (@): T > q
fir T = g+1:
=1 =71 =1
rh A h
Tt = ElUt(Ut+q+1 o e1Ut—1+q+1 o eqUt—q+q+1) - 91Ut—1(Ut+q+1 o e1Ut—1+q+1 oo
=t+q =t+1 =t+q

—0qUy_q4qe1) — -] =0, dain den E(U,U;) immer t = s gil.
H_/

=t+1

Man kann leicht sehen, dass Entsprechendes flir t = q+2, g+3,... gilt, so dass allgemein

y. = 0 flir t >q

gilt.



Fallb): 0 < t<q
t=1: 11=EUt(Ut11-61Ut 141 —6qUt—q+1) 01Vt 1 (U1~ U111 - 02Ut 241~

~t =t It

—0q Ut—q+1) —...—0gUt—q (Ut —0NUt141-92Ut241-...-8q Ut—q+1)]

=t 2t
_ 2 2 2 2
= ~01E(Uf)+ 01026 (UZ 1) + 0203E(UZ ) +...+0g 10E(UZ ¢ )
2 L
=oyu (-0 + 2.6i6i+1)
=1
1=2: Y2 =E[Ui(U2 =61U 100 = 0,Us 45 — . = 8Uy_q12) = 81U (Upsp = 81Us g1 — 0,U_ppp — .
— S —— N~
= t+1 =t = t+1 =t

—0qU_q42) = = 0qUs_q(Upso 01U 1,0 =0,Uy 5.0 — .. = 83Uy _g.2)]
=t+1 =t

= —0,E(U7) + 0105E(U7_1) + 0,0,E(U7_5) + ... + 8y_o0E(Ug_q.2)

2 q-2
=oy(-0, + 21 0i6i.2)
1=



—T
allgemein: y; = ca (=07 + X.6i0js1)

i=1

ACVF: 2 io 07 fir t=0
i—

Y. =462(-0, + ﬁfeiem) fir 0<t<q
0 fir  t>q
f 1 fir t=0

ACF: p.=1(-0, + Ereiem)/_%e? fir 0<t<gq
| - 0 - far  t>q

Interpretation:

Aus der ACF erkennt man, dass p_ bei einem MA(q)-Prozess fiir Lags t > q verschwindet
(von Relevanz bei der Identifizierung von ARMA- bzw. ARIMA-Prozessen).



Invertibilitatsbedingungen:

Bei einer Verletzung der Invertibilitédtsbedingungen ist der ARMA-Prozess nicht definiert.
Die Invert.bed. garantieren auBerdem die Eindeutigkeit bei der Identifikation des stoch.
Prozesses aus der Autokorrelationsfunktion.

MA(1)-Prozess:
-1<09,<1

MA(2)-Prozess:
-1<09,<1
0, +6,<1
0,-06,<1



