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5.1 Stetige Gleichverteilung

Eine Zufallsvariable X folgt einer stetigen Gleichverteilung mit den Parametern a 

und b, wenn für die Dichtefunktion von X gilt:

 

1
für a  x  b

b - a
f x  = 

0 sonst


 





ab

1



a b
x

f(x)

5. Spezielle stetige Verteilungen
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Beweis:

 
x

a

x1 1 x a x - a
F x  = du = u  =  -  = 

ab - a b - a b - a b - a b - a

Wegen des Verlaufs der Dichtefunktion hat die Verteilungsfunktion außerdem den 

Wert 0 für x < a und den Wert 1 für x > b.

 

0 für x < a

x - a
F x  = für a  x  b

b - a

1 für x > b






 





Verteilungsfunktion einer stetig gleichverteilten Zufallsvariablen X:
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Erwartungswert Varianz

 
a + b

E X  = 
2

Der Erwartungswert ist durch die Mitte des Intervalls [a; b] gekennzeichnet. 

Die Varianz von X erhöht sich, wenn die Intervalllänge b - a steigt. 

 
2

b - a
Var(X) = 

12

Beweis für die Formel zum Erwartungswert

Verwendung der binomischen Formel:

   2 2b + a b - a  = b  - a

Daraus folgt:

  
1 1 a + b

E(X) = b + a b - a  = 
2 b - a 2

   

 

b b
b

2

a
a a

2 2

1 1 1
E X  = xf x  dx = x dx = x

b - a 2 b - a

1 1
=  b  - a

2 b - a

 
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Beispiel:

An einem Bahnhof fährt ein bestimmter Zug exakt alle 20 Minuten ab. Wie groß ist 

die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufällig eintreffender Fahrgast mehr als 15 

Minuten auf diesen Zug warten muss?

Die Wartezeit X ist gleichverteilt mit a = 0 und b = 20. Die Dichtefunktion von X 

lautet somit:

 
1 für 0  x  20

20f x  = 
0 sonst

  



Damit lässt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit ermitteln:

20

1

ab

1




0 20
x

f(x)

0,25

 
2020

1515

1 1
P X  15  = dx = x

20 20

20 15
=  -  = 1 - 0,75

20 20

= 0,25

 
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Der Erwartungswert der Wartezeit X beträgt:

Die Varianz der Wartezeit X beträgt:

 
a + b 0 + 20

E X  = μ =  =  = 10 [Min]
2 2

   
2 2

2 2b - a 20 - 0 100
Var(X) = σ  =  =  =  = 33,333 [Min ]

12 12 3

σ = 33,333 = 5,773[Min]

Die Standardabweichung der Wartezeit X beträgt:
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5.2 Normalverteilung

Die Normalverteilung ist die wichtigste Verteilung in der Statistik. Gründe für die 

herausragende Stellung der Normalverteilung in der Statistik sind: 

• Bestimmte Zufallsvariablen sind „von Natur aus“ zumindest näherungsweise 

normalverteilt wie z.B. naturwissenschaftliche Variablen (Intelligenz, 

Körpergröße, Messfehler) oder wirtschafts- und sozialwissenschaftliche 

Variablen, zum Teil nach einer log-Transformation (Einkommen)

• Unter sehr allgemeinen Bedingungen sind Summen und Durchschnitte                

unabhängiger Zufallsvariablen näherungsweise normalverteilt ( Zentraler 

Grenzwertsatz). Diese Eigenschaft ist insbesondere in der induktiven Statistik 

von herausragender Bedeutung.

Eine Zufallsvariable X ~ N(µ; σ2) heißt normalverteilt mit den Parametern µ         

(= Erwartungswert) und σ2 (= Varianz), wenn ihre Dichtefunktion folgendermaßen 

spezifiziert ist:

 

2
1 x - μ

-
2 σ1

f x  = e für -  < x < 
σ 2π

 
 
   
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 2;N~X 
f (x)

x

Dichtefunktion einer normalverteilten Zufallsvariablen X:
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Diskussion der Dichtefunktion mit der e-Funktion            

• Das negative Vorzeichen des Exponenten der e-Funktion bewirkt, dass die 

Funktionswerte der Dichtefunktion mit wachsendem Abstand von μ kleiner 

werden

• Aufgrund der Quadrierung ist die Verteilung symmetrisch um den 

Erwartungswert µ, d.h. f(µ - x) = f(µ + x) für alle x

• Der Exponent der e-Funktion ist für alle x ≠ μ negativ und nimmt den 

maximalen Wert 0 für x = μ an. Die Verteilung ist daher unimodal. Wegen                

e0 = 1 für x = μ ist das Maximum der Dichtefunktion durch den konstanten 

Faktor                gegeben.

• Je kleiner die Standardabweichung σ, desto steiler verläuft die Dichtefunktion 

der Normalverteilung um das Symmetriezentrum (d.h. um den Erwartungswert) 

µ und desto größer ist das Maximum der Dichtefunktion

2
x

2

1

e














)2(1 
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Bedeutung der Parameter µ und σ2 bei der Normalverteilung 

f(x)

x

2
2

2
1

2
3



2
3

2
2

2
1 

Wenn der Erwartungs-

wert µ steigt, dann ver-

schiebt sich die Dichte-

funktion nach rechts 

Wenn die Varianz σ2

sinkt, verläuft die Dich-

tefunktion steiler um 

den Erwartungswert µ 

1 2 3

f(x)

x

321 
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Standardnormalverteilung

Da die Parameter μ und σ2 beliebige reelle Zahlen bzw. beliebige positive reelle

Zahlen (σ2 > 0) annehmen können, gibt es unendlich viele Normalverteilungen. 

Entsprechende Wahrscheinlichkeiten können grundsätzlich durch numerische 

Integration berechnet werden, die allerdings in der Anwendung sehr aufwändig

wäre. 

Aus diesem Grund kommt der Standardnormalverteilung, die man durch die     

Standardisierung einer beliebigen Normalverteilung erhält, eine besondere 

Bedeutung zu. Aus jeder normalverteilten Zufallsvariablen X lässt sich 

folgendermaßen eine standardnormalverteilte Zufallsvariable Z erzeugen:

X - μ
Z = 

σ

Bei einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen Z ~ N(0; 1) gilt für den 

Erwartungswert und die Varianz:

E(Z) = 0

Var(Z) = 1
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Beweis (für beliebige standardisierte Zufallsvariablen)

Auf Basis einer Zufallsvariablen X gilt für die standardisierte Zufallsvariable Z:

Daraus folgt für den Erwartungswert:

 
 

   
 

 
   

 

X - E X 1
E Z  = E  = E X - E X

Var X Var X

1 1
= E X  - E X  = 0 = 0

Var X Var X

 
    
  

  

Bei der Berechnung der Varianz von Z erhalten wir unter Berücksichtigung der 

Regel, dass die Varianz einer Konstanten gleich null ist: 

 
 

   
 

 
 

X - E X 1 1
Var Z  = Var  = Var X - E X  = Var X  = 1

Var X Var XVar X

 
    
  

 

 

X - E X
Z = 

Var X
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Wegen μ = 0 und σ2 = 1 lautet die Dichtefunktion einer standardnormalverteilten 

Zufallsvariablen Z: 

Dichtefunktion der Standardnormalverteilung

 1;0N~Z

0 
z

)z(fz

 
21

- z
2

z

1
φ z  = f (z) = e

2π
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Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung

Die Verteilungsfunktion einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen Z erhält 

man durch Integration: 

Die Standardnormalverteilung ist auch deshalb von besonderer Bedeutung, weil 

für sie Werte der Verteilungsfunktion (nach numerischer Auswertung des obigen 

Integrals) in tabellarischer Form vorliegen, so dass man beim Arbeiten mit der 

Normalverteilung die Integration selbst nicht mehr durchführen muss. 
Zu beachten ist, dass häufig keine Wahrscheinlichkeiten für negative z-Werte 

tabelliert werden. Dies ist aber auch nicht unbedingt erforderlich, da die Dichte-

funktion der Standardnormalverteilung symmetrisch um den Erwartungswert 

µ = 0 verläuft. Daraus folgt für die Verteilungsfunktion einer standardnormal-

verteilten Zufallsvariablen Z: 

   Φ -z  = 1 - Φ z

 
2z 1

- u
2

z

-

1
Φ z  = F (z) = e du

2π 



Allgemeine Rechenregeln bei stetigen Zufallsvariablen (zur Erinnerung):

     P X  b  = P X < b  = F b

       P a  X  b  = P a < X < b  = F b  - F a 

     P X  b  = P X > b  = 1 - F b
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Beispiel:

Das Trinkgeld eines Kellners pro Abend sei normalverteilt mit einem Erwartungs-

wert in Höhe von 20 € und einer Standardabweichung in Höhe von 6 €. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass das eingenommene Trinkgeld des 

Kellners an einem Abend unter 15,50 € bleibt?

Bei einer Normalverteilung der Trinkgelder X ~ N(20; 36) mit den Parametern          

μ = 20 und σ2 = 36 ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit P(X < 15,50) durch 

folgendes Integral gegeben:

 

2
1 x - 2015,50

-
2 6

-

1
P X < 15,50  = e dx

6 2π

 
 
 





Das Integral lässt sich jedoch nicht analytisch, sondern nur numerisch (z.B. mit 

einem Mathematik-Programm) lösen. 

Vorteilhaft ist deshalb die Berechnung der gesuchten Wahrscheinlichkeit mit Hilfe 

der Standardnormalverteilung, da hier generell tabellierte Werte vorliegen. Der 

standardisierte Wert für die obere Intervallgrenze lässt sich folgendermaßen 

bestimmen:

x - μ 15,50 - 20
z =  =  = -0,75

σ 6
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Damit ergibt sich:

     
15,50 - 20

P X < 15,50  = P Z <  = P Z < -0,75  = Φ -0,75
6

 
 
 

Die Tabellen zur Standardnormalverteilung weisen jedoch oft nur Wahrscheinlich-

keiten für positive z-Werte aus. Unter Verwendung der Symmetrieeigenschaft bei               

der Normalverteilung erhalten wir jedoch die Wahrscheinlichkeit: 

   Φ -0,75  = 1 - Φ 0,75  = 1 - 0,7734 = 0,227

z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 

0,5 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224 

0,6 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549 

0,7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852 

0,8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133 

0,9 0,8159 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389 

 

- 1 0 1

0.1

0.2

0.3

0.4

- 1 0 1

0.1

0.2

0.3

0.4

)z(fz

z

 1;0N~Z

0,2266
Die berechnete Wahrscheinlich-

keit ist der Flächeninhalt 

unterhalb der Dichtefunktion der 

Standardnormalverteilung

0,227
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Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Kellner an einem Abend ein 

Trinkgeld von mindestens 30,50 € bekommt?

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(X  30,50) der mit dem Erwartungswert

μ = 20 und der Varianz σ2 = 36 normalverteilten Zufallsvariablen X. Mit der 

entsprechenden Standardisierung erhält man:

   

 

30,50 - 20
P X  30,50  = P Z   = P Z  1,75

6

    = 1 - P Z  1,75  = 1 - Φ(1,75)

 
   

 



.

Der unten stehenden Tabelle entnehmen wir den Funktionswert der 

Verteilungsfunktion einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen und damit

die Wahrscheinlichkeit 0,9599 bei einem z-Wert von 1,75, so dass für die gesuchte 

Wahrscheinlichkeit gilt:

   P X  30,50  = 1 - Φ 1,75  = 1 - 0,9599 = 0,040

z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 

1,5 0,9332 0,9345 0,9357 0,9370 0,9382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441 

1,6 0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545 

1,7 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633 

1,8 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706 

1,9 0,9713 0,9719 0,9726 0,9732 0,9738 0,9744 0,9750 0,9756 0,9761 0,9767 

 



17

- 2 - 1 0 1 2

0.1

0.2

0.3

0.4

- 2 - 1 0 1 2

0.1

0.2

0.3

0.4

)z(fz

z

 1;0N~Z

0,0401

Wie groß ist schließlich die Wahrscheinlichkeit, dass der Kellner ein Trinkgeld 

zwischen 17 und 29 € bekommt?

     
29 - 20 17 - 20

P 17  X  29  = Φ  - Φ  = Φ 1,5  - Φ -0,5
6 6

   
     

   

Daraus folgt:

         P 17  X  29  = Φ 1,5  - 1 - Φ 0,5  = Φ 1,5  + Φ 0,5  - 1

     = 0,9332 + 0,6915 - 1 = 0,625

    

0,040
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Quantile der Standardnormalverteilung

Bei Anwendungen der Normalverteilung ist nicht immer eine Wahrscheinlichkeit zu 

bestimmen. Häufig ist der zu einer gegebenen Wahrscheinlichkeit zugehörige z-

Wert gesucht. Der zu einem Wert der Verteilungsfunktion der Standardnormalver-

teilung gehörende z-Wert heißt Quantil. Für das (1-α)-Quantil z1-α gilt:

P(Z  z1-α) = Φ(z1-α) = 1 - α

 1;0N~Z

0 
z

1z



1

)z(fz
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Beispiel:

Bei welchem z-Wert einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen Z beträgt der 

Funktionswert der Verteilungsfunktion 0,975? 

Man sucht die Wahrscheinlichkeit 0,975 in der Tabelle zur Verteilungsfunktion und 

liest den entsprechenden z-Wert ab: 

z0,975 = 1,90 + 0,06 = 1,96

- 2 - 1 0 1 2 3

0.1

0.2

0.3

0.4

- 2 - 1 0 1 2 3

0.1

0.2

0.3

0.4

)z(fz

z

 1;0N~Z

0,9750

96,1z 975,0 
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Zentrale Schwankungsintervalle bei einer Standardnormalverteilung

Mit Hilfe der Quantile lässt sich ein symmetrisches Intervall um den Erwartungs-

wert 0 (zentrales Schwankungsintervall) für eine standardnormalverteilte 

Zufallsvariable Z berechnen:

 α/2 1-α/2P z   Z  z  = 1 - α 

Aufgrund der Symmetrie der Dichtefunktion bei einer Standardnormalverteilung 

um μ = 0 gilt                     .
α/2 1-α/2z  = -z

 1;0N~Z

0 
z

2/1z 

2/ 2/

2/1

2/

z

z







1

Zentrales

Schwankungsintervall

)z(fz

Daraus folgt:

 1-α/2 1-α/2P -z   Z  z  = 1 - α 
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Beispiel:

In welchem symmetrischen Intervall um 0 liegt die standardnormalverteilte 

Zufallsvariable Z mit einer Wahrscheinlichkeit von 99%? 

Hier ist das zentrale Schwankungsintervall zum Niveau 1-α = 0,99 gesucht                         

(α/2 = 0,01/2 = 0,005 und 1-α/2 = 1-0,01/2 = 0,995): 

 0,005 0,995 0,995 0,995P z   Z  z  = P(-z   Z  z ) = 0,99   

Für das entsprechende 0,995-Quantil gilt z0,995 = 2,575 (bzw. exakter 2,576).

Die standardnormalverteilte Zufallsvariable Z liegt also mit einer Wahrscheinlichkeit

von 99% zwischen -2,575 und 2,575:

 P -2,575  Z  2,575  = 0,99 

- 2 - 1 0 1 2 3

0.1

0.2

0.3

0.4

- 2 - 1 0 1 2 3

0.1

0.2

0.3

0.4

)z(fz

z

0,005

 1;0N~Z

0,99

0,005

576,2z 005,0  576,2z 995,0 

Zentrales Schwankungsintervall

2,58-2,58
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Zentrale Schwankungsintervalle bei einer beliebigen Normalverteilung

Liegt eine normalverteilte Zufallsvariable X mit dem Erwartungswert μ und der 

Varianz σ2  vor, dann ist eine Standardisierung zur Berechnung des zentralen 

Schwankungsintervalls notwendig:

Die beiden hier enthaltenen Ungleichungen sind nach X aufzulösen. Zuerst werden 

beide Seiten der Ungleichung mit der Standardabweichung σ multipliziert:

1-α/2 1-α/2

X - μ
P -z     z  = 1 - α

σ

 
  

 

 1-α/2 1-α/2P -z σ  X - μ  z σ  = 1 - α 

Anschließend wird der Erwartungswert μ addiert:

Damit erhält man das zentrale Schwankungsintervall für eine beliebige normal-

verteilte Zufallsvariable X.

 

 

1-α/2 1-α/2

α/2 1-α/2

P μ - z σ  X  μ + z σ  = 1 - α   bzw.

P μ + z σ  X  μ + z σ = 1 - α

 

 
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Zentrales Schwankungsintervall bei einer beliebigen Normalverteilung

 2;N~X 



  2/1z

2/ 2/

  2/z

1

f (x)

x

Zentrales

Schwankungsintervall

α/2 1-α/2z  = -z

Es gilt:

Beispiel:

In der Schreinerei eines Möbelherstellers werden Möbelstücke auf eine Länge 

von 60 cm zugeschnitten. Die Präzision der Maschine wird mit einer 

Standardabweichung von 5 mm angegeben. Aufgrund bisheriger Prüfungen kann 

davon ausgegangen werden, dass die Länge der Möbelstücke normalverteilt ist.     

In welchem zentralen Intervall liegt die Länge eines zufällig kontrollierten 

Möbelstücks mit einer Wahrscheinlichkeit von 95%?
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Zu berechnen ist das zentrale Schwankungsintervall für eine normalverteilte 

Zufallsvariable mit dem Erwartungswert 60 und der Varianz 0,52 = 0,25 bei einer 

Intervallwahrscheinlichkeit 1-α = 0,95:

 

 

0,975 0,975

0,975 0,975

P μ - z σ  X  μ + z σ  = 0,95

P 60 - z 0,5  X  60 + z 0,5  = 0,95

 

 

Für das 0,975-Quantil z0,975 erhält man den Wert 1,96.

Damit ergibt sich:

 P 60 - 1,96 0,5  X  60 + 1,96 0,5  = 0,95   

 P 59,02  X  60,98  = 0,95 

Die Länge eines zufällig kontrollierten Möbelstückes liegt also mit einer 

Wahrscheinlichkeit von 95% zwischen 59,02 cm und 60,98 cm.
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Lineartransformation normalverteilter Zufallsvariablen

Es sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit den Parametern µ und σ2. Die 

Zufallsvariable Y ergibt sich durch eine lineare Transformation von X: Y = a + bX

Dann ist Y normalverteilt mit den Parametern E(Y) = a + b·μ und Var(Y) = b2·σ2.

Wenn sich also eine Zufallsvariable X als Linearkombination einer normalverteilten 

Zufallsvariablen darstellen lässt, dann ist die transformierte Zufallsvariable Y stets 

normalverteilt.

Reproduktionseigenschaft der Normalverteilung

Es seien X1 und X2 zwei unabhängige, normalverteilte Zufallsvariablen:

 

 

2

1 1 1

2

2 2 2

X  ~ N μ ; σ

X  ~ N μ ; σ

Dann ist die Zufallsvariable Y = X1 + X2 normalverteilt mit dem Erwartungswert 

µ1 + µ2 und der Varianz              :   
2
2

2
1 

Diese Eigenschaft beschreibt die Reproduktivität der Normalverteilung, die sich auf 

mehr als zwei normalverteilte Zufallsvariablen verallgemeinern lässt.
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Gegeben sind die unabhängigen standardnormalverteilten Zufallsvariablen 

Z1, Z2, … , Zn. Für die Summe der quadrierten Zi ergibt sich dann:

Diese Zufallsvariable ist χ2 (Chi-Quadrat)-verteilt mit n Freiheitsgraden, d.h.:

χ2 ~ χ2
n

Die Dichtefunktion einer χ2-verteilten Zufallsvariablen verläuft nur im positiven 

Bereich und weist grundsätzlich eine Rechtsschiefe auf. Mit zunehmender Anzahl 

an Freiheitsgraden verläuft die Dichtefunktion flacher.

Für den Erwartungswert und die Varianz von χ2 gilt:

μ = E(χ2) = n

σ2 = Var(χ2) = E(χ2-μ)2 = 2n

Für das (1-α)-Quantil χ2
n;1-α der χ2-Verteilung mit n Freiheitsgraden gilt:

P(χ2  χ2
n;1-α) = 1-α

Für verschiedene Werte von α und der Anzahl n an Freiheitsgraden sind auch 

(1-α)-Quantile χ2
n;1-α tabelliert.

5.3 χ2-, t- und F-Verteilungen

n
2 2 2 2 2

1 2 n i

i=1

χ  = Z  + Z  + + Z  = Z
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Gegeben sind eine standardnormalverteilte Zufallsvariable Z sowie eine von Z

unabhängige mit n Freiheitsgraden χ2-verteilte Zufallsvariable χ2. Daraus ergibt    

sich folgender Quotient:

Diese Zufallsvariable ist t-verteilt mit n Freiheitsgraden, d.h.:

T ~ tn

Die Dichtefunktion von t-verteilten Zufallsvariablen verläuft symmetrisch um den 

Nullpunkt und ähnelt dem Verlauf der Dichtefunktion einer standardnormalverteilten

Zufallsvariablen. Bei einer t-Verteilung ist sie aber flacher und hat breitere Enden. 

Damit hat eine t-verteilte Zufallsvariable eine größere Streuung als eine standard-

normalverteilte Zufallsvariable. Wenn die Anzahl der Freiheitsgrade über alle 

Grenzen wächst, geht die t-Verteilung in die Standardnormalverteilung über. 

Für den Erwartungswert und die Varianz von T gilt:

2

Z
T =  

χ

n

   

   
22

μ = E T  = 0 für n>1

n
σ  = Var T  = E T-μ =  (für n>2)

n-2
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Dichtefunktionen von t- und standardnormalverteilten Zufallsvariablen

Für das (1-α)-Quantil tn;1-α der t-Verteilung mit n Freiheitsgraden gilt:

P(T  tn;1-α) = 1-α

Für verschiedene Werte von α und der Anzahl n an Freiheitsgraden sind auch 

(1-α)-Quantile tn;1-α tabelliert.
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Gegeben sind zwei unabhängige mit n1 Freiheitsgraden und n2 Freiheitsgraden

χ2-verteilte Zufallsvariablen χ2(n1) und χ2(n2). Daraus ergibt sich folgender Quotient:

Diese Zufallsvariable ist F-verteilt mit n1 und n2 Freiheitsgraden, d.h.:

F ~ Fn1
,n2

Für den Erwartungswert und die Varianz von F gilt:

Für das (1-α)-Quantil Fn1
,n2;1-α der F-Verteilung mit n1 und n2 Freiheitsgraden gilt:

P(F  Fn1
,n2;1-α) = 1-α

Für verschiedene Werte von α und der Anzahlen n1 und n2 an Freiheitsgraden

sind auch (1-α)-Quantile Fn1
,n2;1-α tabelliert.

2

1

1

2

2

2

1
χ (n )

n
F =  

1
χ (n )

n

   

   

2
2

2

2
22 2 1 2

22

1 2 2

n
μ = E F  =  für n >2

n -2

2n (n +n -2)
σ  = Var F  = E F-μ =  (für n >4)

n (n -2) (n -4)


