8. Intervallschéatzung
8.1 Begriff des Konfidenzintervalls

Mit unterschiedlichen Stichproben lassen sich verschiedene Punktschatzer 6 fur
den Parameter 6 der Grundgesamtheit erzielen. Wenn m Stichproben aus der
Grundgesamtheit entnommen werden, dann lassen sich daraus bis zu m verschie-
dene Schatzwerte 6 berechnen. Die Punktschatzer werden aufgrund des Stich-
probenfehlers im Alilgemeinen von 6 abweichen.

Beispiel:

Gegeben sind m = 4 Stichproben. Fur den unbekannten Erwartungswert u der
Grundgesamtheit wird die Schatzfunktion X betrachtet. Die beobachteten
Realisationen von X sind die arithmetischen Mittel X; der entsprechenden

Stichprobenwerte, wobei j = 1, ..., 4. Dabei wurden folgende Ergebnisse erzielt:
X, =145 X, =16,0 X, =155 X, =148

Zu erkennen ist, dass sich alle Realisationen der erwartungstreuen, effizienten
und konsistenten Schatzfunktion X unterscheiden. Falls dartiber hinaus p = 15
Ist, wird mit keiner Punktschatzung der wahre Parameter getroffen.



Die Gutekriterien flr Schatzfunktionen beziehen sich nur auf den Durchschnitt von
Stichproben, nicht aber auf eine konkrete Stichprobe. Aul3erdem ist die Wahrschein-
lichkeit, dass ein Punktschatzer 8 einen Schatzwert liefert, der mit dem unbekannten
Parameter 06 der Grundgesamtheit Ubereinstimmt, klein (bei stetigen Zufallsvariablen
gleich 0). Man kann aber insbesondere nicht beurteilen, wie verlasslich der konkrete
Schatzwert fur 0 ist. Um einen Bereich abzugrenzen, in dem der unbekannte
Parameter erwartet werden kann, geht man zu einer Intervallschatzung uber.

Ausgehend von einer Punktschatzung wird bei der Intervallschatzung ein Intervall
[c,; ¢,] mit ¢, < c, angegeben, in dem der unbekannte Parameter bei vielen
Wiederholungen der Stichprobenziehung mit hoher Wahrscheinlichkeit liegt. Die
Grenzen dieses Intervall ¢, = 6 - d, und ¢, = 8 + d, werden dabei aus derselben
Stichprobe wie der Schatzwert ermittelt, d.h. ¢, und c, sind Realisationen von
Zufallsvariablen, die im Allgemeinen von Stichprobe zu Stichprobe schwanken.

Beispiel:

Wenn im vorherigen Beispiel d, = d, = 0,8, erhalt man folgende Intervalle [c,, C,]:
[13,7; 15,3], [15,2; 16,8], [14,7; 16,3], [14,0; 15,6]

Das arithmetische Mittel p in der Grundgesamtheit betragt annahmegemal3 15.
Damit stimmt kein Punktschatzer (= Stichprobenmittel) mit p Gberein. Jedoch wird

der wahre Parameter i = 15 in drei von vier Intervallen, d.h. von 75% der
Intervalle Gberdeckt. 2



Graphisch lasst sich dies folgendermal3en veranschaulichen:

: = i Stichprobe 4

= = i Stichprobe 3

= = i Stichprobe 2

: = i Stichprobe 1

13 14 15 16 17 Cq1,Cy

Ein Intervall [C; C,], das mit einer Wahrscheinlichkeit von 1-o den unbekannten
Parameter 6 der Grundgesamtheit enthalt, heil3t Konfidenz- oder Vertrauens-
intervall fir 6 zum Konfidenzniveau 1-o. Dabei gilt:

Fur das Konfidenzniveau wird zumeist 1-o = 0,95 oder 1-a = 0,99 gewahlt.

Die Intervallgrenzen C, und C, sind hierbei Stichprobenfunktionen, d.h. Zufallsva-
riablen, die sich aus den Stichprobenvariablen X, X,, ..., X, ergeben. Die obige
Wahrscheinlichkeit gibt die Situation vor der Stichprobenziehung wieder. 3



Nach der Stichprobenziehung liegen konkrete Werte c, und c, fir die Intervallgren-
zen vor. [cy; C,] ist also das realisierte Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 1-a.

Da die Grenzen c, und c, feste Grof3en sind und der Parameter 6 eine Konstante ist,
l&sst sich nach Ziehen der Stichprobe keine Wahrscheinlichkeitsaussage mehr ma-
chen. Vielmehr ist das konkrete Konfidenzintervall mit einer Haufigkeitsaussage
verbunden. Ein auf diese Weise konstruiertes Konfidenzintervall wird in (1-o)-100%
aller Falle den unbekannten Parameter der Grundgesamtheit Gberdecken.

Arbeitsschritte bei der Berechnung des Konfidenzintervalls

Arbeitsschritte
1. Schritt: 2. Schritt 3. Schritt: 4. Schritt:
Festlegung Wabhl eines Ermittlung des Bestimmung des
des Konfidenz- (1-a)-Konfi- (1-a/2)-Quantils konkreten (1-a)-
niveaus 1-a denzintervalls Konfidenzintervalls




8.2 Konfidenzintervalle flur den Erwartungswert
Konfidenzintervall fur p bei bekannter Varianz c?

Zunachst wird unterstellt, dass die Varianz o2 in der Grundgesamtheit bekannt ist.
AulRerdem wird angenommen, dass die betrachtete Zufallsvariable X normal-
verteilt ist.

Annahme 1: Varianz o2 bekannt
Annahme 2: Stichprobenvariablen normalverteilt

Als Punktschatzer fur p wird das Stichprobenmittel X verwendet, das ein
erwartungstreuer, effizienter und konsistenter Schéatzer flr den Erwartungswert ist.

Da X normalverteilt ist, d.h. X ~ N(U4; o2/n), ist folgendes standardisierte Stichpro-
benmittel standardnormalverteilt:

dJ_

Z=

~ N(0:1)



Dichtefunktion der Standardnormalverteilung
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Die Wahrscheinlichkeit, dass die standardnormalverteilte Zufallsvariable Z in
das symmetrische Intervall zwischen -z, ,, und z,_,, féllt, betragt:

P(zy, € Z<2,,)=P(2,, <Z<7,,) =1

Daraus folgt:

X-u
Pl -z < —— <z =1-a
[ 1-0/2 G/\/H 1-0(/2)



Durch verschiedene Umformungen erhalt man daraus das gesuchte Konfidenzinter-
vall fur p zum Konfidenzniveau 1-o.:

X -
P 1 -0/2 \/_ < Zl—a/Z]

(0 S @)
=P -Zl-a/Zﬁ < X'H < Zl—a/2 ﬁj
S )
=Pl -X- Zla/Z\/_ u < -X+z, /zﬁj
P(>_<+Z /2\/— =gy e 1a/2\/—j

Daraus folgt schlieflich:

P()_(-zl_a/z% <us<Xtz,, ﬁj 1

Das Intervall ist das Konfidenzintervall fir den unbekannten Erwartungswert p
einer Grundgesamtheit zum Konfidenzniveau 1-a, sofern die zugrunde liegenden
Stichprobenvariablen normalverteilt sind und die Varianz c? bekannt ist.



Diese Aussage, die einen Schluss von der Stichprobe auf die unbekannte Grundge-
samtheit wiedergibt (indirekter Schluss), bezieht sich auf die Situation vor der Zie-
hung der Stichprobe.

Wenn die Stichprobe entnommen wird, dann wird im Konfidenzintervall die Schatz-
funktion X durch den entsprechenden realisierten Stichprobenmittelwert x ersetzt.
Auf diese Weise erhalt man folgendes konkrete (1-a)-Konfidenzintervall:

, X+2

— o (0)
{X “ Ly ﬁ ) I-a/2 ﬁ}

In diesem Intervall ist der unbekannte Parameter i im Durchschnitt in (1-a)-100%
aller Falle enthalten.

Das vorherige Konfidenzintervall ist approximativ gultig, falls die Stichproben-
variablen nicht normalverteilt sind und wenn die Annahme 2 durch folgende
Annahme ersetzt wird:

Annahme 2°: Grol3er Stichprobenumfang (Faustregel: n >30)
In diesem Fall wird der Zentrale Grenzwertsatz angewendet.



Beispiel:

In einer Brauerei ist eine Abflllanlage fir Bier auf eine Sollmenge von 1 hl (= 100 |)
pro Fass eingestellt. Der Hersteller der Anlage hat angegeben, dass die Standard-
abweichung der Abflllmengen 0,3 | betragt. Im Zeitablauf ist es aber mdglich, dass
die Sollmenge von 1 hl nicht konstant bleibt, so dass die Abflillmaschine neu justiert
werden muss. Der Produktionsleiter hat Bedenken, ob die Sollmenge tatsachlich
noch 1 hl betragt, nachdem bei einer Stichprobe von 50 Fassern Bier eine durch-
schnittliche Abfillmenge von 100,2 | gemessen wurde. Er mdchte ein 95%-Konfi-
denzintervall fUr die durchschnittliche Abfillmenge berechnen, um zu tberprufen,
ob der Produktionsprozess noch unter den gesetzten Bedingungen verlautft.

Festlegung des Konfidenzniveaus 1-a.:
Das Konfidenzniveau 1-a ist hier vorgegeben und betragt 0,95.

95%-Konfidenzintervall fur p:

Gesucht ist ein Konfidenzintervall flr den Mittelwert der Grundgesamtheit (Sollmen-
ge). Als Punktschatzer wird daher das Stichprobenmittel X verwendet, die Stan-
dardabweichung o ist hier aufgrund der Herstellerangabe vorgegeben. Aufgrund des
Zentralen Grenzwertsatzes (Faustregel: n = 50 > 30) ist folgendes Konfidenzintervall
anzuwenden:;

S o S o)
P(X - 20,975 ﬁ < L < X+ ZO,975 ﬁ} = 0,95 9



Ermittlung des (1-a/2)-Quantils z, o,5 der Standardnormalverteilung:

Zu dem Konfidenzniveau 1-o = 0,95 benétigt man zur Bestimmung der Grenzen des
Konfidenzintervalls das 0,975-Quantil der Standardnormalverteilung:z0975 =1,96

Bestimmung des konkreten 95%-Konfidenzintervalls:

Mit n =50, x = 100,2 und & = 0,3 erhalt man folgendes konkrete 95%-
Konfidenzintervall:

c  _ o
X- Z0,975 ﬁ , X+ Z0,975 ﬁ}

100,2 - 1,96£ ;100,2 + 1,96£} =

V50 V50

100,2 - 0,083;100,2+0,083] =
100,117 ;100,283]

Interpretation:

Aufgrund der vorliegenden Stichprobe erstreckt sich das 95%-Konfidenzintervall auf
den Bereich von 100,117 | bis 100,283 I. Da dieses Intervall die eingestellte Soll-
Abfullmenge von 100 | nicht enthélt, kann (bei einem Konfidenzniveau von 0,95) nicht
mehr davon ausgegangen werden, dass der Produktionsprozess noch unter den ge-
setzten Bedingungen verlauft. Die Brauerei sollte daher die Abflllanlage neu justi€ren.



Konfidenzintervall fiir p bei unbekannter Varianz o2 (kleine Stichproben)

Annahme 1: Varianz % unbekannt
Annahme 2: Stichprobenvariablen normalverteilt

In diesem Fall werden Punktschatzer fir g und o2 zur Bestimmung des Konfidenz-
intervalls benotigt. Als Punktschatzer fir p wird wiederum das Stichprobenmittel X
verwendet. Als Punktschéatzer flr die Varianz o2 wird die entsprechende erwar-
tungstreue Schatzfunktion betrachtet:

1 < S
s = =3 (X -X)

n-13
Da die Stichprobenvariablen normalverteilt sind, ihre Varianz 2 jedoch geschéatzt
werden muss, ist folgende Funktion des Stichprobenmittels t-verteilt mit n-1

Freiheitsgraden:

X-p

s/vn

T= ~t

n-1
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Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable T in das symmetrische Intervall zwi-
schen -t 1.4 o und t, 1. fallt:

P(tn-l;a/2 <T< tn-l;l-a/2) = P(-tn-l;l-a/2 <T< tn-l;l-a/Z) =1-a
th.1.1.2 ISt das (1-o/2)-Quantil einer t-Verteilung mit n-1 Freiheitsgraden.

Daraus ergibt sich:

X-u
Pl-t . < ——= <t | = 1-a
( n-1;1-a/2 S/\/ﬁ n-l,l-a/2]

Daraus erhalt man das Konfidenzintervall fir p zum Konfidenzniveau 1-a.:
- S . S
PIX-t ., ,— <u<X+t —|=1-a
( n-1;1-0,/2 /n K n-1;1-0/2 /n J

Dieses Intervall ist das Konfidenzintervall fur den unbekannten Erwartungswert p
einer Grundgesamtheit zum Sicherheitsgrad 1-o, sofern die Stichprobenvariablen
normalverteilt sind und ihre Varianz ¢ unbekannt ist.

Da die t-Verteilung fiir n—o gegen die Standardnormalverteilung strebt, kommt
dieses Konfidenzintervall bei kleinen Stichproben zur Anwendung, sofern die
Varianz o2 unbekannt ist (Faustregel: n < 30).

12



Konkretes (1-a)-Konfidenzintervall fur p bei unbekannter Varianz o2 (kleiner Stich-
probenumfang):

— S . _ S
X - tn—l;l—a/2 ﬁ , X+ tn—l;l—a/2 ﬁ

In dem konkreten Konfidenzintervall sind die Zufallsvariablen X und S durch ihre
Realisationen ersetzt worden. Es enthalt im Durchschnitt in (1-a)-100% aller Falle
den unbekannten Parameter u der Grundgesamtheit.

Vergleich einiger (1-a/2)-Quantile der t-Verteilung (die tabelliert sind) bei alter-
nativen Stichprobenumfangen n mit den entsprechenden Quantilen z,_,, der
Standardnormalverteilung:

th-11-0/2
1-a n=>5 n=10 n=230 n =60 n=oo Z1-a/2
0,95 2,776 2,262 2,045 2,000 1,960 1,960
0,99 4,604 3,250 2,756 2,660 2,576 2,576

13




Beispiel:

Wie im vorherigen Beispiel soll eine Abfillanlage fir Bier daraufhin Gberpruift
werden, ob sie korrekt auf eine Sollmenge von 1 hl (= 100 I) pro Fass eingestellt ist.
Im Unterschied zum vorherigen Beispiel fehlt eine Herstellerangabe lber die
Standardabweichung der normalverteilten Abfilimengen. Sie ist vielmehr aus einer
Stichprobe von 25 Fassern Bier berechnet worden. Hierbei ergab sich eine
durchschnittliche Abfulimenge von 100,2 | bei einer Standardabweichung von 0,28 |.
Wie lautet nun das 95%-Konfidenzintervall fur die durchschnittliche Abflllmenge (=
Sollmenge)?

Festlegung des Konfidenzniveaus 1-a.
Das Konfidenzniveau 1-a ist vorgegeben und betragt 0,95.

95%-Konfidenzintervall far p:

Gesucht ist ein Konfidenzintervall flr den Mittelwert der Grundgesamtheit (Soll-
menge). Als Punktschatzer wird daher das Stichprobenmittel X verwendet, die
Standardabweichung o der Grundgesamtheit wird aufgrund der fehlenden
Herstellerangabe durch S geschéatzt. Aufgrund des kleinen Stichprobenumfangs
(Faustregel: n =25 < 30) ist folgendes Konfidenzintervall anzuwenden:

_ S — S
P(X “Lupos == S B S XH g —j =0,95
\/ﬁ \/H 14



Ermittlung des (1-a/2)-Quantils t,,.q 475 der t-Verteilung:

Zu dem Konfidenzniveau 1-o = 0,95 bendétigt man zur Bestimmung der Grenzen des
Konfidenzintervalls das 0,975-Quantil der t-Verteilung mit n-1 = 24 Freiheitsgraden:
40,075 = 2,06

Bestimmung des konkreten 95%-Konfidenzintervalls:

Mit n = 25, x = 100,2 und s = 0,28 erhéalt man folgendes konkretes 95%-
Konfidenzintervall:

X -1 —s X+t —S }—
= 124:0,975 \/—’ 24:0,975 \/— -
i n

100,2 - 2,06 222 - 100,2 + 206028}
J25" J25

100,2 - 0,115 ; 100,2+0,115] =
100,085 ;100,315]

Interpretation:

Da das konkrete 95%-Konfidenzintervall die urspriingliche Sollmenge von 100 |
nicht Uberdeckt, sollte die Abfullanlage neu adjustiert werden.

15



Konfidenzintervall fir p bei unbekannter Varianz o2 (grof3e Stichproben)

Annahme 1: Varianz o2 unbekannt

Annahme 2" GrolRer Stichprobenumfang (Faustregel: n >30)

Da die t-Verteilung flir n—o0 gegen die Standardnormalverteilung strebt, kdnnen bei
grofem Stichprobenumfang (Faustregel: n > 30) Quantile aus der Standardnormal-
verteilung verwendet werden:

(AP SR

Die Annahme normalverteilter Stichprobenvariablen ist hier nicht mehr erforderlich.

Konkretes (1-a))-Konfidenzintervall fir p bei unbekannter Varianz o2 (grof3er Stich-
probenumfang):

_ s _ S
{X “Zyyp ﬁ y XY Zy o ﬁ}

16



Beispiel:

Eine Stichprobenerhebung bei 30 Einzelhandelsunternehmen in einer Region ergab,
dass bei 1600 Ladendiebstahlen in einem Geschaftsjahr im Durchschnitt Waren im
Wert von 101,50 € entwendet worden sind. Die Standardabweichung der

entwendeten Werte bei den 1600 Ladendiebstahlen betragt 60 €. Wie lautet das
99%-Konfidenzintervall fir den durchschnittlichen Wert der Kundendiebstahle?

Festlegung des Konfidenzniveaus 1-a.:
Das Konfidenzniveau 1-a. ist hier vorgegeben und betragt 0,99.

99%-Konfidenzintervall flr .

Gesucht ist ein Konfidenzintervall fur den durchschnittlichen Wert der Kunden-
diebstéhle. Als Punktschatzer fir p wird daher das Stichprobenmittel X verwendet,
die Standardabweichung o des Wertes aller Kundendiebstahle wird durch die
Standardabweichung S in der Stichprobe geschéatzt. Aufgrund des grol3en
Stichprobenumfangs (n = 1600 > 30) kann trotz fehlender Kenntnis der Varianz c?
folgendes Konfidenzintervall verwendet werden:

P()_( - zoig%% < p < X+ Zgg %) =0,99

17



Ermittlung des (1-a/2)-Quantils z, o5 der Standardnormalverteilung:

Zu dem Konfidenzniveau 1-a = 0,99 benétigt man zur Bestimmung der Grenzen des
Konfidenzintervalls das 0,995-Quantil der Standardnormalverteilung: z, ... = 2,575

Bestimmung des konkreten 99%-Konfidenzintervalls:

Mit n = 1600, X = 101,50 und s = 60 erhalt man folgendes konkretes 99%-
Konfidenzintervall:

S —
X'Zo,995 , X+

S
Z -
n 0,995 /_n :|
i 60 60 }

101,50 - 2,575 ——; 101,50 + 2,575 ——

v1600 11600

101,50 - 3,863; 101,50 + 3,863] =
97,637 ; 105,363]

Interpretation:

Als Intervallschatzung fir die durchschnittliche H6he der Diebstahle erhalt man bei
einem Sicherheitsgrad von 99% einen Bereich von 97,64 € bis 105,36 €.

18



8.3 Konfidenzintervall fir den Anteilswert

Gesucht ist ein Konfidenzintervall fur den unbekannten Anteil p der Merkmalstrager
mit einer Eigenschaft A. Da p zugleich die Wahrscheinlichkeit angibt, dass an einem
zufallig ausgewahlten Merkmalstrager die Eigenschaft A festgestellt wird, lasst sich
dieses Konfidenzintervall auch als eine Intervallschatzung flr eine unbekannte
Wahrscheinlichkeit P(A) interpretieren.

Die n unabhangigen und identisch verteilten Stichprobenvariablen X,, ..., X konnen
nur die Werte O oder 1 annehmen, sind also Bernoulli-verteilt. Als Punktschatzer fur
den unbekannten Anteilswert p der Grundgesamtheit wird der Stichprobenanteils-
wert verwendet:

__En
P_n;x

P ist eine erwartungstreue, effiziente und konsistente Schatzfunktion fiir p.

Die folgende standardisierte Zufallsvariable (= standardisierter Stichprobenanteils-
wert) ist bei grof3en Stichproben aufgrund des Zentralen Grenzwertsatzes
approximativ standardnormalverteilt (Faustregel: n > 9/[p(1- p)]):

P - p appr

Z= ~ N(O; 1)
p(1-p)/n

19



Daraus folgt:

P-p
Pl|-z <
1-a/2 p(]_-p)/n

Die Standardabweichung des Stichprobenanteilswertes o5 = /p(1-p)/n kann
unter Verwendung folgender Schéatzfunktion fur die Varianz des Stichprobenanteils-
wertes P geschatzt werden:

P(1-P)

S Zl-a/Z = 1_(1

/\2_
G|3_

Damit erhalt man das Konfidenzintervall flr den Anteilswert p zum Konfidenz-
niveau 1-a.

Fur das konkrete Konfidenzintervall fur p ergibt sich:

~ p1-p) | _ p(1-p)
{p - Zl—a/2 Pt Zl—(x/Z }

20



Beispiel:

Bei einer Qualitatskontrolle wurde an 100 von 500 Stuicken ein Mangel festgestelit.
Wie lautet das 95%-Konfidenzintervall flr den Anteil p der mit einem Mangel be-
hafteten Teile in der Produktion?

Festlegung des Konfidenzniveaus 1-a.:
Das Konfidenzniveau 1-a ist vorgegeben und betragt 0,95.

95%-Konfidenzintervall fur p:

Zu bestimmen ist ein Konfidenzintervall fur die Wahrscheinlichkeit p, dass ein produ-
ziertes Stlck einen Mangel aufweist. Als Punktschatzer flr p verwenden wir den
Stichprobenanteilswert P, mit dem auch die Standardabweichung op geschéatzt wird.
Da p = 100/500 = 0,2 ergibt sich:

9 9

—— = = 56,25
p(1-p) 0,2(1-0,2)

(n =500) >

Demnach lasst sich folgendes Konfidenzintervall flr die unbekannte Wahrschein-
lichkeit p ableiten:

P(P_Z PaP s, JP(l—P)]:O,%

0,975 \/H - p — 0,975 \/ﬁ
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Ermittlung des (1-a/2)-Quantils z, 4,5 der Standardnormalverteilung:

Zu dem Konfidenzniveau 1-a = 0,95 bendétigt man zur Bestimmung der Grenzen
des Konfidenzintervalls das 0,975-Quantil der Standardnormalverteilung:

Zian = Logrs = 1,96

Bestimmung des konkreten 95%-Konfidenzintervalls:
Mit n = 500 und p = 0,2 erhalt man folgendes konkretes 95%-Konfidenzintervall:

5op APUD) \/ﬁ(l-ﬁ)}:

_p - Z0,975 T , 0,975 \/ﬁ
0.2-1.96 J0,2(1-0,2) 0.2 +1.96 J0,2(1-0,2) _
J500 J500

0,2-1,96-0,018 ;0,2 + 1,96-0,018] =
[0,165 ; 0,235]
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8.4 Konfidenzintervall fur die Varianz

Ausgangspunkt sind erneut unabhangig und identisch verteilte Stichprobenva-
riablen X, X,, ..., X.. Nun soll ein Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 1-a ftr
die unbekannte Varianz c? unter folgenden Voraussetzungen konstruiert werden:

Annahme 1: Erwartungswert g unbekannt
Annahme 2: Stichprobenvariablen normalverteilt

Betrachtet wird der Stichprobenmittelwert X sowie die folgende Schatzfunktion
flr die unbekannte Varianz c?:
s = = 3(X, -X)
n-173
Daraus ergibt sich, dass die Zufallsvariable (n-1)S?/c? y2-verteilt ist mit n-1
Freiheitsgraden:
(n'1)82 2
2 - Xn-l
c
Alternative Darstellung fur (n-1)S?/c?:

n

(n-1)S? _ nS? 2 X - X’

2 - 2 2 Xn-1
) ) )
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2 2
Es bezeichnen Xn-1;a2 und Xn11-02 die a/2 und 1-o/2-Quantile der y2-Verteilung mit
n-1 Freiheitsgraden. Daraus ergibt sich:

(n-1)S°
P(Xﬁ-l;aﬂ < T < X121-1;1—a/2 = l-a

3

£l
Dichtefunktion und
Quantile einer y2-Verteilung
‘”fz\ Lo a2 mit n Freiheitsgraden
. Xiﬂ,n x12—ut,-"2,n -

Nach verschiedenen Umformungen erhalt man das (1-a)-Konfidenzintervall fur die
unbekannte Varianz ¢*

n-1)S? n-1)S?
P[( ) < o° < —( ) jl-a

2 2
Xn-l;l-a/2 Xn—l;a/z

Konkretes Konfidenzintervall fiir 62 zum Konfidenzniveau 1-ao.:

{(n-l)s2 _ (n—l)sz}

24
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Beispiel:

Ein Unternehmen stellt Schrauben her. Eine Zufallsstichprobe vom Umfang 91 er-
gibt fiir den Durchmesser der Schrauben ein arithmetisches Mittel von 5 mm bei einer
Standardabweichung von 0,03 mm. Fuhren Sie eine Intervallschatzung ftr die mit der
Standardabweichung gemessene Prazision des Schraubendurchmessers (der als
normalverteilt angenommen wird) bei einem Sicherheitsgrad von 90% durch!

Zu bestimmen ist zunachst ein 90%-Konfidenzintervall fur die Varianz o2, aus dem
dann das entsprechende Intervall flr die Standardabweichung bestimmt wird.

Festlegung des Konfidenzniveaus 1-a.:
Das Konfidenzniveau 1-a ist vorgegeben und betragt 0,90.

90%-Konfidenzintervall fir c#

Gesucht ist ein Konfidenzintervall fur die Varianz des Schraubendurchmessers der
von dem Unternehmen produzierten Schrauben:

P[ﬁ o < MJ—O,%

2 = =
Xn-1:0,95 Xn-1:0,05
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Ermittlung der Quantile Xﬁ-l;a/z und Xﬁ-l;l-a/z der y2-Verteilung :

Zu dem Konfidenzniveau 1-o = 0,90 bendétigt man zur Bestimmung der Grenzen des
Konfidenzintervalls die 0,05- und 0,95-Quantile der y?-Verteilung mit n-1 Freiheits-
graden. Fur n-1 = 90 ergeben sich folgende Tabellenwerte:

Xgo;o,os = 69,13 Xgo;o,gs = 113,15

Bestimmung des konkreten 90%-Konfidenzintervalls fir c2:
Mit n = 91 und s = 0,03 erhalt man folgendes konkretes 90%-Konfidenzintervall fiir ¢

()5 <n-1>s2} ]

2 2
| X90;0,95 X90:0,05

113,15 69,13
0,081 0,081

113,15 * 69,13
[0,000716 ; 0,001172]

190-0,032 90-0,032}

Das 90%-Konfidenzintervall fir die Standardabweichung o ergibt sich nach Ziehen
der Wurzel in den Intervallgrenzen:

1/0,000716 ; \/0,001172 | = [0,027 ; 0,034] 26



8.5 Notwendiger Stichprobenumfang

Zielkonflikt zwischen Sicherheit und Genauigkeit:

Der Zielkonflikt zwischen Sicherheit und Genauigkeit soll anhand des Konfidenz-
intervalls fiir den Erwartungswert p bei bekannter Varianz ¢? und normalverteilten
Stichprobenvariablen aufgezeigt werden.

Lange L des Konfidenzintervalls: Differenz zwischen Intervallober- und -untergrenze

S ¢} S o o

L=X+ Zl-a/2 ﬁ - (X B Zl—a/2 ﬁj = zzl-a/z ﬁ

Falls man den Sicherheitsgrad 1-a erh6ht, hat man eine grél3ere Sicherheit, dass
der unbekannte Parameter 1 in dem Konfidenzintervall liegt. Mit einem héheren
Konfidenzniveau 1-a wird allerdings auch das Quantil z,_,, grof3er, so dass das
Intervall langer wird. Ein langeres (bzw. breiteres) Intervall bedeutet aber eine
ungenauere Intervallschatzung.

Stichprobenumfang und Genauigkeit:

Bei gegebenem Konfidenzniveau 1-o hangt die Lange des Konfidenzintervalls
allein vom Stichprobenumfang n ab. Bei gleichem Stichprobenumfang ergibt
sich eine gleiche Lange der Konfidenzintervalle. Mit wachsendem Stichprobenum-
fang n erhoht sich die Genauigkeit, wird also das Konfidenzintervall klrzer.
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Determinanten des

notwendigen Stichprobenumfangs

l

v

l

Konfidenzniveau 1-o

Varianz in der
Grundgesamtheit

Genauigkeit

Fehlermarge (= halbe Lange des Konfidenzintervalls):

1 Z1.4/20

= L=
2 An

Notwendiger Stichprobenumfang bei einer Intervallschatzung von p:

Nach Aufldsen des obigen Ansatzes nach n erhalt man den Stichprobenumfang,

der mindestens erforderlich ist, damit eine vorgegebene Fehlermarge e bei

gegebenem Konfidenzniveau 1-a nicht Giberschritten wird:

2 2 2

[ 41900 ) _ Zl—(x/ZG
n= - 2
e e
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Eine Reduktion der Fehlermarge (= Stichprobenfehler) um die Halfte wird nicht durch
eine Verdoppelung, sondern eine Vervierfachung des Stichprobenumfangs erreicht:

2 2 2 2
Z O Z O

1-0/2 —_ 1-0/2

n, = = =4n
(02 (1/4)e? °

Ne: Stichprobenumfang bei urspringlicher Fehlermarge e
Ng/p: Stichprobenumfang bei halber Fehlermarge

Allgemein kann eine Verringerung der Fehlermarge nur durch eine tGberproportionale
Erh6hung des Stichprobenumfangs erreicht werden.

In der Regel ist die Varianz o? der Grundgesamtheit unbekannt. Man kann den
Stichprobenumfang n in diesem Fall nicht einfach unter Verwendung der Stich-
probenvarianz S? bestimmen, da die Stichprobe ja erst noch gezogen werden
soll. Vielmehr ist 62 durch eine Vorabinformation ¢*? zu ersetzen:

Zf—a/ZG*z

eZ

n=

Eine Vorabinformation c*? liber die Varianz der Grundgesamtheit kann sich z.B.
aus vorherigen Untersuchungen ergeben.
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Beispiel:

Ein Marktforschungsinstitut flihrt eine Untersuchung tber die Einkommenssituation
der deutschen Bevolkerung durch. Aufgrund &hnlicher Untersuchungen in Frank-
reich und den Niederlanden wird eine Standardabweichung in der Grundgesamt-
heit von ¢* = 2000 € unterstellt. Wie grol3 muss der Stichprobenumfang
mindestens sein, wenn die Fehlermarge bei 200 € und der Sicherheitsgrad 1-a bei
95% liegen sollen?

Fir den notwendigen Stichprobenumfang ergibt sich:
22 6" 1,962-2000°

= 384,16
e’ 200°

n=

Aufgrund der Mindestbedingung ist der nachst héhere ganzzahlige Wert zu
bestimmen. Der notwendige Stichprobenumfang muss also mindestens 385
Personen umfassen.
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Notwendiger Stichprobenumfang bei einer Intervallschatzung von p:

Bei einer Schatzung des Anteilswerts oder der Wahrscheinlichkeit p ist die Varianz
der Grundgesamtheit (= Varianz der Bernoulli-Verteilung) o? durch o? = p(1-p)
gegeben. Damit erhalt man folgende spezifische Fehlermarge:

1 - Zl-a/2 N p(l-p)

e= —L=
2 Jn
Nach Aufldsen nach n ergibt sich hieraus:
2 p(1-p)
n= >
e

Ersetzt man hierin die unbekannte Wahrscheinlichkeit p durch die Vorabinfomation
p*, erhalt man den notwendigen Stichprobenumfang:
z p*(1-p*)
_ .

Sofern keinerlei Vorabinformationen vorhanden sind, geht man bei der Festlegung
des Stichprobenumfangs vom unginstigsten Fall p* = 0,5 aus (maximale Varianz):

Z2

1-0/2

n =
4e°
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Beispiel:

Ein Meinungsforschungsinstitut soll ermitteln, ob die Mehrheit der Bundesbtirger
fr eine Direktwahl des Bundesprasidenten bzw. der Bundesprasidentin ist. Wie
grol3 ist der Stichprobenumfang mindestens zu wéahlen, wenn die Genauigkeit der
Schatzung bei einem Konfidenzniveau von 90% bei +3 Prozentpunkten liegen
soll? Da keine Vorabinformationen lber p vorhanden sind, gehen wir vom unguin-
stigsten Fall p* = 0,5 aus. Damit betragt der notwendige Stichprobenumfang:

Zogs _ 1,645° 2706 _ 676 5

4  4.0032 0,004

n=

Das Meinungsforschungsinstitut muss also mindestens 677 Personen befragen.

32



