7. Stichproben und Punktschatzung
7.1 Grundgesamtheit und Stichprobe

Ausgangspunkt der induktiven Statistik (beurteilenden Statistik) sind Stichproben-
daten. Speziell stammen die Daten aus Zufallsstichproben. Die Stichprobener-
gebnisse sollen auf die Grundgesamtheit Ubertragen werden. Im Folgenden
beschranken wir den Begriff der Stichprobe stets auf das Konzept der Zufalls-
stichprobe.

Eine Grundgesamtheit enthalt alle interessierenden statistischen Einheiten
(Personen, Unternehmen etc.), wahrend eine Stichprobe nur zufallig ausge-
wahlte Einheiten aus der Grundgesamtheit umfasst.

Aus einer Vollerhebung lassen sich Kenngréf3en (Parameter) wie z.B. Mittelwerte,
Streuungsmalie oder Anteilswerte der Grundgesamtheit prinzipiell exakt
bestimmen. Eine Stichprobe enthalt dagegen Informationen, die mit Zufalls-
schwankungen behaftet sind. Die Verallgemeinerung von Stichprobenergebnissen
auf die Grundgesamtheit ist aufgrund unvollstandiger Informationen daher stets mit
Ungenauigkeiten verbunden. Dieser Rickschluss von den Beobachtungen in der
Stichprobe auf bestimmte Charakteristika der Grundgesamtheit wird als induktiver

Schluss bezeichnet.
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Grinde fur Stichprobenerhebungen:

» Kostenersparnis

» Zeitgewinn (Aktualitat)

 Grindlichere Durchfihrung

» Praktische Unmoglichkeit von Vollerhebungen (zerstdrende Tests von Produkten)

Unter einem induktiven Schluss versteht man die Verallgemeinerung von Stich-
probenergebnissen auf die Grundgesamtheit.

Zufallsstichprobe

Induktiver Schluss

}

Grundgesamtheit

Stichprobenfehler:
Zufallige Abweichung eines Stichprobenergebnisses von einem Parameter der
Grundgesamtheit




Detaillierter Prozess des induktiven Schlusses (vgl. Spiegelhalter, 2020):

Ausgewahlte mogliche Probleme:

Stufe 1: Daten

« Stufe 1 — Stufe 2: (Systematisch) fehlerhafte Messung

Stufe 2:
Stichprobe
- Stufe 2 — Stufe 3: Unzureichende Abbildung der
Stufe 3: Studienpopulation

Studienpopulation

 Stufe 3 — Stufe 4: Keine externe Validitat

Stufe 4: Zielgruppe
/ Grundgesamtheit

Quelle: Spiegelhalter, D. (2020), The Art of Statistics — Learning from Data, Penguin Random House, UK.



7.2 Zufallsauswahl

Bei einer Zufallsauswahl gelangt jede statistische Einheit der Grundgesamtheit
mit einer berechenbaren Wahrscheinlichkeit in die Stichprobe. Uber den Zufalls-

mechanismus wird die Reprasentativitat sichergestellt.

Unter Anwendung des Wahrscheinlichkeitskalkils bei der Auswahl der statisti-
schen Einheiten kdnnen bei einer Zufallsauswahl Aussagen Uber die Genauigkeit
der Ergebnisse gemacht werden. Der induktive Schluss ist daher stets mit einem
bestimmten Grad an (Un-)Sicherheit verbunden.

Stichprobenfehler und Sicherheitsgrad lassen sich bei Zufallsstichproben mit

Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung quantifizieren.

Verfahren der Zufallsauswahl:

Stichprobe (Zufallsauswahl)

.

, v

.

Einfache
Zufallsauswahl

Geschichtete
Zufallsauswahl

Klumpenauswahl

Mehrstufige
Zufallsauswahl




Einfache Zufallsauswabhl

Bei der einfachen Zufallsauswahl gelangt jede statistische Einheit der Grund-
gesamtheit mit gleicher Wahrscheinlichkeit in die Stichprobe.

Die Durchflihrung der einfachen Zufallsauswahl setzt im Allgemeinen voraus,
dass alle N Elemente der Grundgesamtheit nummeriert in Form einer Liste oder
Datei vorliegen. Zu unterscheiden sind verschiedene Techniken zur Auswahl der
n Stichprobenelemente.

Bei einer Auswahl mit (Pseudo-)Zufallszahlen werden z.B. die Elemente der
Grundgesamtheit durchnummeriert. Die zu ziehenden Untersuchungseinheiten
entnimmt man einer Zufallszahlentabelle oder einem Zufallszahlengenerator, der
beispielsweise in ein Computerprogramm integriert ist.

Die Zufallszahlen werden in beiden Fallen lber einen Algorithmus erzeugt. Aus
diesem Grund spricht man auch von Pseudo-Zufallszahlen. Obwohl Pseudo-
Zufallszahlen durch eine Rechenvorschrift ermittelt werden, lassen sie sich kaum
von ,echten” Zufallszahlen (z.B. Urnenauswahl) unterscheiden.



Die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten bei einer Zufallsauswahl, ist dann
besonders einfach, wenn eine einfache Zufallsauswahl vorliegt. Eine einfache
Zufallsstichprobe liegt unter folgenden Voraussetzungen vor:

* Alle Elemente der Grundgesamtheit haben die gleiche Chance (Wahrschein-
lichkeit), in die Stichprobe zu gelangen (= uneingeschrankte Zufallsstichprobe)

* Die Ziehungen erfolgen unabhangig voneinander. Die Wahrscheinlichkeit, aus-
gewahlt zu werden, ist dann bei jeder Ziehung gleich (Ziehung mit Zurtcklegen
oder Ziehung aus einer unendlichen Grundgesamtheit).

Approximativ liegen unabhéngige Ziehungen vor, wenn aus einer endlichen
Grundgesamtheit ohne Zuricklegen gezogen wird, der Auswahlsatz n/N jedoch
klein ist (Faustregel: n/N < 0,05).

Beispiel:

Ein Meinungsforschungsinstitut besitzt eine Datei mit allen Telefonnummern einer
Region. Der Computer wahlt zuféallig eine Telefonnummer aus, der Haushalt mit
dieser Telefonnummer wird anschliel3end befragt. Um zu gewahrleisten, dass
Haushalte nicht mehrmals befragt werden, wird jede Telefonnummer héchstens
einmal gezogen. Da der Auswahlsatz geringer als 5% ist (aus 20 Millionen Tele-
fonnummern werden 1000 ausgewahlt, so dass 1000/20000000 < 0,05) sind die
Bedingungen einer einfachen Zufallsstichprobe approximativ erfillt.



7.3 Stichprobenvariablen und -funktionen

Stichprobenvariablen

Vor der Erhebung ist nicht bekannt, welche n Merkmalstrager in die Stichprobe ge-
langen. Damit liegen keine Informationen tber die Auspragungen bei einer Zufalls-
variablen X vor. Somit sind n Zufallsvariablen vorhanden, die mit X, (i=1, 2, ..., n)
symbolisiert werden und als Stichprobenvariablen bezeichnet werden. Die Stich-
probenvariable X; bezeichnet also die potenzielle Beobachtung der Zufalls-
variablen X, die bei der i-ten Durchfuihrung des Zufallsvorgangs gemacht wird.

Nach der Erhebung liegen konkrete Realisationen der Stichprobenvariable X; vor,
die mit x; bezeichet werden.

Zufallsstichprobe: n-dimensionale Zufallsvariable (X;, X,, ..., X,)
Konkrete Stichprobe: Realisation der n-dimensionalen Zufallsvariablen (x;, X,, ..., X;,)

Beispiel:

Es sollen zehn Studierende nach ihrem Einkommen (Merkmal X) befragt werden
(n = 10). Damit liegen vor der Erhebung 10 Zufallsvariablen (= Stichproben-
variablen) vor, d.h. X,, X,, ..., X;o. Nach der Erhebung sind konkrete Realisationen
vorhanden. Gibt der erste Student ein Einkommen von 449€ an, gilt x, = 449.
Insgesamt haben sich bei der Befragung der 10 Studierenden folgende Stich-
probenrealisationen ergeben haben:



X, =449, x, =662, x, =389, x, =802, X, =523,
Xs =339, X, =540, X,=603, X, = 744, X,, = 459

Die bei einer einfachen Zufallsstichprobe geltende Unabhéangigkeit (bzw. appro-
ximative Unabhangigkeit) der Ziehungen bedeutet stets, dass die Stichprobenva-
riablen X; unabhangig (bzw. approximativ unabhangig) voneinander sind.

Eine identische Verteilung bedeutet insbesondere, dass die Stichproben-
variablen X; (i =1, ..., n) den gleichen Erwartungswert und die gleiche Varianz
haben:

E(X;) =n
Var(X;) =o°

Beispiel:

Das Durchschnittseinkommen aller Kasseler Studierenden (= Grundgesamtheit)
betrage 604€ bei einer Varianz von 6400€2. Wird eine Stichprobe von n = 100
Kasseler Studierenden gezogen, dann betragt der Erwartungswert des Einkom-
mens bei jedem der befragten Studierenden 604€ und die Varianz 6400€2. Die
Gottinger oder Marburger Studierenden bilden dagegen andere Grundge-
samtheiten, die durch vollig unterschiedliche Parameter p und o2 gekennzeichnet

sein konnen. o



Stichprobenfunktionen

Aus einer realisierten Stichprobe (X4, X,, ... ,X,) lassen sich nun empirische Kenn-
zahlen berechnen, die als Schatzwerte fur die unbekannten Parameter der
Grundgesamtheit oder Teststatistiken verwendet werden kénnen. Sie werden
allgemein als Stichprobenfunktionen bezeichnet, die die in der Stichprobe enthal-
tenen Informationen mit Hilfe geeigneter Funktionen g verdichten.

Vor dem Ziehen der Stichprobe sind die Stichprobenfunktionen g(X,,X,,...,X.)
selbst Zufallsvariablen. Nach dem Ziehen der Stichprobe liegt eine Realisation,
d.h. ein konkreter Wert einer Stichprobenfunktion vor: g(X,,X,...,X,)-

Beispiel:

Stichprobenfunktionen sind z.B. das arithmetische Mittel und unterschiedliche
Streuungsmale

X=X bzw. x = =
Nz Nz
_ 1 n 2 B 1 n —\2
S = n_-1i=1(xi - X)" bzw. s* = perpa (xi -x)
, i n g 5 2 _ i n e 2
S*? = - i=1(Xi X)" bzw. s* - i:1(xi x)



7.4 Schatzfunktionen und ihre Eigenschaften

Eine Stichprobenfunktion, die zur Schatzung eines unbekannten Parameters in der
Grundgesamtheit eingesetzt wird, heil3t Schatzfunktion. Sie liefert einen Punkt-
schatzer flr den unbekannten Parameter der Grundgesamtheit.

Unbekannter Parameter der Grundgesamtheit: ©

Schatzfunktion fur 8: 0 = g(X,, X,, ..., X,)

N

Schatzwert: 0 = g(X,, X5, «.. ,X,;)

Die Stichprobenfunktion 8 wird als Schatzfunktion bezeichnet, weil ihre Realisatio-
nen konkrete Schatzwerte 8 fiir den unbekannten Parameter 8 der Grundgesamt-

heit liefern. Zu beachten ist, dass mit 8 sowohl eine Zufallsvariable als auch deren
Realisation bezeichnet wird. Aus dem jeweiligen Kontext geht hervor, welche Inter-
pretation gerade vorliegt.

In Abhangigkeit davon, welche Untersuchungseinheiten der Grundgesamtheit in
die Stichprobe gelangen, erhélt man unterschiedliche Punktschatzer. Ein Punkt-
schatzer ist also immer mit einer Unsicherheit behaftet. In der Regel wird er nicht
exakt mit dem unbekannten Parameter der Grundgesamtheit tbereinstimmen.
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Haufig stehen mehrere Schatzfunktionen zur Punktschatzung eines unbekannten
Parameters zu Verflgung. Welche Schatzfunktion soll dann verwendet werden?

Beispiele:

* Bei symmetrischen Verteilungen kann ein unbekannter Erwartungswert y durch
den Stichprobenmittelwert und durch den Stichprobenmedian geschatzt werden.
Soll dann X oder X als Schatzfunktion zur Schatzung von p verwendet werden?

* Bei einer Poisson-Verteilung stimmen Erwartungswert E(X) und Varianz Var(X)
Uberein. Sie werden durch den Parameter A wiedergegeben. Soll dann A durch
das Stichprobenmittel X oder die Stichprobenvarianz S2 geschatzt werden?

« Warum sollte die unbekannte Varianz a2 einer Verteilung durch die Stichproben-
varianz mit dem Faktor 1/(n-1) statt mit dem Faktor 1/n geschéatzt werden?

Um die Frage zu beantworten, welcher Punktschatzer bei Schatzungen eines un-
bekannten Parameters einer Grundgesamtheit vorzuziehen ist, bendtigt man Kri-
terien, nach denen die Gite von Schatzfunktionen beurteilt werden kann. Drei wich-
tige Gutekriterien werden im Folgenden betrachtet:

Gutekriterien

' v !
Erwartungstreue Effizienz Konsistenz 11




Erwartungstreue

Aufgrund des Stichprobenfehlers wird ein Punktschétzer 8 den unbekannten Para-
meter 8 der Grundgesamtheit nicht genau treffen. Der Punktschétzer sollte aber im
Durchschnitt mit dem unbekannten Parameter Ubereinstimmen. Diese Eigenschaft
bezeichnet man als Erwartungstreue.

Eine Schatzfunktion 6 = g(X,, ..., X, ) fur den unbekannten Parameter 8 der
Grundgesamtheit ist erwartungstreu (unverzerrt), falls gilt:

E@0)=0
Falls dies nicht gilt, ist die Schatzfunktion verzerrt. Das Ausmalf} der Verzerrung
wird auch als Bias bezeichnet.

A

f(6,),F(6,) ) )
f(0,) f(0,)

Erwartungstreuer und
verzerrter Schatzer

E(d,) E,)=6 61.0,.0



Beispiel:
Gegeben ist eine beliebige Zufallsvariable X. Der Erwartungswert g von X ist

unbekannt. Betrachtet wird das arithmetische Mittel von X, ..., X, mit E(X)) =

(i=1,...,n):
o _ 13
_n;Xi

Das arithmetische Mittel soll als Schatzer fur den unbekannten Parameter p
verwendet werden. Die Frage ist, ob diese Schatzfunktion erwartungstreu ist.

E(X) = E[EZXJ = EE(ZXJ ZE —nu n
) n i1
Damit ist gezeigt, dass X ein erwartungstreuer Schatzer fur p ist.

Die Erwartungstreue flr einen unbekannten Anteilswert p gilt auch fur den

Stichprobenanteilswert bei Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen X; (die den Wert 1

annehmen, falls ein Ereignis A vorliegt).
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Aufwandiger ist der Nachweis der Erwartungstreue flr folgende Schatzfunktion:

1
2
S = 1.1(X x)

E(S?) = o°

Die Stichprobenvarianz ist also dann ein erwartungstreuer Schatzer fur die unbe-
kannte Varianz o2, wenn die Summe der Abweichungsquadrate mit dem Faktor
1/(n-1) multipliziert wird.

Nicht erwartungstreu ist dagegen die Stichprobenvarianz mit dem Faktor 1/n:

2 _ 1 At
S? = ni;(xi X)
Der Bias betragt:
2
E(S*Z) G- = nTlcz -6° ——%
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Effizienz

Die Erwartungstreue bezieht sich auf den Durchschnitt aller Stichproben eines be-
stimmten Umfangs. Werden mehrere Stichproben gezogen, dann werden sich die
einzelnen Schatzwerte mehr oder weniger voneinander unterscheiden. Die Effizienz
einer Schatzfunktion bezieht sich auf die Streuung eines Schatzers. Je geringer die
Varianz der Schatzfunktion ist, desto praziser ist die Schatzung.

Die erwartungstreue Schatzfunktion mit der geringsten Varianz heil3t effizient.

Aufschluss Uber die relative Effizienz zweier Schatzfunktionen erhalt man durch den
Vergleich ihrer Varianzen. Es seien 8, = g,(X1,X,, ..., X,) und 8, = g,(X;, X5, ..., X))
zwei erwartungstreue Schatzfunktionen fir den unbekannten Parameter der Grund-
gesamtheit. Die Schéatzfunktion 8, ist relativ effizient zu 8,, wenn fiir jeden Stich-
probenumfang n gilt:

Var(él) < Var(é2)
Das Gutekriterium der Effizienz besagt also, dass von zwei alternativen erwartungs-

treuen Schatzfunktionen diejenige zu wahlen ist, die bei festem Stichprobenumfang
n die kleinere Varianz aufweist.
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Relative Effizienz eines Schatzers

>

f(6,),f(0,)

f(6;)

E@) = eE(éz) e 6.6,
E(0,) =E(0,) =0
Var(6,) < Var(0,)

Damit ist 8, relativ effizient zu 6.,.



Beispiel:
Zur Schatzung des unbekannten Erwartungswertes y werden folgende
Schatzfunktionen betrachtet:

o, = %(X1 +X, +...+X,)

n, = %(ale +a,X,+ ... +a,X,)

mita, +a, +..+a, =n
Beide Schatzfunktionen sind erwartungstreu. Die Erwartungstreue von {i, ist bereits
gezeigt worden, da es sich hierbei um das arithmetische Mittel X handelt. Die

Erwartungstreue von {i, ergibt sich folgendermalen:

E () = S[aF (X,) o ,B(X, )]
1

1
—p-n=p
N

1
(apu+...+ap)==p(a, +...+ta,) =

n
Welche der beiden Schatzfunktionen hat aber die kleinere Varianz? Die Schatzfunk-
tion mit der kleineren Varianz ist die relativ effizientere Schéatzfunktion.
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Fur die Varianzen ergibt sich:

Var(ﬁl) = Va{%(Xl +X, +..+ Xn)}

= %[Var(xl) +Var(X,) +... + Var(X )]

1 > 2 2 1 ,_ o
= —("+to"+..+06°)= —5nc" = —
n-+ ~ n n
n-mal
. 1
Var(fi,) = F[afVar(Xl) +asVar(X,) + ... + aﬁVar(Xn)}
— 1 2_2 2 2 2 2\ _ 1 2 2 2 2
= F(alcs +ayo’ +... +als’) = 0 (af +aj +...+a%)

Falls alle a; gleich 1 sind, gilt:
(af T ... +a§) =n

In diesem Fall sind die beiden Varianzen identisch. Sofern nur ein a, ungleich 1 ist,
Ist die Varianz von {i, gro3er als die Varianz von {i;. Allgemein gilt damit:

Var(fi,) < Var(fi,)

Damit ist der erste Schatzer {i, relativ effizient zum zweiten Schatzer {i,.
18



Konsistenz

Eine Reihe von Schatzfunktionen, die in der statistischen Praxis auftreten, haben
die Eigenschaft, dass ihr Erwartungswert bei steigendem Stichprobenumfang n
gegen den unbekannten Parameter 0 strebt (asymptotische Erwartungstreue)
und gleichzeitig auch ihre Varianz gegen 0 gent:

limE(0) =0

lim Var(@)) =0
Man bezeichnet diese asymptotische Giteeigenschaft einer Schatzfunktion als
Konsistenz.

Ein konsistenter Schatzer fallt bei einem Uber alle Grenzen steigenden Stichproben-
umfang mit dem unbekannten Parameter 8 zusammen. Die Konsistenz einer
Schatzfunktion ist also die Garantie, dass sich ein steigender Aufwand lohnt, um im
Durchschnitt bessere Schatzergebnisse zu erhalten. Konsistenz wird in der Praxis
haufig als minimale Glteanforderung angesehen, die an eine Schatzfunktion
gestellt wird.
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Beispiel:
Betrachtet wird erneut folgende Schatzfunktion:

Es soll Uberprift werden, ob diese Schatzfunktion eine konsistente Schatzung flr
den unbekannten Erwartungswert [ ist.

Asymptotische Erwartungstreue
Zuvor wurde bereits gezeigt, dass X erwartungstreu ist. Da diese Eigenschaft fur
jeden beliebigen Stichprobenumfang gilt, ist sie auch flr n—oo erflllt:

AirgE()_() =

Verschwindende Varianz
lim Var()_<) = Iimics2 =0

N—o0 N—00 n

Das Stichprobenmittel X ist somit ein konsistenter Schatzer fiur den unbekannten
Erwartungswert y. Bei steigendem Stichprobenumfang n konzentrieren sich also
die Realisationen von X immer enger um , da die Varianz geringer wird.
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Beispiel:

Zehn Kasseler Studierende sind nach inrem Einkommen (Zufallsvariable X)
befragt worden. Aufgrund einer einfachen Zufallsstichprobe haben sich folgende
Stichprobenrealisationen ergeben:

X, =449, x, =662, X, =389, x, =802, X, =523,
Xs =339, X, =540, X,= 603, X, = 744, x,, = 459

Aus den Stichprobendaten erhalt man folgendes arithmetische Mittel:

10
X = %Z 449 + 662 + 389 + 802 + 523 + 339 + 540 + 603 + 744 + 459)
1

— L ss10=551[¢]
10

Der Schatzwert fur das Durchschnittseinkommen aller Kasseler Studierenden
betragt also 551 €. Das wahre arithmetische Mittel y fir alle Studierenden wird
allerdings von diesem Punktschatzer abweichen. Das Stichprobenmittel X ist
jedoch eine erwartungstreue (unverzerrte) und konsistente Schatzung des
Durchschnittseinkommens aller Kasseler Studierenden.
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Bekannt ist, dass es bei einer einfachen Zufallsstichprobe keine erwartungstreue
Schatzfunktion gibt, die eine geringere Varianz aufweist als das Stichprobenmittel.
Aus diesem Grund ist X ein effizienter Schatzer fur p.

Die Varianz des Stichprobenmittels lautet:
6: =c6°/n
Sie kann folgendermalf3en erwartungstreu geschatzt werden:

n2 2
G, =S /n

Im Beispiel erhalt man als Schatzung fir die unbekannte Varianz bzw. die
unbekannte Standardabweichung des durchschnittlichen Einkommens X aller
Kasseler Studierenden:

o %[(449-551)2 +(662-551)° + .. + (459 - 551

_ %206236=22915,111 €]
2
oS 298I e

6 = | = /2291511 = 47.870[€]
n 22



