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Vorbemerkung

Die Vorlesung “Mechanik” ist die erste Vorlesung in dem Zyklus der Vorlesungen der Theore-
tischen Physik. Dieser Zyklus umfaft als Hauptvorlesungen:

Mechanik
Elektrodynamik

Vordiplom
Quantenmechanik |

Quantenmechanik 11

Thermodynamik und Statistik

Quantenfeldtheorie

Die Vordiplomprifung kann aufgrund der neuen Diplom-Prifungsordnung nach der Elektro-
dynamik-Vorlesung abgelegt werden. Die Mechanik-Vorlesung ist generell fiir Studenten des
3. Semesters gedacht. Da jedoch der Versuch unternommen wird, ausgehend vom Schulwissen
den physikalischen und mathematischen Apparat konsistent aufzubauen, wobei nicht notwen-
digerweise auf die Vorkenntnisse der ersten beiden Semester Bezug genommen wird, sollte es
auch fur ambitionierte Studenten des 1. Semesters moglich sein, dieser Vorlesung zu folgen.
Jedoch erlaubt der zur Verfligung stehende Zeitrahmen von einem Semester nur eine kompri-
mierte Darstellung der Mechanik.

An begleitender Literatur werden die folgenden Monographien empfohlen:

1. W. Greiner, Mechanik | und I,
(Harri Deutsch, Thun, 1993)

2. M. R. Spiegel, Theoretische Mechanik,
(Schaum’s outline series, Mc Graw-Hill, New York, 1967)

3. H. Goldstein, Klassische Mechanik,
(Akademische Verlagsgesellschaft, Wiesbaden, 1978)

4. L. D. Landau, Lehrbuch der Theoretischen Physik 1, Mechanik,
(Akademie-Verlag, Berlin, 1973)

5. J. W. Leech, Classical Mechanics,
(Methuen, Science Paperbacks, Frome, 1965)



10.

11.

12.

13.

14.

15.

A. Sommerfeld, Mechanik,
(Harri Deutsch, Thun, 1977)

. W. Nolting, Grundkurs: Theoretische Physik, 1 Klassische Mechanik,

2 Analytische Mechanik,
(Zimmermann-Neufang, Ulmen, 1993)

. T. FlieBbach, Mechanik,

(B1 Wissenschaftsverlag, Mannheim, 1992)

. A. Budo, Theoretische Mechanik,

(VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1978)

M. Lagally, W. Franz, Vorlesung tiber Vektorrechnung,
(Akademische Verlagsgesellschaft, Frankfurt am Main, 1964)

R. Jelitto, Mechanik 1 und II,
(Aula-Verlag, Wiesbaden, 1987)

H. Teichmann, Physikalische Anwendungen der Vektor- und Tensorrechnung,
(B1 Wissenschaftsverlag, Mannheim, 1973)

H. Volz, Einfihrung in die Theoretische Mechanik I und Il,
(Akademische Verlagsgesellschaft, Frankfurt am Main, 1971)

F. Kuypers, Klassische Mechanik,
(VHC Verlagsgesellschaft, Weinheim, 1993)

E. Schmutzer, Grundlagen der Theoretischen Physik, Teil I,
(Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1991)



Nach der ersten Stunde einer doppelstiindigen Vorlesung wird jeweils eine kurze Pause einge-
legt. Fragen kdnnen nach Ablauf der zweiten Stunde gestellt werden.

Es ist geplant, die folgenden Themenbereiche zu umfassen:
1. Vektoren, Geschwindigkeit und Beschleunigung
2. Newtonsche Mechanik und der freie Fall
3. Der harmonische Oszillator
4. Das Kepler-Problem
5. Spezielle Relativitatstheorie
6. Kinematik starrer Korper
7. Lagrange-Formalismus
8. Hamilton-Mechanik

Das Verstandnis der Theoretischen Mechanik ist Grundvoraussetzung fiir das Verstandnis aller
weiteren Vorlesungen im Rahmen der Theoretischen Physik. Die einzelnen Bereiche bauen kon-
sistent aufeinander auf und kdnnen nicht unabhé@ngig voneinander betrachtet werden. Beginnen
wollen wir diese Vorlesung mit einer elementaren Einfiihrung in die Vektoranalysis. Generell
wird versucht, das jeweils notwendige mathematische Werkzeug im Rahmen der Vorlesung zu
erarbeiten.

Dieses Script ist kein Originalwerk. Es basiert auf mehreren publizierten Monographien. Als
Vorlesungsmitschrift reflektiert es die in den jeweiligen Vorlesungen présentierten Inhalte.

Dieses Script wére nicht entstanden ohne die hilfreiche und wertvolle Unterstiitzung zahlreicher
Mitarbeiter. Herrn Dr. Harald Kalka danke ich fiir einige Originalbeitrdge. Bei der technischen
Erstellung des Scriptes halfen dankenswerterweise Dr. Christian Hofmann, Dr. Giinter Plunien,
Dr. Thomas Beier, Dr. Jorg Bergmann, Dipl.-Phys. Frank Krauss, Dipl.-Phys. Mark Beinker
und Dipl.-Phys. André Peshier. Mein ausdriicklicher und besonderer Dank gilt Frau Dipl.-Ing.
Gundula Schéadlich fur ihr Engagement bei der Erstellung des umfangreichen LATEX-Textes
sowie fiir das Zeichnen der zahlreichen Figuren mit Hilfe des Software-Pakets “Corel DRAW”.
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1 Vektoren, Geschwindigkeit und Beschleunigung

1.1 Skalare und Vektoren

Verschiedene Grolien in der Physik, wie zum Beispiel die GrundgroRen Lange, Masse und
Zeit, konnen im Rahmen der Newtonschen Mechanik durch eine einzige reelle Zahl spezifiziert
werden. Diese Zahl kann dabei von dem Einheitensystem abhéngen, in dem wir die Messung
vornehmen. Solche Grolien bezeichnen wir als Skalare. Ein Skalar wird durch einen Buchstaben
angegeben, z. B. fir die Zeit ¢ und flr die Masse m.

Andere GroRRen in der Physik wie die Ortsangabe oder die Geschwindigkeit bediirfen zu ih-
rer vollstandigen Spezifikation der Angabe eines Betrages und einer Richtung. Solche Grofien
nennen wir Vektoren und kennzeichnen sie durch einen Pfeil iber den Buchstaben, um die
Bedeutung der Richtungsangabe hervorzuheben. So schreiben wir beispielsweise fir den Orts-
vektor 7, firr die Geschwindigkeit @, fur die Beschleunigung @ und fur die Kraft F oder K. Fir
den Impuls schreiben wir p'und fir den Drehimpuls L. Ein Vektor verbindet zwei Punkte, z. B.

Qy

A

Den Betrag oder die Lange eine Vektors bezeichnen wir mit |&| oder a.

Wir wollen nun die einfachen Gesetze der Vektoralgebra behandeln.

1. Zwei Vektoren @ und b sind gleich, wenn sie den gleichen Betrag und die gleiche Rich-
tung aufweisen unabhdngig von ihrem Anfangspunkt. So haben auch zwei Autos die glei-

Q|
I
(@y)

chen Geschwindigkeitsvektoren, wenn sie in die gleiche Richtung fahren mit dem glei-
chen Betrag der Geschwindigkeit. Dies ist bedauerlicherweise ein hdufiges Vorkommnis,
wenn zwei LKW versuchen, sich zu tiberholen. Alle gleichlangen und gleichgerichteten
Strecken sind gleichberechtigte Darstellungen des selben Vektors.
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2. Einen Vektor, der die gleiche Lange wie der Vektor a aufweist, aber in die entgegenge-
setzte Richtung zeigt, bezeichnen wir mit —d.

Wir behandeln nun einige elementare Rechenregeln bezuiglich Vektoren. Wir beginnen mit der
Addition von Vektoren. Zwei Vektoren @ und b werden addiert, indem man durch Parallelverschie-

a

bung den FuBBpunkt des einen \Vektors b mit der Pfeilspitze des anderen Vektors @ zur Deckung
bringt. Der Summenvektor @ + b beginnt am FuBpunkt von @ und reicht zur Spitze von b.ai+b
entspricht der Diagonalen des von a@ und Eaufgespannten Parallelogramms. Fir die Vektorsum-
me gilt die

|. Kommutativitat

i+b=b+a (1.1)

1. Assoziativitat

@+b)+c=d+(B+7) (1.2)

Wiederum Uberzeugt man sich aufgrund einer graphischen Veranschaulichung sofort von der
Richtigkeit dieser Behauptung.



)

Die Differenz zweier Vektoren @ und b oder die Vektorsubtraktion ist definiert als

-

i—b=a+(-b) . (1.3)

Subtrahiert man @ von sich selbst, so ergibt sich der Nullvektor

d@—d=0. (1.4)
Der Nullvektor hat den Betrag 0; er ist richtungslos. Fur alle Vektoren gilt
i+0=a. (1.5)

Unter dem Produkt pd eines Vektors @ mit einem Skalar p, wobei p eine reelle Zahl ist, versteht
man einen \Vektor, der die gleiche Richtung aufweist wie @ und den Betrag

lpd| = [p| - |d (1.6)

hat.

o
g/

Hierbei gilt das Distributivgesetz, d. h.

(p+q)d =pd+qd,
p(@+b) = pd + pb, (1.7)
sowie das Assoziativgesetz
q(pa) = p(q@) = gpa. (1.8)



Ein Einheitsvektor ist ein Vektor mit der Lange 1. Aus jedem Vektor @ 463t sich durch Multipli-
kation mit dem Kehrwert seines Betrages ein Einheitsvektor €, in Richtung von a konstruieren.

1
€, =—0a (1.9)
a
und damit auch
ad=aé, (1.10)
mit
6, =2 =1. (1.11)
a

Einheitsvektoren werden in der Regel mit den Buchstaben & oder 7 bezeichnet. In der engli-
schen Literatur findet man vielfach auch die Bezeichnungen 7, 7 und k. Eine andere haufige
Bezeichnung ist beispielsweise 7.

Wir fassen die Gesetze der Vektoralgebra zusammen

1. Gg+b=b+a Kommutativgesetz der Addition

2. @+b)+c=d+(B+7) Assoziativgesetz der Addition

3. plgd) = (pg)d=q(pd) Assoziativgesetz der Multiplikation
4. (p+q)d =pd +qd Distributivgesetz

5. p(@+ 5) = pd + pb Distributivgesetz

Bislang haben wir Ortsvektoren als einen Spezialfall der Vektoren diskutiert. Der Zusammen-
hang mit dem abstrakten mathematischen Vektorbegriff ist leicht herstellbar. Die Gesamtheit
der Vektoren bilden einen linearen Vektorraum V' tiber dem Korper der reellen Zahlen R.. Es
werden die folgenden Axiome erfullt:

I) Zwischen zwei Elementen @, b € Visteine Verkniipfung (Addition) definiert
i+b=5¢eV (1.12)

mit



1) @+b0)+é=a+(b+7) (Assoziativitit)
2) Nullelement: @+ 0 = @ fir alle @

3) InverseS' Zujedemd € V gibtesein (—d) € V,so daf gilt
+ (=) =0,

@) =
4) i+b=">0

+dad (Kommutativitét)

I1) Multiplikation mit Elementen ¢, 5, .. € R:
a € Rod e V=ai €V

mit
1) (e + B)d = ad+ pa,
a(@+b) = od + ab, (Distributivitit)
2) a(pd) = (ap)d (Assoziativitat)

3) Es gibt ein Einselement 1, so dal3 gilt
l-d=a furallead € V.

1.2 Skalarprodukt von Vektoren

Wir haben bisher die Multiplikation von Vektoren mit Skalaren betrachtet. Jetzt wenden wir uns
der Multiplikation von Vektoren zu. Hierbei werden wir zwei unterschiedliche Typen von Pro-
dukten von Vektoren kennenlernen, das Skalarprodukt (inneres Produkt) und das Vektorprodukt
(&uReres Produkt).

Als Skalarprodukt (inneres Produkt, Punktprodukt) zweier Vektoren @ und b bezeichnet man
den folgenden Skalar:

@-b=abcosd, (1.13)

wobei ¥ den Winkel zwischen den Vektoren & und & kennzeichnet.

¥ =3 (@hb)
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Anschaulich handelt es sich um das Produkt aus der Lange des ersten Vektors mit der Projektion
des zweiten Vektors auf die Richtung des ersten. Offensichtlich gilt

d@-b=0, (1.14)
falls 1) a = 0 oder (und) b = 0
oder 2) 9 = /2.

-

Basierend auf dieser Einsicht bezeichnen wir zwei Vektoren @ und & als orthogonal (@ L b)
zueinander falls @ - b = 0

Eine wichtige Eigenschaft des Skalarprodukts betrifft den Betrag eines Vektors. Wegen
cos(0) = 1 gilt

d-d=a’>>0. (1.15)
Damit kdnnen wir schreiben
a=Vi a (1.16)
Fir den Einheitsvektor haben wir
e-é=1. (1.17)

Ein Vektorraum, in dem ein Skalarprodukt definiert ist, heif3t unitérer Vektorraum.

Einem Produkt von zwei Vektoren kdnnen wir jedoch auch einen Vektor zuordnen. Das Vektor-

produkt (duBeres Produkt, Kreuzprodukt) von zwei Vektoren @ und b fihrt zu einem

\ektor ¢
c=axhb. (1.18)
Der Vektor ¢ hat folgende Eigenschaften:

1. ¢ =absin?d,
wobei ¢ wieder der von @ und Eeingeschlossene Winkel ist. Der Betrag von ¢, also c,
entspricht dem Fldacheninhalt des von @ und Eaufgespannten Parallelogramms.

12



O
(@g

b sin 9

\/

a
2. ¢ steht senkrecht auf der von @ und Eaufgespannten Ebene. @, b und & bilden ein Rechts-

system.

Beispiele in der Physik fiir Grol3en, die durch Vektorprodukte definiert sind, sind

der Drehimpuls L=7x7  mit

dem Impuls p=mv und

das Drehmoment D =7x K  bzw
M=7FxF

Wir wollen nun einige wichtige Eigenschaften des Vektorproduktes diskutieren.

I) antikommutativ:

(1.19)

1)
@xb=0 falls 1) aoderb=0 (1.20)

9) b=adja € R

Fir kolineare Vektoren gilt sin® = 0, da ¥ = 0, und somit verschwindet das Kreuzpro-

dukt.
I11) distributiv:
(@+b)xé=axC+bx¢ (1.21)
IV) nicht assoziativ
(1.22)



V) bilinear
(@) xb=ax (ab) = (@ X b) (1.23)

Wir wollen nun einige Eigenschaften von Basisvektoren ndher beleuchten. Wir stellen den Vek-
tor @ durch den Einheitsvektor €, dar, um Betrag- und Richtungsangabe etwas zu trennen

i=aé, (1.24)

Zwei Vektoren @ und & mit derselben Richtung € heiBBen kolinear. Fir sie lassen sich reelle
Zahlen « # 0, 8 # 0 finden, die die Gleichung

ad—+ b =0 (1.25)

erfillen. @ und & sind linear abhangig. Damit konnen wir umgedreht folgende Definition ver-
einbaren:
n \Vektoren @, ds, ..., dy,, heillen linear unabhédngig, falls die Gleichung

> a;d; =0 (1.26)
j=1
nur durch
Xl = 0o = ... =an=0 (127)

erfullt werden kann. Andernfalls hei3en sie linear abhdngig.
Ferner gilt die Definition: Die Dimension eines Vektorraumes ist gleich der maximalen Anzahl
linear unabhédngiger Vektoren.

In einem d-dimensionalen Vektorraum bildet jede Menge von d linear unabhdngigen Vektoren
eine Basis, d. h. jeder beliebige Vektor dieses Raumes laRt sich als Linearkombination dieser d
\ektoren beschreiben.

Besonders bedeutsam als Basisvektoren sind Einheitsvektoren, die paarweise orthogonal zuein-
ander sind. Man spricht in diesem Fall von einem Orthonormalsystem €; , i = 1, 2, ..., d. Damit
gilt

€ - € = 0y (1.28)
mit dem Kronecker-Symbol
1 fir i
5i; = ure=y (1.29)
0 fur ¢#7.
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Ein Orthonormalsystem, das gleichzeitig Basis des Vektorraumes V' ist, bezeichnet man als

vollstandig. Fur einen beliebigen Vektor @ € V gilt dann

d
d’=2ajé'j .
j=1

(1.30)

Die a; sind die Komponenten des \ektors @ beziiglich der Basis €, ..., €;. Beispielsweise bilden
die kartesischen Basisvektoren €,, €, und €, ein vollstandiges Orthonormalsystem des E5. Die
Komponentenschreibweise erlaubt eine gebrduchliche Darstellung des Vektors als Spaltenvek-

tor:
a1
45
a=
aq
oder als Zeilenvektor:
a= (al, as, ...,ad).

Fur den dreidimensionalen euklidischen Raum kdnnen wir somit explizit schreiben
0 = az€;+ ay€y + a,€, = a1€1 + € + a3€3
3
= 2.4
j=1
oder auch

a= (al, asa, a3) .

(1.31)

Mit dem vollstéandigen Orthonormalsystem konnen wir auch den Betrag eines Vektors auswer-

ten. Es ist

3

a = |a'|=¢a-*=¢ S a6 &)

$,5=1
3 3
_ _ 2 _ /.2 2 2
= Zaiaj‘sij— Zai_ ai +az +az .
ij=1 i=1

Fir die Richtungskosinusse erhalten wir mittels der kartesischen Komponenten a;

— —

a; =€ -d =a cost;

15
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mit ¥ = (€, a).
Damit folgt sofort
cos s = . (1.34)

Ferner bekommen wir

“_z+“3+“_§:—“%+“3+“§=1. (1.35)

cos? 9, + cos? ¥y + cos? V5 = =+ :
a2 a® a a

Auch das Skalarprodukt 188t sich mit dem vollstandigen Orthonormalsystem leicht auswerten.
Es ist

3 3
@b o= Y& bé

i=1 j=1

3 3

= Z aibj é; . é}' = Z aibj 5ij
ij=1 ij=1
o 3
j=1

Wir studieren jetzt Vektorprodukte mit orthonormalen Basisvektoren, die ein Rechtssystem bil-
den. Es ist

61 X 62 = 63 , (137)
62 X 63 = 61 , (138)
€3 X €] = €y, (1.39)

aber zum Beispiel €; x €, = —e3 und €1 x €1 = 0. Multiplizieren wir den resultierenden Vektor
wieder skalar mit €;, so folgt

1 falls (3,4, k) zyklisch aus (1, 2, 3)
€ - (€5 x &)=< —1 falls(,j, k) antizyklisch aus (1,2,3) » = €y, - (1.40)
0 sonst

eijk 15t das Levi-Civita Symbol oder der sogenannte total antisymetrische Tensor dritter Stufe.
Es ist also

ik = € - (€ X &) . (1.41)

Mit diesem Symbol lassen sich Vektorprodukte der Basisvektoren zusammenfassend formulie-
ren:

3
k=1
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Fir allgemeine Vektorprodukte gilt entsprechend

3 3 3
C=adxb= Z azb](gz X é}) = Z Eijk aibj e, = Z Cr €k (143)
65 k=1

J=1

mit der abklirzenden Schreibweise

1,5,k=1

3
Cp = Z €ijk aibj (144)
i,7=1
oder ausfihrlich
C1 = a2b3 - a3b2, Cop = a3b1 - a1b3, C3 = a1b2 - a2b1. (145)

Das Kreuzprodukt 18Rt sich auch leicht mit Hilfe der Determinantenschreibweise auswerten.

Ein rechteckiges Schema von Zahlen wird Matrix genannt.

Spal
i}

ten

11 Q12

21 Q22

apl ap2

alq

a2q

Qpq

«— Zeilen

Der erste Index des Koeffizienten gibt die Zeile an, der zweite die Spalte. Fir den Fall, dal}
g = p ist, spricht man von einer quadratischen Matrix. Dieser Matrix 1aRt sich ein Zahlenwert
D zuordnen, der Determinante genannt wird. Fir die Dimensionen 1, 2 und 3 l&Rt sich dieser
Wert folgendermalien auswerten

1) det(au) = |all| = a1 ,

2.) det u

21

a1
3) det ao1

31

_ 7]
= a1

32

12

G2

12
22

32

a33

_ | a1
(21

13

23 =

33

— 12

(1.46)
a12
= Q11022 — Q12021 , (1-47)
22
11 Qa2 13
21 Q22 0Ag3
31 dz2 G33
g1 dg3 Gg1 Qg2
+a13
31 dass 31 da32

= a11(a22a33 - a23a32) - a12(a21a33 - a23a31) + a13(a21a32 - a22a31) (1-48)
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Mit Hilfe der Determinantenschreibweise kdnnen wir das Vektorprodukt auch formal auswerten
durch

— — —

€1 € €3
axb = a, Gy Qa3
by by b3

= (agbs — asbe)é — (ai1bs — asby)é + (arbe — agby)es . (1.49)

Dies ist identisch mit dem bereits abgeleiteten Resultat.

1.3 Vektorfunktionen

Wir betrachten nun Vektoren, die eine Abhangigkeit von duReren Parametern aufweisen. Ein
typisches Beispiel hierzu sind Raumkurven. Wir wéhlen im dreidimensionalen euklidischen
Raum ein festes Koordinatensystem. Die Position eines Teilchens, idealisiert durch einen Mas-

senpunkt, legen wir durch den Ortsvektor fest.

Der Ortsvektor kann sich als Funktion der Zeit als auBerer Parameter andern. In einem zeitun-
abhangigen, vollstandigen Orthonormalsystem €; werden die Komponenten des Vektors zeitab-

héngige Funktionen, z. B.
3
T = > 2(t) & = (31(t), 22(8), 25(t)) (1.50)

= (x(t), y(2), 2(2))

Dies nennt man die Trajektorie oder die Bahnkurve des Teilchens.

Ein weiteres Beispiel fiir eine Raumkurve ist die Kreisbewegung in der xz-Ebene.

18



ey
o/

Der Kreis habe den Radius R. Eine naheliegene Parametrisierung tiber den Winkel ¢ lautet

7(p) = R(cos ¢, 0, singp) . (1.51)

Wir untersuchen jetzt die Ableitung derartiger vektorwertiger Funktionen. Speziell untersuchen
wir Vektoren @ zu verschiedenen Zeiten ¢ bzw. ¢ + At und bilden den Differenzvektor

AG=a(t+At)—a(t) . (1.52)

at + At)

Dies erlaubt es uns tiber den Grenziibergang Alitm0 zu definieren
_)

da _ . dlt+ At — )

@ AT A (1:53)
T
Vektor
Fir die Zeitableitung schreibt man auch kurz
: da
a(t)=— . 1.54
i =2 (154)
Stellen wir @(t) in einem zeitunabhéngigen Basissystem {¢&;} dar
3
a(t) =3 a;(t)& (1.55)
j=1
so folgt
. dad o
Q= = Zaj(t) € - (1.56)
J



Es gelten die folgenden Ableitungsregeln

ZI@aw] = foae +10ae) (L.57)
;%m@yguﬂ = i) B(r) + () - B(t) (158)
%W@xam = @) x B(t) + @) x B(t) . (159)

Fur die Physik bedeutsame Beispiele sind die Geschwindigkeit
T=7(t) (1.60)
und die Beschleunigung
at)y=v()=7@) . (1.61)

Auch die Integration von vektorwertigen Funktionen 4Rt sich auf die der entsprechenden para-
meterabh@ngigen Komponentenfunktionen tibertragen

/awﬁ=i@/%@ﬁ . (1.62)
to =1
T
Vektor

Wenn die Basisvektoren parameterunabhédngig sind, kdnnen sie vor das Integral gezogen wer-
den. Oft bietet es sich an, die Bogenldnge als Kurvenparameter einzufiihren; diese wollen wir
jetzt einfiihren.

Die Bogenlénge s ist die Lange der Raumkurve ausgehend von einem willkirlich gewahlten
Anfangspunkt.

F(t,)
Wir zerlegen zunéchst das Zeitintervall von £, bis t, in N Zeitintervalle At,,
ty —t, = NAt, . (1.63)
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Fir die einzelnen Markierungen auf der Raumkurve gilt

tn = 1o + n Aty (1.64)
mit
n=0,1,2,.., N
und
o = to
ty = t

Die Zeitmarkierungen entsprechen den Ortsvektoren 7 (t,,). Wenn wir diese linear miteinander
verbinden, so ergibt sich ein Polygonzug der Lange

N-1 B B N-1]|= i — 7,
Ly(tayts) = 3 |7 (tnr1) = Fta)| = ( “it ™ (tn) At, . (1.65)
n=0 n=0 n

Im Limes N — oo entspricht die Lange Ly des Polygonzuges der Bogenldnge s zwischen den
Endpunkten 7 (¢,) und 7 (¢;). Fur N — oo geht aber At,, gegen Null. Damit wird

7(tar1) = 7(tn) N =00, At, =0 dF

— 1.66
At, _ dt |,_, (1.66)
Aus der Summe wird im Riemannschen Sinne ein Integral.
N ta) — (k) Fla7E)|
s(t) = Jlim. ;::0 en At, = / St (1.67)
Schreiben wir fiir ¢, = ¢, so haben wir schlie3lich als Bogenlange
)
/
= . 1.
s(t) / | dt (1.68)
Fiir die differentielle Anderung der Bogenlénge gilt einfach
ds |dF(t)
— = 1.69
dt dt ‘ (169)

Durch die Substitution von ¢ durch s konnen wir eine natiirliche Parametrisierung einer Raum-
kurve erhalten. Betrachten wir nur den infinitesimalen Ausdruck ds, so haben wir offensichtlich

ds = |d7 (t)] . (1.70)



Im euklidischen Raum fiihrt dies bei Verwendung von kartesischen Koordinaten auf

ds = |dF (t)] = \/da? + dy? + dz? . (1.72)
Dies spiegelt einfach nur den Satz von Pythagoras in drei Dimensionen wieder.
Als konkretes Anwendungshbeispiel betrachten wir die Kreisbewegung gleichférmiger Art mit
p=wt . (1.72)

Der Winkel ¢ dndert sich gleichformig mit der Zeit ¢, sofern die Grol3e w konstant als Funktion
der Zeit ist. Damit folgt fiir den Ortsvektor

7(t) = R (cosp, 0, sinp) = R (coswt, 0, sinwt) . (1.73)

Es ergibt sich weiter

= Rw (—sinwt, 0, cos wt) (1.74)

und fir den Betrag

dr

7 = Rw \/Sln wt +cos?wt = Rw . (1.75)

Entsprechend der Definition furr die Bogenlange bekommen wir

dr
s(t) = / d:' dt' = /Rw dt' = Rwt (1.76)
mit der willkdrlichen Festlegung
1o =10
Wir 16sen auf, dies fuhrt auf
#s) = — (1.77)
=55 ,
SchlieRlich bekommen wir die natiirliche Darstellung der Kreisbewegung durch die Bogenlange
7(s)= R (cos =0, sin %) . (1.78)
Nach einem vollen Umlauf muf
S
=2r=wlt=—= 1.79
p=2r=wt=4 (1.79)

sein. Das entspricht der Bogenldnge s = 27 R, also dem Umfang des Kreises.
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1.4 Mechanik des freien Massenpunktes

Unter einem Massenpunkt verstehen wir einen physikalischen Korper mit einer Masse m, aber
mit einer allseitig vernachldssigbaren Ausdehnung. Diese Idealisierung ist nicht auf kleine
Korper beschréankt, sondern kann sogar die Bewegung von Galaxienhaufen umfassen, also die
groRten Himmelskorper Gberhaupt. Als Idealisierung betrachtet man hier z. B. nur die Bewe-
gung des Schwerpunktes oder die des Zentrums.

Wir bezeichnen ferner einen Massenpunkt als frei, wenn er den einwirkenden Kraften ohne
einschrankende Zwangsbedingungen folgen kann. Die Bewegung des Massenpunktes ist cha-
rakterisiert durch den

1. Ortsvektor: 7 (t)
2. Geschwindigkeitsvektor: 7 (¢) = 7 (t) ,
3. Beschleunigungsvektor: @ () = 7 (¢) .
Hohere Zeitableitungen spielen in der Physik keine Rolle.

Die fir die Mechanik typische Aufgabenstellung besteht nun darin, aus einer vorgegebenen Be-
schleunigung @ (¢) = 7 (¢) oder Kraft K = ma die Bahnkurve 7 (t) zu berechnen. Umgekehrt
kann man aus einer vorgegebenen Bahnkurve 7 (¢) auf die Beschleunigung @ () bzw. auf die
wirkende Kraft K = ma schlieRen. Liegt die Beschleunigung vor, so mu man @ (¢) offensicht-
lich zeitlich integrieren, um 7(¢) zu bestimmen. Bei jeder dieser Integrationen erscheint eine
Integrationskonstante, die erst bestimmt wird, wenn wir zusétzlich zu @ (¢) noch zwei Anfangs-
bedingungen vorgeben. Wir nehmen an, wir kennen die Geschwindigkeit ¢ und den Ort 7 des

Teilchens zu einem bestimmten Zeitpunkt £,. Es ist also
a (t) furalle ¢, ¥ (ty), 7 (to)

bekannt. Dann ergibt sich fiir die Geschwindigkeit des Teilchens
t
7(t) = 7 (t) + / gt dt . (1.80)
to

Fur den Ortsvektor erhalten wir durch weitere Zeitintegration

t

7(t) = 7 (to) + 7 (o) (£ — to) +/

to

/ a (t") dt”] dt' (1.81)

to
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In kartesischen Koordinaten wird die Bahnkurve durch die drei zeitabhdngigen Komponenten-
funktionen z,(t), z2(t), z3(t) beschrieben

(1) = (21(t), 2a2(t), 23(1) = >_2;(0) & . (1.82)

j=1
Die Basisvektoren sind zeitunabhdngig und raumfest. Die Geschwindigkeit
3
U(t)=>_%(t)& (1.83)
j=1

ist ein \Vektor, der tangential zur Bahnkurve orientiert ist.

> 1

Beim MeRprozeR zur Festlegung der Geschwindigkeit sollte nicht vergessen werden, daR der
Grenzprozel’ bei der Ableitungsbildung experimentell generell nicht vollzogen wird, sondern
daB die Messung stets in endlichen Zeitintervallen durchgefiihrt wird. Die zeitliche Anderung
der Geschwindigkeit fiihrt auf die Beschleunigung

i) =50 - (184)

Als Beispiel betrachten wir die Bewegung eines Massenpunktes auf einer Geraden. Wir kdénnen
die Bewegung beschreiben, ohne auf ein spezielles Koordinatensystem Bezug zu nehmen.
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¢ sei ein Vektor in Richtung der Bewegung, b ein Vektor senkrecht dazu. Fir den Ortsvektor des
Massenpunktes gilt dann

7(t)=b+a)e . (1.85)

a(t) ist ein Koeffizient, der den zeitlichen Verlauf widerspiegelt. Daraus ergeben sich durch
entsprechende Zeitableitungen Geschwindigkeit und Beschleunigung zu

7= at)e , (1.86)
= at)e . (1.87)

ST

Ein weiterer Spezialfall ist die gleichformige geradlinige Bewegung. Es ist die einfachste Be-
wegungsform ohne jegliche Beschleunigung.

at) = 0 (1.88)
v(t) = furallet . (1.89)

Die Bewegung erfolgt also geradlinig in Richtung des Geschwindigkeitsvektors #;. Man nennt
sie gleichformig, weil in gleichen Zeiten gleiche Wegstrecken zuriickgelegt werden.

Als néchstes Beispiel beschranken wir uns auf die gleichférmig beschleunigte Bewegung. Wir
nehmen eine konstante Beschleunigung an

it)=a, . (1.90)

Dieser Fall kommt recht hdufig in der Physik vor und ist daher von mafgeblicher Bedeutung.
Ein Beispiel hierzu ist der freie Fall auf die Erde aufgrund der konstanten Erdbeschleunigung
do = § mit |§] ~ 10 gz

Fur die Zeitintegrale tber die Beschleunigung folgt

/t { /t a(t") dt”] dt! = /t

to to

[ (1 — to)] dt’

Go (t—t)* (191)
Wir erhalten damit als Bahnkurve
F(t) = 7 (to) + 0 (1) (£ = t0) + 50 (¢ — )" (1.92)
Die Geschwindigkeit des Massenpunktes nimmt linear mit der Zeit zu
T(t) =T (o) +a (t —1t0) - (1.93)
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2 Newtonsche Mechanik und der freie Fall

2.1 Grundgesetze der Newtonschen Dynamik

Wir haben uns bereits mit der Bewegung eines Massenpunktes beschéaftigt. Dabei gingen wir
aus von den GrundgrolRen Lange, Zeit und Masse und haben daraus andere GroRRen abgeleitet.
Im Zentrum der Betrachtungen standen dabei die Weg-Zeit-Gesetze. Die Ursache fur diese Be-
wegung, die Kraft, haben wir bislang auRer acht gelassen. Wir werden nun ausgehend von den
GrundgroflRen Gesetze der Dynamik ableiten bzw. diskutieren, die das Grundgeriist der New-
tonschen Mechanik représentieren. Die theoretische Beschreibung muR sich zwangsldufig am
Experiment messen. Erst der Grad der Ubereinstimmung einer theoretischen Formulierung mit
experimentellen Daten erlaubt eine Aussage Uber deren Richtigkeit. Dabei kann streng genom-
men eigentlich niemals von einer echten Verifikation gesprochen werden.

Wir gehen jetzt von der Kraft als vektorieller Grolie aus. Die Kraft wirkt in einer gewissen
Richtung. Kréafte sind im Alltagsverstandnis die Ursache der Bewegung. Wir fiihren jetzt die
aus der Erfahrung erwachsenen Newtonschen Axiome der Mechanik an.

Axiom 1 oder lex prima oder Galileisches Tragheitsgesetz:

Jeder Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichférmigen Bewegung, wenn er nicht
durch einwirkende Kréfte gezwungen wird, seinen Zustand zu dndern.

Etwas mehr einschréankend schreiben wir: Es gibt Koordinatensysteme, in denen ein kraftefreier
Korper (Massenpunkt) im Zustand der Ruhe oder der geradlinig gleichférmigen Bewegung
verharrt. Solche Systeme sollen Inertialsysteme heil3en.

Den Tréagheitswiderstand, den ein Korper einer Beschleunigung entgegensetzt, nennen wir Mas-
se, genauer trage Masse. Jeder Korper besitzt eine skalare Eigenschaft, gegeben durch eine
positive reelle Zahl, die wir die trdge Masse m; nennen. Das Produkt aus trager Masse und
Geschwindigkeit eines Teilchens heil3t Impuls:

p=mi . (2.1)

Hierzu gilt das

Axiom 2 oder lex secunda oder das Bewegungsgesetz:

Die Anderung des Impulses ist der Einwirkung der bewegenden Kraft proportional und ge-
schieht in Richtung der Kraft

F=p=—(m7) . (2.2)
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Falls die Masse nicht zeitabhangig ist, folgt

Dies ist die Grundgleichung der klassischen Mechanik. Oft genug ist aber auch die Masse m;
zeitabhdngig, wie z. B. bei einem fahrenden Auto, das durch Treibstoffverbrauch leichter wird
als Funktion der Zeit. Bisher haben wir nur die Wirkung einer Kraft auf einen Massenpunkt
diskutiert, nicht jedoch die Riickwirkung derselben auf die Kraftquelle. Es gilt das

Axiom 3 oder lex tertia oder das Reaktionsprinzip oder actio = reactio:

Es sei

1312 : Kraft des Korpers 2 auf Korper 1

F5; : Kraft des Korpers 1 auf Korper 2.
Dann gilt

Fip = —Fy
Damit folgt fir m; = constant
M1 a = —MM,2 da - (2.4)

Als Einheitensystem zur Messung der angesprochenen dynamischen Groen verwenden wir im
allgemeinen SI-Einheiten.

[me] = kg

7] =m
7]=7%

@ =3
[F]=N=kggl
7] = kg'¥

Ferner gilt das

Axiom 4 oder Corollarium oder das Superpositionsprinzip.

Wirken auf einen Massenpunkt mehrere Krafte 131, 132, vy 13”, so addieren sich diese wie Vek-
toren zu einer Resultanten oder Resultierenden

ﬁ:i} . (2.5)



Wir flihren etwas allgemeiner das Kraftfeld ein
F=F(, 7 t)
Jedem Punkt des Raumes wird eine im allgemeinen sogar zeitlich veranderliche auf den Mas-

senpunkt wirkende Kraft zugeordnet, die zusatzlich auch noch von der Geschwindigkeit des
Teilchens abhdngen kann.

Des weiteren gehen wir von der empirischen Einsicht aus, das jeder Korper schwer ist. Dies
manifestiert sich in der Schwerkraft

—

F=m.g , (2.6)

die im Schwerefeld der Erde auf einen Massenpunkt wirkt. g ist in der N&he der Erdoberflache
ein nahezu konstanter Vektor, der in Richtung Erdmittelpunkt zeigt. Definiert man diese Rich-
tung als negative z3-Richtung in einem kartesischen Koordinatensystem, so gilt:

g‘: _(07 07 g)
mit der Erdbeschleunigung
m
g = 9.8062 &

Als Gewicht eines Korpers bezeichnet man die Kraft F', die auf diesen an der Erdoberfliche
wirkt.

Die Identitat
Mg =My =M

ist keine Selbstverstandlichkeit. Es konnte im Prinzip ein materialabhangiger Unterschied auf-
treten. Nach der gegenwaértigen Melsituation sind m, und m; gleichwertig. Dies ist auch der
Inhalt des Einsteinschen Aquivalenzprinzips (m, = m;). Dieses Prinzip bildet die Grundlage
der allgemeinen Relativitatstheorie.

Fur Zentralkrafte gilt
F(F)=f(r, i, t)-7 . 2.7)

Diese in der Natur sehr haufig auftretenden Krafttypen zeigen in Richtung des Ortsvektors. Das
Zentrum wird bei ¥ = 0 angenommen. Beispielsweise gilt fur die Gravitationskraft

mM
[0 = v, (28)
Nm?
= 6.672-1071 —— 2.9

wobei die Kraft ausgetbt wird von der Masse M im Koordinatenursprung auf ein Teilchen mit
der Masse m am Ort 7.
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2.2 Inertialsysteme und Galilei-Transformation

Bewegung ist ein relativer Begriff. Die Bewegung eines Korpers kann nur relativ zu einem
Bezugssystem definiert werden. Koordinatensysteme kénnen im Prinzip frei gewahlt werden.
Die natiirlichen Systeme der Mechanik sind die durch Axiom 1 eingefiihrten Inertialsysteme, in
denen sich ein kréaftefreier Massenpunkt mit

7 = const.

auf einer Geraden bewegt. Nicht alle Koordinatensysteme sind auch Inertialsysteme. Wir neh-
men an, es gibt zumindest ein Inertialsystem, z. B. dasjenige, in dem die Fixsterne ruhen. Hier
verbirgt sich die Newtonsche Fiktion vom absoluten Raum.

Als konkretes Anwendungsbeispiel fir die Newtonsche Mechanik wollen wir die Newtonsche
Bewegungsgleichung fiir den Fall des senkrechten Wurfes und des schrdgen Wurfes studieren.
Nach den Newtonschen Axiomen schreiben wir fur den senkrechten Wurf

F=—m,ges=m3é . (2.10)
Wir wollen diese Differentialgleichung mit den Anfangsbedingungen
Z(t=0)=0 (2.11)
und
#(t = 0) = v (2.12)

I6sen. Wir hatten allgemein fur die gleichmaRig beschleunigte Bewegung eines Teilchens ge-
funden

T(t) = U (to) + do(t —to) - (2.13)
Jetzt gilt in unserem Fall o, = 0 und ¥ (ty) = vy €3 SOWie dy = —g €. Damit resultiert
2(t) =vp — gt . (2.14)

Die geforderte Anfangsbedingung ist offensichtlich erfullt. Fiir den Ortsvektor hatten wir als
Bahnkurve erhalten

— — e d 1 P=d
7(t) =7 (to) + 7 (L) (t — to) + 5 o (t—t)? . (2.15)
Mit 7 (to) = (0, 0, 0) fiihrt dies auf

1
z(t) = vt — 59152 : (2.16)

29



Selbstverstandlich resultiert dies auch aus (2.14) durch direkte Integration unter Beriicksichti-
gung der Anfangsbedingung. Die Steigzeit ¢ = T beim senkrechten Wurf laRt sich ermitteln,
indem wir berticksichtigen, dal am Umkehrpunkt die Geschwindigkeit null wird

2(T)=0 . (2.17)
Damit bekommen wir aus (2.14)

0=uvy—gT = T=" . (2.18)
g

Setzen wir die Steigzeit in (2.16) ein, so erhalten wir die maximale Steighthe

v 1 v2 v
h=2T)=vn— ——g-2 =0 2.19
Z( ) /UO g 2 gQ 2g ( )

Aus der Gleichung (2.14) folgt

p=0"" (2.20)
g
Dies erlaubt es die Koordinate z als Funktion der Geschwindigkeit anzugeben
1 5 wlv—v) 1 (vg—v)?
z = vot—ggt :79 —59492
_ 2v§—2vov—v§—v2+2vov208—02 . (2.21)
29 29
Mit h = 99 ergibt sich
2
r=h—— . (2.22)
29
Dies konnen wir umkehren und nach v aufldsen
v(z) =4/29(h—2) . (2.23)

Als weiteres einfaches Problem der Newtonschen Mechanik behandeln wir jetzt den schrégen
Wurf.

Die Anfangsgeschwindigkeit hat hier im Gegensatz zum senkrechten Wurf zwei Komponenten
(in € und €3-Richtung). Als Anfangsbedingung legen wir fest: Zum Zeitpunkt
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wCDl

und
F(t=0)=0) = vy (cos @ +sinad) . (2.24)

« bezeichnet den Abwurfwinkel. Wieder gilt nach Newton

&7 S
mﬁ = —mges
oder
dv .
i —g€s . (2.25)
Wir integrieren diese Gleichung und erhalten
T(t)=—gtés+c . (2.26)

Aus den Anfangsbedingungen ergibt sich fir ¢;
_’1 = _’0 = ’U()(COS (0% 62 + sin aé},) . (227)
Somit folgt zusammengefalt

T (t) = (vosina — gt)@3 + vpcos wéy . (2.28)

Die Steigzeit T" erhalten wir wieder, indem wir die senkrechte Komponente der Geschwindigkeit
null setzen, also

é-v(T)=0 . (2.29)
Man erhalt sofort
7= S;n“ . (2.30)

Der Weg als Funktion der Zeit ergibt sich durch Integration der Gleichung (2.28)
1
7(t) = (votsina — §gt2) €3 + vpt cosa €y . (2.31)
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Da 7 (t = 0) = 0 ist, muB auch die Integrationskonstante gleich Null sein.

Die Form der Bewegungskurve ergibt sich, wenn wir die Bewegung hinsichtlich der Kompo-
nenten z(¢) und y(t) aufspalten und dann die Zeit eliminieren, um einen Zusammenhang z(y)

abzuleiten. Es ist
Yy = vy cos

und somit

Yy
Vg COS (¢

t=

Fir die z-Komponente gilt
. L,
zZ = vgltsina — Egt

Wir setzen ¢ ein und bekommen

. 1 Yy
z = 1 sina— - g —5———
Vg COS ¢ 27 vgcos* o
1 g
_ - s 2
B 2v§cos2ay +lanoy

2

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

Diese Gleichung ist eine Parabelgleichung der Form —Ay? + By = z, also eine nach unten

geoffnete Parabel in der y — z-Ebene.

\%/_J‘y

Die Wurfzeit £, die verstreicht, bis der Korper den Boden wieder erreicht, erhélt man aus der

Bedingung z(t) = 0 furr ¢ # 0. Es ist dann
. L 5
Volo Sin o — 59150 =0
und somit

Yun i
fy = Vg Sin o _ o7
g
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Die Wurfzeit ist die doppelte Steigzeit, somit ist die Kurve der Wurfbewegung symmetrisch.
Die Wurfweite [ ergibt sich durch Einsetzen der Wurfzeit 27" in y(t) (2.32)

2

2
[ =2Tvycosx = N sina cosar . (2.38)
g

Unter Ausnutzung der trigonometrischen Relation

sin 2 = 2sin @ cos « (2.39)
kdnnen wir auch schreiben
l:vgsin2a . (2.40)
g

Hieraus ist sofort zu verstehen, dal} sich eine maximale Wurfweite bei konstantem v fir den
Wurfwinkel oo = 45° ergibt, denn fir sin 2cc = 1 ist o« = 45°.

2.3 Reibung

Bislang sind wir von der idealisierenden Annahme einer Bewegung ohne jegliche Reibung aus-
gegangen. Jeder bewegte makroskopische Korper wird durch Wechselwirkung mit seiner Um-
gebung gebremst. Auch beim schragen Wurf wird die Luftreibung die Bewegung modifizieren.
Es treten also bei der Bewegung Reibungskréfte auf, die der Bewegungsrichtung entgegenge-
setzt sind. Jeder weil aufgrund der Alltagserfahrung, dal® durch Reibung Warme entsteht. Damit
verlassen wir eigentlich den Rahmen der Mechanik und miiBten auch thermodynamische Geset-
ze behandeln. Ferner miif3ten wir auch innere Freiheitsgrade des Korpers in Rechnung stellen.
Dennoch wollen wir uns im Rahmen dieser Vorlesung allein auf die Konsequenzen der Reibung
im Rahmen der Mechanik beschranken. In zdéhen Medien gilt als empirischer Sachverhalt in
sehr guter Naherung der Ansatz

Fr=—a()? . (2.41)
a(v) mul dabei empirisch bestimmt werden. Spezielle Formen sind folgende Ansétze
1. Stokessche Reibung
Fr=—at . (2.42)

Hier ist der Koeffizient a(v) konstant. Fir die Brauchbarkeit dieses Ansatzes muf die
Geschwindigkeit des sich bewegenden Korpers eine gewisse, vom reibenden Material
abhédngige Grenzgeschwindigkeit Uiberschreiten.
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2. Newtonsche Reibung
Fr=—nui (2.43)

Hier ist also a(v) = nv. Sind die Relativgeschwindigkeiten in zdhen Medien kleiner als
die erwéhnten Grenzgeschwindigkeiten, so verwendet man diesen Ansatz.

Als néchstes diskutieren wir die Reibung zwischen Festkdrpern.

—t—F

A |
1

Ein fester Korper driickt mit der Kraft F'| aufdie Unterlage. Fir die Fortbewegung spielt nur die
Tangentialkomponente Fj| der duBeren Kraft eine Rolle. Beziiglich der Gleitreibung beobachtet
man, dal’ die Reibungskraft weitgehend von der Auflageflache und von der Relativgeschwin-
digkeit unabhéngig ist.

o v 1
Fr=—p, Fi 5 a(v) = pg F1 " (2.44)

g ist der Gleitreibungskoeffizient. Ferner ist hier v > 0. Fir den Fall v = 0 tritt Haftreibung
auf, die die Parallelkomponente £ der duBeren Kraft kompensiert

—

Fp=—F (2.45)

fir v = 0. Dies gilt natiirlich nur so lange, wie die Zugkraft nicht eine gewisse obere Grenze
uberschreitet, die durch den Haftreibungskoeffizienten n 5 festgelegt wird

Das Experiment zeigt, dal’ generell 0 < p, < pyr gilt.
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2.4 Felder

Der Begriff des Feldes stellt ein fundamentales Konzept in der Physik dar. Man unterschei-
det zwischen Skalarfeldern und Vektorfeldern als die einfachsten Sonderfélle des allgemeinen
Begriffs des Tensorfeldes.

Ein Skalarfeld ®(7) = ®(x1, 2o, z3) ist eine skalarwertige Funktion dreier unabhangiger Va-
riablen. Die Zahl 3 resultiert hierbei aus der Dimension unseres (physikalischen Raumes).
Beispiel: Wir betrachten die Funktion

o) =2 mit r=+/12 + 23 +a2 . (2.47)

7

Graphisch stellt man solche Felder durch 2-dimensionale Schnitte dar, in denen die Flachen
®(7) = const als sogenannte Hohenlinien erscheinen. Der Abstand der Linien entspricht dabei
gleichen Wertunterschieden der Konstanten.

€, (0]

feh

r
Grundlegend davon unterscheidet sich ein Vektorfeld. Es ist die Menge von durch Richtung
und Betrag gekennzeichneten Vektoren

a() = | ao(7) : (2.48)

die jedem Punkt ¥ = (z1, 2, z3) eines Raumbereichs zugeordnet sind. Es handelt sich also um
eine vektorwertige Funktion dreier unahéngiger Variable.
Beispiel: Das elektrische Feld einer Punktladung ist gegeben durch

e 7

a(f)=q el (2.49)
Graphisch lassen sich Vektorfelder durch 2-dimensionale Schnitte darstellen, in denen die Flachen
konstanter Feldstarke |@(7))| = const. als Hohenlinien erscheinen, an denen man das Feld lokal

durch einen Vektorpfeil charakterisiert.
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Weitere Eigenschaften der Felder werden durch die Differentialoperatoren

— Gradient

— Divergenz

— Rotation
charakterisiert.

2.5 Der Gradient

Der Gradient ordnet jedem Skalarfeld ein Vektorfeld zu,

Dabei gilt die folgende Definition

-

A(:Eb Za, IE3)

vl i)

grad ®

L 0P L 0o La 0o
elaIEI 628152 638153
5. 00

Es ist dabei tiblich, mit dem Symbol V den Nabla-Operator einzufiihren

- 3 0
V= € —
i:zl ’ aIEZ
In dieser neuen Notation lautet der Gradient

grad ® = V&

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

Welche wichtige Eigenschaften besitzt nun grad ®? Dazu betrachten wir zundchst die Feldénde-

rung

do

(7 + dF) — B(F)

0o 0o

—dx + —dzy + —dz3

3:E2 8153
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Sie stellt das totale Differential einer Funktion von 3 Veranderlichen dar. Andererseits berech-
nen wir

d:El
- 0] 0] P
$o.a7 = (2 ,a ,a | das (2.55)
3:151 3:@ 3153
dIE3
0P 0P 0P
= a—hd$1+a—md$2+a—md$3

Vergleichen wir nun (2.54) mit (2.55) so erhalten wir fur die Feldanderung in Richtung von d7
dd = VO - di . (2.56)

Das ist ein Skalarprodukt des Vektors V® mit dem (infinitesimalen) Vektor d". Nun wahlen wir
mit di"4 die Richtung so, dal3 ® sich in diese Richtung nicht andert:

d®=0=Va-df,. (2.57)

Aus den Eigenschaften des Skalarproduktes folgt dann, daf3 der Vektor V@ senkrecht auf dity
steht. Andererseits definiert d® = 0 Flichen ® = const, die man auch Aquipotentialflichen
nennt. Mit anderen Worten: Der Vektor V@ steht senkrecht auf den Fliachen @ = const. Sein
Betrag ist ein MaR fiir die Stérke der Anderung von ®, wenn man senkrecht zu den Aquipoten-

tialflachen fortschreitet.
dr
/; Vo

i

Beispiele:

1. Flr @ = const gilt

3/3:151 ay
grad (@-7) = | 9/0za |[o1z1+ asz2+aszs)=| a2 | =@ (2.58)
3/3153 as
oder in Indexschreibweise:
3 3
grad (@-7) = V(a-7)= Zé’i—Zaj:vj
i=1 0 i j=1
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Z eza] 3 Z €i0;0;; = Z e;a; =d

2.
")
gradr =V(z? + 22+ 292 =-| 2, | = T=e¢
T T
I3
3.

_ . 0 . or df df 2
grad f(r) = Zez axz Z " Ox; dr — XZ: axz

2 i d_,
_ Z f

7

Fir den Spezialfall f(r) = r folgt das Ergebnis aus dem 2. Beispiel.

(2.59)

(2.60)

(2.61)

Betrachtet man V formal als Vektor, dann gibt es zwei Verkniipfungen: das Skalarprodukt und

das Vektorprodukt. Dem entsprechen die beiden Differentialoperatoren

divd = -d

< <

rotd = X ad

Sie werden im folgenden untersucht.

2.6 Die Divergenz
Gegeben sei ein Vektorfeld @ = @(7) . Die Operation div @ erzeugt ein Skalarfeld

3 aai

dlva:;axi ,

welches man auch als das Quellenfeld von @ bezeichnet.

a
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In diesem Bild kennzeichnen die Vektoren @ das Vektorfeld. Die Divergenz ist hierbei ein Mal}
fur den “Durchflul?” dieses Feldes durch ein Volumen AV,

. . FluB durch AV
diva = AI%/IEO AV . (2.65)

Um der Divergenz eine physikalische Interpretation zu geben, betrachten wir die GroBe V- (p%),
wobei ¥(z,y, z) die Geschwindigkeit einer kompressiblen Fliissigkeit ist und p(z,y, z) die
Dichte am Punkt (z,y, z) bezeichnet. Wir betrachten ein kleines Volumenelement dz dy dz =
dv.

dz Ax

Der FluB in das Volumen pro Einheitszeit in positiver x-Richtung durch die Fldche EFGH ist

(FIuR durch EFGH) = pv, dydz . (2.66)
p als Dichte ist eine Grolie, die auf das Volumenelement bezogen ist,
dx dv
vy dydz = %dy dz = i (2.67)
Der FluB durch die Flache ABCD hinaus lautet
(FIuR durch ABCD) = [p vy + ai(pvw)d:v] dydz . (2.68)
T

Hierbei haben wir einer Anderung der Dichte oder der Geschwindigkeit Rechnung getragen.
Die Grole pv" haben wir in eine Taylor-Reihe entwickelt und die Entwicklung nach dem zweiten
Glied abgebrochen. Damit lautet die Nettorate des FluRes oder die Differenz des Rein- und
RausfluRes

(Nettorate des FluBes in z-Richtung) = %(pvw) dzdydz . (2.69)

Wenn wir alle Grenzflachen betrachten, haben wir als Nettorate des FlulRes pro Einheitszeit

. 0 0 0
(Nettorate des FluRes pro Einheitszeit) = g(pvw) + %(pvy) + a(pvz) dz dy dz
= V- (p0)dzdydz . (2.70)
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Damit ist der FluB einer kompressiblen Flissigkeit durch das Volumenelement dV = dx dy dz

pro Einheitszeit gerade V - (p%). Eine direkte Konsequenz ist die Kontinuitatsgleichung

op =,
E—FV(pv)—O

(2.71)

Der NettofluRR aus dem Volumen resultiert in einer reduzierten Dichte innerhalb des Volumens.

Hierbei ist
j=pv
der Stromdichtevektor.

Fir diva > 0 (div @ < 0) besitzt das Vektorfeld Quellen (Senken).

Beispiele:

1. Durch Anwendung der Produktregel folgt fiir ¢(7) und @ (7):

) . 0
div (p@) = Z%goai = Zaia—j—i-z:go

2. Fur @ = const. folgt div @ = 0. Ein konstantes Feld ist quellenfrei.

3. Die Divergenz von 7 entspricht der Raumdimension,

3 )
div 7 = Zng =3

i=1

Ausgehend von

. 5.9 (0 3. 82
= = _— = A
div grad ¢ ; oo, ( o, go) ; 027

fihren wir den Laplace-Operator ein:

2 2 2
0 0 0 5 = div grad

N\ =
oxr? * 032 * 03

2.7 Die Rotation

Gegeben sei ein Vektorfeld @ = @(7), dann erzeugt

€1 €2 €3
roté=V xad=|0/0x, 8/0zy 0/0xs
aq (45} as
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ein Wirbelfeld. Unter Benutzung des antisymmetrischen Tensors ¢;;;, lautet die Komponenten-
schreibweise

0
rotd = zk: lswk oz, aj ey . (2.78)
7]7
Man achte hier auf die Reihenfolge der Indizes. Anschaulich liefert |rot @| ein MaR fiir die “Wir-

belstarke” um ein kleines Flachenelement AF":

Aus dieser Anschauung folgt unmittelbar, da Radialfelder @ = a7 mit konstantem o wirbelfrei
sind:

Das laRt sich unmittelbar Gberpriifen:

Oz;

axz = eijrbijaéy =0. (2.79)

.9,k

rotd = > e
.5,k

Das letzte Gleichheitszeichen folgt aus der Tatsache, dal} die Kombination einer antisymme-
trischen und symmetrischen GroRe innerhalb der Summe, €;;19;;, immer verschwindet. Das
Kronecker-Symbol 6;; ist nur fiir 2 = 5 von null verschieden. In diesem Fall ist aber €;;;, gleich
null.

Beispiele:

1. Die Rotation des Produktes aus einem Skalar- und Vektorfeld ergibt nach Anwendung
der Produktregel:

rot (pd) = stk goa]

7.77

Ja;
= Z Ez_yk a] ek + Z Ez]k@a

i,5,k i,5,k
= gradgoxa—i-gorota:Vgoin—i-goﬁxd' . (2.80)
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2. Die Verallgemeinerung von (2.79) lautet mit dem Ergebnis aus dem 1. Beispiel:
rot [f(r)7] = (grad f) x 7+ frot7=0 . (2.81)

Der erste Summand verschwindet, da gradf und # parallel sind; der zweite Summand
verschwindet wegen rot ¥ = 0.

3. Gradientenfelder sind wirbelfrei:
rotgrad ¢ = 0. (2.82)

Das Uberprift man komponentenweise. Fir die 1. Komponente erhalten wir z. B.

0 0
(rotgrad @), = a—m(grad ©)s — a—x?’(grad ©)2
2 2
_ T T _yo . (2.83)

81523153 B 81533152 -

Ebenso verschwinden die anderen beiden Komponenten. Expliziter gilt

3 0 0 . 3 0 0 .
rotgradgo = Z Eijk% %QO € = Z Eijk% %QO € = 0o . (284)
i 7 7 i

iyjykzl i,j,k:l
4. Wirbelfelder sind quellenfrei:
divrota=0 . (2.85)
Es ist
3 a 3 a
divrotd = —é - ik ;€
- 1,],K=
: 0 0 3 d%a;
- z,j,zk::lswkaiﬂk Ox; z,j,zk::lswka k OT;
1 3 a2aj a2aj
T2 z]zk::1 <Eijkm + Eigh Oxy, Ox;
1 3 a2aj a2aj
13 2a.
= 5 2 Curtem) g 5 -=0 2.86
2 i,j,%:l ( 7 & ) aIEk aIEZ ( )
da g1 = —eggs. In der dritten Zeile von (2.86) werden & und ¢ im zweiten Term gegen-

einander umbenannt.
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2.8 Kraft, Potential und Arbeit
Wir wollen nun die Begriffe des Potentials, des konservativen Kraftfeldes und der Arbeit einfiihren.

Es wurden bereits die Eigenschaften des Nabla-Operators diskutiert
0 0
(2.87)

G-g 2 +&— +é&
=€z te€r 7 +te3+—
Yor TP oy % 0z
Dieser Vektoroperator kann mittels des Vektorprodukts auf ein Vektorfeld angewendet werden.
Die resultierende vektorielle Grofle nennt man die Rotation des Vektorfeldes und ist ein MaR
(2.88)

fur die Verwirbelung eines Vektorfeldes
rotd =V x A

Wir wollen zur Illustration anhand eines einfachen Beispiels die Rotation eines Vektorfelds
(2.89)

ermitteln. Wir gehen aus von
A=32%yé, +y2’éy —xzés

und erhalten damit

€1 € €3

oA = | O 0 90 |_
Vx4 = or Oy 0z |
3%y y2? —uxz
L [0 0, o
= a (o) - 5 0)
(0 9 o). 4 NI
€y <3x( zz) az(?):v y)) + &3 <3x (yz*) ay(?):v y))
= —22y& + 26, — 327 €3 (2.90)
Wir bezeichnen ein Kraftfeld als konservativ, wenn es darstellbar ist durch
F=-VV |, (2.91)
wobei V' ein skalares Feld ist. Dann gilt fur das Kraftfeld
rtF=VxF=0 . (2.92)
Wir prufen diesen Schritt nach mit VV = %V é1 + aa—yv €y + %V €3
€1 €9 €3
> o > > 0 0
VxF = -Vx(VV)=- gg gg g}
%V %V %V
L [0 0 0 0 . [0 0 0 0
B [ 1(%% az_yv> ~ axazv_azaxv>
] (2.93)



Wir haben generell die Identitét der Differentialoperatoren vorliegen
V x (VV) = rot(gradV) =0 . (2.94)

Die GroRe V werden wir als das zum Kraftfeld 7 gehorige Potential bezeichnen. Ein Potential
ist niemals eindeutig. Beispielsweise konnen wir zu jedem Potential eine beliebige Konstante
addieren. Aufgrund der Definition

F=-VV (2.95)

und aufgrund der Wirkung des Ableitungsoperators féllt diese Konstante heraus, und es resul-
tiert dasselbe Kraftfeld wie ohne diese Konstante.

Keineswegs jedes Kraftfeld 1aRt sich durch den Gradienten eines Potentials darstellen und ist so-
mit konservativ. Wir kdnnen aber die auf einen Massenpunkt wirkenden Kréfte in konservative
und nicht konservative Kréafte zerlegen, wobei letztere auch dissipativ genannt werden.

ﬁ = ﬁkons + ﬁdiss . (296)

Wir kommen jetzt zur Definition der Arbeit, die wir mit A oder W bezeichnen. Die Arbeit,
die wir aufbringen miissen, um einen Gegenstand vom Punkt P, zum Punkt P, zu bewegen, ist
definiert als Wegintegral der Kraft

Py

W = /ﬁ-d? (2.97)

Py
mit di” = (dz, dy, dz). Das Inkrement d7 ist ein Vektor, die Arbeit hingegen ist aufgrund des
Skalarproduktes ein Skalar. Wir wollen uns dies etwas klarer machen. Gesucht ist die Arbeit,
die wir benétigen, um vom Punkt P; auf einer Raumkurve 7 = 7 (t) im Kraftfeld F (7*) zum
Punkt P, zu gelangen. Dazu zerlegen wir die Raumkurve in kleine Wegstiicke A7, berechnen
den Ausdruck F Ar cos e mit e =X(F, A7), der die gesuchte Arbeit fiir die Strecke Ar angibt
und summieren schlieBlich tber alle Teilbereiche Ar. Die Arbeit ist dann gegeben durch

> F; Ar;cos oy (2.98)
Ar;
mit o; =J(F, A7) (2.99)

Gehen wir zu infinitesimalen Wegstiicken d7 iber, so erhalten wir die Arbeit als Linienintegral

C/F-dr = AlleygoAX;F}Aricosaiz

Ti

= Alrlz-IEOAzT;F'Ari . (2.100)

13
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Erlduterung des Wegintegrals tber die Kraft F entlang der Kurve C

N
\\ F(T)
s\

Y27
,\Q Y

7 (1)

C ist hierbei die Bezeichnung fur die Raumkurve () zwischen dem Anfangspunkt P, = 7 (¢1)
und dem Endpunkt P, = 7 (o).

Wir geben nun eine Mdoglichkeit an, das Linienintegral explizit zu berechnen. Dazu zerlegen
wir das Vektorfeld F' in seine Kartesischen Komponenten und setzen dies in das Integral ein.

/ﬁ-df: /(Fw, F,, F,)-df . (2.101)
Die kartesischen Komponenten sind noch eine Funktion des Ortes, d. h.

Fw = Fw(IE, Y, Z) )
Fy = Fy(x7 Y, z) )
F, = F,(z,y,2) . (2.102)

Die gegebene Raumkurve 18Rt sich auch in Komponenten schreiben als

7(t) = (z(t), y(t), 2(t)) . (2.103)

Fur das Integral bendtigen wir die Komponenten des Vektorfeldes F entlang der Raumkurve in
Abhéngigkeit des Parameters ¢. Wir erhalten dies, indem wir die entsprechenden Komponenten
der Raumkurve 7 (t) in F, F;, und F, einsetzen,

Fo(t) = F(z(t), y(@), 2()) ,
Fy(t) = Fy(e@), y(1), 2()
E(t) = F.(z(t), y(®), 2(8)) - (2.104)



Fir d7 schreiben wir

i = % dt (2.105)
o o (20 ) 2100
Fur das Arbeitsintegral ergibt sich durch Einsetzen
[Far = [(qu(t),y(t),z(t)), Fy(a(t), u(t), #(t)), Fa(e(t), y(e), 2(0) - | d
C C
- / [Fw(t)fl—erFy(t)%Jer(t)‘;—ﬂ dt . (2.107)

Dieses Integral ist in der Regel einfach zu berechnen; das Einsetzen der Grenzen nach der
Integration liefert das gesuchte Linienintegral. Wir (iben dies anhand eines Beispiels.

Das Vektorfeld £ und die Raumkurve 7 (t) seien gegeben durch

gl
[

(322 — 6yz, 2y + 3zz, 1 — 4zy2?)
7(t) = (¢t 1)

Die Komponenten der Raumkurve sind

r=t = =1
y=1t = =2t
z2=1 = z=3t

Wir setzen nun ein
- dx dy dz
Fodi = / EL L Y L Y
/ " ( a v T dt)
= /[(31&2 — 6t%) - 1+ (2t + 3t*) - 2t + (1 — 41°) - 3¢%] dt

Das Integral in den Grenzen t; = 0 und ¢, = 1 liefert dann

1

F.-di=2 . (2.108)

s
Il

t

Il
=)

Fur konservative Kraftfelder gilt nun die entscheidene Aussage, dal? derartige Wegintegrale tiber
die Kraft zwischen den Punkten P, und P unabhangig vom explizit gewahlten Weg sind und
nur vom Anfangspunkt P; und vom Endpunkt P, abhéngen. Dazu verwenden wir den Satz von
Stokes, den wir beweisen miissen.
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2.9 Koordinatensysteme

In der Physik ist es oft ratsam, bei der Losung eines konkreten Problems solche Koordinaten zu
benutzen, die der Geometrie der Aufgabenstellung entsprechen. Bei Zylindersymmetrie wahlt
man demzufolge Zylinderkoordinaten, bei Kugelsymmetrie raumliche Polarkoordinaten, usw.
Solche i.A. krummlinigen Koordinaten sind durch (nichtlineare) Transformationen aus dem
kartesischen Koordinatensystem zu gewinnen.

Koordinatentransformationen

Den Ubergang von den Kkartesischen zu den krummlinigen Koordinaten studieren wir zunichst
am Beispiel der ebenen Polarkoordinaten. In diesem Fall ist der Raum 2-dimensional und wir
haben die Transformation

(r, ) & (1, 22) (2.109)

Die expliziten Transformationsformeln lassen sich direkt aus der Abbildung entnehmen:

2
r |
x,
¢ 1
Xl
Wir erhalten
zy = rcosp=z(r,0) (2.110)
To = rsing = (1, @) (2.111)

bzw. die Umkehrtransformation

r o= yr2+a13 (2.112)
¢ = arctan 2 | (2.113)
T
Verallgemeinert fir den d-dimensionalen Raum lauten die Transformationsgleichungen

z; = 2;(y1, Y2 ... yq) flr i=1,2...d . (2.114)

Frage: Ist die Umkehrbarkeit einer Transformation immer gegeben?
Antwort: Die Umkehrbarkeit ist lokal, d.h. an einem Punkt P gegeben, falls die Funktionalde-
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terminante nicht verschwindet, d. h., wenn

gﬂ gﬂ

Y1 Ya

Ozi...2a)| _ £0 . (2.115)
3(y1. yd)

P o o
dy " Oy Iy
Das Verschwinden der Funktionaldeterminante ist immer mit dem Verlust an Information ver-

bunden, die der Ricktransformation dann nicht mehr zur Verfligung steht.
Fur die ebenen Polarkoordinaten (d=2) lautet die Funktionaldeterminante

3(151, IEQ) _
o(r, ¢)

Das zeigt, daB die Transformation tberall, auBer in » = 0, lokal umkehrbar ist.

cosp —rsing . (2.116)

sing rcosy

Koordinatenlinien

Setzen wir in allen Transformationsformeln
T=2Z(y,---ya) (2.117)
(d — 1) der insgesamt d Koordinaten y; konstant, d.h.
y; = const fir 1#7 (2.118)

dann beschreibt y; eine Raumkurve: die y;-Koordinatenlinie. Fir die ebenen Polarkoordinaten
erhalten wir damit folgendes Bild

r - Linie (¢ = const.)

T

¢ - Linie (r = const.)

Basisvektoren

Bisher betrachteten wir die Koordinaten und ihre Transformation in verschiedene Koordina-
tensysteme. Nun stellen wir dir Frage nach den zugehorigen Basisvektoren und wie man diese
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bestimmt. Uns allen sind die Basisvektoren des kartesischen Koordinatensystems gut vertraut,

1 0 0
e1=10 , €= |1 , €3=|[0 : (2.119)
0

Sie sind linear unabhdngig und orthonormal (orthogonal und normiert). Man beachte weiter-
hin, daB wir es hier mit konstanten Basisvektoren zu tun haben, die in jedem beliebigen Raum-
punkt gleich sind. Man spricht von einem raumfesten Dreibein. Diese Eigenschaft geht bei den
krummlinigen Koordinatensystemen verloren.

Zur Ableitung einer Beziehung zwischen Basisvektor und Koordinate (bzw. Koordinatenlinie)
gehen wir von

3

j=1
und dem infinitesimalen Vektor
d7?= d$1€1 + d$2€2 + d$3€3 (2121)

aus. Andererseits 143t sich d7 auch als totales Differential auffassen

o= o+ O gy O

— . 2.122
3:151 3:@ 3153 d$3 ( )

Vergleichen wir die beiden Ausdriicke miteinander, dann erhélt man die Beziehung

or

e, == ——
] ’
aIEj

(2.123)

wonach die Basisvektoren eindeutig mit den Koordinaten z; verknupft sind. Das verallgemei-
nern wir fir beliebige krummlinige Koordinaten y; zu

or
g, =b ' — 2.124
eyz Y; ayz ( )
mit dem Skalenfaktor
a—i
yi = ‘% : (2.125)
welcher die Normierung |€,,| = 1 gewdhrleistet.
Wir berechnen nun die Basisvektoren fir die ebenen Polarkoordinaten. Ausgehend von
F=11€6 + XTa€ =7TCO8Y € + 7Ssiny é (2.126)

49



erhalten wir

or _ [ —rsing and 0T = [ o8 (2.127)
Oy T COS or sin ¢
und schlieflich mit (2.125)
g, = ( Ty ) und & = ( sy ) . (2.128)
COS sin ¢

Die Skalenfaktoren sind hier b, = 1 und b, = r. Damit ist auch die Orthonormalit&t

g, &, =0y (2.129)

T J

gewadhrleistet. Wir sprechen von krummlinig-orthonormalen Koordinaten. Im Gegensatz zu den
kartesichen Koordinaten haben wir nun ein variables Dreibein.

Die Basisvektoren sind tangential zu den Koordinatenlinien.

2.10 Differentialoperatoren in krummlinigen Koordinaten

In diesem Abschnitt besprechen wir die Definitionen der Differentialoperatoren Gradient, Di-
vergenz und Rotation in orthogonalen krummlinigen Koordinaten.
Ausgehend von

or or or
dif = — d d —d 2.130
T s y1+a2 y2+3y Y3 ( )
erhalten wir mit der Definition (2.124 ) die Beziehung
i =Y by, dy; €, (2.131)
J
wobei b,; die Rolle einer “Metrik” tbernimmt.
In ebenen Polarkoordinaten gilt demzufolge
df =dre, +rdpe, . (2.132)
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Der Gradient

Die y;-Komponente von grad ¢ lautet

—

or

Oyi
0z, O 0z O Oxs O

_ -1 1 09 2 O 3 09

= by <3yi 011 * Oy; Oy * 0y, 3x3>

d¢

b, ! o (2.133)

Damit erhalten wir fur den Gradienten in krummlinigen Koordinaten

- 0 0 0 0
V=|b!— b'— b! —) = e, bt— . 2.134
(yl Oy~ ¥ Oya” ¥ Oys ; viTi dy; ( )

€ -grade = b} -grad ¢

Der Unterschied zu den kartesischen Koordinaten liegt im Auftreten der Skalenfaktoren b, .
In ebenen Polarkoordinaten lautet der Gradient beispielsweise

V=éo-+ vy g (2.135)
Die Divergenz
Mit (2.134) und der Produktregel folgt zunéchst
divi=V-a = Y (é'yi by ! g)  (058,,)
i Yi
-3 bigz DL ify (2.136)

Um diesen Ausdruck weiter vereinfachen zu kénnen, missen wir das Skalarprodukt im zweiten
Term néher untersuchen. Dazu nutzen wir

PF O

= 2.137
dy;0y;  Oy;0y; ( )
aus und folgern daraus mit (2.124):
0 o 0 S
Em (bn8) = By; (by.€y:) (2.138)
oe,.  0b,, oe,,  0Ob,,
by, 52 gy, = by oo o8y 2.139
— Yj ayz + ayz ey] Yi ayj + ayj €y; ( )
Diesen Ausdruck multiplizieren wir auf beiden Seiten skalar mit €,, und erhalten
0€,., ob,, oe,,  0Ob,,
by, €y * ok + 8ij ok = by, &y o+ 2.140
Yi~Yi ayz J ayz Yi-y ayj ayj ( )
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Der erste Term auf der rechten Seite verschwindet, da

L 0g, 1 0 /_,
It A =0. 2.141
eyz ayj 2 ayj (eyz) ( )
Damit gilt:
0e,,  Ob,, ob,. ob,,
by €y * ot = = — G = (1 — ) 2.142
Das setzen wir nun in (2.136) ein und erhalten
1 Oa; a; Ob,,
diva = —— + I V(1 —4y) (2.143)
7 by, Oy % by,by; Oy; !
Wir vertauschen jetzt die Indizes : und j in der Doppelsumme miteinander:
Oa; a; Ob,.
diva=%b" |[——+Y — Z(1-4;)]| - 2.144
Nun betrachten wir den Term mit ¢ = 1, er besitzt die Form
1 3a1 a1 aby a1 aby3] 1 [ 3a1 aby aby ]
— |t — =2+ — = ———— |by, by — + a1by, —2= + a1b,, —>
by1 ayl byz ayl byg ayl by1 byz byg v ayl e ayl o ayl
1 0
= B, b, by, 90 (by, by, a1) (2.145)
Ahnlich verfahren wir mit den Termen fiir i = 2 und i = 3. Das Endergebnis lautet
- 1 0 0 0
divad = bylby2by3 [a—% (by2by3a1) + a—y2 (by3by1 CEQ) + a—y?’ (byl by2a3)] . (2146)

Zur lllustration wenden wir (2.146) auf die ebenen Polarkoordinaten an. Mit @ = a,€, + a,€,
und den Skalenfaktoren b, = 1 sowie b, = r erhalten wir

., 110 9]
diva = . lar (rar) + ago““"] : (2.147)

Die Rotation

Die Formel fur die Rotation in krummlinigen Koordinaten leiten wir auf eine andere Art und
Weise her. Zundchst wenden wir den Nabla-Operator (2.134) auf y; an und erhalten

Vyi=b'8, bzw. &, =b, Vy. (2.148)

Damit haben wir den Basisvektor als Gradienten dargestellt. Nach dieser kurzen Vorarbeit be-
ginnen wir mit

rot @ =V X @ =V x (a18,, + a2€,, + a3&,,) . (2.149)
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Es genuigt zundchst, nur den ersten Term zu betrachten,

X (arby, Vi)
(albyl) X 6yl + (a‘lbyl)6 X 6yl

(albyl) X bz;llgyl +0

V x (a1€,,)

[l
< < <

€y 0 € 0 €y 0 ey
(@) + 52 (i) + 52 (a5

_ [é'yl 9
bylayl
€, 0 €, 0
= 0— - 7 (ab,)+ 227 (ab,
bylby2 ayQ( ' y) by3by1 ay3( ' y)
- L[—ba 9 (aby) + b i(ab)] (2.150)
by by b.’y3 v ay? o yrre ay3 o . l

In der dritten Zeile wurde rot grad y; = 0 verwendet. Wiederholt man nun die gleiche Prozedur
fir die beiden anderen Komponenten, dann erhélt man das Endresultat

. 1 . 0 0
rota = by by by, {% €y, [ayQ (asby,) — 305 (a2by2)]
. 0 0
4@wmb£wmo—@g@%ﬂ
. 0 0
+by; €y, o (azby,) — 9 (aiby,) (2.151)

Diese Formel 1Rt sich auch kiirzer in Form einer Determinante schreiben:

byl gyl by2 €y2 by3 €y3

byl a1 byz asz by3 as

2.11 Krummlinige Koordinatensysteme fur d = 3

Die bisherigen Ausflihrungen wurden am Beispiel der ebenen Polarkoordinaten (d = 2) illu-
striert. Im Folgenden sind die wichtigsten Charakteristika der zwei bekanntesten krummlinigen
Koordinatensysteme im dreidimensionalen Raum zusammengefaft.

Zylinderkoordinaten

Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) sind Polarkoordinaten (p, ¢), die fir den dreidimensionalen Raum
durch eine Hohenkoordinate (z) ergdnzt werden. Man verwendet sie zweckméagig bei Problem-
stellungen, die eine Drehsymmetrie um eine feste Achse besitzen. Letztere erkldrt man dann
zur zs-Achse.
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A

1
Aus der Abbildung entnimmt man die Transformationsformeln:

1 = pcose
To = psing
rs = <.

Fir die Funktionaldeterminante erhalt man
cosyp —psing 0
3(:31,:52,:53)

=|sing pcosp 0 |=p.
9(p; ¢, 2)

0 0 1

Die Abbildung ist also auler fiir den Koordinatenursprung p = 0 umkehrbar.

Die Funktionaldeterminante definiert das Volumenelement:
3(151, T2, IE3)
d(p, v, z)
Die Koordinatenlinien sind gegeben durch:

dV = dpdpdz = pdpdpdz .

p-Linie: von z-Achse ausgehender radialer Strahl in z1, x2-Ebene ,
@-Linie: in 1, x2-Ebene liegender Kreis mit Mittelpunkt auf z-Achse ,
z-Linie: zur z3 Achse parallele Geraden .

Nun berechnen wir die Einheitsvektoren. Der Einheitsvektor in die p-Richtung ist

. pCOS COS
or 0 ) ) .
—_— = —_— = = e
op oy psin sin ¢ ’
z 0

In diesem Fall ist b, = 1. Analog erhalten wir aus

—psin
o _ [ iese | wa =] 2
aQD - pcgsgo (2 aQD =p

54

(2.153)
(2.154)
(2.155)

(2.156)

(2.157)

(2.158)

(2.159)



den Einheitsvektor

—sing
€p = COs ¢ : (2.160)
0
Der dritte Einheitsvektor lautet schlieflich
a—i
T = ]ol|=6e. (2.161)
0z
1
Das Differential besitzt damit die Form
dif =dpé, + pdpe, +dze,. (2.162)

Mit (2.134) schreibt sich der Gradient in Zylinderkoordinaten als

- 0 10 0
=€—+€,—— +e&,—. 2.1
\Y% ep8p+e“’p3go+eaz (2.163)

Kugelkoordinaten

Fur Probleme mit Radialsymmetrie eignen sich insbesondere Kugelkoordinaten, die man auch
raumliche Polarkoordinaten nennt. Es treten neben der Lange r des Ortsvektors noch zwei
Winkel auf, die folgenden Definitionsbereich besitzen:

0<9<7r Polarwinkel

. (2.164)
0< < 27 Azimut .
3
Aus der Abbildung entnehmen wir die Transformationsformeln:
1 = rsindcosy (2.165)
Ta = rsindsing (2.166)
x3 = rcos?d . (2.167)
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Die Funktionaldeterminante lautet

sincosp rcosvcosy —rsindsing
a(xh Ta, IE3)

sin¥siny rcos¥sing rsindcosyp
9(p, 9, )

cos ¥ —rsin ¥ 0
= r?cos?¥sin cos® ¢ + r?sin cos® ¥sin? ¢ + r2sin® 9 cos? ¢
= r¥sing . (2.168)
Damit folgt das Volumenelement
dV = r?sinddr dddy . (2.169)
Die Koordinatenlinien entnehmen wir aus der Abbildung:

r-Linie:  vom Koordinatenursprung ausgehender Strahl ,
@p-Linie:  zur xz,z5-Ebene paralleler Kreis mit Mittelpunkt auf x3-Achse
¥-Linie:  Halbkreis mit Zentrum im Koordinatenursprung, berandet durch z-Achse .

Um die Basisvektoren zu bestimmen, berechnen wir zundchst die Ableitungen und ihre Betrdge
(Skalenfaktoren):

o7 sin ¥ cos ¢

é = sin ¥ sin == b =1, (2.170)
cos v

o7 cos ¥ cos

% = 7| cosdsingp = by =1, (2.171)
—sin

o7 —sindsing

é = r| sindcosy => b, =rsind. (2.172)

0

Daraus folgen die Basisvektoren:

sin ¥ cos ¢

é = sindsing |, (2.173)
cos ¥

cos ¥ cos @

€y = cos¥siny |, (2.174)

—sin ¥

—sing

€p = COs ¢ : (2.175)

0
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Das Differential in Kugelkoordinaten lautet
dif =dré, +rdiés+rsinfdpe, . (2.176)

Abschliellend sei mit (2.134) noch der Gradient in Kugelkoordinaten gegeben:

- 0 10 1 0
V =¢ + €g— e,

— — _ . 2.177
"or 7"319+e“07"sin193g0 ( )
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2.12 Satz von Stokes

Der Stokessche Satz lautet:

7{ A di = / 7 - rotA dF (2.178)
(& F
¢ bezeichnet das Integral tber einen geschlossenen Weg entlang der Kontur C'. [ dF' ist das

C F
Flachenintegral tber die Flache, die von der Kontur C' eingeschlossen wird. 77 bezeichnet den
Einheitsnormalenvektor auf AF'.

=)

AF

Wir wollen uns die Wirbelstruktur eines Vektorfeldes A mit Wirbelstruktur entlang eines Flachen-
elements A F' mit der Normalen 7i veranschaulichen.

A il

>>|
>|

Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit betrachten wir jetzt ein Fldchenelement, das in der yz-
Ebene orientiert ist.

20y
S ——
P, yztAz  p
VAV S—— 12 Jyeayz b oonz
P, y‘,z-Az P,
y
Nach der Figur ist
AF =4AyAz . (2.179)

7 zeigt in Richtung der z-Achse, d. h. 7i - rotA ergibt gerade die z-Komponente von rotA. Wir
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betrachten jetzt das Umlaufintegral
A-di = [ Agde+ [ Aydy+ | A, dz
fiar = [etes [ ]
- /Aydy-i-/Azdz . (2.180)

Das Integral Uber dz entféllt, da die Flache in der yz-Ebene liegt und somit dx = 0 ist. Die
Wegstiicke C, und C5 missen wir noch spezifizieren. Entsprechend der Figur ist

P, P Py Py
$A-a7 = [ayay+ [Ade+ [ady+ [Aden
Py Py Py Py
Ay(z,y, 2 — Az)2Ay + Ay(z,y + Ay, 2) 2 Az

—Ay(z,y, 2+ A2)2Ay — Ay (z,y — Ay, 2) 2 Az . (2.181)

Wichtig ist es dabei, die Orientierung der Wegstrecke in Rechnung zu stellen. Dies fuhrt zu den
unterschiedlichen Vorzeichen.

Fur das Vektorfeld A fithren wir nun eine Taylor-Entwicklung um den Punkt (z,y, z) durch.
Die Entwicklung wird nach dem zweiten Glied abgebrochen. Also gilt ndherungsweise

Ayz,y, 2z — Az) = Ay(z,y,2) — % Az + O(AZ?) . (2.182)
Dies fihrt insgesamt auf
?{A'.df ~ lAy _ %Az] 2 Ay + lAz+ ag;z Ay] 2Az
_ [Ay—i— %Az] 2Ay — [AZ - 3@1‘; Ay] 2Az
= AF (rotd), (2.183)
Wir teilen durch AF und bilden den Limes AF' — 0
Alzirrgo (?{ KA;Z’F) - 88/; B aaiy ' (2.184)

Wir verallgemeinern jetzt den Sachverhalt zu Flachen, die beliebig im Raum angeordnet sind.
Es folgt dann

— /_f -dr
ji-rotd = lim dr (2.185)

F=0 AF
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Wir kehren jetzt zuriick zum eigentlichen Beweis des Stokesschen Satzes. Gegeben sei ein
Vektorfeld A. Wir berechnen das Linienintegral entlang eines geschlossenen Weges.

W =7{ i dr (2.186)
C

Wir kdnnen W als Summe Kleinerer Teilbeitrage AW verstehen. Wir spalten den Integrations-
weg folgendermalien auf.

A
A
A

» » »
> > >

Der Beitrag der inneren Teilstlicke hebt sich hier offensichtlich jeweils weg. Wir betrachten
letztlich infinitesimale Flachenelemente dF'. Fir einen Beitrag AW; erhalten wir nach (2.185)

— 14" d’l? -
AW, = A-di= AF; = (ii-rotA); AF; . 2.187
[ Aar=f S0 (7 - rotd) (2.187)
Wir integrieren und erhalten
W = J A.-dif = A%gozi: o A.-dif = Al}ggozi:(n - rotA); AF;
- / 7 rotAdF (2.188)
F

Dies ist gerade der Stokessche Integralsatz.

2.13 Konservatives Kraftfeld

Fir ein konservatives Kraftfeld gilt rotF = 0 und damit weiter
fﬁ-df:o . (2.189)
(&

Auch dies kann als Definition eines konservativen Kraftfeldes herangezogen werden. Die Aus-
sage (2.189) gilt fir beliebige Wege.

Y,
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/ F.di = 0 (2.190)

C1+Cs
P2 Pl
/ Fodi+ / F-di = 0
P C Py Cy
Py Py
- / Fdi - / Fodi
P C P Co
Dies ergibt die Wegunabhangigkeit
P2 P2
/ Fedi= / Fodr . (2.191)
P Cq P Cy
Da fiir konservative Kréafte ferner gilt
F=-VV |, (2.192)
erhalten wir
7 oV . 8V 8V
—/6v-df=—/(—dx+—dy+—dz> . (2.193)
/ / ox oy 0z

Dies laRt sich durch das totale Differential dV ausdriicken, das definiert ist durch
oV 1% 1%

dV = —d —d —dz . 2.194
5z T+ By Y+ pp z ( )
Somit haben wir
2 2
—/6V-df= —/deV(l) V() . (2.195)
1 1

Das Arbeitsintegral hdngt also nur von den Funktionswerten V" an den Stellen 1 und 2 ab, nicht
aber vom speziellen Weg entlang dessen das Integral ausgefiihrt wird.

wW=Vv(1)-V(2) (2.196)
Die Arbeit W hatten wir definiert als

W=+ [ FF@rt)-df (2.197)

Diese GroRe hangt im allgemeinen ab von
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1. Kraftfeld ¥

2. Endpunkten P, P,

3. Weg C

4. zeitlichen Bewegungsablauf

Falls F' = F(7) ist, entfallt natiirlich 4., d. h., dann hangt W nur noch von der Beschaffenheit
des Weges ab, nicht mehr von dem zeitlichen Ablauf der Bewegung des Massenpunktes langs
der Bahnkurve. Die Integrationsvorschrift in (2.197) stellt ein Kurvenintegral dar. Man kann
dieses Kurvenintegral auf gewohnliche Riemann-Integrale zurtickfiihren. Wir transformieren
auf einen Parameter «, der beispielsweise durch die Zeit ¢ gegeben sein kann. Mit 7 = 7(«)
folgt

de . (2.198)

Damit bekommen wir

de . (2.199)

2.14 Einige Grolen der Mechanik

Mit dieser Transformation definieren wir jetzt den Begriff der Leistung (« = t)
W  d |
p=%"_ —/ﬁ(F(t’),F(t’),t’) R d (2.200)

Damit folgt

P=F(7(t), 7(t),t)-7(t) . (2.201)

[P]=——="——=Watt . (2.202)
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Auf die Leistung P stofRen wir, wenn wir die Newtonsche Bewegungsgleichung skalar mit der
Geschwindigkeit multiplizieren.

mi-F=F-7 . (2.203)

Die linke Seite ist die Zeitableitung der kinetischen Energie

1 .
T = 5 mr? . (2.204)
Es ist
1 . .. L.
%Tzigmﬂsz-y?:F-F:P : (2.205)
Integrieren wir dies in den zeitlichen Grenzen ¢; und £, > %, so folgt
1 . .

Die Arbeit, die an einem Massenpunkt langs seines Weges geleistet wird, dient also dazu, seinen
Bewegungszustand zu dndern.

Wir wollen die verrichtete Arbeit noch einmal etwas ausfihrlicher auswerten.

[23 AP [23 [23 di
/ﬁ-—rdt = [Fogdt=[mZ vat
dt dt
21 t1 131
7 — 71— 1 7 — = 1 2 b2
= m/vdvz—m/d(v ¥) = —muv
t1
t t1
I, 1
= 5 muy — 5 mu = -1 . (2.207)

Auf der anderen Seite haben wir bereits abgeleitet, daB fuir konservative Krafte gilt
F=-VV (2.208)
und dal’ wir fur die Arbeit erhalten
W=V-V (2.209)

mit V; = V(Py) und V, = V(P,). Kombinieren wir nun die Gleichung (2.207) mit (2.209), so
folgt

L-Ti=Vi—V; (2.210)
oder
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oder

1 1
3 mv% +V = 5 mv% + Vs . (2.212)
Die GroRe
E=T+V | (2.213)

also die Summe der kinetischen Energie und der potentiellen Energie, nennen wir die Gesamt-
energie. Damit bekommen wir die bedeutende Aussage: In einem konservativen Kraftfeld ist die
Gesamtenergie eine Konstante. Es gilt der Energieerhaltungssatz. Firr konservative Kraftfelder
bezeichnen wir die Gesamtenergie auch als Hamilton-Funktion des Systems

H=T+V=E . (2.214)

Mit dem Impuls

as71
I
3
<y

(2.215)

folgt fiir die Hamilton-Funktion mit 72 = v?

1 2 P2
H=-mvr+V=—+V . (2.216)
2 2m

Generell schreiben wir

H=H®Fpt) . (2.217)

Als néchstes definieren wir den Kraftstol3 durch das Zeitintegral tiber die Kraft

t2
/th / (m?) dt = /d (mv) = mv =mibe—mvy=pe—p1 . (2.218)

t1

Der Kraftstol3 entspricht gerade der Impulsédnderung. Diese Aussage bleibt auch dann giltig,
wenn die Masse variabel ist und wenn die Kraft nichtkonservativ ist.

Weiterhin definieren wir fuir konservative Kraftfelder die Lagrange-Funktion

1
L=T—V=§mﬁ—v : (2.219)

Die Wirkung ist definiert als

to
AE/Lﬁ. (2.220)
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Fir ein freies Teilchen, das sich mit konstanter Geschwindigkeit v bewegt, folgt

t2

1 1
A = t/gmv2dt= §m122 (to — t1)
1 (z3—21)? 1 (wp—z)?
= —-m-——(a—t)=cm—-—"75% . 2.221
2 (ta—1)? L 2 (ta—1) (2:221)

Wir schreiten weiter vor in unserer Kette von Definitionen. Wir multiplizieren die Newtonsche
Grundgleichung vektoriell mit 7#

m(Fx7)=7xF . (2.222)

Auf der linken Seite steht die Zeitableitung des Drehimpulses

L=m(FxF)=Fxmi=FxXp . (2.223)
Es ist
G E L X F) = mf x Fmi X F = m X 7 (2.224)
dt~  dt =~ N ' '

D=M=7xF . (2.225)
Damit gilt
Ly (2.226)
a L= .

Ist das Drehnmoment identisch Null, so gilt der Drehimpulserhaltungssatz

- d =d =d
M=0 & o L=0 und L= const. . (2.227)

Es gibt zwei Mdglichkeiten fiir M =0:
1. F=0 (trivialer Fall)
2. F17 (Zentralfeld)

Fir ein Zentralfeld
F=f(F71t)-e (2.228)

gilt also der Drehimpulserhaltungssatz.
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3 Der harmonische Oszillator

3.1 Der ungedampfte Oszillator

Wir wenden uns jetzt einer speziellen Kraftform zu, die von fundamentaler Bedeutung fiir die
gesamte Physik ist. Es ist das lineare Kraftgesetz oder das Hooksche Gesetz

F=—kze, . (3.1)

Die Kraft steigt linear an in Richtung der Auslenkung aus der Ruhelage, fur die hier die z-Rich-
tung gewahlt wurde. Die Kraft ist der Auslenkung entgegengerichtet. Die Proportionalitdtskon-
stante k heilst Federkonstante, Elastizitatskonstante oder Steifheitsfaktor. Die grofie Bedeutung
des harmonischen Oszillators liegt darin begriindet, daB er nicht nur in der Mechanik auftritt,
sondern in seinen Analoga weite Teile der Elektrodynamik und der Atomphysik beherrscht. Im
Mikrokosmos spielt er eine tragende Rolle, auch Schwingungen des Vakuumzustandes lassen
sich durch harmonische Oszillatoren beschreiben. Als erstes Beispiel betrachten wir die hori-
zontale Bewegung einer Masse, die mittels einer Feder mit einer Wand verbunden ist.

______________

Reibungseffekte jeglicher Art auch auf der Unterlage wollen wir zundchst vernachléssigen. Die
Kraft, die beim harmonischen Oszillator wirkt, ist eine riicktreibende Kraft, die stets bestrebt
ist, die Ruhelage herzustellen. Zunéchst wollen wir feststellen, ob das lineare Kraftgesetz ein
konservatives Kraftgesetz ist. Mit £ = —kx &, finden wir

-
€

—

€y €3
— a - a —
rotF' = —k 3% 3% 3% :—k<£$62—%$63>:0 . (3.2)
z 0 0

Somit ist die Kraft konservativ, und es gilt der Energieerhaltungssatz

1
5 mv® + V(z) = E = const. (3.3)
Wir errechnen das Potential zu
V(z) = —/ﬁ cd7 = — [ (=kz,0,0) - (dz, dy, d7)
0 0

66



In der Tat folgt umgekehrt damit wieder

F=—gradV(z) = —83 (% kx2) € = —kzé,
T

Die Energiegleichung fir den harmonischen Oszillator lautet damit

1 9 1
- —kx*=F
2mv +2 T

Auch die zugehorige Newtonsche Grundgleichung wollen wir etwas umformen

d*x -
m—=¢€ =F =—-kz¢é
2 & 1

Wir gehen zur Skalargleichung tber und dividieren durch die Masse m.

d*z k
T _ M,
dt? m
Jetzt fuihren wir abkiirzend die Kreisfrequenz w ein
k
w?r=—=
m
und erhalten damit
d’z 9
W +wz=0

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

Um das Weg-Zeit-Gesetz abzuleiten, missen wir diese Differentialgleichung zweiter Ordnung
16sen. Bevor wir uns der Losung dieser Differentialgleichung zuwenden, wollen wir noch ein-
mal die Grundbedeutung des harmonischen Oszillators fur zahlreiche Schwingungsphdnomene
herauskristallisieren. In der Mechanik 1aRt sich die Schwingung eines Pendels um die Ruhelage

als harmonischer Oszillator verstehen.

Das Pendel als harmonischer Oszillator
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Beim mathematischen Pendel hat das Potential die Form
V(z) = mgh =mgl(1 —cosa) . (3.11)

Fir o & 0 kann es durch ein harmonisches Potential

1
V(i) = Emgloz2 (3.12)

angenahert werden. Das Oszillatorpotential hat die Form einer Parabel mit dem Minimum bei
x = 0. Generell kdnnen Potentiale mit einem Minimum in der direkten Umgebung des Mini-
mums durch ein Oszillatorpotential gendhert werden.

1 V(X)l

Kleine Auslenkungen entsprechen dann immer einer Oszillatorbewegung. Viele komplizierte
Schwingungsvorgédnge lassen sich so naherungweise als harmonische Oszillatoren beschreiben
und auf diese Weise relativ einfach behandeln. Im Gleichgewicht (bei z = 0) miissen die Kréfte,
die am Massenpunkt angreifen, verschwinden, d. h.

F=-VV=0 . (3.13)
Entwickelt man das Potential in eine Taylor-Reihe

V($)=%+a1$+%$2+"' ; (3.14)

so folgt aus der Gleichgewichtsbedingung, dal? a; = 0 sein muf3, eben wegen 13(0) =0
Daher gilt

V(fv)=%+a2—2w2+--- : (3.15)

was gerade dem Potential des harmonischen Oszillators entspricht. Die Konstante V{, kann weg-
geeicht werden.

Ein weiteres Beispiel fir den harmonischen Oszillator in der Atomphysik sind Hantelmolekiile.
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molekulare
Elektronenbahn

©- Aoy

atomare
Elektronenbahn

In einem zweiatomigen Molekul kdnne die Atome in Richtung der Molekuilldngsachse schwin-
gen. Die Bindung der Atome aneinander erfolgt durch sogenannte molekulare Elektronen, d. h,
solche Elektronen, die um beide Kerne gemeinsam kreisen. Atomare Elektronen sind jene, die
nur entweder den einen oder den anderen Atomkern umkreisen.

Auch viele Atomkerne lassen sich durch harmonische Oszillatoren parametrisieren. Manche
Atomkerne, wie z. B. die seltenen Erden oder die Aktiniden sind deformiert und haben teilwei-
se die Form einer dicken Zigarre.

Vibration

T /

Die Verkiirzungen und Verlangerungen der “Zigarre” heil3en 8-Schwingungen. Die Verkiirzun-
gen und Verdickungen des Bauches heillen v-Schwingungen. Der zigarrenformig deformierte
Kern kann auch Rotationen ausfiihren. So entstehen die sogenannten Rotationsschwingungs-
spektren. Ein Kernpotential hat typischerweise die folgende Struktur.

V(x)
AbstoRendes Kompressionspotential

Harmonische Naherung

Coulombsches
/ AbstoRungspotential

! 1
\ '
'
! '
! i
! 1
\ I
\ y
\

anziehendes
nukleares Potential

Durch die kurzreichweitigen Kernkréafte entsteht ein anziehender Potentialbereich, der zu Kern-
molekiilen fiihrt. Wenn sich bestimmte Atomkerne (z. B. C'2, 0'%) gegenseitig durchdringen,
konnen sie kurzlebige, aber stabile molekiilahnliche Zustédnde bilden. Auch das Potential der
Kernmolekiile kann harmonisch genéhert werden.

Nach diesen einfuhrenden Betrachtungen wollen wir uns der formalen Losung der Oszillato-

69



rengleichung zuwenden.
i+wlz=0 . (3.16)

Bei der Losung dieser Differentialgleichung 2. Ordnung tauchen zwei Integrations-Konstanten
auf, die durch die Anfangsbedingungen bestimmt werden. Die Anfangsgeschwindigkeit (0)
und der Anfangsort z(0) sind beliebig wahlbar. Daher muf3 die allgemeine Losung zwei freie
Konstanten enthalten. Die Differentialgleichung (3.16) ist homogen, denn auf der rechten Seite
steht Null und kein z-unabhéngiger Term etwa der Form

i+wlr=f(t) . (3.17)

Die Differentialgleichung (3.16) ist auch linear. Dies impliziert, daR das Superpositionsprinzip
gilt. Haben wir zwei spezielle Losungen der Differentialgleichung, etwa z(¢) und z5(t), S0
genugt jede Linearkombination

z(t) = Az1(t) + B zo(t) (3.18)

ebenfalls dieser Differentialgleichung. Dabei sind A und B beliebige, frei wahlbare Konstanten.
Diese Linearkombination z(t) enthdlt zwei freie Konstanten A und B, d. h. die Linearkombi-
nation xz(t) ist bereits die allgemeine Losung von z(¢). Um zu Uberpriifen, daB unsere Annah-
me stimmt, denken wir uns zwei spezielle Losungen z;(t) und z(t) der Differentialgleichung
(3.16). Es soll also gelten

Iil + w2x1 =0 , (319)
Eo+wlty, = 0 . (3.20)
Setzen wir z(t) = Az, (t) + Bzo(t) in die Differentialgleichung ein, so erhalten wir
(AIEl + BIEQ) + w2(AIE1 + BIEQ)
(AIEl + w2AIE1) + (BIEQ + w2BIE2)
= A(F, +win)) + B(dy + w’zy)
=0 . (3.21)

F+wler =

z(t) lost also die Differentialgleichung. Um die Differentialgleichung (3.16) zu lésen, bendtigen
wir also zwei Ldsungen z1(¢) und z(t). Diese Losungen sind beispielsweise

z1(t) = coswt (3.22)
zo(t) = sinwt . (3.23)
Bilden wir jeweils die zweite Ableitung
i(t) = —w’coswt (3.24)
io(t) = —wisinwt (3.25)
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und setzen dies in die Differentialgleichung (3.16) ein, so erhalten wir

1+ w?r, = —w?coswt+w?coswt=0 |, (3.26)

Fo +w?zy = —w?sinwt+w?sinwt=0 . (3.27)

Beide Ansdtze erfiillen die Differentialgleichung (3.16). Weiterhin sind Sinus und Cosinus li-
near unabhédngige Funktionen, d. h. es gibt keine Konstante ', so dal’ C' sin wt = cos wt fur alle
Zeiten t. Die allgemeine Ldsung der Differentialgleichung des harmonischen Oszillators lautet
demnach

z(t) = Acoswt + Bsinwt . (3.28)

Wir wollen die Form der LOsung etwas umgestalten und schreiben

Acoswt + Bsinwt = VA2 + B? (\/ﬁ cos wt + % sin wt) (3.29)
Nun setzen wir
A
e = s (3:30)
Dann wird
sing = /1 — cos?p = 1_14211232 ~ \/1% . (3.31)
Somit erhalten wir
z(t) = VA2 + B2 (cos ¢ coswt +sin ¢ sinwt) . (3.32)
Wir schreiben dieses Ergebnis als
z(t) = D cos(wt — ) (3.33)
mit
D=+A?4+ B? (3.34)
und
tanp = % . (3.35)

Dabei benennen wir folgende GrofRen:

1. w : Kreisfrequenz
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2. D: Amplitude

3. : Phasenwinkel

1 _ 27 . ;
5. T=45= U” : Schwingungsdauer.

Man erhélt die Schwingungskurve, in dem man die Sinus- und die Cosinuskomponente der
Schwingung uberlagert. In dem abgeleiteten Weg-Zeit-Gesetz haben die freien Konstanten A
und B noch keine physikalische Bedeutung. Sie werden aber durch die Anfangsbedingungen
eindeutig bestimmt. Geben wir z(0) = z¢ und v(0) = v, vor, so kdnnen wir A und B berechnen

zg = z(t=0)=Acosw0+ Bsinwd=A4 (3.36)
vo = v(t=0)=—Awsinwl+ Bwcoswl = Bw , (3.37)
(3.38)

also zusammengefaft
zg=A |, (3.39)
vg=Bw . (3.40)
Damit kdnnen wir unsere Losung in der Form

z(t) = o coswt + 0 sin wt (3.41)
w

schreiben. Durch Umformen erhalten wir

z(t) =1/ + Z—i cos(wt — ) (3.42)

tangp = 2 (3.43)
WIo

mit

Aus dieser Form kdnnen wir auch sofort die Amplitude der Schwingung ablesen

2 g
D=\lad+25 . (3.44)

Einige Spezialfélle verdienen eine besondere Beachtung.

1. Wir lenken den Oszillator anfangs um z, aus, lassen ihn dann los und betrachten seine
Schwingung. Die Anfangsbedingungen lauten offenbar

g = z(0) , (3.45)

v = v(0)=0 . (3.46)



Dies ergibt sofort
z(t) = xgcoswt . (3.47)
Die Anfangselongation ist gleichzeitig die Amplitude der Schwingung.

2. Wir stol3en den Korper in seiner Ruhelage an und verleihen ihm die Geschwindigkeit vy.

zo=2z(0) = 0 , (3.48)
v(0) = vy . (3.49)
Dies fuhrt auf
z(t) = 0 sinwt = 2 cos (wt — i) : (3.50)
w w 2

Die Amplitude der Schwingung ist D = 20.

Dies kdnnen wir auch aus dem Energieerhaltungssatz herleiten. Es ist

1 1 1
3 mo? + 3 kx> = FE = 3 mvy . (3.51)
Hat der Korper den Maximalausschlag D erreicht, so ist v = 0. Also folgt
1 1
5 kD?* = 5 mug (3.52)
und weiter
2
m (%
D? = - va = w—‘; (3.53)
und somit
D=2 (3.54)
w

3.2 Der gedampfte harmonische Oszillator

Als Beispiel fiir einen gedampften harmonischen Oszillator sei wieder eine Masse m mit einer
Feder verbunden. Die Masse gleite reibungsfrei auf der Unterlage, aber durch die Reibung am
umgebenden Medium komme eine geschwindigkeitsabhdngige Reibungskraft (z. B. Luftwider-
stand) hinzu. Fir diese setzen wir den Stokesschen Ansatz an

Fr=-87 . (3.55)
Damit lautet die Bewegungsgleichung

m— =—kx—fv . (3.56)



Wir haben hier gleich die skalare Version gewahlt. Es gilt

mi+pPr+kz=0 . (3.57)
Wir dividieren durch m und setzen
20 = P, (3.58)
m
o= E (3.59)
m
Es folgt
F4+2yi+w’r = 0 . (3.60)

Dies ist wieder eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, aufRerdem ist sie homogen.
Wieder miissen wir zwei linear unabhédngige Losungen z(t) und z2(t) suchen und erhalten
dann durch Linearkombination die allgemeine Losung. Da die Differentialgleichung bis auf
konstante Koeffizienten nur Ableitungen von z(t) enthdlt, und die Exponentialfunktion beim
Differenzieren auch bis auf konstante Koeffizienten erhalten bleibt, versuchen wir es mit dem
Ansatz

z(t) = e . (3.61)
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert
MM Loy et L w2eM =0 . (3.62)
Fur alle Zeiten gilt
eM£0 . (3.63)
Dies erlaubt es uns durch e** zu dividieren.
N2y d+w?=0 . (3.64)
Dies ist die sogenannte charakteristische Gleichung. Sie wird durch die beiden Werte

Aijg = =y /7% — w? (3.65)

erflllt. Somit haben wir zwei spezielle Losungen gefunden

r,(t) =Mt = V7wt , (3.66)
To(t) = et = e eVt (3.67)

Die allgemeine Losung lautet infolgedessen
z(t) = AeMt 4 BeM? | (3.68)

Je nach dem Wert des Ausdrucks v/~v? — w? ergeben sich nun die drei verschiedenen Fille der
Schwingungsgleichung

74



a) v < w?: Die Wurzel ist imaginar.
b) +? = w? : Die Wurzel verschwindet, wir erhalten durch den Ansatz nur eine Lésung.
c) v* > w?: Die Wurzel ist reell.

Wir behandeln jetzt die drei Félle getrennt.
a) In diesem Fall liegt eine schwache Dampfung vor. Es ist 72 < w?. Damit lautet die allgemeine
Losung

z(t) = e (A eVt L Bev 72_w2t)
= ¢ (A e VW=7t L Bemiv “2_7%) . (3.69)

Die Losung sieht formal so aus, als wére sie komplex. Bei geeigneter Wahl von A und B ist das
jedoch nicht der Fall. Um eine reelle Losung zu erhalten, erinnern wir uns an die Eulerschen
Formeln

e¥ = cosp-+ising (3.70)
e = cosp—ising . (3.71)
Durch Addition dieser beiden Gleichungen erhalten wir
€% + e =2cos g (3.72)
und durch Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten

e¥ —e ¥ =2isingp . (3.73)

Mit dieser Erkenntnis formen wir die Losungsanséatze der Differentialgleichung um. Zuerst set-
zen wir

QP =w?—9° (3.74)
und schreiben zwei spezielle Lsungen als
T (t) = e e | (3.75)
To(t) = e e M | (3.76)
Jetzt bilden wir die Linearkombination

1 . .
/ _ =t iQt —iQt
z(t) = 5 € i (e +e ) , (3.77)

ThH(t) = —%e‘”t (emt — e‘mt) : (3.78)
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Auch diese beiden Ldsungen sind spezielle Losungen der Differentialgleichung fiir den geddmpf-
ten harmonischen Oszillator. Wir stellen sie jetzt dar als

i (t) = e McosQt (3.79)
T5(t) = e "sinQt . (3.80)

Diese Losungsstruktur ist offensichtlich reell. Daraus ergibt sich die allgemeine Form der Losung
z(t) = e " (A cos Ot + B sin Q) (3.81)

mit Q2 = w? — 2. Die Koeffizienten A und B sind reell. Diese Gleichung konnen wir in
Analogie zu unseren fritlheren Betrachtungen umschreiben in die Form

z(t) = De ™ cos(Q — ¢) (3.82)
mit
D?*=A*4+B? (3.83)
und
B
tanp = i - (3.84)

Geben wir nun eine graphische Darstellung der Losung an, so erhalten wir die Kurve einer

gedampften harmonischen Schwingung, die zwischen zwei Exponentialkurven eingeschlossen
ist.

Graphische Darstellung der Amplitude eines schwach geddampften Oszillators mit den
Anfangsbedingungen z(0) = 0 und £(0) > 0.

Aufeinanderfolgende Maximalausschldge seien z,, und =, 1, die zu den Zeiten £, bzw. ¢, =
t,+T =1, + %” angenommen werden. Wir erhalten

Tn D e cos(Qt, — @)
Tny1  De ") cos(Qy, + 2 — )

2r
Q

:e’y

=T . (3.85)
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Weiter ergibt dies

. 2
ad :'yT:'yﬁ?T . (3.86)

In

Tnt1

Dies ist das sogenannte logarithmische Dekrement, das zur experimentellen Bestimmung der
Abklingkonstanten ~ oder der Ddmpfungskonstanten 5 tber die Messung von z,, und z,.1
benutzt werden kann.

Als ndchstes diskutieren wir den aperiodischen Grenzfall mit w? = ~2. Nimmt im Fall der
gedampften Schwingung die Reibung immer mehr zu, so wird schon der zweite Ausschlag
relativ klein. Schliellich geht die Masse gar nicht mehr durch die Ruhelage hindurch, sondern
kommt gewissermalen in dem Augenblick, wo sie die Ruhelage erreicht, zum Stillstand. Dieser
Sonderfall tritt fur v* = w? auf. Wir missen jedoch feststellen, daB in diesem Fall die beiden
Losungen, die wir oben gewonnen haben, zusammenfallen. Somit steht uns zunédchst nur eine
Ldsung, namlich

Ti(t) =e (3.87)

zur Verfiigung. Um eine zweite Losung zu finden, betrachten wir nicht unseren Grenzfall, son-
dern eine minimal starker gedampfte Schwingung

V=w+e? . (3.88)

Dann gibt es wieder zwei Ldsungen, die wir in eine Taylor-Reihe entwickeln kdnnen

g? g’
Mt = Vet = e (1 + et + o 2 + 3l £+ > ) (3.89)
g? g’
6)‘2t = 6_7t e_st = 6_7t (1 — et + 5 t2 — ? t3 —+-- > . (390)

Wir bilden eine Linearkombination dieser Losungen. Wir subtrahieren die zweite Losung von
der ersten und dividieren durch . Dann lassen wir £ gegen 0 streben

— —t 53
lim % = lim-— (25t+2—t3+--->
e—0 £ e—0 g 3!

= 1ir%e—7t <2t+2—t3 + - ) =2te " . (3.91)
e—

Da die Differentialgleichung, von der wir ausgegangen sind, linear ist, muf auch diese Line-
arkombination eine Losung der Differentialgleichung sein. Wir vergewissern uns und setzen
z = te~ " in die Differentialgleichung ein.

P42yt +uwiz =0 . (3.92)
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Es ist

T = e —qte | (3.93)
Tr = —y e Tt _ y e M —+ 72t e Mt = ’Y2t et — 2’)’ e . (394)

Somit folgt

F4+2vi +wilr = (Pte — 2ve ) + 2y(e " — yte ™) + wie ™
= (W—-)te =0 |, (3.95)

weil im Grenzfall gilt w? = 2. Somit ist auch z(¢) = te~" eine Losung der Differentialglei-
chung. Mit den zwei speziellen Losungen

n(t) = e™ (3.96)
To(t) = te (3.97)

koénnen wir die allgemeine Losung hinschreiben,
z(t) = (A+ Bt)e " . (3.98)

SchlieBlich studieren wir noch das tiberdampfte System. Ist die Dampfung noch starker als im
eben diskutierten Fall, d. h. ist v* > w?, so kehrt die Masse viel langsamer zur Ruhelage zuriick.
Die allgemeine Losung lautet dann

z(t) =" (Ae\/mt + Be‘mt) : (3.99)

In diesem Fall kriecht die Masse nach dem ersten Ausschlag nur allméhlich in die Ruhestellung
zuriick, d. h. der Oszillator vollfuihrt eine Kriechbewegung.
Wir betrachten nun die graphische Darstellung der beiden zuletzt diskutierten Falle.

X(t)

>t
b ist der aperiodische Grenzfall. ¢ entspricht der Kriechbewegung. Offenbar kehrt im aperiodi-
schen Grenzfall der Oszillator am schnellsten wieder in die Ruhelage zurtick, deshalb ist er bei
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der Dampfung von Mef3geraten von grofRer Bedeutung. Im aperiodischen Grenzfall stellt sich
der MeRwert am schnellsten wieder ein, weil das MeRinstrument als gedampfter Oszillator ei-
ne Schwingung vollfuhrt, aber aufgrund der Dampfung nach der ersten Viertelperiode stecken
bleibt.

Schlie3lich wollen wir noch den Energiehaushalt des schwingenden Systems bei Dampfung
untersuchen. Dazu gehen wir direkt von der Differentialgleichung aus

4wt =2y . (3.100)
Wir multiplizieren diese Gleichung mit &
$i+wird =273 . (3.101)

Auf der linken Seite steht nun ein vollstandiges Differential

d (1 2
Clg2 e g2} = 952 (3.102)
2 2

Die linke Seite ist aber, wenn man die Gleichung noch mit m multipliziert, nichts anderes als
die zeitliche Ableitung der mechanischen Gesamtenergie des schwingenden Systems.

d d

— (T =_FE=-8i*< . :
ZT+V)=— Bi* <0 (3.103)
Demnach ist die zeitliche Ableitung der Gesamtenergie der Feder nach der Zeit negativ, d. h. die
Gesamtenergie des Systems nimmt bei der Dampfung standig ab, weil durch Reibung dauernd

Energie in Warme umgewandelt und nach aul3en abgefihrt wird.

3.3 Losung von Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Linear ist die Differentialgleichung, wenn z, £, & linear vorkommen, wenn also die Gleichung
folgende Gestalt hat

Ai+Bi+Cz+D=0 |, (3.104)

wobei A, B, C, D Funktionen von ¢ sein konnen. Wenn der Term D fehlt, nennen wir die
Gleichung homogen. Wenn z, (¢) eine homogene, lineare Differentialgleichung 19st, so ist auch
cx1, wobei ¢ eine Konstante ist, eine Ldsung. Wenn z; (t) und z2(t) Losungen sind, so ist auch
c1z1 und cozo mit beliebigen Konstanten ¢; und ¢ eine Losung. Da die allgemeine Lésung einer
Differentialgleichung zweiter Ordnung zwei und nur zwei willkirliche Konstanten enthalt, hat
man eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung allgemein geldst, wenn man
zwei linear unabhangige Losungen kennt.
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Wenn man ein Ldsung z,(¢) einer inhomogenen linearen Differentialgleichung (3.104) gefun-
den hat, also

A& (t) + By () + Cay (1) + D =0 (3.105)

gilt, und z(t) eine Losung der durch Weglassen von D entstehenden homogenen Gleichung,
also

ist, so erhdlt man mit z(t) = zo(¢) + z1(¢) wieder eine Ldsung von (3.104). Es ist ndmlich

A(IEO +Ii1) +B(It0 +I.E1) +C(IE0 +IE1) +D =
A(&o) + B(do) + Czo) + A(d1) + B(@1) + C(@) + D = 0 . (3.107)

~ ~~

Eine inhomogene lineare Differentialgleichung ist also allgemein geldst, wenn man die homo-
gene allgemein geldst hat und eine spezielle Losung der inhomogenen dazu addiert. Man kann
sich auch leicht davon Uiberzeugen, dal} zwei vermutete verschiedene Ldsungen der inhomoge-
nen Differentialgleichung z; (t) und z2(¢) einander gleich sein miissen bis auf eine Lésung der
homogenen Differentialgleichung. Es folgt ndmlich aus

A#1 + Biy + Czy = —D = Ay + By + Cay (3.108)
sofort
AZy + Biy + Cxy = Aig + Big + Cuay (3.109)
und weiter
Alxy —x9)" + By —22) + Cxz1 —22) =0 (3.110)

d. h. die Differenz z; — x5 der beiden speziellen Losungen muf Losung der homogenen Glei-
chung sein. Homogene lineare Gleichungen mit konstanten Koeffizienten (A, B, C) 16st man
mit dem Ansatz

z(t) = e . (3.111)
Aus der homogenen Differentialgleichung
AZ+ Bt +Cz =0 (3.112)
erhdlt man die algebraische Gleichung fir A,
AN +B N+C=0 . (3.113)
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Sie wird charakteristische Gleichung genannt. Ihre zwei Losungen geben, wenn sie nicht gerade
zusammenfallen, zwei Losungen der Differentialgleichung und damit die allgemeine Ldsung

z = creMt + et . (3.114)

Wenn die quadratische Gleichung in A nur eine Ldsung hat, so ist, wie man leicht nachrechnet
— entweder direkt oder durch Grenziibergangsbetrachtungen —

T = ceM + ¢yt et (3.115)
die allgemeine Losung der Differentialgleichung.

Besonders einfache Differentialgleichungen zweiter Ordnung sind

io= 1), (3.116)
i o= fl@) , (3.117)
i = flz) . (3.118)

Im ersten Fall ist die Beschleunigung eine Funktion der Zeit, im zweiten Fall ist die Beschleu-
nigung eine Funktion der Geschwindigkeit und im dritten Fall des Ortes. (3.116) ist durch zwei-
fache Integration zu lI6sen. Haben wir eine Differentialgleichung erster Ordnung vorliegen der
Art

E=f(t) (3.119)

so erhalten wir sofort
t
2(t) = / F#)dl + 30 . (3.120)
0

Analoges gilt fur die Losung von (3.116). (3.117) ist eine Differentialgleichung von erster Ord-
nung in . Mitv = ¢ folgt

b= f(v) . (3.121)

Dies ist von der gleichen Struktur wie

&= flz) , (3.122)
die wir folgendermafen umformen
dx
dt = — . 3.123
7(a) (8429)



Wir integrieren und erhalten

Z

dz’
tz)=[| ——<+t . 3.124
( ) J f(IE') 0 ( )
Durch Inversion folgt z(t). (3.118) fiihrt man Gber in
i = f(x) (3.125)
also
. dz dz
und somit
zdi = f(z)dz . (3.127)
Die Integration ergibt
Lo [
5 —/f(:v)d:v ol (3.128)
zo

Wir erhalten also eine Differentialgleichung der Struktur
z=px) , (3.129)

die wir, wie oben beschrieben, 16sen kdnnen.

3.4 Harmonischer Oszillator mit auRerer Kraft

Als konkrete physikalische Anwendung betrachten wir jetzt einen harmonischen Oszillator mit
dulerer Kraft. Ein Oszillator mit der Eigenfrequenz w besitze keine Dampfung (8 = 0) und
werde mit einer harmonischen duf3eren Kraft derselben Frequenz w erregt. Das untersuchte

Kraftgesetz lautet also
s o+ Fycoswt (3.130)
m—s = —RT w . .
di? °

Mitw? = k/m und fo = Fy/m erhalten wir
&+ w?s = fycoswt . (3.131)

Dies ist jetzt eine inhomogene Differentialgleichung zweiter Ordnung. Um die allgemeine
Losung der Gleichung (3.131) zu erhalten, addieren wir zu der allgemeinen Losung der ho-
mogenen Differentialgleichung

i+ wir =0 (3.132)
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eine spezielle oder partikuldre Losung von (3.131). Nun lautet die allgemeine Ldsung von
(3.132)

= Acoswt+ Bsinwt . (3.133)
Fur die spezielle Losung machen wir den Ansatz
z =1t (Cycoswt + Cysinwt) . (3.134)

C1 und Cs sind dabei noch unbekannte Koeffizienten. Durch Einsetzen von (3.134) in die Diffe-
rentialgleichung (3.131) konnen wir prifen, ob damit die Differentialgleichung befriedigt wird.
Durch Differenzieren erhalten wir

& =t (—wC sinwt + wCy cos wt) + (Cy cos wt + Cq sin wt) (3.135)
und weiter
=t (—w2Cl coswt — w?Cysin wt) + 2 (—wC sinwt + wCycoswt) . (3.136)
Einsetzen in die Differentialgleichung (3.131) fuhrt auf
—2wC sinwt + 2wCs cos wt = focoswt . (3.137)

Daraus ergibt sich nach Koeffizientenvergleich

ci = 0 , (3.138)
c, = ﬁ . (3.139)
2w

Somit lautet die spezielle L6sung von (3.131)

T = Jo tsinwt . (3.140)
2w
Die allgemeine Losung lautet dann
z(t) = Acoswt + Bsinwt + 2f—0tsin wt . (3.141)
w

Die Konstanten A und B werden wieder durch die Anfangsbedingungen bestimmt. Da keine
Dampfung vorliegt, werden die Terme proportional zu A und B bei grof3er Zeit nicht klein. Fir
groRe Zeiten (t — oo) wachst aber der Term proportional zu ¢ Giber alle Grenzen, so daf die
Feder schliel3lich brechen wird.
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Dies ist der typische Fall des ,,Aufschaukelns® einer Schwingung, wie er uns aus dem tagli-
chen Leben vielfach bekannt ist. Z. B. beim Schaukeln, beim periodischen Ziehen an einem
angesagten Baum, um ihn zum Brechen zu veranlassen, usw. Als nachst komplizierteren Fall
betrachten wir die geddmpfte Schwingung mit periodischer duRerer Kraft. Wir gehen jetzt aus
von der Kraftgleichung

d*z ,
mos = —kz — Bz + Fycos at (3.142)
oder umgeschrieben
&+ 2v& + w’r = focosat . (3.143)

« ist hier nicht notwendigerweise gleich der Eigenfrequenz w. Die allgemeine Losung von
(3.143) hat wieder die Struktur

z(t) = Az, (t) + Bxao(t) + zo(t) (3.144)

wobei z(t) wieder eine Partikularldsung der inhomogenen Differentialgleichung (3.143) ist.
Fir die drei Losungsansétze zo(t), z1(t) und z2(t) gelten die Differentialgleichungen

Fo 4+ 2vio +wiry = focosat (3.145)
F12+2yie +wiTie = 0 . (3.146)

Um die spezielle Losung z,(t) zu finden, Giberlegen wir folgendes: Nach Beendigung des Ein-
schwingvorgangs wird die Masse mm mit der Frequenz « der einwirkenden Kraft schwingen. Als
Losungsansatz fur die spezielle Ldsung versuchen wir deshalb

zo(t) = Crcosat + Cysinat . (3.147)

Wir haben jetzt zu priifen, ob dieser Ansatz die Differentialgleichung (3.143) befriedigt, und
die bislang unbekannten Koeffizienten C; und Cs zu bestimmen. Wir bekommen

focosat = —a?(Cysinat + C; cos at) + 2v(Caa cos at — Crasin at)
+w?(Cysinat + C cosat) . (3.148)
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Wir sortieren nach Termen in sin ot und cos adt.

focosat = sinat (—a2C2 — 2vaCy + w2C2)
+cos ot (—a201 + 2vaCy + w2Cl) ) (3.149)

Da sin at und cos ot linear unabhdngige Funktionen sind, fiihren wir einen Koeffizientenver-
gleich durch:

C1(27a) + Co(e® —w?) = 0
—Ci(a® — W)+ Ca(270) = fo . (3.150)
Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten C und C. Dies ergibt
_ (e® —w?) fo
474202 + (2 — w?)®

. — 2 foarry
2 = 2
4v202 4 (02 — w?)

C, =

, (3.151)

(3.152)

Einsetzen von C; und Cs in (3.150) verifiziert sofort die Losung. Damit erhalten wir zusam-
menfassend als spezielle Losung

a? — w? 2y
z,(t) = — cos at + sin ot . 3.153
p(t) = Jo (a2 — w2)2 + 47202 (a2 — w2)2 + 4422 ( )
) B
Dies schreiben wir um mit
Acosat+ Bsinat = 1/ A2+ B2cos(at — @) (3.154)
B
= = 3.155
tan ¢ I ( )
in
49202 + (a2 — w?)”
5(t) = fo |—2 (2 ) cos(at — o)
((a2 — w?)” 4+ 4v2a?
= fo cos(at — @) (3.156)
\/(042 — w2)2 + 4v2a?
mit
2va
tanp = — R (3.157)
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Da die Losungen der homogenen Differentialgleichung im Fall schwacher Dampfung

T (t) = e "sinQt, (3.158)
To(t) = e Mcos (3.159)

sind, ergibt sich als vollstdndige Losung der Differentialgleichung

() = fo cos(at — @)

\/(042 — w?)? + 44202
+e " (Asin Qt + B cos §2t)

= f02 cos(at — ) + De " cos(Qt — 9) (3.160)
\/(042 — w?)” + 4vy2a?

mit
B
D*=A*1+ B? Q?=w?—+% 4 =arctan i (3.161)
X

Die graphische Darstellung der Bewegung des schwach geddmpften Oszillators mit
periodischer dufRerer Kraft.

Wie auch immer die Anfangsbedingungen lauten, bleibt bei von Null verschiedener Dampfung
(y > 0) nach hinreichend langer Zeit nur noch der erste Term, die spezielle Ldsung x,(t) der
Differentialgleichung, tibrig. Der zweite Term klingt proportional zu e~ ab. Er hdngt von den
Konstanten A und B ab, die durch die Anfangsbedingungen festgelegt werden. Dieser zweite
Term beschreibt daher offenbar den Einschwingvorgang, der nach einiger Zeit ,,vergessen® ist.
Wir betrachten nun die spezielle Anregungsfrequenz

o = 1/w?

— 2y . (3.162)

Fur diesen Wert wird die maximale Auslenkung erreicht. Wir betrachten den Nenner in (3.160)

\/(a2 —w?)? 44202 = \/(w2 — 292 — w2)2 + 492(w? — 292)

— \/474 T A% — 8yt = 1 /4y20? — 4yt
= 4P —) =2t =2 =290 . (3.163)
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y=0

N
: yklein (y<<a)

(02— wP)? + 4y2a2

ygroB (y>>a)

Amplitude

Die Amplitude der erzwungenen geddmpften Schwingung als Funktion der Erregerfrequenz c.

Bei der Eigenfrequenz w des Oszillators resoniert das System. Es liegt eine Resonanz vor. Im
Fall ohne Dampfung (v = 0) wird im Resonanzfall die Amplitude unendlich grof3. Dies fiihrt
zur Resonanzkatastrophe. Im Fall sehr starker Ddmpfung ist die Resonanz kaum zu bemerken.
Die dazugehorige Phase der Schwingung ist ebenfalls fiir verschiedene Ddmpfungen von Inter-
esse. Bei sehr niedriger Frequenz « (v < w) der erzwingenden Kraft ist die Phasenverschie-
bung ¢ zwischen Kraft und Massenbewegung Null. Bei sehr hoher Frequenz (e > w) ist die
entsprechende Phasenverschiebung 180°.

lim ¢(a,
0 im p(a.y)

yklein (y<< a)

v

900 _______________
ygrof3 (y>>a)

> O

180° 5

Die Phasenverschiebung des Oszillators gegeniber der erregenden Schwingung in
Abhéngigkeit von der Erregungsfrequenz o

2
¢ = — arctan ﬁ . (3.164)

3.5 Gekoppelte Oszillatoren

Als weiterer interessante Studie behandeln wir nun gekoppelte Oszillatoren.
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Die Massen der Oszillatoren werden einfacherweise als gleich angenommen, m; = my = m.
Die Federn haben die gleiche Federkonstante, k&, = ks = ks = k. Die Reibung wird ver-
nachldssigt, v = 0. z; und z» bezeichnen die Verschiebung der Massen aus ihren Gleichge-
wichtspositionen C' und D zu einer beliebigen Zeit ¢. Wir betrachten die Kraft, die auf die
Masse bei P wirkt. Von links wirkt —kz;, von rechts —k(z; — z3) = k(z2 — 1) und damit
insgesamt

F1 = k(IEQ — IEI) — k!El . (3165)

Dabei ist jeweils auf das Vorzeichen der Kraft zu achten. Entsprechend ist die Kraft auf die
Masse bei

F2 = —kIEQ + k(IEI — IEQ) . (3166)
Die Newtonsche Grundgleichung lautet dann
d’x
m dt21 = k(ze—xz1) —kz1 , (3.167)
d’x
m dt22 k(xz1 — x2) — kxo (3.168)
oder zusammengefaldt
m:'tl = k(IEQ — 2151) ,

Wir wollen jetzt die Grundschwingungen oder Eigenschwingungen des Systems bestimmen.
Als Ansatz setzen wir

1 = Ajcoswi, (3.170)
To = Ascoswt . (3.171)

Dies setzen wir in das System (3.169) von Differentialgleichungen ein. Bislang unbestimmt
sind A, A, und w. Nach Einsetzen folgt

—mA w? coswt + 2A1kcoswt — kAscoswt = 0 (3.172)
—mAgw? coswt + 245k coswt — kA coswt = 0 (3.173)
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oder weiter

(2]€ — mw2)A1 —kAQ = 0,

3.174
—kAl +(2k — mw2)A2 =0 ( )

Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir die unbestimmten Koeffizienten A; und A,. Ein
derartiges Gleichungssystem hat nur dann von Null verschiedene Losungen, wenn die Koeffizi-
entendeterminante verschwindet,

2k __Z”“’2 ” __]:n o|=0 (3.175)
Dies ergibt
(2k — mw?)(2k — mw?) — k* =0 (3.176)
oder
miw* — dkmw? +3k2 =0 . (3.177)

Dies losen wir nach w? auf

o 4km £ /16k>m? — 12k>m? _ 4km £ 2km

w 572 5772 (3.178)
Damit erhalten wir
k
wi = — (3.179)
m
3k
Wy = — (3.180)
m
Damit lauten die Normalfrequenzen oder charakteristischen Frequenzen des Systems
1
v = — k , (3.181)
2r Y m
1 /3K
Vg = —A[— . (3.182)
2r ¥V m

Um die Normalmoden oder Eigenvektoren des Systems zu finden, setzen wir zunédchst w in das
Gleichungssystem (3.174) ein. Dies ergibt

(2k — k)AL — kA2 =0 (3.183)
und weiter

89



Somit folgt

Av=4y (3.185)
Ebenso erhalten wir fir w = %
(2k —3k)A; — kA2 =0 (3.186)
und daher
A= -4y . (3.187)

W, W,
— — —>

Fur die Losung wq entspricht die Normalmode der Schwingung einer Bewegung der Massen in
entgegengesetzter Richtung.

Als besonderer Spezialfall betrachten wir nun die Situation, dal? wir m; in Gleichgewichtsposi-
tion halten, wéhrend die zweite Masse um den Betrag a nach rechts verschoben ist. Die Massen
werden dann freigegeben. Wir wollen die Position zu spateren Zeiten bestimmen.

Die allgemeine Losung beider Massen ist gegeben durch

1 = Cicoswit+ Cysinwit + Cscoswqet + Cysinwot (3.188)
Lo = D1 COS wlt -+ D2 sin wlt + D3 COS th + D4 sin w2t . (3189)

Die Koeffizienten sind konstant. Dies setzen wir in die urspriinglichen Kraftgleichungen ein
und vergleichen dann die Koeffizienten von cos w1, sin wi £, cos wet, sin wst.

— Cymw? coswit — Coymw? sinwt — Cymws cos wot — Cymuws sin wot
= k(Dl - 201) COS wlt + k(DQ - 202) sin wlt
+k(D3 - 203) COS w2t + k(D4 - 204) sin th . (3190)

Dies ergibt mit mw? = k und mw? = 3k

-Dl = Ch D2 = C27 -D3 = _C37 -D4 = _C4 . (3191)
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Damit kdnnen wir unseren Ansatz fiir z; und z, schreiben als

1 = Cicoswit+ Cysinwit + Cscoswet + Cysinwat (3.192)
Lo = Cl COS wlt -+ CQ sin wlt — C3 COS th — C4 sin th . (3193)

Aufgrund der gegebenen Anfangsbedingungen bestimmen wir nun die Koeffizienten C'y, Cj,
Cs, Cy. Esist

z = 0 (3.194)
e = a (3.195)
@ = 0 (3.196)
2 = 0 (3.197)

bei ¢t = 0. Aufgrund dieser Bedingungen finden wir

Ci+Cs = 0 (3.198)
C;,-C3 = a (3.199)
Cowy +Cywe = 0 (3.200)
Cowy — Cawy = 0 . (3.201)
Dies wird befriedigt durch
C = %a, Cyy=0, C5= —%a, Ci=0 . (3.202)

Zusammengefaldt erhalten wir also als Weg-Zeit Gesetz

1
T, = §a(cos wit — coswat) (3.203)
1
Ty = §a(cos wit 4 cos wat) (3.204)
mitw; = /£ und wy = 4/ 2.

In der allgemeinen Bewegung kommen also beide Eigenfrequenzen vor. Dies ist Ausdruck der
Tatsache, dal} die allgemeine Bewegung eine Superposition der Eigenmoden ist.

3.6 Das mathematische Pendel

Das mathematische Pendel besteht aus einer punktformigen Masse m am Ende einer masselo-
sen Leine der Lange [. 8 nennen wir den Winkel der Auslenkung.
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Die Schwerkraft bewirkt die riicktreibende Kraft beim Pendel. Wir kdnnen aber nur die Kom-
ponente der Schwerkraft in Richtung des Kreisbogens, also in tangentialer Richtung, in Rech-
nung stellen. Die Position der Masse m zu einer beliebigen Zeit ¢ sei durch die Bogenldange
s bestimmt, gemessen an der Gleichgewichtsposition bei 0. T ist ein Einheitstangentenvektor
entlang des Kreises. Die Komponente der riicktreibenden Kraft ist dann

F=-mgsingT . (3.205)

Nach dem Newtonschen Gesetz gilt dann

m@f——m sin T (3.206)
a2’ T~ ' '
Die Beschleunigung ist die zweite Ableitung des Weges, hier also s, nach der Zeit. Jetzt ver-

wenden wir, dal gilt
s=16 . (3.207)

Der Winkel 8 umgekehrt ist definiert als Bogenlange durch Radius: # = s/I. Damit bekommen
wir in skalarer Form

2
ml % = —mgsinf (3.208)
und weiter
2
% - —%sinﬁ . (3.209)

Die Bewegungsgleichung ist unabhéngig von der Masse m des Pendels.
Als wichtigen Grenzfall behandeln wir jetzt kleine Auslenkungen. Dann kdnnen wir sin 6 in
eine Taylor—Reihe entwickeln und anndhern durch é als Term niedrigster Ordnung, sin 6 ~ 6.

Dies fiihrt auf
d’0 ¢

mt0=0 . (3.210)

92



Dies ist die Gleichung des harmonischen Oszillators mit der allgemeinen Lésung

0=Acosﬁt+Bsinﬁt )

Als speziell gewdhlte Anfangsbedingung betrachten wir

6 = 00 y .
ﬁ - 0 bei t=0
dt — ’

Dies fiuhrt auf

o
I

007
B =0

Somit haben wir als Lésung

0=00c0s\/gt

Die Periode der Schwingung ist demnach

T=27r\/z
g

(3.211)

(3.212)

(3.213)
(3.214)

(3.215)

(3.216)

Die Bewegungsgleichung des Pendels kann auch aus der Energiebilanz gewonnen werden. Zur
Bestimmung der potentiellen Energie geht die Hohe h des Pendels ein, es ist A gleich dem

Abstand OA.
OA=0C—-AC =1—-1cos =1(1 — cosb)
Bei B gilt dann
T +V = E = const.
oder

ds\?
m|—) +mgl(l —cosf)=EFE

1
2 dt

Mit s = [0 wird dies

1, (do)’
s adt 1-— =F
5 mi (dt) + mgl(1 — cos )

Wir differenzieren beide Seiten nach ¢ und finden
mi*00 + mgl sin 00 =0
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und somit

é+%mkﬂ . (3.222)
Wir wollen jetzt von der N&herung kleiner Auslenkungen absehen und versuchen die nichtli-

neare Differentialgleichung zu I8sen. Es ist

d*0 g .
W = —7 Sin 0 . (3223)
Wir bezeichnen
do
= 3.224
U= (3.224)
Damit haben wir
d*0  du dudf du
a@E " d dodi“d (3.225)
Aus (3.223) bekommen wir damit
u%:—%mﬁ. (3.226)
Dies ist eine Differentialgleichung in 8. Wir separieren die Variablen und integrieren
2
Y o Ishte . (3.227)
2 [
Mit der Anfangsbedingung 6 = 6,, u = 0 folgt
c=—%am% . (3.228)
Damit bekommen wir
2
u? = Tg(cos 6 — cosby) (3.229)
oder
2
% = :I:\/Tg(cosﬁ —cosby) . (3.230)

Wir beschrénken uns jetzt auf die Viertelperiode, in der das Pendel von 8 = 6, bis § = 0 geht.
Dies bedingt das negative Vorzeichen der Wurzel

2
% = —\/Tg(cosﬁ —cosby) . (3.231)

Wir separieren die Variablen und integrieren

[ de
t=—/— 3.232
2¢ / vecosf — cos b ( )
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Beit =0istf = 6, beit = T/4 ist§ = 0. Daher ist die Periode T’

T = 4\/ 3.233
/ \/cos 0 — cos b ( )

Die Integralgrenzen wurden vertauscht, wodurch sich das Vorzeichen des Integrals andert. Wir
wollen diesen Ausdruck noch etwas umformen. Wir nutzen die trigonometrische Relation aus

cosf) =1 — 2sin? g : (3.234)
Dies fuhrt auf
—9 \[ / . (3.235)
\/Sln2 %Q Sln2 g
Jetzt substituieren wir
7 7
sin o = sin 5" sing . (3.236)
Wir bilden das Differential auf beiden Seiten
1 6 . B
5 oS5 df = sin — o8 @ do (3.237)
und benennen jetzt
k = sin 02—0 : (3.238)
Dies ergibt
2 —Q d 2 2
40 — sin cc;sqﬁ ¢  2kcos¢pdp  2kcospdd (3.239)
Cos 5 \/1—sm20 \/1—k2sin2¢
Aus der Substitution (3.236) erkennen wir
=0 « =0 (3:240)
=0 — ¢=13 (3.241)

Dies setzen wir nun alles in (3.235) ein

w/2
_— 2\ﬁ/ 2kc0s¢d¢
\/1 — k2 sin? \/sm 3

_ 4 l/ cos ¢ d¢
7T/

zo|o°°zo|o>
N

\/1 — k2sin? ¢ cos ¢
l 2
— 4,/ / . (3.242)
g 1 — k2sin®
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Dies ist ein elliptisches Integral. Den Ausdruck (3.242) kdnnen wir auch schreiben als

T=4 \/g K (m) (3.243)

mit dem vollstandigen elliptischen Integral erster Art

w/2

K(m) = /(1 — msin? ¢)"V2 do (3.244)
0
und
m = k? = sin® 9—2" : (3.245)

Es kann tber Reihenentwicklung ndherungsweise geldst werden. In niedrigster Ordnung erhal-

ten wir
s j
TE4\/j/d¢:27r\/j . (3.246)
g g

Dies ist das bereits abgeleitete Resultat.
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4 Das Kepler-Problem

4.1 Die Planetenbewegung

In diesem Kapitel wollen wir die Bewegung in einem Zentralkraftfeld untersuchen. Wir be-
trachten dabei speziell die Planetenbewegung und gehen von den drei Keplerschen Gesetzen
aus, die Johannes Kepler aus den Beobachtungen der Planeten durch Tycho Brahe abgeleitet
hat. Es sind zundchst empirische Gesetze gewesen.

1. Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die Sonne steht.

2. In gleichen Zeiten tberstreicht der Fahrstrahl Sonne-Planet gleiche Flachen (Flachen-
satz).

3. Die Quadrate der Umlaufzeiten verhalten sich wie die Kuben der grof3en Halbachsen der
Bahnen zweier Planeten.

_T
h_n 4.1
&= (4.1)

Diese Gesetze wollen wir im folgenden ableiten. Bei der Planetenbewegung haben wir es mit
einem Zentralkraftfeld zu tun. Wir wissen bereits, dal fir Zentralkraftfelder das Drehmoment
verschwindet und demzufolge der Drehimpuls eine ErhaltungsgroRe - eine Konstante der Be-
wegung - ist. Zur mathematischen Beschreibung der Planetenbewegung fiihren wir zunéchst die
Einheitsvektoren €, und ég ein, die sich wie folgt aus den kartesischen Einheitsvektoren €, und
€, ergeben

é = cosOe; +sinBéy (4.2)

—

€o = —sin©O¢€; +cosOey . (4.3)

Graphisch 1&Rt sich der Zusammenhang zwischen den Einheitsvektoren in kartesischen und Po-
larkoordinaten folgendermalien veranschaulichen.

A

My
N
—

Y
\/
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Im Verlauf einer Drehung ©(¢) &ndert sich auch die Richtung der Einheitsvektoren &, und é€g.
Es gilt

€ = (—sin@& +cos0&)O = Oy
é'@ = (—cosOe| — sin@é'2)® = —-0¢,
Nun sollen die Geschwindigkeit und die Beschleunigung in diesen Koordinaten ausgedriickt

werden. Durch Differentiation finden wir

(4.9)

F = ré ., (4.5)
F = ré+ré,=ré,+rQée=17 , (4.6)
F o= U=i& +1é + 1O + rOcs + rOée

= 7€, + 10 + rOfs + 1O — rOOE,

= (#-r0?) &+ (r6+20)é . (4.7)

Jetzt betrachten wir das zweite Keplersche Gesetz und untersuchen die Flachengeschwindigkeit
des Fahrstrahls Sonne-Planet. Das infinitesimale Flachenelement des Fahrstrahls ist

4] = %|F>< aF| . (4.8)

Demzufolge ist die Flachengeschwindigkeit

dA 1|, dF
=_|FX —|=

1 — —

Jetzt ist }
e €g €,
Fxd=|r 0 0 |=§&rO (4.10)
ror® 0
und damit
7x 7] =7r20 . (4.11)

Wir wissen aber auch, daf} aufgrund der Drehimpulserhaltung
L = m# x 7 = const. (4.12)

ist. Da die Planetenmasse konstant ist folgt auch die Konstanz von 7 x 4.
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Wir fuihren die Konstante A ein durch

‘I_:‘ =m|FxT|=mr’® =mh . (4.13)
Somit haben wir A 1
i §h = const. (4.14)

Damit ist das zweite Keplersche Gesetz abgeleitet. Bei der Ableitung des Flachensatzes hatten
wir implizit angenommen, dal3 die Planetenbewegung in einer Ebene erfolgt, was wir noch
verifizieren wollen. Wir haben es mit einem Zentralkraftfeld zu tun, d. h.

F=f(r)e . (4.15)
Somit gilt
PxF=f(r)fxe = (4.16)
Mit F = m% ergibt sich weiter
dv
Px — =0 4.17
T X 7 ( )
und daraus P
%(Fx 7)=0 . (4.18)
Wir integrieren und finden
FXxT=h |, (4.19)

7h=0 (4.20)
da
FoFxT)=Fx7)-7=0 . (4.21)

Daher steht 7 stets senkrecht auf dem konstanten Vektor /. Somit findet die Bewegung in einer
Ebene statt.
Als nachstes stellen wir fest, dalt Zentralkraftfelder

F=f(r)é = f(r)- (4.22)

& & &

~ i ] ]
otF =\ 55 F s : (4.23)

fF ) fnF
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Es ist

r=\/x2+y2+z2=\/:v%+x%+x§ : (4.24)
Damit gilt
o _ o S (4.25)
Ovi  \[a2 +a3+a 7
Damit folgt zusammengefalit fiir die €, Komponente von rotF
0 z 0 y\ _ 0 (f(r)\or o (f(r)\ or
Oy {f(r)r} 0z {f(r)r} = “or ( r ) oy Yor \'r | 82
_ 9 (M> (ﬁ _ %) —0 . (4.26)
or\ r T T

Gleiches gilt fir die beiden anderen Komponenten. Ein Zentralkraftfeld hat keine Wirbel. Es
gilt demnach

%mv2 +V(r) = E = const. (4.27)
Als weiterer Erhaltungssatz gilt
mr?© = L = const. (4.28)
Ausgehend von
F(r)=— Aﬁ"’ A (4.29)

mit der Gravitationskonstanten ~y erhalten wir fiir das Gravitationspotential

V() = - [F()-dF

e di rd M
,

72 T

oo

Das Gravitationspotential wurde hierbei so geeicht, daB es im Unendlichen (r — oo) ver-
schwindet. Das ist immer so moglich, weil wir wissen, daf das Potential nur bis auf eine additive
Konstante bestimmt ist. Damit lautet der Energieerhaltungssatz

1 M
L S el L (4.31)
T
Jetzt verwenden wir
v? =72+ r20? (4.32)
und schreiben den Energieerhaltungssatz als
1 -2 242 _
2m(7" +r°0%) +V(r)=E . (4.33)
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Mit dem Drehimpuls L in (4.28) folgt

+V(r)=E . (4.34)

Die Gesamtenergie setzt sich also aus radialer kinetischer Energie %mﬁ, Rotationsenergie
L2

Srr? und potentieller Energie V'(r) zusammen. Aus (4.34) 1a8t sich r(¢) bestimmen. Wir I6sen
auf
2 L? dr

r=, | = [E - - =— . 4.

4 J m ( vir) 2m7"2> dt (4.35)
Wir trennen die Variablen und bekommen

d
dt = r . (4.36)

\/% (B-vi-5E5)

Nach Integration fuhrt dies auf

T

dr
2
70 \/% (E — V(T) - 2;}}”2)
L2

Den Term 9y bezeichnet man auch oft als Rotationspotential oder Zentrifugalpotential. Wir
fuhren das effektive Potential ein

t—ty = (4.37)

L2

Veﬂ:ZV(T)'i‘W

(4.38)

Es hat fir das Gravitationspotential qualitativ das folgende Aussehen:

Veff

A

%Zentrifugalpotential

g

% Potential

r=r,
Kreisbahn

Wir wollen nun den Ausdruck
mr?0 =L (4.39)
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etwas umformen. Es ist mit (4.36)

1o — Ldi Ldr
S b (E_v - L
YRl ( S 2mr2)
= dr (4.40)
= = : :
r? 275’2E—2m Isg)_r%
Nach Integration ergibt sich
0 -0 (4.41)

_ /T dr
- 2\/2m (E-V(r) 1
o T L2 7“2
Die Integrale (4.37) und (4.41) liefern ¢ = ¢(r) bzw. © = O(r). Mit Hilfe der Umkehrfunktion
konnen wir die Bewegung r(t) und 7(©) ermitteln. Es gehen jeweils vier Integrationskonstan-
ten ein: E, L, ro und £y bzw. ©¢. Energie und Drehimpuls kdnnen natirlich auch durch die
Anfangsgeschwindigkeiten 7 und ©, ausgedriickt werden. Im Prinzip 148t sich aus (4.41) auch
der Zusammenhang ©(r) bzw. 7(©) bestimmen. Es ist jedoch zunéchst einfacher, die GroRe
u(0) = @ direkt aus dem Kraftgesetz zu bestimmen. Diesen Weg werden wir jetzt verfolgen.
Wir gehen aus vom Energiesatz

1 .
5 (P +r6*) +V(r)=E . (4.42)
Mit
20 = h (4.43)
wird d dr h
T T
=0 =-"—_ 4.44
r=0°= o (4.49)
und damit 0
1 h/2 dr 2

Mitu = 1/r und dr/du = —1/u? schreiben wir weiter um

dr_dr du 1 du

6 dudd " w@de (445)
. ldu, 4, du

Aus dem Energiesatz wird damit

1, (1 (du)® 1 (1)_
2mhu (u4 (d@) +u2 +V " =F (4.48)
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oder \

1 o (du 9 1

— — =F - -] . :

L ((d@> +u) v(3) (4.49)
Gesucht ist nun die Funktion u = u(©). Dazu ist es einfacher, von der Newtonschen Gleichung
fur die Zentralkraft

F(r)=m (i — r©?) (4.50)
auszugehen. Wir ersetzen wieder r durch u. Mit (4.47) bekommen wir
d du du - 1 d?u d*u
i=—(=h|—=|]|=-h-"oO=-h’= " =R’ — . 451
T ( (d@)) 0?2 r? dO? v aer (4-51)

Damit 1&Bt sich das Kraftgesetz schreiben als

1\ o o d?u 1,y 4
F (u) = —mh-u 10? muh U (4.52)
oder P . .
u
S 4tu=-——_F(=) . 4.
a0 VT T e (u) (453)

F (i) 18Rt sich aus dem Newtonschen Gravitationsgesetz ableiten. Es ist

- M
F=F(r)é = —y — & = —Hu’, (4.54)
T
mit
H=~vMm . (4.55)
Somit erhalten wir als Bewegungsgleichung eine inhomogene Differentialgleichung zweiter
Ordnung.

d*u H
@ +u= W (456)
Die Losung der entsprechenden homogenen Differentialgleichung
d?u
@ +u= 0 (457)
ist aber
u(®) =Acos© + Bsin® . (4.58)

Eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung findet sich leicht. Es ist ndmlich
H

=const. = — 4.59

u = cons " (4.59)

offensichtlich eine Losung.
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Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet demnach
H .
u=——+ Acos©®+ Bsin©® . (4.60)
mh?
In anderer Form lautet die Losung der Oszillatorgleichung
H
u= s +C(cos (© —®)) , (4.61)
wobei @ ein konstanter Winkel ist, dessen Grol3e von der Wahl des Koordinatensystems abhéngt.
Da noch keine Voraussetzungen Uber das Koordinatensystem gemacht wurden, kann man es
jetzt so wahlen, dalR ® = 0 ist. Dann erhalt man

1

H
— = 4.62
u(©) mh2+Ccos@ ) (4.62)
Die Auflosung nach r(0©) ergibt
mh?/H
= 4.
r(®) 1+ (Cmh?/H)cos© (4.63)
Jetzt fihren wir die Konstanten ein
mh?
k= H (4.64)
mh?
e = C—=Ck . (4.65)
Damit erhalten wir als Bahngleichung
r(0©) = _ kK (4.66)
" 1+ecos® '

Dies ist die Bestimmungsgleichung eines Kegelschnittes. Die spezielle Form der Bahnkurve
wird bestimmt durch die Exzentrizitét e

e = 0 Kreis
0< e <1 Ellipse
e = 1 Parabel

e > 1 Hyperbel

Es soll nun untersucht werden, von welchen physikalischen GroRRen (z. B. Energie, Drehimpuls)
die Exzentrizitat abhéngt. Dazu soll zundchst mit dem Energiesatz die Konstante C' bestimmt
werden. Wir gehen aus von

H
u(®) = e +Ccos® . (4.67)

Wir differenzieren diesen Ausdruck und setzen ihn in die Energiegleichung

%mlf ((%) + u2) =E-V (%) (4.68)
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ein. Es folgt

1

2 mh?

Es ist dabei ) M
14 (—) =V(r)= —’y—m = —Hu

u T
Damit wird die Energiegleichung zu

1 2 2 .2 H 2
Smh? (Csin @+(—+Ccos@) :E+H(

mh?

Wir rechnen dies aus

L o2 (2 2 H
57h lC (sin? © + cos? ©) + (mh2
1, ., 1A
= 2mh C +2mh2+CHc0s®
H2
= EFE+—+4+CHcos©
mh?
Es folgt
1 22 H?
2mh C =F+ 9rmh?
und damit
H?  2E

Mite = Cmh?/H folgt demnach fiir

2Emh?
H?

e=1/1+

2
L k2 <C2sin2@+ (£+Ccos@) ) _ E—V(

H
—— +Ccos®

H
———cos©

Die Bahnform hangt demnach von der Gesamtenergie des bewegten Korpers ab, und es gilt

2M2%m

E: _H2 — —’y2mM2

fur eine

Parabel: e=1 << E=
Ellipse: 0<e<l = E<0,—v
Kreis: e=0 —

Hyperbel: e>1 = E>0

Da wir es bei der Planetenbewegung mit einer geschlossenen Bahn zu tun haben und mit einem
Bindungszustand, resultiert bei der Bahnbewegung eine Ellipse bzw. als Grenzfall ein Kreis.

Damit ist auch das erste Keplersche Gesetz abgeleitet.

Wir wollen die Bahnkurven nochmals anhand des effektiven Potentials veranschaulichen. Fir

die Umkehrpunkte der Bahn gilt 7 = 0 und damit Vg = E.
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E

Hyperbel [~~~

r.min rKreis rmax
T T T

Parabel

EEIIipse

E oL\ |

Kreis

Klassifikation der Bahnkurven mit Hilfe des effektiven Potentials

Wir wenden uns jetzt dem dritten Keplerschen Gesetz zu und wollen es ableiten. Die Halbach-
sen a und b der Bahnellipse lassen sich aus der Bahngleichung bestimmen.

> 2b

< e

N
QO

¢

Es ist 1
a=g [r(®@=0)+rO©=7)] . (4.77)
Wir verwenden k
"®) =1 ewse (4.78)
und bekommen
. = 1 k n E|_  k
92014+ 1-—g| 1-—¢2
2/H H —vM
_ _mh/H _ H _ —yMm (4.79)
—2Emh?/H? ~  2E 9F

N
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Fir eine Ellipse gilt

2
c=\/a2—b2=\/1—b—2a=5a . (4.80)
a

Dies fiuhrt auf

k mh?/H
b = avVl—g2= =
v1i—¢* | /—2FEmh?/H?
mh —-m
= =4/ h . 4.81
v—2Em 2F ( )

Man beachte dabei, dal} E negativ ist. Bei einem vollen Umlauf ist die Flachengeschwindigkeit
gleich der Flache der Ellipse wab dividiert durch die Umlaufzeit 7', also

dA _h _ mab

FEEEE I (4.82)
Daraus folgt
2 o7k? 2 2/H)?
T — mab _ wk L 7 (mh?*/ )3 (4.83)
h (1—e)”?h (—2Emh2/H?)" h
Weiter ergibt sich
T ArY _ An’k?/(1-€%) _ 4An’k
a3 ah?  [k/(1—€2)]h2 h?
4 2 2 4 2 4 2
_ 7rmh: mm _ 4n . (4.84)

h?H mM~y  yM
Deshalb hangt 72/a® nur von der universellen Gravitationskonstante v und der Masse M des
Zentralsterns ab. Deshalb ist diese Konstante gleich fiir alle Planeten. Damit ist auch das 3.
Keplersche Gesetz abgeleitet.
Die gleichen GesetzmaRigkeiten finden wir auch in der Elektrodynamik wieder. Hier lautet das
Kraftgesetz zwischen zwei Ladungen @, und Q-

C QQs T

F, =
€ r2 7

Beispielsweise gilt bei der Streuung eines Atomkernes @)1 = Z;e mit einem Elektron Q)2 = —e.
Ein Vergleich mit dem Gravitationsgesetz zeigt, dal® wir nur substituieren miissen

(4.85)

YMm = Zie* . (4.86)

Schliellich wollen wir die Bahngleichung fiir die Planetenbewegung noch vollstandig bestim-
men. Wiinschenswert ware es direkt r(¢) angeben zu kdnnen. Dies ist jedoch geschlossen nicht
moglich. Uber den Trick einer Parameterdarstellung kénnen wir jedoch den Zusammenhang
zwischen r und ¢ erstellen. Wir gehen aus von der abgeleiteten Relation zwischen ¢ und r

t—ty = (4.87)

r dr
/\/5 (B-V(r) - 55)
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Wir wollen nochmals einige Bezeichnungen bei der Ellipse behandeln.

y
p
2b o
'L ac X
L 22 J

Esistp = r(6 = 7/2) = k, £ war bereits angegeben worden. Es war

k —'me H
= = 4,
© T 1o ~2(E[ (4.88)
m
b = — 52 2E (4.89)

Fir die Ellipse gilt ferner fur den kleinsten (Perihel) und groRten Abstand (Aphel) vom Brenn-
punkt der Ellipse
= a(l—¢) ,

Tmax = = a(l -+ E)
Wir schreiben jetzt den Ausdruck (4.87) fir die Zeit etwas um

. \/7/ rdr
o 21E _ Hr 12
Bl =+ —
- /™ / rdr . (4.91)
\/a252 (r —a)?

Demnach muB aufgrund eines Vergleichs gelten

T'min

(4.90)

?r—:‘?r
™
I

—
I
™

2 2 L2
1— =_— .
a? (1-¢?) T (4.92)
Dies ist aber 22 I
21— =p2= 2= T . 4.
@ (1-¢) =¥ = 515" = om1E] = 2m[E] (4.93)

In (4.91) fihren wir nun als Parameter die Grole & mittels der Beziehung

r—a=—accosf (4.94)
ein. Damit wird
dr gsiné (4.95)
df =a :
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und

\/a252 —(r—a)?= \/a252 (1 —cos?&) = aesiné. (4.96)

SchlieBlich erhalten wir flir das Zeitintegral

3
t = H%/(l—scosf)df

= m?a?’ (& — esin€) + const. (4.97)

Wir wéhlen den Zeit-Nullpunkt so, daB const = 0 wird und erhalten dann als Parameterdarstel-
lung der Funktion r(t)

r = a(l—ecosé) (4.98)

ma3 )
t = ? (f — £851n f) . (499)

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 befindet sich das Teilchen im Perihel. Bei einem vollen Umlauf auf der
Ellipse andert sich der Parameter & von 0 bis 27. Durch denselben Parameter & kann man auch
die kartesischen Koordinaten

x = rcos@ (4.100)
y = rsin® (4.101)

des Teilchens ausdriicken. Die z- und y-Achse haben die Richtung der grofRen bzw. kleinen
Halbachse der Ellipse. Aus der Kegelschnittgleichung der Ellipse

é =1+4€ecos© (4.102)
folgt
k=r+ercos® (4.103)
und weiter
k—r 1
= = — 1— 2\ _ 1—
. x E[a( 5) a( scosf)]
= ae—s(cosf —¢)=ua(cosé —¢) . (4.104)
Die Koordinate y folgt aus
y=Vr?— a2 (4.105)

und somit

y = [a2(1 —ecos&)? — a*(cos & — 5)2] *
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= a

1
1 +52c0s2§—25cos§—cos2§—52+25cos§] G

|
[1 —cos? € —¢? (1 — cos? f)] 2

= a [(1 — 52) sin? E] e
= av1—¢e?sinf . (4.106)

= a

Wir fassen die Parameterdarstellung zusammen

r = a(l —ecosf) (4.107)
t = m?a?’(f—ssinf) , (4.108)
z = afcosé—¢) (4.109)
y = aI—Tsiné | (4.110)

Bei dieser Parameterdarstellung liegt der Koordinatenursprung in einem Brennpunkt. Wir ver-
schieben den Koordinatenursprung zum Mittelpunkt durch die Transformation

¥ = z+4+a , (4.111)
y =y . (4.112)
Dann gilt offensichtlich
IE’Q y[2
St e = cos’& +sin’é=1 . (4.113)

Dies ist eine Standarddarstellung der Ellipse.
Wir fassen nochmals die essentiellen Schritte zur Ableitung der Keplerschen Bahnbewegung
zusammen. Ausgegangen sind wir von der Newtonschen Bewegungsgleichung

mi=F (4.114)

wobei die wirkende Kraft die Gravitation ist,

— M r
F=—yl2l (4.115)

r2 r

Dies ist eine Zentralkraft und damit konservativ, es gilt also der Energieerhaltungssatz. Als wei-
terer Erhaltungssatz gilt der Drehimpulserhaltungssatz. Zur Beschreibung der Bahnbewegung
haben wir die sphérischen Koordinaten eingefthrt, » und ©. Den radialen Anteil und den Win-
kelanteil der Bahnbewegung haben wir getrennt untersucht. Bei der Losung der Newtonschen
Gleichung haben wir die Koordinate u = 1 eingefiihrt. Die Differentialgleichungen haben wir
teilweise mit Hilfe des Verfahrens der Separation der Variablen I6sen konnen. Die Zeitabhéngig-
keit 7(¢) und ©(t) konnte nicht explizit abgeleitet werden. Jedoch erlaubt uns die abgeleitete
Parameterdarstellung eine eindeutige Zuordnung von r und £.
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4.2 Separation der Variablen

Als mathematische Ergédnzung betrachten wir nochmals die Methode der Separation von Varia-
blen zur Losung von Differentialgleichungen erster Ordnung. Wenn eine Differentialgleichung
erster Ordnung geschrieben werden kann als

F(z)dz+G(y)dy=0 (4.116)

dann sagt man, dal? die Variablen separabel sind und die allgemeine Losung kann durch direkte
Integration gewonnen werden.

/ Flz)ds + / Gly)dy=C . (4.117)

Zur Illustration der Methode wollen wir zwei spezielle Beispiele behandeln. Zunéchst wollen
wir die allgemeine Losung der Differentialgleichung

(IE + :Ey2) dr + (y + :E2y) dy=10 (4.118)
finden und zudem die partikuldre Losung ableiten, so dal} gilt
y=2 fir 2=1 . (4.119)
Wir schreiben die Differentialgleichung zunéchst als
r(1+y?)de+y(1+2*)dy=0 . (4.120)
Jetzt dividieren wir durch den Faktor
(1+2?) (1+4?) #£0 (4.121)

um die Variablen zu separieren. Es folgt

rdx ydy
= 4.122
1+22 1442 ( )
Wir integrieren formal und bekommen
rdx y dy
= 4.12
i3m0 (4.123)
und weiter ) )
2 2\ _
§ln(1+x)+§ln(1+y)—01 . (4.124)
Dies kann geschrieben werden als
1 2 2 _
51n((1+:c J1+v))=a (4.125)
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oder
(1+2) (1+¢") = =Cp . (4.126)

Dies ist die geforderte allgemeine Losung. Fir y = 2 und = = 1 folgt sofort

C, = 10 (4.127)
und damit als partikuldre Losung
(1+22) (1+4?) =10 (4.128)
oder
2+ +2%i=9 . (4.129)

Als zweites Beispiel wollen wir die Differentialgleichung

‘;—f = R22 (4.130)

I6sen mit der Nebenbedingung R = 1 flir £ = 1. Wir separieren die Variablen und bekommen

dR
Wir integrieren beide Seiten und erhalten
1 #
——=_4C . 4.132
=3 7T (4.132)
Setzen wirnun¢ = 1 und R = 1 ein, so finden wir
4
C=—-—- . (4.133)
3
Also gilt
1 B 4
== 4.134
R 3 3 ( )
oder aufgelost
3
= 4.1
R 1P (4.135)

4.3 Die Masse der Erde

Als ndchstes wollen wir einige weitere Anwendungen des Gravitationsgesetzes behandeln. Zu-
erst wollen wir die Masse der Erde berechnen. An der Erdoberflache ist r = R, wobei R den
Radius der Erde bezeichnet. Damit ist der Betrag der Newtonschen Gravitationskraft an der

Erdoberflache
ymM

F= 7

(4.136)
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m ist die Masse eines beliebigen Objektes, M bezeichnet die Masse der Erde und -y die Gravi-
tationskonstante. Diese Kraft konnen wir gleichsetzen der Gewichtskraft des Objektes

G=mg , (4.137)

wobei g die Erdbeschleunigung ist. Damit ist

ymM

=™ (4.138)
und weiter 2
M=9" (4.139)
v
Mit R = 6.38 - 10> km und g = 9.8 3} folgt
M =598-10*kg . (4.140)

4.4 Fluchtgeschwindigkeit von der Erde

Als néchstes Problem wollen wir die Fluchtgeschwindigkeit von der Erde bestimmen. Wir fra-
gen uns, wie grofs mu die Anfangsgeschwindigkeit eines Geschosses sein, damit es die Erde
verlassen kann. Hierbei wollen wir wieder von der Luftreibung absehen.

/)

r sei die radiale Koordinate des Geschosses zu einer Zeit £ gemessen vom Zentrum der Erde. vg
sei die Anfangsgeschwindigkeit des Geschosses und v(t) die jeweilige momentane Geschwin-
digkeit. Als Minimalbedingung zum Verlassen des Erdgravitationsfeldes muf3 offensichtlich
gelten

v(r - o00)=0 . (4.141)
Aufgrund der Newtonschen Grundgleichung gilt
dv Mm
— & =—7—— €& 4.142
€ T ( )
oder P o
v Y
— = . 4.143
dt 72 ( )
Mit der Kettenregel schreiben wir dies um
dv dr yM
— = 4.144
dr dt r? ( )
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oder

dv vM
ek i 4.145
vr 72 ( )
Wir separieren die Variablen und integrieren
1 M
S = = 1 (4.146)
T

Um C| zu bestimmen gehen wir von der Anfangssituation aus, d. h. v = v, fir r = R. Demnach
folgt nach Auflosung

1 vM
Somit haben wir L1
v? = 2yM (; — E) +vp . (4.148)

Wenn das Geschol3 die Hohe A Uber dem Erdboden aufweist, gilt offensichtlich » = R+ h. Dies
fuhrt auf

1 1 2vMh
2 _ 9 M( ___) 2 _ g2 1R 4.149
Ve RTE TR/ TR TN T RREE) (4.149)
d. h.
2vMh
=43 - = . 4.150
v \/”0 R(R+ h) (4.150)
Jetzt nutzen wir aus, daB gilt
vM
9= - (4.151)

Damit konnen wir schreiben

2
v=1/v} — RLf’; . (4.152)

" _— ho .
Fir h — oo gilt hlggo BEih = 1 und damit

v(h = o0) = /v — 2gR . (4.153)

Die Fluchtgeschwindigkeit von der Erde resultiert, wenn wir diese Geschwindigkeit Null setzen.
Damit haben wir schlieBlich
vg =1/29R . (4.154)

Einsetzen der Daten fiir g und R liefert als numerischen Wert fiir die Fluchtgeschwindigkeit
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4.5 Das Gravitationspotential

SchlieBlich wollen wir noch das Gravitationspotential fiir verschiedene geometrische Objekte
ableiten. Wir werden das Gravitationsfeld fuir ausgedehnte Korper ermitteln. Bisher wurde nur
die Wechselwirkung zwischen punktformigen Massen betrachtet. Nun sollen auch ausgedehnte
Korper auf ihre Gravitationswechselwirkung untersucht werden. Wegen seiner Linearitat 1413t
sich das Gravitationsfeld eines ausgedehnten Korpers durch Superposition der Felder einzelner
Teilkorper zusammensetzen. Fir die Kraft auf einen Massenpunkt M ist

> _;
F o= 1m Y [-2MAm (r C)
Ami=0% ‘F—r’i ‘F—T’i
= lim Y o (F_Tli))
> =
— M [ Tt (4.156)
P
J
Z - =3
/ -
‘ NV
M
ayd
y
> X

Wir fiihren jetzt die Massendichte p (7) ein, die definiert ist als Masse pro Volumen. Genauer

betrachten wir
dm

7y = J1 4.157
Pl = (4.157)
Damit konnen wir fur die wirkende Kraft schreiben
4 o\ (F=7)
Fe—yM / p(F) g dv' . (4.158)
‘F— r!
Fir die entsprechende potentielle Energie folgt
T ’YMAmz /
V_A}?ggo%j( =7 ) 'yM/ M) o dV' (4.159)

Wir wollen nun die Anziehungskraft einer massenbelegten Kugelschale berechnen. Eine Ku-
gelschale von vernachldssigbarer Dicke mit dem Radius a sei homogen mit Masse belegt. Wir
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fuhren die konstante Flachendichte ein

dm
T d
df ist das infinitesimale Flachenelement. Welche Kraft wirkt auf einen Punkt der Masse M im
Abstand R von ihrem Zentrum?
Zundchst zerlegen wir die Kugeloberflache in Kreisringe.

o (4.160)

Der Radius eines Rings ist a sin 9. Jetzt wollen wir df, also die Flache des Kreisrings berech-
nen. Die Flache ist gegeben durch den Umfang des Kreisring Uring = 27TRing = 2masind
multipliziert mit der Breite des Rings a dv. Damit ist

df = 2n(asin®)(a d’) = 2ra®sin 9 dvy (4.161)

Wir werden die axiale Symmetrie der Massenverteilung ausnutzen. Zu jedem Abschnitt des
Kreisrings gibt es einen zweiten, dessen Kraftkomponente dF, (senkrecht zu 7 ) der ersten
entgegengerichtet gleich ist. Daher wird nur die Parallelkomponente der Kraft wirksam. Diese
Parallelkomponente ist

dF = —dF cosi . (4.162)
Mit dm = o df lautet die Anziehungskraft des gesamten Massenrings
dF = - 123 f cospit . (4.163)
HT,_/
dF

Die Gesamtkraft der Kugelschale folgt dann durch Integration tber alle Kreisringe

cos v sin

F = —yMo2rd? / a9 . (4.164)

7“2
Wir ersetzen die Winkel durch den Abstand  mit den folgenden geometrischen Beziehungen.
Es gilt der Kosinussatz

r2=a%>+ R? — 2aRcos¥ (4.165)
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denn es ist
r? = a®sin’9 + (R — acos9)?
= a?sin?9 + a®cos’ ¥ + R?2 — 2Ra cos ¥

Wir leiten dies ab
2rdr = 2aRsin9dd

woraus folgt

rdr
mddd = —
sin aR
Ferner bestimmen wir
sy C TR
o 2aR

Jetzt wollen wir noch cos ¢y umformen. Es ist

rcosy = R — acos?

und somit
R—acosty R— LR’
cost = acost _ o
7 7
_ 2R? — a?> — R? + 12 _ R? + 72— @2
o 2rR o 2Rr

Durch Einsetzen ergibt sich damit fur die Kraft
R +r’—a®rdr
2Ry a R

M 2 _ 42
_ 7 R027ra/<1+RT2a>dT

F = —7M027ra2/

(4.166)

(4.167)

(4.168)

(4.169)

(4.170)

(4.171)

(4.172)

(4.173)

Um die Kraftverhaltnisse weiter zu studieren, betrachten wir den Fall, dal} der Massenpunkt
M aulerhalb der Kugel liegt (R > a). Die gesuchte Gesamtanziehungskraft auf M erhélt man

durch Integration zwischen den Grenzen R — a und R + a, also

R+ta 2 9
yMorma R —a
F = — 72 /<1+ 2 >dr
R—a
yMorwa | \pya R2—a? frta
= — T —_
R2 fize r R—a
yMoma R?—a?> R?-qa?
= — R+a—(R—a)—
R? ( ta-(R-a) =t R,
yMoma
= — R2
20 (R? —a?®)— (R? - a®)(R—a)+ (R* — a®) (R+ a)
R? _ g2
yMoma yMA4roa?
= - R2 4 =- R2

(4.174)



Wir nutzen jetzt aus, dal gilt
m = 4na’c (4.175)
fur die Masse der Kugelschale. Damit resultiert
yMm
— s
Es gilt also: Eine Hohlkugel mit homogen verteilter Masse wirkt nach aufRen in bezug auf ihre
Massenanziehung so, als sei ihre gesamte Masse im Mittelpunkt vereinigt. Diese Aussage gilt

auch fir homogene Vollkugeln und ist Grundlage aller Berechnungen der Himmelsmechanik.
Jetzt betrachten wir die Situation, daR der Massenpunkt M innerhalb der Kugel (R < a) liegt.

F =

(4.176)

Die Integration erfolgt jetzt zwischen den Grenzen a — R und a + R. Damit lautet die Kraft

P _yMora (r|a+g— R? — g? a+R)
R? “ a—R
M 2 _ 2 2 _ 92
_ _7Moma 2R—R a +R a
R? a+ R a—R
yMoma
= - R2
2R(a*>— R?)— (R*-a®)(a— R) + (R? - a*) (a+ R)
o — R?
Moma
S— o (2R+a—R—a-R)=0 . (4.177)

Im Innern einer Hohlkugel, die homogen mit Masse belegt ist, wirkt an keiner Stelle eine Gra-
vitationskraft.

Da die elektrische Kraft zwischen zwei Ladungen ¢; und ¢, von dhnlicher Struktur ist wie die
Gravitationskraft, namlich .
n 9192 L — T2
Fe = — - 12 |z =
|’I"1 —7"2| |T1 _T2|

, (4.178)

kdnnen alle hier erhaltenen Resultate ohne weiteres auf die entsprechenden elektrischen La-
dungsverteilungen tibertragen werden. Insbesondere sehen wir, dal3 eine gleichférmig geladene
Kugelschale im Innern keine Kréfte zuldRt. Schliel3lich wollen wir noch das Potential fiir die
homogene Kugelschale herleiten.
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Fir R > a gilt

R
= / = . (4.179)

Fur R < a ist der Beitrag F - d7 tiberall Null. Daher muf das Potential tGiberall im Innern der
Kugelschale konstant sein. Wir fordern Stetigkeit fir R = a, anderenfalls werden sonst die
Krafte unendlich. Damit folgt

M
V(R)=—¥ fir R<a . (4.180)

Es folgt eine graphische Darstellung des Potentials und der Kraft.

a R

V(R)
Als weitere Aufgabe zur Bestimmung der Gravitationskraft eines ausgedehnten Korpers be-
trachten wir die Gravitationskraft eines homogenen Stabes.

[ > X
-a dM +a

Wir wollen die Gravitationskraft eines homogenen Stabes der Lange 2a und der Masse M auf

ein Teilchen der Masse m, das sich im Abstand b vom Stab in einer Ebene senkrecht zum Stab

durch den Stabmittelpunkt befindet, berechnen. Es ist

ym - dM
2

dF = — (4.181)

7
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und ;
cost) = ——— . 4.182
Ve (4.182)
dF kann man zerlegen in Kraftkomponenten parallel und senkrecht zum Stab. Die Komponen-
ten parallel zum Stab heben sich gegenseitig auf. Wirksam werden nur die Kraftkomponenten

senkrecht zum Stab

dF'| =dF cos? . (4.183)

Wir verwenden M
o= — (4.184)

dz

und somit dM = o dx. Damit bekommen wir

ymdM cosv _ymo drcosd —ymodzb

dF, = — = 4.185
1 ’]"2 IE2 + b2 (:E2 + b2)3/2 ( )
Fur das Integral erhalten wir
r r dz 2ymoa
F= / dF, = —2b / =— . 4.186
. 1 Yo (:E2 i b2)3/2 b /70,2 T b2 ( )
Es gilt
dx x
= . 4.187
/ ( /22 + b2)3 b’ x? 4 b? ( )
Wir verwenden jetzt
M = 2a0 (4.188)
und bekommen damit abschliel3end
7 yMm
F=——"©H . 4.189
NCET A (4.189)

Fir b > a folgt erwartungsgemal F' ~ bl_2
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5 Die Spezielle Relativitatstheorie

5.1 Koordinatensysteme

In diesem Kapitel wollen wir einige Grundprinzipien der im Jahre 1905 von A. Einstein vorge-
stellten speziellen Relativitatstheorie behandeln. Ein wesentliches Grundelement der speziellen
Relativitatstheorie ist das Studium physikalischer Grundgesetze bei Koordinatentransformatio-
nen von einem Koordinatensystem K in ein anderes Koordinatensystem K'.

7

A

Al
=

> X

Zur mathematischen Beschreibung eines Massenpunktes gibt man dessen Relativbewegung ge-
geniiber einem Koordinatensystem an. ZweckmaRigerweise wéhlt man dazu ein unbeschleu-
nigtes Bezugssystem, also ein Inertialsystem. Zu einem willkirlich gewdhlten Inertialsystem
gibt es jedoch beliebig viele andere, die sich gegentiber dem ersten gleichformig bewegen. Bei
einem Ubergang von einem Inertialsystem K zu einem anderen K’ bleiben die Gesetze der
Mechanik unverandert. Wir nehmen im folgenden an, daf sich das System K’ gegeniiber K
mit der Relativgeschwindigkeit ¢y bewegt. Ferner sollen zum Zeitpunkt ¢ = 0 die beiden Ko-
ordinatensysteme tbereinstimmen. Dementsprechend gilt fiir den Abstandsvektor R der beiden
Systeme

R =10yt . (5.1)
Offensichtlich gilt
F=R+7 (5.2)
und damit
r=f-R , (5.3)
also
r=7— Ot . (5:4)

Explizit ausgeschrieben lauten diese Gleichungen der Galilei-Transformation

= T — gt (5.5)

!

Yo=Yy — vt , (5.6)
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2= z—wgt . (5.7)

— —

Allgemeiner folgt, falls die Koordinatenurspriinge (7 = r' = 0) zur Zeitt = 0 um Ry im System
K auseinanderliegen

P =7—T¢—Ry . (5.8)
Da die Relativgeschwindigkeit konstant ist, lautet die zeitliche Ableitung der Ortsvektoren
T, (5.9)
Eine weitere Differentiation ergibt

.
=7

i, (5.10)

K

o
a =

so daf die Beschleunigung in beiden Systemen gleich ist. Ebenso folgt nach dem Newtonschen
Gesetz

—

Fr=md =ma=F . (5.11)

Wenn das Newtonsche Gesetz in einem System gilt, sollte es auch in dem anderen System
gelten. Die Newtonsche Mechanik bleibt unverdndert. Die Newtonsche Mechanik ist Galilei-
invariant.

Bei der Galilei-Transformation wird angenommen, daR in jedem Inertialsystem die gleiche Zeit
herrscht, d. h. bei einem Ubergang von einem System in das andere bleibt die Zeit unverandert

t=t . (5.12)

Die Zeit ist demnach eine Invariante, man spricht von einer absoluten Zeit.

Die Transformationsgleichung (5.9) beinhaltet auch, daR es keine hochste Geschwindigkeit oder
Grenzgeschwindigkeit gibt. Jedoch hat der Michelson-Versuch ergeben, daf die Lichtgeschwin-
digkeit ¢ = 299 792.458 k?m eine absolute Grenzgeschwindigkeit ist, und dal} daher die Galilei-
Transformationen fiir Geschwindigkeiten im Bereich der Lichtgeschwindigkeit nicht giiltig sein
kdnnen.

5.2 Der Michelson-Versuch

In der klassischen Physik nahm man an, daB das Licht an ein Medium, den sogennanten Ather,
gebunden sei. So wie sich der Schall in der Luft als Dichteschwingung ausbreitet, sollte sich das
Licht in dem universellen Ather fortpflanzen. Der Ather wurde als absolut ruhend betrachtet.
Hierdurch wurde auch ein absolut ruhendes Inertialsystem definiert.

Nimmt man ein Raumschiff an, das sich im Ather bewegt und fliegt dieses Raumschiff Licht-
strahlen entgegen, so ist die Lichtgeschwindigkeit im Raumschiff nach der Athertheorie groRer,
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im Fall der entgegengesetzten Bewegungsrichtung kleiner. Zur Uberpriifung dieser Vorstellung
nahm Michelson als Raumschiff die Erde, die sich mit einer Geschwindigkeit von 30 km/s um
die Sonne bewegt. Trifft die Athertheorie zu, dann muR sich das Licht in Bewegungsrichtung
der Erde schneller ausbreiten als nach jeder anderen Seite. Um diese Geschwindigkeitsunter-
schiede nachzuweisen, fiihrte Michelson einen Versuch durch, der im folgenden skizziert ist.

SZ SZ
———— [ g
- >V
l, .S S
S S \
07% //,:/ :::::23:::::::5:
" - : PN 5 J
1 | X
Schirm Schirm

Schema des Michelson-Versuches

Die monochromatische Lichtquelle @ sendet einen Lichtstrahl aus, der an einem halbdurchlassi-
gen Spiegel S in zwei Biindel aufgespalten wird. Nach der Strecke [, bzw. I, treffen diese auf
die Spiegel S; bzw. S,, wo sie reflektiert werden und schlieBlich wieder auf S treffen. Hier
uberlagern sich die beiden Biindel wieder. Richtet man es so ein, daR beide Lichtbiindel Lauf-
zeitunterschiede haben, so entstehen Interferenzstreifen auf dem Schirm.

Der Wegunterschied fir die Wege nach S; bzw. S, und zuriick betrégt im ruhenden System
AS=2(l1 -1 . (5.13)

Im ruhenden Ather betrégt die Lichtgeschwindigkeit immer ¢. Ein Lichtstrahl, der die Strecke
zuriicklegt, bendtigt die Zeit

t=- (5.14)
C

Der Weg des Lichtstrahls gegeniiber dem Ather ist /; + =. Dabei ist z die Strecke, die die Erde
(bzw. der Spiegel) in der Zeit ¢t zuriicklegt.
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r ~ " N

|
!

1 Sl

Der Weg des parallel zur Flugrichtung laufenden Lichtes ist I; + . Fur die Erde gilt

ty = (5.15)
v
Fir den Lichtstrahl folgt
[
— JCF z (5.16)
Nun ist
tp =t (5.17)
und damit folgt
z_htz (5.18)
v C
Wir 18sen nach x auf,
_hw/e Lo (5.19)

11— % T e—w
Betrachten wir nun den riicklaufenden Lichtstrahl, so ist die Strecke, die der Lichtstrahl zuriick-
legen muB, [, — z'. ' ist dabei die Strecke, die die Erde in der Zeit

:EI

=" (5.20)
v

dem Lichtstrahlt entgegenkommt. Der zurticklaufende Lichtstrahl bendtigt die Zeit

l _ !
f,=""T (5.21)
C
Nun ist wieder
tp=1t5 , (5.22)
und es folgt
! ool
v_b=7 (5.23)
C
Wir l6sen nach =’ auf,
, /e L (5.24)
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Die gesamte Strecke, die der Lichtstrahl zurticklegt, ist

S1 = ll + x4+ ll - IE’ . (525)

Wir setzen z und z’ ein, dies ergibt

8 = 2l1+ ll’U _ ll’U
c—v c+v
_ gy 4 hv/e L/
02
_ 2l1(1—c—2)+l1v/c(1+%)_llv/c(1—%)
_v 1_ v 1
c? c? c?
21
= L (5.26)
Ty
c

Der Weg des senkrecht zur Flugrichtung laufenden Lichtes.

Wahrend der Strahl auf dem Weg zu S; ist, vergeht die Zeit

l2+ 2
poYy_verTy (5.27)
v C

Beim Rickweg benotigt der Strahl dieselbe Zeit, d.h. er legt dieselbe Wegstrecke wie beim

Hinweg zuriick. Daraus folgt
Sg =20/B+y?2 . (5.28)

Zunachst bestimmen wir 3 aus (5.27),

=277 (5.29)



Auflosen nach y? ergibt

2 _ (0%

Wir setzen das in (5.28) ein, es folgt

2/ .2\ 12
32=2\115+M=2l - (5.31)

1—v?/c? 2 f1—v2/c?

Der Wegunterschied zwischen s; und sy wird
20, 21,

o 1—v%/c? /1—1)2/02

Im Ather ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes immer ¢. Entsprechend ist der Un-
terschied in der Laufzeit

At=§=2( b b2 ) (5.33)

c c 1—v%/c? /1_1)2/02

Dreht man nun die Versuchsanordnung um 90°, so zeigt 5 in Bewegungsrichtung der Erde. Jetzt
ist ¥ parallel zum Weg von S nach S,. Fir die Wegdifferenz folgt nun ein analoger Ausdruck

20 2
1 —v2jc2 1-v?/c

Dies sollte zu einer Verschiebung der Interferenzstreifen der beiden Lichtstrahlen auf dem
Schirm fihren, da gilt

As =38, — 59 (5.32)

As = S1 — SS9 = (534)

1 1
AS — Ag = (2l1 + 2l2) ( —
1—v?/c® 1 —v2/c

,02
M (k) (5.35)

Ruht das System dagegen (v = 0), so ist As im gedrehten System gleich As im ungedrehten
System, d.h. es tritt keine Verschiebung der Interferenzstreifen auf. Michelson beobachtete aber
auch fiir v # 0 bei Drehung der Apparatur keine Verschiebung der Interferenzstreifen.

Da man bei dem Michelson-Versuch keine Verschiebung der Interferenzstreifen feststellen konn-
te und es unverniinftig ware anzunehmen, daR der Ather der komplizierten Erdbewegung folgt,
stellte Einstein folgendes Postulat auf, um den Michelson-Versuch zu erkldren: Die Lichtge-
schwindigkeit im Vakuum ist fur alle gleichformig bewegten Bezugssysteme gleich grof3. Wenn
die Lichtgeschwindigkeit dieselbe ist, egal ob sich der beobachter der Lichtquelle entgegen oder
von ihr fort bewegt, so ist stets

As = S§1 — S9 = 2l1 — 2l2 (536)
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und ebenso
As = S1 — S9 = 2l1 — 2l2 , (537)

also
As—A5=0 . (5.38)

Dann gibt es also keine Verschiebung der Interferenzstreifen.

5.3 Die Lorentz-Transformation

Wir wollen nun Koordinatentransformationen ableiten, die der Tatsache Rechnung tragen, dal
die Lichtgeschwindigkeit in allen Koordinatensystemen konstant ist. Wir fiihren jetzt die Koor-
dinaten (z,y, z,t) im System K ein und die Koordinaten (', 4/, 2/, t') fir das System K'. Wir
verallgemeinern die Mdglichkeiten und gehen nicht langer davon aus, daf ¢ gleich ¢’ ist. Die
beiden Systeme sollen fiir £ = ¢’ = 0 Uibereinstimmen. Fir einen Lichtstrahl im System K gilt

vi=¢* . (5.39)

Ausgeschrieben lautet dies
?+y*+22

7 =c (5.40)

und weiter
22 +y° + 2% =P (5.41)

und somit
Py + 2 -t =0 . (5.42)

Dies ist die Gleichung fiir die Lichtfortpflanzung. Im System K’ gilt entsprechend
T (5.43)

und daher
P+ =0 . (5.44)

Wir wollen nun einen Zusammenhang zwischen den Koordinaten (z', 4/, 2/, t') des Systems K’
mit (z,y, z,t) des Systems K herstellen. Wir nehmen an, daB diese Transformation linear ist.
Dies ist dquivalent der Aussage, daR die Raum-Zeit homogen und isotrop ist. Dies ist also eine
sehr plausible Annahme. Es gilt also im allgemeinen

g’ = an® + apy + a3z + aut . (5.49)

und &quivalent fur die anderen Koordinaten. Wenn die Transformation linear ist, ist die einzige
Transformation zwischen den quadratischen Formen

g 4y 27— M = N2 (IE2 +y? + 2% - c2t2) (5.46)
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mit
A= A(v) (5.47)

und
A0)=1 . (5.48)

Die Gegenwart von X erlaubt die Moglichkeit eines allgemeinen Skalenwechsels beim Uber-
gang von K nach K. Ist die Bewegung parallel zur z-Achse gilt offensichtlich

y = Ay (5.49)
2 = Az . (5.50)

Dies gilt unabhdngig von der Zeit. Eine Bewegung parallel zur z-Achse muf} auch so bleiben in
beiden Systemen. Der allgemeine lineare Zusammenhang zwischen z’, ¢’ und z, ¢ lautet dann

' = Maiz + ast) (5.51)

Die Koeffizienten aq, as, by, by sind Funktionen der Geschwindigkeit v und missen nun be-
stimmt werden. Offensichtlich muR fir v — 0 gelten

a1 1
imd 2 =)0 (5.53)
v=0 | By 1

ba 0

Der Ursprung von K’ bewegt sich mit der Geschwindigkeit v im System K. Damit ist seine
Position spezifiziert durch

x=uvt . (5.54)
Damit muf3 in (5.51) gelten
0 = Aayvt + ast) (5.55)
und somit
as = —va; . (5.56)

(5.51), (5.52) zusammen mit (5.56) setzen wir jetzt in (5.46) ein
A2 (a1 — agvt)® + MA2% + 2222 — N2 (byt + byz)® = M2 (IE2 +y 42" - c2t2) . (56.57)

Weiter folgt
a? (z — vt)® — 2 (it + boz)® = 22 — 22 (5.58)
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und somit
a2z 4+ afv®t? — 2aczut — A63t? — Pboa® — 2biboxtc® = 2 — . (5.59)

Jetzt muf gelten durch Koeffizientenvergleich

a2—c =1 (5.60)
a2f—b2 = -1 (5.61)
102 1 - ) '

—2a%v — byt =

o

(5.62)

Dies sind drei algebraische Gleichungen, die wir unter Beriicksichtigung von (5.53) I6sen kénnen.
Es resultiert

ay :b1 = 5 , (563)
-%
v
b2 = —C—2a1 . (564)
Wir setzen ein und verifizieren die Lésung
1 cv? 1
1 _ 22 - ! 2 L, (5.65)
c? T2
2 2
= 1—2—2 - 1—2—2 . qged. (5.66)
1 2 1
— = -1 , (5.67)
1— 22 — Z_;
2 2
= 2—2—1 - —1+Z—2 . qed. (5.68)
v 1 v 1 2
- - — ) —/—=c = 0 . ged. (5.69)
1-4 /1_g( c2) -

SchlieRlich bleibt uns nur noch das Problem, den Skalenfaktor A(v) zu ermitteln. Wenn ein
drittes Koordinatensystem K" betrachtet wird, das sich mit der Geschwindigkeit —v parallel
zur z'-Achse relativ zu K’ bewegt, dann konnen die Koordinaten (", y", 2", ¢") aus denen von
(«', ¥, 2', t') gewonnen werden. Wir brauchen in den Transformationsgesetzen nur substituie-
ren v — —uv. Aber bei der tblichen Synchronisation ist K gerade wieder

n

=z, Y=y, =z =t . (5.70)

Dies fuihrt zu der Forderung
Av)A(=v)=1 . (5.71)
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Mit der Forderung y = ¢’ erhalten wir A(v) = 1 und zusammenfassend als Lorentz-Transfor-
mation

— vt
¢ = T (5.72)
y
02
¥y =y , (5.73)
7 = z 5.74
, (5.74)
t— Yz
o= = . (5.75)
y
02

Die Verallgemeinerung fiir eine Bewegung von K’ entlang der y-Achse bzw. z-Achse ist evi-
dent. Wir wollen nun den allgemeinen Fall betrachten, dal3 wir es mit einer beliebigen Ge-
schwindigkeit (aber konstant) 7 von K’ beziiglich K zu tun haben. Wir betrachten die Koordi-
naten parallel zu ¢ und senkrecht zu ¢. Dann haben wir

- 1

' = 72(:3”—1_)%) , (5.76)
2
g o= F o, (5.77)
1 v 3
¥ o= (t—” ‘””) . (5.78)
v? c?
1 ="
c

Wir definieren die parallelen und die senkrechten Koordinaten als

- v-gd T
T =~ Ty g (5.79)
T, = -2 . (5.80)
Dann &Rt sich die allgemeine Lorentz-Transformation schreiben als
5 1 —i. wd 1
o= Ft | —— 1| - 7t (5.81)
1_v2 v 1_ v
02 02
1 g . e d
#o= (t . %) . (5.82)
v? c
1 ="
C

Oft gewdhlte abkiirzende Schreibweisen in der speziellen Relativitatstheorie sind der Lorentz-
sche Kontraktionsfaktor

¥ =—— (5.83)
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sowie

=2 (5.84)
C

Der fir die gewohnte Vorstellung am paradoxesten erscheinende Aspekt ist in der Beziehung
zwischen ¢ und ¢’ enthalten. Zwei Ereignisse, die sich zur gleichen Zeit an zwei verschiedenen
Raumpunkten im System K ereignen, werden Beobachtern im System K’ nicht als gleichzeitig
erscheinen. Das ist eine Folge des Terms %7 in der Gleichung fiir ¢'.

5.4 Die Lorentz-Kontraktion

Als néchstes wollen wir die Lorentz-Kontraktion behandeln. Wir betrachten einen starren Stab,
der bezuglich K in Ruhe ist und langs der x-Achse liegt. Er habe die Lédnge | = x5 — ;. Ein
bewegter Beobachter mifit die Lange des Stabes, indem er die Lage der beiden Endpunkte z';
und z’5 in seinem System K’ zu einem Zeitpunkt ¢ lokalisiert. Aus den inversen Gleichungen
finden wir

'+t
T \/11_7/62 , (5.85)
'y + ot

Damit ist die scheinbare Lénge

ty—ali = (w—m)1- B2 =1/1-52 . (5.87)
Der Stab erscheint dem bewegten Beobachter um den Faktor /1 — 52 verkirzt.
I'=0/1-p52 . (5.88)

Man beachte, da3, obwohl beide Enden zur gleichen Zeit ¢’ gemessen werden, das keine gleich-
zeitigen Ereignisse im ungestrichenen System sind, da sie an verschiedenen Punkten z; und z,
erfolgen.

5.5 Die Zeitdilatation

Als ndchsten Punkt behandeln wir die Zeitdilatation. Wir nehmen an, eine Uhr werde im System
K an einen Punkt x, gesetzt. Zur Zeit ¢; nach dieser Uhr bemerkt ein Beobachter, der sich in
diesem Punkt jedoch im System K befindet eine Zeit

t — 25t
= ——£ . 5.89
1 m ( )
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Zur Zeit t, findet der Beobachter im System K’ die Zeit

VI
, b
Damit folgt fir das Zeitintervall At = ¢’y — ¢y
to—1
At = ﬁ (5.91)
also At

Wenn nach der stationdren Uhr eine Stunde vergangen ist, findet der bewegte Beobachter, dal
auf seiner Uhr —X— Stunden vergangen sind. Er wird sagen, die stationdre Uhr gehe langsa-

2

mer, sie gehe nach; deshalb hat man diesem Phanomen den Namen ,,Zeitdilatation” gegeben.
Es soll aber nachdriicklich betont werden, da Beobachter im ungestrichenen System, die die
Geschwindigkeit einer Uhr priifen, die fest im gestrichenen System ist, ebenfalls zu dem Schluf3
kommen, dal3 die Uhr im Vergleich zu ihrer langsamer lauft. Die gleiche Feststellung gilt
fur die Lorentz-Kontraktion; ein Beobachter im ungestrichenen System beobachtet die glei-
che Kontraktion von Objekten, die fest im gestrichenen System sind. Somit ist kein System
als stationdres und das andere als bewegtes ausgezeichnet. Die Bewegung ist nur relativ; alle
gleichformig bewegten Systeme sind vollig gleichwertig.

Die Lorentz-Transformation zeigt auch, daB es keine Relativgeschwindigkeit gibt, die groRer als
c ist. Hatte ein Korper beziglich eines gegebenen Systems eine solche Geschwindigkeit, dann
sollte es moglich sein, vom Bezugssystem auf das System, in dem der Korper in Ruhe ist, im
Sinne einer Lorentz-Transformation zu transformieren. Aber eine Lorentz-Transformation auf
reelle Koordinatensysteme ist nicht moglich, wenn g > 1 ist. Das zeigt, dal} Geschwindigkeiten
groRer als die Lichtgeschwindigkeit nicht auftreten kdnnen. Die Lichtgeschwindigkeit ist eine
absolute Grenzgeschwindigkeit.

Als ein in der Natur beobachteter Prozef3 in dem die Zeitdilatation beobachtet wird und einen
wesentlichen EinfluR hat, ist der Zerfall von Myonen. Trifft ein Proton aus der kosmischen
Strahlung auf die Atmosphére, so entstehen etwa in 30 km Hohe w-Mesonen, von denen die
meisten je zu einem Myon g und einem Neutrino zerfallen. Nun hat das Myon in seinem Ruhe-
system eine mittlere Lebensdauer von At = 2-10~%s. Nach der Newtonschen Mechanik konnte
das Myon selbst mit Lichtgeschwindigkeit nur eine Strecke von

s=v-At=c-At ~600m (5.93)

zuriicklegen. Das Myon wird aber auch auf der Erdoberflache nachgewiesen. Mit

A
At = 7152 (5.94)
1-Y%
C
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konnen wir die Geschwindigkeit dieser Myonen leicht ausrechnen. Der Dilationsfaktor ist un-
gefahr 50. Dies bedeutet

1
= = 50 (5.95)
-2
C
v? 1
1—-— = — 5.96
= 5 (5.96)
also
2 1
— = 1-— 5.97
2 207 (5.97)
v 1
- = 1—— ~0.9998 . 5.98
c V 502 ( )
Damit wird in der Tat
s=vAt 2 c-At-50=50-600m=30km . (5.99)

Um den Umgang mit der Langenkontraktion etwas zu tiben, betrachten wir die folgende Auf-
gabe. Ein Stab der Lange [ im Ruhesystem bewegt sich gegeniiber dem Beobachter mit der Ge-
schwindigkeit v. Der Beobachter mift die Lange des Stabes zu §l. Wie grof3 ist v? Zur Losung
gehen wir aus von der Lorentzschen Langenkontraktion

I=1/1—-p (5.100)
mit I’ = 31. Damit bekommen wir
2 2
l——=-— 5.101
und weiter ) L s
v
=1—-== . 102
c? 9 9 (5.102)

Es resultiert v = 0.745 c.

5.6 Der Minkowski-Raum

Wir wollen jetzt den Minkowski-Raum einfiihren. Wir gehen aus von der Lichtgleichung
o2+ 4+ 22 =Pt (5.103)

bzw.
P+ =0 . (5.104)
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Dies kdnnen wir schreiben mitz1 = z, 20 =y, 23 = 2
3
Nai - =0 . (5.105)
i=1

Wir fuihren jetzt formal eine vierte Koordinate ein
x4 =ict . (5.106)

Der Grund fiir den imagindren Wert dieser 4. Koordinate wird aus (5.105) ersichtlich. Damit
konnen wir flr das Licht schreiben

4
> xi =0 . (5.107)
n=1
Ein Ereignis in der Raum-Zeit konnen wir zukiinftig durch vier Koordinaten angeben
z, = (z,y,2,ict) . (5.108)

Der Vierervektor des Lichtes hat die Norm Null. Ist eine Komponente eines Vierervektors ima-
gindr, so ist das Quadrat eines solchen Vektors nicht notwendig positiv definit. Vierervektoren,
deren Betragsquadrat groRer Null sind, werden raumdéhnlich genannt

X:lxi > 0 ,raumartig (5.109)
M:
4
> a2 < 0, zeitartig (5.110)
n=1
4
> a2 = 0 |, lichtartig. (5.111)
n=1

Wir betrachten jetzt die Lichtausbreitung in z-Richtung und setzen daher die y- und z-Komponente
gleich Null. Dann erhalten wir folgende graphische Darstellung des zweidimensionalen Unter-
raums der vierdimensionalen Raum-Zeit.

ct

Lichtkegel

zeitartig
Zukunft

raumartig

X

Vergan-
genheit

Die Lichtkegelgleichungen sind gegeben durch
x==+ct . (5.112)
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5.7 Additionstheorem der Geschwindigkeiten

Wir wollen jetzt das Additionstheorem der Geschwindigkeiten behandeln, d. h. wir studieren
das Verhalten der Geschwindigkeiten bei Lorentz-Transformationen. Wir betrachten dazu ein
Teilchen mit der Geschwindigkeit « im Koordinatensystem K. Wie grol3 erscheint die Ge-
schwindigkeit @’ des Teilchens im System K’, das gegeniiber K die Relativgeschwindigkeit
¥ = (v, 0, 0) aufweist? Zunachst beschranken wir uns auf die z-Komponente der Geschwin-

digkeit. Es gilt nach der Lorentz-Transformation

, z — vt
r = )

VI

v
t—C—QIE

VI

t =

Aquivalent gilt fiir die Differentiale

=9

i x —vdt
T = Y,

VI
v
2

Qu
Qu

T — T
dtf = ——C——

/1 2
Im System K gilt fur die Geschwindigkeit des Teilchens

[}

W= (Wg, wy, w,)

mit
Wy = d—x—>d:v=wwdt ,
dt
d
wy = d_?; — dy=w,dt ,
w, = d—z—>dz=wzdt
dt

Wir setzen nun dz = w; dt in den Ausdruck fiir dz’ und d¢’ ein und erhalten

(wy —v)dt

VI

I (1—2’—2ww)dt
b= Ao

Die z-Komponente der Geschwindigkeit im gestrichenen System ist gegeben durch

dr’

_do
Cd

'
ww
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(5.116)

(5.117)

(5.118)
(5.119)

(5.120)

(5.121)

(5.122)

(5.123)



Wir setzen die Differentiale ein und bekommen

dz’' , Wy — U
== Tu (5.124)

w; erhalt man in dhnlicher Weise mit

y =y, (5.125)
dy' = dy=w,dt (5.126)
und dt’. Es folgt
1 _ A2
w = V=5 (5.127)
Y 1- g Wy
C
GleichermaRen erhalten wir ,
1 —
W, = “17 V=5 (5.128)

Damit ist die Geschwindigkeit w' des Teilchens, wie sie von dem relativ zu & bewegten System
K' erscheint, vollstandig durch die Transformationsgleichungen fiir die drei Komponenten w?,
w,, und w;, bestimmt

— 1
w = m (’LUw — U, Wyy/ 1-—- ,62,wz\/ 1-— ,62) . (5129)

x

A

y

w K’
K/

X

_— >

\Y

Veranschaulichung der Geschwindigkeitsvektoren « in K und w' in K'. Die
Relativgeschwindigkeit beider Systeme ist 7 = v, €.

Nimmt man an, da3 sich ein masseloses Teilchen in K mit Lichtgeschwindigkeit |@| = ¢
ausbreitet und daB die Relativgeschwindigkeit von K’ zu K wieder ¥ = (uy, 0, 0) ist, so erhebt

o . : . =2
sich die Frage, welche Geschwindigkeit w’ man in K’ beobachtet. Wir setzen in ‘w’ =uw? =
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w'2 + w2 + w'; die ungestrichenen GroRen ein. Es resultiert

2 2 2 2
wy—v)" +(w;, +w;)(1-7
w? = ( ) ( Y 2) ( ) (5.130)
(-2
02
wfc—2wwv+§w§+v2+w5+w§— %(wﬁ-l—wj-l—wg)
= ¢ c —C . (5.131)
(2 — vwy)
Da sich das Teilchen in K mit Lichtgeschwindigkeit bewegt, gilt
wh +w, +w, =c . (5.132)
Wir erhalten somit
c — 2wv + %uﬂ
2 4 ct "
w = C 3
(2 — vwy)
2 2
2 ZVWa) (5.133)
(2 — vwy)

Man sieht, daB man auch in K’ keine groRere Geschwindigkeit als die Lichtgeschwindigkeit ¢
messen kann, unabhéngig davon, welchen Betrag die Geschwindigkeit ¢ der Relativbewegung
der beiden Koordinatensysteme zueinander besitzt.
Fir v < ¢ gehen die relativistischen Geschwindigkeitstransformationen in die Galilei-Trans-
formationen tber

w' = (wy — v, wy, w,) . (5.134)

Zwei sehr interessante Grenzfalle wollen wir an dieser Stelle noch diskutieren.
Zunéchst nehmen wir an, dal} sich das Teilchen in K mit Lichtgeschwindigkeit und daR sich K’
gegeniiber K ebenfalls mit Lichtgeschwindigkeit in die entgegengesetzte Richtung bewegt.

7 = (-¢0,0) , (5.135)
(c,0,0) . (5.136)

g
I

Naiv kdnnte man meinen, doppelt so schnelles Licht zu erhalten. Dies ist aber nicht der Fall.
Fir die z-Komponente gilt

W', = L:U (5.137)
1-— C_wa
Wir setzen v = —c ein und erhalten
2c
= —— = . 5.138
v 1+4¢2/c? ¢ ( )
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Auch konnte man versucht sein, ,ruhendes* Licht im System K’ zu erzeugen, indem 7 =
(¢,0,0) gesetzt wird. Das K’-System lduft sozusagen parallel zum Licht mit Lichtgeschwin-
digkeit. Das Transformationsgesetz ergibt in diesem Fall

Yoo WamC _ Wwp—C
T l—wg/c  (c—wg)/c

— . (5.139)

Dies gilt auch fur den Limes w, — c. Der bewegte Beobachter sieht also das Licht mit Lichtge-
schwindigkeit in die negative z’'-Richtung eilen. Hierbei erkennt man wiederum die Bedeutung
der Lichtgeschwindigkeit ¢ als Grenzgeschwindigkeit fiir alle Bewegungen.

5.8 Vierervektoren

Wir wollen jetzt den Begriff der Eigenzeit etwas erldutern. Wir hatten bereits im dreidimensio-
nalen Raum das Inkrement der Bogenlénge ds behandelt. Es war definiert durch

ds® = dF - dF = dz® + dy? + d2* . (5.140)

ds ist ein Skalar und 4ndert sich nicht bei Koordinatentransformationen, d. h. ds'> = ds?. Wir
verallgemeinern dies jetzt und geben das infinitesimale Abstandsquadrat im Minkowski-Raum
an

ds® = da® + dy® + d2° — dt® . (5.141)

ds? kann geschrieben werden als Skalarprodukt des Vierervektors
d 7= {dz,dy,dz,icdt} . (5.142)

Es ist demnach
ds>=d7 -d7 (5.143)

ds? ist als Skalarprodukt wieder eine Invariante bei Transformationen. Man spricht von einer
Lorentz-Invarianten
ds® = ds”* . (5.144)

Die gewohnliche Zeit ¢, nach der in der Newtonschen Mechanik zum Beispiel bei der Berech-
nung der Geschwindigkeit oder der Beschleunigung differenziert wird, ist nicht transformati-
onsinvariant und somit kein Skalar.

Nun wollen wir aber eine Lorentz-invariante Zeit finden, um beispielsweise bei der Differen-
tiation eines Vierervektors wieder einen Vierervektor zu erhalten. Um eine Lorentz-invariante
Zeiteinheit zu erhalten, gehen wir aus von

—ds® = *dt? — (da® + dy* + d2?) (5.145)
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und definieren

— 2 2 2 2
i = \/ ds :\/dﬁ—dx +dy? + dz

c2 c2
1 dx? + dy? + dz?
= diy/1 - —
\/ c2 dit?

= dh/1-p2 . (5.146)

Die Grolie dr besitzt die Dimension einer Zeit. Man bezeichnet dr als die Eigenzeit des Sy-
stems, denn im Ruhesystem (Eigensystem) ist sie identisch mit der dort gemessenen Koordi-
natenzeit dt, weil dort v = 0 und daher 8 = 0 ist. Im folgenden betrachten wir, wie sich
die dreidimensionalen Grof3en der Newtonschen Mechanik im vierdimensionalen Minkowski-
Raum verandern.

Um die Vierergeschwindigkeit zu erhalten, differenzieren wir den Weltvektor

= (21, X2, X3, T4a) (5.147)

nach der Lorentz-invarianten Eigenzeit dr. Generell wollen wir die Naturgesetze in Lorentz-
kovarianter Form formulieren. Bei Lorentz-Transformationen sollen die Naturgesetze gleicher-
malien gelten. Fur die Vierergeschwindigkeit erhalten wir

= . . . .
= dr T, o T3 Ty
= = : 5.148
T (x/l—ﬂ2’x/l—ﬂ2’x/1—ﬂ2’x/1—ﬂ2> (5149
Dabei ist speziell fir die vierte Komponente
_acdt icdt ic

NS T VI-Fdt V1o P (5.149)
Somit ist )
= = (@,ic) . (5.150)

v stellt die Vierergeschwindigkeit dar und gibt den Zusammenhang mit der gewdhnlichen drei-
dimensionalen Geschwindigkeit ¥’ wieder. Fur das Quadrat der Vierergeschwindigkeit folgt

4
T U= > v, = 1% (122 — 02) =-c . (5.151)
n=1

c

Als néchste GroRe wollen wir den dreidimensionalen Impuls, definiert als
P=me¥ , (5.152)

verallgemeinern auf den vierdimensionalen Minkowski-Raum. In Analogie definieren wir

? I My y Mo y Mo y 1cmy
S VIR VIR VI VI B
= (mu,icm) = (f,icm) . (5.153)
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Die ersten drei Komponenten gehen, wie es sein muB, im nichtrelativistischen Grenzfall in den
Newtonschen Impuls (iber. Man beachte, dal? wir eine effektive Masse m eingefiihrt haben, die
keine Konstante mehr ist. Es ist .
0
m = =7 (5.154)
my ISt die Ruhemasse des Teilchens. Es ist die Masse des Teilchens im Zustand der Ruhe
(v = 0). m ist kein Lorentz-Skalar, da sich der Wert von m von Inertialsystem zu Inertial-
system andert. Flr v — c steigt die Masse m ins Unendliche an. Deshalb muf3 man in Teilchen-
beschleunigern immer mehr Energie aufwenden, um die Geschwindigkeit hochrelativistischer
Teilchen (v = ¢) weiter zu erhthen.
Nun wollen wir die Viererkraft im Minkowski-Raum behandeln. Im dreidimensionalen Raum

ist die Kraft definiert durch das Newtonsche Kraftgesetz als

- d, d
F = %(mv) =P (5.155)

Auch diese Beziehung wollen wir vierdimensional verallgemeinern. Analog definieren wir die
Kraft im Vierdimensionalen

> d = 1 d =

= —P= —— — : 5.156
et~ m—ra’ (5.156)
Dies ist gleichzeitig die Lorentz-kovariante Grundgleichung der relativistischen Mechanik. Um
den Zusammenhang mit der dreidimensionalen Kraft zu erstellen, schreiben wir

> 1 d L.
F= = i (md,icm) . (5.157)
Man beachte, daf m hierbei geschwindigkeitsabhéngig ist. Explizit folgt
K
= .
= Ao (5.158)
mit p p
Vg
Weiter ist
_ 1 d [ demg \ _ dcmg BB . i
'ﬂ‘ﬁf@ﬁ<ﬁf@>‘ﬁf@a_wﬁ‘wmu_wf' (5.160)

Hierbei sind K, K,, K, die Komponenten der dreidimensionalen Kraft.
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5.9 Relativistischer Energiesatz

Wir wollen jetzt das relativistische Analogon der Kinetischen Energie ableiten. In der nichtrela-
tivistischen Newtonschen Mechanik hatten wir die kinetische Energie bestimmt mittels

t

— — d_’
ﬂﬂz/Kwﬁz/K;ﬁﬁ’. (5.161)
to
Differentiation nach der Zeit ergibt
ar - dp’
“ =K.g=2.75 . 5.162
dt R TR (5.162)
Setzen wir hier fir K = % = my %, so finden wir
dT = my¥ - dv . (5.163)
Nach Integration folgt
1 1
T2 — T1 = 57)’1{)’03 — Emo’l)% . (5164)

Das ist der schon friiher erhaltene Ausdruck fiir die kinetische Energie in der klassischen Me-
chanik. Jetzt setzen wir in (5.162) den dreidimensionalen relativistischen Impuls ein und erhal-

ten . J
S moe
s . A
FraCar (m”) (5.165)
Wir verwenden ¥ = v€ und erhalten
dT d MoV oo Mot Lo
— =y— : -2 1
7 Udt<\/1—7,62>e e+v<m>ee (5.166)
Mit
eg-¢ = 1 (5.167)
g =0 (5.168)
ergibt dies
dT d MoV 9, d B o d 1
dt ~ dt (ﬂ—,ﬁ?) P ("“\/1—,62) T \VI= 57 (5.169)
da

d B _d 1
B <71 d ﬂ2> == <71 — ﬂ2> . (5.170)
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Das wollen wir in einer Nebenrechnung verifizieren

d 1 1 3 .
avi=p = Ta(l=F) 20
d_ B _ _Bp

1 —3/ .
Gy = gt () (- 8) s
BB(L -7 8B
=gt -

Wir integrieren nun (5.169) beziiglich der Zeit und bekommen

ged. (5.171)

t

to

t
d 1 Mo C>
T = 22— \dt= 2
moC/dt(W)‘” V=52
0

1 1
2
moC — (5.172)
ha ]
Ist fiir ¢g = 0, v = 0 und daher 8 = 0, so erhalt man schlieRlich

2
T = % —mc® = (m—mg)c® . (5.173)
Der Ausdruck mgc? hat die Dimension einer Energie. Er bezeichnet den Energieinhalt, der in
der Ruhemasse enthalten ist. Es ist die Ruheenergie des Teilchens. Wir definieren die Gesamt-

energie eines freien Teilchens durch
E =T 4+ myc? (5.174)

und somit folgt
(5.175)

Dies ist eine der wichtigsten Aussagen der speziellen Relativitatstheorie: Energie und Masse
sind &quivalent. £ nennt man die totale Energie: Das ist die gesamte Energie, die ein freies
Teilchen besitzt. Sie setzt sich fiir ein freies Teilchen aus der Ruheenergie mqc? und aus der Ki-
netischen Energie (m — my) ¢ zusammen. DaB die Ruheenergie mgc? als neuer, selbststandiger
Energieanteil interpretiert wird, mul} letzten Endes durch das Experiment gekldrt werden.

Fir v < ¢, also 8 < 1 muB die relativistische kinetische Energie in die kinetische Energie der
Newtonschen Mechanik tibergehen. Wir gehen aus von

Mo c?

— 2
und fithren eine Taylor-Entwicklung der Wurzel durch. Mit z = 5% und
1 1 3 5
=1+-z+-2°+ —2°... 5.177
T +2:E+8:E +16:v ( )
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folgt fur die kinetische Energie

1 3 5
T = myc? (1 bop gty g6 ) — gl (5.178)
2 8 16
oder ) 5 :
T = —mgv? + —mec?Bt + —mec?B® + -+ (5.179)
2 8 16
Die relativistische Korrektur zum nichtrelativistischen Resultat
1
T = §m002 (5.180)
lautet demnach 3 .
Trel. Korrektur — §m002,64 + ETnoc2/66 + o (5181)

Die Aquivalenz zwischen Masse und Energie ist in der Kernphysik mannigfaltig bestatigt wor-
den. Z. B. spaltet bei der Kernspaltung ein Atomkern der Masse M in zwei Kerne mit den
Massen M; und Ms. Es ist dabei M > M; + M. Dem Massenschwund entspricht die Energie-
differenz

AE = (M — M, — M) & (5.182)

die als kinetische Energie bei der Spaltung frei wird. Nach diesem Grundprinzip wird bei einem
nuklearen Reaktor Energie gewonnen. Das gleiche Grundprinzip gilt leider auch bezuglich der
Energieerzeugung bei einer Atombombe.

Wir wollen nun die relativistische Energie fur freie Teilchen etwas weiter analysieren. Multipli-
ziert man zwei Viererimpulse skalar miteinander, so ergibt sich

p-p= (7, icm) - (P, iem) = p? —m?c® . (5.183)
Gleichermalien gilt
P-P=ml¥-T=-mi , (5.184)
da
T-T=- . (5.185)

Zusammengefaldt resultiert

P2 —m? = -—mic® . (5.186)

Wir nutzen aus, daR gilt E = mc?. Somit haben wir

2 =z = —mac® . (5.187)
Dies fuhrt auf
E? = 5% + mict| . (5.188)
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Dies ist die relativistische Energie-Impuls-Beziehung fir freie Teilchen. Formal kdnnen wir

jetzt die Wurzeln ziehen
B = +/?+mict (5.189)
Ey = —y\/p%c+mdc* . (5.190)
Hierbei bedarf der negative Wurzelausdruck einer gesonderten Diskussion. Die negative Wurzel

1Rt sich mit Antiteilchen in Verbindung bringen. Hat ein Teilchen die Ruhemasse Null, wie es
beim Photon und beim Neutrino vermutlich der Fall ist, so ist

E =pc (5.191)
mit p = v/p2. Esist
E =mc® = ymoc® . (5.192)
Daraus erhalten wir fur das Verhéltnis von Energie und Ruheenergie

E
y = . (5.193)

myc?

Wir fragen uns, welche Ruheenergie steckt in der Ruhemasse eines ausgewachsenen Mannes

2 2
E=80kg(3-1081) =72.10" kg™ = 7.2- 10" Joule . (5.194)
S s?

Wir wollen nun etwas die Geschwindigkeitsabhdngigkeit der Protonenmasse untersuchen. Die
Ruhemasse des Protons betragt

mo(p) = 1.66 - 107" kg . (5.195)
Wir wollen die Masse ermitteln, wenn es sich mit 90% der Geschwindigkeit des Lichtes bewegt
v(p) = 2.7 10° ? . (5.196)

Esist 8 = @ = 0.9 und damit

1 1 1
TE /T JI-08L 019

Fir die Protonenmasse folgt daher

~ 229 | (5.197)

m = ymy = 3.808-107%"kg . (5.198)
Die relativistische kinetische Energie betragt

T = E —myc® = moc®(y— 1) =1.93-1071°J . (5.199)
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6 Kinematik starrer Korper

6.1 Orthogonale Transformationen

Wir betrachten lineare Koordinatentransformationen der Art

!

r1 = anZTi+ AT + aizrs , (61)
!

To = 9171+ Ao9T2 + ag3¥s (62)
!

Ty = Q31T -+ a3ox9 + az3rs . (63)

Dabei sind a;1, a2, ... ein Satz konstanter, von z, ' unabhangiger Koeffizienten. In kompakter
Schreibweise lauten diese Transformationsgleichungen

3
i = aijx; , 1=1,2,3 . (6.4)
j=1

Mit der Matrix
ailr a2 ai1s
A = Qo1 Qg2 (23 (6'5)
31 G3zz G33
kdnnen wir auch schreiben
o = Az . (6.6)
Wir wollen nun solche Koordinatentransformationen betrachten, bei denen der Betrag oder die
Lange eines Vektors invariant bleibt. Diese Invarianz driicken wir aus durch

3 3
Yai=3a? . (6.7)

Dabei sind wir von einem orthogonalen Basissystem ausgegangen. Wir setzen z'; ein und be-
kommen

5 (Lo (Sown)

i=1 \j=1

3 3 3
Z Z Qi Qi LT = Z (Z aijaik> Tl - (68)
k=

i=1j,k=1 7,k=1 i

Dies kann nur dann auf die rechte Seite von (6.7) reduziert werden, wenn

3
Zaijaik = 1 fir j:k , (69)
i=1
3
i=1
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also

3
Zaijaik = 5jk )

i=1

(6.11)

Lineare Transformationen, die diesen Bedingungsgleichungen gentigen, nennen wir orthogona-

le Transformationen.

Als Beispiel betrachten wir die Drehung eines Koordinatensystems in zwei Dimensionen.

X2
A
X,
r .
Xl
O . X,
Hier gilt
z'y = zT1cos¢+ zosing
'y = —zsing+ z9c080

Die Matrix A lautet dann
A c?s ¢ sing
—sin¢ cos¢
Aufgrund der Orthogonalitétsbedingung soll gelten

2 a2

aia1 + agia1 = 1 =cos“¢p+sin“¢ ,
$n2 2

(19019 + A9oQog = 1 =sin ¢ —+ cos ¢ .

a11012 + G622 = 0 = cos ¢sin¢@ — sin ¢ cos ¢

Diese Bedingungen sind offensichtlich erfullt.
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Wir hatten bereits die Relation abgeleitet

€ = €ycosP+Eysing (6.18)
€y = —€gsing+e,cos¢p . (6.19)

Jetzt setzen wir
€ =€, , € =€z, , € =€y, , €Ep=~Ey, (6.20)

Den Ortsvektor 7 driicken wir durch seine Komponenten in beiden Koordinatensystemen aus.

7= :Elé'wl + x2€w2 = :E'lé'wfl + $I2€w12
= 2’1 (cos P&y +singéy,) + 'y (—€, sin g + cos @ €,,)
= (2'1cosd — 2'ysin @) &y, + (21 sin ¢ + ' cos @) €, (6.21)
Also gilt
z, = z'icosg—x'ysing (6.22)
To = x'ising+a'5cosd . (6.23)

Wir multiplizieren (6.22) mit cos ¢ und (6.23) mit sin ¢ und addieren
2’y =z cosd+ xosing . (6.24)
Wir multiplizieren (6.22) mit (— sin ¢) und (6.23) mit cos ¢ und addieren
'y =—x;sind+z9C08¢ . (6.25)

Dies sind die behaupteten Gleichungen.

Bei dieser Vorgehensweise drehen wir das Koordinatensystem und halten den Vektor fest. Al-
ternativ konnen wir auch das Koordinatensystem fest halten und den Vektor 7 in einen neuen
Vektor ' drehen.

XZ
A

e
at

> X,

Hierbei sollte gelten
'y =x,cosd+ z9singd . (6.26)
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Die Algebra ist die gleiche. Dennoch sollte man darauf achten, daf3 klar wird, welches Objekt
gedreht wird.

Wir wollen eine weitere Orthogonalitatseigenschaft der Transformationsmatrix bei orthogona-
len Transformationen ableiten. Dazu betrachten wir die inverse Transformation

3
k=1

Dann folgt analog aus der Invarianz der Lange eines Vektors

3 3 3 3
>z = binby o'pa’y = 2’y . (6.28)
i=1 i=1 k=1 k=1
Somit muB ebenfalls gelten
3
> bigby = O (6.29)
i=1
oder nach Umbenennung der Indizes
3
> bribu =6 (6.30)

k=1

Die Matrix {b;} besitzt also die gleichen Orthogonalitatseigenschaften wie die Matrix {a;}.
Nun hangen aber die b;; mit den a;; zusammen, denn es gilt

3 3 3
i = awzr =YY awxbut . (6.31)
k=1 k=11=1
Dies bedingt
3
> aiwby =0 . (6.32)
k=1

Ein Vergleich mit der Orthogonalitétsrelation (6.30) offenbart
Qg = by (6.33)

d. h. die Matrix by; ist die transponierte a;,-Matrix. Wir setzen dies in (6.30) ein und bekommen

3
Z aixix = 0 - (6.34)
k=1
Eine Umbenennung der Indizes liefert
3
Z ki = Ot (6.35)
i=1

Dies ist die gesuchte zweite Orthogonalitdtsrelation.
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Auch die Transformationsmatrix der Lorentz-Transformation

L_ 00 2
1-32 1-8

o = O
— o O
)

)

)

o O =
ﬁ

1-82

erflllt diese Orthogonalitatsrelationen. Hierbei war

4
t'; = Z ik T
k=1
mit z, = ict.
Bei orthogonalen Koordinatentransformationen gilt fur einen Skalar .S
S'=S
Fur einen Vektor z; gilt
IE; = Z Qi Tk
k
Fur einen Tensor zweiter Stufe T3 folgt
T =>.> i rm Tim
1 m
Fur einen Tensor dritter Stufe R;x; haben wir entsprechend

;kl = Z Z Z (im, Okn Qs Rmns
m n S

(6.36)

(6.37)

(6.38)

(6.39)

(6.40)

(6.41)

Die Verallgemeinerung auf einen Tensor n-ter Stufe ist evident. Ein Vektor wird auch Tensor

erster Stufe und ein Skalar ein Tensor nullter Stufe genannt.

6.2 Rotierende Koordinatensysteme

Wir diskutieren jetzt die Newtonsche Mechanik in bewegten Koordinatensystemen. Insbeson-
dere gilt unser Hauptaugenmerk den rotierenden Koordinatensystemen. Zundchst studieren wir
die Rotation eines (z',y’,2')-Koordinatensystems um den Ursprung des Intertialsystems (z,y,2),
wobei die beiden Koordinatenurspriinge zusammenfallen. Dabei sei das Inertialsystem mit L
fir Laborsystem und das rotierende System mit B fir bewegtes System bezeichnet. Das Ko-
ordinatensystem K soll in bezug auf K rotieren. Wir untersuchen die zeitliche Anderung des

Vektors A () im System K. Es ist
/Y(t) =A'1e_;1 +AI2€_;2+AI3€_;3.
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Fur die zeitliche Ableitung von A im bewegten System K’ folgt

Y
dt

dA', - dA's - dA’s -
- dtle’1+ dt2e’2+ dt3e’3 : (6.43)
B

Im Inertialsystem K mit den Koordinaten (z,y,z) ist A ebenfalls zeitabhéangig. Aufgrund der
Rotation des Systems K’ andern sich auch die Einheitsvektoren e';, €', €5 mit der Zeit. Aus
der Sicht des Systems K gilt also

dA dA'y 5 dAy o dA's o B . B
% = dtl €I1+ dt2 6’2+ dt3 6’3+A’16’1+A’26’2+AI36’3
L
T T R
= 7 + A e+ Ayely+ Alzely . (6.44)
B
Jetzt gilt stets

d -~ = -~ L L d
%(e’i-e’i) =e’i-e’i+e’i-e’i=%1=0 . (6.45)

Also isté‘i -€; =0.

Die Ableitung eines Einheitsvektors &; steht immer senkrecht auf dem Vektor selbst. Deshalb
1Rkt sich die Ableitung eines Einheitsvektors als Linearkombination der beiden anderen Ein-
heitsvektoren schreiben.

€1 = aely+agels (6.46)
6_;2 = a3e_71 + a4e_;3 , (647)
6_;3 = a5e_71 + 0466_;2 . (648)
\on diesen sechs Koeffizienten a4, . . ., ag sind nur drei unabhdngig. Um dies zu demonstrieren,
differenzieren wir zunéchst

€ -ey=0 (6.49)

und erhalten _ _
6_;1'6_;2:—6_;2'6_;1 . (650)

Wir multiplizieren (6.46) mit €/ und entsprechend (6.47) mit €;. So erhélt man

6_;2 . el;l = 1 , (651)
6_;1 . 6_;2 = az . (652)

Nach (6.50) folgt damit
a3 = —ap . (653)
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Analog ergibt sich

ag = —a4 (6.54)
asy, = —dadg9 . (655)

Die Ableitung des Vektors A im Inertialsystem 148t sich nun folgendermaBen schreiben

dA dA , ,
2 = @l Tt Al (a16’2 + a2e’3)
L B
+AI2 (—ale_;l + a4e_73) + AI3 (—a2€_;1 — a4e_72)
dg —; ! 1 _; ! !
= % +61(—a1A2—a2A3)+62(a1A1—a4A3)
B
+€_;3 (a2All + a4A'2) . (656)

Jetzt stellen wir fest, dal? wir das Endergebnis auch schreiben kdnnen als

dA|  dA| . .
% = % +Wdx A (6.57)
L B
mit & = (wl,wg,wg,). Es ist
W x fY = 6_;1 (CUQAI3 — w3A'2) + 6_;2 (CU3A’1 — wlAl3)
+€_;3 (wlA'Q - CUQAll) (658)
Wir missen nur identifizieren
Wy = a1 , (6.59)
Wy = —a2 , (660)
W, = a4 - (6.61)
Wir haben gezeigt, dal} wir schreiben kdnnen
dA| dA R
) = = JxX A .62
7 7 + @ X (6.62)
L B
mit
&= (a47 —ag, al) . (663)

Wir wollen nun die physikalische Bedeutung des \Vektors & beleuchten und nachweisen, daR er
mit der Winkelgeschwindigkeit identisch ist. Dazu betrachten wir den speziellen Fall

dA

—_—| = .64

B
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d.h. die Ableitung des Vektors A im bewegten System verschwindet. A rotiert mit dem beweg-
ten System mit. ¢ sei der Winkel zwischen der z-Achse als Rotationsachse und A

Z, yARD)
w dt
-
A ,
w dt >y
X y

Ve

X

Anderung eines im sich drehenden System fest verankerten, aber beliebigen Vektors A

Die Komponente parallel zur Winkelgeschwindigkeit ¢ wird durch die Rotation nicht verandert.
Der Winkel kann als Verhaltnis von Bogenldnge und Radius angegeben werden. Dies ergibt

dA
wdt = Asing (6.65)
und somit
dA =wdtAsing . (6.66)
Damit haben wir
A
cil—th(,uAsingo . (6.67)
In Vektornotation lalt sich dies auch schreiben als
A .
Cil—thwa ) (6.68)

Auch die Richtung von (& x A)d¢ stimmt mit dA berein. Da der Vektor A beliebig gewahlt
werden kann, muB3 der Vektor & mit der Winkelgeschwindigkeit, mit der das System rotiert,
identisch sein. Der Vektor & ist die Winkelgeschwindigkeit des bewegten Systems relativ zu
einem festen System. Wir fiihren jetzt eine Operator-Notation ein. Wir definieren

o dA
DA = 2= .
L o , (6.69)
L
- dA
A = = . 7
B &) (6.70)
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Dann konnen wir auch schreiben
DrpAd=DpA+dx A= (Dp+ax)A (6.71)
also ) ) )
DiA=DgA+dx A . (6.72)
Insbesondere ist die Winkelbeschleunigung in beiden Koordinatensystemen gleich

dis
dt

dis
dt

= — W XwWw=
L di

B

(6.73)

B

Wir wollen jetzt die Newtonsche Mechanik in rotierenden Koordinatensystemen studieren.
Ersetzen wir A durch den Ortsvektor 7, so gilt

dF|  dF

T =% +ax7 6.74
a| o), X (6.74)
mit dr dx’' dz’' dz’'
ary _ 5 L2 5 T3 5 6.75
@l " a T a2 a o8 (6.79)

(6.74) heiBt manchmal die ,wahre* Geschwindigkeit, wéahrend (6.75) auch ,,scheinbare” Ge-
schwindigkeit heil3t.
Wir gehen jetzt (iber zum Studium der Beschleunigung. Das Newtonsche Gesetz

mi=F (6.76)
gilt nur im Inertialsystem. In beschleunigten Systemen treten zusatzliche Terme auf. Zuerst
betrachten wir eine reine Rotation. Fir die Beschleunigung gilt

F = L(7), = Du(Der) = (Ds +0x) (Do7+3 x7)
= D474+ Dp(@x7) +dx Dpf+@x (& x7)

= D37+ (Dp@) x 7+ 25 x Dpf + @ x (@ x 7). (6.77)

Wir ersetzen den Operator nun wieder durch den Differentialquotienten
— — dF
XT4+20X —

B dt

&7
T

&
ar?

d

R

+IX@xF) . (6.78)

B B

Dabei bezeichnet man die Ausdriicke %‘B x 7 als lineare Beschleunigung, 24 x ‘fl—f 5 als

Coriolisbeschleunigung und & x (& x 7) als Zentripetalbeschleunigung. Durch Multiplikation
mit der Masse m folgt die Kraft F
dad

+m%

—

. L dr
X 74+ 2mw X —
B dt

I
Fem®’
e

Fmd x (@ xT) . (6.79)

B B
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Die Grundgleichung der Mechanik im rotierenden Koordinatensystem lautet also, wenn wir den
Index B unterdriicken
d2 — o d—;
md—t;"=F—md—°:xf—2mwxﬁ—mwx(wxf) . (6.80)
Die zusétzlichen Terme auf der rechten Seite dieser Gleichung sind Scheinkréfte, dynamischer
Art, doch eigentlich von dem Beschleunigungsterm stammend. Fir Experimente auf der Erde
kann man die Zusatzterme oft vernachlassigen, da die Winkelgeschwindigkeit der Erde

27 1
w= 272710 3 S (6.81)
betrégt.
SchlieRlich wollen wir noch die Bedingung aufgeben, dal? die Urspriinge der beiden Koordi-
natensysteme zusammenfallen. Die allgemeine Bewegung eines Koordinatensystems setzt sich
zusammen aus einer Rotation des Systems und einer Translation des Ursprungs. Gibt R den
Ursprung des gestrichenen Systems an, so gilt fir den Ortsvektor im ungestrichenen System

7= R+r | (6.82)
P = R+1 . (6.83)
Im Inertialsystem gilt nach wie vor
d*7 ~ ~
mWL=F\L=F . (6.84)
Wir setzen # ein und erhalten
&r PRl

Wir fiihren den Ubergang zum beschleunigten System aus und erhalten

di?

o
dt
L

dr

m I =F—-m

B

X 7 —2md x 7 —md x (@x717) . (6.86)

B

Es tritt also das Zusatzglied mE auf.
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6.3 Das Foucaultsche Pendel

Zur Demonstration der Kréfte in einem rotierenden Koordinatensystem diskutieren wir das Fou-
caultsche Pendel. Wir werden hierbei die Bewegungsgleichung des Pendels ableiten unter Be-
riicksichtigung der Rotation der Erde um ihre Achse. Damit gelang Foucault im Jahr 1851 ein
einfacher Beweis der Erdrotation. Ein Pendel versucht seine Schwingungsebene beizubehalten,
unabhangig von einer moglichen Drehung des Aufhdngepunktes. Die Skizze zeigt die Anord-
nung des Pendels und legt zugleich die Achsen des Koordinatensystems fest.

z

A

Dl

Dl

X
Wir wollen zunéchst die Bewegungsgleichung des Foucaultschen Pendels herleiten. Fir den
Massenpunkt gilt
F=T+mg , (6.87)

wobei T' eine zunichst unbekannte Zugkraft im Pendelfaden ist. Wir gehen aus von der fir
bewegte Bezugssysteme giiltigen Grundgleichung
mi=F— m—X7 — 2mdx¥ —mdx (@x7) . (6.88)
linears Kraft  COrioliskraft  Zentripetalkraft
Fur die Erde gilt dw/dt = 0. Die Winkelgeschwindigkeit der Erde ist klein, w = 7.27-107%s~.

Daher kann die lineare Kraft und die Zentripetalkraft vernachléssigt werden. Somit erhalten wir
naherungsweise

mi=T+mg—2mad X7 . (6.89)

Die Erdrotation macht sich durch das Auftreten der Corioliskraft bemerkbar. Die Corioliskraft
fuhrt zur Drehung der Schwingungsebene des Pendels. Die Zugkraft T im Faden ist

T = (T &6 +(T-&"é' +(T-&")e’
= Tcosaé ' +TcosBé +Tcosyés'

SaQar@uen(T)e . ew
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Jetzt zerlegen wir die Winkelgeschwindigkeit in bezug auf das rotierende Koordinatensystem.

>
'

X
Es ist & = wes. Wir zerlegen €3 in Komponenten in bezug auf €1/, &' und &3 '. Es ist

€3 =(—sinA) &' +0eé ' +cosAéy’ . (6.91)
Damit ist
J=-wsinAey +wcoshes' . (6.92)

Mit dieser Darstellung von & kdnnen wir das in der Corioliskraft geforderte Kreuzprodukt & x ¢
auswerten. Es folgt

e’ é' &3’
XU = | —wsinA 0 wcosA
= —wcosAye' +w(sinAz+cosAi)ey' —wsinAges’ . (6.93)

Ferner nutzen wir aus, dal gilt
mg=—mgés' . (6.94)

Damit konnen wir zusammenfassend das gekoppelte Differentialgleichungssystem aufschrei-
ben. Es gilt

mi = —%T 1 2mweos Ay (6.95)

mij = —%T — 2mw(cos A +sinAz) (6.96)
| —

mi = 2T —mg+2mwsin\y . (6.97)

l

Zur weiteren Berechnung machen wir jetzt eine weitere Ndherung. Wir nehmen an, das Pendel
sei sehr lang, die Amplitude der Schwingung sei aber sehr klein. Dann findet die Bewegung der
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Masse fast nur in der z-y-Ebene statt, hingegen ist Z und 2 nahezu Null. Ferner kdnnen wir fir
kleine Auslenkungen L _l Z durch 1 approximieren. Aus (6.97) folgt damit

0=T —mg+ 2mwysin A (6.98)
und somit
T =mg —2mwysin A . (6.99)

Einsetzen in (6.95) bzw. (6.96) liefert

i = —§g+§2wysinA+2wcosAy', (6.100)
i = —%g+%2wy’sin)\—2wcos)\:t. (6.101)

Dieses Differentialgleichungssystem ist nichtlinear aufgrund der auftretenden Terme proportio-
nal zu zy und yy. Aufgrund der Tatsache, daB w, = und y kleine GroRen sind, sind auch diese
Kopplungsterme sehr klein und kénnen vernachléssigt werden. Damit resultiert ein gekoppeltes
System linearer Differentialgleichungen

& = —gx/l+2wycosA, (6.102)
i = —gy/l —2wicosA. (6.103)
Jetzt wollen wir uns um die Losung dieser Differentialgleichung unter Berticksichtigung spezi-

fischer Anfangsbedingungen kiimmern.
Zunéchst bezeichnen wir

% = k2, (6.104)
weosA=a . (6.105)
Dies fuhrt auf
& = —k*z —2ad%y (6.106)
i = —k%y—20d4t . (6.107)
Addiert ergibt dies
i+ = —k*(z + iy) — 204 (2 + i7) . (6.108)
Mit
Uu=2z+1y (6.109)
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folgt
i = —ku — 20t (6.110)
oder
i+ 2ien + kKu=0 . (6.111)
Diese Gleichung wird durch den bei allen Schwingungsvorgangen bewéhrten Ansatz
u=Ce" (6.112)
gelost, wobei wir v bestimmen wollen. Einsetzen in die Differentialgleichung liefert
Cy2e™ + 20iCvye™ + k*Ce™ = 0 (6.113)
und somit
v+ 2iay + k2 =0. (6.114)
Dies ergibt zwei Losungen fir ~

M2 = —ia £ iky/1+a2/k? . (6.115)

Jetztist &® = w? cos? A klein gegeniiber k2 = g/I. Wir nutzen dies aus und erhalten im Rahmen
dieser weiteren Néherung

T2 = —ia+ ik (6.116)

Die allgemeinste Losung der Schwingungsdifferentialgleichung ist eine Linearkombination der

linear unabhdngigen Losungen
u = Ae" 4+ Be™' | (6.117)

wobei A und B durch die Anfangsbedingungen festgelegt werden missen und komplex sein
kdnnen. Wir setzen an

u= (A +idy)e @R 4 (B, +iBy)e Pt (6.118)
Die Eulersche Relation
et = cosp +ising (6.119)
erlaubt die Aufspaltung von v = z + iy,

z+iy = (A +iAs)(cos(a — k)t — isin(a — k)t)
+(B; +iBs)(cos(a + k)t —isin(a + k)t) . (6.120)
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Nach Trennung von Real- und Imaginarteil folgt
z = Ajcos(a— k)t + Agsin(a — k)t + By cos(a + k)t + Bysin(a+ k)t , (6.121)
y = —A;sin(a— k)t + Ascos(a — k)t — By sin(a + k)t + By cos(a + k)t (6.122)
Die Anfangsbedingungen seien

g =

0

v = L ,
g = 0
0

Yo = (6.123)
Die Anfangsgeschwindigkeit sei also Null. Wir setzen o = 0 in (6.121) ein, dies liefert

Wir differenzieren (6.121) nach der Zeit und setzen i = 0 ein. Damit folgt
k-«
T Pk+a
Wieder nutzen wir aus: o < k und damit By =~ A,. Aus (6.121) folgt damit

By

(6.125)

z = Ajcos(a—k)t+ Assin(a — k)t — A; cos(a+ k)t + Assin(a+ k)t , (6.126)
y = —Ajsin(a— k)t + Ascos(a — k)t + A;sin(a + k)t + Agcos(a + k)t (6.127)

Jetzt missen wir noch die Anfangsbedingungen fiir yo und g, einarbeiten. Aus g, = 0 folgt

Dies ergibt
A =0 . (6.129)
Aus yo = L ergibt sich
24, =L (6.130)
oder
L
Ay = 5 (6.131)
Zusammengefaldt resultiert
L . L .
r= sin(a — k)t + 5 sin(a + k)t (6.132)
L L
y=3 cos(a — k)t + 5 cos(a + k)t . (6.133)
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Wir verwenden jetzt die trigonometrischen Relationen

sin(z £y) = sinzcosy +coszsiny, (6.134)
cos(x £y) = coszcosyFsinzsiny. (6.135)
Dies fuhrt auf
x = Lsinat coskt (6.136)
y = Lcosatcoskt . (6.137)

Die beiden Gleichungen lassen sich in einer Vektorgleichung zusammenfassen
7= Lcoskt(sinat € + cosat €;) . (6.138)

Der erste Faktor in dieser Losung beschreibt die Bewegung eines Pendels, das mit der Ampli-
tude L und Frequenz k = \ﬁ schwingt. Der zweite Faktor ist ein Einheitsvektor 7, der mit der
Frequenz e = w cos A rotiert und die Drehung der Schwingungsebene beschreibt

7 = Lcosktii(t) , (6.139)
fi(t) = sinat € +cosat éy . (6.140)

Dies beinhaltet auch, in welcher Richtung sich die Schwingungsebene dreht. Fir die nérdliche
Halbkugel ist cos A > 0 und nach kurzer Zeit gilt sin o > 0 und cos ot > 0, d. h. die Schwin-
gungsebene dreht sich im Uhrzeigersinn. Ein Beobachter auf der Stidhalbkugel wird fiir sein
Pendel wegen cos A < 0 eine Drehung gegen den Uhrzeigersinn feststellen. Verfolgt man den
Weg des Massenpunktes eines Foucault-Pendels, so ergeben sich Rosettenbahnen. Die genaue
Form der Bahn hangt entscheidend von den Anfangsbedingungen ab.
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6.4 Teilchensysteme

Wir fiihren jetzt die Mechanik der Teilchensysteme ein. Bisher haben wir nur die Mechanik
eines Massenpunktes betrachtet. Wir gehen jetzt dazu tber, Systeme von Massenpunkten zu
beschreiben. Ein Teilchensystem behandeln wir als Kontinuum, wenn es aus einer so groRen
Anzahl von Massenpunkten besteht, daR eine Beschreibung der individuellen Massenpunkte
praktisch nicht durchfiihrbar ist. Im Gegensatz dazu heil3t ein Teilchensystem diskret, wenn es
aus einer uberschaubaren Anzahl von Massenpunkten besteht.

Eine Idealisierung eines Korpers, beschrieben als Kontinuum, ist der starre Korper. Der Begriff
des starren Korpers beinhaltet, da3 die Abstande zwischen den einzelnen Punkten des Korpers
fest sind, so daB diese Punkte keine Bewegung gegeneinander ausfiihren kdnnen.

Betrachtet man die Bewegung der Punkte eines Korpers gegeneinander, so spricht man von
einem deformierbaren Medium.

Die Anzahl der Freiheitsgrade f eines Systems gibt die Zahl der Koordinaten an, die notwendig
sind, um die Bewegung der Teilchen des Systems zu beschreiben. Ein im Raum frei beweg-
licher Massenpunkt hat die drei Freiheitsgrade der Translation (x, ¥, 2). Sind n Massenpunkte
im Raum frei beweglich, so hat dieses System 3n Freiheitsgrade (x;, yi, 2:); ¢ = 1,...,n. Wir
diskutieren nun die Freiheitsgrade des starren Korpers. Gesucht ist die Anzahl der Freiheits-
grade eines starren Korpers, der sich frei bewegen kann. Um einen starren Korper im Raum
beschreiben zu kdnnen, mul man von ihm drei nicht kolineare Punkte kennen. Man erhalt so
neun Koordinaten 7, = (x1,y1,21), T2 = (22, y2, 22), 73 = (x3,¥s, 23), die jedoch voneinan-
der abhéngig sind. Da es sich nach Voraussetzung um einen starren Korper handelt, sind die
Abstédnde je zweier Punkte konstant. Man erhalt

(1 — :E2)2 + (y1 — y2)2 + (71 — z2)2 =D? = const |, (6.141)
(21— 23)° + (y1 —y3)® + (21 — 23)° = D; = const (6.142)
(22 — 23)* + (y2 — y3)? + (20 — 23)% = D§ = const . (6.143)

Mit diesen Gleichungen lassen sich drei Koordinaten eliminieren, so daB sechs Freiheitsgrade
verbleiben. Es handelt sich hierbei um die drei Freiheitsgrade der Translation und die drei Frei-
heitsgrade der Rotation. Die Bewegung eines starren Korpers kann man stets als Translation
eines willkurlichen seiner Punkte relativ zu einem Inertialsystem und als Rotation des Korpers
um diesen Punkt auffassen.

Bewegt sich ein Teilchen auf einer vorgegebenen Raumkurve, so ist die Anzahl der Freiheits-
grade f = 1. Die Kurve kann in der Parameterform

z=z(s) , y=yls) , z==z2(s) (6.144)

geschrieben werden, d.h. durch die Angabe des Parameterwertes ist bei gegebener Kurve die
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Lage des Teilchens vollig bestimmt.

Beispiel: Wassertropfen gleitet am Grashalm ab.

Ein deformierbares Medium oder eine Fliissigkeit hat eine unendliche Anzahl von Freiheitsgra-
den.

6.5 Der Schwerpunkt

Ein System bestehe aus n Teilchen mit den Ortsvektoren 7, und den Massen m, fir v =
(1,...,n).

Z
A
y m M
rs [ ) mz
ry m,

> X
Der Schwerpunkt dieses Systems ist definiert als der Punkt S mit dem Ortsvektor g
n

- — — Z mI/TV 1 n
- = AT+ MeTs + ..+ MinTn _ y=1 = S m7, (6.145)
v=1

my+ Mo + ...+ My, S m,
v=1
wobei
M = Xn: my (6.146)
v=1
die Gesamtmasse des Systems ist und
Mig = Xn: my 7y (6.147)

v=1

das Massenmoment bezeichnet.
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Fur Systeme mit gleichmaRiger Massenverteilung tiber ein Volumen V' mit der Volumendichte
o geht die Summe 3~ m;7; in ein Integral tber, und man erhalt
K3

JTo(T)dV
ﬁs:‘/fgdv (6.148)
7
Die einzelnen Komponenten ergeben sich zu
zs:ZTJIL}zV R er\r;yu = er\r;zy (6.149)
und bei kontinuierlicher Massenverteilung als
foxdV JoydV fozdV
m=VA4 : m=Vﬂ4 : @:VA{ : (6.150)
Die Gesamtmasse ist gegeben durch
M=Y"m, Mth/MV. (6.151)
14

Fur Schwerpunkte gilt die Clustereigenschaft, d.h. fir zusammengesetzte Systeme kénnen wir
die Schwerpunkte und Massen der Teilsysteme bestimmen und daraus den Schwerpunkt des
gesamten Systems berechnen.

Der lineare Impuls eines Teilchensystems ist die Summe der Impulse der einzelnen Teilchen

=Y =Y mA, (6.152)
v=1 v=1

Fuhren wir den Schwerpunkt ein mit M7s = Z m, Ty, SO zeigt sich, dal P = Mrs ist, d.h.
der Gesamtimpuls eines Teilchensystems ist glelch dem Produkt aus der im Schwerpunkt ver-
einigten Gesamtmasse M mit ihrer Geschwindigkeit 7 7. Dies bedeutet, daB wir die Translation
eines Korpers durch die Bewegung des Schwerpunktes beschreiben konnen.

Als konkretes Anwendungsbeispiel wollen wir den Schwerpunkt eines Halbkreises vom Radius
a berechnen.




Die Flachendichte ¢ sei konstant. zs und ys seien die Koordinaten des Schwerpunktes. Aus
Symmetriegriinden ist xg = 0. Wir benutzen zur Berechnung des Schwerpunktes Polarkoordi-
naten. Fir den Halbkreis gilt

r<ae , 0<p<m . (6.153)

Fur ys folgt
Y

T a /—M
[oydF [ [ (rsing)rdrdy
P

y _ p=07r=0
5 [odF F
7
ﬂ-l 5 .
i e o159
B Ta?/2  ima® 3 '

Der Schwerpunkt hat damit die Koordinaten 7's = (0, %%)

6.6 Mechanische GrundgréfRen von Massenpunktsystemen

Wir studieren nun mechanische Grundgrofen von Massenpunktsystemen. Betrachten wir ein
System von Massenpunkten, so gilt fir die Gesamtkraft auf das v-te Teilchen

F,+Y fa=7, . (6.155)
A

Die Kraft f,',A ist die Kraft des Teilchens A auf das Teilchen v; F, ist die von auBerhalb des
Systems auf das Teilchen v wirkende Kraft. Zf,',A ist die resultierende innere Kraft aller an-
A

deren Teilchen auf das Teilchen v. Die resultierende Kraft auf das System erhdlt man durch
Summation der Einzelkréfte

>b, =Y F+3.> fin=P (6.156)
v v [
Nach dem dritten Newtonschen Axiom gilt
oo+ fw=0 . (6.157)

dadurch heben sich die Summanden in der obigen Doppelsumme paarweise heraus. Man erhalt
somit flr die Gesamtkraft, die auf das System wirkt

P=F=YF, (6.158)
Wirkt keine dulRere Kraft auf das System, so ist
F=P=0 (6.159)
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d. h. P = const.
Der Gesamtimpuls P= > 7, des Teilchensystems bleibts also erhalten, wenn die Summe der
dulleren Kréfte, die auf das System einwirken, verschwindet.

Beim Drehimpuls liegen dhnliche Verhaltnisse vor, wenn man fir die inneren Kréfte Zentral-
krafte voraussetzt. Der Drehimpuls des Systems ist dann die Summe aller Einzeldrehimpulse

L=%1 . (6.160)

Ebenso gilt fir das Gesamtdrenmoment
D=%4d, . (6.161)

Die inneren Kréfte tiben kein Drehmoment aus, da wir fir sie Zentralkréfte vorausgesetzt haben.
Fur die Kraft auf das v-te Teilchen gilt

~ > d
F, + Z fox= 4Py - (6.162)
S dt
Damit folgt
- - d d o
Py X By + ) T X fux =7 X =0y = — (7, x B) =1, (6.163)
S dt dt
Summation Uber v ergibt .
SAxE+Y YA x fia=L (6.164)
v A Vv
=0
oder _ _
D=L=Y1 . (6.165)

Ahnliche evidente Verallgemeinerungen gelten fir Uberginge von Einteilchensystemen auf
Vielteilchensysteme beziiglich kinetischer und potentieller Energie.

Bei der Untersuchung der Bewegung von Teilchensystemen sieht man oft von der gemeinsa-
men Translation des Systems im Raume ab, da nur die Bewegungen der Teilchen relativ zum
Schwerpunkt des Systems von Interesse sind. Man transformiert daher die teilchenbeschreiben-
den Grofen in ein System, dessen Ursprung der Schwerpunkt ist.

Mit GroRbuchstaben werden Ort E, Geschwindigkeit V und Masse M des Schwerpunktes an-
gegeben. Es gilt

7= Rer, (6.166)
7, = V4, =R+7, . (6.167)
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Nach der Definition des Schwerpunktes ist

—

MR = Y mf, =Y m, (B+7,) , (6.168)

—

MR = MR+Y m,, |, (6.169)

wobei M die gesamte Masse des Systems ist. Aus der letzten Gleichung folgt
S myr, =0 . (6.170)

Die Summe der Massenmomente beziiglich des Schwerpunktes verschwindet demnach. Wirkt
eine konstante dulRere Kraft wie z.B. die Schwerkraft

E, =mg |, (6.171)

dann folgt auch
D=5 F= (Sm) x =0 . (6172)

Ein Korper im Erdfeld ist demnach im Gleichgewicht, wenn er im Schwerpunkt unterstiitzt
wird.
Differenzieren von (6.170) nach der Zeit fuhrt auf

S mat, =0 (6.173)

d. h. im Schwerpunktsystem verschwindet die Summe der Impulse. Eine dquivalente Transfor-
mation des Drehimpulses ergibt

L = Zm,, (7 X Uy) = Zm,, (R+ﬁy) X (‘7—1-17,,)
= Ym (BxV)+ Y mRx v, +Y myr, x V+ Y mr, x v, (6.174)
Durch geschicktes Klammern erhélt man

L= w(Bx7)+Rx (Smd,)+

v

=0

(Z m,,F',,) xV 43 m, (1, x v, (6.175)
v _0 v
und damit
L = MRExV)+>m,(rlx,)=Ls+3 7, . (6.176)
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Der Drehimpuls L ist demnach zerlegbar in den Drehimpuls des Schwerpunktes L mit der
Schwerpunktmasse M und in die Summe der Drehimpulse der einzelnen Teilchen um den
Schwerpunkt. Fir das Drehmoment gilt als Ableitung des Drehimpulses das gleiche

D=Ds+Y.d, . (6.177)
Wir studieren nun die Transformation der kinetischen Energie. Es ist

T = %Zmyﬂfz

1 . — A 1 —
S S+ V45 S ml, (6.178)
v v _0 v
Damit ist ) ]
T= MV + S m, =Ts+T . (6.179)

Die totale kinetische Energie T setzt sich also zusammen aus der kinetischen Energie eines
gedachten Teilchens der Masse M mit dem Ortsvektor Ff(t) und der kinetischen Energie der
einzelnen Teilchen relativ zum Schwerpunkt.

6.7 Reduzierte Masse

Als konkretes Anwendungsbeispiel werden wir nun zeigen, daB die kinetische Energie zweier
Teilchen mit den Massen m, ms in die Energie des Schwerpunktes und die kinetische Energie
der Relativbewegung aufspaltet.

Schwerpunkts- und Relativkoordinaten zweier Massen

Die gesamte kinetische Energie ist
1 1
Der Schwerpunkt ist definiert durch
m1F1 + m2F2
my + Mo

R= (6.181)
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die Schwerpunktsgeschwindigkeit ist

L 1
R=—— U+ U . 6.182
——— (M1 ¥ + myty) ( )

Die Geschwindigkeit der Relativbewegung sei ¥, es ist

Wir setzen 4, aus (6.183) in (6.182) ein und bekommen

(m1 + mg) R = mlﬁl -+ m2171 — m217 . (6184)
Daraus folgt .
Gh=R+——2 § (6.185)
mi1 + Mg
Analog folgt .
Hh=R— "™ 3 (6.186)
my + Mo

Fir die Differenz erhalten wir wieder

G — =2t M (6.187)
my + Mg

Setzen wir die beiden Teilchengeschwindigkeiten in den Ausdruck fir die Kinetische Energie
ein, so resultiert

1 5 2 1 5 2
T = my (R—i— &ﬁ) + Sy (R — Lﬁ) (6.188)
2 M1 + Mo 2 my + Mg
oder
poo Lyl mmd 1 med
2 2 (my + mg) 2 (my + ma)
1. %2 1
= 5MR + g,w'? : (6.189)

Die gemischten Terme heben sich heraus. Wir haben die reduzierte Masse eingefiihrt

b= e (6.190)
my + Mo

Die reduzierte Masse wird oft auch in der Form

1 1 1
= (6.191)
M m o

geschrieben.
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6.8 Das Tragheitsmoment

Wir betrachten die Rotation eines ausgedehnten Korpers um die z-Achse

0]

Fur die Geschwindigkeit des Teilchens mit der Masse m,, gilt

oo | _dh
YU dt |, dt

—

+d X7,
B

L

Jetzt ist aber bei dem starren Kdrper im rotierenden System

dr,

—r =0
dt

B

Somit haben wir

—

U, =0 X7

(6.192)

(6.193)

(6.194)

Wir fiihren den Begriff des Tragheitsmomentes ein. Ein starrer Korper, d.h. die Abstande zwi-
schen den einzelnen Massenpunkten sind fest, dreht sich um eine rdumlich fixierte Rotations-

achse z. Wir fuhren zunéchst die Winkelgeschwindigkeit w ein durch

. /UZ
w=0=—
T3

Esistdimw = g

A

X

(6.195)

Ersetzen wir in der kinetischen Energie die Geschwindigkeit durch die Winkelgeschwindigkeit

V; = Wr;
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S0 ergibt sich
1 1 1
T= E gmiv? = §w2 E mir? = §@w2 ) (6.197)

Analog folgt fiir den Drehimpuls in z-Richtung

L, = Zmirivi =w Zmir? =0uw . (6.198)

Hierbei ist r; der Abstand des i-ten Massenelementes von der z-Achse. Die in beiden Beziehun-
gen auftretende Summe bezeichnet man als das Tragheitsmoment beztiglich der Rotationsachse.
Es ist

0=> mr; . (6.199)

Zur Berechnung der Tragheitsmomente ausgedehnter kontinuierlicher Systeme gehen wir von
der Summe zum Integral Gber, d. h.

o= / r2 dm = / r2odV (6.200)

Korper Korper

wenn p die Massendichte angibt.
Bei einem rdumlich ausgedehnten, nicht axialsymmetrischen starren Korper, der um die z-
Achse rotiert, konnen auch Komponenten des Drehimpulses senkrecht zur z-Achse auftreten

E = ZmVFV X 171/ = Zmufy X (U_j X Fy) . (6-201)
Es ist
b=we; (6.202)
daher folgt
E = Zm’/w (IE,,, Yu, Z,,) X (—y,,, Ty, 0)

= w)y. (—x,,z,,, — Yy 2y, T2+ yf) m, . (6.203)

Da der Korper so gelagert ist, da3 die Drehachse konstant festgehalten wird, treten in den La-
gern Drehmomente (Lagermomente) D = L auf. Sie kénnen durch ,,Auswuchten zum Ver-
schwinden gebracht werden. Beim Auswuchten werden zusétzliche Massen so angebracht, daf3
die Deviationsmomente

- Z T,2,m, bzw. — Z Yy 2,1y,
v v

verschwinden.
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Als Ubungsbeispiel bestimmen wir das Tragheitsmoment eines homogenen Kreiszylinders der
Dichte g um seine Symmetrieachse. Dem Problem angepalit, verwenden wir Zylinderkoordina-

ten. Das Volumenelement ist dann

dV = rdrdedz
und
dm = pdV
4

>

>y
X

Das Trégheitsmoment um die z-Achse lautet dann

27 h R

0= / T2dm=9/dg0/dz/r3dr
Zylinder 0 0 0

Die Integration tiber Winkel- und z-Koordinate ergibt

R

0= 27rh@/7"3d7"

0

Die Integration tiber den Radius fiihrt zu
2
0= gth‘l - mR%% - %MR2

6.9 Satz von Steiner

(6.204)

(6.205)

(6.206)

(6.207)

(6.208)

Wir behandeln jetzt den Satz von Steiner: Ist das Tragheitsmoment ©¢ durch den Schwerpunkt
S eines starren Korpers bekannt, dann erhélt man das Tréagheitsmoment fiir eine beliebige par-

allele Achse mit dem Abstand & vom Schwerpunkt durch die Beziehung

0 =0y + M¥b’

(6.209)

Ist AB die Achse durch den Schwerpunkt und A’ B’ die dazu parallele Achse mit dem Einheits-

vektor € entlang der Achse, so lait sich dies folgendermafen zeigen

OQap = Y.my, (7 x&)*
v

- 22
@AIBI = Zm,, (’I"IV X 6)
v
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(7, x€) =r2sin’

A

A

Der Zusammenhang zwischen 7, und 7, ist durch die Skizze gegeben. Offensichtlich ist
r,=—b+7, (6.212)
und daher
Ouw = Ym((-F+7)x2)’

= Ym [(-Exd) + @ xe)

= Zm,, (—gx é')2+22m,, (—gx é’) (T X €) +Zm,, (7 X é’)2

= J\Vﬂ)2 +0O4p . ) ) (6.213)
Der mittlere Term verschwindet, weil

S m, =0 . (6.214)

Sind bei einer ebenen Massenverteilung die Tragheitsmomente ©,,, ©,, in der zy-Ebene be-
kannt, so gilt fir das Tragheitsmoment ©,, beziiglich der z-Achse

O = O + Oy . (6.215)

AERVE R (6.216)

der Abstand des Massenelementes von der z-Achse, so gilt

Q= m,r2 = > m,x2 + > myys (6.217)

Ist ndmlich

d. h,
0., = O +0,, . (6.218)

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir das Tragheitsmoment einer diinnen rechteckigen Schei-
be der Dichte p.
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Fur die Berechnung des Tragheitsmomentes um die z-Achse nehmen wir als Massenelement

dm = pady . (6.219)
Es ergibt sich
/ Bl
Oy = /y2agdy =a5 =3 My . (6.220)
0
Das Moment um die y-Achse folgt analog
1
Oyy = §M“2 : (6.221)
Aus O,, = Oy, + O,, erhalten wir dann
_ 1 2 2
O =3 M (a>+0°) . (6.222)

Das Tragheitsmoment um eine senkrechte Achse durch den Schwerpunkt bekommen wir nach
dem Satz von Steiner aus dem Tragheitsmoment um die z-Achse

2

2 2 2 2
0, = @ﬁMN(;) +<g>) — 05+ M° Ib (6.223)

S ey = @zz—%(a2+b2):M(a2+b2)(%—i) ,
Qs = 11—2M(a2+b2) . (6.224)

6.10 Das physikalische Pendel

Als weiteres Anwendungsbeispiel wollen wir das physikalische Pendel studieren. Ein belie-
biger starrer Korper mit dem Schwerpunkt S ist an einer Achse durch den Punkt PP drehbar
aufgehangt. Der Abstandsvektor PS ist 7. Weiterhin sei ©, das Tragheitsmoment des Korpers
um eine horizontale Achse durch P, M die Gesamtmasse.
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Mg
Wird der Korper nun im Gravitationsfeld aus seiner Ruhelage ausgelenkt, so fuihrt er Pendelbe-
wegungen aus. Bei einer Auslenkung wirkt das Drehmoment

D=7 xmg=Y.m7, x§=MFx§=—aMgsinpk , (6.225)

wobei % ein Einheitsvektor ist, der aus der Ebene herauszeigt, |7| = a.
Die Winkelgeschwindigkeit ist dann

&=k d—f . (6.226)
Aus der Beziehung .
D=L=0yw (6.227)
erhalten wir damit
—aMg sinp =0 d2—90 (6.228)
g QD - 0 dt2 .
oder » Iy
¥y aig .
a + B, sinp=0 . (6.229)
Fur kleine Auslenkungen approximieren wir
sinp @ . (6.230)
Wir fuihren die Abkiirzung
aMg
Q= 6.231
o1 (6.231)
ein. Es folgt die Differentialgleichung
d%p
—Z 4+ Q% =0 6.232
2 T ( )
mit der Losung
o= Asin (U +¢) . (6.233)
So erhélt man auch die Schwingungsdauer des physikalischen Pendels
2w @0
T = = 2 Mag (6.234)
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Da das mathematische Pendel die Schwingungsdauer

T = 2w\g (6.235)

hat, folgt, daR die beiden Schwingungsdauern gleich sind, wenn das Fadenpendel die Lange

_ %

l_Ma

(6.236)

aufweist.

6.11 Rotation eines starren Korpers

SchlieBlich betrachten wir die Rotation eines starren Korpers um einen Punkt. Das Theorem
von Chasles sagt aus, dal} die allgemeine Bewegung eines starren Korpers beschrieben werden
kann als eine Translation und eine Rotation um einen Punkt des Korpers. Wird der Ursprung
des korperfesten Koordinatensystems in den Schwerpunkt des Korpers gelegt, so lai3t sich in al-
len praktischen Fallen eine Trennung der Schwerpunktsbewegung und der Rotationsbewegung
erreichen.

Wir fiihren jetzt als Erweiterung des Tréagheitsmomentes den Tréagheitstensor ein. Wir betrach-
ten zuerst den Drehimpuls eines starren Korpers, der mit der Winkelgeschwindigkeit & um den

Fixpunkt O rotiert.

Wir berechnen den Drehimpulsvektor

L= my (7, xt)=>_m, (7 x (@ x7)) . (6.237)

Wir verwenden zur Auswertung des doppelten Kreuzproduktes den Entwicklungssatz
Ax(BxC)=(4-C)B-(4-B)C . (6.238)

Dies fiuhrt auf
L=Y m,(@rl-7 (7 @) . (6.239)
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Jetzt zerlegen wir 7, und & in Komponenten und setzen ein
L= > m, [(xz +y2+ z,%) (Wa, Wy, W) — (Tywy + Yooy + 20W5) (T, Yo, z,,)] . (6.240)
Wir ordnen die Komponenten und schreiben explizit aus
L = Z my, [((xz +y2+ zf) We — T2Wy — Ty Yy Wy — :E,,z,,wz) €y

+ ((xz + y3 + z,%) Wy — yfwy — TyYpWy — zyyywz) €,
+ ((153 + o+ z,%) Wy — 200, — TyZpWy — y,,z,,wy) é’z] (6.241)

Wir lernen, dal? im allgemeinen der Drehimpuls L und die Winkelgeschwindigkeit @ nicht par-
allel sind.

v

Der Drehimpuls Listim allgemeinen nicht parallel zur Winkelgeschwindigkeit &.
Die Komponenten des Drehimpulses ergeben sich damit zu

L, = (Z my (45 + z2)> Wy + (— > m:vy) wy + (— 3 m:vz) w, (6.242)
L, = (‘ > my:vyyu> Wz + (Z my (xz + zf)) wy + (— > m,,y,,z,,) w, {6.243)
L, = (— > m:vz) Wy + (— > myz) wy + (Z my, (22 + y2)> w, (6.244)

v

Die einzelnen Koeffizienten sind Summen, fiir die wir Abkiirzungen einfuihren.

L, = @wwww + @wywy + @wzwz ) (6245)
L, = Oyw;+Opwy+0Oyw, (6.246)
L, = O,w;+ 0w, +06,,w, . (6.247)

Zusammengefaldt schreiben wir

3
L,=> 0uw, , p=123 (6.248)
v=1
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oder vektoriell

A~

L=6.5 . (6.249)

Die GroRe © bezeichnet eine Matrix mit den Komponenten © ... Die 3 x 3-Matrix © bezeichnet
man auch als Trégheitstensor.
Die Elemente in der Hauptdiagonalen des Tréagheitstensors bezeichnet man als Tragheitsmo-
mente, die Ubrigen Elemente als Deviationsmomente. Die Matrix des Trégheitstensors ist sym-
metrisch, d.h.

O =Ouw (6.250)

Der Tragheitstensor besitzt also 6 voneinander unabhangige Komponenten. Ist die Masse konti-
nuierlich verteilt, so geht man von der Summation bei der Berechnung der Matrixelemente zur
Integration Uber. So gilt beispielsweise

Opy = —/@(F)xde : (6.251)
1%

0,, = / o(F) (v +22)dv . (6.252)
1%

Mogliche Rotationspunkte und Koordinatensysteme des starren Korpers.

In jedem der moglichen Rotationspunkte O,, O, O.. .. ist der Tragheitstensor © verschieden.
In einem festen Punkt O hangt ©,,, auBerdem vom Koordinatensystem ab.

Wie wir der Definition ablesen konnen, sind die Koeffizienten © ,,, Konstanten, wenn ein korper-
festes Koordinatensystem gewahlt wird. Der Trégheitstensor ist jedoch von der Lage des Koor-
dinatensystems relativ zum Korper abhangig und wird sich bei der Verschiebung des Ursprungs
oder einer Anderung der Orientierung der Achsen verandern. Gewdhnlich wahlt man als Ur-
sprung des Koordinatensystems den Schwerpunkt und bestimmt in diesem Koordinatensystem
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den Tragheitstensor. Wir studieren nun die kinetische Energie eines rotierenden starren Korpers.
Ganz allgemein ist die kinetische Energie eines Systems von Massenpunkten gegeben durch

T = %Z myv? . (6.253)

Wir zerlegen die Bewegung eines starren Korpers in eine Translation eines Punktes und in die
Rotation um diesen Punkt. Somit gilt

T,=V+ax7, . (6.254)
Damit erhalten wir
1 — 5 2\2
T = 5zyzm,,(V—i—w><7",,)
1 = (. J) 1 L e
= EMV +V. wam,,r,, +§Zmy(w><r,,) ) (6.255)

Bei dem ersten Term handelt es sich um reine Translationsenergie, beim letzten Term um reine
Rotationsenergie. Der gemischte Term kann auf zwei verschiedene Arten zum Verschwinden
gebracht werden. Ist ein Punkt festgehalten und legen wir ihn in den Ursprung des korpereige-
nen Koordinatensystems, so ist V = 0. Auf der anderen Seite kdnnen wir den Ursprung auch in
den Schwerpunkt legen, wobei gilt

> m,i, =0 . (6.256)

Der Drehpunkt ist in diesem Fall der Schwerpunkt. Wir untersuchen jetzt die Rotationsenergie
T = %;my(w < 7)) (@ x )

_ %Zmd}' (R X @G x7)) . (6.257)

Die letzte Relation wollen wir verifizieren. Nach dem Entwicklungssatz (6.238) gilt fiir die
zweite Zeile

T = % 3 My - |7, = 7, (7, - &)]
_ %Zmy @7, - (7, -@)?] (6.258)

Beziiglich der ersten Zeile verwenden wir die Lagrangesche ldentitét.

(ix B)-(CxDB)=(4-C)(B-B)-(B-C)(A-B) . (6259
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Dies fuhrt beziiglich der ersten Zeile von (6.257) auf
T=-%m,|d%,2- (7 @] . (6.260)

Damit ist (6.257) nachgewiesen, und wir schreiben weiter um mit 7, = & x 7,

1 1 1 -
T=Ew-Zm,,(F,,xﬁy)=§w-ZFyxp’y=§w-ZZV : (6.261)
Also gilt zusammengefalt
1. -
T = 5@ -L . (6.262)
3
Wir konnen den Drehimpuls L, = 3> O,w, mit u = 1,2, 3 substituieren.
v=1
1 o 1 3 3 1 3
T = 5&5 L= 3 Z Wy Z Ouw, = 3 Z O Wywy (6.263)
n=1 v=1 w,y=1

Ausgeschrieben lautet die Summe wegen der Symmetrie des Tragheitstensors O, = O,
1
T = 5 (@wwwi + @yywj + 0,,w? + 20, wwy + 20 ,,ww, + 2@yzwywz) . (6.264)

Benutzt man die Tensorschreibweise, so lautet die Rotationsenergie

A~

T=-3"-0-T . (6.265)

DN | =

Der Vektor & muR rechts des Tensors © als Spaltenvektor und links als Zeilenvektor angegeben
werden.

Wy
1 ~
T = 5 (Way Wy W) O | wy : (6.266)
Wy

Wir kommen jetzt auf die Haupttrégheitsachsen zu sprechen. Die Elemente des Trégheitstensors
hangen von der Lage des Ursprungs und der Orientierung des korperfesten Koordinatensystems
ab. Es ist nun moglich, bei festem Ursprung des Koordinatensystems so zu orientieren, dafl
die Deviationsmomente verschwinden. Ein solches spezielles Koordinatensystem nennen wir
Hauptachsensystem. Der Tragheitssensor besitzt dann beziiglich dieses Achsensystems Diago-
nalform

0, 0 0
6=(0 ©, 0 (6.267)
0 0 O
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oder
Ouw =00, . (6.268)

w,, seien die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit & bezogen auf die Hauptachsen. Fir
den Drehimpuls und die Rotationsenergie gelten im Hauptachsensystem besonders einfache
Beziehungen

L, = Y Ouw=>Y 0,80,w=0,w, , (6.269)
1, - 1 1 \

T = =&3-L==> w,L,=2> 0,w, . (6.270)
2 2 < 9 £k u

Ausgeschrieben lautet die letzte Gleichung
1
T= (O10] + ©sw} + Osw3) . (6.271)

Im allgemeinen sind wegen der tensoriellen Beziehung L =6z Drehimpuls und Winkelge-
schwindigkeit verschieden gerichtet. Rotiert der Kérper um eine Haupttragheitsachse, z. B. um
eine p-te Achse, & = w €, so sind der Drehimpuls L und die Winkelgeschwindigkeit & gleich-
gerichtet. Der Vektor ¢ hat dann gegebenenfalls nur eine Komponente, z. B. & = (0,w, 0).
Dasselbe gilt dann auch fiir den Drehimpuls L= (0, L,0). Diese Eigenschaft der Parallelitat
von Drehimpuls und Winkelgeschwindigkeit ermdglicht es, die Hauptachsen zu bestimmen.
Wir fragen uns nun, wie wir & = {w;,ws,ws} wahlen missen oder um welche Achse der
Kdrper rotieren muf3, damit der Drehimpuls L = 6 und die Winkelgeschwindigkeit einander
parallel sind, also L = O wird, wobei © ein Skalar ist. Es soll also zusammengefaldt gelten

L=6.3=05 . (6.272)
Dies ist eine Eigenwertgleichung. In dieser Gleichung sind der Skalar © und die zugehori-
gen Komponenten wy, wy, w, unbekannt. Alle Werte von ©, die die Gleichung (6.272) erflllen,
nennt man Eigenwerte des Tensors ©, die entsprechenden & sind die Eigenvektoren. Wir schrei-
ben das Gleichungssystem (6.272) aus

Oy + Ogyy + O, = Ouwy (6.273)
Oy + Oy + O, = Ouw, (6.274)
O,y + Oy + Opw, = Ouw, . (6.275)
Wir schreiben dies um in
(Ozz — O)wy + Ogywy + O, = 0 (6.276)
Ouewsz + (Oyy —O)wy + O, = 0 (6.277)
Oy + Oy + (0, —O)w, = 0 . (6.278)
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Dies ist ein System homogener linearer Gleichungen. Es hat nur dann nichttriviale Losungen,
wenn die Koeffizientendeterminante verschwindet.

@ww -0 @wy @wz
Op ©O,-0 6, |=0 . (6.279)
@zw @zy @zz - @

Die Entwicklung der Determinante fiihrt auf eine Gleichung dritten Grades, dies ist die charak-
teristische Gleichung. Ihre Wurzeln sind die gesuchten Haupttragheitsmomente und Eigenwerte
O4, ©, und ©3. Durch Einsetzen einer dieser Losungen ©; in das urspriingliche Gleichungs-
system (6.272) laft sich das Verhaltnis w(? : w{) : w® der Komponenten des Vektors &
berechnen. Dadurch ist die Richtung der i-ten Hauptachse bestimmt.

Wir untersuchen die Transformation des Tréagheitstensors bei Koordinatentransformationen und
werden so auch eine Rechtfertigung fir die Einfiihrung des Begriffs Tensor ableiten. Speziell
untersuchen wir, wie sich die Elemente des Tensors © bei Drehung des Koordinatensystems
verhalten. Wir erinnern an die bereits behandelten orthogonalen Transformationen von Vekto-
ren. Die Transformation eines Vektors bei Drehung des Koordinatensystems wird beschrieben
durch

¢ = Az (6.280)
oder in Komponentenschreibweise
IE’Z' = Z aij IE]' . (6281)
J
Fir die Basisvektoren gilt
ei =Y ;& . (6.282)
J

Die Umkehrung dieser Transformation lautet

F=A"g (6.283)

oder
T; = Z Qg IE’j . (6284)
J

Die inverse Drehmatrix (a;;) " = (a;;) wird einfach durch Vertauschen von Zeilen und Spalten,
d.h. durch Transposition, gebildet, weil die Drehung eine orthogonale Transformation ist, bei
der gilt

> aia; = G (6.285)
j

Zaijaik = 0jp - (6.286)

181



Aufgrund des Aquivalenzprinzips fordern wir fiir den Tragheitstensor, daR die Gleichung

Lk = Z@kl Wy (6287)
l

forminvariant auch im gedrehten System besteht,
LIZ' = Z (“)Iij w'j . (6288)
J

Damit kdnnen wir das Transformationsverhalten des Tensors aus dem Verhalten des Vektors
bestimmen. Wir gehen aus von der Gleichung (6.287) und ersetzen die Grofien Ly und w; durch
die entsprechenden Grol3en im rotierenden Koordinatensystem

Z @kl (Z a1 w'j) = Z Gk Llj . (6289)
l J J
Wir multiplizieren (6.289) mit a;;, und summieren Uber k. Dies ergibt
> (Z aikajl@kl) wi=Y (Z ajk@ik) L'y=>6;L';=L"; . (6.290)
j k)l 7 k j
Die Komponenten von @' folgen durch Vergleich mit (6.288)

0 =Y axaj;Oun . (6.291)
Kl

Diese Transformationsgleichung ist der Grund fiir die Bezeichnung von © als Tensor. © ist ein
Tensor 2-ter Stufe. Ein Vektor ist ein Tensor 1-ter Stufe. Er transformiert sich entsprechend

IE’Z' = Z Qi L5 - (6292)
J
Ein Skalar ist ein Tensor O-ter Stufe. Er transformiert sich als
s=s (6.293)
Ein Tensor 3-ter Stufe transformiert sich entsprechend
Alijk = Z Q31 Qm Akn, Almn . (6294)
Imn

Fur den Tragheitstensor konnen wir das Transformationsgesetz auch in Matrizenschreibweise
darstellen

@' = AGA' . (6.295)
Dies ist eine Ahnlichkeitstransformation. Ausgehend von der Vektortransformation
z'; = Z Qij T (6.296)
j
konnen wir fir die Koeffizienten a;; auch jeweils schreiben
ox!
= 6.297
a ¥) axj ( )
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6.12 Kreiseltheorie
Starrer Korper und Kreisel

Den starren Korper kann man in der Mechanik als ein System von Massenpunkten definieren,
deren Abstande voneinander unverdnderlich sind. Er besitzt insgesamt 6 Freiheitsgrade; seine
Bewegung im Raum ist vollstdndig bekannt, wenn wir den Ort eines beliebig gewdhlten Punktes
des starren Korpers kennen (3 Freiheitsgrade der Translation) und wissen, wie sich der Korper
um diesen Punkt dreht (3 Freiheitsgrade der Rotation). Wird der starre Korper in einem Punkt
festgehalten, sprechen wir von einem Kreisel. Dieser besitzt nur noch die 3 Freiheitsgrade der
Rotation.

Bei der Beschreibung eines starren Korpers unterscheidet man zwischen zwei Koordinaten-
systemen:

e ein raumfestes (z, y, 2),
e ein kdrperfestes (¢,7, ().

Das raumfeste Koordinatensystem ruht (Inertialsystem); das korperfeste Koordinatensystem be-
wegt sich mit dem Korper.

f Z i (beweqgt)
&
— .y
/ (fest)

X
Im Folgenden nehmen wir an, daR der Nullpunkt des bewegten Koordinatensystems im Schwer-
punkt des Korpers liegt. Des weiteren sollen bei der Beschreibung des Kreisels die Nullpunkte
beider Koordinatensysteme zusammenfallen. Die Richtungen der Achsen des bewegten korper-
festen Koordinatensystems werden beziiglich der des raumfesten Koordinatensystems durch 3
voneinander unabhdngige Winkel (Eulersche Winkel) festgelegt.

Tragheitstensor

Ausgehend von der kinetischen Energie

1
T =Y mid (6.298)
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(die Summe lauft Uber alle Massenpunkte des starren Korpers) und der Zerlegung der Ge-
schwindigkeit in Translations- und Rotationsgeschwindigkeit,

U =Ur + & X 75 (6.299)
(7; ist Ortsvektor im korperfesten Koordinatensystem) erhalten wir
2T =3 milly + > mi(@ x 73)° + 23 mi(@ x 1) - O . (6.300)
Der dritte Term kann umgeformt werden:
Zmi(& X 73) - Ur = Zmzﬁ (Ur x &) . (6.301)

Er verschwindet in den beiden wichtigen Féllen, namlich wenn der Nullpunkt des kdrperfesten
Koordinatensystem ruht (Kreisel, 7 = 0), oder wenn er mit dem Schwerpunkt zusammenfallt
(> m;7; = 0). Fir den Kreisel folgt somit

1
T = 5 > mi(@ x 75)? = Thor - (6.302)
Unter Verwendung der Vektorbeziehung
@xb0)?=a%?—(G-b)? (6.303)

erhalten wir daraus schlief3lich eine homogene quadratische Form der Komponenten der Winkel-
geschwindigkeit

1
Tt = 5 > mi [(w% + wy + wi) (@] + Y7 +27) — (WiTs + woys + w3zz~)2]
i

1
2

3

k,m=1

mit der Koeffizientenmatrix des Tragheitstensors

Smi(yi 4+ 7))  — X mitiyi — > MyTiZ;
(Orm) = —Ymiyiz omi(el 4+ 20) — X mayz : (6.305)
— > M%i%; =Y mizy; omi(ad +yd)

Dieser Tensor ist symmetrisch,
Okm = Omr - (6.306)

Das ist eine sehr niitzliche Eigenschaft beim spéteren Ubergang zur Diagonalform.
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Tragheitsellipsoid

Gegeben sei die Drehachse und der Einheitsvektor in Richtung der Drehachse

—
n =

(6.307)

Eil&

Das Tragheitsmoment um diese feste Achse ist dann gegeben durch das Skalarprodukt zwi-
schen den beiden Vektoren 77 und ©1i,

O =i (Of) (6.308)
bzw. in Komponentenschreibweise
k,m

Sosind z. B. die Glieder in der Hauptdiagonale der Matrix genau die Tragheitsmomente beztiglich
der drei Koordinatenachsen, firr die 77 = (1,0,0), 7 = (0,1, 0) und 7 = (0,0, 1) gilt.
Zur Anschauung ordnet man dem Tréagheitstensor durch die Gleichung
ik
= O, 1%+ Oy 2 4+0,,2%+ 204, 1y + 20,4, 22 + 20, yz (6.310)

eine Flache im dreidimensionalen Raum zu. Da T stets positiv und endlich ist, kommt von den
maoglichen Flachen zweiter Ordnung nur das allgemeine Ellipsoid in Betracht. Die Gleichung
(6.310) definiert das Tragheitsellipsoid.

Zeichnet man in dieses Ellipsoid die Drehachse (&) ein, dann schneidet sie die Fldche in einem
Punkt mit den Koordinaten

T; =

76 (6.311)

der vom Nullpunkt den Abstand 1/+/© hat.

X,

A

)

1Ve

Im Folgenden werden wir die Gleichung furr das Ellipsoid durch eine sogenannte Hauptachsen-
transformation stark vereinfachen.

185



Hauptachsentransformation

Frage: Gibt es Vektoren, deren Richtung bei der Transformation
§—7: §=0r (6.312)
unverdndert bleibt (d. h. || 7)? Diese Fragestellung hei8t Eigenwertaufgabe. Sie flihrt auf
die Eigenwertgleichung
Or=\" (6.313)
wobei 7 als Eigenvektoren und X als Eigenwerte bezeichnet werden. Unter Verwendung der
Einheitsmatrix 1 schreiben wir
(@ —-\1)F=0 . (6.314)
Dieses Gleichungssystem hat genau dann nichttriviale Losungen wenn die Koeffizientendeter-
minante verschwindet
det(®@ — A1) =0 . (6.315)
Ausfihrlich geschrieben lautet die charakteristische Gleichung von ©
@11 - )\ @12 @13
(“)21 (“)22 - )\ (“)23 = 0 . (6316)
@31 @32 @33 — A
Die Determinante ergibt nach ihrer Aufldsung ein Polynom 3. Grades beztglich A. Die Null-
stellen dieses Polynoms sind dann die drei Eigenwerte Ay, A und A3. Bezeichnen wir sie im

weiteren als die Haupttragheitsmomente A, B und C', dann erhalt der Tragheitstensor die Dia-
gonalform

A0 0
©w)=|0 B 0| . (6.317)
0 0 C

Anschaulich entspricht diese Diagonalisierung einem Ubergang in ein neues Koordinatensy-
stem: dem Hauptachsensystem (&, 7, ¢).

» X
N
Fahl
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Das Hauptachsensystem des Tréagheitstensors wird spéter mit dem korperfesten Koordinatensy-
stem identifiziert. Im Hauptachsensystem vereinfacht sich die Gleichung des Tragheitsellipsoids
zu

1=A+Bn?+C¢% . (6.318)
Seine Achsenlingen betragen 1/+/A4, 1/+/B, 1/+/C und die kinetische Energie lautet
2Tyt = Awf + Bwj + Ouf (6.319)
Entsprechend (6.317) unterteilt man die starren Korper in 3 Klassen:
e unsymmetrische Kreisel (4 # B # C)
e symmetrische Kreisel (A = B # C)

e Kugelkreisel (A = B =)

Drehimpuls und Tragheitstensor
Der Drehimpuls eines Massenpunktsystems ist
L= mi; x 7 . (6.320)
%

Ersetzen wir ¢; wieder durch o + &; x 7, SO entsteht

L= mify x (3 x 7))+ mify x op . (6.321)

% %

Wegen o7 = 0 verschwindet der zweite Summand und wir erhalten

L= mi@r? =3 mifs (@ -7) . (6.322)

Schreiben wir dies komponentenweise auf,

Li=L,=uw, Zmi (y2 + 27) — wy Zmi Tl — Wy Zmi ;% (6.323)
und entsprechend fir L, = L, und L3 = L,, so erkennen wir die Beziehung
3 =
Ly =) Opnwm bzw. L=0O3 . (6.324)
m=1

Die Komponenten des Drehimpulses sind lineare Funktionen der Komponenten der Winkelge-
schwindigkeit. Besonders einfach wird die Beziehung im Hauptachsensystem:

Awg
L=| Buw, . (6.325)
CCd<
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Der Zusammenhang von L und & 1Rt sich am Tragheitsellipsoid
A+ B +C =1 (6.326)

demonstrieren. Bekanntlich steht der Gradient einer Funktion f (&, n, ¢) senkrecht auf der Flache
f = const, d. h., der Vektor (2A4¢,2Bn, 2C() steht senkrecht auf dem Ellipsoid bzw. dessen
Tangentialebene im Punkt (¢, 1, ). Legen wir also die Drehachse (<) durch den Punkt (£, 7, ¢),
dann steht der zugehdrige Drehimpuls senkrecht auf der Tangentialebene in diesem Punkt; sein
Betrag ist |Z| = O|a)|.

n
®
1V /
) T
Y

Man sieht in der Abbildung, daf? die Richtung von Drehimpuls und Drehmoment im allge-
meinen nicht zusammenfallen. Nur wenn die Rotation um eine Haupttrédgheitsachse erfolgt, ist

L|a.

Eulersche Winkel

Die Eulerschen Winkel geben an, wie das korperfeste Koordinatensystem gegen das raumfeste
Koordinatensystem verdreht ist.

Bezeichnen wir die Koordinaten im raumfesten Koordinatensystem mit z, y, z, die im korper-
festen mit &,n, ¢ und die Schnittlinie der z,y— Ebene mit der &, n—Ebene als Knotenlinie,
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dann ist ¢ der Winkel zwischen der z—Achse und der Knotenlinie, @) der Winkel zwischen der
Knotenlinie und der £—Achse und # der Winkel zwischen der z— Achse und (—Achse.

Wir berechnen nun die Komponenten von @ im bewegten, korperfesten Koordinatensystem.
Die Winkelgeschwindigkeit ¢ setzt sich aus den drei Eulerschen Winkelgeschwindigkeiten
Wiy, Wigy, Wiy) ZUSAMMEN:

W= Lv(w) + 63(19) + Lv(w) . (6.327)

Wir projizieren diese drei Winkelgeschwindigkeiten auf das korperfeste Koordinatensystem,
um so die Komponenten &, &y, &e zu erhalten.

1. &,y hat im Inertialsystem die Komponentendarstellung:

Sor=1]0| . (6.328)
¢

Durch Drehung in das korperfeste System folgt

cosy siny 0 1 0 0 0
gy = —siny cosy O 0 cos?Y sind 0
0 0 1 0 —sind cos? %
sin ¢y sin ¥
= cost sind | @ . (6.329)
cos ¥

Dieser Vektor beschreibt Drehungen um die z-Achse (¢ variabel).

2. sy hat im Inertialsystem die Komponentendarstellung

Sayr=|0| . (6.330)

Durch Drehungen in das korperfeste System folgt

cosy siny 0 0] cos Y
Wy =| —siny cosyp 0 0 | =| —siny |9 . (6.331)
0 0 1 0 0

Dieser Vektor beschreibt Drehungen um die Knotenlinie (% variabel).
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3. Wy besitzt im korperfestenSystem die einfache Gestalt

0
Gy=| 0 |4 . (6.332)
1

Er beschreibt Drehungen um die ¢-Achse (i variabel).
Die Komponenten von & im korperfesten Koordinatensystem lauten dann
J=pé+qgé,+reé (6.333)
mit
p = ¢sind siny + deost

= ¢sinﬁc0s¢—19sin1/1 ,
r o= ¢eosd+v¢ . (6.334)

Eulersche Gleichungen
Der Drehimpulssatz hat die Gestalt
L=M (6.335)

nur in Inertialsystemen. In solchen Koordinatensystemen sind aber nicht nur die Komponen-
ten von &, sondern auch die Komponenten des Tragheitstensors wegen der Drehbewegung des
Korpers zeitabhangig. Wir wirden daher durch Einsetzen von Ly, = 37, Ogmws, Sehr kompli-
zierte Gleichungen erhalten.

Es ist deshalb zweckmaéRiger, den Drehimpulssatz im mitrotierenden korperfesten Hauptachsen-
system (&, n, ¢) aufzuschreiben. Die Zeitableitung in einem solchen bilden wir nach der allge-
meinen \Vorschrift

a
dt

d

B % (6.336)
Lab. dt

rot.

In Worten: Die vom Inertialsystem her gesehene Zeitableitung (d/dz)|i..p €ines im Nichtinerti-
alsystem aufgeschriebenen Vektors bildet man, indem man zunéchst die Zeitableitung der Kom-
ponenten ausfiihrt ((d/dt)}ro¢) und dann den EinfluR der Rotation beriicksichtigt (< x). Daraus
folgt

L+3xL=M . (6.337)
Berticksichtigen wir weiterhin die Komponentendarstellungen
&=(pgr) und  L=(Ap,Bq,Cr) , (6.338)
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so erhalten wir schlieRlich die drei Eulerschen Gleichungen

Ap+(C—B)gr = Mg (6.339)
Bi+(A-Cyp = M, , (6.340)
Cr+(B—Apg = M, . (6.341)

Hat man aus diesem gekoppelten Differentialgleichungssystem die Zeitfunktionen p, ¢, r be-
stimmt, kann man aus ihnen wegen (6.334) die drei Eulerschen Winkel ¢, 1, 6 als Funktionen
der Zeit und damit die Lage des Korpers berechnen.

Der kraftefreie symmetrische Kreisel

Sind zwei der drei Haupttragheitsmomente eines in einem Punkt festgehaltenen starren Korpers
gleich, z. B.

A=B , (6.342)

dann spricht man von einem symmetrischen Kreisel. Seine Symmetrieachse, in diesem Fall
die (-Achse, heilt Figurenachse.

Ein symmetrischer Kreisel ist kraftefrei, wenn auf ihn kein Drehmoment wirkt. Dies It sich
dadurch erreichen, indem man den Schwerpunkt als Unterstiitzungspunkt nimmt. Fir ihn ver-
schwindet namlich das Drehmoment der Schwerkraft:

M=Yfxmg= () m#)xg=0 . (6.343)

Die Eulerschen Gleichungen fiir den kraftefreien symmetrischen Kreisel lauten dann

Ap+(C—Aygr = 0 (6.344)
AGg+(A-C)yrp = 0 (6.345)
Cr = 0 . (6.346)
Man liest aus ihnen sofort ab
r =719 =const . (6.347)

Durch die Wahl der ¢-Richtung (r = w¢) machen wir rq positiv. Die restlichen Gleichungen des
Differentialgleichungssystems vereinfachen sich damit zu

p—Rqg = 0 | (6.348)
G+Rp = 0 (6.349)
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mit
A-C
A

Wir entkoppeln die Differentialgleichungen durch Ableiten nach der Zeit und Eliminieren von
pundg,

R= ro . (6.350)

p+Rp = 0 (6.351)
+Rq = 0 . (6.352)

Die Losung dieser beiden Schwingungsgleichungen, die auch (6.348) geniigt, ist

p = asin(Rt+¢) , (6.353)
= acos(Rt+¢) (6.354)

mit den beiden Integrationskonstanten a und €. Der Betrag von & lautet somit
w?=7"+p* +¢* =1 +a® = const. (6.355)

Die Projektion von & auf die &, n-Ebene (Komponenten p und ¢) wandert auf einem Kreis: &
beschreibt einen Kreiskegel um die Figurenachse, den Polkegel.

( (Figurenachse)

A

a

> &
Um die wirkliche Bewegung des Korpers zu kennen, miissen wir noch die Eulerschen Winkel
als Funktionen der Zeit berechnen:

asin(Rt +¢&) = ¢sindsing +Jcos (6.356)
acos(Rt +¢€) = ¢sindcostp — Jsinp (6.357)
ro = ¢cosd+ 1. (6.358)

Das Losen dieses Gleichungssystems konnen wir uns erleichtern, indem wir die Achsen des
raumfesten Koordinatensystem (z, y, z) geeignet festlegen. Bei einer kréftefreien Bewegung ist
ja L zeitlich konstant, wir wahlen deshalb das Koordinatensystem so, dal er nur eine, ndmlich
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die z-Komponente mit dem Wert L = |E| besitzt. Im mitrotierenden Koordinatensystem hat er

dann die Komponenten

L = Lsindsiny
L, = Lsindcosy
L, = Lcos?

Fiir konstante L, A und C folgt andererseits aus I = (Awg, Bw,, Cw)

Le = Ap= A(¢sindsiny + deostp)
L, = Aq= A(¢sindsiny — deostp)
L = Cr=Cry

(6.359)
(6.360)
(6.361)

(6.362)
(6.363)
(6.364)

In der letzten Zeile wurde (6.347) verwendet. Ein Vergleich mit den vorherigen drei Gleichun-

gen zeigt, dal3
¥ = const =19y bzw. d=0
und
¢ = const
Setzen wir das nun in (6.356) bis (6.358) ein, so erhalten wir

asin(Rt +¢) = ¢sindgsing
acos(Rt+¢) = ¢sindgcosyy
ro = ¢eosdy+ Y

(6.365)

(6.366)

(6.367)
(6.368)
(6.369)

Aus den ersten beiden Gleichungen folgt (durch Quadrieren und Addition beider Gleichungen)

a® = p?sin® Yy

d. h.

a

= t
v sin ¥ + %o

Gleichzeitig liefert ein Koeffizientenvergleich in (6.367) und (6.368)

a = @sindy ,

¥ = Rt+e¢

Nun differenzieren wir (6.373), d. h. ¥ = R und setzen es in (6.369) ein:

ro — R = ¢cosdy
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Aus (6.372) folgt dann

a
tan ¥y = 6.375
an vy ro—R ( )
Zusammenfassend lauten die Losungen des kréftefreien symmetrischen Kreisels:
= % 44 (6.376)
v = sin ¥ o '
W = Rt+e= ;1 rot +¢ (6.377)
9 = 9 (6.378)
A
tandy = o (6.379)
’l"()C

Sie enthalten vier Integrationskonstanten g, €, 7o und a. Zwei Konstanten haben wir zur Fixie-
rung der z-Richtung verbraucht.

Anschauliche Diskussion: Die Figurenachse bewegt sich auf einem Kreiskegel (Nutationske-
gel) des Offnungswinkels ¥, um die z-Achse, d. h. um L. Die Winkelgeschwindigkeit dieser
Drehung ist ¢.

momentane

Drehimpuls- Drehachse Figurachse
richtung Z
o
A>C
Nutationskegel ™. w>0)
Spurkegel Polkegel

Dabei dreht sich der Kérper um die Figurenachse mit ). Die Winkelgeschwindigkeit & entsteht
durch Addition der beiden Drehungen um die z-Achse und (-Achse; & liegt also immer in
der z,(-Ebene und rotiert deshalb mit der (-Achse um die z-Achse. Dabei bildet es mit der
¢-Achse den festen Winkel «v. Entsprechend ¢ andert sich die Lage der momentanen Drehachse
standig; sie wandert auf dem Spurkegel um die raumfeste Achse. Die gegenseitige Bewegung
der Achsen kann man sich durch das Abrollen von Kegeln veranschaulichen: Der Polkegel rollt
mit seiner AuRenflache (A > C) oder seiner Innenflache (A < C') auf dem Spurkegel ab und
flhrt dabei die Figurenachse auf dem Nutationskegel.
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7 Lagrange-Formalismus

7.1 Klassifikation von Systemen

Betrachten wir ein System von n Massenpunkten, so wird es durch 3n Koordinaten 7y, 7%, « - - 7,
beschrieben. Die Zahl der Freiheitsgrade ist ebenfalls 3n. Oftmals ist ein System, wie z. B.
beim starren Korper, Zwangsbedingungen unterworfen. Liegen s Zwangsbedingungen vor, so
wird die Zahl der Freiheitsgrade auf 3n — s eingeschrénkt. Die Zwangsbedingungen lassen sich
klassifizieren.

Wir bezeichnen ein System als holonom, wenn die Zwangsbedingungen durch Gleichungen der
Form

Je(ri, 7, +,8) =0, k=1,---,s (7.1)

dargestellt werden kdnnen. Diese Form der Zwangsbedingungen ist von Bedeutung, weil sie
benutzt werden kann, um abhangige Koordinaten zu eliminieren; z. B. lautet die Gleichung fur
ein Pendel der Lange /

2?+y2-0PF=0 , (7.2)

wenn wir das Koordinatensystem in den Aufhédngepunkt legen.

Alle Zwangsbedingungen, die nicht in der Form (7.1) dargestellt werden kdnnen, heil3en nicht-
holonom. Dies sind Bedingungen, die nicht in einer geschlossenen Form oder durch Unglei-
chungen beschrieben werden. Ein Beispiel hierfir sind in einer Kugel vom Radius R einge-
schlossene Gasmolekiile. Ihre Koordinaten missen den Bedingungen r; < R genugen.

Eine weitere Unterscheidung der Zwangsbedingungen wird nach ihrer Zeitabhdngigkeit vorge-
nommen. Ist die Zwangsbedingung eine explizite Funktion der Zeit, so heil3t sie rheonom, tritt
die Zeit nicht explizit auf, nennen wir die Zwangsbedingung skleronom. Zur Klassifizierung
eines mechanischen Systems geben wir noch zusétzlich an, ob es sich um ein konservatives
System handelt oder nicht.

Als Beispiel betrachten wir eine kleine Kugel, die auf einer groRen Kugel abrollt.
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Kleine Kugel rollt auf grol3er Kugel

Eine Kugel rollt im Schwerefeld reibungslos von der Spitze einer groReren Kugel. Das System
ist konservativ. Da mit dem Abltosen der Kugel die Zwangsbedingungen sich vollig dandern
und sich nicht in der geschlossenen Form der Gleichung (7.1) darstellen lassen, ist das System
nichtholonom. Weil die Zeit nicht explizit auftritt, ist das System skleronom.

Als zweites Beispiel betrachten wir einen Korper, der mit Reibung auf einer schiefen Ebene
herunterrutscht.

»
>

wt

> X

Der Neigungswinkel der Ebene ist zeitlich verdnderlich. Zwischen den Koordinaten und dem
Neigungswinkel besteht die Beziehung

Y _tanwt=0 . (7.3)
x

Die Zeit tritt also explizit in den Zwangsbedingungen auf. Das System ist holonom und rheo-
nom. Da Reibung vorliegt, ist es auBerdem nicht konservativ.

Bei s Zwangsbedingungen sind in dem Satz von urspriinglich 3n unabhéngigen Koordinaten
jetzt s abhdngige Koordinaten enthalten. Werden holonome Zwangsbedingungen durch Glei-
chungen der Form (7.1) ausgedriickt, so lassen sich die abhéngigen Koordinaten eliminieren.
Wir konnen auf 3n — s Koordinaten g1, go, - - -, g3n— transformieren, die die Zwangsbedingun-
gen implizit enthalten und voneinander unabhédngig sind. Die alten Koordinaten werden durch
die neuen Koordinaten durch Gleichungen der Form
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T_i = E(Q17Q27"'7Q3n—s,t) ’

o = T2(q17QQ7"'7Q3n—S7t) y

T7L = T_;L(Qh 42,y Q3n—s, t) (74)

ausgedruckt. Diese Koordinaten g;, die jetzt als frei betrachtet werden kdnnen, hei3en genera-
lisierte (oder verallgemeinerte) Koordinaten.

Die Benutzung von generalisierten Koordinaten ist auch bei Problemen ohne Zwang niitzlich.
So 1Rt sich ein Zentralkraftproblem einfacher und vollstandig durch die Koordinaten (r, 4, ¢)
statt durch (z, y, z) beschreiben.

Als generalisierte Koordinaten dienen in der Regel Langen und Winkel. Wie wir spéater sehen
werden, kdnnen aber auch Impulse, Energien usw. als generalisierte Koordinaten verwendet
werden.

Wir studieren nun GroRen der Mechanik, ausgedriickt in generalisierten Koordinaten. Die Ge-
schwindigkeit des i-ten Massenpunktes 1403t sich entsprechend der Transformationsgleichung

ﬁ:ﬁ(Qh'”?Lth) (75)
als
. Ofda o7; dg, | OF,
"= Bq, di Bq, di | ot (7.6)

darstellen. Im skleronomen Fall fallt der letzte Summand weg. In anderer Form konnen wir
auch schreiben

TZ = a§_1: aqa Qa + at b (7'7)
wobei
dqq
= —— 7.
q 7 (7.8)

ist, und g, als generalisierte Geschwindigkeit bezeichnet wird. Wir beschranken uns im folgen-
den auf die z-Komponente. Auch betrachten wir nur den skleronomen Fall und schreiben fiir
die z-Komponente
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el (7.9)

Wir differenzieren diesen Ausdruck noch einmal nach der Zeit und erhalten so fiir die kartesi-
schen Komponenten der Beschleunigung

d | Ox ox;
[; = “| gy + = g . 7.10
& Z(dt[a]quaqaq) (7.10)
Die totale Ableitung im ersten Term schreiben wir wie tiblich
d aIEZ Y
el gs - 7.11
dt <3qa> Z aq[gaqa ( )
Somit gilt
v 2 Y. O
& = (g Al - 7.12
a%:l 3qa3q g azzl 04q (7.12)
Ein System habe die generalisierten Koordinaten ¢,---,q,, die nun einen Zuwachs von
dqy, - - -, dg, erfahren sollen. Wir wollen die dabei geleistete Arbeit bestimmen. Fir eine in-

finitesimale Verschiebung des ¢-ten Teilchens gilt

i =3 Z—qua . (7.13)

a=1

Daraus erhalten wir die geleistete Arbeit als

AW =3 F - dfi = ZF za” =i(i Z 37>dqa=iczadqa , (7.19)
a=1

i=1 a=1 \i=1
wobei n o
Z 28 ; (7.15)

ist. Wir nennen @), die verallgemeinerte oder generalisierte Kraft. Da die generalisierten Koor-
dinate nicht die Dimension einer Lange zu haben braucht, muf} ¢}, nicht die Dimension einer
Kraft haben. Das Produkt @, - g, hat allerdings immer die Dimension einer Arbeit.

7.2 Das Hamilton-Prinzip

Als ein fundamentales Grundprinzip der klassischen Mechanik wollen wir jetzt das Hamilton-
Prinzip behandeln. Das Hamilton-Prinzip fordert, dal} sich ein System so bewegt, daR die Wir-
kung einen Extremalwert annimmt. Die Wirkung war definiert durch
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A= | Ladt (7.16)

t1
mit der Lagrange-Funktion

L=T-V . (7.17)

Das Hamilton-Prinzip ist ein Integralprinzip und heif3t auch Prinzip der kleinsten Wirkung. Die
Tatsache, dal} die Wirkung einen Extremwert annehmen soll, driicken wir aus durch

dJA=0 (7.18)

oder

6[/:Ldt] —0 . (7.19)

Zum Studium des Hamilton-Prinzips wollen wir zundchst allgemein Variationsprobleme disku-
tieren.

Gegeben sei die integrierbare Funktion

F=F(y(z),y'(z)) - (7.20)

Wir suchen eine Funktion y = y(z), so dal das Integral

I= / Fly(z),y'(z)) dz (7.21)

einen Extremalwert annimmt. Dieses Problem wird in eine elementare Extremwertaufgabe
uberfiihrt, indem wir die Gesamtheit aller physikalisch sinnvollen Wege durch eine Parame-
terdarstellung erfassen

y(IE, 6) = y(IE) + 0”7(15) ’ (7.22)

wobei « einen fir jede Bahn konstanten Parameter bedeuten soll. n(x) ist eine beliebige diffe-
renzierbare Funktion, die an den Endpunkten verschwindet.

n(z1) = n(z2) =0 (7.23)

Die gesuchte Kurve wird durch y(z) = y(z, 0) gegeben.
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y y(X)

y(x) +an(x)

X X,

> X
Durch diese Parametrisierung wird das Integral eine Funktion von c.

I=1I(e) . (7.24)

Dann lautet die notwendige Bedingung fir einen Extremwert des Integrals I:

dr =0 . (7.25)
da|,_,
Wir hatten die Parameterdarstellung gewahlt
y(z,0) = y(z) + an(z) . (7.26)
Allgemeiner kbnnen wir schreiben
y(, ) = y(z,a0 =0) +na(z) , (7.27)

wobei 7, (x) eine hinreichend oft differenzierbare Funktion sein soll. Ferner gelten die Randbe-
dingungen

Na(T1) = Na(z2) =0 Vo (7.28)
Na=o(z) = 0 Vz . (7.29)

Eine mogliche sehr einfache Wahl ist die oben genannte

Ne(z) = an(z) (7.30)

mit

n(z) =n(z2) =0 . (7.31)

200



Fir ein festes z ist n,(x) und damit auch y(z, ) eine Funktion von «, die man in eine Taylor-
Reihe entwickeln kann

_ [ 9na(x) o? (9°na(z) .
e (IE) - ( da >a:0 i ? ( da? >a:0 i , (732)
N N Ona () o
y(z,0) = ylz,a=0)+« (7804 >a:0 + : (7.33)

Wir definieren als Variation der Bahn y(z, ) die Verschiebung dy der Bahn, die man bei einer
Verdnderung des Parameters o von e = 0 auf de erhdlt, d.h.

377a($)>
Sy = y(z,do) — y(z, 0 = 0) = da | 20X . 7.34
= 1(odo) = (o= 0) = da (5D) (734

Ganz analog definieren wir die Variation des Funktionals I[y(x)] als

of = I[y(IE, da)] - I[y(IE, @ = 0)]
dI ()
- (),

= /d:v (F(z,y(z,do),y' (z,da)) — F (z, y(z,a = 0), y'(z,a =0)) . (7.35)

1

Die Differentiation unter dem Integralzeichen, was zuldssig ist, wenn F' stetig differenzierbar
in « ist, ergibt:

ﬂ _ /wz (3F3_y+ OF 8y’> d

do . %30[ a—y’%
[ (OF oF ,
= / <%n+ 3 ) dr . (7.36)
Der zweite Integrand 1aRt sich partiell integrieren:
22 OF On oF 1* 2 (d OF
i A = |== — — 7.37
z Oy Ox d lay'"L /zl (d:v 3y’> nda (7.:37)

Da die Endpunkte fest sein sollen (siehe die Bedingung (7.23), verschwindet der ausintegrierte
Term, und die Extremalbedingung lautet

/” (a—F—ia—F>ndx=o . (7.38)



Dan(x) eine beliebige Funktion sein kann, ist diese Gleichung allgemein nur dann erfiillt, wenn

d 0F (y(z),y'(z)) OF(y(z),y'(z)) _
. oy ay =0 . (7.39)
Diese Beziehung heil3t Euler-Lagrange-Gleichung. Sie stellt eine notwendige Bedingung fir

einen Extremwert des Integrals I dar.

Die Losung der Euler-Lagrange-Gleichung, die eine Differentialgleichung zweiter Ordnung ist,
ergibt zusammen mit den Randbedingungen den gesuchten Weg.

Wir definieren die Variation einer Funktion y(z, «) als Differenz zwischen y(z, de) und y(z, 0).

dy = y(z,da) — y(z,0) = Z—Z - da (7.40)

entsprechend der Taylor-Entwicklung fur sehr kleine «.. Entsprechend formulieren wir die Va-
riationsaufgabe als

a=0

5 / Fly(z),y'(2)dz =0 . (7.41)

Wir kehren zuriick zum Hamilton-Prinzip. Hierbei wird die Zeit als Koordinate nicht variiert.
Das System durchlduft einen Bahnpunkt und den dazugehorigen variierten Bahnpunkt zur glei-
chen Zeit. Es gilt also

§t=0 . (7.42)

Ausgehend von dem Integral

t2
o1 =6 [ Lia(®),d(®),0)dt =0 (7.43)
i:1727"'7f7

wobei f die Anzahl der Freiheitsgrade ist, fihren wir die Variation durch. Die Variation einer
Bahnkurve ¢;(t) beschreiben wir durch

¢(t) — @i(t) +dqi(t) (7.44)

wobei die d¢; an den Endpunkten verschwinden.

6gi(t1) = 0gi(ts) =0 . (7.45)

Da die Zeit nicht variiert wird, folgt
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to to

) Ldt = oL dt
t1 t1
b2 oL oL ..
= /t 1 (Z a—qiéqi + Z a—q,iéqi> dt . (7.46)
Wegen
d d d d
0% = 5 (@t da) = ¢:(t,0)) = -, (4:(t,da)) — - (4:(£, 0))
d .
= 5%%(15) =4q;(t) , (7.47)

d. h. Variation und Differentiation vertauschen, liefert die partielle Integration des zweiten Sum-
manden

6oL t 9L d
AL ST
oL . 1" v (d oL
= | Zsq| - T2 sqar 7.4
laq,iéqL /t (dtaq)(sth (7.48)

Da d¢; an den Endpunkten (Integralgrenzen) verschwindet, erhalten wir fiir die Variation des
Integrals

t2 OL d oL

Bei holonomen Zwangsbedingungen denken wir uns die abhéngigen Freiheitsgrade eliminiert.
Die unabhangigen Koordinaten seien die ¢;. Daher sind die é¢g; voneinander unabhangig, und
das Integral verschwindet nur dann, wenn der Koeffizient eines jeden dg; verschwindet. Das
bedeutet, dal’ die Lagrange-Gleichungen

S - =0 (7.50)

gelten.

Die Lagrange-Funktion hangt dabei von den generalisierten Koordinaten g;, den generalisierten
Geschwindigkeiten ¢; und der Zeit £ ab.
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7.3 Anwendungsbeispiel

Als erstes Anwendungsbeispiel fur den Lagrange-Formalismus wollen wir die Bewegungsglei-
chung des Pendels ableiten.

Koordinaten zur Beschreibung der Pendelbewegung

Als generalisierte Koordinaten wéhlen wir den Winkel 6 der Auslenkung. Die kinetische Ener-
gie laRt sich ausdriicken als

_ Mmoo _ Mo \2 Mo
T—2v—2(l0) S U0 (7.52)

Zur Bestimmung der potentiellen Energie wéhlen wir den Punkt A als Ausgangspunkt. Die
potentielle Energie ist

V =mgh (7.53)
mit
h=(OA-0C)=1-1lcosf . (7.54)
Damit folgt
V =mgl(1 —cosf) . (7.55)

Die Lagrange-Funktion lautet damit insgesamt
1 .
L=T-V= §ml202 — mgl(1 —cos®) . (7.56)
Die Euler-Lagrange-Gleichung lautet

d (0L\ oL
o <£> — a5 =0 - (7.57)

Es ist
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oL

% - —mglsinf
L .
a—. = mi%f
06
(7.58)
und weiter
d (0L .
7 (30) ml“f (7.59)
Die Euler-Lagrange-Gleichung ist damit explizit
mi?0 + mglsind = 0 (7.60)
oder
. g . _
0+ =sinf=0 . (7.61)

[
Dies ist die Bewegungsgleichung des Pendels, die wir bereits gelost haben.

Als ein zweites Anwendungsbeispiel behandeln wir das Kepler-Problem.
Wir verwenden ebene Polarkoordinaten, und die generalisierten Koordinaten sind » und 6. Es
ist
1 .
L=T-V= 5m(7'"2 +7%0*) - V(r) . (7.62)
Dabei gilt fiir die potentielle Energie

_ymM

V(r) = " (7.63)
Es ist
OL _ % : (7.64)
o0
sowie
oL
0= 0 . (7.65)

Damit folgt auf Grund der Euler-Lagrange-Gleichung in der generalisierten Koordinate 8

d oL d,
i == @ (mr6) . (7.66)



Dies entspricht gerade dem Flachensatz, denn %7"20' ist gerade die Flachengeschwindigkeit.

Es bleibt daher nur noch die Euler-Lagrange-Gleichung in der Koordinaten r zu untersuchen.
Es ist

oL
57 = mF (7.67)
und daher
d oL
Bl 7.68
ator (7.68)
Ferner ist
oL o OV o ymM
5 = mrh® — e mre”® — ] (7.69)
Damit resultiert zusammengefaft
. M
mi—mrf® + T2 =0 (7.70)
T
Mit der Konstanten
h =% (7.71)
folgt schlieRlich
. h* M
T_T_3+7"—2:0 . (772)

Das ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Variable r in Abhdngigkeit von der
Zeit t, die wir bereits in der Diskussion der Planetenbewegung vorliegen hatten.

Betrachten wir im ndchsten Schritt die freie eindimensionale Bewegung, so gilt

1
L= Em:'ﬁ (7.73)
und daher
L
0z

Dies ist der Impuls des Teilchens. Generell bezeichnen wir die Grole %—’; als den generalisierten
Impuls des Teilchens.
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7.4 Die Hamilton-Theorie

Die Variablen der Lagrange-Funktion sind die generalisierten Koordinaten g, und die zugehori-
gen generalisierten Geschwindigkeiten ¢,. In der Hamilton’schen Theorie werden als unabhéngi-
ge Variablen die generalisierten Koordinaten und die zugehdrigen Impulse verwendet. Die Orts-
koordinaten und die Impulskoordinaten spielen in dieser Theorie eine vollig gleichberechtigte
Rolle. Wir suchen jetzt einen Ubergang von der Lagrange-Funktion L(g;, ¢;, ) zur Hamilton-
Funktion H (g;, p;, t).

. oL

Dieser Ubergang wird durch eine Legendre-Transformation vermittlelt.

Wir wollen dies anhand eines zweidimensionalen Beispiels illustrieren. Man geht von der Funk-
tion f(z,y) zur Funktion g(z,u) = g(z, %) tber:

' dy
fa) = gn)  mic u=g (7.76)
wobei g(z, u) durch
g9(z,u) = uy — f(z,y) (7.77)

definiert wird.

Wenn wir das totale Differential bilden, sehen wir, dal3 die so gebildete Funktion g nicht mehr
y als unabhadngige Variable enthalt. Es ist

dg = ydu+udy—df =ydu+udy— a—deE— a—f dy
ox oy
~—~
= ydu-— a—f dr . (7.78)
ox
Nun ist fur g(z, u) generell
_ Oy 9y
Durch den Vergleich haben wir
9y
= =2 7.
y 90 (7.80)
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und
o9 _ _9f
dr Oz
Nach diesem mathematischen Einschub zur Legendre—Transformation wollen wir konkret zur

Hamilton-Theorie zurtickkehren. Motiviert durch den Ansatz (7.77) definieren wir nun die Ha-
milton-Funktion als

(7.81)

q“pza sz% - q“qiat)- (782)

Gesucht werden nun die Bewegungsglelchungen, die den auf der Lagrange-Funktion L beru-
henden Euler-Lagrange-Gleichungen dquivalent sind, aber auf der Hamilton-Funktion H basie-
ren. Dazu bilden wir das totale Differential von H (g;, p;, t)

dH = p;dg; +>_ ¢idp; —dL . (7.83)
Das totale Differential der Lagrange-Funktion lautet
oL
dL = Z dqz + Z dqz 5 dt . (7.84)

Jetzt benutzen wir die Definition des generalmerten Impulses,

oL
i = AT 7.85
P 04 ( )
und die Euler-Lagrange-Gleichung in der Form
dpi oL
——-—=0 . 7.86
dt aqi ( )
Wir setzen dies in dL ein und erhalten
: oL
dL =Y pidg; + Y ps dgi + 5 (7.87)
Wir setzen diesen Ausdruck fiir dL in dH ein. Damit folgt
: : : . OL
dH = Zpi dg; + Z%‘ dp; — Zpi dg; — Zpi dg; — 5 dt
: : oL
= D didpi— ) _pidgi — 5 & (7.88)

Nun gilt allgemein fiir H (g;, p;, t)
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OH

dH = Z dqz-i-z dpz o ——dt. (7.89)

Durch Koeffizientenvergleich folgen dle Hamllton schen Gleichungen

. oH

Qi = G (7.90)
: oH

o= g (191)
oH oL
e I (7.92)

Dies sind die grundlegenden Bewegungsgleichungen in dieser Formulierung der Mechanik.
Es ist ein Satz von gekoppelten Differentialgleichungen erster Ordnung in der Zeit. Bei einer
eindimensionalen Bewegung eines Teilchens haben wir es in der Lagrange-Theorie mit einer
Differentialgleichung zweiter Ordnung der Koordinaten zu tun. In der Hamilton-Theorie liegt
eine Differentialgleichung erster Ordnung der Koordinaten vor, dafiir gibt es eine zweite Diffe-
rentialgleichung erster Ordnung beziiglich der Impulskoordinaten. In jedem Fall ergeben sich
beim Losen zwei Integrationskonstanten.

Aus den Hamilton-Gleichungen erkennen wir, daR bei einer Koordinaten von der die Hamilton-
Funktion nicht abhdngt, die zugehérige zeitliche Anderung des Impulses verschwindet

OH

dg;
Falls die Hamilton-Funktion nicht explizit zeitabhédngig ist, ist H eine Konstante der Bewegung.
Es ist

=0 = p; = konstant (7.93)

dH OH
%_Zaqz%‘i‘za P + B (7.94)

Aufgrund der Hamilton-Gleichungen (7.92) erkennen wir

dH _ 0H
dt ot

Ist nun 331;[ =0, so gilt dﬁ[ = 0 und damit H = konstant.

(7.95)

Wir wollen uns nun der physikalischen Interpretation der Hamilton-Funktion zuwenden.

Es gilt: Fir ein System mit skleronomen Zwangsbedingungen und konservativen inneren Kréaften
stellt die Hamilton-Funktion H die Gesamtenergie des Systems dar.
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Wir betrachten die eindimensionale Bewegung eines Teilchens mit der generalisierten Koordi-
nate ¢ = z und

1
L= §m:t2 —Viz) . (7.96)
Dann ist
H=pi—-L (7.97)
mit
oL
p=———=mi . (7.98)
0z
Also ist

1
H = mi®>—L=mi*— Em:t2+V(:v)

1
= §m¢2 +V(z)=T+V=E . (7.99)

Wir wollen diesen Sachverhalt etwas allgemeiner studieren. Wir betrachten zunéchst die kine-
tische Energie

1 )
ngzm,,ﬁf, y=1,2---,N (7.100)

N sei die Zahl der Teilchen. Wenn die Zwangsbedingungen holonom und skleronom sind, exi-
sieren Transformationsgleichungen 7, = 7,(g;) und damit

7= a_qiqi . (7.101)

Wir setzen dies in die kinetische Energie ein. Dies ergibt

1 or, . or, .
T = EXV:muzz,k: (a—qzqz> : <8qqu>
1 or, Or, . .
= Z (5 Zmua—qi : a—quiCIk>

ik v

= > axdige - (7.102)
ik

Die kinetische Energie ist also eine homogene quadratische Funktion der generalisierten Ge-
schwindigkeiten. Die darin auftretenden Massenkoeffizienten
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1 or, 0r,
=Y My 7.1
sind symmetrisch, d. h.
Gip = Qni - (7.104)

Nun &Rt sich der Satz von Euler Gber homogene Funktionen anwenden. Ist f eine homogene
Funktion vom Grade n, falls also gilt

f()\!El,)\IEQ,"',)\IEk) :)‘nf(xhx?:"'xk) ’ (7105)

dann gilt ebenso

Dies IaR sich zeigen, indem wir die Ableitung von (7.105) nach A bilden, also

of of
a0 T T a0
Setzen wir A = 1, so folgt die Behauptung. Angewandt auf die kinetische Energie (n = 2)
besagt der Satz von Euler

T, =nA"Lf (7.107)

oT
S Gg=2T . (7.108)
i 04
Da konservative Kréfte vorausgesetzt werden, existiert ein geschwindigkeitsunabhdngiges Po-
tential V'(g¢;), so daB gilt

5= 5~ (7.109)
Damit folgt weiter
H=;pz~q¢—L=;g—£q’i—L . (7.110)
Mit (7.108) und der Lagrange-Funktion L erhalten wir
H=2T—-(T-V)=T+V=E . (7.111)

Aus den Hamilton-Gleichungen lassen sich auch die Newtonschen Bewegungsgleichungen ab-
leiten. Somit kénnen wir die Aquivalenz beider Formulierungen aufzeigen. Es geniigt, ein ein-
zelnes Teilchen in einem konservativen Kraftfeld zu betrachten und die kartesischen als gene-
ralisierte Koordinaten zu verwenden. Dann gilt
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b o= md | (7.112)

1
H = EZm:tf—i—V(xi) (7.113)
mit ¢ = 1, 2, 3. Ferner folgt
H_EZ 2] + V() (7.114)
T gLy T\ '

i

Daraus resultieren die Hamilton-Gleichungen (¢; = ;)

H i
g = H_pm (7.115)
op; m
) O0H oV
e i (7.116)
oder vektoriell
7= —gradV. (7.117)

Dies ist die Newtonsche Bewegungsgleichung.

7.5 Anwendungsbeispiel

Als erstes konkretes Anwendungsbeispiel fiir den Hamilton-Formalismus behandeln wir wieder
das Pendel. Wir hatten

1 .
L= gml2 0> — mgl(1 — cosf) . (7.118)
Damit gilt fir den generalisierten Impuls
oL :
=—=ml*f . 7.119
po=—5=m (7.119)

Damit 1&Bt sich die kinetische Energie schreiben als

1 pj
T = — . .
2 ml? (7.120)

Da die Gesamtenergie des Systems konstant ist, lautet die Hamilton-Funktion

1 2
H=T+V=-2" 1+ imgi(1—cosh) . (7.121)
2 mi?
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Die Hamiltonschen Gleichungen liefern

OH
Dy = 50 = —mglsinf
i - OH _ o
Opg  ml?
Aus der letzten Gleichung folgt
Py = mi?
Die Differentiation ergibt
pg = ml2é

Vergleichen wir dies mit dem Ausdruck fiir pg, so erhalten wir abschlieRend wieder

0 + % sinfl =0
Als zweites Beispiel studieren wir erneut das Kepler-Problem. Es ist
_ 1 .2 2 92
L_Em (7" +7r°4 ) —V(r)

Mit p, = 0L/ 84, erhdlt man die generalisierten Impulse

—a—L—mf"
Pr="9; =
oder
. Dr
F=
m
Ebenso folgt
oL 9 4
=—=mr"0
< 90
oder
_ De
mr?

Damit lautet die Hamilton-Funktion

2

Hepitpb—L=2r 1 Py
2m  2mr?

Die Hamilton-Gleichungen liefern dann

b OH _Pr

op, m ’
§ = 8_H Do

Opg mr?2 "’
. OH p; OV
br = T Tmre o
. OH _
Pe = —W—O

(7.122)

(7.123)

(7.124)

(7.125)

(7.126)

(7.127)

(7.128)

(7.129)

(7.130)

(7.131)

(7.132)

(7.133)
(7.134)

(7.135)

(7.136)



Aus der letzten Gleichung folgt die Erhaltung des Drehimpulses. Wir differenzieren (7.133)
nach der Zeit und bekommen

2 ov
mi =p, = L0 9 (7.137)
mrs  Or
Aus (7.134) resultiert
pp=mrf (7.138)
und somit oV
mi=mré?—=— . (7.139)
or

Diese Bewegungsgleichung hatten wir bereits mehrfach abgeleitet. Fiir diese Falle ist die Aqui-
valenz zwischen Newtonscher Formulierung, Lagrange-Formulierung und Hamilton-Formulie-
rung nachgewiesen.

7.6 Hamilton-Gleichungen und Hamilton-Prinzip

Wir konnen die Hamiltonschen Gleichungen auch aus dem Hamilton-Prinzip ableiten. Dies
wollen wir verifizieren.
Das Hamilton-Prinzip lautet

[23
6/Ldt -0 . (7.140)
t1
Die Lagrange-Funktion kdnnen wir durch die Hamilton-Funktion ausdriicken,
L :ZpaQa _H(pon(Iaat) . (7141)
Damit bekommen wir
to to
OH OH
/6Ldt - /Z D o + Do 0o — o poy — o= 6o | dt (7.142)
t t o7 apa aQa

Die Zeit wird nicht variiert. Der zweite Term auf der rechten Seite kann durch partielle Integra-
tion umgeformt werden:

to . to d
tl/pa 0go dt = tl/pa (5 5qa> dt

[23
= Do &Ia

t2
- / Pa 0qadt . (7.143)
t1

t1

Der erste Term verschwindet, weil die Variationen an den Endpunkten verschwinden,
5Qa(t1) = 6Qa(t2) =0 . (7144)
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Damit erhalten wir

- a—H] Spa + [—pa - a—H] 5%} at . (7.145)

apa aQa

Die Variationen dép,, und dg, sind unabh&ngig voneinander, weil entlang einer Bahn im Pha-
senraum Nachbarbahnen verschiedene Koordinaten und verschiedene Impulse haben kdnnen.

Damit folgt

H

o = o : (7.146)
OPa

Do = _oH (7.147)
4q
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7.7 D’Alembertsches Prinzip

Unter einer virtuellen Verriickung eines Systems versteht man eine Verdnderung der Konfigu-
ration des Systems als Ergebnis irgendwelcher willkirlicher infinitesimaler Koordinatendnde-
rungen &7, die mit den Kraften und Zwangsbedingungen vertrdaglich sind, denen das System
zu einem gegebenen Zeitpunkt ¢ unterworfen ist. Die Verriickung wird virtuell genannt, um sie
von einer wirklichen Verriickung des Systems zu unterscheiden, die sich wéhrend eines Zeitin-
tervalls d¢ ereignet, wéhrend dem sich die Krafte und Zwangsbedingungen &ndern kdnnen. Als
Beispiel betrachten wir zwei Massen, die an einer Rolle (iber eine Schnur miteinander verbun-
den sind.

mz
Wir setzen zundchst voraus, daR das System im Gleichgewicht ist, d. h. daR die an jedem Teil-
chen angreifende Gesamtkraft verschwindet: F, = 0. Dann verschwindet natiirlich auch das
Skalarprodukt F - 67, das die Arbeit der Kraft F' langs der Verriickung §7; bedeutet. Die Sum-
me dieser verschwindenden Produkte fiir alle Teilchen muR ebenfalls Null sein:

Y F-07%=0 . (7.148)

Die Kraft £; wird jetzt aufgeteilt in die Zwangskraft ﬁf und in die einwirkende oder angewandte
Kraft £
S (Fe+Fr)-om=0 . (7.149)

)

Wir beschrénken uns jetzt auf solche Systeme, bei denen die von den Zwangskraften verrichtete
Avrbeit verschwindet. In vielen Féllen steht die Zwangskraft senkrecht auf der Bewegungsrich-
tung und das Produkt ﬁf - 07; verschwindet. Ist ein Massenpunkt zum Beispiel gezwungen, sich
auf einer vorgegebenen Raumkurve zu bewegen, so ist seine Bewegungsrichtung immer tan-
gential zur Kurve, die Zwangskraft dagegen normal. Es gibt aber auch Beispiele dafir, dal3 die
einzelnen Zwangskrafte zwar Arbeit verrichten, jedoch die Summe der Arbeiten aller Zwangs-
krafte verschwindet,

Y FF 67 =0 . (7.150)

Die Fadenspannungen zweier tber einer Rolle hdngenden Massen liefern einen solchen Fall. Es
ist die eigenliche, richtige Erkenntnis, die im d’Alembertschen Prinzip steckt, daR die Zwangs-
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krafte insgesamt keine Arbeit leisten. Wir haben damit fiir das Gleichgewicht des Systems die
Bedingung, daf die virtuelle Arbeit der wirkenden Kréfte verschwindet:

Y F 57 =0 . (7.151)

Dies wird oft das Prinzip der virtuellen Arbeit genannt. Es ist nicht jeder Summand fiir sich
gleich Null, sondern es verschwindet nur die Summe als ganzes. Wir stellen fest, dal? die Ko-
effizienten von é7; nicht langer gleich Null gesetzt werden dirfen, d. h. im allgemeinen gilt
F‘;‘ # 0. Im Grunde genommen liegt das daran, dal} die é7; nicht vollstdndig unabhangig, son-
dern durch die Zwangsbedingungen verknipft sind. Um die Koeffizienten zum Verschwinden
zu bringen, mufR man das Prinzip in eine Form Uberfiihren, die die virtuelle Verriickungen der
g; enthalt, die voneinander unabhangig sind.

Die Bedingung (7.151) gilt aber nur fiir die Statik. Wir wiinschen jedoch eine Bedingung, die
die allgemeine dynamische Bewegung des Systems umfalit. Die Bewegungsgleichungen

Fy =7, (7.152)
kdnnen geschrieben werden als
F—p,=0 . (7.153)

Damit 18Rt sich die Dynamik auf die statischen Prinzipien zuriickfiihren. Damit kdnnen wir
sofort schreiben

> (Fi-p)- 07 =0 (7.154)

und nach Aufspaltung der Krafte

)

Z(F;a—ﬁi)-erZﬂZ-m:o . (7.155)

Wir beschranken uns wieder auf Systeme, fiir die die virtuelle Arbeit der Zwangskréfte ver-
schwindet. Daher erhalten wir

S (Fe-p,)-om=0 . (7.156)
Dies wird oft als d’Alembertsches Prinzip bezeichnet. Die Zwangskréfte treten nicht mehr ex-
plizit auf. Jedoch erhalten wir so noch nicht direkt die Bewegungsgleichungen des Systems.
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Als Anwendungsbeispiel fir das d’Alembertsche Prizip betrachten wir die folgende Anord-
nung.

mJg m.g

Zwei durch ein Seil verbundene Massen auf einer schiefen Ebene.

Die beiden durch ein Seil verbundene Massen sollen sich reibungslos bewegen. Mit Hilfe des
d’Alembertschen Prinzips soll die Bewegungsgleichung gefunden werden. Fir die beiden Mas-
sen lautet das d’Alembertsche Prinzip

(Fi—p,)-oh+ (Fo—p,) -0l =0 . (7.157)

Als Zwangsbedingung ist die Lange des Seils konstant:

Lh+l,=1 . (7.158)
Daraus folgt
o1y = —6ly (7.159)
und
i=—i . (7.160)
Die Tragheitskrafte sind )
7 =m i (7.161)
und )
By =moly . (7.162)

Die Beschleunigung ist parallel zur Verriickung, die Schwerkraft muf3 in die entsprechenden
Komponenten zerlegt werden. Es gilt

(m1 g sina — my ll) ol + (mg g sin 8 — mg l2) 0la =0 (7.163)

oder
(m1 g sina — my Zl —mg g sinfB —my ll) 6li=0 . (7.164)
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Damit folgt schliel3lich
i my sina — mg sin 3 g (7.165)
my + Mg

Wir wollen jetzt auf die voneinander unabhdngigen generalisierten Koordinaten transformie-
ren. Fir holonome Zwangsbedingungen kdnnen die Koeffizienten der d¢g; einzeln Null gesetzt
werden. Wir gehen von den Transformationsgleichungen aus

Fi =Fz‘(QI7€I2,---7th) . (7166)

\Vorausgesetzt sind n unabhéangige Koordinaten. Der Zusammenhang der o; = 7, mit den ¢;
lautet o7 o7
Ti . T4
TG=) — ¢+ - (7.167)
; aq]' I ot
Ahnlich werden die willkirlichen virtuellen Verriickungen 67; mit den virtuellen Verriickungen
dq; verknipft durch
or;
7= g (7.168)
7 04
Wir bemerken, daR keine Variation der Zeit 6t auftritt, da sich die virtuellen Verriickungen
definitionsgemaR nur auf Auslenkungen der Koordinaten beziehen. Mit Hilfe generalisierter

Koordinaten laRt sich die virtuelle Arbeit der Kraft ﬁz schreiben als
— arz
i J
Die (); werden Komponenten der generalisierten Kraft genannt. Weiter konnen wir schreiben

Z <07 = me 0r; = Zmzﬁa—;z i (7.170)

%

Wir betrachten nun den Ausdruck

=, 37"z_ ., Or; . d (0F
Zmzn Z{dt (mm 3q~> m; 7y - dt( >} . (7.171)

dg;

Im letzten Term konnen wir die Reihenfolge der Differentiation bezuglich ¢ und g; vertauschen.

Es gilt
d (oF o O
al N R S L 7.172

dt (aqj> Xk: 9q; 0qr T Bg; 0t (7.172)

Dies ist nach (7.167) gerade 0%;/dq;. Nach (7.167) gilt ferner

o oF;
acjj aq]'

(7.173)
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Dies setzen wir in (7.171) ein und erhalten
-, OF; d 07; o7;
M7 5 = mi; - 5 | —mi s 8 7.174
Z dy; Z {dt ( 3%‘) } (7174
Dies fiihrt weiter auf

Zmﬁ;ﬁ 8:;

d {0 1
= &(3_% <2Z:§mzvz>> aq] (2} m; v ) . (7.175)

3 & m; v} ist die kinetische Energie T des Systems.

[Z)amit wird zusammengefallt aus dem d’ Alembert-Prinzip

%:H%<§?) aT} QJ&b—o . (7.176)

aCIj aQJ

Wenn nun die Zwangsbedingungen holonom sind, dann sind die ¢; unabhéngig. Nur hier wird
von der Eigenschaft ,,holonom* Gebrauch gemacht. Irgendeine virtuelle Verriickung dg; ist un-
abhédngig von dg. Damit ist die Gleichung (7.176) nur dann erfiillt, wenn die einzelnen Koeffi-

zienten verschwinden 4 /oT o7
— == ]-—=0Q; . 7.177
Es gibt n solcher Gleichungen. Ausgehend von diesen Gleichungen wollen wir nun weiter den
Spezialfall konservativer Systeme behandeln. Dann gilt

Fi=-V,v . (7.178)

Die generalisierten Krafte konnen ausgedriickt werden als

ZF aTZ:_Z V %:_a_v , (7179)
dg;  0Og;
dagiltV =V(,7,...,7,). Somit erhalten wir aus (7.177)
d (0T 8(T-V)
— =) -——%=0 . 7.180
dt <3q'j> dg; (7159)

Das Potential V' ist eine Funktion allein der Lage und muf3 deshalb unabhé&ngig von den genera-
lisierten Geschwindigkeiten sein. Wir addieren die partielle Ableitung von V' bezliglich ¢;. Es

folgt
d [0(T-V) oTr-v) _
d ( 94 ) 0 v (7184
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Definieren wir jetzt die Lagrange-Funktion L als
L=T-V | (7.182)

so erhalten wir die Euler-Lagrange-Differentialgleichungen

d (0L oL
— | = |-—=0 . 7.183
Lagrangesche Gleichungen kdnnen auch dann in der Form (7.183) aufgestellt werden, wenn das
System nicht konservativ im tblichen Sinne ist. Voraussetzung ist aber, dal} die generalisierten
Kréfte von einer Funktion U(g;, ¢;) nach der Vorschrift

oU | d (dU
R T (a_q,]) (7.184)

hergeleitet sind. In diesem Fall verwenden wir die Lagrange-Funktion in der Form
L=T-U . (7.185)

U ist das generalisierte Potential oder ein geschwindigkeitsabhdngiges Potential.

Es sei ferner darauf hingewiesen, dal} dann, wenn nur einige der auf das System wirkenden
Kréfte von einem Potential herleitbar sind, die Lagrangeschen Gleichungen stets in folgender
Form geschrieben werde kdnnen

d (0L oL
— =) -==0. . 7.186
Darin enthélt L das Potential der konservativen Kréfte wie bisher und die @; stellen die Krafte
dar, die nicht von einem Potential herriihren. Eine solche Situation tritt oft dann ein, wenn
Reibungskréfte wirksam sind. Reibungskrafte konnen proportional zur Geschwindigkeit des
Teilchens sein. Die z-Komponente hat dann die Form

Fro = —kgv, . (7.187)

Reibungskréfte dieses Typs kdnnen durch die Rayleighsche Dissipationsfunktion beschrieben
werden.
Sie ist definiert durch )

F=3% (ko 02, + by 02, + ko 0}) . (7.188)

Darin ist die Summation uber alle Teilchen des Systems vorzunehmen. Aus dieser Definition

folgt
oOF

B Ovy

Fip = (7.189)
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oder
Fy= -V, F

(7.190)

Man kann der Dissipationsfunktion auch eine physikalische Interpretation geben. Die vom Sy-

stem gegen die Reibung geleistete Arbeit ist

AW; = —F¢-df = —F;-7dt
= (kw v: + ky vZ + k, vg) dt

(7.191)

Demnach ist 2F der Anteil der Energiedissipation, der von der Reibung herriihrt. Die Kompo-
nente der generalisierten Kraft, die ihren Ursprung in der Reibungskraft hat, ist gegeben durch

— 87? .l 377
J— E;;- L V,F - ¢
% zz: " g, zz: 9g;
Nun hatten wir abgeleitet, dal? gilt
or; 01
aq]' aq]
Damit bekommen wir )
- or; oF
==YV, F ot = -
@ XZ: 9¢;  9q;

Damit lauten die Lagrangeschen Gleichungen

g@g_%+%_o
dt aq] aq]' aq]

(7.192)

(7.193)

(7.194)

(7.195)

Somit missen zwei skalare Funktionen, L und JF, angegeben werden, um die Bewegungsglei-

chungen zu erhalten.
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7.8 Methode der Lagrange-Multiplikatoren

Wir wollen nun das Hamilton-Prinzip erweitern auf nichtkonservative und nichtholonome Sy-
steme. Man wird dann auf die bereits abgeleiteten Gleichungen der Form

d (oT\ oT
o (a_q'j> 50" Q; (7.196)

gefiihrt. Dieses erweiterte Hamilton-Prinzip lautet:
[}
6I=6/(T+W)dt=0 . (7.197)
21
Die Endpunkte sind fest wie bisher. Jetzt ist W gegeben durch
W= F-7 . (7.198)

OW stellt die Arbeit dar, die durch die auf das System wirkenden Krafte wéahrend der virtuellen
Verriickung vom tatséchlichen zum variierten Weg geleistet wird. Das Hamilton-Prinzip lautet
also: Das Variationsintegral iber die Summe aus kinetischer Energie und der bei der Variation
auftretenden virtuellen Arbeit muf3 Null sein. Es wurde bereits gezeigt, dal gilt

SNF -0/ =Q;-0q . (7.199)
i j

Also lautet das Hamilton-Prinzip

to t2
5/Tdt+/ZQj5qjdt=o . (7.200)
t1 t1 J

Falls sich die @, von einem generalisierten Potential ableiten lassen, folgt wieder das urspriing-
liche Hamilton-Prinzip.
Unter diesen Bedingungen ergibt sich

to t2
oV dov
Q;dq;dt = — dq; (— - ——,) dt (7.201)
[ [vu(5-55
Kehren wir die partielle Integration um, so folgt
to 2}
oV oV
_ Y PR v = — ) 7.202
/Z(aqjéq]—i-aqjéq])dt 5/th (7.202)
t1 7 t1
Zusammengefalt haben wir damit in diesem Spezialfall
t2 to t2
0| Tdt—6 [ Vdt=46 [ Ldt=0 . (7.203)
Jro-sfre=]
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Wir kehren zum allgemeineren Problem zuriick. Die Variation des ersten Terms kann geschrie-

ben werden als , ,
f F T d T
Tdt = - 277 . _ .
) / dt 1/ Ej ( dg; ~ di aq,j) dg; dit (7.204)

Somit lautet das Hamilton-Prinzip

y <8T d oT

b By i v dwd=0 (7.205)

Bei holonomen Zwangsbedingungen erhalten wir in der Tat

dor oT

&a—q,j - a—qj =Q; - (7.206)
Es ist moglich, das Hamilton-Prinzip so zu erweitern, daf} es bestimmte Typen nichtholonomer
System umfaldt. Bei der Ableitung der Euler-Lagrange-Gleichungen tritt die Forderung nach
holonomen Zwangsbedingungen nicht vor dem letzten Rechenschritt auf. Bei nichtholonomen
Zwangsbedingungen sind die g; nicht mehr alle unabhéngig voneinander. Wir kénnen nichtho-
lonome Systeme auch dann noch behandeln, wenn die Zwangsbedingungen in die folgende
Form gebracht werden kénnen

Z arx qu “+ ap di=0 , (7207)
k

d. h. in eine Beziehung zwischen den Differentialen der ¢. Dabei gilt: £ = 1,2,...,n und
entspricht der Zahl der Koordinaten, [ = 1,2, ..., m und entspricht der Zahl der Zwangsbedin-
gungen.

Die weiteren Betrachtungen sind unabhangig davon, ob die Gleichungen (7.207) integrabel sind
oder nicht, d. h. sie gelten sowohl fiir holonome als auch fiir nichtholonome Zwangsbedingun-
gen. Demnach kann die im folgenden hergeleitete Methode auch fiir holonome Zwangsbedin-
gungen verwendet werden, wenn es unerwiinscht ist, alle ¢; auf unabhéngige Koordinaten zu
reduzieren oder wenn man die Zwangskréfte zu ermitteln wiinscht. Gleichung (7.207) ist keines-
wegs der allgemeinste Typ einer nichtholonomen Zwangsbedingung, z. B. werden Zwangsbe-
dingungen in der Form von Ungleichungen nicht erfal3t. Bei den folgenden Ableitungen gehen
wir wieder vom d’Alembertschen Prinzip aus. Es lautet in generalisierten Koordinaten:

Xn: (——. — a5~ Qk) 0gr =0 . (7.208)

Diese Gleichung gilt fir Zwangsbedingungen jeder Art. Die g, sollen jetzt voneinander abhéngig
sein. Daher sind die virtuellen Verriickungen dq;, nicht wie friiher frei wahlbar. Um die Zahl der
virtuellen Verriickungen auf die der unabhdngigen Verriickungen zu reduzieren, fihren wir die
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zunéchst frei wahlbaren Lagrange-Multiplikatoren A; ein. Diese Lagrange-Multiplikatoren A,
mitl =1,2,...,m sind im allgemeinen Funktionen der Zeit und der g und der gy:

A =Nt g, dx) - (7.209)

Virtuelle Verriickungen dq; werden zur festen Zeit, d. h. mit 6¢ = 0 durchgefiihrt. Damit geht
(7.207) Uber in

k=1
Man nennt dies auch die instantanen, d. h. zu einer festen Zeit gehorigen Nebenbedingungen.
Daraus wiederum ergibt sich

i A zn: ay 0qy, = 0 (7.211)

bzw. . N lm B
> (Z )\lakl> bgr =0 . (7.212)

Wir subtrahieren diese Gleichung I\C/T)In (l7:.208)
kzi:l (%Z—Z]z — Z—Z; — Gk — g)\zau@> 0gr =0 (7.213)
fuir £k = 1,...,m,...,n. In diesen Gleichungen kommen insgesamt n der Variablen ¢; vor.

Davon sind m abhéngige gy, die Uber die Zwangsbedingungen mit den unabhéngigen verbunden
sind, und n—m unabhéngige q;. Wir setzen jetzt fest: Fir die abhéngigen g, soll der Index & von
k = 1 bis k = m laufen, flr die unabhédngigen ¢ von k£ = m + 1 bis k = n. Die Koeffizienten
der dq in Gleichung (7.213) sind Uber die m Lagrange-Multiplikatoren X\; (I = 1,2,...,m)
soweit zu unserer Verfuigung, wie es die m Gleichungen fiir die Zwangsbedingungen zulassen.
Da die A; frei wahlbar sind, kbnnen wir sie so bestimmen, daf}

ANag=—n7————-@ 7.214

l:zl Lok ds aqk aqk k ( )

mitk = 1,...,m, wird. D. h. die ersten m Koeffizienten, die den abhangigen g, entsprechen,
werden Null gesetzt. Von den Gleichungen (7.213) verbleibt dann

= dor orT

— e -y — )\a>5q =0 . (7.215)
k:%l(dtaqk o=@ 3 ) da

Diese dq; (fir £ = m + 1,...,n) sind keinen Zwangsbedingungen mehr unterworfen; das

bedeutet, dal3 diese d¢g; voneinander unabhéngig sind.
Dann mul man, wie schon bei der Herleitung der Lagrange-Gleichung fiir holonome Syste-

me, die Koeffizienten der d¢, (k = m + 1,...,n) gleich Null setzen. Zusammen mit den m
Gleichungen fir die abh@ngigen g, fihrt dies zu insgesamt n. Gleichungen
dor orT
— - A =0 7.216
dt 3q'k 3qk — Qy Z 1y = ( )
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furk=1,...,m,m+1,...,n.
Fur konservative Systeme sind die Q) aus einem Potential V' herleitbar

Qr = _a_v ) (7.217)
dqy,

Analog zu der Herleitung der Lagrange-Gleichung bei holonomen Systemen erhalten wir dann
mit der Lagrange-Funktion L =T —V

—— —— = > A =0 7.218
dt 84, Oqx ; 1 Qg ( )
mitk =1,...,n. Diese Gleichungen enthalten n + m Unbekannte, namlich die n Koordinaten

g, und die m Lagrange-Multiplikatoren ;. Die zusétzlich bendtigten Gleichungen sind gerade
die m Zwangsbedingungen, die die g verkniipfen, allerdings sind sie jetzt als Differentialglei-
chungen zu schreiben:

Z aik qk +ap = 0 (7219)
k

furl=1,2,...,m.

Damit haben wir zusammen n + m Gleichungen fir n +m Unbekannte. Dabei erhalten wir als
Losungen nicht nur die g, die wir finden wollten, sondern auch die m Grolzen A;.

Zur lllustration der Methode der Lagrange-Multiplikatoren betrachten wir einen Vollzylinder,
der ohne Schlupf eine schiefe Ebene mit der Hohe ~ und dem Neigungswinkel « hinabrollt.
Die Rollbedingung ist eine holonome Zwangsbedingung. Fir die Demonstration der Methode
ist dies jedoch unbedeutend.

Zylinder rollt ohne Schlupf auf schiefer Ebene
Die beiden generalisierten Koordinaten sind s und . Die Zwangsbedingung lautet
Ry=35 (7.220)

oder
Rdp—ds=0 . (7.221)
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Das Integral dieser Zwangsbedingung ist
f=Rp—s5=0 . (7.222)

Folglich ist diese Zwangsbedingung holonom. Die Koeffizienten, die in der Zwangsbedingung
auftreten, lauten

a, = —1 (7.223)
a, = R . (7.224)

Dies folgt durch Vergleich mit der generellen Gleichung

> aw dgr =0 (7.225)
k

mit [ = 1 als Zahl der Zwangsbedingungen und ¢z = 0.
Die kinetische Energie 7" kann dargestellt werden als Summe der kinetischen Energie der Bewe-
gung des Massenzentrums und der kinetischen Energie der Bewegung um das Massenzentrum
1 1
T=5m3'2+§@¢2 : (7.226)
© bezeichnet das Tragheitsmoment des Vollzylinders, das wir zundchst berechnen wollen. Es

ist

o= / r2 dm (7.227)
mit
dm=cHrdrdfd . (7.228)
H bezeichnet die Hohe des Zylinders.
Yy
dm = ogHr dr d©
R
€] > X

Wir verwenden Polarkoordinaten (r, #). Damit folgt

2r R 2r R
0 = //r20Hrdrd0=//0Hr3drd0
0=0r=0 00
i 1
= /27r0Hr3d7"=§7r0HR4 . (7.229)

0
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Die Masse des Zylinders ist gegeben durch

m=cHrR* . (7.230)
Damit resultiert )
0= ng2 : (7.231)
Damit folgt fir die kinetische Energie des abrollenden Zylinders
m R?
T=—[8+—"¢ . 7.232
2(8+-2w> (7.232)
Die potentielle Energie ist
V=mgh—mgssina . (7.233)

Sie ist so normiert, dal3 sie am Punkt P verschwindet. Damit lautet die Lagrange-Funktion

L=T—V=%<s'2+%2¢2>—mg(h—ssina) . (7.234)
Diese Lagrange-Funktion kann jetzt nicht mehr direkt zur Ableitung der Bewegungsgleichung
verwendet werden, da die beiden Koordinaten s und ¢ nicht unabhangig voneinander sind.
Obwohl ¢ nicht explizit in der Lagrange-Funktion auftritt, ist es keine ignorable Koordinate. Da
nur eine Zwangsbedingung vorliegt, wird nur ein Lagrange-Multiplikator A bendtigt. Mit den
Koeffizienten a; = —1 und a, = R bekommen wir fiir die Lagrange-Gleichungen allgemein

— = 7.2
dt aqk aqk l:ZI )\l ar 0 ( 35)
(k = 1,2) und damit speziell mitl =m =1
doL 0oL . .
&g—%—)\as = m§—mgsina+A =0 , (7.236)
d oL OL m o .
&a_gb_%_)\% = 5R $—AR=0 . (7.237)
Zusammen mit der Zwangsbedingung
Rp=35 (7.238)

sind dies drei Gleichungen zur Bestimmung der drei Unbekannten ¢, s und A. Wir differenzieren
die Zwangsbedingungen nach der Zeit

Rp=35 . (7.239)
Zusammen mit (7.237) ergibt sich

%Ré—ARzO (7.240)
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und daher
ms =2\ . (7.241)

Aus (7.236) folgt
mgsina =3\ . (7.242)

Damit ist der Lagrange-Multiplikator bestimmt:

1
A= 3mg sina . (7.243)
Die Zwangskréafte lauten
1 .
as A = —gmg sina (7.244)
1
Ay A = ngg sinq . (7.245)

Dabei ist a;A die von der Reibung hervorgerufene Zwangskraft. a,A ist das von dieser Kraft
bewirkte Drehmoment, das den Zylinder zum Rollen bringt. Die Nebenbedingung ,,Rollen
erfordert als besondere Zwangskraft eine Reibungskraft. Wir haben diese Kraft ausgerechnet.
Setzen wir den Lagrange-Multiplikator A in Gleichung (7.236) ein, so erhalten wir die Diffe-
rentialgleichung fir s

2
§= 39 sina . (7.246)

Aus (7.239) bekommen wir .
¢:§%$my. (7.247)

Diese Gleichungen sind trivial zu integrieren. An diesem Beispiel haben wir gesehen, dal}
sich bei Verwendung der Methode der Lagrange-Multiplikatoren nicht nur die gesuchten Be-
wegungsgleichungen ergeben, sondern auch die ansonsten im tblichen Lagrange-Formalismus
nicht auftretenden Zwangskréfte.
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8 Hamilton-Mechanik

In der Lagrange-Mechanik wird der Zustand eines Systems durch die S generalisierten Ko-
ordinaten ¢ = (q1,4q,--.,¢s) und S generalisierten Geschwindigkeiten q = (g1, G, - - - ,q;)
beschrieben. S = 3N — k ist die Dimension des Konfigurationsraumes fiir NV Teilchen unter
k Zwangsbedingungen; 3N ist die Zahl der kartesischen Koordinaten. Durch den Ubergang
von kartesischen zu den generalisierten Koordinaten haben wir die unhandlichen Zwangskréfte
eliminiert, welche in der Newton-Mechanik auftraten.
In der Hamilton-Mechanik werden generalisierte Geschwindigkeiten durch generalisierte Im-
pulse ersetzt

(d,4,t) = (@,5,1)
g und  werden als voneinander unabhéngige Variable aufgefat. Der Ubergang wird durch eine
Legendre-Transformation vollzogen.

8.1 Legendre-Transformation

Eine Legendre-Transformation f(z) — g(u) ist definiert durch den Variablenwechsel

g(u) = f(z) —ux = f(x) — x% (8.1)

mit v = df/dz. Daraus folgt dg/du = —z. Die Ricktransformation ist eindeutig, wenn
d?f/dz® # 0, d. h., wenn u # const.
Das laRt sich verallgemeinern fir eine Funktion zweier Variabler f(x,y) mit dem Differential

df = u(z,y)dz +v(z,y) dy (8.2)

u(x,y>=(§—£)y , v(x,y>:(g—g)w . 83

Dazu betrachten wir z als passive und y als aktive Variable. Die Legendre-Transformation ist
dann gegeben durch

und

o) = fle) = o= o) -w (7 ) 8.4
Wir transformieren nun die Lagrange-Funktion,
L=L(q,qs,q1, -, Gs, t) (8.5)
mit den ¢, ..., g, als aktive Variable, welche durch die generalisierten Impulse
pizg—g : i=1,...,8 (8.6)



ersetzt werden sollen. Die negative Legendre-Transformierte ist dann nichts anderes als die
Hamilton-Funktion

S
H(qu"'7QS7p17'--7ps7t) :Zpiqi_L(q17"'7QS7(jl7"'7(jS7t) . (87)

8.2 Poisson-Klammern

Jede beliebige mechanische Observable ist als Phasenraumfunktion

f(@,t) = f(g,p,1) (8.8)
im 25-dimensionalen Phasenraum darstellbar. Ihre totale zeitliche Ableitung lautet
af ) of
— + = . 8.9
]Zl <8q] o ) T o ®.9)

Unter Berlicksichtigung der kanonischen Gleichungen folgt daraus

df_z<afaH afaH> af

dg; Op; Op; 9g;) " Ot

8.10
dg; Op;  Op; Og; ( )

Nun definieren wir die Poisson-Klammer fiir zwei skalare Funktionen f(q, 9,t) und ¢(q, 7, t)

als
S (8f dg Of 39)
(08 0905 by 8.11
{f,9}ep ;(aqj dp;  Op; 0g; o

Mit dieser Definition erhalten wir fur die Zeitableitung von f die abkiirzende Schreibweise

d 0
f (Mt a{ | (8.12)

Die Bedeutung dieser Schreibwelse Ilegt darin, daf die Poisson-Klammer von der (g, 7')-Wahl
unabhédngig ist. Das werden wir weiter unten nachweisen. Zunéchst einige wichtige Spezi-
alfélle:

q; = {Qja H}q,p > (813)
pi={pjH}ep - (8.14)

Die néchsten drei Beziehungen bezeichnet man als fundamentale Poisson-Klammer:
{6i,4i}ap =0 (8.15)
{pi;pj}ep =0 (8.16)
{a;pitep =0i5 - (8.17)

Wir begriinden (8.17). Dazu setzen wir in (8.11) f = ¢; und g = p; ein
S S
dgi Op; Oy apj>

isDitap = e dir Oi) = 05 - 8.18
{9, pitap k; <3qk Bpx  Opr O k;( k Ojk) j ( )
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8.3 Unabhangigkeit bei kanonischen Transformationen

Nun beweisen wir, dal} der Wert der Poisson-Klammer unabhéngig von dem Satz kanonischer
Koordinaten (¢, 7) bzw. (§, P) ist.

1. Zunéchst zeigen wir, daR fiir zwei kanonisch konjugierte Variablensatze (¢, ) und (§, P)
mit H(q,7) = H(Q, P) und den kanonische Gleichungen

OH , OH

e = — N —— 8.19
dk Bpr yy3 B4 ( )
sowie
: OH : OH
Qr = P, b, = ~ 30, (8.20)
die fundamentalen Poisson-Klammern unverandert bleiben.
{Qi?Qj}q,p =0 p
{Piij}q,p =0,
{Qiypj}q,p = 5ij . (8-21)
Der Beweis lautet
. d o S 100Q; . 0Q; . ) S (E)Qi 0H 0Q); E)H>
i = JWilg,p) = + = - A
G = FA@P =2 (aqk Wt 5p ) = 2\ By, opc ~ Opr 90
_ XS: [0Q; (316] 0@y @31%) _ 00 (316] 0@y @@)]
w7 LO% \OQu Op,, ~ OF, Opy Opr \OQ Oqr, ~ OP, Oqy
_ XS: [0H <3Qz‘ 0Q1  0Q; an) n @ <3Qz‘ oP  0Q; @)]
w7 L0Qu \Oqx Opr,  Opx Ogqr ) OF \ Oqx Opx  Opr Ogy
= 3 [-P{Qi, Q}er + Q{Qi, Pley] - (8.22)
!
Der Vergleich liefert:
{Qi,Qi}gp = 0 (8.23)
{Qi, Pi}ep = da . (8.24)

Uber P, findet man analog die dritte Klammer.

2. Nun seien F und G beliebige Phasenraumfunktionen, dann gilt

S (OF 0G OF 6G>

(Gl = X (G oo =00 58

i=1\0q¢; Op;  Op; Og;
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- s[E(do0a, o6 omy_or (06 a0 o)
o7 L0 \OQu Op;  OP, 0p;) Op; \OQ 0q; OB Og;

oG oG
- Xl: (a_Ql {F, Ql}q,p + 3—Pl {F, Pl}qm) : (8-25)

Setzen wir jetzt F' = @), und benutzen (8.21), so folgt

oG

{ ’ k}q,p 3Pk ’ ( )
andererseits setzen wir F' = f)l und erhalten

o
OQy,

Diese beiden Zwischenergebnisse werden oben eingesetzt:

oG oF 0G OF
(F,Glop =3 (a_Ql (—a—Pl> + 38 a_Ql> = {F,G}or - (8.28)

Das war zu beweisen. Wir konnen jetzt die Indizes am Klammersymbol weglassen.

{G, Pi}op =+ (8.27)

8.4 Algebraische Eigenschaften

Die Poisson-Klammer besitzt formale Eigenschaften, die tber die klassische Mechanik hin-
ausgehen. Sie werden beispielsweise auch bei der Konstruktion der Quantenmechanik benutzt.
Diese algebraischen Eigenschaften sind:

Antisymmetrie:  {f,g} = —{g, f}, {f,f}=0

Linearitt: {afi+cafo, g9t = il fi, g9} + c2{f2r 9}

Nullelement: {¢,9} =0 ¢: Konstante

Produktregel: {f,gh} =g{f,h} +{f, g}h

Jacobi-Identitat: {f, {g,h}}+ {9, {h, F}}+{h,{f.9}} =0 . (8.29)

Die letzten beiden Eigenschaften werden im Folgenden bewiesen.
Beweis der Produktregel:

- of d(gh)  Of d(gh)
{f,9n} = 3 (a_qia—pi_ a_pia—qz'>

_ Z( of oh  9f 99, 9f 9h _0f 3gh>

< \? 04 Op; " 0q Op 7 Opi 0a;  Opi Ows

_ of Oh _ 9f oh of 69 0f 09
B Xi:g <3qz~3pi 3pi3qi>+zi:<3qi3pi apiaQi>h

= g{f,ht +{f,9}h . (8.30)
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Beweis der Jacobi-ldentitat
Durch Einsetzen der Definition der Poisson-Klammer erhalt man

dg Oh dg Oh

T Y o] e )

— \0qr Opr  Opy Ogy
B f & (dg dh Bg Oh\ Of O (dg Oh  Bg Oh
- %(a—qiapi e ) e )
B af 8% Oh Of dg O°h  Af 8%g Oh
= %(a—qiapiaq@ 94 9as Op.0mn  94; Op.0pn Oa
af dg h  df g 0Oh Of dg O%h
~9g: Bpx 9904 Op: Dasdar Opx  Ops Oax Daidpy
af g Oh Of dg a2h>

Op; 0q;Opy, 3_% Op; 3_1% 0q;0qy,

(8.31)

Bei zyklischer Vertauschung der drei GroRen f, g, h und Addition heben sich alle Terme auf
und wir erhalten (8.29).

8.5 Integrale der Bewegung

Es sei F' = F(q, P, t) eine physikalische GroRe, die fir alle Zeiten denselben Wert hat

dF
= 32
dann nennt man F' Integral der Bewegung. Wegen
dF oF
— ={F H}+ — :
=B H} + (8.33)
reduziert sich diese Aussage auf
oF
HF}=— . 34
{H,F} =~ (8.34)

Hangt £ nicht explizit von der Zeit ab, dann haben wir mit { H, F'} = 0 ein kompaktes Kri-
terium fur die Entscheidung, ob ein Integral der Bewegung vorliegt oder nicht. Fir F = H
gilt

dH OH
P (8.35)
8.6 Poissonscher Satz
F und G seien Integrale der Bewegung:
OF oG
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Wegen der Jacobi-Identitat
0 = {F{G H}}+{G,{H, F}} +{H{FG}}
= —{F a—G} +{G a—F} +{H,{F,G}} (8.37)
B * Ot ’ Ot P '
bedeutet das
(H{F,G)} = S{RC) (8.39)

Die Poisson-Klammer zweier Integrale der Bewegung ist selbst wieder ein Integral der Bewe-
gung.

8.7 Kanonische Transformationen

Kanonische Transformationen sind Transformationen des 2.5-dimensionalen Phasenraumes, wel-
che den Variablen p'und ¢ neue Variable

@=0Q@n1 uwd P=P@pt) (8.39)
derart zuordnen, daB zu jedem H (g, 7, t) eine neue Hamilton-Funktion H (G, P, t) existiert, fiir
die die kanonische Gleichungen

D= —f— (8.40)

Qk = ﬁ ) an

erflllt sind, wenn sie beziiglich der alten Variablen gelten:

. OH : 0H
9k = 3 — = -5

8.41
o (8.41)

Kurz gesagt: Kanonische Transformationen lassen die kanonischen Gleichungen invariant. (Sie
lassen ebenfalls die Poisson-Klammern invariant.)

Die kanonischen Gleichungen (8.40) und (8.41) sind dann gleichwertig, wenn die ihnen zuge-
ordneten Variationsprobleme

5 [ Ly, e =0 (8.42)

und

5 [ 1@k Q) (8.43)

aquivalent sind. Diese Aquivalenz ist nun nicht nur fur L = L vorhanden, sondern auch dann,
wenn sich L und L durch die Zeitableitung einer beliebigen Funktion F; (q, Cj, t) unterscheiden:

. dF
L=i+% 44
t (8.44)
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Es gilt ja dann

t, ty .

det:/det-i— By (8.45)
ta it

ta
und bei der Variation gibt F keinen Beitrag, weil die Variationen der g, bzw. @Jx an den Inte-

grationsgrenzen beim Hamilton-Prinzip immer verschwinden.
Ersetzen wir jetzt die Lagrange-Funktion in (8.44) durch die Hamilton-Funktion,

. . - dF;
Somdy—H=3 PQe—H+—" (8.46)
k k
fihren die Zeitableitung von F7 aus und ordnen um, so erhalten wir
~ OF; OF; OF;

dFy =Y prdgy — Y PedQi+ (H— H)dt = Y ——dg+ Y - ~-dQx + ——=di . (8:47)
Ein Koeffizientenvergleich der Differentiale dgi, dQy und dt ergibt:
3F1 3F1 ~ aFl

= P=——" H=H+— . 4

Diese Gleichungen sind die gesuchte Konstruktionsvorschrift fiir kanonische Transformationen:
Man gebe sich eine beliebige Erzeugende F; (g, Cj, t) vor, bestimme gemaR (8.48) die Funktio-
nen pi(d, g, t) und Pk(i,é,t) bzw. deren Umkehrfunktionen Qy (g, 7,t) und qk(é, P, t) und
berechne dann H (G, P, t).

Die (¢, Q)-Abhéngigkeit der Erzeugenden F; ist eigentlich durch nichts ausgezeichnet. Mit
Hilfe von Legendre-Transformationen lassen sich drei weitere Erzeugenden finden:

Fy(q, P,t) = Fi(T,G,t) - Y —ggl Qu=F(70,1)+ Y Qs (8.49)
k k k
- - OF =
B(7,Q:1) = F(@Q:0) = X 5~ = Fi(3,Q,1) - Xpwar (8.50)
k 9 k
k

Die Erzeugenden verkniipfen jeweils eine neue und eine alte Koordinate. Die aktuelle Problem-
stellung entscheidet, welche Form am guinstigsten ist.
Die abgeleiteten Formeln sind in der folgenden Tabelle zusammengefafit:

Q P
Fi(q,Q,t): Fy(q, P, t):
q
pk=%, k=—g% pk=§—§f,Qk=§%§
F3(7,Q,1): Fy(p, P, t):
p
qk=—§—§,§,Pk=—3—5~°; Qk:_%an:%




Die Zeitabhangigkeit ist in allen vier Féllen gleich (z = 1, ...4)

~ OF.
H=H : 8.52
+ 5, (8.52)
8.8 Beispiele fur kanonische Transformationen
1. Vertauschung von Impulsen und Orten
Wir wéhlen
S S
F ((T? Q7 t) = - Z Qij (853)
j=1
und haben dann mit
8F1 aFl
pi=7-="Q;, Pi=—7 =4 (8.54)
J aqj J J aQ] J

eine Vertauschung von Impulsen und Orten erzeugt:
- - F - -
(@,9) — (P,—Q)
Damit wird klar, daB die begriffliche Zuordnung ¢ = Ort und " = Impuls im Rahmen der

Hamiltonschen Mechanik ziemlich wertlos geworden ist. Man sollte ¢ und p'als abstrakte, vollig
gleichberechtigte Variable ansehen.

2. ldentische Transformation

Wir wahlen
. S
Fy(q, P,t) =) q;P; (8.55)
j=1
und finden die identische Transformation
8F2 a1'712
=2 _p = g 8.56
p] aq] 7 Q] aPJ q] ( )
3. Punkttransformation
Wir wahlen
Fy(q,P,t) =Y f;(@,1t) P; (8.57)
j=1
und erhalten
Qj = P, = fil@t) . (8.58)



\on dieser Punkttransformation sind auch die Impulse betroffen:

OF, _ =041,

8.59
dq; o aq] ( )

p; =

Diese Beziehungen sind nach den P, aufzulosen.

8.9 Hamilton-Jacobi-Theorie

Die kanonischen Gleichungen werden am einfachsten, wenn man durch eine kanonische Trans-
formation H = 0 erreichen kann; wir kénnten sie dann wegen der kanonischen Gleichungen
Qr = 0H/dP, und P, = —8H /dQ; sofort durch

Qr = const, P, = const (8.60)

I6sen. Wir wollen jetzt die Bedingungen ableiten, die die Erzeugende einer solchen Transfor-
mation erfullen muR.
Wahlen wir F5(q, P, t). Dann folgt aus

F:
Pr = —g 2 (8.61)
dk
und OF
H=H+—2 62
+ Y (8.62)
die Hamilton-Jacobi-Gleichung
0F; OF, OF,
H —_— e, — — = . :
(qh y 45, aq17 7aqs7 > ot 0 (8 63)

Anstelle eines Systems von 2S5 gewdhnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung haben wir
nun eine partielle Differentialgleichung 1. Ordnung zu l8sen. Sie ist nicht-linear, da H quadra-
tisch von den Impulsen und damit von 36%? abhangt. Sie enthalt insgesamt S + 1 verschiedene
Ableitungen der gesuchten Funktion F5, demnach treten S + 1 Integrationskonstanten «; auf.
Die Losung hat die Struktur

FQ(CIl,---7QS7t|0417---7043)+aS+1 y (864)

wobei ag, 1 unwichtig ist, da in die Transformationsformeln nur die Ableitungen von F; einge-
hen.

Um die physikalische Bedeutung von F» zu untersuchen, bilden wir die Zeitableitung von F,
langs einer Bahnkurve. Allgemein gilt

aF: oF, | oF, . OF:
—2—235% a—Bij+a—j . (8.65)
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Beruicksichtigen wir (8.60), (8.61) und (8.63), so wird daraus

dF: )
d—t2 =Y mgr—H=L , (8.66)
k
also
Fy = /Ldt . (8.67)

Das ist gerade die vom Hamilton-Prinzip her bekannte Wirkungsfunktion. Beachte: Die Glei-
chung (8.67) kann nicht zur Bestimmung von F; benutzt werden, denn dann miSten ¢'(¢) und
('j(t) fur das System bekannt sein, um in L eingesetzt zu werden. Dann ware das Problem aber
bereits vollstdndig gelost.

8.10 Harmonischer Oszillator
Die Hamilton-Funktion des harmonischen Oszillators lautet
1
H=2 4 “muwig . (8.68)
m

Gesucht wird die kanonische Funktion, aus der sich H = 0 ergibt. Die zugehérige Erzeugende
sei Fa(q, P,t) = A(g, P, t) mit

p= % (8.69)
Die Hamilton-Jacobi-Differentialgleichung lautet dann
L (%) bimer+ P oo (8.70)
Wir wahlen den Ldsungsansatz
Algq, P,t) = W(q|P)+ V(t|P) . (8.71)
Das Einsetzen liefert Lo 1 v
L (a—q> i =2 8.72)

Durch diesen Separationsansatz zerféllt die Differentialgleichung in einen ¢g-abhdngigen (linke
Seite) und in einen t-abhangigen Anteil. Beide Seiten missen dann aber notwendig fur sich
bereits konstant sein. Damit zerfdllt die partielle in zwei gewohnliche Differentialgleichungen:

1 (dWw)* 1
%—‘; =—a . (8.74)
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Aus (8.74) folgt
V(t) = —at+Vp

daw\? 9 of 2« 9
(%) =1m Wy <—mw§—q .

Die gesuchte Erzeugende lautet damit:

2
A(q,a,t):mwo/ a2—q2dq—at+Vo
V mwy

Wir identifizieren die Konstante o mit dem neuen Impuls:

Aus (8.73) folgt

P=«

Nun zur neuen Koordinate ). Sie muB3 ebenfalls eine Konstante sein

Q:%éconst:ﬂ
Oa

Aus (8.77) erhalten wir somit

-1/2
1 2ce
5:_/@{ 2—&} —t
W mwg

Dieses Standardintegral liefert
1 ) m
B+t = — arcsin (qwm/—) :
Wo 2ce

Die Auflosung nach ¢ ergibt:

1

1= o sin(ea(t + 8)) = q(tl8, o)

Die neue Koordinate () = 3 hat die Dimension Zeit.
Als néchstes folgt direkt aus (8.77)
_0A oW 20

=277 e 2
P dq dq "V mw? e

und setzen darin (8.82) ein:
p = V2amcos(wy(t + B8)) = p(t| 5, &)

Um konkret sein zu kénnen, wéhlen wir die Anfangsbedingungen

t=t=0: p(0)=0, q(0) =g # 0

(8.75)

(8.76)

(8.77)

(8.78)

(8.79)

(8.80)

(8.81)

(8.82)

(8.83)

(8.84)

(8.85)



Aus (8.83) folgt

1
o= gmwgqg : (8.86)

Da das System am Umkehrpunkt go nur potentielle Energie besitzt, (p{® = 0), ist
a = E = Gesamtenergie . (8.87)

Wir setzen nun die Anfangsbedinungen in (8.81) ein:

B = iaurcsin(l) = . (8.88)

wo 2w

Die Wirkungsfunktion A erzeugt also eine kanonische Transformation, die auf einen generali-
sierten Impuls P = « flhrt, der mit der Gesamtenergie identisch ist, und auf eine generalisierte
Koordinate @@ = /3, die eine (konstante) Zeit darstellt. Energie und Zeit sind also kanonisch
konjugierte Variable.
Die vollstandige Losung erhalten wir schliellich, indem wir «e und 5 in (8.82) und (8.84) ein-

setzen:

2F

q(t) = 5 Coswot (8.89)
mwg

p(t) = —V2Emsinwyt . (8.90)

8.11 Liouvillescher Satz

Im Hamiltonschen Formalismus wird der Bewegungszustand eines mechanischen Systems mit
f Freiheitsgraden zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ durch Angabe der f generalisierten Koor-
dinaten und f Impulse g1, ..., g¢; p1, ..., ps Vollstandig bestimmt.

Diese ¢; und p; lassen sich als Koordinaten eines 2 f-dimensionalen kartesischen Raumes auf-
fassen, des Phasenraumes. Der f-dimensionale Unterraum der Koordinaten ¢; ist der Konfigu-
rationsraum; der f-dimensionale Unterraum der Impulse p; hei3t Impulsraum. Mit dem Ablauf
der Bewegung des Systems beschreibt der représentative Punkt eine Linie, die Phasenbahn.
Wenn die Hamilton-Funktion bekannt ist, dann 1413t sich aus den Koordinaten eines Punktes die
gesamte Phasenbahn eindeutig vorausberechnen. Darum gehort zu jedem Punkt nur eine Bahn.
Eine Bahn im Phasenraum ist in Parameterdarstellung durch g (t), px(t) (k = 1, ..., f) gegeben.
Wegen der Eindeutigkeit der Losungen der Hamilton-Gleichungen entwickelt sich das System
aus verschiedenen Randbedingungen auf verschiedenen Bahnen.

Nun betrachten wir eine grof’e Anzahl N von unabhdngigen Punkten, die abgesehen von den
Anfangsbedingungen mechanisch identisch sind, die also die gleiche Hamilton-Funktion besit-
zen. Konkret kdnnen wir uns Teilchen im Strahl eines Beschleunigers als Beispiel vorstellen.
Wenn alle Punkte zur Zeit £; in einem 2 f-dimensionalen Gebiet G; des Phasenraumes mit dem
\Volumen

AV = Aq;...Aqy - Apy...Apy
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verteilt sind, kann man die Dichte

AN
p= AV (8.91)
definieren.
Mit dem Ablauf der Bewegung transformiert sich G; entsprechend den Hamilton-Gleichungen
in das Gebiet G5.
P p

A A

t, t>t,

Entwicklung eines Gebietes im Phasenraum (schematisch)

Die Aussage des Satzes von Liouville ist nun:

Das Volumen irgendeines beliebigen Gebietes des Phasenraumes bleibt erhalten,
wenn sich die Punkte seiner Begrenzung entsprechen den kanonische Gleichungen
bewegen.

Oder anders ausgedriickt, wenn ein Grenziibergang durchgefiihrt wird:

Die Dichte der Punkte im Phasenraum in der Umgebung eines mitbewegten Punktes
ist konstant.

Wir betrachten zunéchst den Liouvilleschen Satz fiir ein System mit nur einem Freiheitsgrad.
Wir denken uns das System dargestellt durch die Bewegung von repréasentativen Punkten durch
ein Volumenelement im Phasenraum. Bei nur einem Freiheitsgrad haben wir den zweidimen-
sionalen Phasenraum (p, ¢) vorliegen. Das Volumenelement reduziert sich zu dpdg.
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B(q.p+dp) C(q+dq,p+dp)

—> —>
—> —>
—> —>
—> —>
A(Q,p) D(g+dq,p)

> (

p = p(p, q,t) sei die Dichte der Punkte, in diesem Fall also die Zahl der Punkte pro Flachenele-
ment dp dq. Die Geschwindigkeit, mit der die Punkte durch A B in das Flachenelement eintreten,
ist g. Die Zahl der Punkte, die durch AB pro Zeitintervall in das Flachenelement eintreten, ist

d .
pd—zdp =pgdp . (8.92)

Die Zahl der reprasentativen Punkte, die durch C'D austreten, ermitteln wir mittels einer Taylor-
Entwicklung. Sie ist gegeben durch

{pq' + a%(pq')dq} dp . (8.93)

Daraus folgt fir die Zahl, die im Flachenelement verbleibt, durch Subtraktion von (8.93) und
(8.92)

o, .
~5q (pg) dpdq . (8.94)

Jetzt studieren wir den Eintritt durch AD und den Austritt durch BC'. Die entsprechenden Zah-
len sind

ppdg (8.95)
und
'+2( ))dp ¢ d (8.96)
pp Bp pp)ap e aq . .
Die Differenz lautet jetzt
—2( ) dp d (8.97)
Bp pp)apaq . :
Addieren wir jetzt (8.97) und (8.94), so folgt
_ [9lpd) __ 0(pp) dpdg . (8.98)
0q Op
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Dies entspricht gerade
op

Y —dpdq . (8.99)
Damit muf3 gelten
%+{agj>+agf>}:o . (8.100)
Es handelt sich hier um eine Kontinuitatsgleichung von der Form
div(pr) + % 0 . (8.101)

Dabei ist die Divergenz im 2 f-dimensionalen Phasenraum gemeint:

Lo, Lo
ga— +> o e - (8.102)

k=1

Solche Kontinuitétsgleichungen treten in der Stomungsmechanik (Hydrodynamik, Elektrody-
namik, Quantenmechanik) hdufig auf. Sie driicken immer einen Erhaltungssatz aus.
Dies ergibt

O, 20 0. 0 O
6t+p8 +8qq+p8p+6pp 0 . (8.103)

Aufgrund der Hamilton-Gleichungen haben wir

p = _oH , (8.104)
dq
qg = oH (8.105)
Op
und somit
op 0?H
o ~ pog (8.106)
0q 0?H
— = : 107
dq dg Op (8.107)
Wenn die Hamilton-Funktion stetige zweite Ableitungen besitzt, folgt
Op _  9¢
—=—— 8.108
o~ g (8.108)
Daher resultiert
Op Op., Op.
5 + 34 g+ app 0 . (8.109)
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Dies kann aber geschrieben werden als

dp
%—0

Dies ist der Liouville’sche Satz.

(8.110)

Nach der Untersuchung des zweidimensionalen Phasenraums betrachten wir nun den 2n-di-

mensionalen Phasenraum. Das Volumenelement lautet
dV =dgq, - - -dgy dp; - - - dpy,

Wieder finden wir fiir die Anderung der Zahl der Punkte in dV/

d(pdr) 0(pdn) , O(pp1) 3(1)15”)}
— =t + 4+ 4 dv
{ Oq1 Ogn op1 Opn
Dies entspricht erneut
Op
g dv
Somit gilt
Op | 9(pd) 9(pdn) , O(pp1) 9(ppn) _
o 0w T 00 T am T om
oder

Dies kann ausgeschrieben werden als
—i—E ( 6 pz>+§:p<aqz+ > 0

Mit Hilfe der Hamilton-Gleichungen

— _E)H
pZ - aqz )
. oH

g = 3pi

erhalten wir

opi _ 0’H
Opi  Op;Og;
% _ 0’H
dq;  Oqg; Op;
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(8.111)

(8.112)

(8.113)

(8.114)

(8.115)

(8.116)

(8.117)

(8.118)

(8.119)

(8.120)



und somit
Opi i
op;  Og;

Dies fiuhrt auf
0
+ Z <_pQZ appz> =0

Somit haben wir wieder den Liouville’schen Satz vorliegen

dp
2 =0
dt
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(8.121)

(8.122)

(8.123)



