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Vorbemerkungen

Die Vorlesung der Theoretischen Physik “Elektrodynamik” wird dienstags und donnerstags je-
weils in der 2. Doppelstunde (9.20 Uhr) im Hérsaal C213 stattfinden. Dazu gibt es Ubungs-
stunden, sogenannte Theoretika, die in Ubungsgruppen abgehalten werden. Bei Bedarf kénnen
weitere Ubungsgruppen eingerichtet werden. Am Ende des Semesters wird nach erfolgreichem
Absolvieren der Ubungen und einer Klausur ein Schein ausgeteilt. Nach der Priifungsordnung
fir das Studienfach Physik wird der Themenbereich Elekrodynamik in der Vordiplompriifung
abgefragt werden.

Nach der Studienordnung wird die Vorlesung “Elektrodynamik” der Theoretischen Physik fiir
das dritte Semester empfohlen. Da jedoch der bendétigte mathematische Apparat konsistent ab-
geleitet wird, sollte es auch fiir ambitionierte Studenten der unteren Semester moglich sein,
dieser Vorlesung zu folgen. An begleitender Literatur werden die folgenden Monographien
empfohlen:

1. J. D. Jackson, Classical Electrodynamics,
(Wiley, New York, 1962)

2. W. Greiner, Klassische Elektrodynamik,
(Harri Deutsch, Thun, 1982)

3. P. Lorrain, D. Corson, Electromagnetic fields and waves,
(Freeman, San Francisco, 1962)

4. W. Nolting, Elektrodynamik,
(Zimmermann-Neufang, Ulmen, 1993)

5. G. Ludwig, Einfiihrung in die Grundlagen der Theoretischen Physik, Band 2: Elektrody-
namik, Zeit, Raum, Kosmos,
(Bertelsmann, Dusseldorf, 1974)

6. W. Panofsky, M. Phillips, Classisal Electricity and Magnetism,
(Addison-Wesley, Reading, 1962)

7. R. Becker, F. Sauter, Theorie der Elektrizitat 1,
(Teubner, Stuttgart, 1973)

8. L. D. Landau, E. M. Lifschitz, Klassische Feldtheorie,
(Akademie-Verlag, Berlin, 1973)

9. A. Sommerfeld, Elektrodynamik,
(Harri Deutsch, Thun, 1977)



10. R.J. Jelitto, Theoretische Physik 3: Elektrodynamik,
(Aula-Verlag, Wiesbaden, 1985)

11. 1. S. Grant, W. R. Philips, Electromagnetism,
(Wiley, Chichester, 1975)

12. G. Arfken, Mathematical methods for physicists,
(Academic Press, New York, 1970)

13. G. Eder, Elektrodynamik,
(BI-Wissenschaftsverlag, Mannheim, 1977)

Nach der ersten Stunde einer doppelstiindigen Vorlesung wird jeweils eine kurze Pause einge-
schoben. Fragen konnen nach Ablauf der zweiten Stunde gestellt werden.

Es ist geplant, die folgenden Themenbereiche zu umfassen:

1. Elektrostatik

2. Multipolentwicklungen und Dielektrika
3. Magnetostatik

4. Maxwell-Gleichungen

5. Ebene Wellen

6. Strahlung

Das Verstandnis der Theoretischen Elektrodynamik sowie der zugehdrigen mathematischen
Grundkonzepte ist eine Grundvoraussetzung fir das Verstandnis der Quantenmechanik-Vorle-
sung als nachste Vorlesung im Vorlesungszyklus der Theoretischen Physik. Die Elektrodynamik
hat ferner aul3ergewdhnlich weitreichende Implikationen fiir die Anwendung in der industriel-
len Forschung.

Die theoretische Elektrodynamik erweist sich fur den Anfénger oftmals als ein recht schwie-
riges und komplexes Gebiet. Vielfédltige neue mathematische Methoden miissen erlernt wer-
den. Aufgrund ihres Umfangs und Komplexitat kann der faszinierende physikalische Gehalt
leicht zugedeckt werden. Das griindliche Aneignen dieser mathematischen Verfahrensweisen
ist aber unumgénglich insbesondere auch fur das \Verstandnis der Theoretischen Physik in fort-
geschrittenen Vorlesungen. Als Beispiel werden wir einige Methoden zur Losung partieller Dif-
ferentialgleichungen erlernen. Zielsetzung ist es aber hierbei nicht auf die korrespondierenden
Mathematik-Vorlesungen zu verweisen, die aber sicherlich eine rigorose Erganzung représentie-
ren, sondern vielmehr konsistente Ableitungen im Rahmen dieser Vorlesungen zu présentieren.
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1 Elektrostatik

1.1 Grundgleichungen

Ohne Ableitung und ohne ausfiihrliche Diskussion geben wir einfiihrend die wesentlichen Glei-
chungen - die Maxwell-Gleichungen - an, um einen ersten Eindruck beziiglich der mathemati-
schen Struktur der Basisgleichungen zu erhalten. Die Maxwell-Gleichungen lauten

V-D = 4np , (1.1)
V-B =0 , (1.2)
.- At - 10D
Gxd = Ty Lo (1.3)
c ¢ Ot
L 1 0B
VxE = -~ . 1.4
8 c Ot (14)

Hiebei bezeichnet p die Ladungsdichte eines Systems, J ist der Vektor der Stromdichte. p und
J sind die Quellen der elektromagnetischen Felder. E kennzeichnet den Vektor der elektrischen
Feldstérke, entsprechend ist H die magnetische Feldstdrke. B heift die magnetische Induktion
und D die dielektrische Verschiebung. Es gelten die Verkniipfungsgleichungen

eE | (1.5)
= uH . (1.6)

e o
Il

Hierbei ist £ die Dielektrizitatskonstante und p die magnetische Permeabilitat. Damit ist die
Nomenklatur in Teilaspekten festgelegt, jedoch fehlt natiirlich jedes tiefere Verstandnis. Die
Maxwell-Gleichungen bestehen aus zwei Gleichungen in skalarer Form, die jeweils die Di-
vergenz eines Vektors beinhalten. Zwei Gleichungen haben Vektorcharakter, sie beinhalten die
Rotation eines Vektors. Die Maxwell-Gleichungen lassen sich auch jeweils in zwei homogene
und zwei inhomogene Gleichungen gruppieren. Die inhomogenen Gleichungen beinhalten die
auReren Quellen p bzw. J als inhomogene Terme. Auffallig ist ferner die etwas unsymmetri-
sche Struktur sowie die Einfachheit der Grundgleichung der magnetischen Induktion, V- B = 0.
Ferner stellen wir fest, dal die Maxwell-Gleichungen ein Satz gekoppelter partieller Differenti-
algleichungen erster Ordnung in den drei Raumdimensionen und in der Zeitvariablen sind. Die
Losungen dieser Gleichungen sind

D = D@1t (1.7)
E = E@1 (1.8)
B = B(@&1) , (1.9)
H = H(&t) . (1.10)

~



Erst die Angabe der Randbedingungen bzw. Anfangsbedingungen erlaubt eine eindeutige Ldsung
dieser Differentialgleichungen.

Auffallend ist weiterhin das Auftreten der Lichtgeschwindigkeit ¢, was bereits auf einen Zu-
sammenhang von Licht und elektromagnetischen Phdnomenen hindeutet.

1.2 Coulomb-Gesetz

Als empirischen Sachverhalt stellen wir fest, daR geladene Korper Krafte aufeinander austiben.
Es gibt zwei Arten von Ladung, die wir als positive bzw. negative Ladung bezeichnen. Einfache
Experimente belegen, daB sich gleichnamige Ladungen abstoRen, wahrend sich verschieden-
artige Ladungen anziehen. Ferner stellt man fest, daR die Kraft zwischen zwei Ladungen ¢,
und go proportional zu ihrem Produkt ist und dal} weiterhin die Kraft mit dem Quadrat des Ab-
standes der beiden Ladungen abnimmt. Elektrostatische Krafte sind Zentralkréfte. Damit folgt
in groRer Analogie zum Newtonschen Gravitationsgesetz als experimentelles Ergebnis fir die
Kraft zwischen zwei Ladungen

TL — Ty

Fip = kChCIQ_,i_,?’
7"1—7"2|

(1.11)

Dies ist das Coulombsche Gesetz. & ist eine Proportionalitatskonstante, die noch festgelegt wer-
den muf3.
Elektrostatische Krafte sind Zwei-Korper-Kréfte, es gilt das Superpositionsprinzip.

d; T
1 2
.
[#
r,
Bei der Anwesenheit von N weiteren Ladungen ¢; mit: = 2,3,--- , N wird auf die Ladung ¢,
die folgende Kraft ausgetibt
R

F=k P — . 1.12
q1 Z:Z2q |7"1 _ Ti| ( )

Das Coulombsche Gesetz gilt in dieser Form nur exakt fir Punktladungen. Fir Ladungsvertei-
lungen beliebiger Gestalt treten Abweichungen auf. Wir wenden uns nun der Festlegung der



Konstanten &£ zu und damit auch des Einheitensystems, in dem wir die Ladung messen wollen.
Die Kraft wird nach wie vor in Newton und Abstdnde in Meter gemessen. Je nach Wahl von
k erhalten wir verschiedene MaRsysteme fur die Festlegung der Ladung ¢. Wir verwenden das
Gauldsche Malsystem und setzen

k=1
Fur den Betrag der Kraft zwischen zwei Ladungen gilt
S S (1.13)

und damit fur die Dimension der Ladung
1/2
dim[g] = [Nm?)"/2 = [kg —] : (1.14)

Dies nennt man auch die elektrostatische Einheit.

Setzt man hingegen die Einheit der Ladung fest als 1 Coulomb mit der Abkiirzung C, so folgt
1

k= 1.15
47'('50 ( )
Hierbei heilit £y die Dielektrizitatskonstante des Vakuums und hat den Wert
C2
g0 = 8.854187817-107"% — . (1.16)
Nm
Es ist ein Coulomb gleich einer Ampere-Sekunde (As),
1C=1As . 1.17)

Die Elementarladung e, dies ist die Ladung eines einzelnen Elektrons, betragt in diesen Einhei-
ten

e=1.602176462-10"'°C

Wir fuhren jetzt das Konzept der elektrischen Feldstérke ein. Dazu betrachten wir die Kraft,
die von einer Ladung ¢; auf eine moglichst kleine Testladung ¢ ausgeiibt wird. Mittels der
Gleichung

F(7)=qE (7) (1.18)

definieren wir die elektrische Feldstérke £ (7) einer Punktladung ¢;. Offensichtlich folgt

= 7?_ F
E(@) =q o F11|3 (1.19)



Man beachte die Umbenennung ¢ — ¢, ¢ — ¢; und entsprechend ry — r, ro — 7 ge-
genuber den anfanglichen Betrachtungen. Fir eine Summe von N Ladungen g¢; folgt nach dem
Superpositionsprinzip

N

N N N
B =3 amms =20 (1.20)
i=1 i=1

7— 73

Haben wir eine kontinuierliche Ladungsverteilung vorliegen, so missen wir von der Summati-
on Uber die Punktladungen zu einer Integration tiber die rdumliche Verteilung tibergehen. Wir
setzen an die Stelle einer Punktladung ¢; das Ladungselement p(7") dV”,

qi — p(F,) dv’ y

mit dV' = da’ dy’ dz'. Fir die elektrische Feldstarke E (7) erhalten wir dann

g |

=, o T—T
E(7) =/p(7"’) e ATA (1.21)
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1.3 Die Diracsche §-Funktion

Als mathematischen Einschub zur Ermittlung auftretender Integrale behandeln wir einige Ei-
genschaften der Diracschen d-Funktion. Der Begriff “Funktion” ist hier im streng mathemati-
schen Sinn falsch gewéhlt, da es sich vielmehr um eine Distribution handelt. Die §-Funktion ist
durch eine Integrationseigenschaft definiert. Es ist

B
) fla), fallsa <a< B
/f(x) e —a)dv = { 0 sonst (a # a, B) . (122)

Mittels der §-Funktion weisen wir der Funktion f(z) einen speziellen Funktionswert f(a) zu.
Man spricht von einem Funktional. Speziell gilt

B
) fallsa<a < f
/6(:1C —a)dv= { 0 sonst (a # «a, 8) . (1.23)

Wir wollen dies weiter mittels eines Grenziibergangs veranschaulichen. Wir gehen zunéchst aus
von der Folge von Glockenkurven

1 €

- 1.24
T 22+ g2 ( )

y(z,€) =

mit £ > 0. Mit kleiner werdendem & werden diese Glockenkurven immer schmaler und hoher.

AY(X,€)

v
X

0
Verlauf der Funktion y(z, &) mite; < es.

Im Limes & — 0 verschwindet die Funktion fiir z # 0, wahrend sie fir z = 0 divergiert.

e—0 o0 =10

lim y(z,€) = { 0 z#0 (1.25)

11



Als essentielle Eigenschaft resultiert, dal? die unter den Kurven (1.24) liegenden Fléachen,

0o 1 +00
/ y(z,e)dx = - arctang =1 , (1.26)

stets eins sind unabhéngig von . Nun betrachten wir fiir stetige Funktionen f(x) das Integral

+oo
F= / f(z)y(z, &) dx (1.27)
als Funktion des Parameters . Fiir den Grenzwert e — 0 schreiben wir formal
—+o00 —+o00
liII(l) / f(z)y(z,e)dx = /f(:v) d(z)dz . (1.28)
e—

Die auf diese Weise definierte Diracsche §-Funktion ist keine Funktion im Sinne der gewohn-
lichen Analysis. Die Bildung des Grenzwertes € — 0 ist mit der Integration tiber z nicht ver-
tauschbar.

Zur Berechnung des Grenzwertes (1.28) machen wir im Integral (1.27) die Substitution

z =¢€ (1.29)
und erhalten
+0co
FE©) = [ 16 g(e) (1.30)
mit
9(§) = % £ i : (1.31)
und
+0co
/ g(§)dé=1 . (1.32)

Bei gleichmaRiger Konvergenz des Integrals F'(£) ist wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von
f die Funktion F'(¢) stetig, so daB in (1.30) der Limes ¢ — 0 unter dem Integral ausgefiihrt
werden kann.

ﬂ@=/f®ﬂ©%=ﬂ®- (1.33)
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Fur die durch (1.28) definierte Funktion haben wir somit das Ergebnis

/ () 6(z) dz = £(0) . (1.34)

Fur f = 1 ergibt sich insbesondere

+0co
/ z)de =1 . (1.35)

Anhand dieser Beziehung erkennen wir auch, daB die §-Funktion nicht dimensionslos ist. Viel-
mehr gilt
1
dim é(z) = dim z (1.36)
Wegen des Grenzwertes € — 0 in (1.28) kann man das Integral von —oo bis +oco auch durch
eine Integration Uber ein kleines Intervall der Umgebung des Nullpunktes (—a < z < +a)
ersetzen,

/ f(z)d(z)dz = f(0) . (1.37)

An Stelle der speziellen Glockenkurve (1.24) lassen sich fiir y(x,€) auch andere Funktionen
wahlen, die bei gleichem Vorgehen ebenfalls auf die §-Funktion fiihren, z. B.

1 1 2 j(0.2
— = = ,—z?/(2?) 1
y(IE,E) \/E e e ) ( 38)
1 (sin(z/e) 2
y(IE,E) - TE ( IE/E ) ) (139)
1 - €
= fir |z] < 5
={ ¢ 2 1.40
y(@:e) { 0 furz] > § . (1.49)
Fir all diese Funktionen gilt ndmlich ebenfalls
1
y(@,6) = 2 9(6) (141)
mit
x
==
£
und
—+00
/g(g) dé=1 . (1.42)
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Zur Anwendung der §-Funktion sei das folgende physikalische Beispiel angefiihrt.

Betrachtet man eine im Grenzfall punktférmige Ladung g, die sich an der Stelle z = 0 befinden
soll, so 18Rt sich diese formal auch als kontinuierliche Ladungsverteilung p(x) schreiben, wenn
man

p(z) = ¢(z) (1.43)
setzt. Fur die Gesamtladung ergibt sich dann ndmlich
/p(:v) dz = /qé(z) dr=q . (1.44)

Fihrt man in den Glockenkurven (1.24) eine Translation z — = — z’ aus, so liegt das Maximum
an der Stelle z = 2'. In diesem Fall ersetzen wir in der Definitionsgleichung (1.28) §(z) durch
d(z — z') und erhalten

/ f(@) 6 — o) dz = F(z') . (1.45)

Es wird der Wert der Funktion f an der Stelle =’ herausprojiziert.
Die Beziehung (1.45) zeigt eine Analogie zwischen der Diracschen §-Funktion fir kontinuier-
liches z und dem Kronecker-Symbol ¢, fir diskretes z. Denn aus

.. ,
5 = 0 fEII'IE;AIE (1.46)
1 firz =2
folgt

Die 6-Funktion kann als Erweiterung des Kronecker-Symbols fiir kontinuierliche z verstanden
werden.

In mehreren Variablen z, z,, - - - ist die d-Funktion durch
§(x1 — 2}, T2 — Tg,++) = 0(x1 — 2}) 8(ma — TH) - - - (1.48)

definiert. Sie hat die Eigenschaft

/f<x1,x2,--->6<x1—xa,x2—x;,--->dx1dx2---=f<x'1,x;,--->. (1.49)
G

Die Integration ist hierbei tiber ein Gebiet G zu erstrecken, das den Punkt (z, 5, - - - ) enthalt.

14



Wir wollen nun einige Eigenschaften der d-Funktion behandeln. Ist g(z) eine stetige Funktion
mit nur einfachen Nullstellen z,,

g(z,) =0 (1.50)
g (z,) #0 | (1.51)

so gilt
@)=Y e =) (152)

Die Summe in (1.52) erstreckt sich tber die Nullstellen z,,. Wegen der bereits diskutierten
Eigenschaft der 6-Funktion

/}uwuwm=ﬂm (1.53)

genugt es bei der Auswertung des Integrals

1= [ blgle)) (@) do (154)

allein die Beitrdge, die von den Umgebungen der einzelnen Nullstellen z,, herriihren, zu be-
trachten,

Tnta

1=Y [ dlo@) @) ds (1.55)

Hierbei ist ¢ kleiner als der Abstand zwischen zwei Nullstellen. Mit Hilfe von

dg(z
g(x) = ZEE ) (1.56)
und daher
dg

dr = 1.57
g'(x) (157)

sowie der Umkehrfunktion z = z(g) in den Umgebungen der Nullstellen lassen sich die einzel-
nen Beitrdge als Integrale (iber g schreiben

g(wn‘i‘a)
_ . dg
1_2;([)Mmf[wﬂyww” . (159
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Diese Integrale sind aber aufgrund der Definition der §-Funktion gleich den Funktionswerten
an den Stellen g = 0, so da man mit z(g = 0) = z,, erhélt
1
zn: 19" (n))|

Das Betragszeichen bedarf einer besonderen Erlduterung. Wir betrachten die Funktion g(z) mit
ihren Nullstellen.

Es ist der Betrag von ¢’ zu nehmen, weil bei negativer Neigung von g die Integration in der
negativen g-Achse erfolgt [g(z2 — a) — g(z2+ a)]. Den Ausdruck (1.59) kénnen wir aber auch
in der Form

+oo
1
I=/ 0z — xp) fx) dz (1.60
] 2 [ @~ 2 F@ )
schreiben. Damit ist (1.52) bewiesen. Speziell folgt aus (1.52)
1
d(A\z) = Wé(z) : (1.61)

Setzt man insbesondere A = —1, so ergibt sich, dal §(z) eine gerade Funktion ist
d(—z) =0(z) . (1.62)

Um eine weitere wichtige Eigenschaft der -Funktion abzuleiten, ersetzen wir f(z) durch das
Produkt g(z) f(x). Wir erhalten so

/ 9(2) F(2) 8(z) dz = g(0) £(0) = g(0) / f(2) 6(z) do . (1.63)

Es gilt also

g(z)d(z) = g(0)é(z) (1.64)



Wir konnen auch die Ableitung der §-Funktion diskutieren. Zundchst bilden wir die Ableitung

%y(z, e) der Funktion y(z, €,). Es folgt

Y(r,e)=———5—53 - (1.65)

Nun betrachten wir fiir differenzierbare Funktionen f(z) die Integrale

+0o0
= /f(:v) y'(z,€) do . (1.66)
Den Grenzwert £ — 0 schreiben wir
= lim / f(@)y'(z,€) dz = / fx)d'(x : (1.67)
e—0

&' (z) nennen wir die Ableitung der Diracschen d-Funktion. Den Grenzwert berechnen wir durch
partielle Integration

10) = i £ () ya,)| — tim / f | (1.68)

e—0 e—0

Wenn f(z) y(z, ) im Unendlichen verschwindet, ist der erste Term Null. Fur den zweiten Term
erhalten wir — f’(0), also die negative Ableitung der Funktion f an der Stelle z = 0. Es gilt
demnach

+00
[ 108w do=-r0) - (169)
Wenn wir noch eine Translation um eine Strecke z’ vornehmen, folgt

/ F@) 8@ — o) dz = —f'(2) . (1.70)
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1.4 Die Sprungfunktion

Wir betrachten nun die Integrale
Y(z,e) = / y(z',e)d’ . (1.71)

Mit den zuerst angegebenen Glockenkurven ergibt sich

1
Y(z,¢) = - (arctan g + g) : (1.72)

Lassen wir den Parameter € gegen Null gehen, so ndhern sich diese Funktionen dem Einheits-
sprung

O(z) =lim Y(z,e) =

e—0

(1.73)

1 firz >0
0 firz <0

Diese Sprungfunktion kdnnen wir als Integral tber die §-Funktion bei variabler oberer Grenze
schreiben

O(z) = / 5(a) dz | (1.74)
Dies bedingt auch, dal’ die d-Funktion die Ableitung der Sprungfunktion ist, d. h.
dO(z)
= 1.75
() = = (1L.75)
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1.5 Der Satz von Gaul

Bereits im letzten Semester hatten wir im Zusammenhang mit dem Begriff der konservativen
Krafte und der Wegunabhéngigkeit von Kurvenintegralen den Satz von Stokes bewiesen:

?{Zf-dfz/rot[f-df . (1.76)
C

F

Hierbei geht der Weg entlang des Randes der betrachteten Flache F'.

Wir werden jetzt einen weiteren wichtigen Integralsatz behandeln, den Gauf3schen Integralsatz.
Er lautet: Es sei E(F’) ein differenzierbares Vektorfeld und V' ein Volumen mit geschlossener
Oberflache S(V'), dann gilt

—

/divE(F) d3r=?{ E-df . (1.77)
J 5(V)

Zuné&chst wollen wir den Flul durch eine Flache S diskutieren. Gegeben sei ein Vektorfeld
A(F) = (AL(F), Ao(F), As(F)) (1.78)

und ein Volumen V' mit der geschlossenen Oberfldche S(V'). In der Elektrodynamik bendtigt
man haufig ein MaB dafiir, wie stark A(7) die Oberflache S(V) von innen nach auRen oder
umgekehrt durchsetzt. Hierzu definieren wir den FluR von A'(F) durch die Flache S

ps(A) = / A7) -df . (1.79)

S

An jeder Stelle der Flache S ist das Skalarprodukt aus dem Vektorfeld A'(F) und dem Fl&chen-
element df zu bilden, wobei letzteres die Richtung der nach auBen gerichteten Normalen hat.
Der FluB ist eine skalare GroRe.
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Zu einer ndherungsweisen Berechnung zerlegen wir die Flache S in viele kleine Flachenelemen-
te Af(), wobei das Argument ; angeben soll, an welcher Stelle auf S das Flachenelement
zu finden ist. Es ist dann A(7;) Af(7;) der FluR durch das Flachenelement A f(7). Sind die
Flichenelemente hinreichend klein, so kénnen wir das Feld A auf A f als homogen annehmen,
also durch einen repréasentativen Wert Z(ﬁ) ersetzen. Einen Naherungsausdruck fir den ge-
samten FIuR ¢ (A) des Feldes A durch die Flache S erhalten wir durch Addition der Teilflisse
durch die Flachen A f(7)

ps = Y AT Af(F) (1.80)
Der Limes dieser Riemann-Summen heil3t Flachenintegral
os(d) = [ A7) -df = tim > Ar)af) (181)
s =

Das Oberflachenintegral tber eine geschlossene Flache wird durch ein spezielles Integralzei-
chen symbolisiert

-

psv)(4) = ]i - Ay df . (1.82)

Als einfachstes Beispiel betrachten wir den Fluf eines homogenen Feldes durch einen Quader
der L&nge «a in z-Richtung, der Lange & in y-Richtung und der Lénge ¢ in z-Richtung. Es ist

A= (4, A, A,) (1.83)

wobei A4,, A, und A, jeweils konstant sind. Damit folgt

f{ Adf = f{ (Agdfy + A, dfy, + A, df,)
S(V) S(V)

= Agcb— Ageb+ Ayca — Ayca+ Ayab — Aab

= 0 . (1.84)
Der Flul3 eines homogenen Feldes durch einen Quader ist also Null. Dies l&f3t sich bei homo-

genen Flachen verallgemeinern. Das, was in das Volumen V' hineinfliel3t, flieBt auch wieder
heraus. Die GroRe

1 — —
D= _— ?{ Bdf (1.85)
AV Jsav

nennt man die mittlere Quelldichte des Feldes E in AV.. Wir betrachten nun den Grenziibergang

AV — 0 und kdnnen damit auch die Divergenz eines Feldes definieren,

AVS0 AV
S(AV)

divE = lim - ]{ Edf . (1.86)
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Wir betrachten eine Folge von Volumina AV, die um den Punkt 7 zentriert sein mogen und
sich fir n — oo auf diesem zusammenziehen. Der Einfachheit halber denken wir dabei an
Quader mit den Kantenlangen Azx,,, Ay,, Az,, die fir n — oo gegen Null streben. Es sei

Afi = AyAzé,=-Af (1.87)
Afs = AzAzé, = —-Af, | (1.88)
Afs = AzAye,=-Af; . (1.89)

Fur den FIuR von E durch die Quaderflachen gilt

-; -; 1 1
j{ //dy dz [ (IEO + 5Az,y,z> — FE, (IEO — EA:E,y,z)]
sS(Av

1 1
+//d:v dz [Ey (z,yo + 5Ay,z> - B, (z,yo — 5Ay,z>]
1 1
+//d:v dy [Ez (z,y,zo + 5Az> — FE, (z,y,zo — 5Az>] (1.90)

Auf den Integranden wenden wir nun die Taylor-Entwicklung an. Es folgt

?{ Edf //dydz[ (%o, Y, 2 )Az+o(Ax3)]

sav
//d:vdz[ (2, Y0, 2 )Ay+0(Ay3)]

//d:v dy [ 20) Az + O (AZ )] : (1.91)
Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung und
AV = Az Ay Az (1.92)

kdnnen wir schreiben

1 e oFE, E
AV Edf = E(xmyl: z1) + O(Az?) + a—yy(%,yo, ) + O(Ay?)
S(AV)
OFE,
+E($3, ys, 20) + O(AZ°) (1.93)

Dabei gilt fiir die Punkte

[ 1 1
T, Ty € |zo— §A$, o + 5A:E:| ,

[ 1 1
Y,Ys € |Yo — EAy7 Yo + EAQ] )
! 1
21,20 € |zo— EAZ’ 20 + EAZ ) (1.94)
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Beim Grenziibergang AV — 0 missen diese Zwischenwerte gegen g, yo bzw. z, streben und
die Korrekturterme verschwinden. Dies impliziert

) 1 S oE, .. OE, .,  O0E,
dmgy § Bl = G G+ G
S(AV)
= divE(R) . (1.95)
Wir haben damit ndherungsweise fur endliches AV gefunden
f{ E-df =AVdivEF)+--- (1.96)

S(AV)

wobei der mit - - - angegebene Rest beim Grenziibergang AV — 0 verschwindet. Wir legen
nun an ein erstes Teilvolumen AV (7;) einen weiteren Quader, AV; (7, 1), der mit AV; eine
Seitenflache gemeinsam haben moge

]{ E-df + ]{ E-df = AV; div E(7) 4+ AViy div E(7ipy) (1.97)
S(AV) S(AVig1)

Der Beitrag der gemeinsamen Seitenflachen zu den Flachenintegralen auf der linken Seite der
Gleichung hebt sich wegen der entgegengesetzten Richtungen der entsprechenden Flachennor-
malen gerade heraus. Es bleibt das Oberflachenintegral tiber die Einhullende des Gesamtvolu-
mens.

Zusammengefalit folgt damit insgesamt

]{E-dfez div E(7) AV; + - -- (1.98)

Im Grenzfall n — oo haben wir es auf der rechten Seite mit einer Riemann-Summe zu tun, und
es folgt der Satz von GauR

/divE(F)d?’r: ?{E-df' . (1.99)
J
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1.6 Ladung und Stromdichte

Wir hatten bereits die Ladung als vierte GrundgroRRe neben der Masse, der Lange und der Zeit
eingefihrt. Fir die Ladung gilt ein strenger Erhaltungssatz: In einem abgeschlossenen System
bleibt die Summe aus positiver und negativer Ladung konstant. Die Ladung tritt als ganzzahliges
Vielfaches der Elementarladung e auf.

Q=ne ; neN . (1.100)

Bewegte Ladungen fiihren zu einem elektrischen Strom. Wir fithren die Stromdichte 7(7) ein.
Der Einheitsvektor j/|7] ist die Normale in Bewegungsrichtung der flieRenden Ladung. Der
Betrag |7| gibt die Ladung an, die pro Zeiteinheit durch die Flacheneinheit senkrecht zur Strom-
richtung transportiert wird. Bei einer homogenen Verteilung von N Teilchen der Ladung ¢ tiber
ein Volumen V/, die alle gleiche Geschwindigkeit " aufweisen, folgt

j=nq@ (1.101)
mit
N
= . 1.102
n=5 (1.102)

Als Stromstérke I durch eine vorgegebene Flache F' bezeichnet man dann das Flachenintegral

Iz/j-df' . (1.103)

F

Die Einheit ist das Ampére. Ein Strom der Starke 1A transportiert in 1s die Ladung 1C.

Wir wollen jetzt einige Anwendungen des Gaul3schen Satz behandeln. Zundchst betrachten wir
das spezielle Vektorfeld rot A, also ein Wirbelfeld. Fir den Wirbelflug durch eine geschlossenen
Flache folgt

frotA’-df’:/divrotA’d?’r:o . (1.104)
A

S(V) 0

Als weitere Anwendung betrachten wir die Stromdichte j (Strom pro Flache). Dann ist

fs(v)j'- df der Strom durch die Oberflache des Volumens V. Ist schlieBlich p die Ladungs-

dichte (Ladung pro Volumen) und damit % [ pd®r die zeitliche Anderung der Gesamtladung
14

im Volumen V, dann muR die zeitliche Anderung der Ladung in dem Volumen V dem Ladungs-
strom durch die Oberflache entgegengesetzt gleich sein, d. h.

/d3rg—§+ f}'-df’:o . (1.105)

|4 S(V)
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Mit dem Gaulischen Satz ergibt sich damit

0 I
/d3r (—p + dlvj> -0 . (1.106)
Ot
Diese Relation gilt fiir beliebige Volumina V', was nur richtig sein kann, wenn gilt
Op R
— +divi=0 . 1.107
5 +div j (1.107)

Dies ist die Kontinuitétsgleichung, es ist eine der fundamentalen Gleichungen in der Physik.
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1.7 Feldlinien

Unter Feldlinien versteht man Bahnen, auf denen sich ein kleiner, positiv geladener Korper auf-
grund der Coulomb-Kraft zwischen Ladungen fortbewegen wiirde. Das elektrische Feld einer
Punktladung ist ein Zentralfeld. Demgemal sind die Feldlinien von Punktladungen radial.

N %
< <

O O

=

o
-

o

In jedem Raumpunkt 7 liegt das Feld

=
i}

E(7)=gq (1.108)

| 3

=

=

tangential an der dort existierenden Feldlinie. N&hert man zwei Punktladungen einander, so be-
einflussen sich die Kraftlinien, da der die Linien durch seine Bahn definierende Probekdrper
nun unter dem Einflul} beider Punktladungen steht.

= €

Feldlinien starten in positiven und enden in negativen Ladungen.

0
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1.8 Das Potential

Wir hatten fiir die elektrische Feldstarke einer kontinuierlichen Ladungsverteilung p(7') ge-
schrieben

E(F) = /d?’r’p(F’) o (1.109)

Wir werden jetzt einen Ausdruck fir das elektrische Potential ableiten. Ahnlich wie wir im
Rahmen der Newtonschen Mechanik einen Zusammenhang zwischen der Gravitationskraft und
dem Potential erarbeitet haben, kénnen wir auch in der Elektrostatik eine Relation zwischen der
elektrischen Feldstarke und dem Potential ableiten. Hierzu nutzen wir aus, daf® wir schreiben
kdnnen

7 — 7' - 1
=-V, —— 1.110
Forp o (1.110)
oder komponentenweise
(-2, y—y,z—2)
3
(VE=aP+ =97+ - 2P)
1
_ (ﬂ, 9 2,> (1.111)
0" 0y’ 02" ) \/lw — 2"} + (y — y)2 + (2 = #)?
Damit l&Rt sich das statische elektrische Feld als Gradientenfeld schreiben. Wir setzen
E(F) =-V&(F) . (1.112)
Damit folgt fiir das so definierte elektrische Potential
=d §
B(7) = / a2 2, (1.113)
7 — 7|

Analog zum Newtonschen Gravitationskraftfeld ist auch die Coulomb-Kraft konservativ. Die
Coulomb-Kraft ist eine Zentralkraft. Es gilt

rot (¢E)=0 . (1.114)
Damit folgt, die Coulomb-Kraft ist aus einem Potential ableitbar,
F=-VV (1.115)
mit

V() =q®(7) . (1.116)



Das Linienintegral tiber £ muR wegunabhangig sein

ym_gm=—/ﬁwyﬁ'. (1.117)

—

Man bezeichnet diese Potentialdifferenz als Spannung U (7, 7). Die Einheiten von U und von
® sind das \olt.

Fur das Feld von N Punktladungen

N
p(F') =Y q;6(F" — 7)) (1.118)
j=1
ist das Potential
N 4;
O(7) = J . 1.119
(7) 223 7 (1.119)

Das Potential ist eine skalare GroRe. Jedoch sei bereits wieder an dieser Stelle deutlich darauf
hingewiesen, dal? das Potential keinesfalls eindeutig ist. Z. B. kann man ein beliebiges konstan-
tes Feld zu ®(7) addieren, ohne die Feldstarke oder die Kraft zu d@ndern. Vielmehr bedarf es
einer zusatzlichen konkreten Eichung, um das Potential eindeutig zu fixieren.

Um die Grundgesetze der Elektrostatik abzuleiten, missen wir zundchst weitere mathemati-
sche Vorbereitungen treffen. Wir beweisen die folgende Darstellung der dreidimensionalen §-
Funktion

1 1

— A . 1.120
AT (1.120)

r—r

5(F—7) = —

Fur 7 # 7' gilt:  6(7— 7') = 0. Dies muf verifiziert werden,
1

7—7'
—-A = —divgrad =div
7= 7] 7= 77
1 - — -] - —/
= mle(’r—T)‘i‘(’r—T)'gradm
3 L o =7 1
Hierbei haben wir ausgenutzt, dal? gilt
divir=3 . (1.122)
Weiterhin gilt fir die §-Funktion
1 falls 7' eV
/}Préwt-FU::{ TEV (1.123)
0 sonst

v
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Auch diese Relation wollen wir verifizieren. Dazu substituieren wir

F=|F—7' . (1.124)
Es folgt
3 1 3= 1
d TATﬁ = d TA?: . (1125)
|7 — 7| T
v

Fur 7 # 0 ist der Integrand Null. Dies fiihrt zu der ersten SchluRfolgerung

1 _
/d?’FAT% =0 firr=0¢V . (1.126)

v

Enthalt V' den Nullpunkt, so konnen wir offensichtlich, ohne den Wert des Integrals zu dndern,
V durch eine Kugel, deren Mittelpunkt im Ursprung liegt, ersetzen.

1 1 = 1
/d?’FA,% = /d?’F div (gradr%> = / df- (—F—2é}>

vV Vi S(Ve)
27 w 1
= /d@/sim?d@ 72, . (—7—2@) = A1 . (1.127)
0
0 0

7o Ist der Radius der Kugel. Ferner haben wir den GauBschen Satz ausgenutzt und fur das
Flachenelement auf der Kugeloberflache geschrieben

df =dpsinddid7; e . (1.128)
Wir haben also insgesamt gefunden

/d3rA 1 _ ) —4r falls
|7 — 7| 0 falls

v

T
R M

v
’ 1.129
vV . ( )

Dies entspricht gerade der geforderten Bedingung.
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1.9 Grundgleichungen der Elektrostatik

Wir leiten jetzt die fundamentalen Feldgleichungen fiir die elektrische Feldstarke E her.

Wir betrachten den FluR der elektrischen Feldstarke E(7) durch die Oberflache S(V') eines
vorgegebenen Volumens V/

(= 7 3,0 (= > =7
[ Boy-af = [y [ df T

5(V) 5(V)

= 47r/d3r'p(F')=47rq : (1.130)

Bei dieser Ableitung haben wir vom Gaul3schen Satz Gebrauch gemacht. Ebenso wurde die zu-
vor abgeleitete Darstellung der é-Funktion verwendet. Zusammenfassend haben wir das Gauf3-
sche Gesetz der Elektrostatik abgeleitet

/ EF)-df =4nq . (1.131)
S(V)
Wir wenden nochmals den Gaul3schen Satz an. Es folgt

/ dr(div E — 4np(7)) =0 . (1.132)
J

Dieses Resultat gilt fiir beliebige Volumina. Infolgedessen muf3 gelten
div E(7) = 4np(7) . (1.133)

Damit haben wir eine erste Feldgleichung abgeleitet. Sie driickt die Tatsache aus, daR die Quel-
len des elektrischen Feldes die elektrischen Ladungen sind.

Die zweite Feldgleichung sagt aus, daf das elektrostatische Feld wirbelfrei ist. Wir kdnnen den
Stokesschen Satz anwenden und finden

/E-d?z/rotﬁ-dfzo . (1.134)

C F
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Die Zirkulation des E-Feldes langs eines beliebigen geschlossenen Weges verschwindet.

Wir fassen die essentiellen Gesetze nochmals zusammen.

Differentielle Darstellung

divE = 4mp . (1.135)
rotE = 0 . (1.136)
Integrale Darstellung
E-df = 4rq (1.137)
(V)
E-df = 0 (1.138)
C(F)
Mit
E = —grad ® (1.139)

erhalten wir aus (1.135) die Poisson-Gleichung
AD(F) = —4mp(7) . (1.140)

Die Losung dieser linearen, inhomogenen, partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung ist
ein Grundproblem der Elektrostatik.

Falls p(7') fur alle 7' bekannt ist und keine Randbedingungen fiir ®(7') im Endlichen vorliegen,
dann laRt sich die Poisson-Gleichung sofort 16sen

21
D(7) =/d‘°’r’ —|;Y73,| (1.141)
Damit ergibt sich
1

=7

AD(F) = /d3r’p(F') A,
. / B p(7) 5(F — F7) = —dmp(F) (1.142)

Haufig jedoch ist die Situation eine andere: p(7') ist in einem endlichen Volumen V' gegeben,
und die Werte fiir ®(7') oder fiir die Ableitungen von ®(7) sind auf der Oberflache S(V") be-
kannt. Gesucht wird dann das Potential ®() fir alle » € V. Man spricht dann von einem Rand-
wertproblem der Elektrostatik. Ist der Raumbereich ladungsfrei, so gilt die Laplace-Gleichung

AD(F)=0 . (1.143)

Die allgemeine Losung der Poisson-Gleichung 18Rt sich als Summe einer speziellen Lésung der
Poisson-Gleichung und der allgemeinen Losung der Laplace-Gleichung darstellen.
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1.10 Elektrostatische Feldenergie

Wir betrachten die Arbeit, um die Punktladung ¢ im Feld E(F) vom Punkt A nach dem Punkt
B zu verschieben. Die geleistete Arbeit nennen wir W4 . Wir gehen aus von der Kraft

F(7)=qEF) . (1.144)
Fur die Arbeit folgt
B B
Wap = —/ﬁ-df=—q/ﬁ d7
A A
B
— o[ db=qlo(B) - $()] =aUsn - (1.145)
A
Hierbei haben wir ausgenutzt, daf gilt
E = —grad ¢ (1.146)
und daher
°. 0
_E . — . = . .
dr ; o ¢ dz; = do (1.147)

Die Arbeit wird positiv gezahlt, wenn sie an dem System geleistet wird.

Die Wechselwirkungsenergie einer auf einen endlichen Raumbereich beschrénkten Ladungs-
konfiguration p(7) entspricht der Arbeit, um Ladungen aus dem Unendlichen mit der willkrli-
chen Eichung ¢(oo) = 0 zu dieser Konfiguration zusammenzuziehen.

Wir untersuchen zundchst das Feld von N Punktladungen. (i — 1) Punktladungen ¢; mit

j=1,---,4—1anden Orten 7; erzeugen am Ort 7; das Potential
i—1 ]
o(73) = 4 (1.148)
= Iri =15l

Die Arbeit, um die z-te Ladung ¢; von oo nach #; zu bringen, ist dann
Wi =g () - (1.149)

Wir summieren nun diese Teilarbeiten W; von < = 2 bis i = N auf. Die erste Ladung (i = 1)
wird mit dem Arbeitsaufwand Null von oo nach 7, verschoben, da der Raum noch feldfrei ist.
Es folgt fur die Gesamtarbeit

W:i. 49; =1§: 9 (1.150)
: 7, 2 7 — 7,
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Im letzten Schritt haben wir von der Symmetrie des Ausdruckes Gebrauch gemacht. Wir gehen
nun (ber zu kontinuierlichen Ladungsverteilungen.

Fir kontinuierliche Ladungsverteilungen erhalten wir
1
W=z //d3 d*r ’% 5/d?’r p(7) (7). (1.151)

¢(7) ist das von der Ladungsdichte p selbst erzeugte elektrostatische Potential. Man kann W
statt durch p und ¢ auch durch die elektrische Feldstérke ausdriicken. Es ist

W= 1/d3rp( ) 6(7)

= ——/d3 (Ag)¢

1 .
= 8 /d3r div (¢V¢)+—/d37"(v¢)2

7is &

. 1 .
= o [d4f 6V + / Fr(Ve? (1.152)

Hierbei haben wir von der Poisson-Gleichung und vom Gaufischen Satz Gebrauch gemacht.
Das Flachenintegral tber eine im Unendlichen liegenden Oberflache verschwindet, denn es ist

1 - 1
p~— ¢Vo~ — df ~ 1% . (1.153)
T T
Damit verbleibt
1 -
W= g/d3r|E(F)|2 | (1.154)
Im Integranden steht die Energiedichte des elektrostatischen Feldes.
1 -
w=_—|E? |, (1.155)
8
und es ist
W=/d3rw : (1.156)

Der soeben abgeleitete Ausdruck fur die Energie im elektrostatischen Feld beinhaltet auch die
Selbstenergie eines geladenen Teilchens. Beim Ubergang von der diskreten Formulierung der
Wechselwirkungsenergie zur kontinuierlichen Form haben wir nicht Gebrauch gemacht von der
einschrankenden Bedingung 7 # j. Dies flhrt jedoch zu nicht behebbaren Schwierigkeiten im
Rahmen der klassischen Elektrodynamik. Betrachten wir als Beispiel die elektrische Feldstérke
einer Punktladung mit der Ladung e.

EF)==é . (1.157)



Damit folgt fur die Energie im Feld dieser Ladung

62

1
W = —/7"2d7" sin ¥ dv dp —
8w

7“4
1 2 1 e?
= S =%
2 ) r? 2r
Dieses Integral divergiert also im Bereich » — 0. Formal ist die Gesamtenergie, die im Feld
einer Punktladung enthalten ist, im Rahmen der klassischen Elektrodynamik unendlich. Erst im

Rahmen der Quantenelektrodynamik kann auf diese Frage eine formal befriedigende Antwort
gegeben werden. Die Selbstenergie in der Quantenelektrodynamik ist endlich.

oo

— 00 . (1.158)

r—0

Wir kdnnen uns im Rahmen der klassischen Elektrodynamik bereits die Frage stellen, bis zu
welchem minimalen Radiuswert ~ wir integrieren miissen, damit die Gesamtenergie im elektri-
schen Feld der Punktladung der Masse m der Punktladung entspricht. Es folgt

2
e,

— =mc" . (1.159)
27

Dahinter steht die Vorstellung, dal? die Gesamtmasse einer Punktladung rein elektrischer Natur
ist und durch die Feldenergie gegeben ist. Betrachten wir speziell ein Elektron mit

me = 9.10938188 - 1073 kg

so folgt, wenn man etwas willkirlich den Faktor % unbeachtet 1&8t und nur eine Kombination
von Naturkonstanten in Betracht zieht, fiir den sogenannten klassischen Elektronenradius

2

re = —— = 2.817940285 fm (1.160)
MeC
mit
m
c = 200792458 (1.161)
und
1fm = 107%m . (1.162)

Es muB jedoch erneut betont werden, dal? dies eine reine Kombination von Naturkonstanten
ist. Aus gegenwartigen Prazisionsexperimenten schlielen wir, daR ein moglicher Radius des
Elektrons kleiner als 10~2 fm ist.

Wir fuhren einige hdufig verwendete Ladungsverteilungen im Rahmen des Mikrokosmos an.
Speziell untersuchen wir die Ladungsverteilungen von Atomkernen mit der Gesamtladung
Q) = Ze. Z ist die Ordnungszahl eines Atoms und gibt die Zahl der Protonen in einem Atom-
kernan. Esgqiltl < Z < 111.

33



b)

d)

Punktladung
Es ist
p(F) = Zed(7) . (1.163)
Fir das Potential folgt
Z Z
$(F) = o= 25 (1.164)
T

Geladene Kugelschale
Es gilt mit dem Radius R der Kugelschale
. Ze

Das Potential 1&Rt sich aus den analogen Betrachtungen der Newtonschen Gravitations-
theorie Gbernehmen

67 = 2201+ 200 —R) . (1.166)

Das Potential ist also im Inneren der Kugelschale konstant und nimmt den Wert am Ku-
gelradius an.

Homogen geladene Kugel
Hier haben wir
. Ze
Exponentialverteilung
Insbesondere fiir Z = 1 gilt
p(7) = Ze py exp{—r/a} . (1.168)

Die Normierungskonstante py bestimmt die Ladungsdichte am Ursprung fur » — 0. pg
141t sich trivial bestimmen aus der Normierungsbedingung

/ p(F)d*r = Ze . (1.169)

Fermi-Verteilung

N Ze
7) = 1.170
A7) = ¥ expldm3 e (1.170)
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Dies ist eine sehr realistische Beschreibung fir die Ladungsverteilung von Atomkernen.
N ist wiederum eine Normierungskonstante, die leider nicht geschlossen analytisch be-
stimmt werden kann und daher numerisch ermittelt werden muf3. Der Parameter c ist der
Halbdichteradius. Er gibt an, bei welchem Wert von r die Dichte p(7) auf 50 % ihres
Wertes am Ursprung abgefallen ist. Der Parameter ¢ kennzeichnet die Oberflachendicke
der Ladungsverteilung. Er gibt den Bereich an, in dem die Ladungsdichte von 90% des
Wertes am Ursprung (pp = p(r = 0)) auf 10% des Wertes am Ursprung abgefallen ist.

p(r)
A

Ps
0.9p, [ 1

0.50, [+

ISP% E N AN

Die Konstante 41n 3 ist gerade so bestimmt, dal} der Parameter ¢ die ihm zugewiesene
Rolle Gbernimmt.

f) Gauss-Verteilung
o(7) = Ze py exp{—7?/a®} . (1.171)
Fir leichte Atomkerne ist dies eine hdufig verwendete Variante.

Auch die Ladungsdichteverteilung von Elektronen in Atomen lassen sich in recht guter Nahe-
rung durch einfache analytische Funktionen repréasentieren. So gilt beispielsweise fiir die Elek-
tronenladungsdichte im Wasserstoff-Atom

. e 2r
pe(F) = —— 5 XD {—;} : (1.172)

Die Konstante « ist der Bohrsche Radius und hat den Wert

a = 0.5291772083 - 10~ m

Um die verschiedenen funktionalen Abhdngigkeiten der Ladungsverteilungen hinsichtlich des
Radius vergleichen zu konnen, fuhrt man als Mal3 fur den Radius den mittleren quadratischen
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Radius ein. Es ist fur sphérisch symmetrische Verteilungen

I 1/2
ar [ p(r) o 1/2
2\1/2 0 Am 2,2
(r?) = = =z p(r)yrs redr
dr [ p(r)r2dr 0
i 0
S 1/2
= 4—7T/p rtdr . (1.173)
e
[0

(r?)}/2 bezeichnet den root-mean-square radius. Speziell folgt fur die Ladungsverteilung einer
Kugelschale

1/2

N / 28 st —R)r'dr| =[RYV2=R . (1.174)

Ze | 4nR?
0

Die Wurzel aus dem mittleren quadratischen Radius ist also mit dem Radius der Kugelschale
identisch. Hingegen folgt fur die Ladungsverteilung einer homogen geladenen Kugel

R1L/2 2
] =\/iR . (L175)
. 5

1/2

/2 — —W/ e (R—r)rtdr =
VA / 3 R
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1.11 Grenzflachen

Als nachstes Problem der Elektrostatik untersuchen wir das Verhalten der elektrischen Feldstarke
an Grenzflachen, die eine Fldchenladungsdichte ¢ tragen. Fir die Flachenladungsdichte gilt

) C
dimo = — (1.176)
und weiter
q= /O(F) daf . (1.177)
AF

Wir legen zundchst um die Grenzflache ein sogenanntes GaulRsches Kastchen mit dem Volumen
AV. Die Kante senkrecht zur Grenzfldche habe die Lange Az, die wir im Grenzprozell gegen
Null gehen lassen.

AN
0)
AX { F
Mit dem Gaulschen Gesetz folgt
]{ E-df = ]{ E-ﬁdfz47rq=47r/a(?)df . (1.178)
S(AV) S(AV) AF

Das Integral erstreckt sich {iber die Oberflaiche S(AV') des Volumenelements AV, welches
das Flachenelement A F' umschlie3t. Wir wahlen nun das Volumenelement als Quader mit ver-
nachlassigbarer Dicke, so daR der FluR des E-Feldes durch die Seitenflachen vernachlassigbar
ist.

Es folgt nun

§ af-B@) S AP (Fa-F) (1.179)
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Ebenso gilt

f{ E-df =4x / o(F)df = 4w o(F) AF . (1.180)
5(AV) AF
Der Vergleich ergibt
i (E, — E;}) =40 . (1.181)

Die Normalkomponente des elektrischen Feldes verhélt sich an der Grenzflache also unstetig,
falls o # 0 ist. Die Normalkomponente des E-Feldes andert sich beim Durchgang durch eine
geladene Flache sprungartig um den Betrag 47o.

Um das Verhalten der Tangentialkomponente zu untersuchen, verwenden wir den Stokesschen
Satz. Da die elektrische Feldstdrke aus einem Potential herleitbar ist, wissen wir, da das Um-
laufintegral verschwindet,

/rotE-dfz ]{ i E=0 . (1.182)
AF C(AF)
AT,
F
AS

a

Wir integrieren nun auf einem geschlossenen Weg parallel zu der Tangentialkomponente des
E-Feldes auf der Oberfliche AF'. Der Betrag von den Stirnseiten zum Linienintegral sei wieder
vernachléssigbar, und wir erhalten

f{ E-di=(E,—E)-A7, =0 . (1.183)
C(AF)

Daraus folgt

E,,=E;, . (1.184)

H

Die Tangentialkomponenten des E-Feldes andern sich beim Durchgang durch die geladenen
Grenzflachen nicht.
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1.12 Der Kondensator

»
'

+Q

Unter einem Kondensator versteht man ein System von zwei parallel zueinander angeordneten
Platten mit dem Abstand d und der Flache F'. Die beiden Platten tragen homogen verteilt die
entgegengesetzt gleich groRen Ladungen +¢). Die Flachenladungsdichte betragt dann

o= % . (1.185)

Zur Vereinfachung des Problems vernachldssigen wir die Streufelder am Kondensatorrand. Wir
nehmen ferner an, dal’ aullerhalb des Kondensators das Feld verschwindet. Die zwischen den
Platten herrschende Feldstérke konnen wir berechnen, indem wir fiir eine Platte das Gaul3sche
Gesetz anwenden. Es ist

(Ei—ﬁa)-ﬁzﬁi-ﬁ:E:4woz4W% : (1.186)

Die Feldstérke innerhalb des Kondensators ist konstant und hat den Betrag E = 47 Q/F'. Fur
die Potentialdifferenz zwischen den Platten erhalten wir

d d
¢2—¢1:—/E-dF:—/Edz:—Ed . (1.187)
0 0
Fur die Spannung U bekommen wir daher
_ _ . Q
U—¢1—¢2—47Tﬁd . (1188)
Wir definieren die Kapazitat C' eines Kondensators durch
Q
C=—= . 1.189
- (1.189)

Diese Grolie bestimmt die Ladung ¢, die bei gegebener Spannung U auf den Kondensator palt.
Fir die Kapazitdt des Flachenkondensators folgt

F

= 1.1
4rd (1.190)
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Die Kapazitét ist damit durch rein geometrische MaterialgroRen bestimmt. Wir kdnnen auch
leicht die Energiedichte im Kondensator ermitteln. Es folgt
1

= —|E(F
w= o |E(F)P =

4 2
2 Um9) _oip2 (1.191)

Fur die Gesamtenergie folgt

2
W = de=27r02Fd=27rﬁFd
d 1Q* 1 1
= 2—:——:— = — 2

= 27Q 730 2QU 2CU ) (1.192)
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1.13 Die Greenschen Theoreme

Unter Verwendung des GaulRschen Satzes konnen wir die oftmals wertvollen Greenschen Theo-
reme ableiten. Es seien ¢ und ) zwei stetig differenzierbare skalare Felder und V' ein Volumen
mit geschlossener Oberflache S(V'). Wir untersuchen jetzt das spezielle Vektorfeld

E (7) = ¢ (7) grady (7) (1.193)
und wenden darauf den GauRschen Satz an. Zunichst mussen wir divE berechnen.

divE (7) = div(¢grady) = @ divgradip + grads - grady
= pAY+Vy Vo . (1.194)

Mit der Fldchennormalen 77 kdnnen wir schreiben
df =@df . (1.195)
Somit folgt
E“-df’:go(w-ﬁ) af . (1.196)

Wir definieren nun die Normalenableitung von ¢ auf S(V)

Vi -t = o (1.197)
on
Jetzt kdnnen wir den Gaulischen Satz anwenden und erhalten das
1. Greensche Theorem
> > 0
/ (goAt/J + VY- w) &r = ?{ o % d . (1.198)

|4 S(V)

Vertauschen wir nun in dieser Ableitung die Felder ¢ und « und ziehen die resultierende Iden-
titdt von dem Ausdruck (1.198) ab, so folgt das
2. Greensche Theorem

[sv-vagar= 4 (@a_d} - a—”) i (1.199)
S(V) a'n/ a'n/
7
Setzt man schliel3lich im 1. Greenschen Theorem ¢ = 1, so folgt eine weitere nitzliche ldentitéat
/ Ay dr = ?{ % df . (1.200)
on
14 S(V)
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1.14 Randwertprobleme
Ein Grundproblem der Elektrostatik ist die Losung der Poisson-Gleichung
A¢p = —4mp . (1.201)

Hierzu missen wir Losungsverfahren entwickeln, um diese lineare, inhomogene, partielle Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung zu entwickeln. Falls die Ladungsdichte g (7') bekannt ist
und keine speziellen Randbedingungen auf Grenzflachen im Endlichen zu erfiillen sind, dann
reicht als allgemeine Losung das Poisson-Integral vollig aus,

L o ('
¢ (7) =/d3r’ |F£ 2,| : (1.202)
Ist o rdumlich begrenzt, so gilt insbesondere
p— 0 ; Vo — 0 . (1.203)
T—00 T— 00

Bei vielen praktischen Problemen ist jedoch der Ausgangspunkt ein anderer. Oftmals ist o (7')
in einem gewissen Raumbereich V' sowie ¢ oder g—ﬁ = —FE - it auf gewissen Grenz- oder
Randflachen in V' vorgegeben. Gesucht ist dann das skalare Potential in allen Punkten 7 des
Raumbereiches V. Wir wollen zunédchst untersuchen, unter welchen Bedingungen ein elektro-
statisches Randwertproblem eine eindeutige mathematische Losung besitzt. Dazu verwenden
wir die Greenschen Theoreme und die Poisson-Gleichung. Wir setzen

S 1
p— () 5 Y— o (1.204)
Es folgt unter Verwendung des 2. Greenschen Theorems
/ S Ay — — L ALg )| @
N
7
/
= —47r/d37"'¢ (Fho(F—7")+ 47r/d37"' |75£T7:),,|
14 14
0 1 1 0¢
= ! r! : 1.2
[ @6 55 = e (209
S(V)
Es sei nun 7 € V, dann folgt als Lésung fiir das Potential
g _ 3./ p( )
¢(7“) - /d |7“—7“’|
1 1 8¢ 0 1
— : 1.2
4 Z [ — 7| on' (r )an’|" "’|] (1:206)
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Dieses Resultat bedarf einiger Erlduterungen. p in V und ¢ bzw. g—ﬁ auf S(V') bestimmen das
Potential in ganz V. Ist V' ladungsfrei, dann gilt mit# € V

DS O S T S I
W)‘m/df [|F—F’|8n’ ™) owm=r| (1.207)
S(V)

¢ ist also vollstandig durch seine Werte und die seiner Normalenableitung auf S(V") bestimmt.
Ferner ist durch die Angabe von ¢ und g—ﬁ auf S(V') das Problem tiberbestimmt. Dies sind die
Cauchy-Randbedingungen. Beide Vorgaben diirfen nicht willkdrlich sein. Wir wollen die Rand-
bedingungen etwas Klassifizieren. Wir unterscheiden zwei Typen von Randbedingungen. Bei
den Dirichlet-Randbedingungen ist ¢ auf S(V') vorgegeben. Bei den Neumann-Randbedingungen
ist g—ﬁ = -7 E auf S(V) vorgegeben. Es liegen gemischte Randbedingungen vor, wenn die-
se auf S(V) stiickweise Dirichlet- und stiickweise Neumann-Charakter haben. Wir wollen nun
die Eindeutigkeit der Losung nachweisen. Es seien ¢ (7) und ¢, (7) Ldsungen der Poisson-
Gleichung mit

Ayjs () = —4mp () (1.208)
und es gelte
¢1=¢o auf S(V) (1.209)
bzw.
Op1 Oy
= an auf S(V) . (1.210)

Dies entspricht Dirichlet- bzw. Neumann-Randbedingungen. Fur

P (7) = ¢ () — ¢2 (7) (1.211)
folgt dann
Ay (F) =0 (1.212)
mit
=0 auf S(V) (1.213)
bzw.
Z—Z =0 auf S(V) . (1.214)
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Das 1. Greensche Theorem liefert dann fiir ¢ = ¢

- \2
/ Br [¢A¢ n (w) ] - ]{ v u (1.215)
on
14 S(V)
Mit beiden Typen von Randbedingungen wird die rechte Seite zu Null. Es bleibt mit Ay =0
4 \2
/ d3r (w) =0 (1.216)
7
und damit
Vi = (1.217)
und weiter
1) = const. (1.218)

Mit den Dirichlet-Randbedingungen haben wir ¢ = 0 auf S(V") und somit ¢ = 0 in V. Da-
mit resultiert ¢, (7) = ¢2 (7) in V, was die Eindeutigkeit belegt. Aufgrund der Neumann-
Randbedingung folgt 1) = const. in V und 3£ = 0 auf S(V). Dies impliziert

o (F)=¢a(F)+C . (1.219)

Die Konstante C' ist ohne Bedeutung und féllt bei der Bestimmung der observablen Feldstarke
E (7) heraus. Beide Typen von Randbedingungen legen also physikalisch eindeutig die Losung
der Poisson-Gleichung fest.

Wir wollen nun einige physikalische Anwendungen diskutieren. Zunéchst klassifizieren wir die
Materialien, die Ladungen tragen konnen. Als Nichtleiter oder Isolatoren bezeichnen wir Stof-
fe, deren geladene Konstituenten auch bei Anlegen eines elektrischen Feldes fixiert bleiben. In
Leitern lassen sich elektrische Ladungen verschieben. Befindet sich ein Leiter in einem elektri-
schen Feld, so wird sich ein Gleichgewichtszustand einstellen, in dem sich die Ladungen auf
der Oberflache und im Innern in Ruhe befinden. Dies bedeutet aber

EF)=0 (1.220)
oder
¢ (') = const. (1.221)

im Leiter. Was passiert an der Grenzflache Leiter-Volumen? An der Innenseite der Leiterober-
flache muR gelten

EM=EY=0 | (1.222)

)

44



Tangential- und Normalkomponenten des E-Feldes sind Null. Die Tangentialkomponente an
der Grenzflache ist stetig, also

EY =0 . (1.223)

a

Fir die Normalkomponente folgt

EW =470 . (1.224)

a

Das elektrische Feld steht also stets senkrecht auf der Leiteroberflache. Die Leiteroberflache
ist damit auch Aquipotentialfliche. Aus dem GauBschen Satz folgt weiterhin, daB das Innere
des elektrischen Leiters stets ladungsneutral ist. Bringen wir einen elektrischen Leiter in ein
externes elektrisches Feld, so werden sich die quasifreien Ladungstrager so lange verschieben,
bis das resultierende Feld senkrecht in die Leiteroberflache einmiindet. Somit verschwindet die
Tangentialkomponente von E. Das externe Feld wird damit deformiert. Wenn aber E{™ # 0
ist, folgt, dal3 sich eine korrespondierende Oberflachenladungsdichte o gebildet haben muf3. Das
dufBere Feld erzeugt eine Influenzladung an der Leiteroberflache.
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1.15 Die Greensche Funktion

Wir konnen die Losung fir die Poisson-Gleichung oder die Laplace-Gleichung in einem be-
stimmten begrenzten Volumen mit bekannten Dirichlet- oder Neumann-Randbedingungen mit
Hilfe des zweiten Greenschen Theorems und der sogenannten Greenschen Funktion bestimmen.
Wir betrachten das Potential einer Punktladung mit ¢ = 1, fuir das gelten muf3

1

A = A

Diese Funktion ¢ ist nur eine der Klassen von Funktionen G, die von 7 und 7/ abhangen und
fur die gilt

A, G (77" = —4n 6(F — 7') (1.226)
mit
———+ (7). (1.227)
Hierbei muB f die Laplace-Gleichung
Af (77 =0 (1.228)

erfillen. Die Freiheit in der Wahl der Funktion f (7, 7') werden wir ausnutzen, um darin die
Dirichlet- oder Neumann-Randbedingungen zu inkorporieren. Wir setzen im 2. Greenschen
Theorem ¢ = ¢ und ¢ = G(7, 7).

/ &' |6 (7) MG (7,7) = G (7,7) Avg (7]

g
= —tr [ @6 ()3( - )+ am [ & GG p ()
1% 1%
n 0G o 00
_ / df’ [qﬁ(r')%—G(r, ) 7] . (1.229)
5(V)
Wir haben die Symmetrie ausgenutzt
AG (77 = ALG (7, 7). (1.230)
Fir 7 € V impliziert dies
1 oG ¢
=\ __ 3,7 —/ = 2N\ ! 2N o = = U
¢(r)—/dr p(F)G ()~ | df [qﬁ(r)an, G55 - (1231
v 5(V)



Jetzt haben wir die Mdglichkeit, tiber die noch frei verfiigbare Funktion f (7,7') die Uberbe-
stimmtheit des Problems zu beseitigen. Wir diskutieren zundchst Dirichlet-Randbedingungen.
Falls ¢ (7') auf S(V') vorgegeben ist, wird man f (7, 7') so wahlen, dal

— = a¢
/ df' Gp (7, 7") — B = =0 (1.232)
S(V)

gilt. Wir konnen dies realisieren durch
Gp (F, F') =0 V 7 eSw). (1.233)

Es bleibt dann fiir das skalare Potential

S oL 1 _n 0Gp
o) = [@rp@ G- o [ e Gr . a2
14 S(V)

Da ¢ auf S(V)) und p in V bekannt sind, ist hiermit die Losung des Problems auf die Bestim-
mung der Greenschen Funktion zuriickgefiihrt, die (1.233) erflillen muf3.

Wir diskutieren jetzt Neumann-Randbedingungen. Falls g—ﬁ = —E -7 auf S(V') vorgegeben ist,
wird man f (7, 7') so wahlen, dal

1 i OGN (7, 7")
AT af' 6 () on’

5(V)

= —¢y (1.235)

gilt, wobei ¢, eine beliebige Konstante sein darf. Es bleibt dann als formale Losung fur das
skalare Potential

d
¢ (7) — o = /d3r'p( NG (7, 7) + % / df' Gy (7, 7") af;' . (1.236)

|4 S(V)

Da 3—"’ auf S(V) und p in V bekannt sind, ist auch in diesem Fall das zu l6sende Problem auf
die Bestlmmung einer Greenschen Funktion zuriickgefiihrt. Die Greensche Funktion G y (7, 7')
muf} nun die Randbedingungen (1.235) erfllen.
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1.16 Methode der Bildladungen

Als erstes Anwendungsbeispiel, um den Wert der Einfiihrung der Greenschen Funktionen zu
erkennen, betrachten wir eine Ladungsverteilung p vor einer in der zy-Ebene unendlich aus-
gedehnten leitenden, geerdeten Platte. Wir suchen das Potential im Halbraum (z > 0). Die zu
erfiillenden Randbedingungen sind vom Dirichlet-Typ

¢(z,y,2=0) = 0, (1.237)
¢ (x==200,9,2>0) = ¢(z,y==200,2>0)=0¢(z,y,2=+00)=0 .(1.238)

¢ ist also auf S(V) identisch Null.

Platte

Es bleibt demnach die Greensche Funktion Gp (7, 7') zu bestimmen, fiir die zunédchst gilt
1
Gp (7, 7") = o7 + fo (7, 7). (1.239)

Wir kdnnen G'p als das Potential einer Punktladung bei 7/ € V" auffassen. Folgende Bedingun-
gen sollen dabei erfiillt sein

Afp (@7 =0 Y Fev | (1.240)
- = ¢
/ df' Gp (7, 7") pare 0 . (1.241)

Die zweite Bedingung kénnen wir realisieren durch
Gp (7, 7)=0 fur 7eSV) . (1.242)

Wir betrachten zunéchst die zy-Ebene, die einen Teil von S(V') darstellt. Wir fordern

~1
fo (7,7") = fir 2=0 . (1.243)

Vi@ =) +(y—y)? + (-2

48



Dies legt fiir fp (7,7') den folgenden Ansatz nahe

—1
fo (7)) = == (1.244)
|7 — gl
Dabei soll 775 aus 7' durch Spiegelung an der zy-Ebene entstehen
m=(y,") = =0y, -7) . (1.245)
Wenden wir den Laplace-Operator auf fp (7, 7') an, so ergibt sich
A fp (7, 7)) = 4w6 (7 —T7')
= dnd(z—2)o(y—y) o (2 +7)
=0V eV . (1.246)

Damit ist die erste Forderung an fp (7, 7') erflllt. Fiir die gesamte Greensche Funktion folgt

Go (i) = (= )

=71 -

1
|:\/(IE —2) + (y—y)’ + (2 — )

- L ] . (1.247)

\/(:c —2) +(y—y) + (2 +2)"

Auf der zy-Ebene (2=0) kompensieren sich die beiden Summanden in der Klammer. Fir die im
Unendlichen liegenden Begrenzungsflachen von V' ist jeder Summand fur sich bereits Null

Gp(F,7Yy=0 VvV 77 eSV) . (1.248)
Damit konnen wir das vollstdndige Resultat fur das skalare Potential ¢ der Ladungsdichte p
angeben. Mit (1.234) und (1.247) folgt
1 1

|

6= [ d3r’p(F'>[ (1.249)

Wir schreiten weiter fort in der Diskussion von Bildladungseffekten. Wir hatten fiir die Green-
sche Funktion gefunden

=7 -7

1
GO = T (1.250)

wobei f die Laplace-Gleichung erfullen muB,
Af(FR7PY=0 V 7A7eV . (1.251)



Damit kann f(7,7') aber als das Potential einer Ladungsverteilung auBerhalb V' verstanden
werden, das zusammen mit dem Potential 1/|7 — 7’| der Punktladung ¢ = 1 bei 7' fir die
gegebenen Randbedingungen auf S(V') sorgt. Die Position dieser fiktiven Ladungsverteilung,
der sogenannten Bildladung, hangt von der Position 7' der realen Ladung ¢ = 1 ab. Dies ist
der Kernpunkt der Methode der Bildladungen. Man bringt auRRerhalb von V' Bildladungen an,
derart, daB die geforderten Randbedingungen erfiillt werden. Da diese Bildladungen auRRerhalb
von V positioniert sind, &ndern sie die Poisson-Gleichung innerhalb von V' nicht. Wir ersetzen
somit Randbedingungen quasi durch Bildladungen,

p(7') und Randbedingungen = p(7') plus Bildladungen (1.252)

Wir wollen dieses Verfahren anhand von zwei Beispielen verifizieren. Zunéchst betrachten wir
eine Punktladung tber einer geerdeten, unendlich ausgedehnten Metallplatte.

z z
QlF’=(0,0,z') atp
==
=7 ot "

Hierbei ist V der Halbraum mit z > 0. Die Randbedingungen sind vom Dirichlet-Typ und lauten
¢ = 0 auf S(V). Fur das Potential machen wir angesichts der geforderten Randbedingungen
den Ansatz

$(F) = oo 4 2 (1.253)

mit 7' = (0,0, 2') und 7’53 = (0,0, 2’'5). Die Aufgabe lautet nun, gg und #’; so zu bestimmen,
daR gilt 73 & V sowie

¢(F)=0 V 7=(z,y4,0) . (1.254)
Dies impliziert

0= g + a5 . (1.255)
\/IE2 +y2 4 (—2')° \/IE2 +y2+ (—2'p)"
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Hieraus folgt sofort gg = —q und 2'p = —2/, also

1 1
7 = — ) 1.256
o0 =3 (71~ ) (1250
Fir die elektrische Feldstarke resultiert
=\ (IE,y,Z—Z’) (IE,y,Z+Z’)
E([)=q [ e F’|3 — o F’|3 ) (1.257)

Die Metalloberflache ist eine Aquipotentialflache, ¢ = 0. Das Feld E (7) steht senkrecht auf
dieser Fléche.

Wir haben insbesondere

q g, (1.258)
(IE2 +y? + z’2)3/2

Mit Hilfe des Verhaltens der elektrischen Feldstarke an Grenzflachen konnen wir die Influenz-

Flachenladungsdichte auswerten. Es ist

1 5 !
o= —E(z=0)-8=—L i . (1.259)

47 2T (IE2 + y2 + 2112)3/2

Die gesamte Influenz-Flachenladung erhalten wir durch Integration tber die Metalloberflache

q= / df o (1.260)

2=0

Hierzu verwenden wir ebene Polarkoordinaten mit
df = pdpdyp (1.261)
und

pPP=2+y . (1.262)

51



Es folgt

® !

z
7= —q / dpp———=r
0 (p2 + zl2)3/2

d 1

_ I S R
= qzo/dp< dp(p2_|_2;12)1/2> q . (1.263)

Die Influenz-Flachenladung entspricht somit gerade der Bildladung ¢g = —q.

Als zweites Anwendungsbeispiel diskutieren wir das Feld einer Punktladung tber einer geerde-
ten Metallkugel. Gegeniiber der ersten Aufgabe haben wir also die Geometrie etwas abgeéndert.

In diesem Fall sei V' der Raum zwischen zwei konzentrischen Kugeln mit dem Radius R und
R’ — oc. Wieder simulieren wir die Randbedingung, ndmlich

$=0 auf S(V) , (1.264)

durch Einfiihren einer Bildladung ¢g, die nicht in V' und daher im Innern der geerdeten Me-
tallkugel lokalisiert sein muf3. Aus Symmetriegriinden erwarten wir 7’5 || 7/ mit r; < R. Dies
fuhrt uns auf den Ansatz

_ q B
*0 = w7 T =
!
- Q/:,q L L7L0 B (1.265)
€ — €y r = 5
‘ r r T ger — €y
Es ist
€+ €y =COSQ . (1.266)
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Die Randbedingung ¢ (r = R) = 0 lautet explizit

/

q ' r ~' g [ R? R 'k
0=R<1+ﬁ—2ﬁcosa> +—<—+1—2—cosa> } (1.267)
B T

Diese Bedingung wird offensichtlich erfullt durch

q 4dB
== - 1.268
R T’B ( )
und
7! R
— = . 1.269
R T’B ( )
Somit lautet die Losung
R2
r'g = ’ <R (1.270)
und
R
g = —¢q oo (1.271)
Das Potential lautet daher
1 E
)= — ) 1.272
¢(r) =q 7 — /| ‘77— R,—if’\ ( )

Es erfiillt in V' die Poisson-Gleichung und auf S(V') die Dirichlet-Randbedingungen. Aus dem
Potential ¢ (7) kdnnen wir sofort die Greensche Funktion fiir die geerdete Kugel deduzieren.
Es ist

Gp(rT) = |F—1F’| B %F—l R
1
— (r2 ' 2rE, - é}:)_% - (7"]; + R? = 2rr'g, - e) ’ (1.273)
Offensichtlich gilt die Symmetrie
Gp (7, 7"y = Gp (7', 7) (1.274)
sowie
Gp (7, 7)Y=0 V 77 eSV). (1.275)

Damit haben wir mittels dieses speziellen Beispiels eine grol3e Klasse von allgemeinen Poten-
tialproblemen einer Losung zugefiihrt. Die Kenntnis der Greenschen Funktion Gp (7,7') ist
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ausreichend, um das Potential einer beliebigen Ladungsverteilung p (7') auBerhalb einer Kugel
von Radius R zu berechnen, auf deren Oberflache ¢ beliebig, aber bekannt ist. Es muR} also
nicht notwendigerweise eine geerdete Metallkugel sein. Zur vollstdndigen Losung benotigen
wir noch die Normalableitung von G . Dabei ist zu beachten, dal3 der Normaleneinheitsvektor
senkrecht auf S (V') nach auBRen gerichtet ist, nach unserer Wahl von V" also ins Kugelinnere. Es
folgt

aGD _ aGD
on’ or' |.._g
1 R
- = r o (1.276)
R (r2+ R2 — 2rRé, - €.) "

Bei bekannter Ladungsdichte p in V' und bekanntem Oberflachenpotential ¢ (r' = R, ', ¢') auf
S(V) ist dann das Problem nach (1.231) vollstandig geldst durch

¢(7) = ¢(m9,

> 1o
R(r il /dcosﬁ'/dgo ORI) 1o
(r2+ R2 — 2rRé, - &) "

Die analytische Durchfiihrung der Winkelintegrale kann unter Umstanden recht komplex wer-
den. Wir kehren zuriick zum konkreten Beispiel der geerdeten Metallkugel und wollen die In-
fluenz-Flachenladungsdichte ermitteln. Es gilt

194

1.278
4 On|,_p ( )

Dieselbe Rechnung wie fir 25 fiihrt zu

R 1- &

)

o= — pid . (1.279)
AnR? \ 1’ (1+ ﬁ—z —2& cos a)%

o ist rotationssymmetrisch um die Richtung €, und maximal fir o = 0,
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2 Multipolentwicklungen und Dielektrika

2.1 \ollstandige Funktionensysteme

Eine h&ufig angewendete Technik bei der Losung der Poisson-Gleichung besteht in der Ent-
wicklung der gesuchten Losungsfunktion in einem vollstdndigen Funktionensystem. Analog
wie wir in der Mechanik einen Vektor darstellen konnten als Superposition von Basisvektoren,
kodnnen wir auch Funktionen reprasentieren als Superposition von Basisfunktionen. Diese Ent-
wicklung in vollstandige Funktionensysteme wollen wir in diesem Kapitel diskutieren. Fiir den
Ortsvektor gilt beispielsweise

3
F=anén, (2.1)
n=1

analog schreiben wir fiir eine Funktion f (z)

f(z) = i Un gn (T) . (2.2)

Hierbei sind die a,, wieder die Entwicklungskoeffizienten und die g,, (z) sind die Basisfunk-
tionen, die im allgemeinen den Raum der quadratintegrablen Funktionen aufspannen sollen.
Im allgemeinen ist dieser Raum unendlich dimensional. Betrachten wir nun ein endliches oder
unendliches System von reellen oder komplexen Funktionen g;(z), ga(), ..., gn(x) auf dem
Intervall [a, b]. Dieses Funktionensystem heif3t orthogonal, wenn die Funktionen die Orthogo-
nalitatrelation erftllen,

b
/ 0a(2) 0% (2) dz = Ny G- 23)

Hierbei bezeichnet g (z) die komplex-konjugierte Funktion von g,,(z). Ist N, = 1 Vn, so
nennt man das System ein Orthonormalsystem. Als Norm der Funktion bezeichnen wir generell
den Ausdruck

[o@ g @ . @4

a

Jede Funktion, die nicht die Nullfunktion ist, kann durch Multiplikation mit einer geeigneten
Konstanten normiert werden. Es ist

eI p—C) (25)




die zu g(x) zugehdrige normierte Funktion. Diese Relation entspricht der Normierung eines
\Vektors

a
Vi i
Wir wollen nun eine beliebige Funktion f(z) in ein orthogonales Funktionensystem g, (z) ent-
wickeln. Diese Entwicklung sei gegeben durch

= Zan gn(x) . (27)

Wir miissen nun ermitteln wie die Entwicklungskoeffizienten a,, zu bestimmen sind. Wir gehen
jetzt von einer orthonormalen Basis aus. Wir multiplizieren (2.7) mit g%, () und integrieren. Es

folgt
b
- / £(2) g2, (x) da (2.8)

als Ausdruck fir die Entwicklungskoeffizienten. Wir wollen nun die Vollstdndigkeit des Funk-
tionensystems behandeln. Wir gehen aus von einer quadratintegrablen Funktion f(x). Wir defi-
nieren nun

—

€y =

(2.6)

N

Wir wollen die Koeffizienten a,, so wahlen, damit fx(x) die vorgegebene Funktion f(z) in
optimaler Weise approximiert. Es wird gefordert, dal? der Ausdruck

b

A= / dz |f(z) - (@) (2.10)
minimal wird. Dies fuhrt auf
b N b N b N
A= [ @@ -3 a [ dg@f@) -3 e [ doo@ @+ da,
' ' ' (2.11)

Als Extremalbedingung fordern wir

b
aan / dz g, (z , (2.12)

0A
dat, -

dz g:(z) f(z) + an - (2.13)



Die optimale Wahl fir die Koeffizienten a,, ist demzufolge

b

an, =/g;(:v) flx)dz . (2.14)

a

Man spricht nun von der Konvergenz im Mittel falls

b
lim / dz (@) = fu@) =0 . (2.15)

Wir definieren nun: Ein orthonormales Funktionensystem g,,(z) mitn = 1,2, ... heift vollstandig,

falls fur jede quadratintegrable Funktion f(z) die Reihe fx(z) im Mittel gegen f(x) konver-
giert, so daR gilt

fl@) =) angn(2) (2.16)

mit a,, aus (2.14). Wir setzen (2.14) in (2.16) ein und bekommen

0o b
flz) =) / dy g5 (y) £ (y) ga(z) - (2.17)
n=1 a
Dies fuhrt auf die Vollstandigkeitsrelation
D () galz) =0z —y) . (2.18)
n=1

Als Beispiel fiir Systeme orthonormaler Funktionen behandeln wir jetzt Fourier-Reihen. Da fur
positive ganzzahlige n, m die Beziehung gilt
/sin(nx) sin(mz) dz = 7 Spm, (2.19)

-7

stellt im Intervall —7 < z < =« die Funktionenfolge g,(z) = %Sin(nx) mitn = 1,2,...
ein Orthonormalsystem dar. Da diese Folge jedoch nur aus ungeraden Funktionen, f(z) =
—f(—z), besteht, kdnnen damit nur ungerade Funktionen approximiert werden. Nimmt man

das ebenso orthonormale System von geraden Funktionen, f(z) = f(—x),
1

hn(z) = ﬁcos(n:v) mit n=1,2,... (2.20)
und
1
ho(z) = o (2.21)



dazu, kann man beliebige Funktionen darstellen als

f(z) = % + Z {an cos(nz) + b, sin(nz)} . (2.22)

n=1

Bei geraden Funktionen f(x) verschwindet b,,, bei ungeraden Funktionen verschwindet a,,. Die
Fourier-Koeffizienten ergeben sich zu

a, = ;T/f(:v) cos(nz) dx, (2.23)
b, = ;T/f(:v)sin(nx)dx : (2.24)
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2.2 Legendre-Polynome

Als ein weiteres wichtiges Beispiel eines vollstandigen Funktionensystems, das insbesondere in
der Elektrostatik von groRer Bedeutung ist, wollen wir die Kugelfunktionen einfiihren. Zunéchst
gehen wir aus von der Funktion

Y= 2k (2.25)
die auch in der Form

P =

(2.26)

V2 — 9rr cosa + 1’2

dargestellt werden kann. « ist der Zwischenwinkel von 7 und 7'. Die Wurzel soll nun in eine
Potenzreihe nach dem Verhaltnis der Abstande r und r’ entwickelt werden. Dazu definieren wir

r< = min(r,7'), (2.27)
rv = max(r,r’) . (2.28)
Damit ist immer fur r # »'
< <1, (2.29)
>

und wir erhalten die folgende Entwicklung

1

1 27'< < ? T>
T —2scosat | S

Die hier auftretenden Koeffizienten sind die Legendre-Polynome P;(cos ). Die Entwicklung
kdnnen wir dann schreiben als

1 2
1+cosar—<+—(3cos2a—1) (T—<> +...
> 2 >

(2.30)

1

1 27'< < ? T>
T -2 cosat |

2
Py + Pi(cos a)r—< + Py(cos o) (T—<>
> >

>
© g
T 1
= — B(cosa) = 5——=- . (2.31)
2ot T
Wir setzen
T =cosq (2.32)



mitz € [1,-1] .

Die ersten Legendre-Polynome haben die folgende Gestalt

Py(z) = 1, (2.33)
Pi(z) = =, (2.34)
Py(z) = %(3:52—1) , (2.35)
Py(z) = %(5:53—3:5) : (2.36)

Wir erkennen schon hier, dal3 die Legendre-Polynome zu geradem Index gerade Funktionen
sind, die zu ungeradem Index sind ungerade Funktionen. Die Legendre-Polynome kdnnen mit-
tels der folgenden Relation berechnet werden

o) = gz (@ = 1)" (2.37)

Dies ist fir die ersten der oben angegebenen Legendre-Polynome leicht zu verifizieren. (2.37)
nennt man auch Rodrigues-Formel. Wir hatten gefunden, dal? gilt

1 > rl<
s=0 0 Py(cos @) (2.38)
\/1—2T—<cosa+(T—<) i=0 ">
r> r>
Mit £ = cos & und
p="'< (2.39)
>
schreiben wir dies auch als
g(t,z) = (1 — 2zt + 152)_1/2 = Z P,(z)t" (2.40)
n=0

mit |¢| < 1. g(¢,z) wird als generierende Funktion bezeichnet. Damit folgt

dg(t, IE) z—t L
= nP,(z)t" ™ . 241
ot (1-2st+2)7 Z 2A4)

Dies ergibt nach Multiplikation mit (1 — 2zt + %)

(1 — 22t + %) ZnP ) 7 1+(t—x)§:Pn(:c)t"=0 : (2.42)

n=0 n=0

Wir fuhren jetzt einen Koeffizientenvergleich in Potenzen von ¢ durch und schreiben
> mP(z)t™ = 20z By(z) 1" +ZsP )5+ +ZP )ttt — ZxP
m=0 n=0
(2.43)
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Zum Koeffizientenvergleich setzen wir

m=mn+1 (2.44)
und
s=n—1 . (2.45)
Dies fuhrt auf
(2n+ 1)zP,(z) = (n+ 1) Pyy1(z) + nPy_1 () (2.46)
mitn =1,2,... . Wir I6sen dies auf nach P, (z) und bekommen

[2Pn(2) — Poy(7)]
n+1

P, 1(z) =22P,(z) — Py_1(z) — (2.47)

Dies ist eine numerisch stabile Rekursionsformel, um aus der Kenntnisvon Py =1 und P, = z
alle beliebigen P,(z) zu ermitteln. Als néchsten Schritt wollen wir die Differentialgleichung
ableiten, deren Losung die Legendre-Polynome sind. Wir differenzieren die generierende Funk-
tion in bezug auf z

dg(t, ) ,
= P! 2.48
Oz (1 — 2zt + 12)” Z (249)
oder
(1—-2at+1%)) Pi(z)t" —t Y _ Po(z)t"=0 . (2.49)
n=0 n=0

Wieder fiihren wir einen Koeffizientenvergleich durch und erhalten zunéchst

i _ 21:2]3/ tn+1 Z tn—l—l + ZPI ts+2 =0 . (2.50)
m=0

n=0

Mitm =n + 1 und s = n — 1 haben wir
Py (@) + Pi_y(z) = 20 Py(z) + Pa(z) . (2.51)

Eine weitere Relation konnen wir ableiten, wenn wir die Rekursionsbeziehung differenzieren,
d.h.

% (2n+1)2Py(@)} = (n+1) Pl (0) +n P (z) . (2.552)
Es folgt
22n+1)P,(z) +2(2n+ 1)z P, (2) =2(n+ 1) Py, (z) + 2n P,_,(z) . (2.53)
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Zu dieser Gleichung addieren wir das (2n + 1)-fache von (2.51)

22n+1)P,(z) +2@2n+ )z P (2) + 2n+ )P, + 2n+1)P,_,(z) =

2(n+1)P, . (z) +2n P,_ (z) + 22(2n + 1)P,(z) + (2n + 1) Py(z) . (2.54)
Dies ergibt
Pr(z) = Py_y(z) = (2n+1)Py(z) (2.55)

Wir addieren (2.55) und (2.51) und bekommen
2P, (z) =2zP,(z) + 2(n+ 1) P, (x) (2.56)
und somit
P, (z) = (n+1)Py(z) +z P,(z) (2.57)
Subtraktion von (2.55) von (2.51) ergibt
2P, (z) =2z P(z) + Pu(z) — (2n + 1) P, (), (2.58)
also
P! (z) = zP'(z) — nP,(x). (2.59)
Wir behaupten ferner, dal gilt
(1 —2°) Pi(z) = nPy_1(z) — nzPy(z) . (2.60)
Es folgt

nP,_1(z) = (1—2%) P.(z)+ nzPa(z)
= (2n+4 DzP,(z) — (n+ 1) Ppy1(z), (2.61)

wobei wir im letzten Schritt die Rekursionsformel der Legendre-Polynome ausgenutzt haben.
Dies fuhrt sofort auf

(1-2) Po(z) = (n+ 1)zPy(z) — (n+ 1) Poyi(z) . (2.62)

Wir miissen aber noch (2.60) beweisen. Wir gehen hierzu von (2.57) aus und ersetzen n durch
n — 1. Es folgt

P (z) =nP,_1(z) + 2P _,(z) . (2.63)
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Aus (2.59) resultiert
zP'(z) = nP(z) + P'p1(z) . (2.64)

Wir multiplizieren diese Gleichung mit = und subtrahieren das Ergebnis von (2.63). Wir haben
dann das Ergebnis

(1 —2%) Pu(z) = nPy_1(z) — nzP(z) . (2.65)
Wir differenzieren jetzt diesen Ausdruck. Es resultiert
—2zP,(z) + (1 — 2%) P;(z) = nP,_,(z) — nPy(z) — nzP,(z) . (2.66)
Es folgt weiter nach (2.59)
(1 —2°) P)(z) — 22P) () + n°Pu(z) — naPy(z) + nPa(z) + nzPy(z) = 0 (2.67)
und somit
(1 —2%) P)(z) — 22P)(z) + n(n+ 1)P(z) =0 . (2.68)

Dies ist die Legendre-Differentialgleichung. Es ist eine lineare Differentialgleichung zweiter
Ordnung.

Wir wollen nun die Orthogonalitétsrelationen der Legendre-Polynome ableiten. Dazu schreiben
wir die Legendre-Differentialgleichung um in

d

o0 [(1—2®) P(z)] + n(n+ 1)Pu(z) =0 . (2.69)
Wir multiplizieren diese Gleichung von links mit P,,(z) und subtrahieren davon den gleichen
Ausdruck, wobei die Indices m und n ausgetauscht wurden. Wir integrieren von —1 bis +1. Es
folgt

[{r@ 4 (0= P - o) L [0 - ) o) as
— [m(m+1)—n(n+1)] / Po(2)Pu(z) dz . (2.70)

-1

Wir integrieren partiell, der ausintegrierte Anteil verschwindet aufgrund des Faktors (1 — z2).
Es verbleibt
+1
m(m + 1) — n(n + 1)] / Py(2)Po(z)dz =0 . (2.71)

-1
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Fur m # n folgt daher

+1
/ Py () Po() dz = 0 (2.72)
]
oder mitz = cos ©
/Pn(cos ©) P,,(cosO) sin® dO =0 . (2.73)

0

Wir missen jetzt noch den Spezialfall n = m studieren. Dabei gehen wir aus von der generie-
renden Funktion

0o 2
(1—2tz+13)" = | Pula) t"] . (2.74)
n=0
Wir integrieren Uiber = im Intervall [-1, +1]. Es folgt
+1 o0 +1
_dr St [ [Pu@)de . (2.75)
1—2tx + 12
el n=0 %
Wir substituieren
y=1-2%z+1 . (2.76)
Damit erhalten wir
T (l+t)2d 1 1
1
/4x=—/—y=—ln Lt I 2.77)
1—2te+1t2 2t y t 1—1
—1 (1—t)2
Wir entwickeln diesen Ausdruck in eine Potenzreihe
1, [1+t =
—In{——) =2 . 2.78
tn<1—t> ;2n+1 (278)
Der Vergleich mit (2.75) zeigt
+1 )
P, (z)]*dz = 2.79
[IP@ds= 52 2.19)

Damit ist die Orthogonalitatsrelation abgeleitet.

64



Wir stellen nun eine Funktion in einer Reihenentwicklung in Legendre-Polynomen dar
f@) =) anPula) . (2.80)

Zur Bestimmung der Koeffizienten a,, multiplizieren wir mit P,,,(z) und integrieren. Es ergibt
sich

+1
2m2—|- [ 0m = /f(:v) P, (z)dz . (2.81)
Damit haben wir
00 +1
flay=3 0 ( JECLC dt) Pux) . (2.82)
n=0 1

Dies ist die Legendre-Reihe.

2.3 Der Laplace-Operator in Kugelkoordinaten
Wir wollen den Laplace-Operator

—» o 9 5
— 2 —
A=V _ax%—i_ax%—i_ax%

= div grad (2.83)

von kartesischen Koordinaten in Kugelkoordinaten umschreiben. Im Rahmen der klassischen
Mechanik hatten wir bereits die Divergenz und den Gradienten in Kugelkoordinaten dargestellt.
Generell galt

1 0 0 0
ivd = — — — 2.84
diva bylbbeyg, [ayl (byzbysal) + ay2 (by3by1a2) + ay3 (bylby2a3) ( 8 )
sowie
— -1 a
gradf = E by, 2 - (2.85)
7 7 Oy

Hierbei sind die b,, Skalenfaktoren, definiert durch

or
== 2.86
Der Ortsvektor in Kugelkoordinaten ist
7= (rsindcos ¢, rsin¥sin g, rcos ) . (2.87)
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Die krummlinigen Koordinaten y; sind entsprechend r, ¢, ¢. Wir hatten bereits die Skalenfak-
toren bestimmt. Es resultiert

b = 1, (2.88)
bﬁ = T, (2.89)
b, = rsind . (2.90)

Generell erhalten wir fur den Laplace-Operator

A¢ = divgrade
1 0 by2 by3 &;5) (by3by1 6(;5) (bylby2 O0¢ )]
_ 1 Jo N 2 291
byl byz by3 [ayl ( byl oy Oys byz 02 Oys byg Oys ( )

Wir setzen jetzt die Kugelkoordinaten ein und bekommen

Ap = V3=
1 0 [ ,09 1 ¢ 1 %
2 or ( 37") T 250 r2sin 9 90 (Slnﬁ319> i r2sin® 9 0p? (2.92)

2.4 Losung der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten
Wir wollen nun die Losung der Laplace-Gleichung
Agp =0 (2.93)

untersuchen. Wir verwenden hierbei Kugelkoordinaten, deren Anwendung in der Elektrostatik
oftmals von Vorteil ist. In Kugelkoordinaten lautet der Laplace-Operator

5, O 1 ¢ 1 9%
Ag(r 9, 0) = 7"2 or ( 37") * r2sin 9 Y (Smﬁaﬁ> * r2sin? 9 Op? 0 . (294

Wir werden uns zundchst beschréanken auf Felder mit axialer Symmetrie, d.h. ¢ ist unabhéngig
vom Winkel . Es verbleibt

2 0¢ 1 0 (. 00\
or ( 37") * sin 9 89 <s1n19%> =0 (2.95)

Fur die Losung machen wir einen Separationsansatz

o(r,9) = R(r)P(¥) . (2.96)

Einsetzen in (2.95) fuhrt auf

0 [ ,0R
PE ( 37") * sin

0 oprP
%<sm19%> 0 . (2.97)
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Wir dividieren durch RP, es resultiert

1d [ ,dR 1 d (. .dP

E% (7" %> -+ m% (Sln 19@) =0 . (298)
Der zweite Term ist vollkommen unabhéngig von r, also muf’ es auch der erste sein. Beide
Terme sind konstant. Es ist damit

1d [ ,dR
und
1 d (. .dP
Wir untersuchen zuné&chst die Radialgleichung
d’R dR
2
R P = ) .
r + T kER=0 (2.101)

Die Losung dieser Differentialgleichung hat die Form

R=Ar"+

g (2.102)
Wir setzen diesen Ansatz in die Differentialgleichung ein

An(n — 1)r"™ + 2Anr™ — KAr™
+B(-n—1)(-n—=2)r " '+ 2B(—n - )r "' —kBr"'=0 . (2.103)

Aus der zweiten Zeile setzen wir
n+D(n+2)-2(n+1)=n*+3n+2-2n—-2=n’+n=n(n+1) . (2.104)
Damit wird die Gleichung (2.103) befriedigt durch
nn+1)=k . (2.105)

Wir untersuchen jetzt den winkelabhangigen Teil der Laplace-Gleichung

d (. dP .
79 (sm 19%> +n(n+1)sindP =0 (2.106)
Wir setzen jetzt
x =cost . (2.107)
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Dies ergibt

4 _ df dv _ df _ v df

_ pr— ] —_— = — —_ 2
5= dogg = —SmYo (1-2?) e (2.108)
Wir erhalten damit
d dpP
— (1 -2%) — HP=0 . :
o [( z?) d:v] +n(n+1) 0 (2.109)

Dies ist gerade wieder die Legendre-Differentialgleichung mit den Legendre-Polynomen als
Losung

P = P,(cos?) . (2.110)

Als allgemeine Losung der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten unter der Annahme axialer
Symmetrie haben wir damit

= Z Apr" P, (cos ) + Z B,r~ ™Y P (cos ) . (2.111)
n=0

n=0
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2.5 Einfihrung der Kugelfunktionen

Wir gehen wieder aus von der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten
AV(r,d,9) =0 . (2.112)
Wieder machen wir einen Separationsansatz
V(r,9,¢) = R(r)O(9) ®(p) . (2.113)
Nach Abseparation des Radialanteils bekommen wir

fifﬁ; % (Smﬁ %) + gn(i)g ’ io(f) +n(n+1)0W) 8(p) =0 . (2.114)

Die Separationskonstante fiir den Radialanteil haben wir wieder n(n + 1) genannt. Von der Be-
dingung der axialen Symmetrie machen wir jetzt nicht mehr Gebrauch. Wir dividieren (2.114)
durch ®(p) ©(¥¥). Es folgt

1 d (. ,dO 1 d*®(p)
e d© N—o |
sin 9 O(d) df (Smﬁ dﬁ) T a()ente dgr T "TU=0 (2.115)
Multiplikation mit sin?+J filhrt schlieRlich auf
sind d de 1 d2@(g0)
79 \sind —g 1) sin’ 9 + —— =0 . 2.11
o) di (smﬁ dﬁ>+n(n+ ) sin 19—1-@(%0) 02 0 (2.116)

Offensichtlich separiert auch diese Differentialgleichung in einen y-abhdngigen und in einen
J-abhangigen Anteil. Die Separationskonstante nennen wir —m?2. Es folgt

1 qu)(QO) 2
— =-m 2.117
P(p) dy? (@117)
oder
qu)(QO) 2
0] = . .
i +m*®(p) =0 (2.118)

Der @-abhdngige Teil der Laplace-Gleichung l&it sich leicht I6sen durch
® =™ =cosmy +isinmp . (2.119)

Die Orthogonalitatsrelation lautet damit

2w
/ emimie g imae g 9 g (2.120)

0
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Die normierte Losungsfunktion kdnnen wir also angeben als

® = VT eime (2.121)
Damit ® eine eindeutige Funktion vom Azimuthwinkel ¢ ist, mu m ganzzahlig sein, d. h.
m=0, 1, £2, --- (2.122)
Eindeutigkeit bedeutet
B(p) = D(p +271) . (2.123)

Damit ist die Losungsfunktion beziiglich ¢ vollstandig bestimmt. Wir wollen jetzt die verblei-
bende Differentialgleichung beziiglich der Variablen #9 untersuchen. Es gilt

Siiﬁ % (sinﬁ %) + [n(n-l— 1) — Si?’jﬁ 0=0 . (2.124)
Wieder setzen wir
x =cost¥ . (2.125)
Damit transformiert sich die Gleichung (2.124) in
(1-2%)0" — 220 + [n(n +1)— . T_niﬁ] ©=0 (2.126)
oder
% [(1 — z°) %] + [n(n +1) - 1 T_”’;] =0 . (2.127)
Wir setzen jetzt
0 = (1—22)™?y,(z) (2.128)

und setzen dies in (2.126) ein. Es resultiert

(1-0%) [P0 = a2 (<22) vl0) + (1= 220} (0)]

9 [%(1 _ Y2 (90 Vun(z) — (1 — 22)™? v;n(x)]

m2

2

+[n(n+1)—1_x

] (1—a2)™2y,(z)=0 . (2.129)
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Weiter ausgewertet ergibt dies

-2 |5 (5 —1) @ =222 (—20) v(x) — m(l = 2)"™/2 v (a)

—m(1 — 2™ g0, (z) + 2 (1 — )™ (<22) vy, (o) + (1 — 222 i ()]
—2% [%(1 — )2 (—2g) v (z) + (1 — 22)™/? v;n(x)]
+ [n(n +1)— - ’_”’;] (1 —22)™ 2y, (z) =0 . (2.130)

Wir multiplizieren diese Gleichung mit (1 — 22)~™/2 es folgt

(1—2%) " + % (% — 1) (1 —2%) 71 (=22)* v () — Mmvp(z) — mz o) (z) — mz ! (z)
+(2x)2%(1 — 22 L (z) — 220l (2) + [n(n+ - - ’_”’;] vm(@) =0 . (2131)

Dies ergibt weiter zusammengefafit
(1—2*)v! —2(m+ Dzvl, +nn+1) vy — muoy,

+

2

1—2? 4 2 2

Damit haben wir schliel3lich fiir v,, als Differentialgleichung
(1 —2®)ult —2(m+ Dzv, +nn+1) —m@m+1)]v, =0 . (2.133)
Wir differenzieren diese Differentialgleichung nochmals. Es folgt
(1—2*)(0) —2(m+2)z() +[n(n+1)— (m+1)(m+2)]v, =0 . (2.134)

Vergleichen wir dies mit der Differentialgleichung (2.133) so erkennen wir die Ldsung

Uy = U1 (2.135)
oder rekursiv weiter
d™vy ()
m(T) = . 2.136
om(o) = 2 (2136)
Dabei ist vy(z) die Ldsung von
(1 —2®)vy —2zvy +n(n+1)vp =0 . (2.137)

Dies ist aber gerade die Differentialgleichung firr die gewdhnlichen Legendre-Polynome P, (z).
Zusammengefaldt erhalten wir damit

o) = (1 - x2)m/2cm—mmpn(x) | (2.138)



In der Physik ist es ublich, in die Definition der erweiterten Legendre-Polynome noch einen
Phasenfaktor (—1)™ aufzunehmen, d.h.

dm
P™(z) = (-1)™(1 - x2)m/2dx—mpn(x) : (2.139)
Die Losung der Differentialgleichung (2.124) sind die assoziierten Legendre-Polynome

dm
—PF, 2.140
Jom 1(2) (2.140)
mit z = cos® und den Legendre-Polynomen P;(x). Der Faktor (—1)™ ist Konvention. Fir
m = 0 gilt offensichtlich

PP (z) = (~1)™(1 - 22/

P"="(z) = R(x) . (2.141)

Mit dieser Beziehung ergibt sich fuir die Rodrigues-Formel fir die assoziierten Legendre-Poly-
nome

(=)™ ovmsa A1
oy L= 2"

Die Orthogonalitétsrelation der assoziierten Legendre-Polynome lautet

P*(z) = (2 —1)" . (2.142)

! 2 (I+m)
P z)P™(z)dz = Sy - 2.143
[ Ar@rr @) s = g T 2143
Wir wollen nun die Orthogonalitétsrelation (2.143) beweisen. Hierbei gehen wir von der Rodrigues-
Formel aus, und wir nehmen an, daB beide assoziierten Legendre-Polynome den gleichen m-
Wert aufweisen. Wir finden
! m m (_1)m ! m P detm
/_ P™(z) PM(z) do / X ( X”) X9dg (2.144)

1 - 2P+(Ip!q! 1 dxptm dxi+tm

mit X = z? — 1. Flr p # ¢ nehmen wir an p < ¢. Wir wenden jetzt die partielle Integration
an. Der ausintegrierte Anteil verschwindet jeweils aufgrund des Faktors X. Wir integrieren
(g + m)-mal und bekommen

1 1
m m _ (_1)m(_1)q+m datm m drtm P q
/_ B(a) P da = " /_ g (X g X ) Xz (2145)

Im Integranden auf der rechten Seite verwenden wir die Leibnitz-Formel beztiglich der n-ten
Ableitung eines Produktes

&A@ Ba)] =Y ( ”) AW+ B() (2.146)

dzm dxn—s



mit dem Binomialkoeffizienten
') n!
= 2.147
( s ) (n — s)ls! ( )

qg+tm

g+m p+m 1 q-+m—i p+m+i
xo. @ (Xm d XP) = x1y° ﬂ((“m)' AT em T v (2.148)

Damit bekommen wir

dxatm dzptm g +m — i) daatm—i""  dgptmti
Der Ausdruck X™ enthalt keine Potenz von z groRer als z2™. Daher muR gelten
g+m—1<2m (2.149)

oder die Ableitung verschwindet. Ahnlich folgt

p+m+i<2 . (2.150)
Dies bedingt
i>qg—m (2.151)
und
1<p—-m . (2.152)

Wir hatten angenommen p < ¢, damit haben diese Ungleichungen keine Ldsung, und das In-
tegral verschwindet. Als verbleibenden Fall untersuchen wir nun den Fall p = ¢. Dann konnen
wir noch den Spezialfall © = ¢ — m vorliegen haben. Damit folgt

= o S () ()

(2.153)
Es ist
X" = (22 - 1)" =2 —mag® 2+ .. (2.154)
und daher
d2m
dx%X = (2m)! . (2.155)
Es verbleibt
1)9+2m(24)
7= (ZD7(2)! q“”’ / Xy . (2.156)
224¢q' (g — m)
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Das Integral auf der rechten Seite 14t sich durch partielle Integration geschlossen auswerten:

/_1 dz (z* — 1)1 = (-)* /1 dz (1 — 2)9(1 + z)°

1 -1
_)qq 1 ) ) _ -
= q+1/ dz (1-2)7'(1+2)*" (L partielle Integration)
-1

—~

_ (ala=1) 10 e g - :
SCESNCET) /_ldx(l )% (1 4 )" (2. partielle Integration)

(—)%glq! [ ) _ _
~ (29! / dr(1+x)™  (¢g-te partielle Integration)
: -1

(—)iqlq! 2%29t1  (—)922atlglg!

= = . 2.157
(2¢)! 2¢+1 (2¢ + 1)! ( )
Zusammengefaldt erhalten wir als Orthogonalitétsrelation
! 2 (g+m)
P (x)P™ = : :
/_ PP@PP@) s = g T, (2.158)

Wir fiigen jetzt die Teillosungen fir die Winkelvariablen zusammen und definieren die Kugel-
funktionen Y;,,, (9, o) durch

Yim(9, ) = \/ 2 41 = 8 - Z;: P™(cos ) €™ . (2.159)

Die Orthonormalitatsrelation der Kugelfunktionen lautet damit

2w T
/ dgo/ sind dd Yy, (9, ) Vi (9, ©) = 0w Oy~ (2.160)
0 0

Wir schreiben die ersten Kugelfunktionen explizit aus

1
Yoo = — 2.161
00 7 (2.161)
3 .
Yii = —4/—sinde? | (2.162)
8
3
Yo = —cosy (2.163)
A7
1 /1 .
Yoo = - —5$in21962“" , (2.164)
4V 2w
15 ;
Yo = —4{/—sind¥ cosde’ (2.165)
8
5 (3 1
Yoo = {/—|zcos®9—=] . 2.166
20 gy <2cos 9 2) (2.166)
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Fur m = 0 folgt

20+1

Yio (9, ¢) = Pi(cos¥) . (2.167)
Fir negative m gilt

Wir wollen eine Funktion auf der Einheitskugel in Kugelfunktionen entwickeln

f(@r=1)=f(r=19,0)=g(0¢) . (2.169)
Wir bekommen
o0 !
=0 m=-1

Aufgrund der Orthogonalitétsrelation folgt fuir die Entwicklungskoeffizienten a;,,

om = [ 2 9,9)9(0,) (2.171)
Die allgemeine Losung der Laplace-Gleichung
AD(r,9,0) =0 (2.172)

koénnen wir daher in spharischen Koordinaten durch eine Reihenentwicklung in Kugelfunktio-
nen darstellen als

00 I
O(r,0,0) = > lam ™ + b Vi (9, 0) (2.173)
l

=0 m=—

Als Spezialfall betrachten wir nun noch g(¥, ) fir 9 = 0. Alle Y}, verschwinden fiir diesen
Spezialfall aulRer fiir m = 0. Damit finden wir

[9(9, @)lo=o =Y 1/ 26; L o (2.174)

=0

mit

20 +1
47

ayp =

/ 4 Py(cos 0) g (9, ) (2.175)
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2.6 Das Additionstheorem der Kugelfunktionen

Wir hatten fir die Ortsabhangigkeit der Coulomb-Wechselwirkung die Darstellung gefunden

1 > rl
=> 55 e Pcosa) (2.176)

=0 ">
wobei « der von den Vektoren 7 und 7 eingeschlossene Winkel ist mit

=7
7' =rr'cosa . (2.177)
In diesem Kapitel werden wir mit

7 = (rsindcosp,rsindsing,rcosdd) (2.178)
—/

= (r'sin? cos ¢, ' sin sin ', 7' cos ¥') (2.179)
eine Entwicklung ausgedriickt durch die Winkel ¥4, ¢ und ', ¢ ableiten. Es gilt

e = Y g R ) Yelhe) @18
Mit
77" = rr'sindsind (cos pcos ¢’ + sinpsin ') + rr' cos ¥ cos ¥
= rr'[cosdcos? + sindsind cos(p — )] . (2.181)

Damit folgt der Zusammenhang fur die verschiedenen Winkel
cosa = cos ¥ cos + sindsin cos(p — ¢') . (2.182)

Vergleichen wir die beiden Entwicklungen beziiglich der Coulomb-Wechselwirkung, so muf}
offensichtlich gelten

Py(cos @) = 2z+1 Z (¢, ") Vi (9, 0) . (2.183)
Dies gilt es zu beweisen.
z
A
r
| r
9’ ! !
' [
oA :
9, | |
' |
S >y
o /-1 |
N T
\ |
N
N
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Wir wollen nun das Additionstheorem der Kugelfunktionen beweisen. Dazu setzen wir

g0, ) = Yi(9, ) relativ zu 7 (2.184)
l
= Y amVim(e,f)  relativzui’ (2.185)
m=—1

Die besondere Wahl des Azimuth-Winkels 5 ist hierbei irrelevant. Fir «« = 0 haben wir

90, 9)a=0 = an <2l4—;1> v (2.186)
Wir multiplizieren (2.185) mit Y;5(c, £) und integrieren Uber den Raumwinkel

/ 9(8,0) Y@, B) dap) = a0 (2.187)
Nach (2.184) ist dies gleichzeitig

[ Yint0.0) Vi@, 8 d0 = au (2.188)

Fir das Legendre-Polynom P;(cos «) filhren wir jetzt eine Entwicklung durch der Form

l
Pcosa) = Y b Yim(d,9) . (2.189)

m=—1

Wir multiplizieren dies mit ;% (¢, ) und integrieren in bezug auf # und ¢. Es resultiert

/ Pi(cos @) Yi,(8, 9) d.0) = b - (2.190)

Ausgedriickt durch Kugelfunktionen lautet diese Gleichung

dr \ /2 i

Da wir lber den gesamten Raum integrieren, ist die Polarachse irrelevant. \ergleichen wir
(2.191) mit (2.188), so erhalten wir

47‘(’ 1/2
Bim = a0 (ﬁ) : (2.192)
Mit (2.186) bekommen wir
. _ Arm
T 99, 0)|a=0 - (2.193)
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Fir o — 0 folgt ¥ — ¢ und ¢ — ¢'. Mit (2.184) konnen wir (2.193) schreiben als

47
= Y, ¢) . .

Dies setzen wir ein in (2.189) und bekommen so

l
dr «
Pcosa) = ) mlﬁm(ﬁ'#') Yim (9, 0) (2.195)
l

m=—
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2.7 Multipolentwicklung

=y
\
<

p ()

Wir betrachten eine im Raum begrenzte Ladungsverteilung, die auf3erhalb einer Kugel mit dem
Radius a um den Ursprung verschwindet. Wir wollen das Potential im Auenraum mitr > a
ermitteln. Randbedingungen im Endlichen seien nicht vorgegeben. Damit erhalten wir

() /|T_T B (2.196)

Da wir die Ladungsverteilung begrenzt haben und das Potential im Aul’enraum betrachten,
kdnnen wir mit r > ' die Entwicklung ansetzen

Z Z 2l—|— [ vt Y (05 9) / p( )" Y (9, @) dPr' (2.197)

Bei der Diskussion der nun folgenden Multipolmomente missen wir zwischen der sphérischen
und der kartesischen Darstellung differenzieren. Wir verbleiben zunéchst in der spharischen
Darstellung. Wir nennen die Koeffizienten

Gim = /Yl;‘n(ﬁ',go') r'lp(F') d3r' . (2.198)

die Multipolmomente der Ladungsverteilung. Speziell heil3en die Grolzen mit

[ =0: Monopolmoment

[ =1: Dipolmoment

[ =2: Quadrupolmoment

[ =3: Oktupolmoment

[ =4: Hexadekupolmoment.

Fur das Monopolmoment folgt

Goo = /P(FI)TIOY()’B(ﬁ’a ¢') d*r' = —/P(FI) d’r' = 9 . (2.199)
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Das Monopolmoment entspricht also bis auf einen Faktor 1/+/47 der Gesamtladung. Fir groRe
Abstdnde vom Ladungszentrum dominiert in der Multipolentwicklung des Potentials der Mo-
nopolterm

1

Wir wenden uns jetzt der kartesischen Darstellung zu. Eine besondere Diskussion erfordert das
Dipolmoment. Das Dipolmoment ist ein Vektor, es ist definiert durch

p= / p(F) 7' dPr' . (2.201)
Die kartesischen Komponenten dieses Vektors sind gegeben durch
Pr = / p(F ' &', (2.202)
py = / p(F)y d&r' (2.203)
P, = / p(7") 2 &°r' . (2.204)

Als Modell fiir einen Dipol betrachten wir die Ladung ¢ am Ort /2 und die Ladung —q am Ort
—a/2. Damit lautet die Ladungsdichte

p(F) = qd(7' —a/2) — qé6(F' +a/2) . (2.205)

Fur das Dipolmoment 7 folgt

ﬁ — /p(,ljl) ’FI d3’l"l

/ (a6(F' = a/2) — 87" + a/2)) 7' d*r’

a a S
S (_5) = qa (2.206)
In sphérischer Darstellung ergibt sich
g = /p(f") rYR(W, Q) dr . (2.207)

Wir setzen die explizite Darstellung von Y7 (¢, ¢') ein und erhalten

g1 = ”8/ '(siny cos ' — isin sin ') d°r’ . (2.208)
T

Wir transformieren jetzt die sphérische und die kartesische Darstellung ineinander. Die sphéri-
schen Komponenten kdnnen wir durch die kartesischen darstellen

3 .
g = \/Sﬂ/ @~ i) B ==y e~ ipy) (2.209)
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Ebenso gilt

qw:/p( Y7 (0 d3’—/ \/ cosﬁ’d?”_\/ . . (2210)

Als Einschub behandeln wir generell die Multipolentwicklung in kartesischen Koordinaten. Die
Entwicklung einer Funktion f(7') in eine Taylor-Reihe um die Stelle 7" = 0 lautet

afooo >, 92£(0,0,0)
lah,ahf) = 000+§3 iy D e T
7]_
2.1 > 0 i v
- 35 (Do) et Ao
n=0 =1
o ’F’ 6/71,
— Z( )f |_,,:0 . (2211)
n=0

Der Gradient V wirkt dabei nur auf die Funktion f(7'). Fiir die spezielle Funktion

] 1 1
() = P (2.212)
\/Z?:l (IEZ - xz)2
ergibt sich
1 1
oy = _ 2.213
0f (") _ Ti = &;
7 - 3
0z; | (\/(xl —31)? + (22 — 75)% + (23 — ) ) #1—o
x; Z;
ECET B (2214
’fr| _ 0 bl
070z} | .,_, 0z} (21 — 27)? + (22 — 25)? + (23 — 25)2)%2 |, _,
- 3z — o)(x; — 2))
L = 20)? + (w2 — 25)? + (23 — 23)%)°/2
) 5 |
(1 — 24)? + (w2 — 24)% + (w3 — 24)2)3/2 [ |1
25
_ 3%z — 10y (2.215)
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Das Potential lautet damit im Bereich r > 7’

®(7) = /|T_ d*r!

1 IBIEZ 3:EIE] 0ij 3,0
{ i 2'2 IEiIEj-i-___ d°r

3,3=1

3 25;
+ Z o 7/ p(FY ey B ... . (2.216)
i,j=1
Der dritte Term, das sogenannte Quadrupolmoment, lai3t sich noch weiter umformen in

1 3 3IEZ'IE]'—T2(SZ']' 12 3 7
Y 32 3 p(7") (Bzix; — r'"dy;) d°r

,Jl

1 3ziz; — r2o;; 025 3y
+1.2.3Z pc /p(r)r bij d°r

ij=1
3
1 (Bziz; —r26;5)Qi; 1 3z2 — r? 3
= gy el oS ST [t
3,j=1 i=1
3
1 3IEZ'IE'—T2(SZ"QZ"
— 6 Z ( J 5 ]) J (2.217)
ij=1
mit dem Quadrupoltensor
Qij = /p(F’)(?)IE;IE; —r%6;) dr' . (2.218)
Dabei haben wir ferner ausgenutzt, daB gilt
3
> Baf—r*)=3"-3"=0 . (2.219)
i=1

Das Potential au3erhalb der Ladungsverteilung mit r > 7' lautet demnach

N 3,
O(7) = |T—F’|d !

7 3
— _+_+ ZQU”J Iy, (2.220)
3,3=1

Jetzt wenden wir uns wieder der sphérischen Darstellung der Multipolmomente zu. Als spezi-
elles Beispiel betrachten wir die Komponente

g = / (P2, o) &

_ _ 3,1

= V27r/ ) (' sin ¥ (cos ¢’ — isin¢'))? dPr

_ / / 2 ar (2.221)
2m
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Mit der Umformung

(' —iy)? = %[(3:5'2 — %) — 6iz'y — 3y — )] (2.222)
erhalten wir
= [~ 20 Q) 2.223
Weiter haben wir als Beispiel
q20 = /P(F’) r' Yo (9, ¢') &’r' = %\/%Q% . (2.224)

Beispiele fiir Quadrupol-, Oktupol- und Hexadekupolmomente sind in der folgenden Figur dar-
gestellt, wobei der angegebene Multipol I das jeweilige Moment charakterisiert.

L=2 L=3 L=4

Homogene Ladungsverteilungen (Querschnitt) mit 2¢-Pol-Moment

Viele Atomkerne sind deformiert, d.h., sie besitzen groRe Quadrupolmomente. Die Kernober-
flache kann durch

R = Ry(1 + B2 Yoo — Bao Yao) (2.225)

dargestellt werden. Die Ladungsverteilung innerhalb der Kernoberflache ist weitgehend ho-
mogen. By heillit Quadrupoldeformation, und G4 heilt Hexadekupoldeformation der Kerne.
Typische Deformationen sind £o =~ 0.3 und B4 ~ 0.05. Ist S5 > 0 haben die Kerne eine
Zigarrenform oder prolate Form. Falls 85 < 0 haben die Kerne die Form eines runden Laib
Brotes und haben somit eine oblate Form. Als ein Beispiel fiir ein Oktupolmoment zeigen wir
aus der Molekilphysik das NV H3-Molekiil.
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Symmetrisierte Form des Ammoniak

Hier zeigen wir bereits die symmetrisierte Form des Ammoniaks. Das ndchste Bild zeigt das
Modell eines Urankerns, der sowohl ein groRRes Quadrupol- als auch ein Hexadekupolmoment
besitzt.

Das Quadrupolmoment betragt ¢,c = 2.68 eb und das Hexadekupolmoment ¢49 = 0.808 eb?.
Hierbei ist e die Elementarladung und b ist 1 barn = 10=2m2. Aus einzelnen Punktladungen
lassen sich auf einfache Weise Multipole bilden, indem wir Multipole von geringerer Ordnung
zusammenfiigen. Wir betrachten das folgende Zusammenfiigen von zwei Dipolen zu einem
Quadrupol.
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Bei zwei antiparallelen Dipolen auf einer Geraden ist die Ladungsverteilung
p(F) =ed(z)-6(y)- (6(z —a) —26(2) +d(z+a)) . (2.226)
Die nichtverschwindenden kartesischen Quadrupolmomente sind

Qu = Qun=-2de |, (2.227)
Qs = 4dd’e . (2.228)

Zum Schlul? geben wir noch eine Reihe von reinen Multipolen an, die sukzessive auseinander
hervorgehen. Ein reiner Dipol wird aus zwei reinen Monopolen +¢, —¢ im Abstand d aufge-
baut, ein reiner Quadrupol aus zwei reinen, entgegengesetzten Dipolen im Abstand d. Reine
Multipole I-ter Ordnung impliziert dabei, dai3 alle Multipole geringerer Ordnung mit !’ < [ ver-
schwinden.

+ + - + et
— //T
' - 1 YL -7
| | | ' P |
+ | | | [ P! |
° | | | : | : |
| | |

| | | IS .

d b pl P

+
Monopol Dipol Quadrupol Oktupol
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2.8 Wechselwirkungsenergie einer ausgedehnten Ladungsverteilung mit
einem auleren Feld

Die Multipolentwicklung des Potentials einer Ladungsverteilung kann helfen, die Wechselwir-
kungsenergie dieser Ladungsverteilung mit einem dufReren Feld zu ermitteln. Die Energie der
Ladungsverteilung p(7) in dem duReren Feld ®(7) ist nach (1.145) und (1.149) gegeben durch

W= / o(F)D(F) dV . (2.229)

® (7

WV

\ 4

p (F)

Ladungsverteilung p(7) in einem duferen Potential ®(7)

Das duRere Feld entwickeln wir in eine Taylor-Reihe

1 g 8%
() =@(0) +7- Vo + 5 D Timj 35— — 2.2
(7) 0)+7-V |0+2i]Z:1:E:E] 92015 (2.230)
Mit V®|, = —E(0) und
J 0P OE,;
lautet die Reihenentwicklung
3
q 1 E.
O(7) = (0) —7- E(0) — 5 ) miw; OF; (2.232)
2ij:1 dz; |,

Den letzten Term schreiben wir um. Wir subtrahieren von jedem Term der Summe ér2§ . E.
Dabei gilt furr das dul3ere Feld in dem betrachteten Gebiet V- E =0, denn die felderzeugenden
Ladungen werden als weit aul3erhalb liegend angenommen. Damit folgt

— — =4 1 5 2 aE]
@(7") = @(0) -7 E(O) — 6 Z (3IEZIE] —-T (SZ]) aIE
i,j=1 ¢

+.. . (2.233)
0
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Wird nun die Integration durchgefiihrt, bekommen wir fiir die Energie

W = /p(F)@(F) 4V = q®(0) — - B(0) — = > Qy a—E?' o (2.234)

Wir erkennen, dal3 die verschiedenen Multipole in unterschiedlicher Weise mit dem &ufReren
Feld wechselwirken: Die Gesamtladung ist mit dem Potential, der Dipol ist mit der Feldstéarke
(also mit dem Gradienten des Potentials), der Quadrupol ist mit der Ableitung der Feldstéarke
verbunden.

Wir betrachten nun die Wechselwirkung zweier Dipole. Das Feld eines Dipols, lokalisiert am
Ursprung, betrachtet im Punkt 7, ist nach (2.216)

o) = | (2.235)

Die Feldstarke ist fir 77 # 0

E=-V-9(F)=-— = (2.236)
mit 77 = 7/r. Dann folgt fur die Wechselwirkungsenergie zweier Dipole
Wiy = g, B = P P2 =30 P) (A -Pa) (2.237)

7“3
Die Wechselwirkungsenergie ist also nicht nur vom Abstand r, sondern auch noch vom Orien-
tierungswinkel zur Verbindungsgeraden abhéngig.

A

_Ov
SO
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2.9 Dielektrika

Die Gleichungen, die wir bisher im Rahmen der Elektrostatik diskutiert hatten,

— —

V-E = 4mp , (2.238)
VxE =0 , (2.239)

gelten streng genommen nur fiir das Vakuum und sind nicht direkt auf ein Medium anwendbar.
In einem Medium kdnnen Ladungen verschoben werden, und es treten Polarisationseffekte auf.
Diese Ruckwirkung des externen Feldes auf das Medium mufR mitberticksichtigt werden, um
den resultierenden Gesamteffekt ermitteln zu kdnnen. In einem realistischen Festkorper miissen
aber typischerweise 1023 Ladungen behandelt werden, die zudem noch zeitlichen Variationen
unterworfen sind. Die Gleichung fiir das elektrische Feld

=, o T=7
E(7) = /p(r') o dr’ (2.240)

kann nicht unter Berticksichtigung all dieser Ladungen geldst werden. Es erscheint sinnvoller,
hier Mittelungsprozeduren durchzuftihren. Diese Mittelwerte definieren wir folgendermafen
~ 1

<BE([M)> = i . EF@+7)dV' (2.241)
1

Die Integrationsvariable 7' erstreckt sich hierbei iber das Volumen AV'. Den Mittelwert kenn-
zeichnen wir zuweilen auch als

<EF)> = EF) . (2.243)

Die betrachteten raumlichen Mittelwerte bleiben zeitlich konstant, da die Bewegung der La-
dungstrager ungeordnet und gegeniiber der GréRenordnung von AV vernachléssigbar ist. AuRe-
re Felder kdnnen in einem Festkorper Dipolmomente induzieren, die wir bei der mittleren La-
dungsdichte berticksichtigen missen. Wir betrachten das Feld eines Molekiils, dessen Schwer-
punkt bei 7; ist.

88



Das mikroskopische Feld durch das j-te Molekdil ist

J

T o (T — T
By (7) = /pj<r'>—|( . q,@,d?"

I

_ —»I
= V/ﬂ](r |7“

7"]—7"’|

(2.244)

Fur Beobachtungspunkte auRerhalb des Molekiils konnen wir das Feld in Multipole um den
Schwerpunkt des Molekiils entwickeln. Wir verwenden die Entwicklung

o(F) =1+ 27+

7"3
und erhalten

mit

o = [ pyer
Molekiil
(,FI) d37"l

— _ =/
p; = T pj
Molekiil

(2.245)

(2.246)

(2.247)

(2.248)

e; ist die molekulare Ladung, und g; ist das molekulare Dipolmoment. Um das mikroskopische
Feld aller Molekiile zu erhalten, summieren wir Giber j

= €; - 1
=S |45V, [ — ) +...
;[W—m”’ f(|f—@~|)+ ]

Um die Mittelung durchfiihren zu kénnen, ersetzen wir die Summe (ber die einzelnen Molekiile

durch ein Integral. Hierzu setzen wir an

Pmal(7) = Zejé(r—
J

Mo (7) = Y 5 6(F—
J

Damit konnen wir die Feldstarke formal umschreibe
pm 1 = —
V/d3 " [ _’o _’”| + Hmol(T //)

Wir illustrieren nun die Mittelwertbildung

(B = A;,/iEW+F’

AV

= _Ai/’ / d3r'ﬁ/d3r"[

AV!

o (") - V" (
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1

pmol(
|7+ 7

II)

_,rll|

1))

=7

(2.249)

(2.250)

(2.251)

(2.252)

(2.253)



Das Volumen AV’, uber das gemittelt wird und das Volumen AV, in dem sich die Molekiile
befinden, sollen gleich sein

AV' = AV . (2.254)

Ferner vertauschen wir die Differentiation mit der Mittelwertbildung, was als weitere Annahme
in unsere Ableitung eingeht. Um die Integranden zu vereinfachen, substituieren wir

i = 7" -7, (2.255)
dr" = dz. (2.256)

Es folgt

- - 1
+Hm01(:z‘+7?’)-vw< - )] : (2.257)

In dieser Gleichung vertauschen wir nun die Mittelwertbildung mit der Differentiation und den
von 7' unabhangigen Ausdruck 1/|7 — Z| ziehen wir vor das Integral. Damit resultiert

_ 1 1
g _ 3 T = =N 33,0
<E(r)> = V/d:v P Av/pmcﬂ(:v-i-r)dr
AV AV
v ()L / floo(@ +71) dr' | (2.258)
"\[F—a]) AV
AV
Nun gilt
/ pmat(Z+7) dr' = g5 (2.259)
AV I

Wir bezeichnen mit N(Z) die Anzahl der Molekiile pro Volumeneinheit und mit (gmo (%)) die
durchschnittliche Ladung pro Molekiil an der Stelle Z. Damit erhalten wir

1 — —/ I — — - 1
AV / pnol (T +7) &' = N(Z) (gmor(Z)) = W%:Qj : (2.260)

AV

p(Z) =
Ganz entsprechend formen wir den zweiten Term in (2.258) um
1 - -
AV Mo (Z+ 7)) d°r = N(Z) (Pra(T)) = P(T) . (2.261)
AV
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Hierbei ist (Fma(Z)) die mittlere Polarisation pro Molekil an der Stelle Z. Damit kdnnen wir
fur die mittlere Feldstérke schreiben

<E(F)> = —il N(Z) {%f;ﬂ + (Brnol(D)) - Va (%)} Bz, (2.262)

p(Z) = N(Z)(gma(Z)) (2.263)

P(Z) = N(Z) (Pma(T)) (2.264)

ein. Ferner ersetzen wir wieder in der Schreibweise Z durch 7/. Damit bekommen wir

<E(F)> - —6/d3r' [|7f(_F'2,| + P -V (Lﬂ . (2.265)

=7

Falls das makroskopische Feld <E(F)> von verschiedenen geladenen Sorten von Atomen und
Molekiilen hervorgerufen wird, konnen wir diese Gleichung leicht verallgemeinern, indem wir
setzen

P(r) = DN (7)) (2.266)
p(F) = D Ni(F) (i) + pa (2.267)

Hierbei bezeichnet p, eine moglicherweise vorhandene &uf3ere Ladungsverteilung. Der Index ¢
kennzeichnet die Sorte der Atome oder Molekiile.

2.10 Die dielektrische Verschiebung

Zu den Grundgleichungen der Elektrostatik wollen wir nun dquivalente Gleichungen ableiten,
die auch fur Festkorper gelten. Dazu bilden wir die Divergenz des elektrischen Feldes

v(80) = - [ oo (-27)

+B(7) - V' {v2 <|F_1 F’|> H . (2.268)

V2< ! ) = —Aré(F—7"). (2.269)



Damit bekommen wir

V- () =4 / Pr' o) 67— 7) + PE) - o - )] . (@210
AV
Jetzt gilt
VF—7) = —VoF—7"). (2.271)

Da wir tber 7' integrieren, kbnnen wir unter Beriicksichtigung dieser Relation den Nabla—
Operator vor das Integral ziehen.

V- (B()) = 4n / ' o) 6(F — ') — A7V / B s(r— 7Y dr' . (2.272)
Nach Ausfiihrung der Integration bekommen wir
V- <E(F)> = Anp(F) — 4V - B(7) (2.273)
und damit
V- (<E(F)> + 47rﬁ(F)) = 47p(F) . (2.274)

Verglichen mit unserer Ursprungsgleichung der Elektrostatik haben wir also einen Zusatzterm
vorliegen, der von den induzierten Ladungen herriihrt. Wir definieren jetzt die dielektrische
\erschiebung durch

D = (E(7)) +4rP(7) (2.275)
Damit bekommen wir
V-D=divD = 4rp. (2.276)

Da stets gilt rot grad ¢ = 0 folgt nach wie vor

rot <E(F)> =0. (2.277)
Ersetzen wir nun in der Schreibweise <E(F)> durch E(7), so haben wir zusammenfassend

V-
V x

= dmp, (2.278)
= 0. (2.279)

tyy
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2.11 Die Polarisation

In diesem Unterkapitel wollen wir die Polarisation 13(F) etwas eingehender beleuchten. Die
Polarisation beschreibt die Verschiebung von Ladungen in einem Material bei Anlegen eines
duBeren Feldes. Jedes Atom oder Molekdl wird zu einem elektrischen Dipol. Die Polarisation
ergibt sich als elektrisches Dipolmoment pro Volumeneinheit und somit als Dipoldichte. Als
Beispiele betrachten wir ein quaderformiges Materialstiick. Durch ein angelegtes elektrisches
Feld werden auf den Stirnflachen die Ladungen +@ induziert.

-0 +0
D — cD|* )
SN ) ., E
P P by
|
V=F-I

Wir erinnern uns, dal’ der Betrag des Dipolmomentes gegeben ist durch Ladung mal Abstand.
Fur den Quader erhalten wir unter Verwendung von

Q
= 2.2
o (2.280)
den einfachen Zusammenhang
PlV=Q-l=0F-l=0-V . (2.281)

Hierbei ist @) die Ladung auf der Flache F' des polarisierten Materials und o die Flachenla-
dungsdichte. Es folgt

Pl=0. (2.282)

Wir wollen nun den allgemeinen Zusammenhang zwischen ¢ und P bzw. zwischen pund Per-
stellen. Wir gehen aus von der Gleichung fur das makroskopische elektrische Feld und driicken
E als Gradient von Potentialen aus,

B) = -9 [ [ o) By - <|*41*|>]
= —V¢,(7) — Vép(7) . (2.283)
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Hierbei ist also

q - 1
¢p(F) = /d3r’P(F’) V! T (2.284)
Wir nutzen aus, dal? gilt
V(B ot ) = o VB + B() Vo (2.285)
=) =7 =7 |
und schreiben damit ¢p(7) um in
— ﬁ P! 1 — -
¢p(7) = /d37“’ Vil = (Q — /d‘°’r’ V' P(7). (2.286)
77 =7
Den ersten Term schreiben wir mit Hilfe des GaulRschen Satzes um
BN -1 V' . P(7
or() = TN p / =V P o
7— 7| 7— 7|
= Gop + Ppp - (2.287)

Hierbei ist 77 der Normaleneinheitsvektor, der senkrecht auf der Oberfldche des Volumens V/
steht. Wir wissen bereits, welcher Zusammenhang zwischen Potential und der Flachen— und
Raumladung besteht,

b, = / 9 _4F, (2.288)

=7

¢y = / P __av . (2.289)
=7
Durch Koeffizientenvergleich finden wir sofort
P()-i=P,=0p. (2.290)

Die Normalkomponente des Polarisationsvektors entspricht der auf der Oberflache induzierten
Flachenladungsdichte. Ferner schreiben wir ¢,, als

. 1—3 ] =)
Ppp = / M d*r' = ’ff’(r) d3r! (2.291)
=7 =7
und haben damit
V-P=—pp. (2.292)

Die Quellen der Polarisation sind die induzierten Raumladungsdichten.
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Das Polarisationsfeld resultiert aus induzierten Dipolen. Bei diesem ProzeR wird Ladung weder
zu— noch abgefihrt. Die gesamte Polarisationsladung muf} demnach verschwinden.

Qp =/d37“pp(77) = —/d?’rdivﬁ(m =— / P-dF . (2.293)

|4 |4 S(V)

Es ist ein genereller Gesichtspunkt, dal die durch Polarisation erzeugte Gesamtladung ver-
schwindet. Dies ist eine notwendige Konsequenz des Ladungserhaltungssatzes. Im Rahmen der
klassischen Elektrostatik kdnnen wir davon ausgehen, daf3 P nur innerhalb der Materie von
Null verschieden ist. Obwohl die Gesamtladung @) verschwindet, tritt jedoch lokal eine end-
liche Polarisationsladungsdichte pp(7) auf, sobald div P(7*) ungleich Null ist. Dies ist z. B.
an der Oberflache der Fall. Dort induziert P(7*) eine Oberflachenladungsdichte op, die sich
mit Hilfe des Gaul3schen Satzes berechnen Iait. Beim Studium des Verhaltens der elektrischen
Feldstéarke an Oberflachen fanden wir

it - (E, — E;) = 470 . (2.294)

Die gleiche Rechnung fiihrt jetzt auf

—

ii-(P,—PB)=—0. (2.295)

=]

Zum Verstandnis des Vorzeichens und des fehlenden Faktors 47 erinnern wir an die Relation
(2.292). Danun P, = P # 0 ist, folgt erneut

op=1-P. (2.296)

Man beachte jedoch, daf lokale Polarisationsladungsdichten immer dann auftreten, wenn div P #*
0 ist, also nicht notwendigerweise nur an der Oberflache. Die molekulare Polarisierbarkeit hangt
von dem lokalen elektrischen Feld bei dem Molekdil ab. In Abwesenheit des elektrischen Feldes
verschwindet auch die mittlere Polarisation, es sei denn, daR in dem Material eine permanen-
te elektrische Polarisierung vorliegt. Im allgemeinen kann P eine beliebige Funktion von E
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sein. Zumindest fur schwache elektrische Felder bietet sich eine Potenzreihenentwicklung im
elektrischen Feld an. Als Ansatz fiir die Komponenten von P machen wir

P, = Z aijEj -+ Z bijkEjEk —+ .- (2297)
J Ik

A priori ist die Bedeutung der Terme hoherer Ordnung keineswegs klar.

linearer
P, Zusammenhang

~~ Abweichung vom linearen
Zusammenhang

> E

]
Empirisch erweist sich, daB in guter Naherung ein linearer Zusammenhang vorliegt, und daf} P
weitgehend parallel zu E ist. Dann gilt
P=xy.E. (2.298)

Den konstanten Proportionalitatsfaktor x. nennt man die elektrische Suszeptibilitat des Me-
diums. Damit kdnnen wir zusammenfassend fiir die dielektrische Verschiebung schreiben

D=FE+4rP = (1+47rx.)E . (2.299)
Wir fihren die Dielektrizitdtskonstante ¢ ein durch
e=144mye . (2.300)

Somit erhalten wir als Zusammenhang zwischen der dielektrischen Verschiebung D und der
von aufien vorgegebenen Feldstéarke E

D=c¢E. (2.301)

Sofern das Medium isotrop und uniform ist, ist € unabhdngig von der Koordinate . Aus der
Divergenzgleichung

V-D=drp (2.302)
bekommen wir dann

= — 4

V.E= ?ﬂ-p . (2.303)



2.12 Molekulare Polarisierbarkeit

In diesem Kapitel wollen wir einen Zusammenhag zwischen der molekularen Polarisierbar-
keit und der elektrischen Suszeptibilitédt x. als makroskopische GroRie ableiten. Dies erfolgt als
N&herung vollstandig im Rahmen der klassischen Physik.

Wir wollen zunichst das lokale Feld E; im Inneren eines Dielektrikums angeben. Dieses Feld ist
von dem gemittelten makroskopischen Feld E verschieden, da wir auch die Polarisationseffekte
zu beriicksichtigen haben.

Wir teilen das lokale Feld am Ort eines vorgegebenen Molekiils in zwei Teile auf,

E=E+E. (2.304)

Das zusétzlich auftretende Feld Ei soll den EinfluR der umgebenden Molekiile reflektieren. Das
innere Zusatzfeld E; spalten wir wieder in zwei Anteile auf,

E;=Ep—Ep (2.305)

Ep ist der makroskopische, gemittelte Beitrag der Ladungen in V' zum Polarisationsfeld. Ep
ist der tatséchliche lokale Beitrag zum Polarisationsfeld. Ep rihrt von der Polarisation der um-
gebenden Molekiile her.

Zur Berechnung des Polarisationsfeldes Ep schlagen wir eine Kugel um das betrachtete Mo-
lekil. Der Radius der Kugel soll groR sein gegen die molekularen Abstdnde. Die umgebenden
Molekiile behandeln wir als N&herung als Kontinuum.

\
+
\/

mi
\4
+
v Y
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mi
\ 4

v
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=
1
v

v
v
gol’
v

Die Polarisationsladung an der Oberflache der Hohlkugel erzeugt am Molekilort das Feld
Ep(0). P ist eine makroskopische FeldgroRe, und V wurde makroskopisch klein gewahlt. Wir
konnen deshalb annehmen, daB P innerhalb der Kugel praktisch konstant ist.

P bewirkt auf der Kugel eine Oberflachenladung

op= P, = Pcos?. (2.306)
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Die dazugehorige Raumladungsdichte kdnnen wir schreiben als
pp(7) = Pcosdé(r — R) . (2.307)

pp(7) erzeugt am Ort des Molekills in (0, 0, 0) das folgende Feld

Fp(0) = / &1 pp(7) |(_‘;T3

/

o0 2m +1 sin ' cos ¢
= —P/ dr' §(r' — R) / dy¢' / dcos? cos? | sin® sin¢’ . (2.308)
0 0 Z1 cos ¥

Aufgrund der ¢'~Integration verbleibt nur die z—Komponente von Ep. Es folgt
Ep(0)=———¢, = —?P(O) : (2.309)

Wir wenden uns jetzt der Berechnung des zweiten Feldtermes Ep; zu. Hier geht die spezifische
Gitterstruktur ein. Wir machen die folgenden Annahmen:
1. Alle atomaren Dipole 7; innerhalb des Volumens V' sind nach Richtung und Betrag gleich.

2. Die Dipole sind auf einem kubischen Gitter mit der Gitterkonstanten a angeordnet.

y

VA
a
a

Fur die Dipolpositionen kdnnen wir schreiben
mits, 5,k € Z.
Der Dipol bei 751 erzeugt im Ursprung das folgende Feld

_, 37k (P Tije) — P

By = (0 ;k) Pligk | (2.311)

Tijk
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Das gesamte Feld erhalten wir durch Summation tber alle in V' erlaubten i, 5, k. Dies bedeutet
z. B. fur die z—Komponente

3i(ips + jpy + kp) — pa(i® + 5% + k) 2312
32 (12 + 52 +k2)5/2 ) (2.312)

P:w -
7]7

Nun gilt offensichtlich

ij ik
= = 2.31
Z (712 +] + k2)5/2 Zk (7;2 +j2 + k2)5/2 0 y ( 3 3)

.9,k (VR

da i, 7, k dieselben positiven wie negativen ganzen Zahlen durchlaufen. Ferner folgt aus der
kubischen Symmetrie

’L.2 j2 k2
- = : 2.314
2 (i2 + 52+ k2)5/2 Zk (7;2 + 52+ k2)5/2 Zk (7;2 + 52+ k2)5/2 ( )

%) %)y %)y

Damit bleibt fur die z—Komponente des resultierenden Feldes

3i%p, — 3i%p, _
Eu. = a3z 27 ) 5/2_0. (2.315)

Das gleiche folgt fur die beiden anderen Komponenten, so dal} insgesamt gilt
Ep=0. (2.316)

Um nun den Zusammenhang zwischen der molekularen Polarisierbarkeit und der dielektrischen
Suszeptibilitdt zu erhalten, gehen wir von der Definition aus. Die Suszeptibilitét ist definiert
durch

P=x.E, (2.317)
wobei E das makroskopische Feld im Dielektrikum ist. Ferner gilt
P = N (o)) (2.318)

wobei (Pr,01) das mittlere Dipolmoment eines Molekils ist und N die Anzahl der Molekiile pro
Volumeneinheit bezeichnet. Das mittlere Dipolmoment ist ndherungsweise proportional dem
Feld, das auf das Molekil wirkt,

(Benol) = YenolFip (2.319)

wobei v die molekulare Polarisierbarkeit bedeutet. Ferner haben wir
E=E+?ﬁ, (2.320)
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und damit folgt

o — 47'(' —
(Prmol) = Yol (E + ?P> (2.321)
und weiter
— — 4 — 1 4 =
P = N’Ymol (E + %P) = N'Ymol (— + %) P. (2322)
Xe

Der Koeffizientenvergleich liefert sofort

1 4
1 = Nl (— + —”) . (2.323)
Xe 3

Wir l6sen diese Gleichung nach x. auf,

N'Ymol
Xe = G 2.324
1- 4?]\[’Ymol ( )
Jetzt gilt weiterhin
-1
Yo= . (2.325)
47
Dies setzen wir in (2.323) ein und bekommen
47 47 1 1
1 = Nyl —+ =) =47Nypa | — + =
7 01(5—1+ 3) it 01(5—1+3>
47 €+2
= —NYmpo—— . 2.326
3 Y 016 1 ( )
Dies fiihrt auf die Clausius—Massotti—-Formel
3 -1
mol = ——— : 2.327
Tmol = frNe+2 (2.327)

Im Vakuum (¢ = 1) gibt es keine Molekiile und daher ist sinnvollerweise auch 7, = 0. Die
Messung der Dielektrizitatskonstanten € eines Mediums erlaubt somit bei bekannter Dichte —
dies ist die Teilchenzahl pro Volumeneinheit — die Bestimmung der molekularen Polarisierbar-
keit. Da ~ymo Nach Definition unabhéngig von der Teilchendichte IV ist, sollte (¢ — 1)/(e + 2)
proportional zur Teilchendichte der Substanz sein. Fir manche Materialien ist dies in guter
Naherung erfillt.
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2.13 Elektrostatische Energie

Fur das Vakuum hatten wir gefunden

Wakuum = % / d*r p(7) ¢(7) . (2.328)

Dieser Ausdruck kann fiir ein Dielektrikum nicht direkt Gbernommen werden, da der Aufbau
der Polarisiationsladungen ebenfalls Energie erfordert. Die Ladung ép(7) d*r hat im Potential
#(7), das von anderen Ladungen generiert wird, die Energie ¢(7) dp(7) d®r. Fir die Arbeit, die
notwendig ist, um die Ladungsdichte von p auf p + dp zu dndern, gilt somit

SW = / & $(7)5p(7) - (2.329)

¢(7) ist gedacht als das Potential, das durch die bereits vorhandene Ladungsdichte p(7) gene-
riert wird. Jetzt ist

1 — —
dp = EV - (6D) . (2.330)
Damit bekommen wir mit
1 . = 1 . — 1 = —
#0p = ¢ div(oD) = _—div (¢ 6D) - - (ws) 6D (2.331)
fur die Energiednderung
1 = 1 — —
oW = /d3r —div (¢ éD) + —/d3rE 0D . (2.332)
47 47

Den ersten Summanden verwandeln wir mit dem Gauschen Satz in ein Oberflachenintegral,
welches fir den Fall ¢(r — oo) = 0 verschwindet. Es verbleibt

1 — =
W =— / E.-6D d°r . (2.333)
47

Wir summieren zum Ermitteln der Gesamtenergie die Einzelbeitrage W . Die totale elektrosta-
tische Energie konnen wir formal als Integral schreiben, indem wir D vom Anfangswert D=0
zum Endwert D bringen,

D
1 = -
W:—/d3r/E-5D. (2.334)
47
0
Wenn das Medium linear ist mit D = £E folgt
= - 1 = -
E-éD = 5<S(E - D). (2.335)
Damit erhalten wir fiir die gesamte elektrostatische Energie
1 — —
W:—/E-Dd3r. (2.336)
8w
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3 Magnetostatik

3.1 Das Ohmsche Gesetz

Elektrostatische Felder enstehen durch ruhende elektrische Ladungen und lassen sich durch
Kraftwirkungen auf elektrische Ladungen beobachten. Magnetostatische Felder enstehen durch
stationdre elektrische Strome, also durch bewegte elektrische Ladungen.

Der Hauptunterschied zwischen elektrischen und magnetischen Phdanomenen beruht auf der Tat-
sache, daR es zwar frei elektrische Ladungen, aber keine freien magnetischen Ladungen gibt.
Dies ist ein rein empirischer Sachverhalt. Die Suche nach eventuell vorhandenen magnetischen
Ladungen wird gegenwartig weiter fortgesetzt. Momentan ist jedoch die Grundeinheit des Ma-
gnetismus nicht irgendeine Elementarladung, der magnetische Monopol, sondern der magneti-
sche Dipol 7. Das relevante Feld des Magnetismus ist die magnetische Induktion B. Sie wird
durch elektrische Strome erzeugt.

Wir betrachten den elektrischen Stom als Bewegung von elektrischen Ladungen in einem me-
tallischen Leiter

O—» ! .: - 7

dz = v dt

Es sei v die mittlere Teilchengeschwindigkeit in z—Richtung, n = N/V die zeitlich konstante,
homogene Teilchendichte, ¢ die Ladung eines Teilchens und F' der Querschnitt des Leiters.
Dann ist

d@ = (Fvdt)ng (3.1)

die in der Zeit dt durch den Leiterquerschnitt flieRende Ladung.
Die Stromstérke definieren wir durch

_ 4

I= : 3.2
7 (3.2)
I ist als die den Leiterquerschnitt pro Zeiteinheit durchliefende Ladungsmenge.
In dem obigen Beispiel ist die Stromstdrke damit
I =nFuq. (3.3)
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Die Stromdichte 7 ist ein Vektor, dessen Richtung durch die Bewegungsrichtung der elektri-
schen Ladung gegeben ist und dessen Betrag der pro Zeiteinheit durch die Flacheneinheit senk-
recht zur Stromrichtung transportierten Ladung entspricht. In dem angegeben Beispiel bedeutet
dies

1

Jj= 7= (3.4)

ngq ist die homogene Ladungsdichte. Im allgemeinen Fall ist die Stromdichte ein zeitabhangiges
Vektorfeld

j(7,1) = p(7,t) U7 t) (3.5)

das Uiber die Ladungsdichte p(7, t) mit dem Geschwindigkeitsfeld (7, t) des Systems verkniipft
ist. Die Stromstarke I durch eine vorgegebene Flache F' ist das Flachenintegral von 7 tiber F,

Iz/j-df'. (3.6)
F
Es gilt die Kontinuitétsgleichung
g—§+divj= 0. (3.7)
Im stationdren Fall der Magnetostatik gilt
op
— =0 3.8
Y (3.8)
und damit
divi=0. (3.9)

Im stationdren Fall flie3t durch jeden Querschnitt derselbe Strom.

————————————————

-

1]
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Es ist
0 = /d?’rdivj': df'-j:/j-df’Jr/f-df
=L 1. (3.10)
Also folgt
L=1I. (3.11)

Ferner gilt die Kirchhoffsche Knotenregel, nach der an einem Leiterknoten die Summe der zu-
flieBenden Stréme gleich der Summe der abflieBenden Strome ist.

Es ist

oz/divj'd?’r: jedf=-L—L+L+1,. (3.12)
Vv S(V)

Damit resultiert
II+IQZI3+I4 - (313)

Als empirischen Sachverhalt gehen wir ferner von der Proportionalitdt des flieRenden Stromes
I und der angelegten Spannung U aus

U=RI. (3.14)

Dies ist das Ohmsche Gesetz. Der Proportionalititsfaktor R heif3t elektrischer oder ohmscher
Widerstand mit der Einheit

7] = [%] _ % —q. (3.15)



Q steht fur Ohm. R héngt in der Regel von der Temperatur ab. Das Ohmsche Gesetz ist kein
physikalisches Gesetz im strengen Sinne. Es ist eine Materialeigenschaft und wird keineswegs
von allen elektrischen Leitern erfllt. Der Widerstand R ist auch keine Materialkonstante. Er
hangt vielmehr von den Abmessungen des elektrischen Leiters ab.

Wir fiihren jetzt das Konzept des Stromfadens ein. In der Elektrostatik war das Konzept der
Punktladung sehr vorteilhaft gewesen. Das Analogon fiir den elektrischen Strom ist der Strom-
faden, unter dem man einen linienformigen Strom I langs eines Weges C' versteht. In der An-
schauung kann man sich einen extrem diinnen stromdurchflossenen Draht vorstellen.

Wir parametrisieren C' nach der Bogenlange s, #¥ = #(s). In jedem Punkt der Bahn sei t der
Tangenteneinheitsvektor. Dann gilt

di = dst, (3.16)
df = dft, (3.17)
&Br = df-di =dfds . (3.18)
Es gilt ferner

j = jt, (3.19)
I = j-df =jdf. (3.20)

Damit haben wir
Jdr = jtdf ds = jdf dF = I dF . (3.21)

Der Ubergang zum Stromfaden erfolgt also durch die Substitution
JdPr=1Idr. (3.22)

Als néchsten Punkt betrachten wir die elektrische Leistung. Wenn wir in einem elektrischen
Feld E die Ladung ¢ um die Strecke di verschieben, so wird an der Ladung die Arbeit

dW = F(7) - dF = ¢ E(F) - dF (3.23)
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geleistet. Geschiet dies in der Zeit dt, so besitzt die Ladung die Geschwindigkeit ¥ = d7/ dt.
Das Feld bewirkt die Leistung

—— =qE(7) - 9(F) . (3.24)

Betrachten wir nun eine allgemeine Ladungsdichte p(7), so ist die vom Feld am Volumenele-
ment verrichtete Leistung

dP = [p(7) d*r) E(7) - #(7) = E(7) - J(7) d°r . (3.25)
Die gesamte, vom Feld E an dem System im Volumen V' bewirkte Leistung P betragt dann

P= / j(7) - E() dr . (3.26)

Betrachten wir als Spezialfall den Stromfaden, so folgt

q 1
P:I/E-dF:IU:RIQ:EUQ. (3.27)
C

Die beiden letzten Gleichheitszeichen gelten nur falls wir einen ohmschen Leiter vorliegen
haben. Die GroRe P = RI? nennt man auch die Verlustleistung, die beim Durchgang des
Stromes I durch den ohmschen Verbraucher R auftritt. Die Dimension von P ist

[Pl]=VA=W=1J/s . (3.28)

AbschlieBend zu diesen einfiihrenden Betrachtungen der Magnetostatik wollen wir noch die
lokale Form des Ohmschen Gesetzes behandeln, nach der es einen linearen Zusammenhang
zwischen der elektrischen Feldstarke £ (7) und der Stromdichte 7 (7) gibt,

—

j@) =o() EF) . (3.29)

Die GroRe o () ist die elektrische Leitfahigkeit. Das Reziproke dieser GroRRe ist der spezifische
elektrische Widerstand p (7),

p(Fy=0""(7) . (3.30)
In diesem Fall darf p () nicht mit der Ladungsdichte und o (7) nicht mit der Flachenladungs-

dichte verwechselt werden.

3.2 Das Biot-Savartsche Gesetz

Im Jahre 1819 beobachtete Oersted, dal® stromdurchflossene Dréhte eine Ablenkung von ma-
gnetischen Dipolen hervorrufen. Spater haben Biot und Savart (1820) sowie Ampeére (1820 —
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1825) den elementaren Zusammenhang zwischen dem Strom, der magnetischen Induktion B
und der wirkenden Kraft erstellt.
Betrachten wir ein Langenelement d7; eines Stromfadens, so gilt

b = LT (3.31)
|73
|
dF,
dB
r
P

1 ist die Stromstérke des Stromfadens und 7 der Abstandsvektor vom Langenelement di'; zum
Beobachtungspunkt P. Die magnetische Induktion ist in ihrer Richtung durch das Kreuzprodukt
dry x 7 bestimmt. Damit ist der Beitrag umgekehrt proportional zum Quadrat des Abstandes
in Analogie zur elektrischen Feldstéarke in der Elektrostatik. Die Proportionalitatskonstante &
hangt vom gewdhlten Einheitensystem ab. Wir wahlen Gaul3sche Einheiten, fur die gilt

k=- . (3.32)
C

Als einfachstes Beispiel wollen wir mal unter der Annahme des Superpositionsprinzips das
gesamte Magnetfeld eines unendlich langen geraden Leiters bestimmen. Es gilt dann

LT [ df X T
B:_/‘ “FT. (3.33)

coo|7?
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Esist |dry X 7| = dry rsind sowie 72 = 72 = rZ + R? . Damit haben wir in skalarer Form mit
rsind =R

I [ rsind IR [* dr
B = —/ drq s = 413/2 (3.34)
CJ_ T c —00 (7"% + R2)
Mit der Substitution
r1 = Rsinhu (3.35)

folgt fur das Integral der Wert 2/ R2. Dies ist die Urform des Biot-Savartschen Gesetzes. Das
B-Feld zeigt in Richtung von €, es gilt

S 2]
B="¢, . 3.36
R (3.36)

Ein duReres B-Feld iibt auf einen stromdurchflossenen Leiter eine Kraft aus. Fiir diese Kraft
gilt als erstes Ampeéresches Gesetz

dﬁ:-@%xé). (3.37)

c

Hierbei ist I, der Strom in einem Element. Wird die magnetische Induktion B durch einen
geschlossenen Stromkreis mit dem Strom I; erzeugt, dann gilt als resultierende Kraft zwischen

den Stromkreisen 1 und 2
7 1112?{%617"2 X drl X T) . (3.38)

Hierbei ist ¥ = 7, — 75 der Abstandsvektor des Linienelements d7, von d7; .
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Die Linienintegrale werden ber beide Schleifen durchgefiihrt. Dies ist das Ampeéresche Kraft-
gesetz.
Wir wollen dieses Gesetz etwas umformen. Wir nutzen aus, dal3 gilt

ax(z?xa):(a-a)z?—(a-g)a . (3.39)
Damit folgt

Wir betrachten jetzt beziiglich der Kraft Fiy das Integral

7| g Il

7 L1 , 1
j{d@-%z—f dFQ-vfz—/ df -rotgrad — =0 | (3.41)
Cy Cs | Ac,

Wir haben hierbei den Satz von Stokes verwendet. Damit verbleibt als resultierende Kraft zwi-
schen den beiden Stromféaden

, LI P
F12: —%%%WdTl'dTQ . (342)

(&

Da 7 = 7| — 75 ist, erkennen wir auch sofort in dieser symmetrischen Form die Giltigkeit des
dritten Newtonschen Axioms,

ﬁu == —ﬁQI - (343)

Ausgehend von dem ersten Ampéreschen Gesetz dF = I (dF X E) /c und unter Ausnutzung
der Relation Id7 = j d3r fur einen Stromfaden, erhalten wir die allgemeine Struktur

Fol / F7) x B(F)dr . (3.44)
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Dies gilt fur die Kraft, die ein beliebiger Leiter mit der Stromdichteverteilung E(F) in einem
auReren Magnetfeld B () erfahrt. Fiir eine Punktladung g, die sich mit der Geschwindigkeit
¥ (7) bewegt, gilt

2

J(7) = q(7) 6 (7 — 7o) (3.45)

Einsetzen in (3.44) fihrt auf die Lorentz-Kraft

— 1 —
F=-qi(R) x B . (3.46)
C

Dies ist die Kraft, die eine Punktladung bei der Bewegung durch das B-Feld erfihrt.
Die Kraft (3.44) (bt auf den Kdrper ein Drehmoment aus, fiir das gilt

— — 1 — —
N:/deF:—/Fx(ij)d3r . (3.47)
C

Als ein wichtiges Anwendungsbeispiel betrachten wir die Kraft zwischen zwei langen, paralle-
len, geraden Drahten.

Der Abstand der Dréhte sei d. Durch die Drahte sollen die Strome I; und I, flieBen. Wir fragen
uns, welche Kraft tibt der stromdurchflossene Leiter Cy auf das Element dz; des Leiters C aus.
Wir wollen das Gesetz (3.42) anwenden. Dazu stellen wir uns vor, dall C, Cs im Unendli-
chen auf grof3en Halbkreisen geschlossen sind, so daf} die Beitrdge zur Kraft auf dz; von den
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Halbkreisen keine Rolle spielen. Somit folgt mit ¥ = ¥, — 7%

- I I +oo 7
dF12 = —% dzl/ dZ2 %
¢ |7
I I Foo —dé, — - e,
= —% dz / dzo % (= z21 )332
¢ —00 [d2 + (252 —_ 251) ]
I I too 1
= d—dn & / dz 7
¢ oo [d? + (22 — 21)°]
LI pee
= d1—22 dZI é:v { Z2 ZI 9 1/2}
¢ d2 [d2 + (252 —_ 251) ] Zp=—00
20l |, |
= 24 dz1€y . (3.48)

Die von C) auf C; ausgelibte Kraft pro Lange

> 201,
f12 = Wew

wirkt also senkrecht zu den beiden Stromrichtungen, und zwar anziehend, falls die Strome
gleich gerichtet, und abstol3end, falls sie entgegen gerichtet sind.

(3.49)

3.3 Zweites Ampéresches Gesetz

Wir gehen aus vom Biot-Savartschen Gesetz
j . (3.50)

Wir wollen nicht mehr die Ndherung des Stromfadens verwenden und ersetzen generell Idi;
durch j (7") d®r' . Ausgehend von der Stromdichte j (7') in einem Leiter gilt fur die entspre-
chende magnetische Induktion B (7)

T2 > =
B’(F):/dg:l/J(r)X(r37“)d3r, (351)
e) T
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Dieser Ausdruck ist analog der uns schon bekannten Gleichung fiir das elektrische Feld in
Abhéngigkeit von der Ladungsdichte

E@=[pF |7f__:|3d3r’ : (3.52)
Jetzt substituieren wir
F— 7! - -
|7:— ;,|3 - _V|F—1F’| :V’|F—1F’| (353)
Damit erhalten wir fiir das B-Feld
B=Vx %/|g(_gl|d3r’ . (3.54)

Da die Divergenz einer Rotation immer verschwindet, konnen wir schreiben
divB=0 . (3.55)

Diese Beziehung impliziert, dal3 es keine isolierbaren Quellen des Magnetfeldes gibt. Es gibt
keine magnetischen Monopole. Fiir jeden beliebigen Vektor A gilt

6x(6xj)=ﬁ(vzf)—AA' . (3.56)
Damit kénnen wir rot B weiter umformen

Sy
rot B = V X 6><£/ ‘Z(T_? d®r!
c) |F—7

2, 2,0
= 1/6 g. 1) d3r’—1/A 1) g (3.57)
c |7 — 7| c |7 — 7|

Wir nutzen ferner aus, dal gilt

= —dn§(F—7") . (3.58)



Dies fihrt auf
(=
rot B = 1/6 6& d®r!
c |7 — 7|
+— / §(F— 75 (7 d>r . (3.59)
Den zweiten Summanden kdnnen wir sofort integrieren
—»/ 3./ Am~

/5 ) dr =T (3.60)

Den ersten Summanden formen wir um

1 f=f= TG V [+ .= 1
_/V V . Z(T_? d37"l — _z/] (’FI) VI _ _ d37"l
¢ |7 — 7| c |7 — 7|

-

- Vil —*I -
— z (V J (T )d3,rl V/VI <|7=i : )d37"'

c |7 -
v 6’ 5’ ™) v (i@
= - ( )d3r' /|T_4,| dF' . (3.61)

7i ist der Normalenvektor auf der Oberflache F’. Der zweite Term verschwindet, da die Strom-
dichte begrenzt ist und die Oberflache ins Unendliche gelegt werden kann. Der erste Term
verschwindet auch, da fiir magnetostatische Probleme gilt

V-j=0 . (3.62)
Somit verbleibt
— 4 -
rot B = —”g (7). (3.63)

Dies ist das zweite Ampeéresche Gesetz. Mit Hilfe des Stokesschen Satzes kdnnen wir die inte-
grale Form des Ampéreschen Gesetzes ableiten. Es folgt

} 4 4
/rotB-ﬁszj{B dg="17. ndF_—”I . (3.64)
F c c

I ist die Gesamtstromstarke und 73 ist wieder der Normalenvektor auf der Flache. Damit haben
wir dquivalenterweise

4
j{B di=""7. (3.65)
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3.4 Das Vektorpotential

Als Grundgleichungen der Magnetostatik haben wir jetzt die beiden Gleichungen

divB = 0, (3.66)

— 4 —
rt B = (3.67)
C

vorliegen. Verschwindet die Stromdichte 7, s0 folgt, daR sich das Magnetfeld als Gradient eines
skalaren Potentials darstellen lai3t

B = grad @,, (3.68)

da rot grad ®,, immer Null ist. Aus (3.66) folgt, dal? sich das Magnetfeld B schreiben I4Rt als

B=rot A, (3.69)

dadiv rot A = 0 ist. A ist das Vektorpotential. Das Vektorpotential ist nur bis auf den Gradi-
enten einer skalaren Funktion bestimmt. Wir kdnnen stets die Eichtransformation

A= A+ grad ¢ (3.70)

vornehmen, ohne etwas am Magnetfeld zu dndern. Das skalare Feld ¢ ist ein Eichfreiheitsgrad
des Feldes. Um eine Eindeutigkeit des Vektorpotentials zu erreichen, brauchen wir noch eine
zusatzliche Festlegung. Wir wéhlen
divA=0 . (3.71)

Diese Festlegung wird Coulomb-Eichung genannt. Mit der Vektorrelation

6x§=6x(6xzf)=ﬁ(vzf)—AA' . (3.72)
kodnnen wir eine weitere Beziehung zwischen Magnetfeld und Vektorpotential herleiten. Wegen
der Coulomb-Eichung verschwindet der erste Term auf der rechten Seite, und wir erhalten

rot B = —AA (3.73)
Damit folgt fir das Vektorpotential
AA = —47”;' . (3.74)
Mit der Beziehung
. 1 [ j(7
B=rot |- / G (3.75)
c) |F—7"
folgt offensichtlich
. 1 G
A7) =2 [ 20 g (3.76)
c) |F—7"

Dieser Ausdruck des Vektorpotentials entspricht der Losung der Poisson-Gleichung in der Elek-
trostatik.
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3.5 Das magnetische Moment

Wir betrachten ein begrenztes Gebiet, in dem die stationdre Stromverteilung j‘(F’) vorliegt. Fur
das Vektorpotential, das durch diese Stromverteilung generiert wird, gilt dann

S 1L
A(r):E F(_72,|d37"'. (3.77)

Der Beobachtungspunkt 7 soll weit auerhalb der Stromverteilung liegen, so daR gilt |7| > |7|.
Dann konnen wir den Nenner 1/ |7 — 7’| in eine Taylor-Reihe entwickeln, wobei wir uns nur
auf die ersten beiden Terme beschranken,

1 I
=-+ +... (3.78)

|F=7! 73

In Komponentendarstellung ergibt sich dann fiir das Potential

1., (1 7.7
Ai = —/]i(rl)<—+ 3 +...>d3’l"l
C T T

1 o L[ 77
= [ (7 d°r' + E/jz (7" Td?’r'—i—... (3.79)

Das Volumenintegral geht Uber die gesamte Stromverteilung. Es verschwindet somit, da gilt
divj = 0.

Auch formal lait sich das Verschwinden des Volumenintegrals zeigen. Es seien z; die Kompo-
nenten von 7. Dann folgt mit ﬁxi =¢;

0 = /V(:Eidivj) dr
= /div (:EJ) d37"—/ji d*r
- / (xf) CdF — / jidir (3.80)
F

Das Oberflachenintegral verschwindet, weil F* auBerhalb des Stromgebietes liegen kann. Daher
resultiert

/ jidr=0 . (3.81)
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Das abgeschlossene Stromgebiet hat keinen Monopol. Damit folgt weiter

1

cr3

A (7) = / i (7)Y 4 (382)

und fiir den Vektor des Vektorpotentials

A7) = ! / FENF-Fd 4 (3.83)

crs

Nutzlich fur viele Auswertungen ist der folgende Hilfssatz: Es seien f () und g (7) stetig dif-
ferenzierbare, sonst aber beliebige skalare Felder. Dann gilt im Rahmen der Magnetostatik

P= [@rl )7 ¥ +9 )i Fr@]=0 . (3.8
Zur Beweisfiihrung untersuchen wir

div (gfj') = (gf)divj+7]-grad (¢f)
= j-grad (gf)
_ f(;.ﬁg)w(;-ﬁf)_ (3.85)

Daraus folgt

= /d3r div (gfj') - /S(V)%o df - (gfj') —0, (3.86)

da die Stromdichte im Unendlichen Null wird. Setzen wir zundchst f = 1 und g = z, y, oderz,
so erhalten wir wieder

/ d*r7 -y, =0 (3.87)
und damit
/ Prj@) =0 . (3.88)
Setzen wir nun f = z;, g = xx, wobei z;, zx € {z,y, z} , so folgt
0= / d°r (zijx + TxJi) (3.89)
und damit
/d3r TpJi = —/d?’rxijk. (3.90)
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Mit Hilfe dieser Relation berechnen wir mit einen beliebigen Vektor @

o [ereiie) = Yo [z
= —EZaj/d?’r' (zig; — i)
j
_ _%Z%M / B (F,X j)k _ (3.91)
7.k

Den letzten Schritt wollen wir nachweisen. Allgemein kdnnen wir schreiben

E=axb=) cé& (3.92)
k
mit
Cp = Z Eijk a; bj . (393)
6
Es gilt nun
Z €ikj €4lm = Oie Okm — Oim Ot = Z €ikj €imj - (3.94)
J J
Damit schreiben wir
(7' X )k = €ap Th Js - (3.95)
a?/B
Somit folgt
Zsijk aj/d3r'25a5k IE’a j[g = ZZEW €apk aj/d?’r' IE’a j[g
3.k a,f ik aB
= Z Z((Sia (5]'5 - 6i[3 5ja)a]~ / d37“’ z J
i ap
= Z/d?’r'(:v;jj — jizy)a; . (3.96)
J

Dies fiihrt auf die Vektoridentitat

/ &' @G- 7) ] (7 = —% {a x / [F’ x j‘(F')] d%’} . (3.97)

Insbesondere gilt

/j(F')F-F'df” = —%{FX / [F’ xf(F’)] d%’} . (3.98)
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Wir definieren jetzt das magnetische Moment durch

1 -

w1 / P x G P (3.99)
2c

Dann hat das Vektorpotential in groRem Abstand von dem Bereich, in dem die Stromdichte 7

nicht verschwindet, die Gestalt

— mXx T

A(F) =

. (3.100)
"

Wir haben hierbei nur den Dipolterm aufgefiihrt. Wir wollen nun, ausgehend vom Dipolanteil
des Vektorpotentials die magnetische Induktion ermitteln. Hierzu verwenden wir die Relationen

rot (@p) = ¢rotd—ax Ve, (3.101)
rot (a'xz?) - (5-6)@'—(a‘ﬁ)hadivz—zdiva . (3.102)
Wir erhalten mit 77t = const.
i 1 . . = 1
rot A = T—3r0t (m><7")—(m><7")><VT—3
1772 2\ o - <\ - 5 4o 3 L
= T—3[(r )m—(m-V)T—i-mdlvr—rdlvm]+T—5(m><7")><7"
1/ oaNe Lo o 3 e o
= _7"_3( \% T+7"_3 dlvr—r—5(mr — 7(m-7))
mo 3.,
= —T—3+T—5r(m-r) : (3.103)

Mit B = rot A bekommen wir somit

3(7- ) 7 — 2

pc (3.104)
Die von j erzeugte magnetische Induktion B verhilt sich hinreichend weit entfernt von der
Stromdichteverteilung stets wie ein Dipolfeld, wenn das Dipolmoment 772 wie oben definiert
wird.

Das Dipolmoment wollen wir anhand von zwei konkreten Beispielen auswerten. Zundchst be-
trachten wir einen geschlossenen ebenen Stromkreis. Wir fassen die Leiterschleife als Stromfa-
den mit jd®r = Id7 auf.
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o

Fir das magnetische Moment folgt demnach

> /[Fx j(7)]dPr = 2—CI/CF>< di =
Dieses einfache Resultat gilt unabhéngig von der Gestalt der umflossenen Fléache. 77 steht senk-
recht auf der Leiterebene.

Als zweites Beispiel betrachten wir ein System von Punktladungen. Die Stromdichte 7 werde
durch eine Anzahl geladener Teilchen hervorgerufen, die wir als Punktladungen auffassen wol-
len. Alle Teilchen mdgen dieselbe Ladung ¢ besitzen. Das :—te Teilchen bewegt sich zur Zeit ¢
am Ort R;(t) mit der Geschwindigkeit @;(t). Damit haben wir

F. (3.105)

N
G =q2@;~5(?—éi) . (3.106)
i=1
Fur das magnetische Moment resultiert damit
1 N q N
= 2—qu2:; (Ri X vi) = ;L . (3.107)

Hierbei ist L; der Bahndrehimpuls des i-ten Teilchens. Die Masse M wurde fur alle Teilchen
als gleich angenommen. Das Verhéltnis vom magnetischen Moment zum Gesamtdrehimpuls

L=>"1IL (3.108)
bezeichnet man als gyromagnetisches Verhaltnis G.
q
= A
2Mec (3.109)

Das hier rein klassisch abgeleitete Resultat fuir G bleibt bis in den atomaren Bereich hin giltig.
Es gilt auch fur Elektronen, solange es sich um deren Bahnbewegung handelt. Hingegen findet
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man aus der relativistischen Dirac-Gleichung beziiglich des Spins s des Elektrons mit g = —

. —e
My = Es—gGs . (3.110)

Also ist der g—Faktor des Elektrons 2.

3.6 Kraft und Drehmoment auf einen magnetischen Dipol im Magnetfeld

Eine auBere Induktion B () tibt auf eine Stromdichte j (7) die Kraft

- 1 e d —
F= E/ [j (7) x B (F)] &Pr (3.111)
und das Drehmoment
= 1 - —
N = E/Fx (j () x B (F)) d*r (3.112)

aus. Diese Beziehung wollen wir nun fiir den Fall untersuchen, da sich das B—Feld in der
Region, in der die Stromdichte von Null verschieden ist und die lokal begrenzt sein moge, nur
wenig dndert. Dann bietet sich eine Taylor-Entwicklung des B—Feldes um den Ursprung in
diesem Gebiet an,

B(7)=B0)+ (7 V) B () e (3.113)
Dies ergibt fir F
F=-15() x/f(F)d?’r—%/ (F-9)BO] xi@@re... . @114

Der erste Summand verschwindet. Ein homogenes B—Feld bt auf eine stationire Stromvertei-
lung keine Kraft aus. Wir berechnen jetzt die :—te Komponente der Kraft

c/d?’ {[(7-9) 5] x <>}
= __ngk VB / 7 ik (F (3.115)

Jetzt nutzen wir die Vektoridentitat

/ &' (@7 (7) = —% {a x / |7 x 7 ()] d%’} (3.116)

F,

Q
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aus. Wir setzen @ = VB;, es folgt

< Lxflonn] i)
= — Zsi]‘k [T?I» X 63]’ (0)]

k

It

= —isi_jk [m X 6]1631' (0)
jik
= ZEijk [T_ﬁ» X 6]],Bk (0)
jik

- [(m x 6) x B (o)] . (3.117)

Damit haben wir insgesamt fur die Kraft F auf die Stromverteilung 7 den folgenden Ausdruck
gefunden.

Fr (m x 6) x B(0) . (3.118)

Es handelt sich hierbei jedoch nur um den ersten nicht verschwindenden Term in der Taylor-
Entwicklung. Wir wenden den Entwicklungssatz an und erhalten

For —m|V-BO)]+V|mB0) (3.119)
Mitdiv B =0 folgt somit
Fav (m : B’) . (3.120)
Vergleichen wir dieses Resultat mit dem entsprechenden Resultat der Elektrostatik
F=v (p'- E) , (3.121)

so erkennen wir formale Aquivalenz. Allgemein ist die Kraft als negativer Gradient einer po-
tentiellen Energie V' definiert. Dies impliziert

V=-m-B . (3.122)

Ein magnetischer Dipol wird versuchen, sich parallel zum B—Feld einzustellen, um den Zu-
stand geringster Energie einzunehmen. Die magnetische Induktion B bt auf die Stromvertei-
lung 7 auch ein Drehmoment N aus. Im Gegensatz zur Kraft tragt zum Drehmoment bereits
der erste Term der obigen Feldentwicklung bei. Auf diesen ersten Term wollen wir uns hier
beschréanken.

N =~ 1/{Fx [3(?)x§(0)]}d3r
_ —/d3r{j(F) (7 B@)-Bo(77M)} . (3.123)



Wir benutzen erneut den Hilfssatz der Magnetostatik (3.84) mit f = g = r. Damit ergibt sich

0=2/d37" (7";67") =2/d37" (rf-é}) =2/d37" (;F) . (3.124)

Damit verschwindet der zweite Summand in (3.123) und wir bekommen

— 1 — —
N~ E/d?’r B0 (3.125)
An dieser Stelle verwenden wir erneut die Vektoridentitat (3.116) mit @ = B (0). Es resultiert
— 1 — 3 = VN
Nr =S B(0) % dr[rxg(r)] . (3.126)

Benutzen wir die Definition des magnetischen Momentes 773, dann lautet der fiihrende Term in
der Entwicklung des Drehmomentes

N =~ x B (0) (3.127)
Diese Relation bietet eine Moglichkeit, bei vorgegebenem magnetischen Moment die Richtung
und den Betrag von B zu messen.

3.7 Magnetostatik in der Materie

Bisher sind wir immer von genau bekannten Stromdichteverteilungen f(F) ausgegangen. Wenn
wir das Magnetfeld im materieerfillten Raum berechnen wollen, kdnnen wir dies nicht mehr
streng voraussetzen. Es existieren Molekularstrome, magnetische Momente von Atomen und
lonen, die im einzelnen nicht bekannt sind und von denen fir makroskopische Betrachtungen
auch nur die Mittelwerte interessieren. Wir werden wie bei der Behandlung des elektrostati-
schen Feldes in Materie vorgehen. Die gesamte Stromdichte wird aufgeteilt in einen Anteil,
der vom makroskopischen Ladungstransport herriihrt, und einen Anteil der mikroskopischen
Stromdichte, die die Kreisstrome von Elektronen in Atomen beriicksichtigt. Das mikroskopi-
sche Vektorpotential, das von allen Stromen abhéngt und das auch den atomaren Bereich genau
beschreibt, lautet

sz = szmakr + szmol (3128)
oder durch die Stromdichteverteilung ausgedriickt
- 1 [ j(F 1 [ Fool (7
A=_/ J () d3r’+—/'7_,°1(7:,)d37"’ . (3.129)
c) [F—7| c) |[F—7

Unabhangig von den makroskopischen 7 ist das zu einem Molekiil an der Stelle 7 gehorige
Vektorpotential am Ort 7 angenahert durch

ZmOI (’F) _ Z TMmol X (T — Ti) : (3130)

7~ 7

i
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wobei 7m0 das magnetische Moment des Molekiils ist. Das gesamte Vektorpotential lautet
damit

1 [ j(™ imol X (7 — 75)
== P+ : 3.131
e R -
FUr mme wird ein mittlerer Wert (,73) angenommen. Ist N die Anzahl der Molekiile pro Volu-
men, so kdnnen wir mit der magnetischen Dipoldichte

—

M = N (o) (3.132)

von der Summe zum Integral Uiber das Volumen tibergehen.

Die makroskopische Grolie M wird als Magnetisierung bezeichnet. Sie ist entsprechend der
Polarisation im elektrischen Feld eine Dichte der magnetischen Dipole. Wir erhalten damit fir
das Vektorpotential

PP
/| ,|d3' /Mx(r _,|)d3’ . (3.133)
7"—7"

|7 —

Dieser Ausdruck 1aRt sich folgendermafRen umformen

S 1 [ 7(@
A=t [ 20 d3 g /M S v (3.134)
c) |[F—7" |7 — 7 '|
Jetzt verwenden wir erneut
V x (wﬁ) = (grad @) x M + prot M (3.135)
mit einer skalaren Funktion ¢. Wir haben hier
1
Y=1Z> (3.136)
G

vorliegen. Daher kdnnen wir das Integral Uiber die Magnetisierung umschreiben in

M—»l =/
/ (r)wi

Wir wenden uns jetzt der Auswertung des ersten Integrals auf der rechte Seite zu. Dazu bewei-
sen wir, daf fiir ein Vektorfeld B (7) gilt

—;I —
A
d3 = /v’ d3’ |V7:,_X_,I|d3r' . (3.137)

/6x§d3r=/ﬁx§d1r . (3.138)
Vv F

Hierzu bilden wir mit einem konstanten Vektor G das Vektorfeld

Qu

A= B x (3.139)
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Mit dem Gaufschen Satz gilt dann

/v Ad3r—/V *>< * /(Exé)-ﬁdF . (3.140)
F

Jetzt ist
6-(§xé)=é-(ﬁx§) (3.141)
sowie
(Exé)-ﬁ:é-(éxﬁ)=(éxﬁ)-§=é-(ﬁx§) . (3.142)
Daher folgt
/Vé-(ﬁxé) d3r=/FC*-(ﬁ><§) dF (3.143)
Da C ein konstanter \Vektor ist, konnen wir ihn vor das Integral ziehen,
é-/v(ﬁxé)d?’r:é-/F(ﬁxé)dF. (3.144)

Da C ein beliebiger konstanter Vektor ist, folgt die Behauptung. Unter Ausnutzung dieser Be-
hauptung kénnen wir schreiben

/ V' x d3 = | . (3.145)
fr_

Unter der Annahme, dal} M raumlich beschrankt ist und die Oberfliche F ins Unendliche ver-
legt wird, wird dieses Integral verschwinden. Es verbleibt fiir das Vektorpotential

A7) = ! / i (FI) eV (FI) & (3.146)

c

—

r—

2

Der makroskopischen Magnetisierung entspricht der sogenannte Magnetisierungsstrom
ju=cVxM . (3.147)

Damit kénnen wir fur den effektiven Strom die Summe aus Leitungsstrom j und Magnetisie-
rungsstrom jar verwenden. Es gilt

= 4 rd - 4 - —
rot B = =% (j +jM) = (j + crotM) . (3.148)
C C
Umformen ergibt
— — 4 —
rot (B _ 47TM) =77 (3.149)
C
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Die Grole
H=B-4rM (3.150)

bezeichnet man als magnetische Feldstdarke. Somit haben wir

— 4 -
rotd =27 . (3.151)
C

Die magnetische Feldstarke H ersetzt bei Anwesenheit von Materie die magnetische Indukti-
on B. Im Vakuum sind beide FeldgroRen gleich, im Vakuum gilt H = B. Die Definition des
makroskopischen Magnetfeldes H erfolgt vollig analog zu der der dielektrischen Verschiebung
D in der Elektrostatik. Bei beiden handelt es sich nur um HilfsgroRen. Die eigentlichen Fun-
damentalobjekte sind E und B. Nun miissen wir noch einen Zusammenhang zwischen M und
H suchen. Unter der \Voraussetzung eines isotropen, linearen Mediums kdnnen wir analog zur
Elektrostatik ansetzen

— —

M=xnH . (3.152)

Xm ISt die magnetische Suszeptibilitat. Fir die magnetische Induktion folgt fiir diesen Spezial-
fall

B=H+4nM = (1 +4nxy,) H = pH . (3.153)

Wir haben also fir das lineare Medium

B=uH (3.154)
mit der magnetischen Permeabilitét
p=14+4mxm . (3.155)

Je nach Wert von x,, bzw. i unterscheidet man die folgenden Stoffe

) Diamagnetika p<l, xm<O0
I) Paramagnetika pn>1, xm >0 (3.156)
1) Ferromagnetika p>1, p= p(H)

Im Unterschied zur elektrischen Suszeptibilitét x . kann die magnetische Suszeptibilitat x,, auch
negativ werden. Der Diamagnetismus ist charakterisiert durch

X <0 . (3.157)

Diamagnete enthalten keine permanenten magnetischen Dipole. Erst wenn ein magnetisches
Feld eingeschaltet wird, werden solche Dipole induziert. Nach der Lenzschen Regel sind die
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induzierten Dipole dem erregenden Feld entgegengesetzt. x,, ist daher negativ. Typisch ist
ferner, dal} x,, praktisch temperatur- und feldunabhangig sowie betragsmaRig sehr Kklein ist,
Ixm| &~ 107. Diamagnetismus ist eine Eigenschaft aller Stoffe. Paramagnetismus und Fer-
romagnetismus konnen jedoch den Diamagnetismus tberkompensieren. Als Beispiel sind an-
zufiihren fast alle organische Substanzen, Edelmetalle wie Bi, Zn, Hg, Nichtmetalle wie S, J,
Si und Supraleiter. Entscheidende Voraussetzung fiir Paramagnetismus ist die Existenz von per-
manenten magnetischen Dipolen, die im Feld mehr oder weniger stark ausgerichtet werden.
Dieser Ausrichtungstendenz steht die Unordnungstendenz der thermischen Bewegung entge-
gen. Typisch ist deshalb

Xm >0, Xm = Xm (T) - (3158)

Diese permanenten Dipole kdnnen an gewissen Gitterpldtzen streng lokalisiert sein. Bei ma-
gnetischen Isolatoren befolgt die Suszeptibilitat bei hohen Temperaturen 7" das Curie-Gesetz

xm(T) == (3.159)

wobei C' eine Konstante ist.
Bei einer kollektiven Magnetisierung ist die Suszeptibilitat eine recht komplizierte Funktion des
Feldes und der Temperatur

Xm = Xm(T7 H) . (3.160)

\oraussetzung fur das Auftreten des kollektiven Magnetismus ist die Existenz von permanenten
magnetischen Dipolen, die sich unterhalb einer kritischen Temperatur T}, spontan, d.h. ohne
dulRere Felder, parallel ausrichten. Die permanenten magnetischen Momente kdnnen lokalisiert
sein, aber auch frei beweglich sein wie z.B. beim Eisen, Nickel und Kobalt.

Die kollektiven Formen des Magnetismus lassen sich noch in drei groRe Unterklassen einteilen.

1. Ferromagnetismus
Typisch fur den Ferromagnetismus ist die betragsmaRig sehr groRe Suszeptibilitét x,.
Am absoluten Nullpunkt 7" = 0 sind alle Momente parallel ausgerichtet (1111). Fir Tem-
peraturen unterhalb der kritischen Temperatur tritt eine gewisse Unordnung ein, die mit
wachsender Temperatur zunimmt, aber es verbleibt noch eine von Null verschiedene Ge-
samtmagnetisierung. Die kritische Temperatur heif3t in diesem Fall die Curie-Temperatur

Tkr = Tc (3161)

Fur Eisen liegt diese Curie-Temperatur beispielsweise bei T = 1043°K. Typisch fir fer-
romagnetisches Verhalten ist auch die starke Abhdngigkeit von der Vorbehandlung des
Materials, die zu der Hysteresekurve fiihrt.
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Hysteresekurve

Beim Einschalten des Feldes wird das jungfrauliche Material zundchst langs der soge-
nannten Neukurve (a) magnetisiert, um schliellich eine Sattigung (b) zu erreichen. Beim
Abschalten des Feldes bleibt eine Restmagnetisierung, die man Remanenz (c) nennt. Erst
durch ein Gegenfeld, die sogenannte Koerzitivkraft (d) wird diese Restmagnetisierung
aufgehoben. Die Remanenz bestimmt auch den Permanentmagneten. Fir Ferromagneten
gilt nicht der lineare Zusammenhang zwischen Magnetisierung und magnetischer Feld-
stiarke. Die Hystereseschleife ist durch die Tatsache bedingt, dall das makroskopische
Material in kleine mikroskopische Bereiche, die Weil3schen Bezirke, zerfallt, die jeweils
spontan magnetisiert sind. Aus thermodynamischen Griinden erfolgt diese Magnetisie-

rung in unterschiedlichen Richtungen.

Das duRere Feld H richtet diese bis zur Parallelisierung aus.

2. Ferrimagnetismus
Das Festkorpergitter setzt sich in diesem Fall aus zwei ferromagnetischen Untergittern A

127



und B zusammen, die unterschiedliche Magnetisierung aufweisen, M, # M.
(AN (3.162)
Es gilt hierbei unterhalb der kritischen Temperatur
M=Ms+Mg+0 . (3.163)

3. Antiferromagnetismus

Dies ist ein Spezialfall des Ferrimagnetismus, bei dem die beiden Untergitter entgegen-

gesetzt gleich magnetisiert sind (M4 = —Mp). Die Gesamtmagnetisierung ist also stets
Null,

M=Mi+Mz=0 . (3.164)

Die kritische Temperatur hei3t beim Antiferromagneten Neél-Temperatur.

3.8 Feldverhalten an Grenzflachen

Mit Hilfe der Gaulischen und Stokeschen Integralsdtze konnen wir Verhalten des Magnetfeldes
an Grenzflachen studieren.

®
Sy
N
EE—

¥

©
]
>
X

Zunéchst legen wir um die Grenzflache ein GauBsches Kdstchen mit dem Volumen AV =
AF - Az. Dann gilt mit divB = 0

0=/d3rdiv§= / df -B . (3.165)

AV S(AV)

Fir den Grenzfall Az — 0 bekommen wir fir dieses Oberfldchenintegral

0=AF7- (52 . BI) . (3.166)
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Wir erhalten also das Resultat, daR die Normalkomponente der magnetischen Induktion an der
Grenzflache stetig ist,

Wir legen nun um die Grenzfldche eine kleine Stokesche Flache

i
® Aiz Mo
! OIS
> t AX
@ Al Hy

#'sei die Flichennormale von AF tangential zur Grenzflache gerichtet. Dann gilt
Al = Al (Fx /) = —AlL . (3.168)

Ferner sei jr die Flachenstromdichte, d.h. der Strom pro Langeneinheit auf der Grenzflache.
Aufgrund der Grundgleichung der Magnetstérke gilt

— 4 - -
/rothsz %T/j-tdF . (3.169)
AF AF

Mit Hilfe des Stokesschen Satzes kann man diese Relation umformen in

y.d 4 - -
?{dé'-H:%/j-tdF . (3.170)
JAF

AF

Fur Az — 0 geht die rechte Seite Uber in (;F . E') Al. Aus der linken Seite wird fir Az — 0
der Ausdruck Al (' ) - ((f, — ). Bei fehlender Flachenstromdichte (jr = 0) resultiert,

dal? die Tangentialkomponente des H-Feldes stetig ist,

Hoyy = Hyy (3.171)

Wir fassen zusammen:
B2n = Bln 3 E2t = Elt ’ (3172)
H2t = Hlt y D2n = Dln - (3-173)
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4 Die Maxwell-Gleichungen

4.1 Grundgleichungen

Wir haben bislang die elektrostatischen und magnetostatischen Phdnomene weitgehend unab-
hangig voneinander behandelt. Die mathematischen Ldsungstechniken der verschiedenen Pro-
bleme waren recht ahnlich trotz der unterschiedlichen physikalischen Betrachtungsweisen. Wir
wenden uns jetzt zeitabhdngigen Prozessen und Feldern zu, bei denen der Unterschied zwischen
elektrischen und magnetischen Feldern relativiert wird.

Ausgangspunkt zur Diskussion dynamischer Vorgéange ist das Faradaysche Induktionsgesetz.
Das Biot-Savart-Gesetz enthalt die Aussage, dal} eine Stromdichte 7 eine magnetische Indukti-
on B erzeugt. Faraday befalte sich im Jahre 1831 mit dem Problem, ob umgekehrt mittels der
magnetischen Induktion B auch Strom erzeugt werden kann. Faraday fiihrte Experimente zum
Verhalten von Stromen in zeitlich verédnderlichen Magnetfeldern durch. Es ergaben sich als em-
pirische Erkenntnisse, dal? in einem Leiterkreis C ein Strom erzeugt wird, wenn erstens relativ
zu diesem ein permanenter Magnet bewegt wird und wenn zweitens ein zweiter Stromkreis C',
relativ zum ersten bewegt wird. Das gleiche gilt, wenn der Strom in C, geandert wird.

Wir wollen die Faradaysche Beobachtung jetzt mathematisch formulieren. Hierzu definieren
wir die sogenannte elektromotorische Kraft «

m:j{E-df . (4.1)

C

Wir erkennen, dal} x nicht die Dimension einer Kraft sondern vielmehr einer Spannung hat.
Ferner definieren wir den magnetischen Flu® & durch die Flache F¢

@:/é-df’ (4.2)

Fo

osy’

Die Faradayschen Experimente ergeben eine Proportionalitat zwischen der zeitlichen Ableitung
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des magnetischen FluRes & und der elektromotorischen Kraft «.
— = d — —
E-drz—k% B-df . (4.3)
C Fo
In den gewéhlten GauRschen Einheiten wird die Proportionalitatskonstante zu

k= (4.4)

1
c
Das Vorzeichen in (4.3) wird durch die Lenzsche Regel festgelegt, die besagt, dal der induzierte
Strom und der damit verbundene magnetische FluR so gerichtet sind, daR sie der Anderung des
dulReren Flusses entgegenwirken. Damit haben wir

fﬁ-d?:—li B-df . (4.5)

cdt
C Fo

Mit Hilfe des Stokesschen Saztes bekommen wir
- - 15
/df- (rotE-i—EB) =0 . (4.6)
Fe

Dies gilt fur beliebige Flachen Fz. Demnach kénnen wir schlielRen
- 1=
rotE=—-B . 4.7)
C

Dies ist die Verallgemeinerung der homogenen Maxwell-Gleichung rotE = 0 der Elektro-
statik auf zeitabhdngige Phanomene. Die zeitliche Anderung der magnetischen Induktion ist
verknuipft mit der Verwirbelung der elektrischen Feldstérke.

Wir fassen die bisher gefundenen Grundgesetze der Elektrodynamik zusammen.

Coulomb-Gesetz: div5=47rg ,
Ampeére-Gesetz:  rot i = 475

=_ _18B
rot]%_ T
divB =

(4.8)
Faraday-Gesetz:

Bis auf das Faradaysche Gesetz wurden alle diese Gesetze aus Experimenten gefolgert, die stati-
sche Ladungsverteilungen bzw. stationdre Strome betreffen. Fir nichtstationdre Strome konnen
diese Gesetze nicht in dieser Form gelten. Wir wollen das Ampéresche Gesetz weiter analy-
sieren. Es basiert auf der Annahme V -7 = 0. Wir bilden die Divergenz des Ampéreschen
Gesetzes
47
c

-

6-;‘:6(%@?):0 . (4.9)
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Jedoch gilt allgemein die Kontinuitétsgleichung

— - a
Vij+g, =0 (4.10)

Wir substituieren hierin g mittels des Coulomb-Gesetzes durch div D.Es folgt

- (- 108D
:V.<j+_a_>:0 . (4.11)

.7
It 47 Ot

SIS

Maxwell fiihrte daher im Ampéreschen Gesetz die Substitution durch

. - 106D
S 4.12
]It 47 Ot (412)
Damit wird aus dem Ampéreschen Gesetz
. 47, 18D
otH =7+ -2 (4.13)
c c Ot

Der zusétzliche Strom auf der rechten Seite wird der Verschiebungsstrom genannt.
Wir haben jetzt einen konsistenten Satz von Differentialgleichungen zur Bestimmung der elek-
tromagnetischen Felder vorliegen. Die Maxwell-Gleichungen lauten

V-D = 4np (4.14)
V-B =0 , (4.15)
. - 10B
VxE+-— =0 , (4.16)
c Ot
o Ar- 16D
VxH = _7Tj+—a— (4.17)
c c Ot

Fur makroskopische lineare Medien gelten ferner die Verkniipfungsgleichungen

D = ¢E (4.18)
B = uH |, (4.19)
i = oE . (4.20)

4.2 Elektromagnetische Potentiale

Die Maxwellschen Gleichungen représentieren einen Satz von vier gekoppelten partiellen Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnung, die die Komponenten der elektrischen und magnetischen
Felder miteinander verbinden. Oftmals ist es zum Auffinden der Lésungen glinstiger, zunéchst
eine Transformation auf Differentialgleichungen zweiter Ordnung durchzufiihren, die dquiva-
lent zu den Maxwell-Gleichungen sind. Analog zur Elektrostatik und Magnetostatik werden
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wir das skalare Potential ® und das Vektorpotential A einfiihren. Aus V - B = 0 folgt, daf wir
schreiben konnen

B=VxA . (4.21)

Die Maxwell-Gleichung V x E + ﬁaé/at = 0 konnen wir damit ausdriicken als

6X<E+¥E)=O. (4.22)
c Ot
Da stets gilt rot grad @ = 0 kdnnen wir das skalare Potential ® einflihren durch
. 1804 o
E+-—"—=-V® 4.23
* c Ot v (4.23)
und somit
F=_vo_194 (4.24)

Wenn wir im gleichen Sinn die inhomogenen Maxwell-Gleichungen behandeln wollen, kénnen
wir uns zum Aufzeigen der Grundprinzipien nur die mikroskopischen Felder betrachten. Wir
setzen hier als D = E und H = B. Damit folgt fur die inhomogenen Gleichungen

1 a — bnd

20+ - = -A) = —4 :

v +C&(v ) o (4.25)
=y 10°4 o (s - 100 Am -

2A- S — A+ -—) = ——5 . .

c? ot? v (V * c Ot ) ¢’ (4.26)
Hierbei haben wir ausgenutzt, dal? gilt

6x(6x@:ﬂmﬁqﬂ—6Mf. (4.27)

Wir haben also die vier Maxwellschen Gleichungen reduziert auf die zwei Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung fiir die Potentiale ® und A. Fiihren wir beziiglich des Vektorpotentials die
Eichtransformation

A A =A+VA (4.28)

wobei A eine beliebige skalare Funktion ist, so bleibt die magnetische Induktion unveréndert.
Damit auch das elektrische Feld E unverandert bleibt, muR offensichtlich gleichzeitig gelten

- =P -—— . 4.29
- c Ot (4.29)
Eine spezielle Wahl der Eichung kdnnen wir so festlegen, dal} gilt
= — 1 @
V-A—i——a—:O . (4.30)
c Ot
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Dies nennen wir die Lorentz-Eichung. Diese Bedingung entkoppelt die beiden Bestimmungs-
gleichungen (4.25) und (4.26). Es resultiert

2p_10% _ 4 4.31
L, 1024 AT -
2f_ 104 _ s |
\Y% 290 - J (4.32)
Mit AA = V24 filhren wir jetzt den d’ Alembert-Operator O ein durch
— — 1 62 —
OA=AA—-— —-—A . 4.33
c? Ot? (433)

Somit folgen die inhomogenen Wellengleichungen

O® = —4mp , (4.34)
— 4 -
od = -5 . (4.35)
C

In Abwesenheit von duReren Quellen und Stromen (¢ = 0, j= 0) gelten die homogenen
Wellengleichungen

0 = 0 (4.36)
oDd =0 . (4.37)

4.3 Eichtransformationen

Wir wollen zundchst aufzeigen, daR wir stets Potentiale finden konnen, die die Lorentz-Be-
dingung erfillen. Wir gehen aus von Potentialen ¢ und A, die nicht die Lorentz-Bedingung
erfiillen. Dann fithren wir eine Eichtransformation auf neue Potentiale @’ und A’ durch, die die
Lorentz-Bedingung erfiillen sollen,

109 10® 1 02A

= . —a, < _ _ = . End 1 0% —a2 o
VA+cE)t 0 VA+cat+VA 252 (4.38)
Damit muf die skalare Funktion A die Bedingungsgleichung
— 1 82A = - 1 a@
2 _— - = - . R
V=A 2P (V A+ . 3t> (4.39)

befriedigen. Haben wir hierdurch die skalare Funktion A bestimmt, so gilt auch die Lorentz-
Bedingung fir die Potentiale ¢’ und A'. Die Lorentz-Bedingung bestimmt jedoch nicht eindeu-
tig die Potentiale. Befriedigen ¢ und A die Lorentz-Eichung, so gilt dies auch fiir

A -5 A=A+VA (4.40)
o - o—g- A , (4.41)
c Ot
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sofern gilt

- 1 0%A
L ——— ) .
\Y4 292 0 (4.42)
oder
OA (7 t) =0 . (4.43)

Die Lorentz-Bedingung bestimmt daher eine ganze Eichklasse.
Eine weitere hdufig verwendete Eichung ist die Coulomb-Eichung oder transversale Eichung
oder instantane Eichung. Sie ist definiert durch

V-A=0 (4.44)
Damit lautet (4.25)
V2® = —4np (4.45)

mit der Losung

B (4.46)

-
r—r

Die Losung ist das instantane Coulomb-Potential ® (7, ¢) durch die Ladungsdichte g (7, t). Die
Bezeichnung Coulomb-Eichung ist somit offensichtlich. Das Vektorpotential befriedigt in die-
ser Eichung die inhomogene Wellengleichung

2—i
Grg_ LOPA_ dm. 1.00

—_——— = -V— 4.47
c? Ot? ¢’ * c Ot (447)
Wir verwenden (4.46) sowie die Kontinuitatsgleichung und schreiben damit um
o0 - [ Fol.1) L YT
V—=V dr'=-V [ —2 2 d' (4.48)

ot 7= 7] 7= 7]

Jetzt spalten wir die Stromdichte 7 aufin einen longitudinalen und einen transversalen Anteil

j=Ji+ i (4.49)

mit den Definitionsgleichungen
Vxj =0 , (4.50)
V-j =0 . (4.51)



Diese Anteile kann man ausdriicken durch

- 1 - ! )
j = ——V / VI gy (4.52)
47T 7
- 1 =3 —
5 = —VxVx/ I g (4.53)
An 77
Es ist
. . 1 . . - 1 . -
js+n = —V V/ jqd?’r' ——V2/ jqd?’r'
47 Py 47 P
l = 6,.'7(7:;’15) 3.7
V[ LB (4.54)
47T 77—7“'
Mit
— 1 —a
Vi =—47r5( ) (4.55)
7 —
und
- 1 - 1
\Y ==V — (4.56)
7= 7F—r
haben wir
e e l = = j 3,0 2
et = 4—V \% —dr' )+
T 77—7“'
N I CA 1 Y/ 1
——V/V' _,) er' + —V j(r’,t) A —d°r'
47 P 47 P
= j (4.57)

Der erste Term in der zweiten Zeile kann mit Hilfe des Gaulischen Satzes in ein Oberflachen-
integral umgewandelt werden, das aber verschwindet. Zusammengefalit folgt mit (4.48) und
(4.52) somit

V— =4my . (4.58)

Das Vektorpotential kann daher nach (4.47) vollstandig durch den transversalen Strom bestimmt

werden.
o - 1 32121’ 47'('—»
V2A —_ = —__3 . .
c? 0t? ¢t (459)
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Dies ist der Ursprung der Bezeichnung transversale Eichung. Die Coulomb-Eichung wird auch
haufig in Situationen verwendet, wenn keine Quellen vorliegen. Es gilt dann nach (4.46) ® = 0
und A befriedigt die homogene Wellengleichung

OA(Ft)=0 . (4.60)
Fur die Felder folgt in diesem Fall
R 104
E = ——— 4.61
Tl (4.61)
B = Vx (4.62)

4.4 Energie des elektromagnetischen Feldes

Als eine wichtige Konsequenz der Elektrodynamik wollen wir den Energiesatz der Elektrody-
namik behandeln. Dazu betrachten wir zundchst ein punktférmiges Teilchen mit der Ladung g,
das im elektromagnetischen Feld die Lorentz-Kraft

ﬁzq(ﬁ—i—%Xé) (4.63)
erfahrt. Bei der Verschiebung um d7 leistet das Feld am Teilchen die Arbeit
dW = F - dif = qE - d7 . (4.64)

Dabei wird Feldenergie in kinetische Teilchenenergie umgewandelt. Dies entspricht der Lei-
stung

dd—vf =qi-E . (4.65)

Nur der elektrische Anteil der Kraft F ist am Energieaustausch zwischen Teilchen und Feld be-

teiligt. Die magnetische Kraftkomponente leistet keine Arbeit, sie steht stets senkrecht auf der

Teilchengeschwindigkeit #. Diese Aussage gilt unverandert auch fir kontinuierliche Ladungs-

verteilungen o (7, ) mit dem Geschwindigkeitsfeld 7 (7, t), die im elektromagnetischen Feld

die Kraftdichte

7 (7, 1)
C

F(@t) = o(7t) |E (7, t) + x B (7,1) (4.66)

erfahren. Die Grofie f(F, t) ist eine Kraft pro Volumeneinheit. Die zugehdrige Leistungsdichte

f(70)-9(7t) = o (7, ) E (7,8) - U(7,8) = j (7,1) - E (7,1) (4.67)
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ist allein durch das elektrische Feld E und durch die Stromdichte 7 bestimmt. Die gesamte
Arbeitsleistung im Volumen V' betrdgt somit

Y — E . 4.
7 /d ) (4.68)
7

Diese Beziehung wollen wir mit Hilfe der Maxwell-Gleichung etwas umformen. Aus

. - 4. 18D
G x fi=imy, 19D (4.69)
c c Ot
resultiert
- c [ = . 18D
= S (vxA--Z 4.70
J 47 ( c 3t> ( )
und damit
— — — — — 1 — p
j-E:i[E-(VXH)——E-D] . (4.71)
47 C
Jetzt ist
div(ExFI) —H-totE—E-rotd . 4.72)

Mit Hilfe des Faradayschen Gesetzes finden wir

— — R — — 1 — 5 1 — o
j-E:-iduv(ExH)——E-D——H-B (4.73)
A7 A7 A7
und weiter
dWy 1 [ /=% =\ = 0D - OB
v _ - E H) E- 22 7.2 4.74
o ym dr[cdlv( X + 8t+ T (4.74)
J

Per Definition fuhren wir an dieser Stelle zwei wichtige GroRen ein. Wir definieren den Poynting-
Vektor S (7, t) durch

§=° (E X FI) . (4.75)
Ferner ist die Energiedichte w(7, t) des elektromagnetischen Feldes gegeben durch

1 (2 2 =
w(F,t)zg(E-D—i—B-H) . (4.76)

Auch das Produkt B - H hat die Dimension einer Energiedichte. Wir betrachten hier nur lineare
Medien mit e = const und p = const . Dann gilt offensichtlich
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A-B= %2 (7 - B) 4.77)

und

E-ﬁ:——(E-ﬁ) . (4.78)

Fur die Leistung des Feldes im Volumen V' folgt nach diesen Definitionen und Umformungen

- E=— = . :
g7 /Vdrj /Vdr<at+d1VS (4.79)

Da V beliebig ist, muR die folgende Kontinuitatsgleichung gelten :

E;—L:erivﬁ: —j-E . (4.80)

Dies ist das Poyntingsche Theorem. Wir schreiben die Energiebilanz in der folgenden Form um:

d (mech) (Feld) / > a
— (W, +W, =— af-S . (4.81)
dt ( v v ) (V)
Hierbei gilt fur die Feldenergie im Volumen V/
= [ d&°r— 4.82
dt /V "ot (4.82)

Diese Feldenergie wandelt sich partiell in Teilchenenergie und letztlich tiber Teilchenstole in
Joulesche Warme um. Es ist

(mech)
dL;/d%j-E . (4.83)
dt .

Der letzte Term beschreibt den Energiestrom durch Strahlung durch die Oberfldche von V, es
ist

/d3r div§=/ df-§ . (4.84)
14 S



In die bisherigen Uberlegungen ging nur div S ein. S selbst ist damit nicht eindeutig fixiert,
denn eine Transformation der Form

S-S +rotF (4.85)

andert div S nicht. Es kann also durchaus S # 0 sein, ohne eine Energiestrahlung stattfinden zu
lassen. Als Beispiel betrachten wir die homogenen Felder

E = (E,0,0) ,
H = (0,0,H)
Es resultiert
S=(ExH)=2(0,—~EH,0) #0 (4.86)
T Ar T 4Ax ’ ' '

Da aber div § = 0 ist, tritt keine Energiestrahlung durch die Oberflache von V" auf.

4.5 Der Feldimpuls

Wir wollen nun den Impulssatz der Elektrodynamik als weitere wichtige Konsequenz der Maxwell-
Gleichungen behandeln. Fir ein punktformiges Teilchen gilt die Lorentz-Kraft

— d — U —
F= %ﬁ(mech) =gq (E + % X B) . (487)

Haben wir ein System von Teilchen in einem Volumen V' vorliegen, so gilt fiir den Gesamtim-
puls aller Teilchen in V

d _,(mech) / 3 — i —
— = d E+—-xB
dtpV ., TP + . X

— 1 brd -
= / d*r (pE + -7 X B) . (4.88)
v C

Wir eliminieren jetzt p und 7 mittels der inhomogenen Maxwell-Gleichungen. Es ist

1 =

p = —V-D | (4.89)
47

- c - . 18D

| = — H-—- —— ) 4,

J A (V % c 3t> (4.90)
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Damit erhalten wir

domey 1 [ 5 [ae = o = - 10D -
45 _47T/VdrE(V B)+(Vx By x B~ 107 x B (4.91)

Addieren wir noch als nahrhafte Null den Term (V - B) - H = 0 und benutzen die Beziehung

— a — — —
— XB=—(DxB)—Dx— 4.92
so geht die Gleichung Uber in
Ly = L o (BT D)+ (9 B)- A+ (9 x ) x B
dt v 47 v
10,2 =5 1= 0B
—~——(DxB)+-D x — 4.93
cat( % )+c Xat] (4.93)
Setzen wir die Maxwell-Gleichung VxE= —%%—? in diese Gleichung ein, so erhalten wir
Dpwear — L[ pr[(9- D)+ (- B)H + (Y x ) x B
dt v 47 \%
1 — — — = —
— z%(DxB)—Dx (VXE)] (4.94)

und weiter

dtp dt 4mc

1 — - = — — — — — — — — —

= | dr [(V-D)E+(V-B)-H+(v x H) x B+ (V x E) x D] . (4.95)
’

Zur Vereinfachung der weiteren Rechnungen betrachten wir das elektromagnetische Feld im
Vakuum mite = 4 =1, d. h., es gilt E =Dund B =H.Dann folgt

i/d‘”’r[(ﬁ-ﬁ)ﬁﬂﬁ-é)-é (FxB)x B+ (VxB)xE| . (4.9)
g

Das Volumenintegral auf der linken Seite dieser Gleichung kann als der elektromagnetische
Feldimpuls im Volumen V' verstanden werden. Dabei ist der Ausdruck
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1 — —
—(E x B) =

4.97
47e ( )

Rl Uy

als die rdumliche Dichte des Feldimpulses 7 ®ed) anzusehen. Sie ist dem Poynting—Vektor S
mit dem Faktor C% proportional.

1 = 3\ S(Fad) L 3

— | BrExB="Y=_ [ &35 | 4.98

4re [y r(ExB)=py 2 Jy 4 (4.98)
(Feld)

Die Gleichung (4.96) wird durch Einsetzen von 7'y, zu

d [ (mech) , (Feq)] _ 1 s (e AEL e BB
%[PV +Dy ] = VdT[(V-E)E-i-(V-B)-B
+ (ﬁxﬁ)xﬁ-l—(ﬁxﬁ)xﬁ] : (4.99)

Der Integrand auf der rechten Seite 1413t sich als Divergenz des Maxwellschen Spannungstensors
ausdriicken. Um dies aufzuzeigen, benutzen wir fur die Darstellung von Divergenz und Rotation
die Einsteinsche Summenkonvention, wonach automatisch tiber doppelt vorkommende Indizes
summiert wird. Das Summenzeichen wird dann unterdriickt. Z. B. gilt

D AA = AA (4.100)

Ebenso gilt dann in kartesischen Koordinaten

, o - OF;
divF=g7F=8-&57 | (4.101)
, o = OF,
w0t F =7 — x F =& x &> (4.102)

Hierbei ist F' ein beliebiges stetiges, differenzierbares Vektorfeld. Wir formen nun den Teil in
(4.99) um, der vom elektrischen Feld E abhangt. Es ist

— - = — — — aE aE
BE+ @ xB)xE = (a-652) na+ (axeSl) < b

OF; OF;
<5za—$]> Eyé, + (é} - € a;) Ey€;
OF;
- (—ax?é;. -é’kEk> & . (4.103)
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Wir schreiben weiter fir ¢, j,k =1,2,3

L oaa e o OE;\ .. . OF; OE; _ \ -

OE; OF; OF;
= YV E.e +E-He. g Z=2 VY&
(3:@) ke + fs oz; i ! (3% ) ez

_ OE; OE; 9E;\\ .,
- (a(32) 5 () -5 ()

Wir haben dabei ausgenutzt, daf} wir wegen der Summation uber alle Indizes die einzelnen
Indizes in den verschiedenen Termen umbenennen kdnnen. Wir betrachten im folgenden nur
die -—te Komponente dieses Ausdrucks und nehmen weitere Umformungen vor.

v o 5 N - . aE] aEz aE]
-0 re], - 5 (5) o5(2) -5(2)
) 9 1

0
= 915 -(E;E;) = o, (EjEi - §6ij(EkEk)> : (4.105)

(B Ei) —

Ein vollig analoges Ergebnis bekommen wir fiir den nur von B abhéngigen Teil des Integranden
von Gleichung (4.99),

[(6 : B’) B+ (6 x B’) x B’L - a% (BjBi - %5i.(BkBk)> . (4.106)

Mit diesen Beziehungen konnen wir den Integranden der Gleichung (4.99) als Divergenz eines
Tensors ausdriicken. Es resultiert

d [ _(mech) |, -(Feld 1 0 1
y pone) 4 pire )L=E/Vd3ra—xj BiE; + BiB; — 505(ExEx + BeBy) ) (4.107)

Wir definieren nun den Maxwellschen Spannungstensor durch

1 1

Dies ist offensichtlich ein symmetrischer Tensor

Damit konnen wir zusammenfassend schreiben
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d —(mech) S(Feld) | _ 3 0

= [ +5§ ]JiAdraaﬂ]. (4.110)
Mit Hilfe des GaulRschen Satzes kann das Volumenintegral formal in ein Flachenintegral umge-
schrieben werden,

v Oz S(V)

Damit bekommen wir als Erhaltungssatz fiir den linearen Impuls

dt
Liegt die Flache F' in einem vom Feld abgeschirmten Gebiet oder im Unendlichen, so ver-
schwindet das Oberflachenintegral. Wir lernen daraus, daB nicht der mechanische Impuls allein,
sondern als Gesamtimpuls nur die Summe aus mechanischem Impuls und Feldimpuls erhalten
wird.
Im allgemeinen verschwindet die GroRe —T1;;n; nicht, sie repréasentiert die i—te Komponente
des Impulsflusses durch die Einheitsflache. ImpulsfluR ist der Impuls pro Sekunde durch die
Flacheneinheit, es ist also eine zeitliche Anderung des Impulses pro Flacheneinheit. Damit I4Rt
sich der Ausdruck —T;j;n; AF als die i—te Komponente einer Kraft

d [ _m
[ﬂ/ ech)_i_ﬁg‘eld)]._/ dF Tyn; =0 . (4.112)
i Jsw)

auf das Flachenelement verstehen. Wird die Strahlung z. B. an dem geschwarzten Flachenele-
ment dF' = dF 7 absorbiert, so wird von der Strahlung auf die Flache A F die Kraft

K -ii = K;n; = =Tyjn;n; AF (4.114)

ausgeiibt. Damit ist das Gesamtsystem, bestehend aus mechanischen Kraften, Feldkréaften und
Kraften, die das Feld auf seine Berandung austiibt, im Gleichgewicht. Bilden wir die Kraft pro
Flacheneinheit, so finden wir als Strahlungsdruck

Pstranm = IZ—F
Durch eine elektromagnetische Strahlung wird neben der Energie auch Impuls von einer Strah-
lungsquelle auf einen Absorber iibertragen. Auf dem Absorber kann dann die zeitliche Ande-
rung dieses Impulses per Fldcheneinheit gemessen werden. So ist z. B. der Schweif der Kometen
ein augenfalliger Effekt des Strahlungsdrucks.

S
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5 Ebene Wellen

5.1 Felder im Vakuum

Wir wollen nun elektromagnetische Wellen im Vakuum behandeln. Wir gehen von den Maxwell-
Gleichungen aus, um zeitlich und rdumlich rasch wechselnde elektromagnetische Felder zu dis-
kutieren. Wir beschranken uns zunachst dabei auf Felder im Vakuum. Wir setzen also D = E
und B = H. Ferner gehen wir von der Annahme aus, daB die duBeren Ladungsdichten und
Stréme verschwinden, d.h. ¢ = 0 und j = (. Dann lauten die Maxwell-Gleichungen

- 4 10E

B = -2~ 1
V X "o (5.1)
- 4 108

E = -2~ 5.2
V-E =0 , (5.3)
V-B = 0 . (5.4)

Aus diesem Gleichungssystem kdnnen wir jeweils entweder E oder B eliminieren. Wir bilden
die Rotation von (5.1),

— =d - 1 a = —
VX(VxB)=E§(VxE) . (5.5)
In diese Gleichung setzen wir (5.2) ein, es folgt
- (o s 1 8°B
Wieder verwenden wir die Vektoridentitat
6x(6x§)=6(6-§)—AB’ (5.7)
sowie (5.4). Damit resultiert
. 10°B
B-——= : :
29 0 (5.8)

In der gleichen Weise kdnnen wir B eliminieren, und wir erhalten ebenso

. 18%E
E

Die beiden Vektoren E und B erfiillen demnach dieselbe Wellengleichung. Die homogene Wel-
lengleichung wird von jeder Funktion der Form

b)) =1 (F-7-wt) + £y (F-7+wt) (5.10)
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geldst, wobei f_ und f hinreichend oft differenzierbare, ansonsten aber beliebige Funktionen
der Phase

o (A1) =k-FFwt (5.11)

sind. Hierbei steht ¢ (7, t) représentativ fur jede Komponente von E oder B, und es gilt
Oy (7,1) =0 . (5.12)
Wir kdnnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dal? gilt w > 0, da durch den An-
satz (5.10) bereits beide Vorzeichen impliziert sind. Allerdings ist (5.10) nur dann eine Losung,

wenn zwischen w und & eine bestimmte Relation erfillt ist, die man auch Dispersionsrelation
nennt. Diese Relation finden wir durch Einsetzen der Ldsung in die Wellengleichung. Es ist

Ay = k21/1” , (5.13)
& = w" 5.14
ﬁ = wY . (5.14)

Hierbei ist mit )" die zweite Ableitung nach der Phase ¢, also dem vollen Argument, gemeint.
Die Wellengleichung hat damit die Gestalt

2 2 d2 . d2

Dies wird geldst durch

w=ck . (5.16)

Zur weiteren Diskussion der Losung beschréanken wir uns zundchst auf die Teilldsung f_. Bei
konstanter Phase ¢_ (7, t) ist offensichtlich auch f_ konstant, d.h. Flachen gleicher Phase sind
auch Flachen konstanter f_-Werte. Betrachten wir eine Momentaufnahme bei ¢ = ¢,

o (Fit)) =k-7—wty (5.17)
so ist die Flache konstanter Phase ¢_ durch die Bedingung

k - 7 = const. (5.18)

definiert.
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Das ist die Gleichung einer Ebene senkrecht zu k, diese Ebene kann als Wellenfront betrachtet
werden. Fir alle Punkte 7 mit gleicher Projektion & - 7 auf die Richtung von k hat f_ denselben
Wert.

Jetzt betrachten wir den gesamten Raum-Zeit-Ablauf. Dann lautet die Bedingung fiir die Bewe-
gung einer Ebene konstanter Phase go(_o),

(0)

k-7—wt= kr — wt = ¢’ = const. (5.19)
und daher
Pk 90(_0) w
Diese Ebene bewegt sich offensichtlich mit der Phasengeschwindigkeit
dr w
k[ R o 5.21
dt  k (621)

in die Richtung von k. k heiRt deshalb auch Ausbreitungsvektor. Die Teillosung f (E ST = wt)

beschreibt also die Ausbreitung einer Storung mit ebenen Fronten in Richtung von k mit der
Phasengeschwindigkeit ¢. f (E ST 4 wt) driickt dann die entsprechende Bewegung in (—E)
Richtung aus. f_ und f, kdnnen speziell periodische Funktionen sein, also z.B.

) _ Aei(E~F—wt) : (5.22)
) — Bei(E~F+wt) (5.23)

Raumlich-zeitlich periodische Funktionen, bei denen fiir feste Werte ¢ die Punkte gleicher Pha-
se eine Ebene bilden, nennt man ebene Wellen. Wir verwenden hier wieder die zweckmafige
komplexe Schreibweise. Dennoch missen wir deutlich betonen, dal3 der physikalisch relevante
Anteil nur der Realteil ist. Fir eine feste Zeit gilt als Periodizitdtsbedingung fir die Abstands-
vektoren

A7, -k = 21n (5.24)

mit n € Z. Der Abstand zwischen ndchstbenachbarten Wellenfronten mit denselben f..-Wert
ist die Wellenlange,

_27r

A=

(5.25)

E nennt man auch den Wellenvektor. Halten wir statt der Zeit den Ort fest, d.h. betrachten wir
von einem festen Raumpunkt 7% aus, so andert sich f. dort mit der Zeit ¢, erreicht aber nach der
Zeit

r=2= (5.26)



wieder den urspriinglichen Wert. 7 hei3t deshalb Periode oder Schwingungsdauer. Daraus ergibt
sich die Frequenz v der Schwingung,

y=1 (5.27)
T
und die Kreisfrequenz
w=2my . (5.28)

Die Kombination von (5.21), (5.25) und (5.26) fuhrt auf
c=Av=— . (5.29)
T

Wir wollen jetzt diese allgemeinen Resultate auf das elektromagnetische Feld lbertragen. Als
Losungen finden wir

E = Eyelirt) (5.30)
B = ByeFmvt) (5.31)
Die elektromagnetischen Felder erfillen nicht nur die homogene Wellengleichung, sondern
auch die Kopplungen in den Maxwell-Gleichungen. Aus rotE = —%B' folgt
PN / — A=
i (k X EO) gilfr-wt) _ ;¥ g il r-wt) (5.32)
C

Dies soll fiir alle Raum-Zeit-Punkte giltig sein. Daher missen wir offensichtlich fordern

= o, (5.33)
E =k . (5.34)
Es bleibt noch
ki x By = %B’O . (5.35)
Aus divE = 0 folgt
FiBy=0 (5.36)
Aus divB = 0 folgt
FBy=0 . (5.37)
SchlieBlich bleibt noch rot3 = 1,
Ex By = —%E}) . (5.38)



Die Vektoren Ey, By, k bilden ein orthogonales Rechtssystem. E und B stehen immer und
tiberall senkrecht auf & und aufeinander. Man spricht daher auch von transversalen Wellen.

\J
v

W
/

Wir nehmen ferner an, daR der Wellenvektor % in z-Richtung zeigt,

B

k=ke, . (5.39)

Dann lautet die Losung der Maxwell-Gleichung, die gleichzeitig die Wellengleichung befrie-
digt,

E = (B, + Eyé,) et (5.40)
B = (—Ew@, + Egé&,) i (5.41)
Die endgultige Form der Welle ist durch Eo, und Ey, festgelegt. Dies konnen jedoch in der
Regel komplexe Grolien sein. Als ein Beispiel betrachten wir die physikalischen Losungen fir
reelles Ey, und Ey, = 0. Es folgt

= FEycos(kz—wt)e, , (5.42)
= FEyzcos(kz —wt)é, . (5.43)

o =

Wir kehren in unseren Betrachtungen zurtick zur Dispersionsrelation. Wir hatten gefunden

w=ck (5.44)
oder
2
2 w
k” — = =0 . (5.45)

Wir gehen zu einer vierdimensionalen Schreibweise iber und fuhren den vierdimensionalen
Vektor

k= (Ez%) (5.46)



ein. Das Quadrat
4 2

N kb = bk, = k= 2 =0 (5.47)

c?

entspricht gerade der Dispersionsrelation. Ebenso schreiben wir

z, = (T, ict) (5.48)
und den Vierergradienten
0 - 0 o 0 0 0
i )= : 4
Oz (V’ 0 (ict)) <3x1’ Oy’ Oz3’ O (ict)) (549)
Damit konnen wir fur den d’ Alembert-Operator schreiben
0 0
O (7, 1) = — —1) (7, . ,
(1) = 5t (71) (5.50)

Fir die Wellengleichung fiir f_ (7, t) resultiert in dieser Schreibweise

0 0
%% — (kyIEy) = kﬂkﬂf— . (551)
Ferner wollen wir uns noch einmal die Wirkung der Ableitungsoperatoren auf die ebenen Wel-

len anschauen. Wir gehen aus von

E = B, ei(kret) (5.52)
und bilden die Divergenz
V.E=F,V (ei(E'F—wt)) —E,- (ZE) gilFr=ut) (5.53)
Bei der zeitlichen Differentiation erhalten wir
O z_ 20 (i(Frut) _ g (_si(Frot)
B = Eos (e ) = By (—iw)e . (5.54)

Die Wirkung der Operatoren V und d/0t kdnnen wir also durch die Substitutionen ersetzen

V — ik, (5.55)
0 .

Wir wollen uns als néchstes die Energie- und Impulsverhdltnisse einer ebenen Welle anschau-
en. Die Energiedichte des elektromagnetischen Felds ergibt sich aus dem zeitlichen Mittel der
Summe der Quadrate der Feldstérke E und der magnetischen Induktion B. Bei der Berechnung
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dieser Quadrate muissen wir beachten, daB nur die Realteile von E und B quadriert werden
missen. Wir gehen aus von dem Mittelwert

— 1
cos?q = 5 (5.57)
Damit resultiert fur die Energiedichte einer monochromatischen, ebenen Welle
1 /= —=:
w = = (B°+B)
87
1 = =d —, E=d
= — (Egcos2 (k-F—wt) + B} cos? (k-F—wt))
87
- L mim=lm (5.58)
160 V0 T T g0 '

Fr den den EnergiefluR beschreibenden Poynting-Vektor elektromagnetischer Wellen bekom-
men wir

= —(ExB)=—FE?—
o 47r( X ) Ak
c - k¢ ok k
— E2 2 o _:—E2—: — .
1 Zo cos (k T wt)k g Loy = cwy (5.59)

Der Energiefluf? einer elektromagnetischen Welle pro Flacheneinheit verlauft demnach in Rich-
tung des Wellenvektors k.
Weiter wollen wir fir ebene Wellen die folgende Eigenschaft deutlich festhalten:

E1B (5.60)
sowie
Elk und Blk . (5.61)

In der Quantenmechanik gilt fur die Energie einer ebenen Welle

E = hw (5.62)
und fir den Impuls

7=k (5.63)
Hierbei ist

h= % (5.64)

mit dem Planckschen Wirkungsquantum A. Der numerische Wert von 7 betragt

fi=6.58211889-10"* MeVs . (5.65)
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Mit dem Zusammenhang w? = k2¢? folgt in der Quantenmechanik
E? = p%c® . (5.66)

Erinnern wir uns an den relativistischen Energiesatz der Mechanik

E? = p%c® + mic* (5.67)
so entspricht (5.66) dem relativistischen Energiesatz fiir ein Teilchen der Ruhemasse mg = 0.
Transversale Wellen haben als weiteres Charakteristikum eine Polarisation, die wir nun bespre-
chen wollen. Die ebene Welle als Losung der Maxwell-Gleichung représentiert die rdumliche
Ausbreitung einer harmonischen Schwingung. Offensichtlich ist die elektromagnetische Welle
allein durch den E-Vektor vollstindig bestimmt.

Zunéchst konstatieren wir, dal? es sich bei den Koeffizienten Ey, und Ey, im allgemeinen um
komplexe GroRen handelt,

Eyy = |Eyle? (5.68)
Ey = |Ep,|et | (5.69)
Dann folgt fur das reelle, physikalische E-Feld
E = E,é, + E,é, (5.70)
mit
E, = |Ey|cos(kz—wt+¢p) (5.71)
E, = |Ey|cos(kz—wt+e+0d) . (5.72)

Beziiglich der relativen Phase 6 kdnnen wir nun mehrere Félle unterscheiden:
1. 6 =0o0deré ==+n
Dann gilt
E = (|Eos| & * |Eoy| €,) cos (kz — wt + @) . (5.73)
Der Koeffizient vor der Cosinusfunktion ist ein orts- und zeitunabhéangiger Vektor. Dies

impliziert, daB die elektrische Feldstarke E relativ zur Ausbreitungsrichtung in einer fe-
sten Richtung schwingt.

|E

ol

\4
x
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Man nennt diese Welle linear polarisiert und die Richtung von E die Polarisationsrich-
tung. Sie ist um den Winkel « gegen die z-Achse geneigt

|E0y|

tana = i|E0z| (5.74)
.8 ==7;|Ey| = |Ey| = E
In diesem Fall folgt
E = E[cos (kz — wt+ @) & Fsin (kz —wt+¢) &,] . (5.75)
Das obere Zeichen gilt fir § = +7/2; das untere fir 6 = —=/2. Fur einen festen

Raumpunkt z stellt die Klammer die Parameterdarstellung des Einheitskreises dar. Der
E-Vektor durchlauft als Funktion der Zeit einen Kreis mit dem Radius E mit der Win-
kelgeschwindigkeit w in der Ebene senkrecht zur Ausbreitungsrichtung. Man nennt diese
Welle deshalb zirkular polarisiert. Je nach Vorzeichen von § wird der Kreis in einer der
beiden mdglichen Richtungen durchlaufen. Fir 6 = +% sprechen wir von rechts-zirkular,
flr 6 = —7% von links-zirkular. In den folgenden Figuren zeigt der k-Vektor senkrecht aus
der Zeichenebene heraus.

> X

rechts-zirkular: § = +7%

NG

U > X

Ay
3

links-zirkular: 6 = —%
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3. 0= i%; |E0w| # |E0y|
In diesem Fall haben wir

E, = |Ey|cos(kz—wt+¢p) (5.76)
E, = F|Eylsin(kz —wt+¢) . (5.77)
Damit gilt auch
i) + ()
e ) () =1 (5.78)
<|E0w| | Eoy|

Dies ist die Gleichung einer Ellipse mit den Halbachsen |Ey,| und |Ep,|, die in z- bzw.
y-Richtung liegen. Man spricht in diesem Fall von elliptisch polarisierten Wellen

y

A

/kﬁ
N | S

\4
X

Der E-Vektor durchliuft eine elliptische Spirale, seine Amplitude ist offensichtlich nicht
mehr konstant.

4. ¢ ist beliebig; | Eo,| # |Eoyl
Dies ist der allgemeinste Fall, in dem die Ellipse, bezogen auf das zy-Achsenkreuz, ver-
dreht ist. Auch diese Welle nennt man elliptisch polarisiert.

y

A

_

Jede beliebige, elliptisch polarisierte Welle 1&R3t sich als Basis aus zwei senkrecht zueinander li-
near polarisierten Wellen aufbauen. Auch mit zwei entgegengesetzt zirkular polarisierten Wel-

m

\
X
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len 18Rt sich jede elliptisch polarisierte Welle aufbauen. Um dies zu zeigen, verwenden wir
komplexe Vektoren

1
€y = — (€, £1ig,) . 5.79
Wir kdnnen nach den Einheitsvektoren €, und €, aufldsen,
Pd 1 Pd Pd
€z = E (6_|_ + 6_) ’ (580)
Pd _Z Pd Pd
€ = 7 (e, —é_) . (5.81)
Damit gilt
1
Eor€yr + Egy€y = G [(Eoz — iEoy) €4 + (Eoz + iEgy) €-] . (5.82)

Die GroRen in der Klammer sind komplex. Komplexe GrofRen konnen wir als Betrag mal Pha-
senfaktor darstellen. Wir schreiben

Eyy +iEy, = Epe* . (5.83)

E. und E_ sind reell. Dann I&Rt sich auch die ebene Welle darstellen als

- 1 . .
b= E [E_ez(kz—wt+’y—)é‘+ + E+ez(kz—wt+’)’+)é’_] (584)

Fur den physikalischen Realteil resultiert
= 1 — . —
ReE = EE_ [cos (kz — wt + v_) & —sin (kz — wt + 7_) ]
1
+§E+ [cos (kz — wt + v4) €y +sin (kz —wt +v4) €] . (5.85)
Dies ist die Summe zweier entgegengesetzt zirkular polarisierter Wellen mit unterschiedlichen

Amplituden.

5.2 Wellenpakete

Als allgemeine Losung der Wellengleichung hatten wir Ausdriicke der Form f. (kz + wt) ab-
geleitet. Die Ausbreitungsrichtung liege in z-Richtung. Beziiglich der Phasengeschwindigkeit
gilt der Zusammenhang zwischen der Kreisfrequenz w und dem Betrag des Wellenvektors &,

(5.86)

cC=

w
k
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Ist k festgelegt, so gilt dies auch fiir w. Dies bedeutet aber auch, daR jede lineare Uberlagerung
von f. zu verschiedenen & die Wellengleichung 16st, falls nur die angegebene Dispersionsrela-
tion erfllt ist. Eine allgemeine Losung ist demnach

EM@Qz:/a%U}%ziuﬂ% (5.87)
mit einer beliebigen Gewichtsfunktion a (k). Bislang haben wir monochromatische ebene Wel-
len diskutiert, dies sind Wellen mit fixiertem (k, w). Jedoch sendet keine Quelle perfekt mono-
chromatische Wellen aus, sondern vielmehr ein mehr oder weniger scharfes Frequenzbiindel.
In dispersiven Medien gilt fur die Dielektrizitdtskonstante

Er =E&r (w) - (588)

Die Phasengeschwindigkeit « in diesen Medien ist nicht mehr die Lichtgeschwindigkeit (u #
c). Man kann keine einheitliche Phasengeschwindigkeit mehr angeben. Wir wollen nun gewich-
tete Uberlagerungen von ebenen Wellen diskutieren,

mmw=/mwwww. (5.89)

Die Gewichtsfunktion b (k) moge eine gewisse Bandbreite Ak, um einen Zentralwert &, auf-
weisen.

b(k)
A

Ak,

Der Hauptbeitrag zum Integral (5.89) folgt aus dem Wellenvektor-Bereich Aky. Wir machen
nun eine Taylor-Entwicklung von w (k) um &y,

wk)=wlko)+ (k—ko) —| +--- . (5.90)

ko

Wir schreiben wy = w (kg) und definieren die Gruppengeschwindigkeit

e
- dk

v, (5.91)

k=ko
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In dispersionsfreien Medien ist die Gruppengeschwindigkeit gleich der Phasengeschwindigkeit.
Beispielsweise folgt aus w = kc die Gruppengeschwindigkeit dw/dk = c. Wir setzen die
Taylor-Entwicklung in die ebenen Wellen ein,

gilkatut) — gi(koztwot) iglatugt) | . (5.92)

mit
g=k—ky . (5.93)

Wir brechen die Taylor-Entwicklung nach dem linearen Term ab. Fiir die Uberlagerung von
ebenen Wellen bekommen wir dann
H:I: (Z, t) ~ ei(kozzl:wot) / dq b (kO + q) eiq(z:l:vgt)

—0o0

Pt i, (2 £ ugt) . (5.94)

Das ist eine ebene Welle, deren Wellenldnge und Frequenz dem Maximum der Verteilung b(k)
entsprechen, moduliert mit einer orts- und zeitabhangigen Funktion H.. Diese Modulations-
funktion bewegt sich mit der Geschwindigkeit v, in 2-Richtung. Eine konstante Modulations-
phase

2 = vyt = const. (5.95)
impliziert
dz
pri Fug - (5.96)

Eine derart modulierte ebene Welle nennt man ein Wellenpaket. Das Paket bewegt sich mit der
Gruppengeschwindigkeit v,.

Als Beispiel betrachten wir als spezielles Wellenpaket ein Gaullsches Wellenpaket. Die Ge-
wichtsfunktion b(k) sei durch eine GauBverteilung gegeben

2 4 (k — ko)
b(k) = VW <_T§0) : (5.97)

Bei k£ = kg liege das Maximum

2

bnax = ————= 5.98

Die Funktion ist symmetrisch um k.
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Die Flache unter dieser Kurve ist stets 1. Das wollen wir nachweisen. Es ist

r o T 4 (k — ko)’
0

—0o0

:ﬁl

mit

= 2(k — ko)/Ako

oC
= /dy eV’
—00

Zur Auswertung von I verwenden wir den folgenden Trick

I’ = //d:vdye w+y)=27r/d@ge_92
—0c0 —00 0

und

Somit folgt

und weiter

7 dk b(k) =
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Damit liegt mit (5.97) eine mogliche Grenzwert-Darstellung fur die Dirac’sche é-Funktion vor,

5 (k—ko) = lim b(k) . (5.105)

Wir setzen nun die GauB-Funktion b(k) in die Modulationsfunktion H_. ein,

dg o~ (1°/AK3) pig(zugt) (5.106)

Wir schreiben das Argument der Exponentialfunktion um,
o)y 2 i 2 AR )
4°/Aky —ig(z £ vgt) = [ —— — =Ako (2 £ v,t) | + — (2 £v,t)" . (5.107)
Aky 4 16
Jetzt substituieren wir

2

Dies erlaubt es uns, das GauR-Integral auszufiihren. Es resultiert

~ 1 2 2
Hi(z 4+ w,t) = —=1e Aro/160GE00) (5.109)
VL3
Es folgt somit insgesamt
H:I: (Z, t) — ei (kozzl:wot)e—(Alc(2)/16)(z:|:vgt)2 ) (5110)

Dies ist eine ebene Welle, deren Amplitude GauR—formig von (z £ v,t) abhdngt. Die Gaul3—
Glocke bewegt sich mit der Geschwindigkeit v, in Fz—Richtung. Man spricht von einem ape-
riodischen Wellenzug. Die Gaul’—Kurve ist die Einhillende. Die Breite des Wellenpaketes ist
gegeben durch

Az = —. (5.111)
Dies impliziert auch
Az-Aky = const. (5.112)

Je breiter die k—Verteilung, desto schmaler die z—\erteilung des Wellenpakets und umgekehrt.
Eine scharf lokalisierte Verteilung im k—Raum mit b(k) = 6(k — ko), also Aky — 0, bedeutet
im Ortsraum eine nicht-modulierte ebene Welle

Hi(z,t) — eilkosdwot) (5.113)

Akg— 0
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Eine ebene Welle ist im Ortsraum nicht lokalisierbar.

Fir Aky — oo wird Az sehr klein, und damit ist die Welle raumlich scharf lokalisiert. Die
Verteilung im k—Raum ist damit vollig verschmiert.

Die Ausbreitung der Welle ist durch zwei Ausbreitungsgeschwindigkeiten charakterisiert, ndmlich
durch die Phasengeschwindigkeit

w(k)

= —* 114
; (5.114)
(In dem von uns studierten Fall galt v = ¢) und durch die Gruppengeschwindigkeit
_ du(k)
Yo = gk (5.115)

Die Phasengeschwindigkeit beschreibt die Ausbreitung einer ebenen Welle. Die Ausbreitungs-
geschwindigkeit eines Wellenpakets ist die Gruppengeschwindigkeit. Mit der Gruppengeschwin-
digkeit werden Informationen oder Signale tibertragen. Aus der speziellen Relativitatstheorie
wissen wir, daB fir die Gruppengeschwindigkeit als Maximalwert die Lichtgeschwindigkeit ¢
gilt,

vy < ¢ . (5.116)

Man spricht von Dispersion, wenn gilt u # v,.

5.3 Kugelwellen

Die ebenen Wellen reprasentieren eine wichtigen Losungstyp der homogenen Wellengleichung.
Eine andere Klasse von Losungen bilden die Kugelwellen. Hierzu stellen wir den Laplace-
Operator in Kugelkoordinaten dar:

10 (,0 1
mit
1 0 0 1 8
A = — | sin— —_— . A1
i sin ¥ 0Y (Slnﬁ319> * sin? 9 Oyp? (5.118)

Wir gehen jetzt von kugelsymmetrischen Losungen aus ¥ (7, t) = ¥(r, t). Dies bedeutet
Ap, ¥ = 0 . (5.119)

Die Wellengleichung lautet damit

10 o 1 8
OV = |- 2—5 —a2pe|¥ =0 - -
) [7"2 - (7" 7") 2 t2] ) 0 (5.120)
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Jetzt ist

o2 0 ov o ov
oY) = E(TE ‘I’) = "o T2
_ 19 (.07
- ror 4 or
sowie
o2 1 62
2y = rar ")

Nun substituieren wir
v(r,t) = r3¥(rt)

und bekommen somit
2 1 62
<—ar2 — C_Q—a‘[,Q) ’U(T, t) = 0

Diese Differentialgleichung wird von allen Funktionen des Typs
v(r,t) = vy(kr+wt)+v_(kr —wt)

gelost, sofern gilt

oder

Die Phase

pr = krtuwt

(5.121)

(5.122)

(5.123)

(5.124)

(5.125)

(5.126)

(5.127)

(5.128)

(5.129)

hangt nur vom Betrag des Ortsvektors r ab. Zu einer festen Zeit ¢ = ¢, sind die Punkte gleicher
Phase und damit gleicher ¥—Werte solche gleichen Abstands vom Ursprung. Sie liegen damit
auf Kugelflachen vom Radius r. Die Amplitude nimmt mit wachsendem Abstand vom Ursprung

gemaR 1/r ab.
Falls vy (kr + wt) zusatzlich periodisch ist, also z. B.

vy = A:I: ei(kr:l:wt)
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spricht man von Kugelwellen,

A, .
UL (R 1) = Tﬂ: pilkrtwt) (5.131)

Wieder folgt fir die Phasengeschwindigkeit der Wert ¢. Die Lésung (5.131) stellt die Ausbrei-
tung einer Storung mit kugelformigen Wellenfronten dar. Gilt fiir die Wellenfront

r(t) = ro—ct , (5.132)
so sprechen wir von einer einlaufenden Kugelwelle, gilt hingegen
r(t) = ro+ct (5.133)

so sprechen wir von einer auslaufenden Kugelwelle.

5.4 Fourier-Integrale

Wir hatten bereits die Fourier—Reihe einer quadrat-integrablen Funktion f(z) behandelt,

flz) = fo+ Z [an coS (% IE) + b, sin (% x)] (5.134)
n=1
mit
1 [t q
fo = 5] f@do (5.135)
1 [te nw
W = 9 f(z) cos (7 IE) dz , (5.136)
1 [te . (nT
by, = e/ f(z)sin (7 IE) dz . (5.137)
Mit der Definition
1 .nmw
vp(z) = VT exp (7, — IE) (5.138)
mitn = 0,+1,+2,... und den Eulerschen Formeln kdnnen wir schreiben
1 nw 1
= — = —=\Un -n ’ 1
\/ECOS( » IE) \/i(v (z) + v_pn(x)) (5.139)
1 . /nm —1
7 sin (7 IE) = E(vn(:v) —v_p(z)) . (5.140)
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Auch die v,(z) bilden ein vollstandiges Orthonormalsystem. Wir untersuchen

" 2a

—/ cos d:v— —/ sm )x] dz

+a ntm 1 +a )
/ V() v ( )d:v( zm — e_z(”/“)("_m)w dz

+a
T T
= 27r(n ) sin (a(n — m)x) ) + 27r(n ey cos (E(n — m)x) y
=0 . (5.141)
Fir den Fall n = m gilt trivial
1
2 _ R
oa(@)]” = o (5.142)
Damit haben wir zusammengefal3t
+a
/ vp(@)vm(z)dz = Opm - (5.143)

Jede in [—a, +a] quadratintegrable, mit der Periodenldnge 2a periodische Funktion f(z) lait
sich somit auch schreiben als

+o0
Z ay, e/ a)e (5.144)
mit
1
— —i(nw/a)x
Qy, 5 f() Tdx . (5.145)

Insbesondere gilt fur die d—Distribution mit —a < zy < +a die Darstellung

1 X
O —m0) = D eflnm/a)emao), (5.146)

n=—oco

Jetzt fiihren wir die abkiirzenden Bezeichnungen ein

Ak = T (5.147)
a
k, = nAk (5.148)
fn = apan/2/7 . (5.149)
Damit resultiert
1 2
= foetfne Ak 5.150
f() mn;wf e (5.150)
fn = 1 / ) ) e % dg (5.151)
i 7= . .



Ak ist die Differenz benachbarter &,,.

Wir gehen nun zu nicht—periodischen Funktionen, d. h. zu Funktionen mit einem Periodizit&ts-
intervall [—a, 4+a), o Uber. Wir ndhern die Summe in (5.150) im Riemannschen Sinn mit
Ak — 0 durch ein entsprechendes Integral. Es folgt

flz) = % +oodk f(k)e*® (5.152)
f(k) = N / dz f(z) e e | (5.153)

Man nennt f(k) die Fourier—Transformierte oder auch Spektralfunktion der Funktion f(z).
Wir wollen nun die wichtigsten Eigenschaften der Fourier—Transformierten diskutieren. Ist f (z)
eine gerade Funktion, f(z) = f(—z), dann gilt

fk) = \/ﬁ/ dz f(x) cos(kz) . (5.154)
Damit ist auch f(k) eine gerade Funktion,
f(k) = f(=k) . (5.155)

Ist f(x) reell, so ist es auch f(k).
Ist hingegen f(x) ungerade, f(z) = —f(—x), so haben wir

Fk) = \/_;_W _:od:v f(z) sin(kz) . (5.156)
Somit ist auch f(k) ungerade, d. h. f(k) = —f(—k). Wenn f(z) reell ist, kann f(k) zerlegt
werden in

F(k) = fi(k) — ifa(k) (5.157)

mit reellen f, »(k). Dabei ist f; (k) eine gerade und f»(k) eine ungerade Funktion von k. Dem-
nach gilt

f(=k) = fk)+if(k) = (k) . (5.158)
Die Fourier—Transformation ist linear. Mit
9(z) = ai1fi(z) + asfo(z) (5.159)
folgt
glk) = onfi(k) +oafo(k) . (5.160)
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Beziglich der 6—Funktion gilt

Ton / dz 6(z) e = % : (5.161)
Als Fourier-Umkehrung erhalten wir
1 oo tkx
d(z) = o) dk e : (5.162)
Vertauschen wir die Bezeichnungen £ und z, so folgt
1 [* .
5(k) = or | dz e**® . (5.163)

Die Regeln, die wir fiir das Variablenpaar (z, k) abgeleitet haben, gelten in analoger Weise
auch fir Zeiten und Frequenzen. Als Konvention andern wir hier jedoch die Vorzeichen in den

Exponenten ab,
1 too

f@®) = 7] dw flw)e ™t | (5.164)
flw) = m/ dt f(t) et . (5.165)

Bei mehrdimensionalen Funktionen liegt die Verallgemeinerung der Fourier—Transformation
auf der Hand

GO dwf w) elFTen (5.166)
fk,w) = d*r dtf —iErwt) (5.167)
Ferner notieren wir die Parseval sche Identitat. Es sei
+o0o ezkw
= 5.168
f@) = | 0k (5.168)
+00 zk’
= g(k d&’ . 5.169
o) = [ )= (5.169)
Dann gilt
~+o0 +oo ~+o0 , +o0 pikz e—ik’w ,
(r)dz = k g (k . dz dk dk
[Lr@swe = [ s0f sw [ g
+co —+00
_ / (k) / 3 (K'Y 8(k — k) dk di
o ] oo
= f(k)g*(k)dk . (5.170)
In der gleichen Weise folgt der Faltungssatz
oo +oo )
fy)glz—y)dy = f( ) g(k)e*edk . (5.171)
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5.5 Der Minkowski-Raum

Wir wollen jetzt Minkowski-Koordinaten einfuihren. Hierzu gehen wir aus von der Lichtglei-
chung der speziellen Relativitdtstheorie

4+t + 22 =2 (5.172)
bzw.
P4yt =0 . (5.173)

Dies kdnnen wir schreiben mitz1 = z, 2o =y, 23 = 2

3
doal-P=0 . (5.174)

i=1

Wir fulhren formal eine vierte Koordinate ein
x4 =tct . (5.175)

Damit konnen wir fur die Lichtgleichung schreiben

dal=0 . (5.176)

Ein Ereignis in der Raum-Zeit kdnnen wir zukiinftig durch vier Koordinaten angeben
z, = (z,y, 2, ict) . (5.177)

Aquivalente Aussagen gelten fiir andere Vierervektoren.

5.6 Kontravariante und kovariante Vektoren

Alternativ zur Beschreibung mittels Minkowski-Koordinaten konnen wir im vierdimensionalen
Raum auch kontravariante und kovariante Vektoren zur Beschreibung physikalischer Vorgénge
einfihren. Wir betrachten stetige Koordinatentransformationen

zh = f¢ (IEO,IEI,IE2,IE3) (5.178)
und die Umkehrtransformation

& =n (2% 7",2°,2°) . (5.179)

Die Indizes i und v nehmen die Werte 0, 1, 2, 3 an. Die Ableitungen gj‘j seien stetig. Statt

einer Koordinate x4 haben wir jetzt eine Koordinate z° eingefiihrt. Man beachte auch, daR die
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Stellung der Indizes anders ist. Man muf strikt unterscheiden, ob die Indizes oben oder unten
stehen.

Wir nehmen an, dal} eine Metrik existiert, die es erlaubt, das Bogenlangenelement ds zu bestim-
men durch

3
ds® = ) gudztda” . (5.180)
u,v=0
Im Fall der Lorentz-Metrik gilt
1 0 0
0 -1 0
y = 5.181
=10 0 -1 o0 (5.181)
0 0 0 -1

Wir wenden die Einsteinsche Summenkonvention an, die besagt, dal3 wir automatisch tiber dop-
pelt vorkommende Indizes summieren, sofern sie oben und unten auftreten, d.h. zum Beispiel

ds* = g, dztdz” . (5.182)
Es gilt
9 =gu . (5.183)

guw Wird die kovariante Form des metrischen Tensors und g** die kontravariante Form genannt.

Generell bezeichnen wir nun einen Satz von vier Grofen v*(u = 0, 1, 2, 3) als kontravarianten

Vektor, wenn er sich bei Koordinatentransformationen transformiert wie
ozt

- axv”

Einen Satz von vier GroRen A4, (u = 0, 1, 2, 3), der sich bei Koordinatentransformationen andert

entsprechend der Gleichung

,l—)ﬂ

(5.184)

- oz”
4=

nennen wir einen kovarianten Vektor. Das Produkt

A, . (5.185)

P = A" (5.186)

eines kovarianten Vektors und eines kontravarianten Vektors ist eine skalare Invariante, d.h. es
gilt

p=pr . (5.187)
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Fir die Bezeichnung der Raum-Zeit-Koordinaten kdnnen wir nun den kontravarianten Vierer-

vektor

ot = {2° 2", 2%, 2*} = {ct,z,y, 2} = {ct,7} ,

(5.188)

verwenden, wobei die zeitartige Komponente als nullte Komponente notiert wird. Mit Hilfe des
metrischen Tensors kénnen wir generell den Index u herunterziehen und so die kovariante Form

des Vierervektors bekommen. Es folgt
Ty = G’
und somit
z, = {0, T1, g, 23} = {ct, —x, —y, —2} = {ct, -7}
Analog lassen sich Indizes heraufziehen
ot = g’“’:v,,
Fur das Skalarprodukt ergibt sich

=2

22 g2 g2 2 2

7 —
'z, = c

Die Definition des Impulsvierervektors ist analog

w - JE
D C7pw7py7pz ’

y FE
Pu = GwD = za_pwa_pya_pz

Damit 1&Bt sich der relativistische Energie-Impuls-Erhaltungssatz schreiben als

Fur das Skalarprodukt zwei verschiedener Vierervektoren resultiert

. BB
D1 P2 = —DP1pP2 ,
cC C

und ebenso

purt =Et—p- %
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(5.194)

(5.195)
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5.7 Integrale Darstellung der Maxwell-Gleichungen

Wir gehen aus von den Maxwell-Gleichungen als Differentialgleichungen

65=47rp,

VBE=0 |,

. . 108B

VXE+-—=0 |,
c Ot

- . 4r- 18D

j{g.df: rotd - df
C

und den Satz von Gaul

Ferner nutzen wir aus, dal? gilt

q:

(5.198)
(5.199)

(5.200)

(5.201)

(5.202)

(5.203)

(5.204)

(5.205)

Fir das Flachenelement schreiben wir dA = df. Gleichung (5.198) und (5.199) integrieren
wir Uber ein Volumen V' und verwenden den Satz von Gauf3, ferner nutzen wir (5.205) aus.
Gleichung (5.200) und (5.201) integrieren wir tiber dA und verwenden den Satz von Stokes,
ferner nutzen wir (5.204) aus. SchlieRlich erhalten wir die integrale Darstellung der Maxwell-

Gleichungen

5.8 Kovariante Notation der Maxwell-Gleichungen

(5.206)
(5.207)
(5.208)

(5.209)

Wir werden nun eine kovariante Schreibweise der Grundgesetze der klassischen Elektrodyna-
mik einfihren. Aus Einfachheitsgriinden werden wir uns dabei auf die mikroskopischen Glei-

chungen und damit auf die Feldstarken E und B beschrinken.
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Wir beginnen die Diskussion mit der Kontinuitatsgleichung

ap - =
oV

Wir fuihren die Stromdichte j, als Vierervektor ein mit
gu= (7, icp)

Damit lautet die Kontinuitatsgleichung in kovarianter Form

% _
oz,
Mit der abkiirzenden Operatorschreibweise
Eju = Ouju
haben wir schlieBlich
Oujn =0
Ausgehend von der Lorentz-Eichung
A4+ ~-—=0
VoAt c Ot

fuhren wir das Potential als Vierervektor ein mit

A, = (4, i®)

Damit kann die Lorentz-Eichung kovariant notiert werden als

aAH —

Ty
Oz,

oder

9,4, =0

(5.210)

(5.211)

(5.212)

(5.213)

(5.214)

(5.215)

(5.216)

(5.217)

(5.218)

In dieser Eichung lauten die Wellengleichung fir das Vektorpotential A und das skalare Poten-

tial ®
.- 1 824 Vi
VidA- - - = -5
cz 01?2 cj
- 1 0%d
2 _
V-G om = 4
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In der vierdimensionalen Schreibweise wird hieraus

DA =~ ju - (5.220)

Wir betrachten nun die Feldstirken E und B in Vierervektor-Schreibweise. Ausgedriickt durch
die Potentiale lauten die Feldstérken

= —vo_194
c Ot
B = VxA (5.221)
Mit A, = 7@ und
0 0
—A =ic—A :
ot 1 an$4 1 (5 222)
resultiert beispielsweise
. 0A, 0A4
E, = — = :
iFy oz, Bm (5.223)
0As 0A,
B = —-—= . 224
! 3:E2 8153 (5 )

Wir fuihren nun den antisymmetrischen Feldstarketensor £, vom Rang 2 ein durch die Defini-
tion

0A 0A
F, = Y a 5.225
# or, Oz, ( )
oder
F. =04 -04, . (5.226)

Ausgedrickt durch die Komponenten der Feldstarkevektoren lautet der Feldstérketensor F\,,
explizit

0 By —B, —iE,
By 0 B —iE

Fa = 5 S (5.227)
B2 —B1 0 —’LE3

1By 1By iEj 0

Wir wollen nun die inhomogenen Maxwell-Gleichungen in kovarianter Notation darstellen.
Diese Maxwell-Gleichungen lauten

V-E = 4mp (5.228)
. - 10E Arr
VxB--2 - 7 (5.229)
c Ot c
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Die rechten Seiten bilden die Komponenten eines Vierervektors, damit mul} dies auch fur die
linke Seite gelten. Die linke Seite konnen wir als Divergenz des Feldstarketensors ausdriicken

OF,, 4w

oz, ¢
Mit Hilfe des Feldstérketensors (5.227) konnen wir die expliziten Gleichungen (5.228) und
(5.229) verifizieren. Man beachte, daR die Divergenz des Feldstérketensors einen Vierervek-
tor liefert, wahrend die Divergenz eines Vektors einen Skalar ergibt. Wir betrachten jetzt die
homogenen Maxwell-Gleichungen

(5.230)

V-B =0 , (5.231)
vxE+198 _ o (5.232)
¢ Ot

Mit Hilfe des Feldstérketensors (5.227) kdnnen sie umgeschrieben werden in

aFMV aF)\p, aFl/)\
oz + 0z, + oz,

mit A, u, v =1, 2, 3, 4. Mit(5.230) und (5.233) haben wir die Maxwell-Gleichungen vollstandig
in kovarianter Form ausgedriickt.

=0 (5.233)

Wir wollen jetzt noch die Erhaltungsgesetze in kovarianter Form darstellen. Dazu betrachten
wir zundchst die Lorentz-Kraft — genauer die Kraftdichte, d.h. die Kraft pro Volumeneinheit

Ed = 1 —_ —
f=pE+-jxB . (5.234)
C
Spezifisch betrachten wir jetzt die erste Komponente von f d.h.

1,. .
fi = pE+ E(hB?’ — j3Ba)
1

= E(F12j2 + Fiajs + Fiaja) (5.235)
Auch fir die anderen Komponenten resultiert das gleiche Ergebnis
| R
T = EFMU (5.236)

mit k = 1, 2, 3. Die rechte Seite von (5.236) bilden die Raumkomponenten eines Vierervektors.
Gleiches muR fur f gelten, also

fu= (f, %fo) . (5.237)

Allgemeiner erwarten wir das Gesetz

1 .
fu = EFMVJV (5238)
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mit u, v = 1,2, 3, 4. Flr f, folgt
1 . . . 12 =
Ji= p (Furji + Frajo + Fisjz) = EE ) (5.239)
Mit diesen GroRen konnen wir das Erhaltungsgesetz fur die Summe aus mechanischer und
elektromagnetischer Energie in kovarianter Form ausdriicken. Aus der inhomogenen Maxwell-
Gleichung (5.230) resultiert

_ c OF,
und damit fur (5.238)
1 F,
fu= oL (5.241)

E w 3:@\
Die rechte Seite kann als Divergenz eines Tensors zweiten Ranges ausgedriickt werden. Wir
definieren nun den elektromagnetischen Energie-Impuls Tensor T},

1 1
Ty = i (FMFA,, + Z(SWFMFM> . (5.242)

T, ist ein symmetrischer Tensor
Tw="T, . (5.243)

Mit dem Energie-Impuls-Tensor T}, (5.242) konnen wir die Kraftgleichung (5.241) ausdriicken
durch

0T,
oz,

In expliziter Form 140t sich der Energie-Impuls-Tensor schreiben als

fu= (5.244)

Ty Tio T3 —icgy
T: T: T: —1

T;w _ 21 22 23 7ng2 . (5245)
T3 T5 T3z —icgs

—icg1 —icge —icCQs3 w

Hierbei ist T;; der Maxwellsche Spannungstensor,

1 1

mit ¢,j,k = 1,2,3. g ist die elektromagnetische Impulsdichte und ist durch den Poynting-
\Vektor bestimmit,

1
2

1 - — —
jg=—ExB=—5 . (5.247)
47e C
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Die Ty4-Komponente gibt die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes an,
1 - —
w=— (E2 + B2) . (5.248)
8T

Der Energie-Impuls-Tensor hat eine verschwindende Spur, d.h.

> Tu=0 . (5.249)
w
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6 Elektromagnetische Strahlung

6.1 Retardierte Greensche Funktion

Einflihrend zum theoretischen Studium der elektromagnetischen Strahlung werden wir uns mit
der zeitabhdngigen Green’schen Funktion beschaftigen. Wir wollen nun die allgemeinen Wel-
lengleichungen

2oL Loty = —arp) 6.1)

02 3t2 - TP, ) '
- 1 32 47'('—_»_,

Ad- 5 ﬁA( t) = —7,7(7“,15) ; (6.2)

I6sen. Dazu betrachten wir allgemein Gleichungen der Art

1 82 S
V20— —2@\11 = —Anf(F,t) . (6.3)
Zur Losung ist es, wie wir bereits in der Elektrostatik sahen, zweckmaRig, eine nun jedoch zeit-
abhédngige Greensche Funktion G (7, ¢; 7', ') zu suchen, die der inhomogenen Wellengleichung
genugt:

2
(62—% % ) G767 1) = —Amd(F—7)6(t—t) . (6.4)
C

Die Greensche Funktion in (6.4) ist translationsinvariant — weder eine spezielle Ortskoordinate
noch eine spezielle Zeitkoordinate ist ausgezeichnet. Daher hangt die Greensche Funktion nur
von der Differenz der Orts— und Zeitkoordinaten ab. Im unendlichen vierdimensionalen Raum
kodnnen wir nun als Losung von (6.3) ansetzen

Wi = / G 7 ) F(7 ) dPridt . (65)

Diese Wellenfunktion befriedigt jedoch nur dann (6.3), wenn keine Randbedingungen gestellt
sind.

Fur die weitere Vorgehensweise wollen wir zunédchst die Fourier—Darstellung der Greenschen
Funktion betrachten

B(F— 76t —1t) / dw gi R (=) gmin(t=t) (6.6)

27r

Wir setzen fiir die zeitabhéngige Greensche Funktion die Fourier—Darstellung an

G(7,t;7,t) / d*k / dw g(E, w) iR =) gmiwlt=t) (6.7)
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Die Fourier-Transformierte g(E,w) missen wir noch ermitteln. Wir wenden den Operator O
auf beide Seiten von (6.7) an. Es folgt

too +oo D= =t ’
DG(7t7,t) = / ¢k | dwg(k,w) DT (6.8)
Nun ist
O ¢ (P —w(t—t)] —  p—iw(t—t) 7201k (F—) _ 1 iE~(F—F’)a_2 et (6.9)
c2 012
Wir fihren die Differentiation durch und erhalten
. w? -
O ei [k~(F—F’)—w(t—t’)] _ (_2 _ k2> ei [k~(F—F’)—w(t—t’)] . (610)
C

Somit bekommen wir
+00 +o0 . w2 Cs o, ,
OG(7 7, t) = / % dw g(k,w) (— - k2> et (F=r)—w(t=t0]  (6,.11)
Dies vergleichen wir mit (6.4) und (6.6). Es resultiert

- 1 1

9kw) = e e (6.12)

Dies nennt man auch einen Propagator! Damit ergibt sich fur die Greensche Funktion die Dar-
stellung

G(F 7, t) = 1 +°°d3k +wc426i[ﬁ'(F_F')_“(t_t')]dw (6.13)
S 43 oo C2k2Z — W2 ' '

Wir missen jetzt die Vorschriften bedenken, um die Singularitdten bei w = +ck zu umgehen.
Hierzu werden wir einige Hilfsmittel aus der Funktionentheorie verwenden.

Die Variable z sei komplex. Eine Funktion f(z) heilt holomorph, wenn sie in einem Teilgebiet
G der komplexen Ebene differenzierbar ist. Es gilt der Cauchy’sche Integralsatz:

Ist f(z) holomorph in G und ist C eine einfach geschlossene Kurve, so gilt
j{ f(z)dz = 0 . (6.14)
C

iy
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Fur den Begriff holomorph verwendet man auch den Begriff analytisch. Alle Punkte, in de-
nen eine komplexe Funktion nicht analytisch ist, nennt man singuldre Punkte. Ist f(z) in einer
Umgebung von z, analytisch, dagegen keine Aussage uber die Analytizitét in zq moglich, dann
nennt man z, eine isolierte singuldre Stelle. Ist dagegen (z — z¢)™ f(2) fiir irgendeine positive
ganze Zahl n analytisch in zq, dann sagt man, f(z) habe an der Stelle z, einen Pol. Das klein-
ste n, fur das diese Aussage zutrifft, hei3t die Ordnung des Pols. Komplexwertige Funktionen
konnen in Form einer Potenzreihe dargestellt werden. Es gilt die Laurent-Entwicklung

+o0

fz) = D an(z—2)" (6.15)

n=—0co
mit den Koeffizienten

1 /&)

omi fo (€~ 20y (610)

Qp,

Von besonderer Bedeutung ist der Koeffizient a_1, er heilt das Residium von f(z) an der Stelle

20,
a_, = Resf(z) . (6.17)

Es sei f(z) in der Umgebung von z, analytisch und C' ein z, umschlieRender Weg. Dann gilt

1
Res,, f(z) = a1 = 2—7”%0]”(2') dz . (6.18)
Liegen im Innengebiet von C' mehrere isolierte singuldre Stellen z;, dann gilt
1 n
i b f(2)dz = ; Res,. f(z) . (6.19)

Wir formulieren das Resultat noch etwas um. Das im mathematisch positiven Umlaufsinn tiber
einen geschlossenen Weg genommene Integral der Funktion f(z), die im gesamten einfach
zusammenhdngenden Gebiet G innerhalb des Integrationsweges auf3er in den endlich vielen

Punkten z, ..., 2, analytisch ist, ist gleich der Summe der Residuen in allen diesen singuldren
Punkten zq, ..., z, multipliziert mit 27s.
]{ f(z)dz = 2mi-» Res,f(z) . (6.20)
c i=1

Mit Hilfe dieser mathematischer Sachverhalte kdnnen wir die zeitabhéngige Greensche Funk-
tion weiter untersuchen. Die Greensche Funktion repréasentiert die Ausbreitung einer Storung,
die von einer Punktladung 7' zum Zeitpunkt ¢ = ¢’ hervorgerufen wird und sich als Kugelwelle
mit der Geschwindigkeit c ausbreitet. Aus Kausalitatsgriinden muf fiir eine Welle gelten

GFE™,¢) = 0 firt<t . (6.21)
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Fir ¢ > t' stellt G eine sich in die Zukunft ausbreitende Welle dar. Die Singularitdten von
g(k,w) liegen bei w = +ck. Wir betrachten nun die komplexe w—Ebene mit

w = wtitwa . (622)

Wir versuchen durch einen geeigneten Integrationsweg in der komplexen Ebene die kausalen
Wellen zu realisieren.

I(JL)2 A
C(t<t)
-ck +ck ©
R ] v T
-ck - i€ ck - ig
C(t>t)

Durch die angegebene Integralfiihrung beschreiben wir kausale Wellen. Diese dirfen nicht ver-
schwinden. Deshalb missen die Pole von g(E,w) in der unteren Halbebene liegen. In der obe-
ren Halbebene dirfen keine Pole liegen, damit sich akausal ausbreitende Wellen, bei denen
die Storung zu einer friiheren Zeit ¢ vorhanden ist, bevor sie tberhaupt gesendet wurde, ver-
schwindet. Damit G fiir ¢ < ¢’ verschwindet, missen wir die Pole bei w = +ck umgehen. Dies
geschieht, indem wir sie um die infinitesimale GroRRe (—ie) verschieben. Wir ersetzen also w
durch w + ie. Fur die Greensche Funktion folgt dann

sz T
G(r t; 7 t) = d3k/ 6.23
(R 8:7,¢) 47r3 — (w+1i€)?/c? (6:23)
mit
B = 7-7 (6.24)
T = t—t . (6.25)

Zuné&chst wollen wir das folgende Teilintegral berechnen,

oo e~ T
I(k) = /_ e (6.26)

Die Bedingungen, die zur Anwendung des Cauchy’schen Integralsatzes und des Residuensatzes
gestellt sind, werden erfullt. Fir 7 = ¢ — ¢’ > 0 missen wir entlang der Kurve C' integrieren,
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wahrend das Integral fiir ¢ < ¢’ entlang C’ verschwindet. Dies ist durch das Versetzen der Pole
um —ze gesichert. Wir berechnen nun nach dem Residuensatz

02 e—iwr
fcdw R fcdw flw, k) . (6.27)

Es gilt

1 1 1 1
_— = — : 6.28
c2k? —w? 2k (w +ck w-— ck) (6.28)

Es liegen zwei Pole erster Ordnung vor, somit erhalten wir auch zwei Residuen.
Hat eine Funktion f(z) in einem Punkt z, einen Pol ersten Grades, dann kdnnen wir das Resi-
duum ermitteln entsprechend

Res,, f(z) = lim(z—2)f(2) . (6.29)

Z2—20

Wir betrachten zundchst den Pol bei w; = ck — ie. Wir missen dabei den Umlaufsinn der
Integral-Contour beachten. Es folgt

9 ot 1 w—ck+1e
Res (0 K) = et i e
L 2T fim w—ck+ie
wowr (ck + (w + i€))(ck — (w + i€))
— 2 T li W= W 6.30
€c s (w1 — w)(ck + w + ie) (6.30)
Fire — 0 folgt
c —ickT
Res,, f(w, k) = —o € ko (6.31)
Fur den anderen Pol wy, = —ck — ¢ folgt analog
Res,, f(w,k) = — ik (6.32)
wo J (W, = o5 e . .
Jetzt ist
]{ Flw,k)dw = 2mi(Res,, f + Resy, f) (6.33)
und somit
_ - _i —ickT i ickT
I(k) = —2mi ( 57 +2ke )
2
= = sin(ckt) . (6.34)

k
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Nach Durchfiihrung der Integration liber dw erhalten wir folgendes Zwischenergebnis

G(R,7) = 0 furt <¢ | (6.35)
o0 : oo
G@R,7) = R CLi I S (6.36)

om? | k

Jetzt miissen wir noch die Integration tiber d*£ durchfiihren. Hierzu fiihren wir Kugelkoordina-
ten im k—Raum ein, wobei k mit der Richtung der k,—Achse tbereinstimmen soll. Wir schreiben
somit

d*k = k*sin Oy dk dOy, dyy, (6.37)
und
k-B = kRcos®y . (6.38)

Dies fihrt beziiglich der Greenschen Funktion auf

G(R,7) = 2—02 / dey dO; dk k sin Oy, sin(ckt) e*ReosOk (6.39)
™
Die Integration Uber d¢;, ergibt den Faktor 27, und wir erhalten
G(R,7) = E/ k sin(ckT) dk/ R8Ok in @, dO;, . (6.40)
T Jk=0 0,=0
Wir berechnen zuné&chst das Teilintegral
Py, = / eF RSOk 6in O, dO;, . (6.41)
0,=0
Wir substituieren
u = tkRcos©y . (6.42)
Es folgt
du_ kRsin®© (6.43)
d@k = ] k .
und daher
Y -1 . . 2sin(kR)
P. - _ = Ud - _ = —ikR _ _ikR ok Shinh? A 6.44
TR Joun © " ikR ¢ ] kR (644)

Wir setzen dieses Resultat in die Greensche Funktion ein. Es folgt

G(R,7) = j—; /0 “sin(kR) sin(ckr) dk (6.45)

180



Wir substituieren nun = = ck. Der Integrand ist eine gerade Funktion in bezug auf k. Wir
konnen daher das Integrationsintervall von [0, oo] auf [—oo, oc] ausdehnen, wenn wir einen
Faktor 1/2 beimultiplizieren

1 [*

G(R,7) = -l sin(zR/c)sin(z7)dz . (6.46)

Wir nutzen die folgenden trigonometrischen Relationen aus

sinf + ) = sinacosftcosasing (6.47)
cos(¢ £ ) = cosacosf Fsinasing . (6.48)
Es gilt damit
1 i[T—E]w i[T—I—R]w _ 1 R .t R R
5 [e e ] =5 cos(T ?IE) + isin(T zx) cos(T + zx)

—isin(T + %x)]

1 . . .
= 5 COSTILCOS —Z +SINT7TSIN —Z + 1SINTL COS —T
c c c

—7COSTLSIN — — COSTL COS —% +sin 7L sin —x
c c c

—18IN TZL COS —% — 1 COS TL SIN — I
c c

= sinTzsin —x —icosTrsin —x . (6.49)
c c

Unter Ausnutzung von diesen elementaren trigonometrischen Relationen folgt

- 1 +oo ) )
G(R,7) = o dz (ez[r—(R/c)]w_eZ[T+(R/C)]w) ) (6.50)

Hierbei ist zu beachten, daf3 auftretende Integrale iber —i cos(7z) sin(zR/c) wegen des unge-
raden Charakters verschwinden. Jetzt nutzen wir aus, daf? gilt

+o0
/ €% dr = 27wé6(a) . (6.51)
Damit folgt fiir die Greensche Funktion
1
G = E[(S(T—R/C)—(S(T+R/C)] : (6.52)

Da das Argument (7 + R/c) fur 7 > 0 nirgends verschwindet, kann die Deltafunktion mit
diesem Argument zur Losung nichts beitragen. Somit verbleibt

G = %5(7—3/0) (6.53)
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oder
St—t —|F—7"|/c)

=71

(6.54)

Dies ist die gesuchte Darstellung der zeitabhéngigen Greenschen Funktion. Diese Greensche
Funktion wird auch retardierte Green—Funktion genannt, denn sie beschreibt das kausale Ver-
halten, das mit einer Wellenstdrung verbunden ist. Findet zur Zeit ¢ = ¢’ am Ort ¥ = 7’ eine
Stdrung statt, so erreicht diese Stdrung den Ort 7 # 7 erst nach der Zeitt — t' = |7 — 7'|/c.
Die Erregung breitet sich also mit Lichtgeschwindigkeit in die Zukunft aus. Wir setzen jetzt die
Losung fir die Greensche Funktion in die Ausgangsgleichung ein. Es folgt

Wi = /d?"dt'{(wf)'&(t—t'—r— 7l/e) (6.55)

Fihren wir die Integration iber d¢’ durch, so erhalten wir das retardierte Potential. Dabei setzen
wir die Ladungsdichte fiir die Funktion f ein. Es resultiert

B(71) = /d?’r’p(r — _IT=7lje) (6.56)

Die analoge Rechnung fir das Vektorpotential liefert

1 3t = |7 = 7|/c)
E/d?’r : (6.57)

=

Die Potentiale mit der versetzten Zeitabhéngigkeit ¢t — |7 — 7’| /c heiRen retardierte Potentiale.
Die avancierten Potentiale mit der Abhédngigkeit ¢ + |7 — 7’| /¢ hétten sich ergeben, wenn wir
bei der Integration in der komplexen Ebene den oberen Integrationsweg genommen hatten, also
von Anfang an die Ausbreitung riickwaérts in der Zeit mit (¢ — ¢') < 0 betrachtet hatten.

Mit den retardierten Potentialen werden die Felder sich bewegender Ladungen berechnet. Die
Zeitabhangigkeit

t—|F—7|fc = ¢ (6.58)

gibt an, dal das an der Stelle 7 zur Zeit ¢ beobachtete Feld zu der friheren Zeit ¢’ < ¢ am Ort
7' verursacht wurde. Der Quotient |7 — 7'|/c glbtJa gerade die Zeit an, die eine mit Lichtge-
schwindigkeit laufende Welle braucht, um von 7' nach # zu gelangen. Somit wird durch die
retardierten Potentiale dem Kausalitatsprinzip fur die sich in die Zukunft ausbreitenden Storun-
gen Rechnung getragen.
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6.2 Heuristische Einfihrung in die Funktionentheorie

Die Funktionentheorie behandelt komplexwertige Funktionen einer komplexwertigen Variablen
(Abbildungen C — C). Wie in den folgenden Abschnitten klar werden wird, gibt es dabei fun-
damentale Unterschiede zu reellen Funktionen, welche viele Zusammenhénge extrem vereinfa-
chen. Im folgenden werden wir fiir eine komplexwertige Funktion f(z) immer die Zerlegung

2 = x4y : {z,y e R}
f(z) = u(z,y)+iv(z,y) : {u,v: R* - R} (6.59)

annehmen, d.h. z und y bezeichnen Real- bzw. Imaginérteil der komplexen Variable z und «
und v stehen fir Real- bzw. Imaginérteil der Funktion f(z).

6.2.1 Differenzieren in C

Die Differenzierbarkeit komplexwertiger Funktionen wird analog zum Reellen definiert. Hier-
bei ist jedoch zu beachten, dass es bei dem Limes

f'(z) = lim w (6.60)

im Komplexen unendlich viele verschiedene Wege der Annaherung von 2z’ — z gibt, wéahrend
es im Reellen nur zwei solcher Wege, namlich den rechts- und linksseitigen Limes gibt. Analog
zum Reellen definiert man also die Ableitung einer komplexen Funktion f(z) tber den Limes
des Differenzenquotienten, wenn der Limes in (6.60)

a.) existiert und
b.) wegunabhéngig ist.

Die Funktion f(z) heit dann in z komplex differenzierbar. Falls f(z) in einer U,-Umgebung
von zy komplex differenzierbar ist, dann hei3t f auch holomorph in z.

Wir wollen die Konsequenzen dieser Forderung untersuchen.

Fur die komplex differenzierbare Funktion f(z + iy) = u(z,y) + v (z, y) betrachten wir die
Anndherung z' — z einmal parallel zur reellen und einmal parallel zur imagindren Achse, wie
in nachstehender Figur dargestellt.
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Z =z+i Ay

z 7' =7+AX

Fur die Ableitung erhélt man also einerseits

u(z + Az, y) +iv(z + Az, y) — u(z,y) —iv(z,y)

f'(z) = lim

Az—0 Az

v(z + Az,y) — v(z,y)

Az—0 A:E Az—0

o o
ox oz’

Andererseits muss aber auch gelten

Az

u(z,y + Ay) + iv(z, y + Ay) — u(z,y) — iv(z,y)

7 _ .
f'2) = Al;r_r)lo 1Ay
_ o Yyt AY) —uley) o (e y+ Ay) —u(e,y)
Ay—0 1Ay Ay—0 1Ay
_ e o
N oy oy’

(6.61)

(6.62)

denn f(z) ist ja nach unserer Annahme komplex differenzierbar. Vergleicht man die Real- und

Imaginérteile von Gleichungen (6.61) und (6.62), erhélt man die
Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen

w_o u_ o
oz Oy’ oy oz’

auf welchen die gesamte Funktionentheorie basiert.
Zur komplexen Differenzierbarkeit gilt folgender Satz:
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Die Funktion f(z) = u(z, y) + iv(z, y) istin 2o genau dann komplex differenzierbar, wenn:
1. Realteil u(zg, yo) und Imaginérteil v(zo, yo) in (xo, yo) total differenzierbar sind und
2. Die Cauchy-Riemannschen DGL (u; = vy, uy = —v;) in (2o, yo) erflllt sind.

Dann ist die Ableitung gegeben durch
f'(20) = uz(Zo, Yo) + 1Wa(Zo, Yo) = vy(Zo, Yo) — uy(Zo, Yo).

Viele Funktionen, die uns aus dem Reellen schon bekannt sind, lassen sich Gber die Potenzrei-
henentwicklung nach C fortsetzen:
e die Sinusfunktion (in ganz C holomorph)
) 0 (_1)nz2n+1
= — 6.64
sin(z) ; @n 1 1) (6.64)

e die Cosinusfunktion (in ganz C holomorph)

cos(z) = % (6.65)

n=0
e die Exponentialfunktion (in ganz C holomorph)

zn

NE

exp(z) = : (6.66)

n!

((’LZ)2n (,L'z)2n+1
@n)! T (2n+1)

n=0

NE

cos(z) +isin(z) =

'> = exp(iz) (6.67)

Il
=)

n

Letzere Beziehung reduziert sich fir z € R auf die bekannte Euler’sche Formel.
Wir wollen noch einige Eigenschaften der komplexen Ableitung zusammenfassen:

1. durch die analoge Definition zur reellen Ableitung gelten auch in C die Produktregel,
Quotientenregel, Kettenregel

2. Real- und Imaginérteil holomorpher Funktionen erfiillen die Laplacegleichung: ., +
Uyy = 0 = vy, + vy, das ist eine direkte Folge von (6.63). Wenn man daher eine ho-
lomorphe Funktion auf dem Rand eines Gebietes G C C kennt, ist sie fir alle z € G
festgelegt.

3. man zeigt leicht: alle Polynome in z sind in C holomorph

4. Es bestehen fundamentale Unterschiede zum IR?. So ist zum Beispiel die Funktion f(z) =
2*z = x? + y? zwar total differenzierbar in R?, aber nicht holomorph, weil (6.63) nicht
erfullt ist.
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6.2.2 Integrierenin C

Im Unterschied zum Reellen muss jetzt natiirlich ein Weg zwischen zwei Punkten z; und z, in
der komplexen Ebene vorgegeben werden, damit das Integral eindeutig festgelegt wird.

IyA Z,

c(t)

Wie im Reellen wird das Integral eines Weges Uber die Riemann’sche Summe definiert, fir die
praktische Berechnung eines Integrals greift man jedoch auf die Parametrisierung des Integra-
tionsweges ¢ durch eine Kurve ¢(t) : [, 8] C R — ¢ C C zurlick:

B
/ F(2)dz = / Fle®)e@)dt. (6.68)
Damit sind komplexe auf reelle Integrale zuriickgefiihrt.
Fundamentalbeispiel der Funktionentheorie

Wir betrachten das geschlossene Integral im mathematischen Drehsinn entlang eines Kreises
mit dem Radius R und dem Mittelpunkt z, Uber die Funktion f(z) = (2 — 29)" : n € Z. Die
Parametrisierung des Weges lautet z(t) = 29 + Re® : ¢ = 0. ..27. Damit ergibt sich

2w
% f(Z)dZ — ’L/ Rn-l—lei(n-l-l)tdt
SR(Z()) 0
RrL i(n 27 .
H—He( +1)t‘0 . ’I’L;A—l
21 s on=-—1

2m =-1
j{ (2 — 29)"dz = o " (n€Z) (6.69)
Sr(z0) 0 : sonst

Fir z # —1 ergibt sich das verschwindende Integral aus der Periodizitat der Exponentialfunkti-
on, siehe (6.66). Auf dieses Fundamentalbeispiel lassen sich viele Sétze der Funktionentheorie
zurickfihren.

Auch im Komplexen hat das Integral ahnliche Eigenschaften wie im Reellen:
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1. Da Kurvenintegrale Uiber Parametrisierungen auf reelle Integrale zurtickgefiihrt werden,
ist Klar, dass das Integral linear ist.

2. Aus demselben Grunde folgt, daf? sich das Vorzeichen eines Integrals umkehrt, wenn der
Pfad in umgekehrter Richtung durchlaufen wird.

3. Die Analogie zu Kurvenintegralen im R® (z.b. W = [ Fd) fuhrt auf die Frage:

Wann sind komplexe Integrale wegunabhangig?

6.2.3 Cauchy’s Integralsatz

Sei G C C ein beschranktes, einfach zusammenh&ngendes (keine Locher) Gebiet. Sei f in G
holomorph und ¢ eine ganz in G verlaufende geschlossene Kurve. Dann gilt:

j{f(z)dz =0. (6.70)

Aus dem verschwindenden Integral Giber geschlossene Kurven folgt nattirlich auch die Wegun-
abhangigkeit. Wir wollen den Beweis des Integralsatzes skizzieren. Dazu spalten wir zunéchst
in Real- und Imaginérteil auf:

j{f(z)dz = %[u(z,y)dm — v(z,y)dy| +ij{[u(:v,y)dy+ v(z,y)dz] . (6.71)

Auf beide Integrale kann der zweidimensionale Satz von Stokes

OF, OF,
?({)AFdr—?gA[ 2 (T, y)de + Fy(z,y)dy] = // ( ay)dmdy (6.72)

angewandt werden. Identifiziert man in (6.71) im ersten Integral F, = u(z,y), F, = —v(z,y)
und im zweiten Integral F, = v(z,y), F,, = u(z,y), erhdlt man

fron f (- 3) oo ff o (33). o

Die Terme in den runden Klammern verschwinden aber fiir holomorphe Funktionen f(z), denn
sie beinhalten nichts anderes als die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen (6.63).
Der Integralsatz von Cauchy lasst sich verwenden zur Berechnung vieler Kurvenintegrale. Be-
trachten wir zum Beispiel die Funktion f(z) = (z — 2¢) . Diese ist fur alle z # z, holomorph,
an z = z hat sie jedoch eine Polstelle. Falls also zy nicht vom Integrationsweg ¢ umschlossen
wird, gilt: § (z — 20)""dz = 0. Falls aber %, innerhalb von ¢ liegt, muss die Polstelle durch
einen veranderten Integrationsweg ¢’ geeignet (wie in Abbildung 1) herausgeschnitten werden,
damit f in dem von ¢’ berandeten Gebiet holomorph ist.
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Abbildung 1: Geeignetes Herausschneiden einer Singularitét bei z = zy.

Das von der modifizierten Kurve ¢ = ¢ + ¢; + S.(z) + c» berandete Gebiet enthalt keine
Polstelle von f mehr. Im Limes eines geschlossenen Weges ¢ und eines geschlossenen Kreises
S.(zo) heben sich die Integrale tber ¢; und ¢, gegenseitig auf, da f(z) stetig ist und diese Wege
mit umgekehrten Vorzeichen durchlaufen werden. Da der Kreis S.(z) jedoch mit negativer

Orientierung durchlaufen wird, erhdlt man mit (6.69) fir das gesamte Integral

j{ f(2)dz=0= /f(z)dz +/ f(z)dz = /f(z)dz — 27 (6.74)
14 ¢ S (zo0) ¢
Damit folgt also fiir beliebige Integrationswege c:
j{(z — 2)"\dz = { 0+ wgc (6.75)
¢ 2rt . Zp Ec

6.2.4 Cauchy’s Integralformel

Sei G C C beschréankt und f in G holomorph und auf 0G stetig. Sei G von endlich vielen
disjunkten Kurven ¢; berandet. Dann gilt:

(2) ds — 2mif(z) @ 20 €G (6.76)
9G 2 — 20 0 . ¢ G '

Auch hier wollen wir den Beweis skizzieren. Da der Fall von z, ¢ G sich auf den Integralsatz
von Cauchy zuriickfiihren ldsst, sei hier also zy € G. Der Integrand hat also eine Polstelle bei
z = %, Welche durch einen kleinen Kreis aus G herausgeschnitten wird, siehe Abbildung 1. In
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Analogie zum vorherigen Beispiel erhdlt man also nach Cauchy’s Integralsatz

0 i )
1) dz = —lim Mieewdw
ac 2 — 20 =0 Jor gew
2w
. . )
= Z/o l_l_rgf(zo-l—se Ydo
2w
= z/ f(zo0)dyp = 2mif (). (6.77)
0

An (6.76) fallt zunéchst auf, daf alle Werte der Funktion f(z) in G durch deren Werte auf
dem Rand eindeutig bestimmt sind. Das ist eine Konsequenz der Cauchy-Riemann’schen DGL,
denn diese implizieren, dass f(x,y) eine Losung der Laplacegleichung ist. Diese ist aber bei
gegebenen Randbedingungen [f(9G)] eindeutig bestimmt. Somit stellt Gleichung (6.76) eine
Methode dar, zweidimensionale Randwertprobleme der Laplacegleichung zu losen.

Gleichung (6.76) kann leicht zu Polstellen hoherer Ordnung verallgemeinert werden. Interessant
ist dabei natirlich nur der Fall 2, € G. Durch mehrmaliges Anwenden der Ableitung % auf
beiden Seiten von (6.76) erhédlt man

2mif'(z) = 1-£G(ﬂ7z)2dz,

zZ—2)

2mif"(z0) = 1-2-?{)(;%%,

f(z)

271_7;]0///(2;0) = 1-2.3: ng (z— z0)4dz (6.78)

Fir die n-te Ableitung erhdlt man Cauchy’s allgemeine Integralformel:

?{ _fB) 2w ™) (20) (n=0,1,2,...), (6.79)
ac (

z—2)" " nl
welche natirlich nur fir 2y € G giltig ist. Mit dieser Formel kdnnen auch Integrale um Polstel-
len hoherer Ordnung berechnet werden.
6.2.5 Beispiele

Integralsatz und Integralformel von Cauchy werden hdufig dazu benutzt, reelle Integrale zu be-
rechnen — diese miissen nur geeignet in die komplexe Ebene fortgesetzt werden. Die geeignete
Fortsetzung in die komplexe Ebene soll an den folgenden Beispielen demonstriert werden.

1. Das Integral

1:/00 de mit  f(z) = — (6.80)
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hat die Losung =, da die Stammfunktion von f(x) der arctan ist. Ohne dieses Wissen
lasst sich die Losung jedoch mit (6.76) leicht ermitteln. Die analytische Fortsetzung von
f(z) auf ganz C ist gegeben durch

1 1

&= T~ oG+ (6.81)

es liegen also zwei Polstellen bei z = +¢ vor. Betrachtet man das geschlossene Integral
entlang reellen Achse — vervollstandigt durch einen Halbkreis in der oberen Halbebene
wie in Abbildung 2, liegt jedoch nur eine Polstelle (= = +¢) innerhalb des Integrations-
weges.

Abbildung 2: Schliel3en eines Integrals tiber die obere Halbebene.

Im Limes limp_,, jedoch tragt der obere Halbkreis nichts bei, da f(z) im Unendlichen
wie R~2 verschwindet, die Lange des Halbkreises jedoch nur linear in R anwachst. Daher

folgt
I = / 2d:v =%F(z),dz mit  F(z) = ! ,
—ee o F1 cZ—1 z+1

o
= miF(i) = 2%@ = (6.82)

. Das Integral tiber die Parametrisierung eines Kegelschnittes (Ellipse)

2w 2w
1:/ L:/ _dp . 0<e<1 (6.83)
o l4ecosyp o 145 (e 4e i)

lasst sich durch die Substitution z(p) = €% auf ein geschlossenes Integral entlang des
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Einheitskreises um den Ursprung zuriickfiihren

1 dz 2 dz
I=5¢ —wr =5 #7501
szt 5 (e+z)  ei)so Lt

2 d
- = ? , (6.84)
€% J 51(0) (z — 21)(z — 22)
1 1
wobei 2= ——+4/ 51 : innerhalb S; (0)
£ £
1 1 .
2 = o\ - 1 : aulerhalb S;(0) (6.85)
Mit (6.76) folgt also
2 1 2 1 2
I =2on = " (6.86)

3. Das Integral

o0 dx 1 [ dx 1 [ dz
I: = _— = — . R . 7
/0 (@ + @) 2/_00 @ + @) 2/_00 (et ia)(z—iay | ¢ SROED

kann wieder durch einen Halbkreis in der komplexen Ebene geschlossen werden, siehe
Abbildung 3. Hier verschwindet der Integrand noch schneller im Unendlichen — daher
muss der Beitrag des Halbkreises nicht betrachtet zu werden.

A

y

-ia

Abbildung 3: SchlieRen einer Kontur in der oberen Halbebene.

Da diesmal jedoch eine Polstelle zweiter Ordnung bei z = +ia vorliegt, kann die verall-
gemeinerte Integralformel von Cauchy benutzt werden

7 5 j{ dz 12 1d 1
= - lim = _Mi—— ————
2 Rooo [, (2 +1a)?(z —ia)? 2 1ldz (z+4ia)?|,_,

=ta

—271

(z +ia)? T 463 (689)

z=ia



4. Mit derselben Kontur kann das Integral

I /°° c0s2(k:v)c21:v _ §R/"" e;’“dz2 _ /°° ?i’“dz | (6.89)

oo T2t 22t a _oo (2 F+1i0)(2 — ia)
geldst werden, welches z.B. bei Fouriertransformationen auftaucht. Im letzten Schritt ha-
ben wir eben benutzt, daR das Integral tiber den ungeraden Imaginarteil von e*? ver-
schwindet. Diesmal liegen wie in Abbildung 3 zwei Polstellen erster Ordnung bei z =
+ia vor. Beim Halbkreisintegral ist diesmal jedoch zu beachten, dass es in der oberen
Halbebene geschlossen werden sollte, weil in der unteren Halbebene (y < 0) die Ex-

ponentialfunktion (exp(ikz) = exp(ikz) exp(—ky)) nicht beschrénkt ist und somit das
Halbkreisintegral nicht verschwinden wiirde. Damit erhdlt man

eikz

I =2mi = Teta, (6.90)

Z +1a 2—ia

6.2.6 Die Laurent-Reihe

Sei f(z) im Kreisring K(z,, R) = {z € C : 0 <7 < |2— 2| < R < oo} holomorph.
Dann setze fur alle pmitr < p < R

1 /(z)
= — ——d VkeZ 6.91
@ 211 fg (20) (Z - Zo)k+1 ? < ( )
Dann gilt:
a. Die a; hdngen nicht von p ab

b. Firalle z € K(zg,7, R) ist f gegeben durch

oo

F2) = anlz—2)". (6.92)

n=—0oo

Die obige Entwicklung nennt man auch Laurent-Reihe. Im Gegensatz zur Taylor-Reihe treten
auch Terme mit Polstellen auf (ax mit & < 0). Aus obiger Definition der Koeffizienten folgt
weiterhin, daB die Laurent-Entwicklung eindeutig ist.

Wenn sich f(z) also bei z = z in eine Taylor-Reihe entwickeln Iasst, dann ist diese Taylor-
Reihe gerade die Laurent-Entwicklung (mit verschwindenden Koeffizienten a; Yk < 0)!

Wir wollen kurz zeigen, daR die Berechnung der Entwicklungskoeffizienten a;, selbstkonsistent
ist. Dazu setzen wir die Reihenentwicklung (6.92) in (6.91) ein

z—zo lkl
X af e Y af e dz. (699
0(%0)

0(%0)
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Nach dem Fundamentalbeispiel der Funktionentheorie (6.69) verschwinden alle Terme in der
Summe aulBer firl — k — 1 = —1 (d.h. auBer fiir [ = k), was auf

ay = %2%@' l_zoo a10p = ag (6.94)
fuhrt. Damit ist die Selbstkonsistenz der Definition der Entwicklungskoeffizienten gezeigt.

Die Laurent-Entwicklung wird oft benutzt, um isolierte Singularitdten — das sind Singularitéten,
in deren U.-Umgebung keine weitere Singularitat liegt — zu klassifizieren. Beispielsweise ist die
Funktion f(z) = +/z auf der gesamten negativen rellen Achse nicht holomorph und hat daher
keine isolierten Singularitaten.

Man sagt, f(z) hat an z = z, eine(n):

e hebbare Singulariat, wenn der Limes lim,_,,, =: f(2o) existiert und wegunabhéangig
ist. In der Laurent-Reihe verschwinden dann alle Koeffizienten ayo. Beispielsweise hat
sin(z)/z bei z = 0 eine hebbare Singularitét.

e Pol der Ordnung m, wenn in der Laurent-Reihe von f(z) um z, der erste nichtver-
schwindende Koeffizient a_,, ist: a_, # 0, ax<_m = 0. Zum Beispiel hat 1/(z — 7)?
einen Pol dritter Ordnung bei z = 3.

e essentielle Singularitat,wenn es in der Laurent-Reihe von f(z) keinen ersten nichtver-
schwindenden Koeffizienten gibt, z.B. exp(1/z) bei z = 0.

6.2.7 Der Residuensatz

Sei die Laurent-Entwicklung der Funktion f(z) um die Stelle z, bekannt. Dann nennt man den
Entwicklungskoeffizienten a_; das Residuum von f an z, d.h.

1

(Resf)(z0) = a-1= ;- »

f(2)dz. (6.95)

20)

Offensichtlich gilt fur das Fundamentalbeispiel mit f(z) = (z — zp)~" gerade Resf(z) = 1.
Aus dem Integralsatz von Cauchy folgt auch, dass das Residuum an Stellen, wo f(z) holomorph
ist, verschwindet.

Der Residuensatz falt die bisher gebrachten Sdtze zusammen und ist eines der wichtigsten
Werkzeuge in der Mathematik.

Sei G C C ein von endlich vielen — stiickweise glatten — geschlossenen Kurven berandetes
Gebiet. Sei weiterhin f auf G holomorph und in G bis auf endlich viele isolierte Singularitdten

{#z1,22,...,2n_1, 2, } — die alle in G liegen — holomorph. Dann gilt:
f(z)dz =2miy (Resf)(z). (6.96)
oG e
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Auch hier wollen wir den Beweis skizzieren, zu dem die Laurent-Entwicklung und der Integral-
satz von Cauchy benutzt werden.

Wie in vorstehender Figur schneiden wir in GG die Polstellen durch Kreise mit dem Radius py,
aus

dz = dz . 0.97
RELEDY ipk(zk)f(z) : (6.97)

Das sonst auftretende Vorzeichen haben wir in obiger Gleichung schon kompensiert, indem
wir die Kreise um die Singularitdten — nicht wie im Bild mit negativer — sondern mit positiver
Orientierung durchlaufen.

Die pr, missen dabei so gewdhlt werden, dass die Laurent-Entwicklung von f um z; auf dem
durch S,, (#) beschriebenen Kreis konvergiert. Nun setzen wir an jeder Singularitét fur f(z)
die Laurent-Entwicklung um die jeweilige Singularitét ein

f(z)dz = Z Z al?{ )(z— z)ldz = Z Z w2mid;, 1

oG k=1l=—0c0 Y5e(2%k k=1 I=—c0

= 2mi Y (Resf)(z), (6.98)
k=1

wobei wir wieder das Fundamentalbeispiel der Funktionentheorie aus (6.69) benutzt haben.
Mit dem Residuensatz konnen also auch Kurvenintegrale berechnet werden, welche mehrere
Singularitdten umschlielen. Sehr oft tauchen Polstellen bei solchen Berechnungen auf und die
in (6.95) gegebene Formel ist dafiir eher unpraktisch, da ein Integral parametrisiert werden
muss. Wir wollen daher ein Verfahren ableiten, Residuen an Polstellen n-ter Ordnung effizient
zu berechnen.
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Habe also die Funktion f(z) an z = z, eine Polstelle m-ter Ordnung, dann ldsst sich f darstellen
als
a_ a_o a_1
f(z2) = ——+... +

R e M P e
Uns interessiert jedoch nur der Koeffizient a_1, daher multiplizieren wir zundchst obige Glei-
chung mit (z — z)™ und leiten dann (m — 1)-mal nach z ab

fag+.... (6.99)

(z—20)"f(2) =+ ... +a_a(z—20)" 2+ a1 (z—20)" " Hao(z—2)"+...,
dm—l m m|
W(z —2)"f(z) =(m -1 a, —I—Tao(z —Z) ... (6.100)
Wenn wir nun noch zusatzlich auf beiden Seiten der Gleichung den Limes 2 — 2, vollziehen,
verschwinden alle unerwiinschten Terme und wir erhalten eine Formel zur schnellen Berech-

nung von Residuen an Polstellen m-ter Ordnung

1 1 dm—l
im
(m — 1)! 2220 dz™m-1

Wir wollen den Residuensatz an einigen Beispielen erlautern.

Resf(z0) = (z = 20)" f(2) - (6.101)

1. Die Laurent-Reihe der Funktion f(z) = z=%e* um 2z = 0 lasst sich Uber die Reihendar-
stellung der Exponentialfunktion sofort finden

gt = —4§:zn ldzt il Loy
z € = Z nzon!— V4 2Z 6Z 24Z
11 1 1 1
= = o — 6.102
it s toatetagt (6.102)

und wir erhalten Resf( ) = 1/6. Also erhalten wir z.B. fiir das geschlossene Integral
entlang des Einheitskreises um den Ursprung (dieser enthalt ja die Polstelle bei z = 0)

f dz = 2miResf(0) = = (6.103)
51(0) < 3
2. Fir das Integral
cos(z)
I= ?{ OB g, (6.104)
Si(my 2°(2 — )2

hat man die Residuen an zwei Polstellen zu berechnen, da beide Polstellen von der Inte-
grationskurve Sr(7) umschlossen werden. Hier ist es gunstig, Formel (6.101) zu benut-
zen. Bei z = 0 hat man eine Polstelle 3. Ordnung, also

. 1 & 5 cos(z)

Resf(0) = ll—rftl) Eﬁ(z —0) 2Bz —m)?

1. [—cos(z) 4sin(z 6cos(z) \ 66—
B Ell—rf(l) ((z—7r)2 * (z — m)3 * (z—7r)4> oot (6.105)
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Analog verfahrt man bei z = 7, wo eine Polstelle zweiter Ordnung vorliegt

.. 1d 5 c€o0s(2)
Resltm) = g~ 56—
= pim ((ZSRG) | Beos)) 3 (6.106)
T Z3 Z4 7T4
Damit erhélt man
12 — 72 12 — w2);
I=j{ _cosl@) g gt 2o m)i (6.107)
So(m) 23(2 — ) 27 s

3. Die Fouriertransformierte

Fk) = /_w )2 )T /_ i) =) tia)(e 1 in) AE108)

(mit a, b > 0) kann wie folgt mit dem Residuensatz berechnet werden.

Wir nehmen zundchst an: £ > 0. Bei der Wahl der Integrationskurve ist Vorsicht geboten,
da exp(—ikz) = exp(—ikz)exp(+ky) fur £ > 0 nur fir z mit negativem Imaginérteil
(y < 0) beschrankt ist. Damit das Integral tiber den Halbkreis im Unendlichen verschwin-
det, mul} das Fourierintegral also in der unteren komplexen Ebene geschlossen werden
wie in nachstehender Abbildung.

AV
I ib
ia
R . -
X
Innerhalb dieser Kurve liegen die beiden Polstellen erster Ordnung bei = = —ia und
z = —ib, und wir erhalten mit (6.101)
e—ikz _e—ka
Resf(—ia) = 1 =
esfl-ia) = M G i)~ 2 =)’
e—z’kz e—kb
Resf(—ib) = lim (6.109)

eomib (22 + a2)(z —ib)  2ib(0% — a?)
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Damit erhdlt man also nach dem Residuensatz

o0 e—ikw ae—kb _ be—ka
(k) /_ Pt D) T T = )
= — 1 (ae™ —beke) (6.110)

ab(b? — a?)

Der Realteil von F'(k) ist jedoch gerade in k. Da der Imagindrteil verschwindet, gilt obige
Losung fur alle £ € R. Analog hdtte man auch das Kurvenintegral fir £ < 0 in der oberen
komplexen Halbebene schlieRen konnen.
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6.3 Liénard-Wiechert Potentiale

Um die Gesamtladung ¢ zu berechnen, mul im statischen Fall einfach das Integral

q = / p(7") d*r' (6.111)

berechnet werden. Im dynamischen Fall ist dies nicht so einfach moglich. Es gehort zu jedem
Aufpunkt eine retardierte Zeit, die auch noch explizit vom Aufpunkt abhéngt. Gleiches gilt fir
die Potentiale. Um eine formale Abhangigkeit von der Zeit ¢’ zu erreichen, greifen wir auf die
Darstellung der retardierten Potentiale mit der —Funktion zurtick. Wir betrachten Punktladun-
gen.

7o(t) sei die Trajektorie dieser Ladung und #(t) = %2
und Stromdichten lauten dann

deren Geschwindigkeit. Die Ladungs—

p(7 1) = ed(F—r7y(t)) (6.112)
Jt) = ed(t)6(F—7y(t) (6.113)

Als eine mogliche Darstellung fur das Coulomb-Potential resultiert dann
d(rt) = e /d3r'

Dieses Integral ist im allgemeinen recht schwierig auszufiihren. Nur fir spezielle explizite Vor-
gaben der Trajektorie 7 () kann man eine geschlossene Ldsung angeben.
Wir schreiben das Coulomb—Potential hier in der folgenden Form

1

=7

(7 =t — |7 —7"/c)) . (6.114)

B(F 1) = e/dt’/d3r’ L 57 — () 5 —t+|F—|/c) . (6.115)

=7

In dieser Form 1aRt sich die rdumlich Integration leicht durchfiihren. Wir bekommen
1
O(r,t) = dt! ———6(t' —t+ |F— 7ot : 6.116
w0 = e [ 8 = 1 = A1/ (6.116)
Zur weiteren Auswertung fiihren wir die folgende Substitution durch

u = t'—t+|F—7(t)|/c

= t—t+ V- n@F G- WPt G- a®? . (6117)
Damit folgt
du (@ = 2o()3o(t) + (¥ — 9())h(t') + (= — 20(t)) %0(¥)
d c/(@—zo(t)* + (y — 5o())* + (2 — 20(t))?
— 1) ﬁ(f) (6.118)
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mit

g !
= [TT\) (tl) . (6.119)
|7 — 7o(t)]|
7 ist der Einheitsvektor, der von der Ladung e am Ort 7 (¢') zum Aufpunkt 7 zeigt.
r ,
n
rp (1)
Demzufolge gilt
du
df = . 6.120
1 —7i(u) - U(u)/c ( )
Somit kdnnen wir das retardierte Potential schreiben als
1 1
(7t =e/du_, — . — — o(u
(7,1) |7 —7o(w)| 1—di(u)-0(u)/c (u)
e
= = = 6.121
PR (L= A T ot s e (6121

Wir haben hierbei v = 0 bzw. ¢ = t — |7 — 7y(¢')|/c eingesetzt. Man beachte, daf dies eine
implizite Gleichung ist. In dhnlicher Weise ergibt sich fur das Vektorpotential

A7t = ed(t)/c
’ 7= 7o()] - (1 —7¥) - 3(#')/c)
Diese retardierten Potentiale nennt man Liénard—Wiechert Potentiale. Es sind exakte Ldsungen

der inhomogenen Wellengleichung fiir die Potentiale eines sich beliebig auf der Trajektorie
7o(t") bewegenden Punktteilchens.

(6.122)

t=t—|F—Fo(t')] /e
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6.4 Die Strahlung zeitlich oszillierender Quellen

Wir betrachten ein zeitlich oszilierendes System von Ladungen und Strémen in einem abge-
schlossenen Raumbereich und wollen dafiir die Losungen der inhomogenen Wellengleichung
diskutieren. Wir nehmen eine Fourier-Zerlegung einer Quelle f(7, ¢) nach Frequenzen vor. Ge-
nerell gilt

+co
f(7t) = \/%—W/dw f(Fw)e ™ . (6.123)

Wegen der Linearitat der Maxwell-Gleichungen kdnnen wir jede Fourier-Komponente separat
behandeln. Beziiglich der Ladungsdichte p und des Stromdichtevektors 7 beschranken wir uns
auf eine einzelne Fourier-Komponente

p(t) = p(F)e ™ (6.124)
j(Ft) = j(F)e ™t . (6.125)
. d
P
7 )/ ’
pz0
j#0

Die Fourier-Komponenten p(7) und j(7) werden im allgemeinen komplex sein, nur der Real-
teil des Ausdruckes beschreibt die physikalische GroBe. p(7) und j(7) sollen auBerhalb eines
begrenzten Raumbereiches mit der Linearabmessung d verschwinden. Wir hatten gezeigt, dal3
als Losung der Wellengleichung fur das Vektorpotential resultiert

> _ =l
/d3 ’/dt’ TG (t L= —t) , (6.126)
|7"—7" c

sofern keine spezifischen Randbedingungen im Endlichen vorliegen. Die Diracsche §-Funktion
stellt das kausale Verhalten der Felder sicher. Augrund dieser d-Funktion miissen wir in (7", ¢')
die retardierte Zeit t' = ¢ — |7 — 7’| /c einsetzen. Damit haben wir

-

(,FI, t’) — 5‘(7:»1) e—z’wt eiw|F—F’|/c ) (6.127)

o,
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Mit
A7 t) = A(F) e (6.128)

und k£ = w/c ergibt sich nachdem die Zeitintegration tber dt' ausgefiihrt wurde

. 1 3 ) 2 eik|F—F’|
APy == [ d&r' (7" : (6.129)

c |7 — 7|

Das Vektorpotential oszilliert mit derselben Frequenz wie die Quelle. Die magnetische Induk-
tion ist gegeben durch

.

B=VxA4 . (6.130)
Aufgrund der Maxwellschen Gleichung gilt

10E =~ =
-2 B . .
o =V X (6.131)

Mit (6.130) und dem zeitlichen Verhalten (6.128) ergibt dies
0E -

o =V x (6 x A(7) e—iwt) . (6.132)
Die Integration fiihrt sofort auf
B= %6 x (6 x A(7) e—iwt) (6.133)
und damit
E= %ﬁ xB . (6.134)

Damit kann die magnetische Induktion und auch die elektrisch Feldstédrke vollstdndig aus dem
Vektorpotential deduziert werden. A wiederum ist aus dem Stromdichtevektor j eindeutig be-
stimmt.

Wir machen nun einige Dimensionsbetrachtungen. Die Dimension der Quelle ist von der GroRen-
ordnung d , die Wellenlange ist

2
=T (6.135)
w
Es sei d klein gegentiber dem Abstand r zum Aufpunkt P,
d<r . (6.136)
Es sei auch d klein gegenuiber der Wellenldnge A,

d< A . (6.137)
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Dabei darf das Verhdltnis A/r zunéchst noch beliebig sein. Es bietet sich folgende Entwicklung
an, wobei 7/ aus dem Gebiet stammt, in dem gilt p # 0, 7 # 0.

-
!

-
F—rl| = \/7"2+7"’2—2F-7"’

/ 2, - 1, -
r 1——ﬁ-r’%r<1——ﬁ-r’) (6.138)
T T

(6.139)

Q

mit

—
n =

=3y

In der zweiten Zeile wurde der Term 7' /72 vernachlassigt. In der dritten Zeile haben wir uns in
der Taylor-Entwicklung der Wurzel auf die ersten beiden Terme beschrankt. Wir vernachléssi-
gen weiter die quadratischen Terme in 2. Damit folgt

T n e g (1~ ikt ) (6.140)
— -1 1 1 —
il o~ —<1+—ﬁ-r’> . (6.141)
T T

Diese beiden Ausdriicke kombinieren wir zu

z'k|F—F’| ikr .
€ n & [1 + (ﬁ yd

-
!

N
r—r

) (% —zk)] . (6.142)

Somit resultiert fur das Vektorpotential ndherungsweise

i) ~ 1 [ i(7)

cC T
" (%—k) ezw/d?’r’f(??’)(ﬁ-??’) . (6.143)

Der erste Term entspricht elektrischer Dipolstrahlung, der zweite magnetischer Dipol- und elek-

trischer Quadrupolstrahlung.
Weitere Moglichkeiten fiir Approximationen bietet die Aufteilung in verschiedene Zonenberei-
che:

d<r<A Nahzone (statische Zone), (6.144)
d<r~A intermedidre Zone, (6.145)
d<ALr Fernzone (Strahlungszone). (6.146)

Dies fuihrt zu verschiedenen gendherten Ausdriicken fir das Vektorpotential. In den verschiede-
nen Zonen weisen die elektromagnetischen Felder ein unterschiedliches Verhalten auf.
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In der Strahlungszone kénnen wir mit (6.140) und (6.141) zunéchst schreiben

ik|F—r’|

—_

e

o eikre—tkRT (6.147)

=
<

—
r—

Damit ergibt sich fur das Vektorpotential der einfache Ausdruck

o ikr 1 at s
AF)~© (— / dr' j(77) etk ) . (6.148)

T C

Der Vektor in der Klammer ist unabhéngig von r. Das Vektorpotential verhalt sich in der Strah-
lungszone wie eine auslaufende Kugelwelle proportional zu %7 /r, die spharisch symmetrisch
ist, multipliziert mit einem sphdrischen Koeffizienten. Wir kdnnen jetzt noch ausnutzen, daf}
gilt d < A und somit k7" < 1. Damit folgt im einfachsten Fall nach einer Taylor-Entwicklung
der Exponentialfunktion

o ikrl -t
AF)~ ¢ —/d3r'j(r’) . (6.149)

r cC

Dies entspricht gerade dem Dipolterm im Vektorpotential.
In der Nahzone hingegen haben wir d < r < A und damit
approximieren

< 1. Somit konnen wir

2
r—T

L PR (6.150)

Fur das Vektorpotential folgt einfach der Ausdruck der Magnetostatik

A7) = l/d?’r' ;(FI) : (6.151)

-

7F—r

abgesehen von der harmonischen Zeitabhangigkeit e*’*. Retardierungseffekte sind hierbei voll-
kommen unterdrickt.
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6.5 Elektrische Dipolstrahlung

Wir diskutieren jetzt die elektrische Dipolstrahlung. Dabei gehen wir von dem folgenden genéher-
ten Ausdruck fuir das Vektorpotential aus

ikr
Ay ="¢ / &’ j(ﬁ) . (6.152)

cr

V sei das Volumen des Raumbereichs, in dem gilt p # 0 und j # 0. Fur stationdre Stromdichten
verschwindet das Volumenintegral. Das gilt hier nun nicht mehr. Wir wollen das Volumeninte-
gral umformen. Es sei z;’ eine kartesische Komponente von . Damit ergibt sich

div (xj) — g divi 4 VE = div] + i . (6.153)

Fur das Volumenintegral erhalten wir damit

/d?’r'ji (7:7) = /d3r'div (IEZI;) —/d?’r':vi'divf : (6.154)

Mit Hilfe des GaulRschen Satzes kdnnen wir das erste Integral auf der rechten Seite in ein Ober-
flachenintegral umwandeln, das verschwindet. Es verbleibt

/d?’r’ ;(7:;) = —/d37“l 7:;le; . (6155)

Wir nutzen jetzt die Kontinuitatsgleichung aus

div (7, 1) + At =0 . (6.156)

EQ(
Aufgrund der harmonischen Zeitabhangigkeit resultiert
div j(7) — iwe(7) =0 (6.157)

und daher fiir das Volumenintegral

/d?’r'f(?:;) = —iw/d3r' 7:7@(7:7) : (6.158)

Das Integral auf der rechten Seite reprdsentiert aber gerade das elektrische Dipolmoment 7 der
Ladungsverteilung o

§= / &' ﬁg(ﬁ) . (6.159)
Somit kdnnen wir das Vektorpotential in der folgenden Form schreiben

o ikr eikr
A7) = —iwp S = —ikp
cr

(6.160)
"
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Die Bezeichnung elektrische Dipolstrahlung ist damit gerechtfertigt. Wir wollen jetzt die zu-
gehorige magnetische Induktion B (7) und die elektrische Feldstarke E (7) ermitteln. Wir nut-
zen nun aus, daf gilt

rot(@y) = proté —ax Ve . (6.161)

P hangt nicht von 7 ab. Somit bekommen wir

ikr
rot A (7) = ik x (ver ) . (6.162)
Nun ist
L otkr ikr 1 ikr
v —ad e g L) (6.163)
r dr r tkr) r
Dies fiihrt fur die magnetische Induktion schlieBlich auf
B(7) = k* (7 x §) il PR (6.164)
B Pr= ikr ' '

Die magnetische Induktion ist transversal zum Radiusvektor. Die Berechnung der elektrischen
Feldstérke ist etwas komplizierter. Wir gehen aus von

VxB . (6.165)

Damit missen wir berechnen

ikr
-, 2 € 1 N N
= 1— —
rot rotA (7) k{ . ( Z,]W)rot(nXp)
(7 % ) x g (1o L (6.166)
nrp T ikr ’ '
Dabei ist
_’eikr 1 eikr 92 92
1—— ) =7 k—+ ) . .
v T ( ikr) " (Zk r+ikr2> (6.167)
Mit
ax(z?x a):z?(a'-a)—a(a-z?) (6.168)
folgt weiter
ikr ikr
(ﬁxﬁ)xver (1-%) = iker (7 x §) x 7t +
. 2 2
e (2 _ 2 VIR(#R-p)—p] . (6.1
€ <T2 Z.,W‘o,>[n(n p) — 7] (6.169)



Desweiteren missen wir auswerten

rot(ﬁxp’):(ﬁﬁ)ﬁ—(ﬁ-ﬁ)mﬁdivﬁ—ﬁdivﬁ . (6.170)
Dabei ist
(ﬁ-ﬁ)p‘ -0 (6.171)
adivp = 0 , (6.172)
. .. 7 .1 D |
pdivii = ple;:p;ler—i—pr V;
3p 17 2p
= P el (6.173)
T rer T
ceNe (e \NT Ll aNa (s el
(-9)i = (79) = (79)r+7(7-9);
L/, =2No f, o0\1
1/, =N, L.. .1
_ L7 9)r-rGm) L
1 - = - 1—; - =
= (79) 7= 1)
1 1
= “p--A(F-7) (6.174)
T T
Damit folgt zusammengefaft fiir die elektrische Feldstarke
S etkr 1 1, 1 20
E = _k? 1—— ) |-p—-7A(p-7)— —
k { T ( ikr) [rp Tn(p ") 7"]
eikr
—ik— (X p) x 17l
. 2 2
_ pikr {2 = gl = W
e (7"2 ikr?’)[n(n 7) p]} . (6.175)
Wir fassen zusammen und erhalten
ikr g g
E = er {kﬂ(ﬁxﬁ)xﬁ]—ik%—i—%
ik, . 1., . 2k, .,
—?n(p-n)+—2n(p-n)—7n(n-p)
P2, 2
+2zk;+r—2n(n p)—r—2p}
eikr 9 . . 1 1 ) e L .
= - k [(n><p)><n]+; ;—zk (37 (7i-7) — 7] : (6.176)

Wahrend B transversal zum radialen Einheitsvektor 7 = #/r polarisiert ist, hat E sowohl
longitudinale als auch transversale Komponenten. Wir wollen die Felder fiir die verschiedenen
Zonen noch etwas genauer untersuchen.
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Wir betrachten zunéchst die Strahlungszone. Hier gilt k& > 1 und damit

k? k

1

T 72 73

Damit vereinfachen sich die elektromagnetischen Feldstéarken

B = B (@xp)

o

= Bxn

eikr

7

(6.177)

(6.178)
(6.179)

In der Strahlungszone ist also auch E (7) transversal zu 7. E, B und  bilden lokal ein ortho-

gonales Dreibein.

X

Typischerweise fallen Felder in der Strahlungszone wie Kugelwellen mit 1/ ab.

—

T—r 00

E

—

T—r 00

B

e A

In der Nahzone gilt £ < 1 und damit weiter

k? k 1

Ferner ist

Damit vereinfachen sich die Felder zu

B = ik(@xp)—

=,

[l
W

3
=
el

|
Sy
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Das elektrische Feld entspricht gerade dem elektrostatischen Dipolfeld, wenn man mal von
der harmonischen Zeitabhangigkeit e~** absieht. Die magnetische Induktion ist vom Betrag
her um einen Faktor kr kleiner als das elektrische Feld in dem Bereich, in dem gilt kr < 1.
In der Nahzone ist das Feld dominanterweise elektrischer Natur. Die magnetische Induktion
verschwindet im statischen Limes £ — 0. Dann dehnt sich die sogenannte Nahzone bis in das
Unendliche aus.

Wir wollen nun die abgestrahlte Leistung diskutieren. Dabei gehen wir aus von dem Poynting-
\ektor, der den Energieflul3 beschreibt

§= i (E X FI) . (6.186)

Der Pointing-Vektor hat die Dimension Energie/(Flache-Zeit). Die elektromagnetische Energie-
dichte war gegeben durch

1 — —

wzg(E-ﬁ-l—B-FI) . (6.187)

Bei der Diskussion des Strahlungsfeldes hatten wir stets die komplexe Schreibweise verwendet.
Bei der Diskussion der abgestrahlten Energie missen wir aber wieder eine Reduktion auf reelle
GroRen vornehmen.

Als Beispiel betrachten wir das Skalarprodukt der Realteile zweier komplexer Vektoren A und
B

(Red) - (ReB) = i(@g*).(mg*)

1 - - - - — -
Z(A-B—i—A-B*—i—A*-B—i—A*-B*) . (6.188)

Wir betrachten nun eine harmonische Zeitabhdngigkeit der Felder

(71) =
(71) =

\on diesen Feldern bendtigen wir schlieBlich nur das zeitliche Mittel

(Fye ™ (6.189)
(F)e ™t . (6.190)

Il

?

oy TR )

Il

t
t

?

47

A@) = %/A(t’) dt' . (6.191)

Gemittelt wird Uiber eine charakteristische Periode 7 mit

wT =21 . (6.192)
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Dies fiihrt auf

1 t+1
I8 - _a.z/dt'e—w
T
t
. l_), t+7
= 2%t g (6.193)
2wt
t
Hingegen ist
A-B = @b, (6.194)
A-B = @b . (6.195)

Somit bekommen wir weiter
— — 1 g -
(ReA)-(ReB) - —(a'*-b+a'- )

:%Re(d’*-l_;) - —Re(a'-z?*) . (6.196)

Ganz analog finden wir fiir das entsprechende Vektorprodukt

(Re[f) X (Ref}') - %Re (a'x 5*) - %Re (a‘* X 5) . (6.197)

So resultiert beispielsweise bei elektromagnetischen Feldern mit einer harmonischen Zeitabhéangig-
keit fur die Energiedichte

— 1 - — _'* — - _'* —
w—ﬂRe(H(r)-B (7)+ B(7)-D (7")) (6.198)
sowie flr die Energiestromdichte beschrieben durch den Poynting-Vektor

= C =N D /o

§=Re (E (7) x H (7")) . (6.199)

Dies kdnnen wir beispielsweise direkt so auf ebene Wellen anwenden

B(7t) = ByelFrwt) (6.200)
B(7t) = ByeilFret) (6.201)
Die Strahlungsleistung ist gegeben durch
P=/§-df (6.202)
mit dem Flachenelement
df = df it (6.203)
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und
df =r*dQ (6.204)
sowie

9 = sin 9 dv dy (6.205)

Differentiell betrachtet bekommen wir damit fur die Strahlungsleistung durch das Flachenele-
ment d f bei 7

dP =S -df . (6.206)

Bezogen auf das Raumwinkelelement df2 resultiert damit

ar _
-

Uy

A (6.207)

Wir setzen den Ausdruck (6.199) fur den zeitlich gemittelten Poynting-Vektor fir B = H ein

j_g = ZRe[ra- (Bx B (6.208)

Nun verwenden wir explizit die Felder (6.179) in der Strahlungszone. Es ist demnach

Uyl
[l
| o
e
D
TN
X
o]}
3
g

(6.209)
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Hierbei haben wir ausgenutzt, daB B und 7 senkrecht aufeinander stehen, 7 - B = 0. Ebenso
bekommen wir fir die mittlere elektromagnetische Energiedichte

2 2

1 q L2 1 |=
o=—||B E =_—|B 6.210
Y= T6r ( * ) 8 (6.210)
Mit der magnetischen Induktion aus (6.178) wird daraus
1 4,.2
o= LEP 2y (6.211)
8r 12
mit p = |p'| und
0 =4(7,5) . (6.212)
Wir kdnnen (6.210) mit (6.209) vergleichen und erkennen
S=ciw (6.213)
also
— 4,2
[Pl AR R (6.214)
8r 12

Die Energie stromt mit der Geschwindigkeit ¢ in Richtung des Ortsvektors. Dies setzen wir nun
in (6.207) ein und finden

Z—g - §k4p2 sin29 . (6.215)
Dies ist die typische Dipolcharakteristik. Der Dipol strahlt am stérksten senkrecht zum Dipol-
moment. Keinerlei Abstrahlung erfolgt langs der Dipolachse. Die Charakteristik ist rorations-
symmetrisch zur p-Achse.

Die gesamte Strahlungsleistung ergibt sich durch Integration Giber alle Raumwinkel. Es ist

+1
/dQ sin?9 = 27r/dc0319 (1 —cos®9)

-1

1 g
= 2 (cosﬁ — = cos® 19) = (6.216)
3 .3
Deshalb haben wir
4
P = %;;2 : (6.217)

Wichtig ist zu bemerken, dal3 die Strahlungsleistung proportional zur vierten Potenz der Fre-
quenz ist (¢ = w/c) und proportional zum Quadrat des Dipolmomentes ist.
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6.6 Eine einfache Dipolantenne

Wir betrachten eine Dipolantenne der Lange d, wobei d klein verglichen mit der Wellenlange
sein soll. Die Antenne sei entlang der z-Achse orientiert von z = d/2 bis z = —d/2 mit einem
kleinen Spalt am Ursprung.

m + d/2

>/Vﬁ

- d/2

Der Strom habe ein Maximum I, am Spalt und soll linear zum Ende abfallen

I(z) e ™" = I, (1 — %) e~ Wt (6.218)
Aus der Kontinuitatsgleichung folgt
divj = iwo . (6.219)
Fur die lineare Ladungsdichte o (Ladung pro Einheitsldnge) folgt demnach
0= :l:% (6.220)

Hierbei gilt das obere Vorzeichen fiir positive Werte von z und das untere Vorzeichen fiir nega-
tive Werte von z. Damit konnen wir das Dipolmoment, das parallel zur z-Achse ist, ausrechnen.
Es hat den Betrag
d/2
1 Iod
p= /z@ dz =29 (6.221)
2w
—d/2

Damit resultiert fur die Winkelverteilung der abgestrahlten Leistung

dP _ I¢ 9 . 9
d—Q = 397rc (k d) sin“9 . (6222)
Die gesamte abgestrahlte Leistung betragt
I2
P=_"2 (kd)? . :
e (kd) (6.223)

Im Langwellengrenzfall mit £kd < 1 steigt die abgestrahlte Leistung mit dem Quadrat der
Frequenz an.
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6.7 Magnetische Dipol- und elektrische
Quadrupolstrahlung

Wir diskutieren nun die verbleibenden Terme in (6.143) beziglich des Vektorpotentials. Die
néachst-hoheren Terme lauten

A = e; (% —ik) /j(ﬁ) (ﬁf') & (6.224)

A 14t sich in zwei charakteristische Summanden zerlegen. Dazu nutzen wir den Entwicklungs-
satz und schreiben

Lix (7x7) =1 (77) - 2P (77 (6.225)

Es folgt weiter
(7-7)7(7) = % (7 %) <7+ % (7-7)i(7)+ (7-7M) 7] . (6228)

Damit habe wir den Integranden in (6.224) in einen symmetrischen Teil in j und 7 und in einen
antisymmetrischen Anteil aufgespalten. Somit bekommen wir

A7) = A, (F) + A, (7) (6.227)

A (7) = —er (% _ zk) [ﬁ X /d3r’ (F X j(F))] (6.228)

und dem elektrischen Quadrupolterm

L =5 (b-) [er[(@7)7(7) + (3(7)) 7] . e

Wir hatten die Magnetisierung durch die Stromdichte definiert als

M= 2% (Fx j‘) . (6.230)

Entsprechend ist das magnetische Dipolmoment definiert als

m:/J\Z d3r=2ic/(7?><j) Pr (6.231)

Damit kénnen wir das Vektorprodukt A, (7) ausdriicken durch

A, (7) = ik (7 x ) e (1 ! ) . (6.232)

T ikr
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Dieses Vektorpotential ist aber bis auf einen Faktor —:k gleich der magnetischen Induktion
B (6.164) fiir einen elektrischen Dipol, wenn wir das elektrische Dipolmoment § durch das
magnetische Dipolmoment 77 substituieren. Jetzt ist weiter

— —

Ferner hatten wir schon eingangs festgestellt, daf? gilt

— ’L.—; — ’L.—; — —
E:EVXB:EVX(VXA) . (6.234)

Indem wir die magnetische Induktion fiir den elektrischen Dipol mit dem Faktor /% multipli-
zieren und p durch 7 ersetzen, erhalten wir das Vektorpotential fir den magnetischen Dipol.
Bilden wir erneut die Rotation, so folgt die magnetische Induktion fiir den magnetischen Dipol.
Dies entspricht aber gerade der elektrischen Feldstérke fir den elektrischen Dipol multipliziert
mit k /i, sofern wir wieder 7'und m vertauschen.

Damit folgt fir die magnetische Induktion fiir den magnetischen Dipol

eikr 1 1

B= {k2(ﬁxm)xﬁ+[3ﬁ(ﬁ-m)—m]—(——z’k)} . (6.235)

T T \T

Jetzt miissen wir noch die elektrische Feldstérke fir den magnetischen Dipol ermitteln. Dazu
betrachten wir das Induktionsgesetz

- 1=
rotE = _EB : (6.236)

Wegen der angenommenen harmonischen Zeitabhangigkeit folgt

W =

rot & (7) B(F) . (6.237)

c

Also haben wir auch fiir die elektrische Dipolstrahlung
—% otE (7)) = B (7F) . (6.238)
Dies vergleichen wir mit

% rot B, (7) = B, (7) (6.239)

was wir eingangs gefunden haben. Damit finden wir als Zuordnung, dal? die elektrische Feldstérke
fur den magnetischen Dipol gerade dem Negativen der magnetischen Induktion fir den elektri-
schen Dipol entspricht, wenn wir erneut p'durch 77 substituieren. Also haben wir

. 9 . eikr 1
Ey = —k* (i x m) " 1——) . (6.240)
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Wir konnen jetzt vollkommen analog die Strahlungsleistung in das Raumwinkelelement d2
berechnen. Mit m = |m | finden wir erneut

Z—g - %k‘lm? sin2g (6.241)
Anhand der Winkelverteilung kann man also nicht unterscheiden, ob es sich um elektrische oder
magnetische Dipolstrahlung handelt. Der Unterschied liegt in der Polarisation der Strahlung.
Fur einen elektrischen Dipol liegt der elektrische \Vektor in der von 7 und 7 aufgespannten
Ebene, fir einen magnetischen Dipol ist er senkrecht zu der von 7 und 77; aufgespannten Ebene.
Wir wenden uns jetzt der Diskussion der elektrischen Quadrupolstrahlung zu. Hierzu betrachten

wir den Ausdruck (6.229), den wir umformen wollen. Dazu benutzen wir

/d?’r'div[x' (7-7)7(7)] = /df”r'x'div[(ﬁ-ﬁ)j(ﬁ)]
+ / &r' (ﬁf)j(y?) Vo' . (6.242)

Die linke Seite kann mit Hilfe des Gaulischen Satzes in ein Oberflachenintegral umgewandelt
werden. Dieses Integral verschwindet, da nach Voraussetzung 7 auf einen endlichen Raumbe-
reich beschrénkt ist. Demnach folgt

oo (w)ie) = [ 02| (a0 i)
S G RZICHD] NG
Nun ist
Vo (ir) =7 . (6.244)

Also folgt weiter unter Einbeziehung der analogen Beziehungen fur die y- und z-Komponente
/d3r’ [(7-7)5(7) +7 (7-3(7))] = —/d?’r’F’ (7-7 ) divi(#)
= - / d*r' 7t (77 ) (iwo(r" ) )(6.245)

Im letzten Schritt haben wir wieder die Kontinuitatsgleichung ausgenutzt. Damit erhalten wir
fir die Vektorpotentiale mit k = w/c

A, (7) = —%%Z:T (1 - %) /d?’r’ﬁ (ﬁf') Q(F') . (6.246)

Im Integranden steht ein Moment zweiter Ordnung fiir die Ladungsdichte p. Es handelt sich des-
halb um einen Quadrupolterm. Den Ausdruck (6.246) fiir das Vektorpotential eines elektrischen
Quadrupols formen wir weiter um. Dazu betrachten wir als vektorielle GroRe das Integral

I'(9,¢) =/d3r'ﬁ(ﬁ-ﬁ) g(ﬁ) = (I, I, I;) . (6.247)
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Die einzelnen Komponenten kdnnen wir schreiben als

3
LW,e) = /d?’r' z; (Z nw/) 9(7:7)
i=1
3

1 -
= g Zni/d?’r' (3IEZ'IIE]'I - T,25ij) Q(T’)
i=1
1 o
+§nj/d37"' 7"'29(7"’)

In diesem Ausdruck tritt der Quadrupoltensor auf

A~

Q = (Qi)
mit4, 5 = 1,2,3 und

Qij = /d?’r’ (3IEZ'IIE]" — 7"'25Z~j) 9(7:7)

Wir definieren nun den Vektor
Qi) = (Qu(#), Qa(7), Qs(7))
mit
3
Qi) =) Qyn;
j=1
Damit kdnnen wir das Integral I schreiben als

I= %{Q(ﬁ)%—ﬁ/d?’r’ 7"'29(7:7)}

Damit lautet das Vektorpotential

N 2 _ikr 5 =
Ay(7) = _%er (1 - %) {Q(ﬁ) +ﬁ/d3r' 7"'29(7"’)}

(6.248)

(6.249)

(6.250)

(6.251)

(6.252)

(6.253)

(6.254)

Dieses Vektorpotential dient jetzt wieder als Ausgangspunkt fur die Ermittlung der magneti-
schen Induktion B, (7), der elektrischen Feldstarke E(7) und schlieRlich der abgestrahlten

Leistung.

217



6.8 Die Methode der aquivalenten Photonen

Wir betrachten die Bewegung geladener Teilchen im ultrarelativistischen Bereich. Ist das ge-
ladene Teilchen in Ruhe, so fiihrt die Losung der Poisson-Gleichung zu einem klassischen
Coulomb-Potential auRerhalb des Teilchens. Das Teilchen selbst kann durch eine endliche La-
dungsverteilung beschrieben sein oder auch punktférmig sein. Bewegt sich dieses Teilchen hin-
gegen mit relativistischen Geschwindigkeiten, fihrt die Lorentz-Kontraktion zu einer Defor-
mation des urspriinglich spharisch-symmetrischen Coulomb-Potentials. Wir werden aufzeigen,
daR das Feld eines geladenen Teilchens im relativistischen Bereich gleich gesetzt werden kann
einem Schwarm von einfallenden reellen Photonen. Wir werden die Zahl dieser Photonen und
deren Energieverteilung ermitteln.

Die ist der Grundgedanke der Methode der dquivalenten Photonen, die bereits im Jahr 1924 von
E. Fermi entwickelt wurde. Diese Methode wird auch haufig Weizsacker-Williams-Methode ge-
nannt. Dies verweist auf Physiker, die sich ca. 10 Jahre nach Fermi ebenfalls mit dieser Methode
befal3t haben.

Zundchst betrachten wir ein Target T, das sich im Koordinatensystem K im Abstand b entlang
der x;-Achse vom Ursprung entfernt befindet. Im Projektilsystem K’ soll sich die Ladung Z,e
im Ursprung befinden. Das Projektilsystem soll sich mit der Geschwindigkeit ¢ in z3-Richtung
relativ zum Targetsystem K bewegen. Das Projektilsystem K’ und das Ruhesystem des Targets
K sollen firr ¢ = ¢’ = 0 Ubereinstimmen.

X4 ’

Tk

X, X,

Die Koordinaten in beiden Systemen sind durch die Lorentz-Transformation miteinander ver-
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kniipft. Wir fiihren ein

E 2\ —1/2
- _ (1_”_) | (6.255)

g =12 (6.256)
C

r = z (6.257)

y =y (6.258)

J = L”t , (6.259)
—

, t— %z

= === . (6.260)
1-%

Mit der Einfiihrung von Minkowski-Koordinaten x, = x, o = y, 3 = 2, 4 = tct kbnnen
wir die Lorentz-Transformationen kompakt schreiben als

4
T= Gy (6.261)
v=1

mit © = 1,2,3,4. Im Fall der Lorentz-Transformation &Rt sich die Transformationsmatrix
schreiben als

10 0 0
01 0 0
Ay = , (6.262)
1 0 v ivB
1 0 =iy v

Die Lorentz-Transformationen gehdren zu der Klasse der orthogonalen Transformationen, fir
die gilt

4
Za;wau)\ = 61/)\ ) (6263)
n=1
4
> apay, = b . (6.264)
n=1

Es liegt eine Zeilen- und Spaltenorthogonalitét der Transformationsmatrix (6.262) vor. Die Re-
lationen (6.263) und (6.264) lassen sich fir (6.262) leicht tberprifen. Auch Drehungen im
zweidimensionalen Raum mit dem Drehwinkel o werden durch orthogonale Transformationen
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beschrieben. Bei orthogonale Transformationen bleiben die Winkel zwischen zwei Vektoren
und deren L&nge erhalten. Ferner haben wir fur die Transformationsmatrix (6.262)

det ay, =7 — (VB) (=) =" =¥ =+ 1-6) =1 , (6.265)
also
deta, =1 . (6.266)
Bei orthogonalen Transformationen gilt fiir einen Skalar P oder Tensor nullter Stufe
P=pP . (6.267)

Ein Skalar und damit die Winkel zwischen zwei Vektoren und deren Léange bleiben bei orthogo-
nalen Transformationen erhalten. Fir einen Vektor mit den Komponenten A, und somit einem
Tensor erster Stufe gilt hingegen

4
A=Y aw A (6.268)
v=1

Fir einen Tensor zweiter Stufe mit den Komponenten T, haben wir

4
T = aunaeTy . (6.269)

Ao=1

Entsprechend folgt fiir einen Tensor dritter Stufe mit den Komponenten R,

4
Rly= Y GulueapRrer - (6.270)
Ao,7=1
Die Verallgemeinerung fr einen Tensor n-ter Stufe ist evident. Speziell betrachten wir jetzt die
Lorentz-Transformation des Feldstarke-Tensors F},,, mit

0 By -B, —iE,

B, 0 B, —iE
Fl = 3 S (6.271)
B2 —B1 0 —’LE3

Es ist
0A 0A
F, = Y a 272
# or, Oz, (6 )
mit
A, = (A’, i@) (6.273)



und daher auch

F

uv

=-F, . (6.274)

Die Lorentz-transformierten Feldstérken ergeben sich aus

4
Fl, =) auaweF . (6.275)

Ao=1

Explizit ausgerechnet ergibt sich

B = v(E, — BB,) (6.276)
E, = ~(BEy+8B) , (6.277)
E, = B3 , (6.278)
B = (B +8E,) (6.279)
By = y(B,—BE) , (6.280)
B, = By . (6.281)

Das Feld der Ladung Z;e soll am Punkt T des Systems K ausgewertet werden. Fir den Abstand
r' gilt

=40 — (vt')?2 . (6.282)

Der Punkt T hat im System K’ die Koordinaten

o = b, (6.283)
g, =0 , (6.284)
Ty = —ot' . (6.285)

Jetzt wollen wir 7' durch die Koordinaten des Systems K ausdriicken. Hierbei miissen wir trans-
formieren

£ = [t — %x3] -t (6.286)
C
da z3 = 0 fir den Punkt T im System K. Folglich haben wir
=2 + 2022 . (6.287)

Wir betrachten nun die Feldstarke-Komponenten aus dem Ruhesystem K’ der Ladung Z e fir
den Punkt T. Es ist

= Z1€ ’F’
E' = T (6.288)
B'" =0 . (6.289)
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Somit haben wir komponentenweise

Zieb Zievt
E{:;T7 Eé:07 EZI’,:_ 17“’3

B/=0, B,=0, B,=0.

’ (6.290)

Ausgedriickt durch die Koordinaten des Systems K sind die einzigen nichtverschwindenden
Komponenten

Zleb

Ei = (b2+72v2t2)3/2 ’ (6.291)
Z

B = -2t . (6.292)

(02 + 7202t2)3/2

Wir konnen diese Feldstarken in das System K transformieren, indem wir die inversen Trans-
formationen von (6.281) ermitteln. Um die inversen Transformationen zu erhalten, missen wir
nur die gestrichenen und ungestrichenen GroRRen austauschen und g — —g umwandeln. Somit
bekommen wir

Zievb
El = ’YE{ = (b2 i 72/02152)3/2 y (6293)
Z1eyut
E; = Eé = — = 721)2152)3/2 , (6.294)
By, = 48 E{ =pBFE . (6.295)

Es ist wichtig zu notieren, daf die bewegten Ladungen auch magnetische Feldstarken generie-
ren.

Als nachsten Punkt werden wir die Fourier-Transformation der Feldstarken E;(t), Es(t) und
Bs(t) durchfuhren. Es istmiti =1,2,3

E(t)e“tdt | (6.296)

Bi(t) et dt . (6.297)

z = 'YT” . (6.298)
Damit kdnnen wir zunachst schreiben
Z1eb 7 eiwt
E = dt 6.299
1(w) Vor (b2 +’y2v2t2)3/2 ( )
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und weiter

e x eiwbw/(’yv)
B =2 [

B V2mbv 1+ 22)3/2 dz
Wir haben hierbei ausgenutzt, daB gilt
dz _ v
dt b
und damit
dt = i dx
YU

Dieses Fourier-Integral kann geschlossen analytisch ausgewertet werden. Es folgt

=520 ()

(6.300)

(6.301)

(6.302)

(6.303)

K (z) ist eine modifizierte Bessel-Funktion erster Art. Im asymptotischen Bereich kann sie

einfach analytisch dargestellt werden. Fir v > 0 haben wir fiir z < 1

—(In (£) +0.5772...) fury =0
K,(z) —
I (2y” fiir v # 0
und firz > 1
d —z
K,(z) — 97 €

K, (z) kann beispielsweise berechnet werden durch das bestimmte Integral
K, (z) = / e==eombt och (ut) d
0

In vollkommen analoger Weise bekommen wir

oo

Zieyv t et
E3(w) = — / (b2 + 720242)3/2 dt

und weiter

dz

Z1€ 1 /oo xeiwbw/(’yv)
T V2r b | (14 22)3?

—Co0
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Fir die Fourier-Transformierte erhalten wir in diesem Fall

1/2
Ey(w) = —i 28 <3> [“—b Ky (“’—b)] . (6.309)
yub \ 7 0 0

Schliellich haben wir noch

Die Aquivalenz der klassischen elektromagnetischen Felder mit einer Anzahl reeller Photo-
nen n(w) wird durch das Gleichsetzen des jeweiligen Energieflusses geschaffen. Fiir Maxwell-
Felder ist der Energieflul in Bewegungsrichtung bestimmt durch das Zeitintegral der z3-Kom-
ponente des Poynting-Vektors. Wir erhalten fur B = H

C — —
/Sw?,dt - = [ExBLdt
= £ oo(EB — B Ey) dt
- 471' 142 142
cf3 2
= - | E
= %/|E1|2dt : (6.311)
47
Wir bekommen somit
[ele] C/B [ele] 1 [ele] [ele] ) o
/Sw?,dt = —W/dt%/dw/dw’El(w’)El(w)e( ) dt
B - Y A
-7 / B do= 2 / Bi(w)d . (6.312)
—00 0
Hierbei haben wir die Beziehung
L wei(“'_“)tdtzé(w'—w) (6.313)
2w

verwendet. Fur die Strahlungsintensitét I(w, b) als Funktion von w und des StoRparameters b
folgt somit

I,8) = 5 BlEw,b)

Z%e? 1 | W, [ wh
= b2fu2 7? C’Y2’U2 Kl ’Y_’U . (6314)
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Die Intensitdt zeigt also eine quadratische Abhangigkeit von der erzeugenden Ladung. Die totale
Strahlungsintensitdt 7 (w) erhdlt man durch Integration von I(w,b) Uber alle Kreisringflachen-
elemente

dF =2rbdb . (6.315)

Die obere Grenze b,,x = oo ist rivial, jedoch darf die untere Grenze einen minimalen StofR-
parameter b, nicht unterschreiten, da fir b — 0 die Anzahl der &quivalenten Photonen
divergiert. Die Einfuhrung dieses Abschneideparameters ist gerechtfertigt, wenn die erzielten
Resultate nur eine schwache Abhangigkeit von b, zeigen. In extrem relativistischen StoRen
ist der Einflul} einer Variation von by, vernachléssigbar, da auch bei groRen StoRparametern
hohe Fourier-Frequenzen in der Bahnbewegung enthalten sind. Dagegen ist in niederenergeti-
schen StolRen die klassische Methode der aquivalenten Photonen nicht anwendbar, da hier die
Intensitdt I(w) eine exponentielle Abhéngigkeit von b, aufweist. Die Wahl des minimalen
StolRparameters bestimmt sich aus dem jeweiligen untersuchten StreuprozeR. Bei der lonisation
in relativistischen StoR3en entspricht b,,;, dem Schalenradius des urspriinglich im Atom gebun-
denen Elektrons, bei Streuungen an freien Elektronen ist es nicht sinnvoll von Stol3parametern
kleiner als der Compton-Wellenlénge des Elektrons X, ~ 386 fm zu reden. Bei elektromagneti-
scher Streuung an Kernen ist die geometrisch untere Grenze fir b der Kernradius. Mit Hilfe der
Beziehung fur Zylinderfunktionen Z,

2
T
/ 2 (Zy(w))’ do = - {(Zy(02))" = Zp-1(0x) Zp1a(02) } (6.316)
1Rt sich die Integration tber den StoRparameter ausfiihren. Hierzu setzen wir
Zy(az) = H(aZ) (6.317)

wobei H,(,l)(aZ) die Hankel-Funktion erster Art der Ordnung « ist und ferner die Relation gilt

K,(2) = % ™/ HV(iz) . (6.318)
Somit folgt
2 €2 /c\2
Iw) = =27 — (-
@ = 227 () 0
— 2 .
{ :E2mm (Kl (zmin) — Kg (mln)) ~+ Tmin K()(IEmin) Kl (xmin)} (6319)
mit
bmin
Lmin = w’w . (6.320)

225



Der entscheidende Schritt bei der Methode der dquivalenten Photonen besteht darin, daR wir
nun setzen

/n(w) fw dw = /I(w) dw . (6.321)
0 0
Damit haben wir letztendlich
I(w)
=~ 6.322

AbschlieBend wollen wir noch in semiklassischer Weise den Wirkungsquerschnit einfiihren.

{0
N

Ein MaR fir die Stdrke einer Reaktion, d.h. zum Beispiel fir eine lonisationsrate, ist der Wir-
kungsquerschnitt. Hierzu multiplizieren wir die Ubergangswahrscheinlichkeit P (b) mit der
Kreisringfliche dF = 27b db. Schlielilich integrieren wir Uber alle StoRBparameter. Wir haben
damit

o= 27T/P(b)bdb : (6.323)
0
Der Wirkungsquerschnitt hat die Dimension einer Fldche. Die MelRgroRe des Wirkungsquer-
schnittes ist barn. Es ist

dimo =b (6.324)
mit
1b =10"%2m? = 100fm? . (6.325)
Hierbei ist
Ifm=10""m . (6.326)
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6.9 Die Compton-Streuung

Als ersten Einstieg in quantenmechanische Phdnomene wollen wir die Streuung von Licht an
Elektronen — die sogenannte Compton-Streuung — behandeln. Qbwohl eine rigorose theoreti-
sche Beschreibung erst im Rahmen der Quantenelektrodynamik (QED) erfolgen kann, ist es
maoglich, mit Hilfe einiger Grundprinzipien aus der Theoretischen Mechanik und der Elektro-
dynamik wesentliche Aspekte dieses fundamentalen Streuprozesses zu verstehen.

Wir hatten Licht als Ebene Wellen dargestellt, also Losungen der Maxwell-Gleichungen fiir das
Vakuum ohne Beriicksichtigung duferer Quellen. Die Losungen der resultierenden Wellenglei-
chung fir die Feldstarken konnten partiell dargestellt werden als

U (7, 1) = Aeilhrwt) (6.327)

Hierbei ist A die Amplitude der Schwingung. Im Argument der Exponentialfunktion tritt der
Wellenzahlvektor & auf mit dem Betrag |k| = k. & hangt mit dem Abstand benachbarter Wel-
lenfronten, also der Wellenlénge A, zusammen Uber

A= 2m (6.328)
k
Die Periode der Schwingungsdauer ist fixiert durch
T = 2m : (6.329)
w
Folglich gilt fir den Zusammenhang der Frequenz v der Schwingung
1
v=— (6.330)
T
und der Kreisfrequenz
w=27y . (6.331)
Mit der Phasengeschwindigkeit
% —c (6.332)

haben wir ferner
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c=Av . (6.333)

Die freien elektromagnetischen Felder konnen dargestellt werden als

= ekt (6.334)

E
B = By ekt (6.335)

Die Amplituden Ey und B, bilden zusammen mit k ein orthogonales Rechtssystem. E und B
stehen immer und tberall senkrecht auf & und aufeinander. Aus (6.332) folgt die Dispersions-
relation

w=ck . (6.336)

Durch Berechnung des Poynting-Vektors konnte nachgewiesen werden, dald der EnergiefluR der
elektromagnetischen Welle in Richtung von k zeigt. Ferner wurde bemerkt, daf fiir die Energie
der ebenen Welle gilt

E = hw (6.337)

und fir den Impuls

P=hk . (6.338)

w? = k*c? (6.339)

die Relation

E?=p% . (6.340)

Erinnern wir uns an den relativistische Enrgiesatz der Mechanik

E? =% + mict | (6.341)
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so entspricht (6.340) dem relativistischen Energiesatz fiir ein Teilchen der Ruhemasse mgy = 0.

Wir wollen nun die Streuung von Licht an einem Elektron unter Beriicksichtigung des allge-
meinen Erhaltungssatzes von Energie und Impuls beschreiben. Die Energie des Elektrons vor
dem StoR bezeichnen wir mit £, dem korrespondierenden Impuls mit p. Nach dem Streuproze
kennzeichnen wir die modifizierte Energie des Elektrons mit E’, den Impuls demzufolge mit
p’. Aus dem Gesetz der Erhaltung der Energie und des Impulses resultiert

hw+E =k +E (6.342)
hk+p=hk'+§5 . (6.343)

Aw' und RE ' sind die Energie beziehungsweise der Impuls des Lichtes nach dem StreuprozeR.
Streut das Elektron an einem hochenergetischen Lichtquant, einem Rontgenquant, so kann die
Energie des Elektrons sehr gro werden. Wir wenden daher die Formeln der speziellen Rela-
tivitatstheorie an, die die Abhangigkeit der Masse eines Teilchens von seiner Geschwindigkeit
berticksichtigen. Nach der speziellen Relativitatstheorie ist die kinetische Energie eines Elek-
trons, das sich mit der Geschwindigkeit 7’ bewegt

EF'=—n— —my® , (6.344)
wobei mg die Ruhemasse,

my = 9.10938188-107% kg
= 0.51099906 MeV/c* (6.345)

und c die Lichtgeschwindigkeit

¢ = 299792 458 ? (6.346)

bedeuten. Entsprechend gilt fir den Impuls des Elektrons

df
L L (6.347)
v
-
C

Als Spezialfall untersuchen wir jetzt die Streuung an einem ruhenden Elektron mit der kineti-
schen Energie £ = 0 und p' = 0. Damit erhalten wir
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7[3 ] | (6.348)

e d }
hk = Rk Y (6.349)

N

mit 8 = o'/c. Aus der ersten Gleichung folgt unmittelbar, da w > w’ ist. Die gestreute
Strahlung muB folglich eine groliere Wellenldnge besitzen als die einfallende.

hw = hbdl+m002[

Aus diesen Gleichungen 1aRt sich ein weiterer wichtiger Schlul? ziehen: Das freie Elektron kann
das Licht nicht absorbieren, sondern nur streuen. Die vollige Absorption wiirde bedeuten, dal3
w' = 0und &' = 0 sind. Dann kann (6.349) auch in skalarer Form dargestellt werden,

!

Bk = 0 (6.350)
V1-p7?
Mit (6.336) und (6.348) erhalten wir fiir den Fall der vollstandigen Absorption
/
L 1= _r (6.351)

V1-p7 V1-p7
Dies wird gelost fiir 3/ = 0 und demzufolge nach (6.350) £ = 0. Damit ist die Unmdglichkeit
einer Absorption an einem ruhenden Elektron bewiesen. Die Forderung nach gleichzeitiger Er-
haltung von Energie und Impuls verbietet die Absorption eines Lichtquants an einem ruhenden
Elektron. Das gleiche gilt aber auch fur ein gleichformig bewegtes Elektron. Hier kbnnen wir
aufgrund des Kovarianzprinzips immer ein Bezugssystem wahlen, relativ zu dem das einfallen-
de Elektron ruht. Die Tatsache der Unmaoglichkeit einer Absorption darf nicht vom gewahlten
Bezugssystem abhéngen.

Der zeitumgekehrte Prozel? zur Absorption ist die Emission des Lichtquants. Hier gilt aus
Symmetriegriinden die gleiche SchluRfolgerung. Ein gleichférmig bewegtes Elektron kann aus
Grunden der gleichzeitigen Energie- und Impulserhaltung kein Lichtquant emmitieren. Daher
strahlt ein gleichformig bewegtes Elektron nicht!

Wir wollen nun ermitteln wie die Frequenz w' des gestreuten Lichtes vom Streuwinkel © des
Lichtes abhéngt. In Figur 4 zeigt der Pfeil OA die Fortpflanzungsrichtung des urspriinglichen
Lichtquants an. Die Richtung OC ist jene, in der die vom Elektron gestreuten Lichtstrahlen be-
obachtet werden. Der Streuwinkel ist ©. Die Richtung des gestreuten Elektrons mit dem Impuls
P’ wird durch OD angezeigt. Der Winkel zwischen dem einlaufenden Lichtquant und dem ge-
streuten Elektron wird mit « bezeichnet.
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Abbildung 4: Impulsparallelogramm der Compton-Streuung an einem ruhenden Elektron

Wir stellen die Impulsbilanz auf. Wir zerlegen die Impulse Ak’ und P’ in Komponenten parallel

zu kik und senkrecht zu hE. Mit || = w/c und |k'| = w'/c erhalten wir

fuw fiw! cos © + Mot cos
_— = — _ o
c c A1 — ,3'2 ?
! !
. mov .
0 = —sin® — ———5
. in m in o

(6.352)

(6.353)

Wir eliminieren jetzt aus diesen Gleichungen den Winkel c«.. Wir quadrieren (6.352) und (6.353)

(hw — hw' cos ©)° = (mecv'y cosa)® |

(hw'sin©)® = (mocv'y sina)?
mit
, 1

v

Die Addition der quadratischen Gleichung fuihrt auf

12

(h&))2 — 2h2ww' cos © + (h&)l)2 = (m002)21_7ﬂ,2

Wir verwenden den Energieerhaltungssatz (6.348), um 5’2 zu eliminieren,

fw — hw' 1
= " =

o2 V1-— B2
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(6.355)

(6.356)

(6.357)

(6.358)



und somit

(M + 1) L (6.359)

Dies ergibt

g =1- s . (6.360)

Fir 8”2/(1 — ') erhdlt man

B 1 hw — B ?
1—p? = |- ' 2 e +1
()
myC
()
mocC
1
= ) [(Aw — Aw' + moc?)? — (mec®)?] . (6.361)
Wir setzen dies ein in (6.357). Mit
50
1 —cos© = 2sin 3 (6.362)

folgt dann aus (6.357)

(Aw — ' +moc®)? — (mec®)? = (fw)? + (Aw')? + (moc?)? — (moec?)?
—2R2ww’ + 2hwmgc?® — 2hw'myc?

= (hw)® —2R%ww'cos© + (Aw')®> . (6.363)
Daraus resultiert weiter
—2h%ww'(1 — cos ©) + 2hmyc*(w — w') =0 (6.364)
und somit
w—w = Z;‘;‘;’; (1—cos©) = 2721";’ sin’ % . (6.365)



Wir setzen jetzt ein w = 27¢/A und W' = 27¢/N.

Es folgt
2me  2mc 2h 2mc 2mc . , O
NN T me@ X N 2 (6.360)
und weiter
2h , . 0
2re(N — ) = — (2rc)? sin 3 (6.367)
SchlieBlich haben wir
4
A= N —x= TR 29 (6.368)
moC 2

Dies ist die gesuchte Compton-Streuformel. Basierend auf dem Energie-Impuls-Erhaltungssatz
wurde die Anderung der Wellenlange in Abhéngigkeit vom Streuwinkel abgeleitet.
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