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Vorbemerkungen

Im Rahmen dieser Vorlesung soll eine Einfiihrung in die Grundprinzipien der nichtrelativisti-
schen Quantenmechanik erfolgen. Wir bauen dabei explizit auf dem Kenntnisstand der Theo-
retischen Mechanik und der Elektrodynamik auf. Diese Vorlesung ist gegenwartig fir Studen-
ten des 5. Semesters, also im allgemeinen nach dem Vordiplom, vorgesehen. Zukiinftig wird die
Quantenmechanik-Vorlesung bereits fiir Studenten des 4. Semesters angeboten, um einerseits an-
streben zu konnen, die Studienzeiten fur Physik zu verkiirzen, und um andererseits am Ende
des Studiums auch den vielféltigen neuen Entwicklungen in der Theoretischen Physik Rechnung
tragen zu konnen. Die Quantenmechanik-Vorlesung bildet ihrerseits die Basis fir das \Verstand-
nis nachfolgender Bereiche der theoretischen Physik, insbesondere fir die relativistische Quan-
tenmechanik, fur die theoretische Atom- und Kernphysik sowie fiir die Festkorperphysik. Diese
aufgezéhlten Bereiche bleiben ohne profunde Kenntnisse der elementaren Quantenmechanik un-
verstandlich.

Die Grundprinzipien der Quantenmechanik wurden in den 20er bis 40er Jahren erarbeitet. Die
Grundgleichung der Quantenmechanik — die Schrodinger-Gleichung — wurde 1926 publiziert.
Wenn auch wohlfundierte Kenntnisse der nichtrelativistischen Quantenmechanik zum grundsatzli-
chen Verstandnis von Quantenphdnomenen im Mikrokosmos beitragen, so mufl man heute jedoch
konstatieren, dal eine Prézisionsbeschreibung mikroskopischer Systeme damit noch nicht gelin-
gen kann. Eine rigorose theoretische Analyse muf3 im strengen Sinn sogar zu dem Schlufl kommen,
dal3 die Schrodinger-Gleichung als Grenzfall einer umfassenderen Theorie angesehen werden muf3
und angesichts heutiger Prazisionsexperimente sogar vielfach zu falschen Resultaten fiihrt.

Die mathematischen Anforderungen &hneln in vielen Bereichen denen der Elektrodynamik und
ubersteigen nur selten deren Komplexitat. Neu hinzu kommt das Operator-Kalkiil. Der Umgang
mit Operatoren, z.B. Differential- oder Integraloperatoren, ohne dabei direkten Bezug zu neh-
men auf die Funktionen, auf die diese Operatoren wirken, ist zundchst etwas ungewohnt und mufd
ausfihrlich behandelt werden. Operatoren werden wir in der Anfangsphase deutlich durch ein
Dach “ " iiber dem Buchstaben kennzeichnen: O.

Inhaltlich wollen wir folgende Teilbereiche behandeln:

1. Einfihrung in die Wellenmechanik
2. Schrodinger-Gleichung

3. Operatoren und Hilbert-Raum

4. Die Unscharferelation

5. Der harmonische Oszillator

6. Teilchen in &uReren Feldern

7. Das Wasserstoff-Problem

8. Spin
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. Storungstheorie
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In der Diplomprifung stellt die Quantenmechanik ein Hauptprifungsfach dar. Insbesondere die
mehr experimentell orientierten Studenten werden vielfach mit quantenmechanischen Fragestel-
lungen konfrontiert. Hingegen werden die in Theoretische Physik sehr versierten Studenten domi-
nanterweise in den darauf aufbauenden Bereichen gepriift. Ahnliches gilt fiir das Rigorosum in der
Doktorprifung.



Heuristische Einfiihrung der Schrodinger-Gleichung

Um eine Grundgleichung zu erhalten, die das Wellenverhalten von Teilchen wie z.B. Elektronen
beschreibt, werden wir zunéchst Bezug nehmen auf das Wellenverhalten elektromagnetischer Fel-
der und Potentiale in der klassischen Elektrodynamik. Bei Abwesenheit von duf3eren Quellen und
Stromen, d.h. die Ladungsdichte o und die Stromdichte j verschwinden,

=0 , 1)

Y
J

?

gilt fur das skalare Potential ® sowie fiir das Vektorpotential A jeweils die homogene Wellenglei-
chung

O® = 0 (2)
04 =

Hierbei ist der d’ Alembert-Operator O definiert durch

1 02
0P =Ad—- ——d .
c? Ot? 3)
Um die Wellengleichung (2) aus der Maxwell-Gleichung abzuleiten, wurde die Lorentz-Bedingung
- - 109
A+ -——=0 4
VoAt oo 4)

fur die Eichung der Potentiale angewandt.
Unter den Vorbedingungen (1) galt ebenfalls fiir die elektrische Feldstirke E und fiir die magneti-
sche Feldstarke B im Vakuum

OF = 0 (5)
OB = 0

Als Losung fir das elektromagnetische Feld fanden wir

F = Eo ez’(E-F—wt) ’ (6)
B = éo ei(E-f—wt)

Die Wellengleichung (5) bedingt mit k& = ‘E‘ die Dispersionsrelation
w=ck . (7)

Ferner gilt zwischen dem Betrag des Ausbreitungsvektors % und der Wellenldnge A die Beziehung

_27T

A= ®)
Die Kreisfrequenz w ist verknipft mit der Frequenz v der Schwingung durch

w=2mv . (9)
Aufgrund von (7) gilt

c=v . (10)



Lassen wir auf die Losung (6) den Nabla-Operator wirken und bilden die Divergenz, so folgt
V. B = By = Ey . (iF) SFren (11)

Die partielle Ableitung nach der Zeit liefert

0= =0 (iw ~ (R

~E=FE.— z(k-r—wt) —F (—i z(k-r—wt) ) 12

ot T o (miw)e (12)
Die Wirkung der Operatoren V und % kdnnen wir demnach durch die Substitutionen ersetzen

vV — ik, (13)

2 s — )

ot "

Experimente zum Photoeffekt, zur Hohlraumstrahlung oder zum Compton-Effekt, d.h. zur Streu-
ung von elektromagnetischen Wellen an Elektronen, ergaben, daf? die Energie von elektromagneti-
schen Wellen portioniert oder gequantelt ist. Die Energie eines solchen Quants ist proportional zur
Frequenz, E ~ v. Die Proportionalitdtskonstante 4 weist die Dimension einer Wirkung auf und
wird als das Planksche Wirkungsquantum bezeichnet. Es ist

E=hv |, (14)
und mit
h
B = o (15)
folgt
E=h(w . (16)

Der numerische Wert von # ist

h = 1.05457266-1073* Js
= 6.582122-10 * MeV's (17)

Die Streuung von Lichtquanten oder Photonen an Elektronen kann man beschreiben, wenn man
den Photonen einen Impuls 5 zuordnet, der gegeben ist durch

p=nhk . (18)

Mit (14), (10) und (8) folgt offensichtlich

E =c|p| (19)
und somit
E? = p? . (20)

Dies entspricht der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung der klassischen Mechanik

E? = 5% + m?ét (21)



fur die Masse m = 0. Mit (14) und (8) erhalten wir aus (13) die Korrespondenz

0
E — ih—
ot

P — —ihV

(22)

Die Funktionen fir die elektrischen oder magnetischen Feldstarken oder firr die Potentiale lassen
sich somit schreiben als

(7 1) = A et BB (23)

Hierbei steht ¢» synonym fiir eine Komponente der elektromagnetischen Feldstérken oder der Po-
tentiale.

Als experimenteller Befund zeigen auch Elektronenstrahlen Welleneigenschaften ahnlich wie Licht.
De Broglie schlug 1923 vor, dall materielle Teilchen ebenso wie Photonen Welleneigenschaften
haben. Auch hierbei gilt die Zuordnung

A=— (24)
b
mit p = |p’|. Sowohl flir Elektronen wie fur Photonen sind die Teilchen- und die Welleneigenschaf-
ten durch

7= hk (25)

verknupft. Die Elektronen wie auch die Photonen werden auch als Teilchen nachgewiesen. Die
Wahrscheinlichkeit, Teilchen an einer bestimmten Stelle nachzuweisen, wird durch das Betrags-
quadrat einer Wellenamplitude beschrieben.

Die Wellengleichung fur die Komponenten des elektromagnetischen Feldes ist Ausdruck des re-
lativistischen Energiesatzes, sofern wir die Korrespondenz (22) ausnutzen. Wir betrachten nun ein
nichtrelativistisches Teilchen der Masse m, das sich in einem konservativen Kraftfeld beschrieben
durch das Potential V' (7) bewegen soll. Aus der klassischen Mechanik wissen wir, daf die Energie
eines Teilchens in einem konservativen Kraftfeld durch die Hamilton-Funktion bestimmt wird. Es
ist

=2

H=T+V ()= —+V({)=E . (26)

Um die Welleneigenschaften eines Teilchens mit der Masse m zu erfassen, beschreiben wir das

Teilchen mittels der Wahrscheinlichkeitsamplitude ¢ (7, ¢). In der Quantenmechanik wird aus dem
Impulsvektor der Impulsoperator,

Lo 0 0 0
und somit
-, 0? 0? 0?
p2:_52 (@—Fa—y‘?‘i‘@) . (28)



Wir nutzen den Energiesatz unter Verwendung der Korrespondenz (22) aus. Aus der Hamilton-
Funktion wird dann mit dem Operator

5= —inv (29)

der Hamilton-Operator

~2

—

4 o
H=—+V () . (30)

Diesen Operator lassen wir auf die Wahrscheinlichkeitsamplitude wirken. Es resultiert die zeitabhangi-
ge Schrodinger-Gleichung

L0 .
177,&1/) (7yt) = Hy (7, t) . (31)

Die Dimension von 7 ist Energie - Zeit und damit die Dimension einer Wirkung. 7 ist eine der fun-
damentalen Konstanten der Quantenmechanik. Auffallig ist ferner das Auftreten der imagindren
Einheit; = \/—1 in der Schrodinger-Gleichung. Dies deutet darauf hin, daR die in der Quantenme-
chanik auftretenden Funktionen komplexwertige Funktionen sind. Dies gilt auch fir die orts- und
zeitabhédngige Funktion (7, t), die wir als Wellenfunktion bezeichnen werden. Die Schrodinger-
Gleichung ist offensichtlich eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung in der Zeitvaria-
blen ¢. Die gesuchte Losungsfunktion ist (7, ¢). Auf der rechten Seite der Schrodinger-Gleichung
steht in linearer Form diese Losungsfunktion W(7,¢). Die Schrodinger-Gleichung ist eine linea-
re Gleichung. Fir lineare Gleichungen gilt das Superpositionsprinzip. Hat man zwei Losungen
U, (7, t) und Wy (7, t) der Schrodinger-Gleichung gefunden, so ist auch jede beliebige Linearkom-
bination dieser Losungen wieder eine Losung der Schrodinger-Gleichung. Wir erkennen, dal? die
Schrodinger-Gleichung eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung in den Ortsvariablen
x, y und z ist. Die Asymmetrie in der Zeit- und den Ortskoordinaten ist eine direkte Folge der
nichtrelativistischen Betrachtungsweise und der Verwendung der nichtrelativistischen kinetischen
Energie.

Die Losungsfunktion (7, t) ist komplexwertig und damit einer experimentellen Beobachtung
nicht zuganglich. Beobachtbare GroRen sind immer reellwertig. Jedoch ist die reelle GroRe | (7, ¢)|?
eine meRbare GroRe. | ¥ (7, ¢)|? ist ein MaR fir die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines durch die
Funktion ¥ beschriebenes quantenmechanischen Objektes am Orte # zum Zeitpunkt ¢. Im Sin-
ne dieser Wahrscheinlichkeitsinterpretation muf3 bei einer Integration tber den gesamten Raum
folgen

/\‘II(F, HEdr=1 . (32)

Im Rahmen der Quantenmechanik missen wir uns von der aus der Theoretischen Mechanik und
Elektrodynamik vertrauten Vorstellung 16sen, dal wir im deterministischen Sinne zu jedem Zeit-
punkt den Ort 7 und die Geschwindigkeit #' eines Teilchens beliebig genau bestimmen konne.
Vielmehr missen wir lernen, hierzu nur noch Wahrscheinlichkeitsaussagen machen zu kénnen.



Ist der Hamilton-Operator wie in (30) explizit von der Zeit unabhangig, so wird die Differential-
gleichung in der Zeitvariablen gelost durch den Ansatz

(1) = ¢ (F)e 7™ . (33)
Das Einsetzen dieses Ansatzes in (31) liefert

m%w (71 = 6(F)ih (——E) ok

= Ey(r,t) . (34)

Somit haben wir in diesem stationdren Fall

Hip (7, 1) = E (7)) (35)
und ebenso fir die rein ortsabhéngige Wahrscheinlichkeitsamplitude ¢ (7*)

Ho(F) = Eo(7) . (36)

Dies ist die zeitunabhédngige Schrodinger-Gleichung. Ausfihrlich ausgeschrieben haben wir in
kartesischen Koordinaten

n? [ 92 0? 0?

—— ==t ==+ == | V(7 P ) U (Ft) = EY(F,t) . 37
o (g et o) WD VR WD) = BV @
Es ist eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung in den Ortskoordinaten z, y und z. Im
folgenden wollen wir die Schrodinger-Gleichung diskutieren, ihre Giltigkeit verifizieren und sie

fir verschiedene Potentiale V (7, t) 10sen.



Die Compton-Streuung

Als ersten Einstieg in quantenmechanische Phdnomene wollen wir die Streuung von Licht an Elek-
tronen — die sogenannte Compton-Streuung — behandeln. Qbwohl eine rigorose theoretische Be-
schreibung erst im Rahmen der Quantenelektrodynamik (QED) erfolgen kann, ist es moglich, mit
Hilfe einiger Grundprinzipien aus der Theoretischen Mechanik und der Elektrodynamik wesentli-
che Aspekte dieses fundamentalen Streuprozesses zu verstehen.

Bereits in der Elektrodynamik hatten wir Licht als Ebene Wellen dargestellt, also Lésungen der
Maxwell-Gleichungen fiir das Vakuum ohne Beriicksichtigung duBerer Quellen. Die Losungen der
resultierenden Wellengleichung fur die Feldstarken konnten partiell dargestellt werden als

U(7 1) = AelErt) (38)

Hierbei ist A die Amplitude der Schwingung. Im Argument der Exponentialfunktion tritt der Wel-
lenzahlvektor k auf mit dem Betrag || = k. k hangt mit dem Abstand benachbarter Wellenfronten,
also der Wellenldnge )\, zusammen {ber

_27T

A 39
- (39)
Die Periode der Schwingungsdauer ist fixiert durch
=2 (40)
w
Folglich gilt fiir den Zusammenhang der Frequenz v der Schwingung
v=— (41)
T
und der Kreisfrequenz
w=21v . (42)
Mit der Phasengeschwindigkeit
% =c (43)
haben wir ferner
c= A\ . (44)

Die freien elektromagnetischen Felder kdnnen dargestellt werden als
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E = Byt (45)
B = ByFmen (46)

Die Amplituden E, und B, bilden zusammen mit % ein orthogonales Rechtssystem. E und B
stehen immer und Uberall senkrecht auf &£ und aufeinander. Aus (43) folgt die Dispersionsrelation
w=ck . 47)

Durch Berechnung des Poynting-Vektors konnte nachgewiesen werden, daR der Energieflul? der
elektromagnetischen Welle in Richtung von k zeigt. Ferner wurde bemerkt, dal3 fiir die Energie
der ebenen Welle gilt

E = hw (48)

und fr den Impuls

p=hk . (49)

Mit (47), (48) und (49) folgt aus

=

w? = k%c? (50)
die Relation
E? =% . (51)

Erinnern wir uns an den relativistische Enrgiesatz der Mechanik

E? = p%c® +mict (52)
so entspricht (51) dem relativistischen Energiesatz fir ein Teilchen der Ruhemasse mq = 0.

Wir wollen nun die Streuung von Licht an einem Elektron unter Berlicksichtigung des allgemeinen
Erhaltungssatzes von Energie und Impuls beschreiben. Die Energie des Elektrons vor dem Stol3 be-
zeichnen wir mit E, dem korrespondierenden Impuls mit p. Nach dem Streuprozel? kennzeichnen
wir die modifizierte Energie des Elektrons mit £’, den Impuls demzufolge mit p”’. Aus dem Gesetz
der Erhaltung der Energie und des Impulses resultiert

hw+E=h'+E" (53)
hk+p=hk'+7 . (54)
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fiw' und Ak’ sind die Energie beziehungsweise der Impuls des Lichtes nach dem StreuprozeR.
Streut das Elektron an einem hochenergetischen Lichtquant, einem Rontgenquant, so kann die
Energie des Elektrons sehr grof? werden. Wir wenden daher die Formeln der speziellen Rela-
tivitatstheorie an, die die Abhédngigkeit der Masse eines Teilchens von seiner Geschwindigkeit
berticksichtigen. Nach der speziellen Relativitdtstheorie ist die kinetische Energie eines Elektrons,
das sich mit der Geschwindigkeit 7'’ bewegt

—mec® (55)
wobei m die Ruhemasse,

m, = 9.1093877-1073' kg
= 0.51099906 MeV/c? | (56)

und ¢ die Lichtgeschwindigkeit

¢ = 299792 458 (57)
S

bedeuten. Entsprechend gilt fir den Impuls des Elektrons
p=— . (58)

Als Spezialfall untersuchen wir jetzt die Streuung an einem ruhenden Elektron mit der kinetischen
Energie £ = 0 und p = 0. Damit erhalten wir

1
hw = hw' + m062 lﬁ — 1] s (59)
=1
Wk o= BR 60
e 0

mit ' = v'/c. Aus der ersten Gleichung folgt unmittelbar, dal w > w’ ist. Die gestreute Strahlung
muR folglich eine groliere Wellenldnge besitzen als die einfallende.

Aus diesen Gleichungen &Rt sich ein weiterer wichtiger Schluf? ziehen: Das freie Elektron kann
das Licht nicht absorbieren, sondern nur streuen. Die vollige Absorption wiirde bedeuten, dal3
w'" = 0und &' = 0 sind. Dann kann (60) auch in skalarer Form dargestellt werden,

L L — (61)

V157
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Mit (47) und (59) erhalten wir fiir den Fall der vollstandigen Absorption

L (62)
Dies wird gelost fir 8/ = 0 und demzufolge nach (61) £ = 0. Damit ist die Unmdglichkeit einer
Absorption an einem ruhenden Elektron bewiesen. Die Forderung nach gleichzeitiger Erhaltung
von Energie und Impuls verbietet die Absorption eines Lichtquants an einem ruhenden Elektron.
Das gleiche gilt aber auch fir ein gleichformig bewegtes Elektron. Hier kdnnen wir aufgrund
des Kovarianzprinzips immer ein Bezugssystem wahlen, relativ zu dem das einfallende Elektron
ruht. Die Tatsache der Unmdoglichkeit einer Absorption darf nicht vom gewdahlten Bezugssystem
abhédngen.

Der zeitumgekehrte Prozel3 zur Absorption ist die Emission des Lichtquants. Hier gilt aus Symme-
triegriinden die gleiche SchluBfolgerung. Ein gleichférmig bewegtes Elektron kann aus Griinden
der gleichzeitigen Energie- und Impulserhaltung kein Lichtquant emmitieren. Daher strahlt ein
gleichformig bewegtes Elektron nicht!

Wir wollen nun ermitteln wie die Frequenz w' des gestreuten Lichtes vom Streuwinkel © des
Lichtes abhédngt. In Figur 1 zeigt der Pfeil OA die Fortpflanzungsrichtung des urspriinglichen
Lichtquants an. Die Richtung OC ist jene, in der die vom Elektron gestreuten Lichtstrahlen be-
obachtet werden. Der Streuwinkel ist ©. Die Richtung des gestreuten Elektrons mit dem Impuls p”
wird durch OD angezeigt. Der Winkel zwischen dem einlaufenden Lichtquant und dem gestreuten
Elektron wird mit . bezeichnet.

Abbildung 1: Impulsparallelogramm der Compton-Streuung an einem ruhenden Elektron

Wir stellen die Impulsbilanz auf. Wir zerlegen die Impulse Ak’ und P’ in Komponenten parallel zu
hk und senkrecht zu iik. Mit || = w/c und |k’| = w'/c erhalten wir

hw hw' moyv’
7 = 7 cos © + ﬁ cosa |, (63)
hw' movl .
0 = 7 sin ® — ﬁ sino . (64)
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Wir eliminieren jetzt aus diesen Gleichungen den Winkel .. Wir quadrieren (63) und (64)

(hw — hw' cos ©)® = (moev'y cosa)® |
(hw'sin®)? = (mecv'y' sina)?
mit
, 1

VL

Die Addition der quadratischen Gleichung flihrt auf

2

(hw)? — 2h%ww' cos © + (fw')? = (m002)21_7ﬁ,2

Wir verwenden den Energieerhaltungssatz (59), um 3’2 zu eliminieren,

hw — ' 1

l=—

moc? v1-p7

und somit

hw—hw’+1 2_ 1
m002 _1—B'2

Dies ergibt

ﬁlQ — 1 o
(hw — hw' i 1>2

MoC?

Fur 82/(1 — 8?) erhélt man

g2 - 1 (hw — hw' )2
1—p7 (hw — hw' n 1)2 moc?
moc?

_ (hw T'2Lw +1> 1
mocC

= (m0102)2 [(hw — Fw' + myc?)? — (mOCZ)Z]

Wir setzen dies ein in (68). Mit
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(69)

(70)
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1 — cos © = 25sin? % (73)

folgt dann

2h
w—w = ww' sin? = . (74)
moc> 2

Wir setzen jetzt ein w = 2w¢/A und W' = 27ce/ N,
Es folgt

2mc  2mc 2h 2mc 2mc . 5, O

. _ el 75
AN me® A N (75)
und weiter
2h 2 . 9 @
2re(N = \) = - (2mc)? sin 3 - (76)

SchlieRlich haben wir

A)\:)\'—)\:@sinQQ . (77)
mgC 2

Dies ist die gesuchte Compton-Streuformel. Basierend auf dem Energie-Impuls-Erhaltungssatz
wurde die Anderung der Wellenlange in Abhéngigkeit vom Streuwinkel abgeleitet.
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Symmetrietransformationen und ErhaltungsgrofRen

Bei der Untersuchung physikalischer Systeme ist oft nicht das Aufstellen der Bewegungsglei-
chung fir die als relevant erkannten Observablen problematisch, sondern ihre Integration. Diese
ist in den meisten Fallen gar nicht exakt moglich. Um so mehr stellt sich die Frage, wie wir we-
sentliche Kenntnisse lber ein System gewinnen kdnnen, ohne die Bewegungsgleichung explizit
I6sen zu miissen. Hier hilft das Aufspiiren von ErhaltungsgroRRen oft entscheidend weiter, um we-
sentliche Informationen tiber die Losungen, d.h. Giber die Eigenschaften des Systems, zu erhalten.
Man denke z.B. an den Energiesatz, der bereits eine zumindest qualitative Diskussion der Bewe-
gung des Systems erlaubt. Rdumliche Symmetrieeigenschaften, wie die Translations- oder Rota-
tionsinvarianz des Systems, spiegeln sich in der Erhaltung von Impuls oder Drehimpuls wider.
Die grofRe Bedeutung dieser Erhaltungsgrofien ist uns bereits aus der Mechanik bekannt. Es zeigt
sich, daB zwischen den Symmetrien eines Systems und bestimmten ErhaltungsgroRen ein allge-
meiner, tiefer Zusammenhang besteht. Hierliber handelt das von Emmy Noether 1918 gefundene
und nach ihr benannte Theorem in sehr allgemeiner Form. Fir die Physik liegt die Bedeutung des
Noether-Theorems im Auffinden von ErhaltungsgroRen durch Untersuchen des Transformations-
verhaltens der Wirkung bzw. der Lagrange-Funktion (oder der Hamilton-Funktion) des Systems.
Jede Transformation, welche die Wirkung invariant lai3t, fihrt zu einem Erhaltungssatz fir eine
entsprechende Observable. Die Symmetrien des Systems sind mit bestimmten ErhaltungsgroRen
inhérent verknipft.

Um einen ersten Eindruck fur die weitreichende Bedeutung des Noether-Theorems zu vermitteln
leiten wir jetzt seine spezielle Form im Rahmen der Lagrange-Mechanik her. Dazu betrachten wir
ein mechanisches System mit f Freiheitsgraden, welches durch einen Satz geeigneter, generali-
sierter Koordinaten {¢;,2 = 1, ..., f} charakterisiert werde. Die physikalischen Bewegungen des
Systems werden durch jene Trajektorien ¢'(¢) im f-dimensionalen Konfigurationsraum beschrie-
ben, welche die klassische Wirkung

S = [t L(a(0), (1)) (78)

minimieren. Wir untersuchen nun das Transformationsverhalten der Wirkung bzw. der Lagrange-
Funktion L unter speziellen Koordinatentransformationen mit dem Ziel jene Transformationen
zu finden, welche die Wirkung oder die Lagrange-Funktion invariant lassen. Die Forderung nach
Invarianz ist selbstevident, garantiert diese doch, daB die physikalischen Bewegungen des Systems
nicht von der Wahl der generalisierten Koordinaten abhéngen darf. DemgemaR ergibt sich das
folgende Programm:

Wir untersuchen zuerst, wie sich die Lagrange-Funktion unter Koordinatentransformation veréandern
darf, damit die Bewegungsgleichungen forminvariant sprich kovariant bleiben. Die Kovarianz der
Bewegungsgleichungen stellt bestimmte Forderungen an die zugelassene Klasse von Transforma-
tionen. Im AnschluR daran werden wir an die Definition von Erhaltungsgrofien erinnern. Ausge-
hend von dem Begriff der zyklischen Koordinate werden wir den Begriff der Symmetrietransfor-
mation einfiihren und das Noether-Theorem als eine Verallgemeinerung begreiflich machen. Fir
die Lagrange-Mechanik folgt:

{ Symmetrietransformation

der Lagrange-Funktion } = {ErhaltungsgroRe} (79)
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Jeder Symmetrietransformation der Lagrange-Funktion entspricht eine ErhaltungsgroRRe. Dieses
Noether-Theorem erfaldt jedoch nicht alle Erhaltungsgréfien des Systems.

Kovarianz der Euler-Lagrange-Gleichungen

Wir betrachten Punkttransformationen zwischen zwei Sdtzen generalisierter Koordinaten {¢;,i =
1,...,ftund {Q;,i=1,..., f} der Form

G — Qi=Qi(gt) , (80)
G — Qi=Qilgk drt) - (81)

Ferner seien die Transformationen invertierbar, d.h. es soll gelten:

Qi — ¢=0q(Qrt) , (82)
Qi — Gi=4d (Qkan:t) ; (83)

sowie (beliebig oft) stetig differenzierbar. Die Lagrange-Funktion L (g;, ¢;,t) gehe dabei in die
neue Lagrange-Funktion L (Qi, Qi, t) uber. Die Forderung der Kovarianz, d.h., der Forminvarianz
der Euler-Lagrange-Gleichungen bedeutet:

L L
oL _daL _,

1) .

5_q/dtL(Qk7Qkat) =0 o dtog D (84)
S 5 . oL d oL
5Qi/dtL(Qk,Qk,t)_0 50" @90 =" (85)

Nun darf aber die Beschreibung des physikalischen Systems nicht von der Wahl der Koordinaten
abhdngen, d.h. die Wirkung S muB eine Invariante bleiben. Dies schrankt die Mdglichkeiten, wie
sich die Lagrange-Funktion L (q, ¢, t) unter Punkttransformationen veréndern darf, erheblich ein.
Die fur unsere Diskussion relevanten Félle sind (Indizes seien unterdriickt):

Typ I: Die neue (transformierte) Lagrange-Funktion L (Q, Q, t) soll aus der alten L (g, g, t) durch
Einsetzen der inversen Transformationen ohne Anderung der funktionalen Abhéngigkeit (Gestalt)
hervorgehen, d.h.:

L(gd,t) — L]q(Q1),d(Q,Q.t) .t . (86)

Typ 1lI: Die neue (transformierte) Lagrange-Funktion L’ (Q,Q,t) soll aus der alten L (q,q,1)
durch Einsetzen der inversen Transformation hervorgehen und dabei ihre Gestalt in der Form
andern:

L(g4,t) — L' (Q Q1) =L(Q Q1)+ %F Q1) (87)

Wir zeigen zunéchst die Kovarianz der Euler-Lagrange-Gleichungen (84,85) beziiglich Koordina-
tentransformation vom Typ I:
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Man berechne zunachst

= R + —_— ,
0Q; kgl Oqr, 0Q; 3% 0Q;
af/ N oL 8qk . 8_L 6qk

aQZ B k=1 an an k=1 8% 8@1 ’

und verwende dabei

da . O Ay, Ods _ Ogy
P ZaQJQ +or = 20, ~ 90,

=1

Berechne weiter

d oL _ -[(dOLYdg  OL (d o
dtoQ; /= [\dtdgr) 0Q; Ok \ dt 9Q;

dt Ogr ) 0Q;  Odx 0Q;

k=1

und verwende dazu

Ean . i P 0%qy
dtoQ: 4 Qjan atan
0 / Ok Oqx, Odx
= +— e
0Q; LZ1 8Q]Q ot 0Q;

Subtrahieren wir (91) von (88), so folgt die Kovarianz der Euler-Lagrange-Gleichung:

oL SOy o sa) (i)
00 400, /= loa  diog) \ow,

An dieser Stelle beweisen wir noch folgendes:

Fuhrt man den Differentialoperator

. . 0 d o .

ein, so lassen sich die Euler-Lagrange-Gleichungen in der kompakten Form
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schreiben. Untersucht man das Transformationsverhalten des Differentialoperators D; (g,4¢,t) un-
ter Punkttransformationen (80-83), so erhalt man:

9Q;

d.h. der Differentialoperator (94) transformiert sich wie die Komponenten eines Vektors.

A A ) f
Di (Qaq’ t) — Dz (QaQat) = Z ( > Dk: q, Q7 ) ) (96)

Wir weisen jetzt die Kovarianz der Bewegungsgleichungen (84,85) unter Koordinatentransforma-
tionen vom Typ Il nach. GemaR (87) soll sich die transformierte Lagrange-Funktion L' (Q, Q, t)
um ein totales Zeitdifferential einer beliebigen Funktion F' (@, t) unterscheiden. Zunéchst haben
wir zu zeigen:

0 = Di(QQ1) L (Q Q1)
= D, (@, Q1) [L (Q,Q,t)Jr%F(Q,t)] . (97)

Da unter Berticksichtigung von(95) und (96) unmittelbar

i : f
D; (@Q.t) L' (@ Q.t) = Z =D (g,d:t) L (g, d,t) (98)

1 0Q;

folgt, haben wir zum Nachweis der Kovarianz (98) lediglich zu priifen, ob der zweite Term in (97)
verschwindet:

D; (Q,Q,1) ( F(Q, t)) , )
Es gilt nun
0 dF 0 f OF aF
aQia B 0Q; ,;TCQ;CQI”
L 9F . PF
= 250,00, 100
kgl 90,00, % T 8Q, ot (100)
sowie

=2 50,00,% " ara0, (102)

k=1

dt 9, dt — dtdQ;

Nehmen wir an, dal® die partiellen Ableitungen vertauschen, so sind die Ausdriicke (100) und
(101) identisch und Gleichung (99) erfullt. Damit ist auch die Kovarianz der Euler-Lagrange-
Gleichungen unter Transformation gemaR (87) nachgewiesen.
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Erhaltungsgrofien

Kommen wir nun zur Definition von Erhaltungsgrofien. Unserem intuitiven Verstandnis folgend
heil3t eine Grole G (g, ¢, t) genau dann eine Erhaltungsgrofe, wenn gilt

d

§C@dn=0 (102)
Wir sprechen auch von einer Konstanten der Bewegung oder auch von einem Bewegungsintegral.
Letztere Namensgebung erscheint sofort einleuchtend, wenn wir uns an das wohlbekannte Beispiel
des kanonischen Impuls erinnern. Der zur generalisierten Koordinaten ¢; kanonisch konjugierte
Impuls p; ist definiert als

oL
94
Aus den Bewegungsgleichungen folgt direkt, dal p; genau dann eine ErhaltungsgroRRe im Sinne

der Definition (102) ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit von der Koordinate ¢; abhangt,
d.h.:

pi (103)

oL

&pi 8—% =
g; heillt dann zyklische Koordinate. Hieran l&it sich nun leicht einsehen, dal3 die Translationsin-
varianz Impulserhaltung oder eine Rotationsinvarianz Drehimpulserhaltung liefert. Die Lagrange-
Funktion fiir ein System mit Zylindersymmetrie hdngt dann z.B. eben nicht von der (kartesischen)
Koordinate z oder dem Azimutwinkel ¢ ab. Insbesondere dndert sich die Lagrange-Funktion auch
nicht, wenn wir sie einer Transformation

=0 0 . (104)

z — 2 =z+a, abeliebigaber fest (105)
oder ¢ — ¢ ' =¢+4, 6 beliebigaber fest (106)

unterwerfen. Allgemeiner formuliert: Wenn ein mechanisches System unter beliebigen Verschie-
bungen «; der Koordinate ¢; der Form

@ — Qi=¢+tuao (107)

invariant ist, so ist ¢; bzw. @; zyklisch und der dazugehdrige kanonische Impuls p; bzw. P; ei-
ne ErhaltungsgroRe. Somit liefern Symmetrien zyklische Koordinaten und damit die Erhaltung
bestimmter Impulse:

géizg—;:O:Hzgéi :pizg—;:konst. (108)
Fur den Fall der speziellen Koordinatentransformation (107) werden wir auch auf die Aussage
(108) gefiihrt, wenn wir die Abhéngigkeit der transformierten Lagrange-Funktion L von dem Ver-
schiebungsparameter «; untersuchen. Verschiebungsinvarianz bedeutet insbesondere

-0 . (109)

aai « beliebig

Diese Betrachtungen vermitteln uns bereits deutliche Hinweise auf den engen Zusammenhang zwi-
schen den Symmetrien des Systems bzw. speziellen Koordinatentransformationen, die die Lagrange-
Funktion invariant lassen und bestimmten ErhaltungsgroRen.
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Noether-Theorem fir die Lagrange-Mechanik

Wir wollen jetzt unsere Uberlegungen des vorigen Abschnitts verallgemeinern. Zu diesem Zweck
betrachten wir Koordinatentransformationen

q; — QlZQZ(Qkataa)a Iiakzla""fa (110)
die invertierbar
Qi — ¢6=¢Qita) (111)

und in dem kontinuierlichen Parameter « stetig differenzierbar sein missen. Insbesondere soll fiir
« = 0 die identische Transformation folgen, d.h.:

Entsprechende Transformationsgleichungen sollen fiir die generalisierten Geschwindigkeiten gel-
ten.

Wiederum betrachten wir zuerst solche Transformationen, die die Lagrange- Funktion selber inva-
riant lassen (die Indizes seien aus Griinden der Ubersicht unterdriickt)

¢ — Q = Qgta), (113)
L(g,6,t) — L(Q,Qia) = L[g(Qt0),q(Q Qta),t]
= L(q,q,t) . (114)

Als nachsten Schritt untersuchen wir die Abhéngigkeit der neuen Lagrange- Funktion L (q, Q,t; a)
von dem Parameter «.. Dabei sollen die Werte der neuen Koordinaten @; und der Geschwindigkei-
ten (Q; fest bleiben:

oL 0L _ - (0L duc oL 0is
O« Q.01 oo 0q, O 0y O

k=1
_ d 0L\ 0¢x OL [ d Ogg
- gl(dt@%) da B4 (dt aaﬂ ) (115)
oL d [ oL dg,
Rz @{kga_qk%} ' (116)
waobei
Oqp 0 B .
B0~ 9otk (@ =Test,tia) (117)
Da Gleichung (116) fur beliebige Werte « des Parameters gelten soll, folgt insbesondere
dal,_, dt {kz::l 04 (a_a> a:o} ' (118)
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Es geniigt daher, das Transformationsverhalten unter infinitesimalen Koordinatentransformationen
Q (g, t; 6cr) zu untersuchen, was in vielen Fallen die Diskussion sehr vereinfacht. Nun folgt aber
fir die transformierte Lagrange-Funktion L nach Voraussetzung (114)

d | L 0L [dq
_ — 9 94k -0 . 11
’ dt{za‘jk (aO‘)a:o} ’ 19

k=1

@
Oa

a=0

Somit kdnnen wir das Noether-Theorem in der Form formulieren:
Die Funktion (Observable)

T AL (dg
( ) kgl aqk aa a=0

ist eine Erhaltungsgrofe, wenn die Lagrange-Funktion L (g, ¢, t) unter kontinuierlichen, stetig dif-

ferenzierbaren Transformationen ¢ — @ = Q (g, ¢; «) invariant bleibt. Zu jeder solchen Trans-

formation gehort eine Erhaltungsgrolie.

Die oben hergeleitete Form (120) des Noether-Theorems fiir die Lagrange-Mechanik &Rt sich
noch einen Schritt verallgemeinern, indem wir ebenfalls Transformationen analog zu Typ Il (87)
zulassen:

¢ — Q=Q(¢,ta) (121)

L(g,4,t) — L (Q,Q,t;a)=L(Q,Q,t)+%F(q,t;a) . (122)

Koordinatentransformationen (110-112), die von dem kontinuierlichen Parameter a. abhdngen und
die Lagrange-Funktion in der Form (122) andern, heilRen Symmetrie-Transformationen. Die Tra-
jektorien ¢ (¢) und @ (t) erfillen die selben Bewegungsgleichungen. Untersuchen wir jetzt die
Abhéangigkeit der Lagrange-Funktion L' in (122) vom Parameter «, so erhalten wir:

oL’
oo

d OF

0L 4 49F
00 dt oo

== (123)

Der erste Term auf der rechten Seite der obigen Gleichung verschwindet, da L nicht explizit von
« abhéngt. Den Term auf der linken Seite kdnnen wir wieder gemaR (118) umschreiben:

d | oL (9gy d [OF
E{fgf%(%)azo}_&(%)azo ' (124)

Somit resultiert die Erhaltungsgrofie

_oF
oo

a=0

OL Oy

f
J(q,q,1) =3 o= 125
(¢,4,t) ;;13% 0 (125)

a=0

Die allgemeine Version des Noether-Theorems fiir die Lagrange-Mechanik lautet dann: Zu jeder
Symmetrietransformation ((110)—(112) und (122)) gehort eine ErhaltungsgroRe J (g, ¢, t) (125).
In dieser Formulierung sind die Falle (120) ebenfalls enthalten.
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Beispiel: Translationsinvarianz und Impulserhaltung

Betrachten wir den Effekt infinitesimaler Verschiebungen:

¢ — Qi=Qi(qt0)=q¢— o |, (126)
Qi — 6=0¢Qrnt;a)=Qi+aa; . (127)

Dabei bezeichnen a; die Komponenten einer festen aber beliebigen Verschiebung und « einen infi-
nitesimalen Parameter. Offensichtlich gilt ¢; = @;. Die Lagrange-Funktion L (g, ¢, t) transformiert
sich gemaR (114):

L(g.g,t) — L(QQte)=L[q@ta),q(QQa).t] . (128)

Folglich erhalten wir unmittelbar:

oL oL [ 8 oL
oal,_, ;8_%<%q’“ (Qj’t’a)>a_o_ w Ogi
d oL d 9L
— el = —a. = 12
; (dt 8q’k> U= ; age =0 (129)

Da die a; beliebig sind, fuhrt die Invarianz der Lagrange-Funktion bezuglich infinitesimaler Ver-
schiebungen auf die Erhaltungsgrofien

. oL

d.h. auf erhaltene, kanonische Impulse py..

Beispiel: Freier Fall im homogenen Gravitationsfeld

Wir betrachten die eindimensionale Bewegung eines Massepunktes im homogenen Gravitations-
feld. Die Lagrange-Funktion lautet:

L(z %)= M2 mgz . (131)
2

Die Bewegungsgleichung lautet:

oL doL
=0 5= — . 132
9:  dt9: = =Y (132)
Nun unterwerfen wir das System einer eigentlichen Galilei-Transformation:

2z — Z=z+4at, z — F=Zi+4a . (133)

Der Parameter « entspricht physikalisch der konstanten Relativgeschwindigkeit v . Die urspriing-
liche Lagrange-Funktion transformiert sich gemaR:

23



L'(Z, 2 t;a) = (2 —a)’ —mg (2 — at)

= %2’2 —mgz + %OAQ — maz' 4+ mgat
d
= My mgz — p” {%aQt — maz' + %gozt2 + C}
d
= Lz, Z)+ aF (2, t;a) (134)
F (¢, t;a) = %oﬁt —maz' + %gatQ +C . (135)

Die reine Galilei-Transformation ist also eine Symmetrie-Transformation der Lagrange-Funktion.
Mit Hilfe der Gleichung (125) berechnen wir die dazugehorige Erhaltungsgrofe:

L 't F
Jery = o2 20) - - y
= —mzt— (mat —mz + %gtz) L, (136)
J(40) = m (—z't 4o th) . (137)
Mittels der Bewegungsgleichung Z = —g weist man die Erhaltung von J direkt nach:
%zm(—ét—gt)z—m(i—l—gﬂzﬂ : (138)

Beispiel: Harmonischer Oszillator

Gegeben sei die Lagrange-Funktion des eindimensionalen harmonischen Oszillators:
m., mw? ,

mit der Eigenfrequenz w. Wir untersuchen den Effekt von Koordinatentransformationen der Gestalt

r — o' =z+acos(wt) (140)
T — =2 —awsin(wt) . (141)

Setzen wir wiederum die Umkehrtransformationen in die urspriingliche Lagrange-Funktion ein, so
resultiert:

L' (2, &' t;a) = % [# + owsin (wt)]* — %wQ [z — acos (wt)]?
_ %iﬂ _ %w%/z

+o [mwa'c' sin (wt) + mw?z’ cos (wt)}

+a’ [%uﬁ sin? (wt) — %wQ cos’ (wt)]

~

v

=—2w2+mw? sin?(wt)= 7”;“’2 cos(2wt)

= L(«,2")+ %F (@' t;a) (142)
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mit

F (2, t; 0) = amwz’ sin (wt) — aQ% sin (2wt) + C . (143)

Es handelt sich offenbar um eine Symmetrietransformation des harmonischen Oszillators. Die dazu
gehorige Erhaltungsgrolie lautet:

J(z,2,t)

J (z,,t)

OL Oxz(z' t; @)
oz Oa
mi (— cos(wt))

_or
oo

a=0

a=0

— (mw[x + 2a cos(wt)] sin(wt) — 204% sin(2wt)> ;

a=0

—m (& cos (wt) + wx sin (wt)) . (144)

Mit Hilfe der bekannten, allgemeinen Losung z(t) = A sin(wt) 4+ B cos(wt) ldBt sich die zeitliche
Konstanz der Grole J direkt verifizieren.
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Hamilton-Jacobi-Theorie und Wirkungswellen

Wir erinnern an die Hamilton-Jacobi-Theorie der klassischen Mechanik. Wir betrachten eine ka-
nonische Transformation der generalisierten Koordinaten ¢ und der generalisierten Impulse p’ auf
neue Variable

—

QT,pt) (145)

—

= P(q,p,t) . (146)

1

QL
|

Die Hamilton-Gleichungen bleiben dabei invariant

: 0H
Qk: - 8—P]€ )
: OH
B = 2% 147
— (147)

mit der transformierten Hamilton-Funktion f[(@, P, t). Im Rahmen der Hamilton-Jacobi-Theorie
versucht man durch eine kanonische Transformation zu erreichen, daf gilt

H=0 . (148)

Als Konsequenz lassen sich die Hamilton-Gleichungen (147) sofort integrieren mit der Losung

Qr = const
P, = const . (149)

Die Erzeugende dieser Transformation war F (g, P, t). Aus

0F,

= — 150
P = B (150)
und
~ oF,
H=H+ — 151
+ Y (151)
folgt die Hamilton-Jacobi-Gleichung
0F; 0F,
H(qi, - ,q5, ==y, —,t) =0 . 152

Wir hatten gefunden, daR gilt
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dF,

— = in—H=1 153

di ;kaH ( )
und somit

F, = / Ldt | (154)

d.h., F, ist gerade die vom Hamilton-Prinzip her bekannte Wirkungsfunktion. Wir beschranken
uns in den folgenden Betrachtungen auf ein einzelnes Teilchen in einem konservativen Kraftfeld
mit

H=T+YV = FE = const. (155)
Dann steckt die ganze Zeitabhangigkeit in (152) im zweiten Summanden. Um die Zeitabhangigkeit
zu separieren, machen wir den folgenden naheliegenden Ansatz

Fy(q, P, t) =W (g, P) - Bt , (156)

und wir haben

ow ow
H{——,---,—)=FE . 157
(q 8q1 8(]8) ( )
Die Funktion W (g, ]3) wird die Hamiltonsche charakteristische Funktion genannt. Wegen P =
const, definiert die Bedingung W = const eine feste Flache in dem durch die Koordinaten g,
aufgespannten Konfigurationsraum. Wir nennen im folgenden F»(q, P, t) = S(q, P, t).
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S(t)

W = const.
Abbildung 2:

Die Flachen S = const. bewegen sich dagegen im Konfigurationsraum, sie schieben sich mit der
Zeit ¢ Uber die festliegenden W -Flachen hinweg. Sie bilden im Konfigurationsraum fortschreitende
Wellenfronten der sogenannten Wirkungswellen.

Wir nehmen an, daf das betrachtete System aus einem einzigen Teilchen besteht mit ¢ = (z, y, 2),
so dal? der Konfigurationsraum mit den gewohnlichen dreidimensionalen Ortsraum bereinstimmt.
Die Wellengeschwindigkeit « ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit eines bestimmten Punktes der
Front der Wirkungswelle. Da die Flachenkonstanten S mit der Zeit ihre Gestalt &ndern werden, ist
auch die Wellengeschwindigkeit nicht fiir alle Punkte der Wellenfront gleich. Betrachten wir die
zwei benachbarten Punkte A = (z,y, 2) zur Zeitt und B = (z +dz,y + dy, 2+ dz) zur Zeitt + dt
im Konfigurationsraum, so @ndert sich die Wirkungsfunktion um dS mit

S oS oS 9S8

= —Edt+VW-di . (158)

Wie schnell miissen wir uns von A nach B bewegen, damit sich die Wirkung nicht andert, um also
mit der Wirkungsquelle mitzuwandern? Aus der Forderung

| -
dS=0=—Edt+ (VW -@)dt (159)

folgt

VW.-i=FE . (160)

i ist senkrecht zur Wellenfront orientiert. V1V steht senkrecht auf der Fliche W = const, ISt somit
parallel oder antiparallel zu # gerichtet.

_ 18]
Nl

|_"

(161)

W ist eine Erzeugende vom Typ F5, und es war p; = 0F,/0g;. Damit gilt in unserem Fall fiir den
Teilchenimpuls
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F=VW . (162)

Der Teilchenimpuls und damit die gesamte Teilchenbahn verlaufen also ebenfalls senkrecht zur
Wellenfront S = const, bzw. W = const.

Wirkungswellen- und Teilchengeschwindigkeit sind also antiparallel oder parallel. Fir die Betrage
gilt

E| _ |E| _ |E]
_ B e R et 163
" VW]  p  mw (163)
und somit
E
Uy = u = const. (164)
m

Teilchen- und Wirkungswellengeschwindigkeit sind also (anti-) parallel orientiert, wobei ihre Be-
trdge umgekehrt proportional sind. Neben der eigentlichen Teilchenbewegung konnen auch die
Wirkungswellen fur die Beschreibung des Systems herangezogen werden. Es deutet sich hier be-
reits ein Teilchen-Welle-Dualismus an, der fir die Quantenmechanik noch bedeutsam wird.

Wir formen nun die Hamilton-Jacobi-Differentialgleichung der Teilchenbewegung in eine Wellen-
gleichung fir Wirkungswellen um. Wir haben

_ Bl _ Bl |E| 165
YT T Vot V2m(E-V) (169

Aus

ow ow
(q a(h aQS) ( )
ergibt sich als Hamilton-Jacobi-Differentialgleichung
R CIAN AN AN
2m |\ Oz oy 0z

wobei wir in der kinetischen Energie T = 5%/(2m) den Impuls 7 durch VIV ersetzt haben. Aus
(167) folgt

+V=E |, (167)

VW[ =2m(E-V) . (168)
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Der Vergleich mit (165) liefert

o E?
VW |? = = (169)
Wegen
VW =VS (170)
und
—E = g—f (171)
erhalten wir aus (167)
- 1 (8S\>

Diese Gleichung beschreibt eine Wellenausbreitung im Rahmen der klassischen Mechanik.

30



Eikonaltheorie der Optik

Licht konnen wir im Rahmen der skalaren Wellengleichung der Optik beschreiben,

n2 32¢
Vv? _0_2@:0 . (173)

Hierbei ist ¢ das skalare elektromagnetische Potential und n der Brechungsindex eines Mediums
mit n = n(7). Dann ist die Lichtgeschwindigkeit im Medium

(174)

Cc
u=—
n

Wir studieren zunéchst einfachste Losungen der Wellengleichung fiir n = const. Die ebenen Wel-
len
¢ = o eFT) (175)

Iosen die Wellengleichung mit

2 2
c u A
Somit ist auch
w = 21v |
u = v\ . a77)

Die Richtung des Wellenvektors k definiere die z-Achse. k, sei der Wellenvektor im Vakuum
(n=1),

E = TLEO y
w = cky . (178)

Wir konnen dann die Losung der Wellengleichung auch schreiben als

(b — ¢0 ei ko(nz—ct) ) (179)

Jetzt sei n = n(7"). Die Ortsabhdngigkeit des Brechungsindex verursacht Beugungen der Lichtwel-
le. Wir nehmen nun als Ndherung an, daB » nur eine schwache raumliche Abhangigkeit aufweist.
n sei ndherungsweise konstant tiber das Gebiet der Ausdehnung A. Wir machen den Ansatz
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¢ = exp{A(r) + i ko[L(7) — ct]} . (180)

Der erste Term legt die Amplitude fest, er ist somit konstant fiir » = const. Die Grofe L(7") nennt
man das Eikonal. Fir einen konstanten Brechungsindex folgt einfach L(7) = nz. Damit folgt

Vo = ¢[VIAF) +ik L)) .
Vi = ¢ [{VAG) +iko LY + T2 {AG) + iko L(7)}
= ¢ [{ VA -k {V L(f’)}2 +2iko {VAF)} - {V L))
VAR + ik 6%(?)] . (181)

Die Wellengleichung liefert somit

0 = ik [V2L(F) +2{VAF} - {VLF)]}]
+[WA(??)+{6A(f)}2—kg{ﬁL(f)}2+n2k§] . (182)

Real- und Imaginarteil mussen fur sich genommen jeweils verschwinden.

V2L +2{VAM}-{VLF)} = 0,
V2AGF) + {VAF)) + R [nt{w(f)}z] 0 . (183)

Im Rahmen der geometrischen Optik machen wir jetzt die folgenden Naherungsannahmen:

A(7) habe nur eine schwache 7-Abhangigkeit und ), sei klein gegeniiber Anderungen im Medium.
Wegen ko = 47 /A2 dominiert dann der letzte Term in (183). Dies fiihrt auf eine Eikonalgleichung
der geometrischen Optik

2 c?

— - _ 2 _
{VL#)} =n = - (184)
Die Losungen definieren Fldchen konstanter Phase (L = const), d.h. Wellenfronten. Die Strahlen-
trajektorien oder Bahnen der Lichtstrahlen verlaufen senkrecht zu diesen Wellenfronten.

Die Eikonalgleichung ist formal identisch mit der Wellengleichung der klassischen Mechanik.
Zwischen der klassischen Mechanik und der Optik besteht insofern eine Analogie, als die klas-
sische Mechanik tber die Wirkungsfunktion S dieselben Aussagen macht wie die geometrische
Optik Uber das Eikonal L.
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Heuristische Ableitung der Schrddinger-Gleichung

Wir wollen nun versuchen, die klassische Mechanik als geometrisch-optischen Grenzfall einer
Wellenmechanik aufzufassen. Die enge formale Verbindung zwischen geometrischer Optik und
klassischer Mechanik legt es auch nahe, die Teilchenbewegung als Wellenbewegung zu interpre-
tieren. Der konkrete Vergleich zwischen Theorie und Experiment wird dann diese Vorstellung
rechtfertigen.

Falls ein Teilchen wirklich als Welle interpretierbar ist, sollten wir ihm auch eine Wellenldnge A
und eine Frequenz v zuordnen kdnnen. Entsprechend der Korrespondenz von geometrischer Optik
und Hamilton-Mechanik sollte

S=W —FEt (185)

der gesamten Phase ko(L — ct) entsprechen. Dies impliziert £ ~ cky und damit £ ~ v. Der
Proportionalitatsfaktor muf® die Dimension einer Wirkung haben. Dieser Faktor wird durch das
Experiment festgelegt. Es gilt

E=hv . (186)

Dies ist das Energiespektrum der Teilchenwelle. Weiter gilt u = Av. Also folgt

u_E/p

= Eh (187)
Wir haben somit fir die Wellenldnge des Teilchens
=l (188)
b

Das Experiment bestatigt wieder diese Relation mit dem Plankschen Wirkungsquantum A. Wir se-
hen, dal Energie und Impuls des Teilchens Frequenz und Wellenldnge der Teilchenwelle festlegen.
Damit 1&Bt sich also die Teilchenbewegung als Wellenbewegung interpretieren. Zur Wellenoptik
gelangt man durch Losen der Wellengleichung. Mit dem Ansatz fiir das Zeitverhalten

¢~ et (189)

wird daraus die zeitunabhéngige Wellengleichung

2 2
v2¢+°"—2¢=v2¢+4i -0 . (190)
U A2

Analog moge der Zustand des Teilchens durch die Wellenfunktion ¥ = ¥(7,¢) beschrieben sein,
d.h. in der Wellengleichung wird ¢ durch ¥ ersetzt. Dann folgt mit
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472 Ax? 1

durch Analogie mit der zeitabhéangigen Wellengleichung

2m

2
Dies ist die zeitunabhdngige Schrodinger-Gleichung. Wir multiplizieren noch mit 271—m und erhalten
h?
<—2—A+V(F)> U(r,t) =EVY(rt) . (193)
m
Dies ist die Eigenwertgleichung fuir den Hamilton-Operator
. h?
H=——A+V({) (194)
2m
und wir haben
HU(Ft)=EU(7t) . (195)
Aus der klassischen Hamilton-Funktion erhalten wir durch Zuordnung
g7 ;. p— —ihV (196)

den Hamilton-Operator.

Wir lassen auf den Ansatz (189) flir das Zeitverhalten der Wellenfunktion den Operator i 0/0t
wirken. Es resultiert

ih % (7, 1) = ih(—iw) U(7, 1) = hw U(7, 1) . (197)

Mit dem Zusammenhang E = fw erkennen wir die Aquivalenz des Operators in i% d/0t und der
Energie E. Motiviert durch diese Aquivalenz machen wir fiir die zeitabhangige Differentialglei-
chung den Ansatz

ik % (7 t) = HU(Ft) . (198)

Dies ist die zeitabhdngige Schrodinger-Gleichung.
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Eigenschaften des Schrodinger-Feldes

Die Schrodinger-Gleichung wurde bislang als Differentialgleichung abgeleitet, ohne irgendeine
Interpretation der Feldfunktion W (7, ¢) zu geben. Zum weiteren Verstandnis der Feldfunktion wer-
den wir nun Erhaltungssétze ableiten in Anlehnung an die Erhaltungsétze der Elektrodynamik.
Hier hatten wir Erhaltungsatze fur Energie- und Impulsdichte bzw. Energie- und Impulsstromung
abgeleitet. Im Gegensatz zu den reellen Feldstarken der Elektrodynamik, die direkt beobachtbare
GroRen sind, ist die Feldfunktion W (7, ¢) der Quantenmechanik jedoch komplexwertig und kann
daher keine beobachtbare GroRe repréasentieren. Man muf3 vielmehr aus ¥ (7, ¢) reelle GroRen auf-
bauen, die mit beobachtbaren Grol3en identifiziert werden konnen.

Zunéchst werden wir eine Kontinuitdtsgleichung fur Materie ableiten. Wir gehen von der Schrodin-
gerschen Feldgleichung und ihrer konjugiert komplexen Form aus,

hov R
hov* B

Wir multiplizieren nun (199) mit £ %+ und (200) mit —£ & und addieren beide Gleichungen. Es
folgt

o(U*) h
U*AU — UAU*) = . 201
ot + 2mi ( )=0 (201)

Fir den zweiten Term konnen wir schreiben

U* AV — U AT* = div (U* grad¥ — ¥ grad¥™) . (202)
Damit erhalten wir die Form einer Kontinuitdtsgleichung

8,0 .2
et - 2
5 +divj =0 (203)

wobei wir formal identifizieren

p = VU (204)
=z h * *
7= 5 (U* grad¥ — W grad¥™) . (205)

Wir integrieren die Kontinuitatsgleichung tiber den gesamten Raum und erhalten unter Verwen-
dung des Gaussschen Satzes

[ pdas [Foai=0 (206)
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Stellt man die Forderung, daR durch eine unendlich ferne Kugel kein Strom tritt, so verschwindet
das Oberflachenintegral. Damit erhalten wir

/ U* (7, 1) U(F, t) d®x = const. (207)

Die Normierungskonstante wird durch die Schrodinger-Gleichung nicht fixiert. Wir legen sie zunéchst
etwas willkirlich auf 1 fest, d.h.

/ VFE)UFED P =1 . (208)

Damit ist auch die Dimension der Feldfunktion ¥ eindeutig bestimmt zu

dim ¥ = (Lange) /2 . (209)
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Einbeziehung des klassischen elektromagnetischen Feldes

Das Newtonsche Grundgesetz fur die Bewegung eines geladenen Teilchens in einem elektroma-
gnetischen Feld lautet unter Berlicksichtigung der Lorentz-Kraft

d%(mﬁ):q<ﬁ+% x§> . (210)

Wir wollen diese Gleichung in die Lagrange-Form bringen und daraus die zugehorige Lagrange-
Funktion bestimmen. Dazu fiihren wir die elektromagnetischen Potentiale ein. Es ist

. 104

E = _ d— - 211
grad @ — ——~ (211)

B = rotA . (212)

g ist die Ladung des betrachteten Teilchens. Damit haben wir

d 104 @ B
pm (m?) =q (—gradCD T + e rotA) : (213)
Es gilt jetzt
Tx (VxA) =V (5-4) - (7-V)A . (214)
Damit bekommen wir
d 104 (@ . 7 oo
—(m7)=gq | — b ———— | - A —-A .
m (m?¥) =¢q ( grad ey (Cgrad> + grad (C )) (215)
Nun ist allgemein
dA(7t) . L 94
v - (Fgrad) A + e (216)
Damit konnen wir die Bewegungsgleichung umtransformieren in
d (m17+ g/f) = grad (—qcb + qgﬁ) . (217)
dt c c
Wir vergleichen dies mit der Euler-Lagrange-Differentialgleichung
doL 0L
= 218
Wir identifizieren
oL . 0 T
33:1-2 = (—q@ + qz . A) , (219)
L
OL it 94 (220)
0%, c
Aus (219) folgt
L=—qb+q¢ A+ f(F) . (221)
C
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Wir differenzieren nach z; und vergleichen mit (220). Es resultiert

8f = mi; (222)
al‘i

und somit
f= —mv : (223)

Die Lagrange-Funktion fur die nichtrelativistische Bewegung eines geladenen Teilchens in einem
vorgegebenen elektromagnetischen Feld lautet also

vV -

L(7,7,t) = %mﬁz +q (EA(F, t) — @ (7, t)) . (224)

Wir differenzieren die Lagrange-Funktion nach der Geschwindigkeit und erhalten damit als kano-
nischen Impuls

§=mi+ %A’ . (225)

Er setzt sich aus dem mechanischen Impuls m# und dem Impuls %A’ resultierend aus dem elektro-
magnetischen Feld zusammen. Mit

H=Ypigi—L (226)

folgt fiir die Hamilton-Funktion eines Teilchens im elektromagnetischen Feld
H (7, p,7) ! (* qﬁ(m))2+ ® (7,1) (227)
r\p,r)=—|p— — .
’p’ 2 p c b q )

Beim Ubergang von der klassischen Hamilton-Theorie oder der Hamilton-Jacobi Theorie zur Schro-
dinger-Gleichung haben wir den klassischen Impuls ' ersetzt durch den Operator —:2 V. Die glei-

che Motivation und der gleiche Ubergang fiihrt uns jetzt zum Hamilton-Operator der Quantenme-

chanik

N N 1 /- 2

(5t =5 (F-2400) +a@ | (228)
wobei selbstverstandlich gilt

o (7 t)y=V(Ft) . (229)

Damit lautet die Schrodinger-Gleichung unter Beriicksichtigung des elektromagnetischen Feldes

1
ind _ ( i — —A) b+qV (7)Y . (230)
8t T 2m
Den ersten Term aus der rechten Seite quadrieren wir aus
R hg /= 9
—ihV ~ ZA) = A i (VA) v+ zz—Avw + A o (231)
Wir hatten im feldfreien Fall fur die Dichte p und die Stromdichte j des Schrodinger-Feldes
o = Y'Y (232)
- 1 * Sk
= o (wpw —upsT) (233)
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Bertcksichtigen wir das elektromagnetische Feld, so haben wir den kanonischen Impuls in Rech-
nung zu setzen und substituieren

7 o— ﬁ—%ﬁ' . (234)

Damit erhalten wir fir die Dichte und die Stromdichte die Ausdriicke

0 = VY (235)
- 1. s gz I
i= 5 [¢ (—mv _ EA) b — 1 (-mv + EA) y ] (236)
2 —
= S (wrgrady —pgady) ~ Tyt (237)

Aus der Elektrodynamik wissen wir, daf? die elektromagnetischen Potentiale nicht eindeutig fixiert
sind und nur bis auf eine Eichtransformation festgelegt sind. Die transformierten Potentiale

A — A = A-—grad) (238)

10X
T (239)

erfillen gleichermafen die Maxwell-Gleichungen. Die Eichfunktion A (7, t) hat keine physikalisch
beobachtbaren Konsequenzen. Damit lautet die korrespondierende Forderung an die Schrodinger-
Theorie, daf die Wahl einer beliebigen Eichfunktion A (7, ¢) sich nicht in beobachtbaren GroRen
manifestieren darf. Wir untersuchen gleichermalRen die Phasentransformation des Schrodinger-
Feldes

® — I = o+

W =pe n et (240)
Mit den Eichtransformationen (238) und (239) lautet die Schrodinger-Gleichung

hoy' 1

° (2 LA ¢ gy = 241
1 Ot 2m<'V c > Ve =0 (241)

]

mit ¢’ aus (240). Damit bekommen wir

haw _igy h an)\ _diay 1 2 ! hq = 7 '
_— c — _— c | — A —_ !
iote +i¢< hc()t)eﬁ + g () 8 = 5o (VA) ¥
2 — - 2—0 1 i9q
— h’q Ar.v¢'+q_Ar2¢'+q q)_|__a_)‘ Ye her =0 . (242)
2mic 2 c Ot
Jetzt ist
= (S _iay 19 (& —idy
V' = (Vi) emit —ﬁg(w)w x: (243)
und weiter
MY = F(F) = () et Ty (- I0) it -
Zq =9 —14) Zq = = —L1d)
r[:q—’ 2 ilIA
(__v)\ e et . (244)
he



Wir dividieren (242) durch e~# ¢ und bekommen

h61/)+h (_ig@_A) w w__w(___w> K2 (%ﬁ(ﬁu)w

1 Ot hec ot 2m
2 : 72
_2h—m (_%> . ( ) V= om (ﬁEV)\> v- 2%061@1 B 2::11'0 <_6)\) Y
2
22777;3014 V¢ 227:30141/} (_ﬁ_V)\> + 2m02 <V2/\) B %A’ ﬁAZ_Qw
+qCI)w + %% B QQTZ?C ( V)\) Viﬁ B 2mic ( 6)\) (_%%6)9 w =0 (245)
Es verbleibt somit die bekannte Schrodinger-Gleichung
R RN Covapv=o . @

Die Schrodinger-Gleichung erweist sich also als invariant gegenuber einer kombinierten Transfor-
mation — der Eichtransformation der elektromagnetischen Potentiale und der Phasentransforma-
tion der Feldfunktion . Eine neu gewahlte Eichung kann stets kompensiert werden durch eine
spezifische Phasenwahl der Funktion ). Damit darf aber auch die Phase der Funktion keine obser-
vablen Konsequenzen haben, denn sonst hétte hierdurch auch die speziell gewahlte Eichung der
elektromagnetischen Potentiale observable Konsequenzen.
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Das Doppelspaltexperiment

Ein grundlegender Versuch, um ein Versténdnis fur die Feldfunktion W (7, ¢) erlangen zu kdnnen,
ist durch das Doppelspaltexperiment gegeben.

\

Sp,

YV

\

[ Sp,

\

\ 4

S D

Abbildung 3: Doppelspaltversuch

Bei diesem Doppelspaltexperiment kommt die Dualitat zwischen Teilchen und Welle in besonde-
rem Male zum Ausdruck. Strahlen wir Licht auf einen Schirm mit zwei Spalten Sp1 und Sp2, so
kdnnen wir im Detektor D, zum Beispiel eine Photoplatte, die Intensitatsverteilung der Strahlung
messen. Die Intensitat hangt vom Ort = auf dem Detektorsystem D ab. Wir haben gerade eine
optische Beugungsanordnung vorliegen. Die Intensitdtsverteilung ist in der nachfolgenden Figur
schematisch angegeben:

I
A Doppelspalt
e

Summe der Einzelspalten

Abbildung 4: Schematische Darstellung der Intensitatsverteilung beim Doppelspaltversuch

Schlieen wir einen Spalt, zum Beispiel Sp2, so kdnnen wir die Intensitatsverteilung 7; () messen.
Analog resultiert I5(x), wenn wir Spl schlieen. Als Summe dieser beiden Intensitétsverteilungen
wirden wir naiverweise beim Offnen beider Spalte zundchst erwarten

Ly(z) = Li(2) + L(z) (247)

I»(x) ist schematisch durch die gestrichelte Linie in der obigen Darstellung angegeben. I, ent-
spricht in der Tat dem Melergebnis, wenn wir klassische Teilchen, zum Beispiel klassische Me-
tallkugeln, durch den Doppelspalt schicken. Bei Licht jedoch ist aufgrund des Wellencharakters
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Vielmehr missen Interferenzeffekte in Rechnung gestellt werden. Bei Lichtstrahlen ergibt sich die
Intensitat durch das Absolutbetragsquadrat einer Amplitude A,

L(z) = |Ai(@)] (249)
L(z) = |A2)] . (250)

Fur die Gesamtintensitat folgt aber
I(z) = |Ay 4+ Ay” # |AL P + |4 . (251)

Lassen wir jetzt von links einen Elektronenstrahl auf die Doppelspaltanordnung treffen, so stellen
wir die gleichen Interferenzerscheinungen wie in der Optik fest. Das Detektorsystem moge jetzt
aus einer groRen Ansammlung von Einzeldetektoren zum Nachweis einzelner Elektronen beste-
hen. Wir verringern jetzt die Intensitat der einfallenden Elektronen derart, daf} nur noch einzelne
Elektronen auf den Doppelspalt fallen. In einem der vielen Detektoren im System D spricht dann
genau ein Detektor an. Wiederholen wir den Versuch, so spricht moglicherweise — und dies ist
sehr wahrscheinlich — ein anderer Detektor an. Nach vielen derartigen Einzelversuchen erhalten
wir genau die aus der Optik bekannte Intensitdtsverteilung. Die Bahn eines einzelnen Elektrons ist
nicht determiniert. Vielmehr kann man nur Wahrscheinlichkeitsaussagen tber den Ausgang von
Messungen machen. Das einzelne mikroskopische Objekt, zum Beispiel ein Elektron, zeigt ein
statistisches Verhalten beziiglich der Observablen. Das Elektron verhdlt sich nicht wie ein klassi-
sches Partikel. Auch dem einzelnen Elektron kdnnen wir nicht zuordnen, daB es entweder durch
den Spalt Sp1 oder durch den Spalt Sp2 geht. Vielmehr geht es durch den Spalt Sp1 als auch durch
Sp2. Stellen wir jedoch durch zusatzliche Detektoren fest, dafl das Elektron definitiv durch den
Spalt Spl wandert, so reprasentiert die MelRapparatur einen derart gravierenden Eingriff in das
physikalische Geschehen, daR wir im Detektorsystem D in der Tat nur die Intensitdtsverteilung
I, (x) beobachten. Die MeRapparatur selbst kann nicht als unabhéngiger, auen stehender Beob-
achter verstanden werden sondern ist integraler Bestandteil des gesamten \Versuchsaufbaus und
bestimmt entscheidend das Versuchsergebnis.

Das statistische Verhalten eines einzelnen Elektrons im Doppelspaltversuch legt es nahe, an Stelle
einer determinierten Elektronenbahn, eine Wahrscheinlichkeitsamplitude fir jeden Raumpunkt 7
zur Zeit ¢ einzufuhren, die es erlaubt, die Wahrscheinlichkeit fir das Eintreffen eines MeRwertes
— représentiert durch eine bestimmte MeRapparatur — zu berechnen. Neben dem Doppelspalt-
experiment gibt es eine Vielzahl dquivalenter Versuchsanordnungen, die belegen, dal3 die Wahr-
scheinlichkeitsamplitude durch die Schrodingersche Feldfunktion W (7, ¢) gegeben ist. Die Inten-
sitdtsverteilung I (x) auf dem Detektorsystem D ist dann durch die Wahrscheinlichkeitsdichte

o (7, t) = U (F 1)U (7 t) = | U (7, 1) (252)

gegeben. Mittels der Wahrscheinlichkeitsamplitude W (7, ¢), die die Schrodinger-Gleichung be-
friedigt, ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Antreffen des Elektrons im Volumenelement d® am
Orte 7 zur Zeit ¢t gegeben durch |¥ (7, ¢)|> d*r. Das Integral tiber den gesamten Raum mug dieser
Interpretation zufolge gerade 1 ergeben.

Die Schrodinger-Theorie ist daher eine Theorie, die inhdrent nur statistische Aussagen machen
kann.
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Zur Losung der Schrodinger-Gleichung

Wir starten unsere Betrachtung von der zeitabhangigen Schrodinger-Gleichung

ROV R

—— — —AV FIv =0 . 253

1 Ot 2m +V(7) 0 (253)
Um die Zeitabhangigkeit zu separieren machen wir den Produktansatz

U(rt)=u(P)T(t) . (254)

Nach Division durch ¥ erhalten wir damit aus der zeitabhdngigen Schrodinger-Gleichung
——s = —— =" 4 V(F) = const. (255)

Aufgrund der zeitunabhangigen Schrodinger-Gleichung H¥ = EU setzen wir diese Separations-
konstante gleich E. Damit bekommen wir flir die Zeitfunktion

. {ET
7h+iﬁ—:o (256)
und somit
T(t) = e BU" (257)

Der ortsabhéngige Teil der Wellenfunktion erfiillt die Differentialgleichung

2

—h—Au +Vu=Fu . (258)
2m

Die Losungen u (7) hdngen von der speziellen Gestalt des Potentials V() ab. Da u () als Wahr-
scheinlichkeitsamplitude normierbar sein muf3, schrénkt dies die mogliche Losungsmannigfaltig-
keit weiter ein. Im allgemeinen wird es nicht fiir jeden Wert von E eine Losung geben. Diejenigen
Werte FE, fir die wir eine Losung von (258) finden, nennen wir Eigenwerte der Energie. Entspre-
chend sind die zugehorigen Losungen u g (7) Eigenfunktionen der zeitunabhéngigen Schrddinger-
Gleichung.

Wird die zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung bei fester Energie E durch mehrere Eigenfunk-
tionen uf, (7) mit u = 1, ..., sg befriedigt, die sich nicht blo um einen konstanten Faktor un-
terscheiden, so nennt man den Eigenwert E entartet, und zwar sg-fach, wenn es sz unabhdngige
Eigenfunktionen uy (7) gibt. Wegen der Linearitét der Schrodinger-Gleichung ist dann mit u%, (7)
auch jede Linearkombination

sSg
up (F) =Y duly (7) (259)

n=1
mit beliebigen Konstanten ¢* ebenfalls eine Losung der Schrodinger-Gleichung, d.h. eine Eigen-

funktion zum gleichen Eigenwert E. Die mit ug (7) gebildete Gesamtlosung der zeitabhéngigen
Schrddinger-Gleichung nennt man stationdr,

T (7 t) = ug (7F) e PR (260)
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Die damit berechneten Observablen des Schrodinger-Feldes sind zeitunabhdngig. Beispielsweise
folgt fiir die Dichte o

o (7 t) = ¥ (7,1))* = |up (F) " = o (F) . (261)

Da die Schrodingersche Feldgleichung linear ist, sind auch alle Linearkombinationen von Partiku-
larlosungen mit willkirlichen von E abhangigen Koeffizienten ebenfalls Losungen der Schrodinger-
Gleichung,

(7)) = cpup (7) e FM 4 /C(E) ug (7) e B/MdE (262)
B

Die Summe lauft dabei tber die moglichen diskreten Werte von E, das Integral Gber die kontinu-
ierlichen F-Werte. Diese beiden Mdglichkeiten schreiben wir zusammenfassend als

U (7, 1) = ic}; up (F) e B4R (263)

E

Unter Berticksichtigung der Entartung folgt allgemein

U (7 1) = I Al (F) e PN dE dy (264)

E,u
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Losung der Schrodinger-Gleichung fir den unendlichen
Potentialtopf

Als erstes Anwendungsbeispiel betrachten wir einen eindimensionalen unendlichen hohen Poten-
tialtopf mit

V() = o fur r<0 ,
V(x) 0 fur 0<z<a |,
V() = o0 fur r>a . (265)

Wir wollen die Losungen der eindimensionalen, zeitunabhangigen Schrodinger-Gleichung

R dug
2m dx?

= [V(z) - E] ug(z) (266)

bestimmen. Die unendlichen hohen Wénde konnen beispielsweise den Rand eines GeféalRes sym-
bolisieren, in den ein mikroskopisches Teilchen absolut nicht eindringen kann. Entsprechend der
Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Losungsfunktion hélt sich das Teilchen innerhalb des Gebie-
tes 0 < z < a auf, und es gilt am Rand

up(0) =ug(a) =0 . (267)

Als Losungsansatz von (266) wahlen wir

ug(r) = A sin(kz + 9) (268)

mit

2mE
k:,/rhr; : (269)

Wir setzen dies in die Differentialgleichung (266) ein und erhalten

h? 2mE

o g7 (—A)sin(kz +6) = —E Asin(kz +9) . (270)

Offensichtlich rechtfertigt dies unseren Ansatz. Jetzt wollen wir die Randbedingungen ausnutzen
und finden

=0 (271)
und
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=T (272)
a
mitn =1,2- -

Die moglichen Energiewerte sind damit

I e

E, = =-— 273
2m 2m  a? (273)
Aus der Normierungsbedingung
/|un|2dx =1 (274)
0

folgt mit u,, = A sin(n7x/a)

a=y2 @79)

Somit haben wir

2
Uy = \/j sin (_mm) ) (276)
a a
Die Energieeigenwerte sind diskret und wachsen quadratisch mit » an.

Die vorgelegte Rechnung IRt sich leicht auf einen undurchlédssigen dreidimensionalen Kasten mit
den Seiten a, b und ¢ erweitern. Wir wéhlen fiir die Differentialgleichung

Au+ku=0 (277)

als Partikuldrlosungen die Produktfunktionen
u(z,y,z) = A sin(kyz + d,) sin(k,y + dy) sin(k,z + 0) (278)
mit

2mkE
Bk k=8 =

(279)

Das Verschwinden von w in den sechs Ebenenz =0,y =0, 2 =0, x = a, y = b, z = c liefert
die Bedingung
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5y =106,=0,=0 (280)

und

k, = =T (281)
a

ko= 25 (282)

B, o= 2 (283)
C

mit ganzzahligen n,, n,, n, > 0. Zu den moglichen Energiewerten

2 _92 2 2 2
By, = 11 (%) + (%) + (%) (284)
e 2m a b c

gehoren die Eigenfunktionen

NgTT . MyTY . M,TZ
si sin

Uny ny s (z,y,2) = A sin (285)

a b c

Wird im Spezialfall aus dem Kasten ein Wirfel mit a = b = ¢, so gehdren zu einem Energieeigen-
wert

R2n?
E, = 2 286
" 2ma? (286)
mit
n® =nj +nl +n’ (287)
im allgemeinen mehrere Eigenfunktionen
Unynym, (T,Y,2) = A sin CAL Wk ML UL (288)
a a a

Fur den allgemeinen Kasten mit den Kantenldngen a, b und ¢ notieren wir noch die Normierungs-
konstante der Eigenfunktion (285). Sie ergibt sich zu

2 (2 (2 8

Zu betonen bleibt, dal3 das Energieeigenwertspektrum diskret ist und daB die Energieeigenwerte
aus dem Verhalten der Wellenfunktion am Potentialrand resultieren.
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Das Wasserstoffproblem

Mit den ersten gewonnenen Vorkenntnissen zur Schrodinger-Gleichung sowie unseren Kenntnis-
sen aus der Elektrodynamik, die sich auf die Eigenschaften der Kugelfunktionen Y;,,,(4, ) be-
ziehen, konnen wir bereits jetzt vorpreschen und die Losung der Schrodinger-Gleichung fur ein
Elektron im Coulomb-Potential eines punktférmigen Atomkerns ableiten. Das Elektron hat die
Ladung ¢ = —e, d.h. es ist negativ geladen mit

e=1.60217733-10 Cb . (290)

Der Atomkern ist positiv geladen und hat die Ladung Ze. Z gibt die Ordnungszahl oder die Zahl
der Protonen im Atomkern an. Im einfachsten Fall ist Z = 1. Dies gilt fur das Wasserstoff-Atom.
Die Ladung des Elektrons und des Protons kompensieren sich gerade. Nach auf3en hin ist das
Wasserstoff-Atom neutral. Fir das schwerste in der Natur vorkommende Element, dem Uran,
gilt Z = 92. Ist ein einzelnes Elektron gebunden im Coulomb-Potential eines ansonsten nack-
ten Uran-Kerns, so spricht man von wasserstoffartigem Uran. Dieses hochgeladene lon hat nach
auBen hin die Gesamtladung 2 = +91e. Die innere Struktur eines Atomkerns wird im folgenden
vernachlassigt, d.h. wir gehen von einer Punktladung im atomaren Zentrum aus. Da sich Elektro-
nen in einem relativ groflen Abstand um einen Atomkern bewegen, ist diese Naherung weitgehend
gerechtfertigt. Die potentielle Energie fur die Wechselwirkung zwischen den beiden Punktladun-
gen des Atomkerns und des Elektrons ist demnach

VA 2
Vi) =-=- . (291)
Dies ist das Coulomb-Potential. Es hat die gleiche radiale Abhangigkeit wie das Newtonsche Gra-
vitationspotential zwischen zwei Himmelskorpern. Das Coulomb-Potential ist spharisch symme-
trisch, d.h. es weist keinerlei Winkelabhangigkeit auf. Eine spezifische Zeitabhangigkeit liegt eben-

falls nicht vor, d.h. wir kénnen von der stationdren Schrodinger-Gleichung ausgehen,

Hu(7) = Eu(T) (292)
mit
. - 2 Ze?
Hz—h—V2+V(r)=—h—A——e (293)
2m 2m T

Die Gesamtwellenfunktion ist dann bestimmt durch

(7 1) = u(F) e w7 . (294)

Aufgrund der spharischen Symmetrie des Coulomb-Potentials und der rein radialen Abhangigkeit
bietet sich die Verwendung von Kugelkoordinaten bei der Losung der stationdren Schrodinger-
Gleichung an. Infolgedessen stellen wir den Laplace-Operator A in Kugelkoordinaten dar
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2
A = 19 (722) + M (295)
mit
o _ 1 0 (. 40 1o
Voo = smo a9 \""V 50 ) T snto a7 (296)

V%’w ist der Laplacesche Operator fur die Kugelflache. Bereits in der Elektrodynamik hatten wir es
bei der Diskussion der Laplace-Gleichung, der Poisson-Gleichung und bei der Multipolentwick-
lung mit dem Operator V?,#, zu tun. Wir hatten gefunden, daB gilt

Vi,000,0) =200,¢) . (297)

Fur den Eigenwert X gilt dabei

A=—l(l+1) , (298)

wobei [ eine positive ganze Zahl ist. Die Eigenfunktionen © (4, ¢) waren die Kugelflachenfunktio-
nen

00, p) = Yin (9, ¢) (299)
mit

I = 0,1,2,--- (300)

m = 0,4+1,42,---, 4 . (301)

m nimmt insgesamt 2/ + 1 Werte an. Die Kugelflachenfunktionen Y;,, sind definiert durch

(I |m|)! (2 +1)
(+ |m])!4n

Yim(9, ¢) = \l P™ (cos ) €™ . (302)

Die gesamte ¢-Abhéngigkeit steckt im letzten Faktor und ist durch eine einfache Exponentialfunk-
tion gegeben. Die verallgemeinerte Legendre-Polynome Pl'm| (cos ¥9) lassen sich aus den Legendre-
Polynomen P;(cos 1) wie folgt ermitteln

|ml
R"(6) = (1 €)™ S Re) (303)

mit der Abkiirzung
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& =cost . (304)

Die Legendre-Polynome sind definiert durch

dl
RO = 5 3 [€ =1 (305)

Der Vorfaktor, der in der Definition (302) der Kugelfldachenfunktionen vor den verallgemeinerten
Legendre-Polynomen steht, ist so gewahlt, daR die orthogonalen Funktionen Y7, auf der Kugel-
oberflache mit dem Kugelradius Eins auch auf Eins normiert sind, d.h.

2

[ [ Y (9.0) (9, ) sind a0 dp = 600 = Gy (306)
0

Die Koordinaten ¢ und ¢ bezeichnen Punkte auf der Kugeloberfldche. Das Flachenelement der
Kugeloberflache ist gleich sin 9 di d. Die einfachsten Kugelkoordinaten sind

1
Yoo = i (307)
Vi = i -cosd (308)
3 +ip
Yign = gsmﬁe (309)
)
Yoo = 4/ 167r(3 cos?® —1) (310)
]_5 :I:ztp
Youu = + &S sind cosde , (311)

Youo = ,/3% sin? 9 et?® (312)

Nach der Diskussion der Winkelabhangigkeit kehren wir jetzt zuriick zur stationdren Schrodinger-
Gleichung (292) mit dem Hamilton-Operator (293) und (295). Fir die Wellenfunktion «(7) ma-
chen wir einen Produktansatz

u(7) = R(r) O, p) . (313)

Wir setzen jetzt diesen Separationsansatz in die stationdre Schrédinger-Gleichung ein. Es folgt

Hu() = 3o 00.0) % o (0 ) BU) — 5 RO) - D0, 0009
7€ Ry e.¢)
_ ERNOW.9) . (314)
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2
Wir dividieren die gesamte Gleichung durch th R(r) ©(¥, ¢) und erhalten
_,_M n 1 19,0 R( )_Z_QQ_E __ 1 09, p) (315)
R? 2m R(r) r2 or " or ’ T BRCICA ) Ras ¥

Die linke Seite von (315) hangt nur von der radialen Komponente r ab, die rechte Seite nur von den
Winkeln 19, . Damit missen bei beliebigen Variationen der Koordinaten r, ¥ und ¢ beide Seiten
konstant sein. Die Separationskonstante ist A, und wir haben

1

— V2 0w =\ 316

@(19’ SO) vﬂ,tp ( a(p) ( )
und somit

Vi,000,0) =X000,¢) . (317)

Der Vergleich fihrt mit (297) und (298) fuhrt auf

A=—Il(1+1) . (318)

Die Winkelanteile der Wellenfunktion werden damit auch beschrieben durch

O, ¢) = Yin(¥,9) . (319)

Als Radialgleichung resultiert somit aus (315)

omr? [ R* 1 10 (,0 Ze?
h? l_%WﬁE <r E) R(r) - r E] =i+ (320)
und weiter
10 (,0 BRI +1) Ze?

Aus der urspruinglichen Schrodinger-Gleichung als partieller Differentialgleichung ist mit (321)
nunmehr eine gewohnliche Differentialgleichung fur die rein radiale Funktion R(r) entstanden.
Wir wollen die radiale Differentialgleichung (321) noch weiter in ihrer Struktur vereinfachen. Dazu
machen wir den Ansatz

R(r) = —~ . (322)
Somit folgt
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22D - (1) a

or or) r or r? r or or or
_ Ovu(r)  Ov(r) Pu(r)  9%u(r)
= o + o +r 52 = 5 . (323)
Also haben wir insgesamt
10 (,0 B’ 1 d?u(r)
“om 2 oy ( 5) RO = omy —a (324

Die radiale Schrodinger-Gleichung lautet somit

B2 d*u(r) R Ze?

Zunéchst wollen wir uns mit dem asymptotischen Verhalten der Lésungsfunktion v(r) fur r —
oo beschaftigen. Fir groRe Werte von r kénnen wir in (325) den Term proportional zu (I + 1)
vernachldssigen. Ferner verschwindet auch das Potential fiir » — oo, und es verbleibt

K2 d?v
-~ _=FEv . 2
2m dr? v (326)

Wir machen eine Fallunterscheidung und setzen

omE
k? = 7;; fir E>0 (327)
und
omE
A= 7; fir E<0 . (328)

Damit erhalten wir fur die allgemeine Losung von (326)

v(r) = Cye*" + Cye™™" fur E>0 (329)

und

v(r) =Cre ™™ + Cye™ fur E<0 . (330)

C1 und C5 sind zunéchst beliebige Konstanten. Wir wollen uns im folgenden zundchst mit den
gebundenen Zustanden mit negativer Gesamtenergie beschaftigen. Hier ist
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—Ar AT

e Lc 67 . (331)

R=0

r

Die Wahrscheinlichkeit, das Elektron zwischen r und r + dr zu finden, ist proportional zu | R|?
und dem Volumen 47r? dr der Kugelschale. Die Gesamtwahrscheinlichkeit ist auf Eins normiert.
Damit ist die Wellenfunktion R(r) nur normierbar, wenn gilt

Cr=0 . (332)

Damit haben wir fir grofRe r

6—Ar

R=0

(333)
"

und

w(r)dr = 4n |Cy|? e . (334)

Fir grolRe r strebt also die Wahrscheinlichkeit w(r) — 0, d.h. das Teilchen hélt sich nur in der Nahe
des Kraftzentrums auf. Solche Zustdnde entsprechen den geschlossenen Bahnen der klassischen
Mechanik, auf denen sich das Teilchen um das Kraftzentrum bewegt.

Wir wenden uns wieder der Losung der radialen Schrodinger-Gleichung (325) zu. Wir stellen uns
die Aufgabe, die Energieeigenwerte fur den Fall £ < 0 und die entsprechenden Eigenfunktio-
nen v(r) und damit R(r) zu ermitteln. Zur bequemen Ldsung betrachten wir statt » und E die
dimensionalen GroRen

7,
L 335
p=- (335)
und
E
£ = i (336)
mit dem Bohrschen Radius
h2
a=—5 =52917.7249 fm (337)
me
und der Rydberg-Konstanten
B = € 1360560816V (338)
YT oR? T 2a T '
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Es ist

dv dv@_ld_v

- — 339
dr dpdr adp (339)
und weiter
d*v 1 d?*v
2o 340
dr?  a? dp? (340)
Aus (325) wird damit
R 1 d>v R I(l+1) Ze?
- — =F 41
2 a? dp? + 2m  a?p? v ap v v (341)
und nach Multiplikation mit —2a/e?
R dv R I(I+1) 27  2Ea
LT o 0 = 342
mae? dp?  mae?  p? + p v ez ¥ ’ (342)
also
d? 27 l(l+1
v+ —|———(+)v:0 . (343)

P2 p?
Diese Differentialgleichung beinhaltet nur dimensionslose GroRen.

Entsprechend der Untersuchungen zum asymptotischen Verhalten machen wir nun einen weiteren
Ansatz

v(p) = e~ f(p) (344)

mit

a=+—c . (345)
Jetzt ist f(p) die neue gesuchte Funktion. Man beachte, daB ¢ negativ ist. Mit dem gewdhlten

Ansatz folgt

dv ) o
— = - ap ap - 4
i ae *f(p)+e a5 (346)

und weiter
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d2U 2 _—ap —ap df —ap df —ap de
dp? = 4a‘e * f(p) —ae d—p—ae —dp—i-e a7
_ —ap df . dif
2 _—ap 9 ap ap ) 47
= a‘e *f(p) ae dp +e i (347)

Wir setzen dies in (343), berlicksichtigen dabei, daB gilt o> = —& und dividieren durch e=*. Es
folgt

d*f df 27 l(l+1)

—= 20—+ |— — =0 . 348
dp® adp+lp p? / (348)
Die Losung dieser Differentialgleichung setzen wir in Form einer Potenzreihe in p an. Dazu stu-
dieren wir zunéchst die Differentialgleichung fir f fir sehr kleine Werte von p. Hier dominiert der

erste und letzte Term, und wir kdnnen naherungsweise schreiben

il Wrl) ey (349)

dp® p

Wir erkennen sofort, daR der simple Ansatz

fp) = p*! (350)

diese Differentialgleichung lost. Also machen wir fir die allgemeinere Differentialgleichung (348)
den Potenzreihenansatz

fp)=p" > ap” (351)
v=0

wobei die a, vorlaufig unbekannte Entwicklungskoeffizienten darstellen. Die angesetzte Potenz-
reihe muf die Bedingung erftllen, daB die vollstandige Radialfunktion

R(p) = < I10) (352)

P
fur p — oo beschrankt bleibt.
Um die Entwicklungskoeffizienten a, zu bestimmen, setzen wir den Ansatz (351) in (348) ein. Es

resultiert

HAa (v +1+2)v+1+1) =11+ 1)]+a, [2Z —2a(v+14+1)]} p"T' =0 . (353)
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Damit diese Reihe eine Losung der Differentialgleichung ist, muf} jeder einzelne Koeffizient fiir
v = 0 bis oo verschwinden, d.h.

o [(VHI+2)(v+1+1) =11+ 1)]4+a, [2Z —2a(v+1+1)]=0 . (354)

Somit erhalten wir die Rekursionsbeziehung

20(v+1+1)-2Z
vl +i+1) =il +1

Gyl = ( ] a, (355)

furv =0,1,2,---

Der Koeffizient a ist zunéchst beliebig und wird spéter durch die Normierungsbedingung festge-
legt. Die angegebene Reihe konvergiert fiir alle Werte von p. Jedoch steigt die Funktion f(p)/p
mit e2e starker exponential an, als es durch den Ansatz e~ vorgegeben ist. Damit ist keine Kom-
pensation gegeben, und die Radialfunktion R(p) wére fur p — oo nicht beschrankt.

Die einzige Moglichkeit fur eine normierbare Losung ist dann gegeben, wenn die Reihe (351) bei
einem gewissen Glied mir v = n, abbricht. Dann entartet die unendliche Reihe zu einem Polynom.
Aufgrund der Rekursionsbeziehung (355) sind dann auch alle htheren Terme mit v > n, gleich
Null. Es ist genau diese Abbruchbedingung, die die GroRe « und damit den Energieeigenwert
fixiert. Damit der Koeffizient a,,, 11 gleich Null wird, muR offensichtlich gelten

2a(n, +14+1)-2Z2=0 (356)
und somit
A
= 7
o P (357)

n, und [ sind ganze Zahlen mitn, > 0 und ! > 0. Wir definieren jetzt die ganze Zahl

n=n,+1+1 (358)

mitn > 1. Mit « aus (345) und (336) bzw. (338) erhalten wir

e=—— (359)

und schlieBlich die Energieeigenwerte

Z%e*m 1
E, = oRZ 2 (360)
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mit

n = 1,2,3,-
n. = 0,1,2,--

(360) ist die Bohrsche Formel fiir die Energiezusténde in Wasserstoff-artigen Atomen. Die Zahl n
bestimmt die Energieeigenwerte, n wird die Hauptquantenzahl genannt. Die diskreten Energieei-
genwerte fallen proportional zu 1/n? ab. Ferner nehmen die Energieeigenwerte proportional zum
Quadrat der Kernladungszahl Z zu. Fir Z = 1 und n = 1 erhalten wir gerade die niedrigste Ener-
gie und damit die Grundzustandsenergie im Wasserstoffatom. Diese Energie ist gerade —E; aus
(338). Auch die Energiedifferenzen im Wasserstoffatom nehmen nur diskrete Werte an. Energie
kann also nur in Portionen, in Quanten, abgegeben werden.

Aus (358) erkenne wir ferner, dal? bei vorgegebenem n der Maximalwert von [ fiir n,, = 0 erreicht
wird mit

lmax =n—1 . (361)

Bevor wir uns weiter ausfihrlich mit der Diskussion der Energieeigenwerte befassen, wenden wir
uns zunéchst den Eigenfunktionen zu. In die Rekursionsformel fir die Entwicklungskoeffizienten
setzen wir jetzt « = Z/n ein. Wir bekommen

2Z n—(l+v+1)
n (v+1)2l+v+2)

a . (362)

Ayy1 = —

Zum Vergleich multiplizieren wir die Nenner aus

V+1+2)(v+1+1)—1(+1) = V+vi+v+vi+P+1+2v+20+2-17—1
V2420l + 30+ 20+ 2
(v+1)(2l + v +2)
= v+ +2w+24+v+2 . (363)

Wir setzen dies in den Ausdruck fir f(p) ein

_ gy onml=1 2Zp\  (n=l-1)(n=1=2) (2Zp)’
fle) = we {1_1!(2l+2) ( n )+ 2! (21 + 2)(20 + 3) ( n ) *

n  (n=1—=1)(n—-1-2)---1 27\ ™
= n! (20 +2)(20 +3) - (2l + 7, + 1) ( n) } : (364)

Wir definieren nun die Laguerre-Polynome durch

L,(z) =e"— (a:" e“”) (365)
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und die assoziierten Laguerre-Polynome durch

L2 (z) = (1) % Luip(a) . (366)

In explizierter Darstellung erhalten wir

2 (z) = 522(—1)8 o _[(:)!JE;’K]S)!S! 2 (367)

Fur die assoziierten Laguerre-Polynome gilt die Integralrelation

Jovor a2l

Wir konnen den Ausdruck in der geschweiften Klammer in (364) gerade mit den assoziierten

Laguerre-Polynomen Li’j{l(%) identifizieren. Fir die Radialfunktion R,,;(r) folgt somit

271\ 27
Ru = Noge 20/00) (220 gy (220 (369)

na ne na

Die Normierungskonstante V,,; wird bestimmt aus der Bedingung

/ R:ridr=1 . (370)
0

Unter Verwendung der Integralrelation (368) fir die assoziierten Laguerre-Polynome erhalten wir
als vollstandig normierte Radialfunktion

Wir erinnern daran, dal3 wir nun die gesamte Ortsraumwellenfunktion schreiben kdnnen als

Unlm(’r: 19’ 90) = Rnl(r) YZm(ﬁa QO) (372)

mit der Normierung

/\Unzm|2 dBr=1 . (373)

Die Gesamtwellenfunktion lautet
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(7, ) = Ungn (F) 7750 (374)

Wir wollen uns jetzt mit dem Grad der Entartung befassen. Zu jedem Wert von [ gibt es 2/ + 1
unabhangige Wellenfunktionen, die sich durch die verschiedenen Werte von m unterscheiden. Ein
Energieeigenwert £, ist durch die Hauptquantenzahl n charakterisiert. Bei einem festen Wert von

n kann die Quantenzahl [ die Werte von 0 bis n — 1 durchlaufen. Also folgt fur den Grad der
Entartung

|
—

ja —1
(2l+1):2w+n—1+1:n2—n+n:n2 . (375)
l

I
o

Zu einem Energieniveau E,, gehodren somit n? verschiedene Zustande. Wir haben es mit einer
n?-fachen Entartung zu tun.
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Das Spektrum und die Wellenfunktionen des Wasserstoff-Atoms

Die Grundzustandsenergie im Wasserstoff-Atom betragt

me4

n=1

Wir erweitern den Bruch mit ¢2 und erhalten

1, [é 2
E, .= 5 me <%) . (377)

Die Dimension einer Energie ist bereits durch die Ruheenergie des Elektrons mc? gegeben. Die
Konstante in der Klammer ist dimensionslos. Es ist die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante

e? 1

C = e T 137.035989 (378)

Die dimensionslose Konstante « ist ein Mal? fuir die Stdrke der elektromagnetischen Wechselwir-
kung. Beim Ubergang eines Elektrons in einem Wasserstoff-artigen Atom von einem Zustand mit
den Quantenzahlen n, I, m in einen anderen Zustand mit den Quantenzahlen n’, I’, m' wird Ener-
gie in Form von elektromagnetischer Strahlung abgegeben. Dabei gilt

hw = Enlm - En’l’m’ s (379)
also
Z%*m /1 1
T <W - ﬁ) e
mit n' < n.

Alle Ubergénge, die mit dem gleichen unteren Niveau enden, bilden eine sogenannte Spektralserie.
Die Ubergénge zum niedrigsten Niveau mit » = 1 bilden die Lyman-Serie. Fiir die Lyman-Serie
gilt

(381)

w =

Z%e*m (1 1)
2h3 12 n2

Im Wasserstoff-Atom (Z = 1) entsprechen die Ubergange zum Niveau mit n = 2 der Emission
sichtbaren Lichts. Die Gesamtheit dieser Spektrallinien mit

(382)

w =

7%e*m ( 1 1 )
2n? \22 n2
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und n = 3,4, --- bilden die Balmer-Serie. Gerade diese Serie war ein hervorragender Testfall fir
die Giiltigkeit der Quantentheorie. Die Uberginge zu den Niveaus n = 3,4 und 5 entsprechen der
Ritz-Paschen-, der Brackett- bzw. der Pfund-Serie.

Beziglich der Energieeigenwerte von Elektronen in Wasserstoff-artigen Atomen halten wir ferner
fest, dal® gilt

lim B, =0 . (383)

n—oo

An der Grenze zu E = 0 wird diese Zahl der Zustdnde pro Energieintervall — die sogenannte
Zustandsdichte — immer groRer.

Wir notieren abschlieRend die expliziete Struktur der Wellenfunktion ¥ ,;,,,(r, 9, ¢) fur Wasserstoff-
artige Atome fir die am niedrigsten liegenden Zustdande mitn = 1 und n = 2. Es ist

1 Z 3/2
Vigg = ﬁ(g) e~#rle (384)
AL Z
Woeo = (—> (2——T> e Zr/a) (385)
427 \a a
3/2
Uy = L (2 ﬁe—ZT/@a) cos ¥ (386)
210 ;
421 \a a
AN .
Vg = ﬁ<z> %e‘zr/@“) sing et | (387)

Die nachfolgende Figur zeigt die radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit fir die Elektronen mit
den Hauptquantenzahlen n = 1 und n = 2 im Wasserstoff-Atom, d.h. Z = 1. Aufgetragen ist
r? R?(r) als Funktion von r in Einheiten des Bohrschen Radius a. 1s steht fir n = 1, [ = 0, 2s fur
n=21=0und2pfirn=21=1.

0.6
0.5 1s
0.4
0.3}
0.2} R S g

W)’

0.1 NG

A S Sl B A T B B St
O0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Abbildung 5: Aufenthaltswahrscheinlichkeiten von Elektronen im Wasserstoff-Atom im 1s-, 2p-
und 2s-Zustand.
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Strome in Wasserstoff-artigen Atomen

Wir berechnen nun die Dichte des elektrischen Stromes, der im Atom fliel3t, wenn sich das Elektron
in einem stationdren Zustand befindet. Der Ortsanteil der Wellenfunktion in einem solchen Zustand
143t sich schreiben als

Ui (1,9, 0) = Ny Ny Ry (1) Pl‘m|(cos 9) e™e (388)

N, und N, sind die jeweiligen Normierungsfaktoren fur den Radialanteil bzw. fiir den Winkelan-
teil der Wellenfunktionen.

Die Dichte des Stromes ist gegeben durch

joih (v90 — w'vw) . (389)
2m
Wir multiplizieren mit der Teilchenladung —e des Elektrons und erhalten so die Dichte des elek-

trischen Stromes

j= et (wnlmﬁ\y* .

2m nlm nlm

Vi) - (390)

Entsprechend der Darstellung der Wellenfunktionen wahlen wir auch fir die Stromdichte Kugel-
koordinaten. Der Vektor .J 14Rt sich in Kugelkoordinaten darstellen, indem wir den Nabla-Operator
reprasentieren durch

- 0 10 1 0
V= {5’ rod’ r sinﬁ%} ' (391)

Entsprechend erhalten wir fiir die verschiedenen Komponenten des Stromdichtevektors

Jr - _% {\Ilnlm 87' \Ilnlm 87” } ) (392)
1he ov? ov 1
- _ \j nlm * nim
Jo 2mr { P nlm 5y } ’ (393)
ihe 8\11* 8\Ijnlm
- \Ifn m nlm \If* ] 394
To 2mr sin? { P nm 9 } (394)

Da die Radialfunktionen R,,(r) sowie die ¥-abhéngigen Legendre-Polynome Pl‘””(cos ) rein re-
elle Funktionen sind, erkennen wir sofort, dal gilt

Jo =0 , (395)
Jg = 0 . (396)
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Dies impliziert, daB in einem Atom weder in radialer Richtung noch in 9-Richtung ein Strom flief3t.
Zur Berechnung von .J, bedenken wir, da8 ¥, direkt proportional dem komplexen Ausdruck
e'™¢ ist. Es folgt mit der Masse . des Elektrons

ehm
=— Uuml? . 397
To ur sinﬁ‘ nim| (397)

Dieser Ausdruck dient spater zur Berechnung des magnetischen Moments eines Atoms.
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Die Elektron-Elektron Wechselwirkung

Die Eigenschaften von einfachen Atomen lassen sich ndherungsweise recht gut durch die folgende
Methode beschreiben. Wir schreiben fiir die Ladungsdichte der im Atom gebundenen Elektronen

p=—ey [T . (398)
Jj=1
Hierbei haben wir angenommen, dal es s-Elektronen im Atom gibt. Diese Ladungsdichte fassen

wir als klassische Ladungsdichte auf. Entsprechend kdnnen wir das zugehdrige klassische Potential
durch Losung der Poisson-Gleichung ermitteln,

Ap = —4dmp . (399)

Wir erhalten

— p(T_"’,t) 3,1 J=1 ' 3,1
— - _ ) 4
o(7,t) / 77 d’r e/ 7 d’r (400)

Die Wechselwirkungsenergie des Elektrons 7 mit der Ladung —e mit diesem Potential lautet dann

V(F) = —ep(7) . (401)

Das Potential ¢ ist stationdr, d.h. es gibt keine explizite Zeitabhdngigkeit. Ein Elektron in einem
Atom wechselwirkt mit dem positiv geladenen Atomkern tiber das Coulomb-Potential —Ze? /r und
mit der Elektronenladungsdichte mittels /() aus (401). Insgesamt lautet damit die Schrodinger-
Gleichung fur das Elektron:

B2 Ze? S UE(F)W,(7)
L N /—J @) Ui(F) = E;U(F) . 402
( o —te j§_1 - | () (7) (402)
Ein Spezialfall tritt ein, wenn wir es nur mit einem einzelnen Elektron mit i = j zu tun haben.

Falt man die GroRRe U,(7) als Materiewelle auf, so sollte sich die Schrddinger-Gleichung fur ein
einzelnes Elektron reduzieren auf

2 /= o

<—h—A LI [T d37~’> Wi(7) = B U(i) (403)
2m T

Dies ist eine komplizierte Integrodifferentialgleichung fir das Materialfeld W. Sie beinhaltet die

elektromagnetische Selbstwechselwirkung einer klassischen Ladungsverteilung des Elektrons. Der

EinfluR der abstoRenden Coulomb-Wechselwirkung ist an Stellen grol3er Intensitét besonders grof3

und sollte sich in einem Auseinanderdréangen des Materialfeldes auRern. Diese klassische Form der
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Selbstwechselwirkung wird jedoch fiir das im Atom gebundenen Elektron nicht beobachtet. Infol-
gedessen konnen wir die Wellenfunktion ;(7) nicht als klassisches Materiefeld interpretieren,
und wir missen die klassische Selbstwechselwirkung im folgenden zunéchst ausschlielRen.

Aus (402) erhalten wir somit

dr' | U(7) = B U(7) . (404)

Dies ist ein System von gekoppelten Differentialgleichungen fiir die zu bestimmenden Wellenfunk-
tionen ¥; und die zugehdrigen Energieeigenwerten F;. Dieses Gleichungssystem reprasentiert die
oben genannte Methode zur Berechnung von Elektroneneigenzustanden. Das Gleichungssystem
(404) muR iterativ gelost werden. Ein erster Ansatz kann es sein, im Integral von (404) Wellen-
funktionen fur Wasserstoff-artige Atome einzusetzen.
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Ebene Wellen

Nachdem wir die Losungen der Schrodinger-Gleichung fir ein Teilchen in zwei verschiedenen
Potentialen abgeleitet haben, wenden wir uns der Schrodinger-Gleichung ohne Potential zu. Dies
ist die freie Theorie, beschrieben durch den Hamilton-Operator

H=—-——"NA | (405)
m

Wir diskutieren erst jetzt diesen besonders einfach erscheinenden Fall, da hier gesonderte Betrach-
tungen beziiglich der Normierung durchgefiihrt werden miissen. Die zeitunabhéangige Schrodinger-
Gleichung

K? . .
—%A U(7,t) = EW(F, ) (406)

wird durch den Ansatz einer ebenen Welle

\I/('F, t) — Aei(E-F—wt) (407)

gelost, sofern gilt

R k?
E =hw= (408)
2m
Als Dispersionsrelation haben wir damit
hk?

vorliegen. Die Grol3e A ist die Amplitude der ebenen Welle. Besondere Schwierigkeiten macht nun
die Normierung der ebenen Welle (407). W(7,¢) ist in diesem Fall nicht quadratintegrabel. Man
kann sich hier mit der Vorstellung helfen, dal sich das freie Teilchen irgendwo in dem beliebig
groRen, aber unendlichenm Volumen V" aufhdlt. Man kann fordern

/d% wEHE=1 . (410)
J

Man beachte, dal3 hierbei nicht Giber den ganzen Raum, sondern nur tber das endliche Volumen V/
integriert wird. Damit lautet die Normierungskonstante

1
A= = (411)

Ebene Wellen sind raum-zeitlich periodische Funktionen, deren Phase
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Abbildung 6: Zu den Ebenen Wellen

fur feste Zeiten ¢ Ebenen definiert.
Diese Ebenen bestehen aus all den Punkten, fiir die die Projektion des Ortsvektors + auf die Rich-
tung von k den selben Wert hat. Fur eine feste Zeit ¢ = ¢, wiederholen sich Ebenen gleicher
Wellenamplituden W (7, ¢o) periodisch im Raum. Die Wellenlédnge ist definiert als der senkrechte
Abstand zweier solcher Ebenen,

Ap=A(F-k)=2r

Hieraus folgt

A_Mﬂm_@

Tk k
Mit

_h

P=3

haben wir erneut

h
p—%k—hk
und
2
-7
2m

\/

(412)

(413)

(414)

(415)

(416)

(417)

Halt man dagegen den Ort fest, so wiederholt sich die Wellenamplitude mit der zeitlichen Periode
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T = am_1 . (418)
w 14
Es folgt
w =27 . (419)

Ebenen konstanter Phase verlagern sich mit der Phasengeschwindigkeit « in Richtung von k,

u :% (F- %) =% [%(w(k)t—l—const) | (420)

Somit resultiert

wk) B> Rk p
k- 2mk 2m 2m 2 (421)

Wir definieren neben der physikalisch irrelevanten Phasengeschwindigkeit die Gruppengeschwin-
digkeit 7, durch

T,(k) = Viw(k) = vy(k) & (422)
mit
€ = % (423)
Es folgt
dv hk p
vk)=—p=—="=0v . (424)

Die ebene Welle ¥(7,¢) ist durch einen festen Wellenvektor % charakterisiert, dessen Richtung
der Ausbreitungsrichtung der Welle entspricht, wahrend sein Betrag die Wellenldnge ) eindeutig
festlegt. Haben wir jedoch die Wellenlange und damit den Impuls genau bestimmt, so konnen wir
uber den Ort des Teilchens tiberhaupt keine Aussage machen. Es folgt

p(Ft) = [U(F )P == . (425)

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist fir alle Raumpunkte dieselbe. Durch die streng harmonische
Losung ist kein Raumpunkt ausgezeichnet.

Ist der Impuls beliebig genau bekannt, so haben wir eine vollkommene Unkenntnis ber den
Ort vorliegen. Nun ist es aber experimentell sicherlich mdglich, den Teilchenort zumindest auf
einen endlichen Raumbereich festzulegen. Dies erfordert aber offensichtlich eine Wellenfunktion
U (7, t), die einem endlichen Wellenzug entspricht. Aus der Theorie der Fourier-Transformationen
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Abbildung 7:

wissen wir, daB wir jede Funktion in Komponenten der ebenen Wellen zerlegen kénnen. Die Ent-
wicklung in Fourier-Komponenten entspricht gerade aufgrund des gemeinsamen exponentiellen
Faktors ei(F7™=!) giner Entwicklung in Komponenten von Ebenen Wellen. Umgekehrt kénnen wir
natirlich durch eine Superposition von Ebenen Wellen jede beliebige Funktion darstellen. Auf-
grund der Linearitat der Schrodinger-Gleichung kdnnen wir als Ldsungsansatz auch

- / dw / Pk a(E, w) dEen (426)

verwenden. Wir setzen diesen Ansatz in die zeitabhdngige Schrodinger-Gleichung ein und erhalten

3 7 h?k? i(k-F—wt)
/dw/dka(kz,w) - e —0 . (427)

Aus dieser Gleichung ziehen wir den Schlu3, daf3 gelten muf

a(k,w) = a(k) d(w - w(k)) (428)
d.h. & und w sind in der Amplitude a(E, w) nicht unabhédngig voneinander.

Daher untersuchen wir im folgenden das Wellenpaket

/ &Pk a(F) dFT-e®D) (429)

Die Amplitude a(E) ist frei verfligbar. Die spezielle Struktur der rdumlichen Verteilung des Wel-
lenpaketes wird durch die spezielle Wahl der Funktion a(k ) bestimmt.

Wir kénnen durch eine geeignete Wahl von a(k) erreichen, dal |¥ (7, ¢)|2 nur in einem kleinen
Raumbereich merklich von Null verschieden ist. Damit ist der Ort nicht mehr vollig unbestimmt.
Andererseits ist durch die Uberlagerung verschiedener Impulskomponenten auch der Impuls nicht
mehr exakt bekannt.
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Abbildung 8: Ein Wellenpaket

Wir wollen uns im folgenden noch etwas ausfuhrlicher mit solchen Wellenpaketen befassen, deren
Amplitudenfunktion sich im wesentlichen um den festen Vektor ko konzentriert. Dann werden in
der k-Integration nur solche Wellenzahlen beitragen, die sich nur wenig von k, unterscheiden. Wir
werden daher eine Taylor-Entwicklung durchfiihren,

w(k) = wlke) + (k— ko) - Viw(k)
= w(ko) + (k — ko) - Ty (ko) + - -- (430)

U(7, ) = gilfom—wlko)d) § (7 1) (431)
Tréagerwelle

Der exponentielle Faktor beschreibt die Tragerwelle. Dennoch kann trotz des expliziten Heraushe-
bens des Wellenvektors &k, dem Wellenpaket nicht eine bestimmte Wellenldnge zugeordnet werden.
Das Wellenpaket reprasentiert nach wie vor eine Superposition von Partialwellen. Die Modulati-
onsfunktion \ifko kdnnen wir aufgrund der Taylor-Entwicklung ndherungsweise schreiben als

i) ~ [ dq a(@+Fo) expliq- (7 — 7y(ko)t)} (432)

mit

Gg=k—ko . (433)
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Abbildung 9:
Die Modulationsfunktion definiert ftr
7" — Uy(ko)t = const (434)
Flachen konstanter Amplituden, die sich mit der Geschwindigkeit
7= ty(ko) = Vi w(k)ly, (435)

fortpflanzen.

Als erstes einfaches eindimensionales Beispiel eines Wellenpaketes betrachten wir das Rechteck-
paket mit

a(k) = a(ko) flr ko — Ako <k<ky+ Ako ,

a(k) = 0 sonst. (436)
a(k)
k, - Ak, K, k,+Ak,
Abbildung 10:

Damit haben wir fiir die Modulationsfunktion

+Ako
Ty (2,1) = alko) / dq exp {iq(z — v, (ko)t)} . (437)
—Akog
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Es folgt sofort

sin{Ako(z — vy(ko)t)}

Uy (2,) = 2a(ko) Ako Ako(z — vg(ko)?)

(438)

Es handelt sich also um eine Funktion vom Typ sin z/z mit einem Maximum des Funktionswertes
1 bei z = 0 und Nullstellen bei x = +n7 mitn =1,2,---

Das Maximum des Wellenpaketes

sin{Ako(z — vy(ko)t) }

U(z,t) = 2a(ko) Ak No(z — o, (ko)l) x exp {i(kot — w(ko)t)} (439)
liegt bei
Zm(t) = vgt . (440)

Wir wollen nun studieren, mit welcher Genauigkeit wir den Aufenthaltsort eines Teilchens bestim-
men konnen, das durch dieses Wellenpaket beschrieben wird. Wir fixieren die Zeit zu ¢t = 0. Die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit |¥(z, ¢ = 0)|% ist im wesentlichen auf das Intervall

-1 < Akyz < +7 (441)

konzentriert. Die effektive Breite des Wellenpakets erfiillt somit die Relation

AkoAz =21 . (442)

Bevor wir weiter Wellenpakete diskutieren wollen, kehren wir zuriick zur Festlegung der Normie-
rung der ebenen Welle.

Ebene Wellen sind nicht quadratintegrabel. Das Integral

[1wl2dr =147 [ @' — o0 (443)
divergiert, wenn das Integrationsvolumen gegen unendlich geht. Wir schreiben nun die ebene Welle
als

U(Ft) = Aer@™E (444)

Jetzt gilt fur zwei Partikuldarlésungen mit verschiedenen Impulsen p'und 5’ bei ¢t = 0
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/ U, Uy () dr = | AJ? / AT B — | A2 (2R 6(F — ) - (445)

Fur o # p’ ist das Integral also Null. In Anlehnung an die Vektorrechnung sagt man daher, die
Funktionen W;(7) und ¥z () sind orthogonal. Integrieren wir (445) tber alle Impulse, wollen
wir mit der Wahrscheinlichkeit 1 das Teilchen vorfinden. Daher legen wir den Normierungsfaktor
im Fall von ebenen Wellen fest als

A= ﬁ (446)

und die ebenen Wellen lauten

V(7 1) = ——=er T (447)
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Wellenfunktionen im Impulsraum

Wir haben bereits die statistische Interpretation der Wellenfunktion W (7, ¢) im Ortsraum behandelt.
Das Betragsquadrat driickt die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens aus. Ebenso bedeut-
sam ist es, die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die konjugierte Variable, den Impuls, zu kennen.
Ahnlich wie fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte im Ortsraum sollte es einen analogen Ausdruck im
Impulsraum geben,

w (B,1)d°p = |W(5, 1) d*p . (448)

Dieser Ausdruck driickt die Wahrscheinlichkeit dafiir aus, daf? das Teilchen zur Zeit ¢ einen Impuls
7 im Volumenelement dp im Impulsraum hat. Da die funktionale Abhzngigkeit der Wellenfunkti-
on W (5, t) im Impulsraum sehr verschieden sein kann von der im Ortsraum, haben wir sie auch im
Impulsraum durch eine Tilde explizit gekennzeichnet. Es mul3 sich auch im Impulsraum um eine
quadratintegrable Funktion handeln, und es soll gelten

[dpb@n] =1 . (449)

Dahinter steckt die triviale Aussage, dal’ das Teilchen mit Sicherheit irgendeinen Impuls hat. Ins-
gesamt haben wir die Aussage

[dre@E P = [ dpli (450)

Diese Eigenschaft erinnert sehr an das Parseval-Theorem bei Fourier-Transformationen. Hier ha-

‘ 2

‘ 2

ben wir
/ F(t) ¢t (1) dt = / F(w) G*(w) dw (451)
mit
1) = % [ Py tds (452)
g'(t) = %/G*(w)e‘i‘”tdw . (453)

(450) sagt aus, dal® die Normierung bei Fourier-Transformationen erhalten bleibt. Es liegt nahe

W (7, t) mit der Fourier-Transformierten der Wellenfunktion W (7, ¢) zu identifizieren. Wir haben
damit

U(r,t) = W d’p 6%577‘1’(15', t) (454)
~ 1 i
) = o [ e (55

Beide Funktionen ¥ und ¥ sind véllig dquivalent und beschreiben das Teilchen gleichermaRen. Fiir
die Normierung der Wellenfunktion im Impulsraum notieren wir jeweils die Fourier-Darstellung
der 6-Funktion:

]. i = =/

§(F—7') = i / PBp AP (456)
1 i v

5(]7_15”) = m/d?’reﬁ(pp )7 . (457)
m
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Mittelwerte und Schwankungen

Die Wahrscheinlichkeitsdichten o (7, ¢t) und w (p, t) stellen die eigentlich mebaren Aussagen der
Quantenmechanik tiber Ort und Impuls eines Teilchens dar. Mit ¢ (7, t) kdnnen wir den Teilchenort
nicht exakt voraussagen. Fir jeden erdenklichen Wert von +kdnnen wir jedoch die Wahrscheinlich-
keit angeben, das Teilchen an diesem Ort zu finden. Viele Einzelmessungen nacheinander an vielen
durch dieselbe Wellenfunktion beschriebenen dquivalenten Teilchen sollten dann einen Mittelwert
() liefern. Dieser Mittelwert ergibt sich als Summe oder Integral Uber die mit der Wahrschein-
lichkeit ihres Auftretens gewichteten Einzelwerte

(7), = / Pr o (7)) F = / & U (7, 1) PO 1) (458)

Mittelwerte werden in der Quantenmechanik entsprechend dem dahinterstehenden MefRprozel’ Er-
wartungswerte genannt. Generell gilt nicht nur fir den Ort 7 sondern fiir jede eine Teilcheneigen-
schaft beschreibende Funktion F' (7*)

(F (7)), = / & O (7, 0) F (F) U(F1) . (459)

Diese Eigenschaft kann sich mit der Zeit andern, daher der Index ¢ am Erwartungswert.

Wenn wir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung vorliegen haben, so ist nicht nur der Mittelwert son-
dern auch die Breite der Verteilung von experimenteller Relevanz. Angelehnt an die elementare
Fehlerrechnung untersuchen wir das Schwankungsquadrat

[dre@GnIF @) = (F @) = ([FE—(FEL),

= (F*(M),-
2(F (7) (F (7)), + (F (7))
= (F?(7)), = 2(F (7))} + (F (7))}
= (F*(7),—(F )] (460)

Diese Grofie ist ein MaR dafir, wie stark im Mittel ein gefundener MeBwert von seinem Mittel-
wert abweicht. Als mittlere quadratische Schwankung definiert man die positive Wurzel aus dem
Schwankungsquadrat

AF, = (1P ()= (F (7))

= (P2 (7)), (F (7)) (461)
Ebenso gilt fir den Erwartungswert des Impulses
@), = [ Fpu@ni= [Ep¥ @G (462)

In analoger Weise erhalten wir fiir eine allgemeinere Teilcheneigenschaft beschrieben durch die
Funktion G (p') des Impulses p

(G @), = [ Ep¥FEGE) IFEY (462)
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Der Impulsoperator
Wir wollen den Impulsoperator im Ortsraum ermitteln. Dazu gehen wir aus von der Definition
= [ & ¥ (5.1 FU Y (464)

und transformieren formal die Impulsraumwellenfunktion W (7, ¢) mittels Fourier-Transformation
in den Ortsraum

1 i == i = =
<ﬁ>t = W/d?’p/d?’r//d?»?aeﬁp-r \I/*(F, t) pe wPT \I/(T_", t) . (465)
Jetzt ist

/dsrﬁe_%ﬁ"?\Il(F, t) = ih/d?’r (ﬁre_%ﬁ"? U (7, t)

ih / Pre T, W(7 ) (466)
Mit Hilfe des GauRschen Satzes verwandeln wir das erste Integral in ein Oberflachenintegral
/ PV, (e P77, ¢ / dF e P70 (7 1) . (467)
S(v)

Das Integral verschwindet, wenn wir iber den gesamten Raum integrieren, da die Wellenfunktion
nach Voraussetzung auf der Oberfldche im Unendlichen hinreichend rasch verschwindet. Damit
haben wir

/ dp / 3 / & ed? O U (7, ) (=inV,) (D) (468)
Jetzt verwenden wir noch die Darstellung der 6-Funktion ¢ (7 — 7') und erhalten schlieRlich
7), = / d*r U (7, 1) (—ihV,) (7, 1) . (469)
Wir kdnnen also der dynamischen Variablen Impuls im Ortsraum einen Operator zuordnen
7 — —ihV, (470)

Es ist ein wesentliches Charakteristikum der Quantenmechanik, dal3 man den beobachtbaren, meR-
baren GroRen oder Observablen Operatoren zuordnet. Im Ortsraum ist der Ortsoperator 7~ mit dem
Vektor 7 identisch, im Impulsraum ist ebenfalls der Impulsoperator 7 mit dem Vektor 7 identisch.
Allgemeiner als im oben betrachteten Fall schreiben wir nun fiir die Teilcheneigenschaft G (ﬁ)

die eine Funktion des Impulses ﬁist, den Erwartungswert im Ortsraum auf,
/ A 0 ( —ihV,) (1) . (471)
Wir haben also die Zuordnung

G(p) — G(-inv,) . (472)
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Haben wir den Operator X vorliegen, so gilt fir den Erwartungswert
— / & U (7, 1) RU(F ) . (473)

Dabei gilt die Korrespondenzvorschrift

X = x(r) — &) (474)
B 22'{5’ —)X( th) '

Man spricht in diesem Fall von der Ortsdarstellung des Operators .X'.

Wir sind insgesamt zu diesem Ergebnis gekommen, indem wir als Ausgangspunkt versucht haben,
den Impulserwartungswert (p’), im Ortsraum darzustellen. Als Ausgangspunkt hdtten wir auch
versuchen konnen, den Erwartungswert des Ortes () im Impulsraum darzustellen. Mit exakt den
gleichen Rechenschritten finden wir fur die Impulsraumdarstellung des Ortes

P —  ihV, (475)
Wir haben dann die Korrespondenzvorschrift fiir den Operator
=17 (ﬁ) — Jf(ihvp) . (476)
y(p) — V&)

Dies nennen wir die Impulsdarstellung des Operators ). Der Erwartungswert ist dann gegeben
durch

= [T EOIIEY (477)

Wir erkennen die vollige Aquivalenz von Orts- und Impulsdarstellung. Die bisherigen Erkenntnisse
lassen sich zusammenfassen beziiglich eines allgemeinen Operators , der sowohl vom Ort als
auch vom Impuls abhéngen kann. Es gilt

. F(7 —ihV,) Ortsdarstellun
F(rp) — A(? B ) J (478)
}'(zhvp,p) Impulsdarstellung
Fir den Erwartungswert der GroRe F ergeben sich damit zwei dquivalente Formulierungen
N 3 .
<F>t—/dr\11 Fr—th) U (7, t)
- /d3 U (5,0) F (ih¥,,5) §(51) . (479)

Kommutatoren

Bei der Anordnung der Operatoren missen wir jedoch duf3erste Vorsicht walten lassen. Der Grund
hierflr liegt in der Nichtvertauschbarkeit vieler Operatoren. Wir definieren den Kommutator der
beiden Operatoren A und B durch

[A,B] =AB-BA . (480)
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Dieser Kommutator, der fiir c-Zahlen A und B trivialerweise verschwindet, ist oftmals von Null
verschieden und kann selbst wieder ein Operator sein. Die Reihenfolge der Operatoren ist nicht
beliebig. Als ein Beispiel betrachten wir den Kommutator der Operatoren z und p, und lassen ihn
auf die Wellenfunktion ¥ (7, ¢) wirken. Es folgt

(2,0, V(7 t) = (2p, —p.2)V(F,t)

= hU(Ft) . (481)

Da dies fir beliebige Wellenfunktionen ¥ gilt, kdnnen wir anhand dieser Gleichung die folgende
Operatoridentitét ablesen

(2,9 =ih . (482)

Dies gilt gleichermalien auch fir die anderen kartesischen Komponenten. Damit haben wir generell

(@i, Dj|_ = ih (483)
oder auch
[P, Zj] = —ihd;; . (484)

Hingegen ist trivialerweise
[Di, Dj]_ = [#4,35]_ =0 (485)

fur 7,7 = 1,2,3. DaR die Korrespondenzregel, klassische Variable durch die entsprechenden
Operatoren zu ersetzen, so noch nicht eindeutig ist, wollen wir anhand eines einfachen Beispiels
erlautern. Fir c-Zahlen gilt offensichtlich

1
P= e (486)

Ersetzen wir dies durch Operatoren, so finden wir unterschiedliche Resultate.

2 2 82
— —h"— 487
pz 822 ) ( )
1 2.2 2 1 82 2
A

2
—h2<a +éﬁ+2> : (488)
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Die Korrespondenzregel

Wir wollen nun die allgemeinen Regeln notieren, die es uns erlauben den Ubergang von einem
klassischen System in ein System, das der quantenmechanischen Beschreibung unterliegt, zu voll-
ziehen. Folgende Schritte konnen dabei durchgefiihrt werden:

1. Das Problem wird zunédchst im Rahmen der klassischen Hamilton-Mechanik formuliert. Wir
konstruieren die klassische Hamilton-Funktion

H:H(ql’---,qs,pl,---,ps,t):H(q—‘,ﬁ,t) * (489)

Hierbei sind die ¢; die generalisierten Koordinaten, die p; die dazu kanonisch konjugierten
Impulse und s ist die Zahl der Freiheitsgrade. Fir ein konservatives System ist H mit der
Gesamtenergie E identisch

H(q,...,ps,t) =FE . (490)

2. Wir ordnen dem klassischen System ein Quantensystem zu, dessen Zustand durch eine Wel-
lenfunktion W (¢4, . .., gs, t) beschrieben wird.

3. Observablen werden Operatoren zugeordnet. Klassische Observable sind Funktionen des
Phasenraums, also (¢, 7)-abhéngig. Die Korrespondenzvorschrift lautet fur die kartesischen

Komponenten
A@pt — A (ql q _ind _in 2 t) (491)
7 7 27T £ 8q1’7 aqs7 .
Dies gilt insbesondere fir die Hamilton-Funktion, die dadurch zum Hamilton-Operator %
wird
H(Gpt) — H _in 0 _ind (492)
Q’pi ql""?QS? aqli"'? aqs7 *

4. Die Energiebeziehung (490) wird mit der Wellenfunktion ¥ multipliziert und dann der Uber-
gang (492) vollzogen. Es resultiert die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung

0

—at> ‘I’(qla"'aQSat):E\I[(QI,'--aQSat) (493)

., —th
) ? 8(]

- 0
ey — i
H(Qla y 4 ¢ 56]1

5. Durch die bereits diskutierte Transformationsvorschrift
E — ihé (494)
ot

erhalten wir aus (493) die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung.
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Erweitertes Beispiel flr die Anwendung des
Korrespondenzprinzips

Wir gehen aus vom relativistischen Energie-Impulssatz der klassischen Mechanik
E? = 9% + m2&* . (495)

Wir ersetzen E durch ik d/0t, und wir ersetzen p’ durch —ikV. Ferner multiplizieren wir (495)
von rechts mit der Wellenfunktion W (7, ¢). Es resultiert

82
2 — _ (2.2 2 4 -
—h ﬁ‘lf(r,t) = ( R c*A +mc )‘II(T,t) . (496)
Dies ist die Klein-Gordon-Gleichung. Es ist eine relativistische Gleichung zur Beschreibung von
Spin-0-Bosonen. Im Gegensatz zur Schridinger-Gleichung ist sie auch in der Zeitvariablen eine

Differentialgleichung zweiter Ordnung. Die Klein-Gordon-Gleichung wird im Rahmen der relati-
vistischen Quantenmechanik ausfiihrlich diskutiert werden. Aus (496) folgt

o2
= R’ OV(7,t) — m?c* U(7 1) (497)

2
—h?c? (8 - A) U (7, t) — m?c* (7, t) = 0

mit dem Operator

2
o190 A (498)

2ot
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Operatorenkalkiil

Wir wollen nun einige Eigenschaften von Operatoren in der Quantenmechanik diskutieren sowie
den rechentechnischen Umgang mit diesen Operatoren erlernen. Zunéchst definieren wir lineare
Operatoren. Ein Operator £ heil3t linear, wenn gilt

[:(clul + CQUQ) =C f,ul +cy - £AU2 s (499)

wobei u; und us beliebige Funktionen und ¢y, ¢, beliebige Konstanten sind. So ist beispielswei-
se der Operator 0/0x ein linearer Operator. Hingegen ist der Operator des Wurzelziehens kein
linearer Operator. Beztiglich linearer Operatoren gilt das Superpositionsprinzip.

Ein linearer Operator heif3t selbstadjungiert, wenn gilt

/u’{ () Luy(z) dz = /uz(x) Lrut(x)dz . (500)

Hierbei wird das Integral tiber den gesamten Bereich der Variablen x erstreckt. «} und uy sind
beliebige quadratintegrable Funktionen. lhre Differentialquotienten miissen an den Grenzen des
Integrationsgebietes verschwinden.

Als ein eindimensionales Beispiel wollen wir nun den Impulsoperator

0

5 = —in 2. 1
D th pe (501)
betrachten. Wir haben
o0 o ' %) . ou
_/ Uy Py ug dx = —zh_/ uy a—;dx
. * 00 . i 3u1‘ i Ak ok
= [—ihuius]”, +ih / uz dz = / ug Py uydz (502)
x
da gilt
uy(£o0) = ug(+o0) =0 . (503)

Somit ist p, ein linearer und selbstadjungierter Operator. Der Operator 9/0z ist linear, aber nicht
selbstadjungiert.

Jetzt konnen wir einfache algebraische Relationen handhaben. Wir haben zwei lineare selbstad-
jungierte Operatoren A und B, und es soll gelten

CU = AV + BY (504)
dann konnen wir fir die Summe schreiben

C=A+8B . (505)
Mit A = i0/0x und B = z folgt beispielsweise

C=1id/0x+z . (506)
Unter dem Produkt zweier Operatoren .A und B verstehen wir einen Operator C, so daB gilt

Cv = A(BY) (507)
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d.h. zunachst muB auf die Wellenfunktion ¥ der Operator B und dann der Operator A angewandt
werden. Wir schreiben symbolisch

C=AB (508)

Als Beispiel betrachten wir A = i9/dz und B = . Dann ist

5 ~ 5 .0 . . 0v
C¥ = A(BY) = i (W) =il iz (509)
Also haben wir
. 0
C=1i (1 + a:—) . (510)
ox
Vertauschen wir die Reihenfolge der Operatoren, so folgt
A ov
' B(AT) — i 11
¢'=B(AV) =iz > (511)
also
¢ —ind (512)
ox

Im allgemeinen darf die Reihenfolge der Faktoren nicht gedndert werden. Beispielsweise gilt
C=(A-B)(A+B) = A2—BA+AB-B
4 A2-1B . (513)

Wir haben es mit einer nichtkommutativen Algebra zu tun.
Wir betrachten nun das Produkt von zwei selbstadjungierten Operatoren A und B. Es gilt also
beispielsweise

/ i (x) Aus(z) dz = / [Au;(2)] us() do . (514)
Fur das Produkt folgt
/ uj(2) A [Bus(x)] de = / [A"u; (2)] [Bua(e)] da
_ / (B [ (2)]] ua(w) du
” / [AB*ui (2)] ua(z) dz . (515)

Das Produkt zweier selbstadjungierter Operatoren muf} nicht selbst wieder ein selbstadjungierter
Operator sein.
Hingegen kann man das Produkt A2 zerlegen in

AB = (AB+BA) + | (AB-BA) . (516)
Der Operator
F= (4B +BA) (517)
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ist aufgrund seiner Symmetrie selbstadjungiert. Der Operator
S R
G = (AB~BA) (518)

weist diese Eigenschaft im allgemeinen nicht auf.
Neben dem Kommutator fiihren wir an dieser Stelle auch den Antikommutator ein, definiert durch

[A,B] ={A.B} = AB+BA (519)
Damit kdnnen wir (516) auch ausdriicken durch
U P 1r. 4
AB =3 {A B} + 5 [4.8] . (520)
Wir konnen auch Potenzfunktionen von Operatoren definieren durch
A=A -A-- A . (521)
N—_————

Darauf aufbauend kdnnen wir auch Funktionen von Operatoren definieren, indem wir die Funktio-
nen durch ihre Potenzreihe darstellen, also

F(A) =aol + oA+ aph? +--- (522)

So gilt beispielsweise fiir die Exponentialfunktion
. © 1 .
et = > — A" (523)
n—0 n.

Funktionen von Operatoren sind nur durch ihre Potenzreihe definiert. So gilt auch mit dem Hamilton-
Operator ‘H

TR AR
=S = (LHu) . 524
=2 (nH ) (524)

Wir kdnnen Operatoren auch differenzieren. Hangt ein Operator .4 von einem Zahlenparameter ¢
ab, beispielsweise der Zeit, so bedeutet seine Differentiation nach ¢

dAd . A(t+e)— A®)

dt e—0 £

(525)

Unter der partiellen Ableitung einer Operatorfunktion 7 ( Ay, A, .. .) nach A, versteht man den
Operator
8.ﬁ' . ﬁ(Al‘i‘&‘-l,AQ,...)—ﬁ(./zll,fig,...)
8A1 e—0 €

wobei ¢ jeweils eine gewohnliche Zahl ist. Hieraus ergibt sich nach den Methoden der Differenti-
alrechnung fur die Summe und das Produkt

: (526)

0 /. OF 06
~ + = —= + —= , 527
0A ( g) 8.4 0A A (527)
0 /»x O0F . ~ 0G
~(F = ~ F—= . 528
0A ( g) aAg * 0A (528)
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Hierbei ist wieder strikt auf die Reihenfolge der Faktoren zu achten. Fir die Differentiation der
Potenzfunktion folgt

d jn = ot (529)
dA
und fir die Ableitung der Exponentialfunktion folgt
g A (530)
dA
Fiir einen Operator A definieren wir den inversen Operator A~ durch die MaRgabe
AA P =A7TA=1 | (531)

Der Operator des Drehimpulses

Zwischen dem Ortsoperator und dem Impulsoperator haben wir die Vertauschungsrelation abge-
leitet

(Zpy — Ppt) ¥ = AT (532)
und allgemein
[Zi, 5] = ihdy (533)

Haben wir statt des Operators eine beliebige Funktion (z,y, z) vorliegen, so ergibt sich unmit-
telbar

Fhg — PoF = ino” (534)
or
und allgemeiner
|7.5:] = o (535)
6:@

Wir wollen uns jetzt mit korrespondierenden Eigenschaften des Drehimpulsoperators beschéftigen.
In der klassischen Mechanik gilt fir den Drehimpuls

L=Fxp . (536)
Fur Zentralkraftfelder ist der Drehimpuls eine ErhaltungsgroRe. In der Quantenmechanik wir ent-
sprechend dem Korrespondenzprinzip der Drehimpuls durch den Operator

A
= ~

L=Fxp (537)

reprasentiert. Hierbei ist 7 der vektorielle Operator des Impulses. Entsprechend dem Vektorprodukt
gilt fuir die Projektionen des Drehimpulses auf die Koordinatenachsen

A . R . 0 0
Ly= yp, — 2Py = ih (Za_y - y&) ) (538)
4 R L 0 0
Ly= 2Py —xp, =1ih (3;& — z%> , (539)
4 . L 0 0
L,= xpy—yp, =1ih (y e z 8y) . (540)



Fur das Quadrat des Drehimpulses folgt explizit

~2 ~ ~ ~
L = Li+L+ L

9 a\> b 9 \? b 0\’
(o) (3 3) *(%‘xa—y” ' 4

Wir wollen nun die Vertauschungsrelation fiir die Komponenten des Drehimpulses ermitteln. Wir
berechnen den Kommutator

= —h?

G=L,L,—-L.L, . (542)
Hierzu betrachten wir zunéchst den Operator £, L.,
Lyle = (o — $a?) (Bay — By2)
= DyZDgY — DaZDal — DrTDyT + DzZDy
= Yp.ahs — 2YPy — T°PoPy + 2DyPaT - (543)
In dhnlicher Weise erhalten wir durch explizites Ausrechnen
L.Ly = yp.pow — 2y — T°Puby + 2Pyahy - (544)
Wir subtrahieren jetzt (544) von (543) und finden
LyL. = L.Ly = yp. (wps — Do) + 2Dy (Pot — TPs) - (545)
Unter Verwendung der obigen Vertauschungsrelationen zwischen Ort und Impuls bekommen wir
LyL.— L.L,=ih (yp. — py2) = ih Ly (546)

Der Kommutator zwischen den beiden Drehimpulskomponenten £, und Ey verschwindet also
nicht sondern ergibt sh.L,. Wir fuhren die gleiche Rechnung fiir die anderen Drehimpulskompo-
nenten durch und erhalten zusammenfassend

L,L,—L,L, = ihLl, |, (547)
L.L,—L.L, = ihLl, |, (548)
L.L,—L,L, = WL, . (549)

Die Operatoren der Komponenten des Drehimpulses sind somit nicht vertauschbar. Die Relationen
(549) falst man auch zusammen als

[["i: EAJ} =1h €ijk ﬁk . (550)
Hierbei ist ;5 das Levi-Cevita Symbol definiert durch

1 fir gerade Permutation von 1,7, k=1,2,3
gijk = ¢ —1 firungerade Permutationvon i, j,k=1,2,3 (551)
0 sonst.
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eijk ISt ein total antisymmetrischer Tensor. Wir betrachten jetzt die Vertauschungsrelation zwischen
dem Quadrat des Drehimpulses und dessen z-Komponente,

L LY=Ly = Lo (L2+L2+L2) - (L2+ L2+ L2) Lo
= Lo (L2+L2) - (£2+£2) Lo

= L,L2+ L,L2—L2L, — L2L, (552)
Es ist
L.L, = hl,+L,L, | (553)
—L,L, = ihL,—L,L, . (554)
Es folgt
A = LL2+L,L2—L2L, — L2L,
= (ihLs+ LyLa) Ly + LoL2+ Ly (L, — LoLy) — L2Ls
= ih(L.Ly+ LyL:) + LyLoLy — LyLoly + L, L2 — L2L,
= it (L.Ly+LyL.) + Lol — L.L.L, (555)
Es ist
L.L, = —ihLl,+L.L, , (556)
—L.L, = —ihLl,—L.L, . (557)

Somit resultiert

~ A A

A = it (Buly+ Byl) = ih Lyl LoLl — Nl — EoLL,
= ih (L.Ly+ LyL.) —ih (L,L. + L.L,) =0 . (558)
Zusammenfassend haben wir also
Lo L2 — L2, =0 . (559)

Durch zyklisches Vertauschen der Indizes finden wir gleichermafRen
L,L*— L, = 0 (560)
L.L2—L%L, = 0 . (561)

Das Quadrat des Drehimpulsoperators vertauscht also mit jeder seiner Komponenten.
Wir schreiben die Drehimpulsalgebra nochmals zusammenfassend auf

[ﬁi,ﬁj] = ih&?ijkﬁk s (562)
£, £2] = 0 (563)

miti, j, k = 1,2,3. In (562) haben wir die Einsteinsche Summenkonvention verwendet, die besagt,
dal’ Uber doppelt vorkommende Indizes automatisch summiert wird.
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Nachdem wir die kartesischen Komponenten des Drehimpulsoperators behandelt haben, wollen
wir auch noch die Darstellung in Kugelkoordinaten

x = rsindcosy
y = rsindsing
= rcos? (564)

anfiihren. Mittels (564) transformieren wir von der kartesischen Darstellung des Drehimpulsope-
rators auf die spharische Darstellung des Drehimpulsoperators. Es resultiert

4 L (. 0 0
L, = 1h (sm Y59 + cot ¥ cos go%> , (565)
L, = —ih 9 _ cotosinpl (566)
y = —th{cospog —co smgpago )
L, = _ind (567)
9y

Fur das Quadrat des Drehimpulsoperators bekommen wir
L= -1V}, (568)
mit V%;M als Laplaceschen Operator fiir die Kugelflache
S S Ay W
Voo = o9 \*™Va5 ) T snzvagr (569)

Bei der Diskussion des Wasserstoff-Problems hatten wir bereist die Eigenfunktionen und Eigen-
werte des Operators V73 , bestimmt. Es gilt

Voo Yem(0,0) = =L (0 +1) Yen (9, 0) (570)
Damit sind die Kugelfunktionen auch die Eigenfunktionen des Quadrats des Drehimpulsoperators,
L2Yyn (0, 0) = WL (L+1) Yo (9, 0) . (571)

Der Eigenwert von £2 ist also h2¢ (¢ + 1). Dies rechtfertigt auch die Bezeichnung Bahndrehim-
pulsquantenzahl fir die Quantenzahl ¢, die bei der Diskussion des Wasserstoff-Problems auftrat.
Die Eigenwerte des Quadrats des Bahndrehimpulsoperators sind also nicht kontinuierlich sondern
diskret. Die -Abhéngigkeit der Kugelfunktionen Yy, ist durch den Faktor e gegeben. Betrach-
ten wir nun die Wirkung des £,-Operators auf die Kugelfunktionen, so folgt

£.Yim(9, ) = it % Vi (9, 9) = mh Vi (0, 0) - (572)
Damit sind die Kugelfunktionen auch die Eigenfunktionen der z-Komponente des Bahndrehim-
pulsoperators. Der zugehorige Eigenwert lautet m#%. Man beachte, dal der Bahndrehimpuls die-
selbe Dimension wie die Wirkung hat. Auch das Eigenwertspektrum der z-Komponente des Bahn-
drehimpulsoperators ist diskret und ist durch die Quantenzahl m bestimmt. Man nennt m die ma-
gnetische Quantenzahl. Zeigt der Bahndrehimpuls ausschliellich in z-Richtung, so gilt m = +/.
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Wir betrachten nochmals den Hamilton-Operator wie er zum Beispiel bei der Diskussion des
Wasserstoff-Problems auftrat. Es ist

7%(7", ;5’) = 7’(}3') + V() (573)
mit
~ 7 1 ~ ~ ~ -
T:p_:_(pfc+ﬁf/+ﬁi>:__v2 ) (574)
2m 2m 2m

Wir stellen den Laplace-Operator A = V2 in Kugelkoordinaten dar Es ist

> 1 0 0 \%:
2 2 9,
v T2 or <T 8r>+ r2(p (57%)
Mit
. 10 (,0
T = om i ar ( 5) (576)

und dem Quadrat des Bahndrehimpulsoperators konnen wir den Operator der Kinetischen Energie
schreiben als

.2
T =7+

2mr? (577)

Den Bahndrehimpulsanteil falit man auch wie beim klassischen Kepler-Problem mit dem Potential
V' (7) zum effektiven Potential zusammen, das in der Quantenmechanik ein Operator ist

+V(@) . (578)

Eigenschaften selbstadjungierter Operatoren

Wir hatten die Selbstadjungiertheit eines Operators £ mittels des folgenden Matrixelementes nach-
gewiesen

/uf(x) - Lug(z) dz = / [ﬁ* u’{(x)] -ug(z) dzx (579)

Jetzt nehmen wir an, U, () und ¥, (z) seien Eigenfunktionen des Operators £. Per Definition
bezeichnen wir zwei Eigenfunktionen als orthogonal, wenn gilt

/ Ut (2) Up(z) dz =0 . (580)
Aufgrund der Voraussetzung bezuglich der Eigenfunktionen gilt

LY, = L.V, |, (581)
LY, = LU, , (582)

mit den Eigenwerten L,,, und L,,. Wir bilden das komplex Konjugierte von (581)
LFUr, = LEWr (583)
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Aufgrund der Selbstadjungiertheit des Operators £ folgt aus (579)
/@;ﬁmwx:/@ﬁqywmm (584)
bezuglich der Eigenwerte
./W;memdm:: /L;@;@mdm
= Lm/\I/;“n U, de = L:n/qf:n U, dz | (585)
also
L,=L: . (586)

Die Eigenwerte selbstadjungierter Operatoren sind reell. Jetzt betrachten wir Zustande ¥,,, und ¥,,
und die dazugehorigen Eigenwerte L,,, und L,, mit L,,, # L,,. Ferner betrachten wir den folgenden
Ausdruck

/\Iffn-ﬁ‘lfndag—/ﬁ*\lifn-\llndx:(Ln—Lm)/\Iim*\lfndm . (587)

Wir haben die Tatsache ausgenutzt, dal die Eigenwerte selbstadjungierter Operatoren reell sind.
Die linke Seite von (587) ist gleich Null aufgrund der Definition der Selbstadjungiertheit. Folglich
haben wir

(Ln — Lum) / U U, dr=0 . (588)
Damit folgt mit L,, # L,, die Orthogonalitét der Eigenfunktionen

/w;xyndx:o fir m#£n . (589)
Zusammen mit der Normierungsbedingung

/ U W, dz = 1 (590)
konnen wir schreiben

/ U0, A = b - (591)

Selbstadjungierte Operatoren haben orthogonale Eigenfunktionen.

Die Dirac-Schreibweise

Wir wollen jetzt einige mathematische Prinzipien der Quantenmechanik in knapper Form zusam-
menfassen und dabei die duRerst pragnante

(bra| - - - ¢ - - - |ket) -Schreibweise (592)

einfihren. Dieses Kalkil ist zur abstrakten Formulierung besonders geeignet, weil es sehr ékono-
misch, eindeutig und inhaltlich dquivalent zur ,,Integralschreibweise” ist. Den heuristischen Stand-
punkt einnehmend, werden wir hier auf die Ausbreitung tiefergehender mathematischer Aspekte
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verzichten und auf entsprechende Literatur verweisen'?2, in der der notwendige Apparat zur Funk-
tionalanalysis dargelegt wird. Ausgangspunkt der abstrakten Quantenmechanik ist das Postulat:
Ein Quantensystem werde durch einen Hilbertraum # charakterisiert. Jeder mogliche, reine Zu-
stand v in dem sich das Quantensystem befinden kann, werde durch ein Element (Zustandsvektor
oder kurz \Vektor) des Hilbertraums beschrieben. Dirac folgend notieren wir fiir die Elemente des
Hilbertraums:

v —> ), ket*-Vektor. (593)

Wir definieren den Hilberraum 7 im folgenden durch Auflisten der Axiomatik. AnschlieRend
sollen dann erste Konsequenzen gezogen werden.

Al: H istein linearer Vektorraum ber dem Korper C der komplexen Zahlen.

Fir Elemente des Hilbertraumes notieren wir

[0)5 1) 1), ) €M (594)

Es sind zwei Verkniipfungen, eine Addition und eine Multiplikation, erklart, beziiglich derer A
abgeschlossen ist, d.h. die Resultate dieser Verkniipfungen sind ebenfalls Elemente von H. Die
Addition ,,.+“ erfillt die folgenden Eigenschaften:

oy + X)) =|x)+10) =[x + o) (Kommutativ-Gesetz) (595)
(Io) +1x)) + [¥) = [8) + (Ix) + [¢)) (Assoziativ-Gesetz) (596)
o) + |0) = |p) (Existenz eines Nullelements) (597)

o) + |—¢) = |0) (Inverses) (598)

Die Existenz eines zu |¢) inversen Elements |—¢) erlaubt die Einfilhrung einer Subtraktion in dem
Sinne, das gelten soll:

@) +1=0) = l¢)—19)=0 , (599)

@) +1-x) = o) - =lo—x) - (600)

Die Multiplikation von Elementen des Hilbertraums mit Elementen ¢, ¢,, . . ., ¢, . . . aus dem Korper
der komplexen Zahlen ist durch die Eigenschaften charakterisiert:

c(|o) +1x)) = cld) +clx) =led) +lex) (601)

(ci+e) @) = cld)+eld) =lcd) +[cg) (602)

(cico) [9) = cileald)) (603)

lj¢) = |¢) . (604)

Letztere Gleichung definiert ein neutrales Element beziglich der Multiplikation. Obige Axioma-
tik (595 — 604) ist uns sehr wohl geldaufig vom dblichen linearen \Vektorraum, z.B. dem R™.

1S, GroRmann, ,,Funktionalanalysis“, (AULA-Verlag, 1988)
2], Weidmann, ,,Lineare Operatoren in Hilbertriumen®, (Teubner-Verlag 1976)
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Der Hauptunterschied ist, dal} die Definition von H Uber den Korper der komplexen Zahlen ge-
schieht. Ebenso ubertrégt sich der Begriff der linearen Unabhéngigkeit. Eine Menge {|¢,), n =
1,2,..., N € N} von Zustandsvektoren heil’t linear unabhéngig falls gilt:

N
dealeny=10) = ¢, =0V n=1---N . (605)
n=1

Hierlber definiert sich die Dimension von # als die Maximalzahl linear unabhangiger Vektoren
aus H. Falls N < oo, so ist # endlich-dimensional, d.h. die Dimension ist abzahlbar. Existieren
aber unendlich viele linear unabhdngige Elemente |¢,,) € #, so ist # unendlich-abzéhlbarer Di-
mension. Dies bedeutet auch, daB jede endliche Untermenge {|¢,), n =1,2,..., M < oo} von
Zustandsvektoren linear unabhédngig ist.

Wir erinnern uns, dal’ zur Beschreibung der klassischen Physik, z.B. im Konfigurationsraum, der
Abstandsbegriff unerlaRlich war. Dazu war der Ubergang vom linearen Vektorraum zu einem affi-
nen Raum mittels der Definition eines geeigneten Skalarproduktes notwendig. Dies begegnet uns
im Rahmen der Quantenmechanik in Gestalt des Axioms

A2: H ist ein unitdrer Raum.

Wir definieren ein Skalarprodukt als eine Abbildung, die jedem Paar |¢) , |¢)) € H eine komplexe
Zahl ¢ € C zuordnet:

(¢, 9) := (o) =ceC . (606)

Dabei haben wir die Notation
o — (p| , ,(bral“-Vektor (607)

den sogenannten (bra|-Vektor eingefiihrt. Das Skalarprodukt (606) erfullt die Eigenschaften:

() = (¥lo)" (608)
(@Y +x) (plv)+(ox) (609)
(plev) = cl{olp)=(c¢|ly) (610)
(lpy > 0V |[p)eH (611)
W) = 0 = [|[)=10) . (612)

Mit Hilfe des definierten Skalarprodukts lassen sich einige wichtige Begriffe einflihren.
Orthogonalitét: Zwei Zustandsvektoren |¢) und |¢/) aus H heiRen orthogonal, falls gilt:

(@l)=0 . (613)
Ferner 1&Rt sich der Begriff der Norm oder Lange ||¢|| des Vektors |¢) definieren:

[l = (@) = Ve . (614)
Jeder Vektor |¢) # |0) 18Rt sich auf Eins normieren:

) B
[9) — |p) == ||¢||_\/W , (elp)y=1 . (615)
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Die oben eingefuihrte Norm impliziert auch einen Abstandsbegriff. Sie erfullt zusatzlich die Schwarz-
sche Ungleichung

1Ll ol > [(1 )] (616)
sowie die Dreiecksrelation
[l + 18l > (19 + oIl > [llLll = lI8ll] - (617)

Ganz im Sinne der durch (600) eingefuihrten Subtraktion versteht sich der Abstand zwischen zwei
Vektoren |¢) und |¢) als

1 — oIl = /(%] — (@) (1) — 18)) = (¥ — gl — o) . (618)

Gegeben ein Zustandsvektor [¢/) zusammen mit einer Folge {|,)} von Vektoren aus H, so er-
moglicht obiger Abstandsbegriff die Definition des Begriffs der Konvergenz. Die Folge {|¢,)}
konvergiert stark gegen |1}, falls gilt:

lim [|o) — ¢hal| =0 . (619)

n—oo

Der Begriff der Cauchy-Folge tbertrégt sich in bekannter Weise: Die Folge {|¢,)} heilt Cauchy-
Folge, falls zu jedem reellen ¢ > 0 ein N(g) € N existiert, so daR fir alle n,m > N(e) gilt:

b — Yml| <€ . (620)

Es ist anschaulich klar, dal3 die bisherige Axiomatik im Falle endlich-dimensionaler Hilbertrdume
vollig ausreicht. Mit Hilfe des oben eingefuihrten Skalarprodukts 1a8t sich nun eine Orthonormal-
basis {|¢n),n=1,..., N} des N-dimensionalen Hilbertraums konstruieren. Wir sprechen von
einem vollstdndigen Orthonormalsystem, falls sich jeder Zustandsvektor |1)) € # als Linearkom-
bination

N
n=1
darstellen 1aRt. Die Entwicklungskoeffizienten c¢,, (c-Zahlen) lassen sich gemaR
N N
<90n| ¢> = Z Cm <€0n |(pm> = Z Cm Onm = Cn (622)
m=1 m=1

als Komponenten des Vektors |¢) beziiglich der Basis {|¢,)} deuten. Um den Ubergang von
endlich-dimensionalen Hilbertrdumen zu abzéhlbar-unendlich-dimensionalen Hilbertrdumen zu
gewabhrleisten, mit solchen haben wir es in der Quantenmechanik meistens zu tun, missen wir
zwei weitere Axiome fordern.

A3: H ist separabel

Dieses Axiom besagt, daB es eine abzéhlbare Menge M von Elementen aus H gibt, die tberall
in 4 dicht ist. Dabei bedeutet die Begriffsbildung ,,dicht, daB zu jedem |¢) € H und zu jedem
e > 0ein [¢,) € M gefunden werden kann, welches die Bedingung ||y — v¥,,,|| < € erfullt, also
beliebig nahe an [1)) liegt. Ergdnzend zur Separabilitét fordern wir als letztes Axiom:

A4: H ist vollstandig.
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Es besagt, daf jede Cauchy-Folge {|v,,)} C M gegen ein |¢)) € H konvergiert. Damit haben
wir alle Axiome des Hilbertraumes zusammengestellt. Die fur alle weiteren Entwicklungen essen-
tielle Konsequenz der Axiome Al bis A4 ist die Sicherstellung der Existenz eines vollstandigen
Orthonormalsystems {|¢,) }, welches den gesamten Hilbertraum H aufspannt. Jeder abstrakte Zu-
standsvektor |1)) 188t sich in der Form darstellen:

) = icn lon) (623)

n

wobei die Notation ¥ sowohl den Fall der Entwicklung nach abzahlbar-unendlichen (eigentlichen)
Zusténden |¢,,) als auch den Fall kontinuierlicher (uneigentlicher) Zustédnde abdecken soll. Kon-
kret schreiben wir:
> ¢ |gn) — eigentliche Zustdnde; n diskret
I: und dim(#) unendlich-abz&hlbar. (624)

n

fdn : |p,) — uneigentliche Zustdnde, n kontinuierlich

Die Orthonormalitatsrelation verstehen wir entsprechend:

Omn eigentliche Zustande
(ol ) =8 o) = { y (625)

d(m —mn) : uneigentliche Zusténde

Aus der Gleichung (623) erhalten wir nach Projektion mit (¢, | die Vektorkomponente:

(ol 6} = Yoen (oml 0a) = Yoemd (min) = e (626)

n n

Setzen wir diese Beziehung fiir die Koeffizienten ¢, in die Entwicklung (623) ein, so erhalten wir
formal:

9) =Y (wal 0 o) = Llon) (ol 9) - (627)
Hieraus 4Rt sich die folgende Darstellung des Einheitsoperators identifizieren:

=Y len) (enl (628)

wobei die Schreibweise das dyadische Produkt aus den Basiszustdnden |, ) bedeutet. Die Glei-
chungen (625) und (628) fassen den Begriff des vollstdndigen Orthonormalsystems noch einmal in
der abstrakten Dirac-Schreibweise zusammen. Jeder einzelne Summand in (628) hat eine anschau-
liche Bedeutung. Angewendet auf einen Zustand [¢)) projeziert er gerade die Vektorkomponente
(x| 1) in Richtung des Basisvektors |¢,,) heraus. Dies fihrt uns auf den Begriff des Projektions-
operators oder kurz Projektors P,

Pri=lon) (0nl 5 Pult) = |on) (nl ¥) (629)

Er besitzt offensichtlich die folgenden Eigenschaften:

ﬁz = 75717571 = ‘Qpn) <§0n| Qpn) <§0n| = “Pn) <90n‘ = 7571 s (630)

=1

[Pu ] =0 . (631)
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Die Beziehung (630) bezeichnet man als die Idempotenz. Sie ist fiir beliebige Projektoren charak-
teristisch.

Mit Hilfe der Vollstandigkeitsrelation (628) lassen sich Skalarprodukte zwischen abstrakten Zu-
stdnden |¢) und |¢)) auswerten. Es &Rt sich geméaRl

(@16) = (o[1]w) = Xienl &) (wal ) (632)

n

uber die Vektorkomponenten (¢, | ¢) und (¢, | 1) bezuglich der Basis |¢,,) berechnen, indem wir
zwischen dem bra-Vektor (¢| und dem ket-Vektor [+) die ,.vollstandige 1 einschieben®.

Wir wollen jetzt die Wirkung linearer Operatoren im Hilbertraum im Rahmen der Dirac-Notation
darlegen. Ein Operator A vermittelt eine eindeutige Abbildung des Hilbertraumzustandes |y auf
den Zustand |¢'), d.h.

W) = Alg) = [A) . (633)

Lassen wir einen Operator .4 auf einen ket-Vektor wirken, so sagen wir: ,.4 wirkt nach rechts*.
Lineare Operatoren sind charakterisiert durch die Eigenschaft

Aler [9) + ¢210) = crAg) + A |9) = 1 | Av) + o | Ag) . (634)

Nachdem wir die Wirkung linearer Operatoren auf Vektoren des Hilbertraums erklart haben, konnen
wir ebenfalls mit Hilfe des Begriffs der Norm die Beschranktheit von A definieren. Ein Operator
A heift beschrankt, falls gilt:

'l = |[(Al))| < Cllvl (635)

Dabei ist C fiir alle Vektoren [+)) aus dem Definitionsbereich D ; von A eine feste Zahl. Die
Beschrénktheit eines Operators hat die unmittelbare Konsequenz, daf? fur eine gegebene Cauchy-
Folge {|v,) }, die gegen den Zustand |¢) € D ; konvergiert, auch die Cauchy-Folge {Wn) = ‘flwn>}

gegen das Bild |¢') = ‘/l¢> konvergiert. Der zu A adjungierte Operator A" vermittelt eine ein-
deutige Abbildung zwischen bra-Vektoren. In der Dirac-Schreibweise driicken wir das folgender-
malen aus:

@ = (vl A") = (Ay| . (636)

Anwenden des adjungierten Operators auf einen bra-Vektor bedeutet: ,.4 wirkt nach links".
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Unitare Operatoren

Ein Operator ¢/ heift unitr, wenn sein inverser Operator gleich dem adjungierten Operator ist

0 =t
oder, dagilt{ U~ =U~'U =1,
Gt =0t =1
Es gilt dann fur beliebige Vektoren |«) und |5)
(alt )= (d'a]8) = (U'o|5)
und ebenso
(#alg) = (ali™'8)
Desweiteren erhalten wir die wichtige Relation

(ta|ti §) = (a0 8) = (a|8)

(637)

(638)

(639)

(640)

(641)

Das Skalarprodukt bleibt bei unitdren Transformationen invariant. Insbesondere bleiben orthogo-
nale Vektoren bei unitdren Transformationen orthogonal. Ist der Operator &/ unitér, so gilt dies

auch fur aZf falls aa* = 1. Ebenso ist der Operator 4™ unitar.

Bevor wir das Produkt von zwei unitdren Operatoren betrachten, wollen wir zundchst nochmals
das Produkt zweier adjungierter Operatoren A und B diskutieren. Fir einen adjungierten Operator

A haben wir
(84]a) = (alA'] 5)
Also folgt fiir das Produkt A8
(21(48)] ) = (a8 5)
Ferner gilt fir adjungierte Operatoren
(8|(4B)|a) = (A'5|B|a) = (B'AlB|a) = (a|B' A" 5)
= {afB]5)
Der Vergleich von (643) mit (644) ergibt
(4B) =B A
Jetzt betrachten wir das Produkt zweier unitarer Operatoren Z/ und V. Es ist

1

@) =vtat=vut = @v)
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Damit ist das Produkt Z/V ebenfalls unitar. SchlieRlich untersuchen wir noch den Operator e,
wobei H ein hermitescher Operator sein soll. Es ist

(@) = (EL6)) =5 L (o

n=0 """ n=0 """

Damit ist auch der Operator e unitr. Ausgehend von einem unitiren Operator { sprechen von
einer unitdren Transformation bezuglich der Zustande, wenn wir schreiben kdnnen

) =u|v) . (649)
Beziiglich der Operatoren sprechen wir von einer unitaren Transformation, wenn gilt
A=uAut . (650)

Hierbei gilt fur den Erwartungswert
<¢;

Der Erwartungswert bleibt invariant bei unitdaren Transformationen.
SchlieBlich untersuchen wir noch die Anderung von Eigenwerten bei unitdren Transformationen.
Es gelte

A

V) = (g Ad|ue)
= (vutuAutu|v)y = (v|Aw) . (651)

Alew) = ailai) (652)
Ala) = @la) . (653)
Dann haben wir
Ala)y = UAU &) = UAUTU ;)
= UA|a) = all|og) = a;|6;) . (654)
Der Vergleich von (653) und (654) zeigt
@ =a; . (655)

Bei unitdren Transformationen bleiben die Eigenwerte erhalten. Eine unitdre Transformation dndert
die Physik nicht.
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Matrixdarstellung von Operatoren

Der Hilbert-Raum ist ein unendlich dimensionaler, unitarer Vektorraum. Der Hilbert-Raum ist ab-
zahlbar unendlich, was bedeutet, dal? die unabhdngigen Vektoren des Hilbert-Raums durch die
natiirlichen Zahlen numeriert werden kénnen. Wir konnen einen beliebigen Zustandsvektor |¢)
nach linear unabhéngigen Basisvektoren |v;) zerlegen. In einem endlich-dimensionalen unitéren
Vektorraum U, flhrt dies auf eine endliche Summe, im Hilbert-Raum # auf eine unendliche Sum-
me

o) =D ok or - (656)
k

Im Unterschied zu der elementaren Vektorrechnung in der klassischen Mechanik sind hier die
Komponenten ¢, des \Vektors |¢) beziiglich der Basis |v;) komplexe Zahlen, die durch den Index
k numeriert werden.

|va)t

o)
o=l

(p1=<v1 |<P> |U1>

Abbildung 11: Ein Vektor |¢) und seine Komponenten ¢, = {vi| ¢).

Wie in der gewdhnlichen Vektorrechnung wird das Rechnen besonders einfach, wenn wir es mit
orthonormierten Basisvektoren zu tun haben,

(U, V) = Oppr - (657)
Wir multiplizieren jetzt (656) skalar mit einem Basisvektor |v ) und bekommen so
(ver| @) = (owlve) or (658)

k

Aufgrund der Orthonormalitét der Basisvektoren, also (657), erhalten wir fuir die Komponenten

or = (v @) - (659)
Dies fuhrt auf die Identitat
) =" Juk) (k| ) . (660)

k

Man bezeichnet ein System von Basisvektoren |v;) als ein vollstandiges, normiertes Orthogonal-
system, wenn sich jeder Vektor |¢) des betrachteten unitdren Raums durch (660) darstellen 1aRt.
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Beziiglich der vollstdndigen Orthonormalbasis |v,) kdnnen wir den Zustandsvektor |¢) auch dar-
stellen durch den Spaltenvektor

©1
©2

o) — | : (661)
Pm

dessen Elemente gerade die Projektionen von |¢) auf die Basiszusténde |vj) darstellen

or = (ul) - (662)

Wir wollen uns jetzt der Matrixdarstellung von Operatoren zuwenden. Hierzu betrachten wir zundchst
das aus den beiden Vektoren |u) und |v) gebildete dyadische Produkt

u) (v] . (663)

Diese Grole ist im Gegensatz zum Skalarprodukt (u|v) ein Operator. Wir wenden das dyadische
Produkt auf den Vektor |¢) an; dabei entsteht der \ektor | X')

o) 8 1x) = Ju) (0] ) (664)

Der neue Vektor |X') ist also parallel zu |u) und unterscheidet sich von diesem durch den Zahlen-
faktor (v| ¢). Die Reihenfolge der Vektoren im dyadischen Produkt ist von wesentlicher Bedeu-
tung, weil das dyadische Produkt |v) (u| im allgemeinen einen anderen Vektor

&) = [v) (ul ¢) (665)

ergibt. Betrachten wir nochmals die Zerlegung des Vektors |¢) nach dem Orthonormalsystem |vy),
also

9= o) (= (S lon) ) I (©66)
k k
Wir erkennen, dal’ der Ausdruck in der Klammer wie der Einheitsoperator wirkt. Damit haben wir

1= 3 ) (vl (67)
k

Mit Hilfe dieses Einheitsoperators schreiben wir nun einen Operator A als

./Al =1 ./211 = Z |’Uk> <’l)k ‘/Al‘ Ul> <’Ul| . (668)
k,l

Dies ist die Matrixdarstellung des Operators .A. Die Matrixelemente sind
A = (o |Alw) (669)
In die Ortsdarstellung tbersetzt haben wir

Ay = /vZ(x) Av(z) dz . (670)
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Fiir die Matrix A des Operators A haben wir

A A -0 Ay
A21 A22 Tt A2l
A= (Ay) = : : : (671)

Alcl Ak2 Akl

In diesem Zusammenhang definiert man unter der Spur des Operators .A die Summe der Diagonal-
elemente der zugehdrigen Matrix A

k
Wir bilden durch den Operator A den Zustand |) auf den Zustand | X') ab
Z A |vk) (k| @)

Xy = Alp
= ; . (673)

entsprechend konnen wir fiir den Zustand | X’) schreiben
k

Wir projezieren mit (v;| und erhalten

X => <Uz ‘A‘ Uk> ok =Y Awpr - (675)
k k
In Matrixschreibweise kdnnen wir dies darstellen als
X1 A Ay - 1
Xy Ay Ay - ©2
: = : : : E : (676)
X, e Ay e O
Wir betrachten jetzt die Eigenwertgleichung
Alay=ala) | 677)
wobei a der Eigenwert des Operators A ist. |a) ist der Eigenzustand. Damit gilt auch
Z (<vk ‘fl‘ Uk/> — aékk/) (vgla) =0 Vk . (678)
kl
Mit
ar = {vi| @) (679)
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kdnnen wir die Eigenwertgleichung in Matrixnotation darstellen.

(A11 — CL) A12 e ay 0
Ag (Az —a) --- ag =0 : (680)

Wir hatten gezeigt, dal wir den ket-Zustand |p) als Spaltenvektor auffassen kdnnen. Den bra-
Zustand (| mussen wir mit konjugiert-komplexen Komponenten schreiben

(ol =D_ (@ o) (vl =D (vkl )™ (v (681)

k k

Dies impliziert die Zuordnung

(0] = (@5, @by vy Phyn) (682)
Fur das Skalarprodukt zweier Hilbert-Vektoren gilt demnach
(Xlp) =D (X[ w) (vl ) =D Aoy (683)
k k
oder
1
©2
(X|g)y — (X7, Xy, . X)) : (684)

Pk

Fur den adjungierten Operator galt die Bedingung

(4] = (o] T]5)" . (685)
Ubersetzt in die Matrixschreibweise lautet dies

(af), =45 (686)
Speziell fir hermitesche Operatoren gilt also

Ay = Aj, (687)

Bei hermiteschen Matrizen entspricht die komplex-konjugierte und transponierte Matrix der Ori-
ginalmatrix.
Das Produkt zweier Operatoren A und 5 entspricht der bekannten Matrixmultiplikation. Wir haben

(A B)” = <Ui A‘é‘ Uj> =
Z <Uz' A‘ Uk> <Uk ‘B‘ Uj> = Z Aszk] . (688)
k k
Hierbei haben wir einen vollstdndigen Satz von Eigenzustdnden eingeschoben.

Einen Spezialfall stellen die Matrizen unitérer Operatoren #/ dar. Aufgrund von 24t = ¢4 ~! gilt fiir
die Matrizen

™), =Ua - (689)
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Wir kdnnen uns leicht klar machen, da die Zeilen und Spalten einer unitdren Matrix orthonormiert
sind. In der klassischen Mechanik hatten wir orthogonale Transformationen behandelt

X'=AX | (690)
wobei fir die Matrixelemente a;; von A galt
3
Z a0y = Op (691)
=1
3
Z ari O;i = Op - (692)
=1
Wir verallgemeinern jetzt diese Relation auf den unitdren Vektorraum. Aus
utu=1 (693)
bekommen wir
> (UY)., Uk =6, (694)
k
und weiter
Y UiiUkj=6i (695)
k

Ebenso konnen wir mit 24 24T = 1 verfahren.

Wahlt man als Basis des Hilbert-Raums gerade den vollstandigen Satz |a,) von Eigenzustdnden
des hermiteschen Operators .4, dann hat die zugehorige Matrix A Diagonalform, wobei in der
Diagonalen gerade die Eigenwerte a,, von A stehen.

Alon) = anlon) (696)
hieraus folgt

(m | Al an) = An = @0 Oy, (697)
d.h.

ay
a9 0

A= (698)

Es gibt stets eine unitdre Transformation, die eine Matrix A auf die Diagonalgestalt (698) bringt.
Dies erkennt man folgendermafien:

aiij = <ozi .Aozj>
= > ailen) (¢n | A om) (Pml ) (699)

n,m
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<cpn ‘A‘ g0m> = A, ist das (n, m)-Matrixelement von A in der o-Basis. Wir definieren
Uin = {0t [i2n) (700)
als das (i, n)-Element der Matrix U. Dann ist das (mn, j)-Element der adjungierten Matrix U

(oml @) = (0 lom)" = U = (UT) . (701)

mj

Damit wird aus (700)

A in der p-Darstellung ist nichtdiagonal. Die unitdre Matrix U, die A diagonalisiert, ist aus den
Eigenfunktionen von A aufgebaut. Nach (700) stehen in der i-ten Zeile die konjugiert-komplexen
Komponenten des i-ten Eigenzustandes |«;) in der ¢-Basis.

Als eine wichtige Operatoridentitat wollen wir noch die Spektraldarstellung eines Operators ange-
ben. Wir hatten den Operator A mittels des dyadischen Produkts |v;) (v;| geschrieben als

./[t = Z Akl "Uk> <’Ul| (703)

k,l

mit den Matrixelementen

Ay = <vk ‘fl‘ vl> . (704)
Als spezielle Basis des Hilbert-Raums betrachten wir jetzt die Eigenzustande des Operators A mit

Alog) = a; |og) (705)
Dann wird aus den Matrixelementen

Ay = <ozk ‘A‘ ozz> =y (706)
und es resultiert fiir den Operator A in (703)

A=Y a|a) (o . (707)
l

Dies ist die Spektraldarstellung des Operators .A.
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Vertauschbarkeit von Operatoren

Wir wollen nun zeigen, daB zwei Operatoren £ und M vertauschbar sind, sofern sie ein gemein-
sames System von Eigenfunktionen besitzen. Diese gemeinsamen Eigenfunktionen seien ¥,, (x).
Wir haben dann

£y, = L,9, |, (708)
MU, = MV, . (709)
Wir multiplizieren (708) von links mit A und (709) mit Z,

~

ML, = L,M,¥, |, (710)
LMY, = L,M,5¥, . (711)

Wir subtrahieren beide Gleichungen voneinander und erhalten
(ML - LM) T, =0 . (712)

Wir haben gelernt, da wir jede Funktion ¢ nach den Basisfunktionen ¥,, (z) entwickeln kdnnen.
Somit bekommen wir

(ML= LM) =3 co(ML—LM) ¥, =0 . (713)
Somit folgt auch allgemein
ML—LM=0 . (714)

Wir wollen jetzt umgekehrt zeigen, daf die vertauschbaren Operatoren £ und M auch gemeinsame
Eigenfunktionen besitzen. Aus Einfachheitsgriinden beschranken wir uns in der Beweisfiihrung auf
nichtentartete Systeme. Fir entartete Systeme gilt die SchluBfolgerung jedoch gleichermalien. Die
Gleichung fur die Eigenfunktionen des Operators £ lautet

LU =LT . (715)

Wir lassen auf diese Gleichung von links den Operator M wirken und 4ndern die Reihenfolge
ML in £M ab. Damit erhalten wir

L(MT) =L (M) . (716)
Somit ist die Funktion
U = MU (717)

ebenfalls Eigenfunktion des Operators £, die zu dem gleichen Eigenwert L gehdrt. Damit kann
sich ¥’ von ¥ nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden, d.h.

v =MU . (718)
Wir haben daher
MU = MU | (719)
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woraus folgt, daR ¥ ebenfalls eine Eigenfunktion des Operators M ist.

Damit in der Quantenmechanik nun Zustédnde bestehen, in denen zwei physikalische MeRRgroflien
L und M gleichzeitig eindeutig bestimmte Werte besitzen und somit gilt ALZ = 0 und AM?2 = 0,
ist es zwingend erforderlich, dal? die Wellenfunktion eines solchen Zustandes eine gemeinsame
Eigenfunktion der Operatoren £ und M ist. Aber die Gleichungen

LU, = LU, |, (720)
MU, = MUy (721)

fiir die Eigenfunktionen der Operatoren £ und M besitzen im allgemeinen verschiedene Lésungen,
d.h. ¥, # ¥,,. Daher wird in den Zustdanden ¥; mit einem bestimmten Wert von L und damit
AL? = 0 die GroRe M keinen eindeutig fixierten Wert haben, d.h. AM?2 > 0, und umgekehrt im
Zustand W, mit einem bestimmten Wert von M die GrolRe L keinen fixierten Wert haben. Nur in
besonderen Féllen haben zwei GroRen L und M gleichzeitig einen bestimmten Wert. Dazu muf
W, = ¥, sein. Das gemeinsame Eigenfunktionssystem bedingt aber die Vertauschbarkeit der
assoziierten Operatoren £ und M. Es muR also fir die gleichzeitige eindeutige MeRbarkeit der
GroRen L und M gelten

LM =ML . (722)

Uneigentliche Vektoren

Die Theorie des Hilbert-Raums setzt voraus, dafl die Zahl der Zustédnde hochstens abzéhlbar un-
endlich ist. Es mu Separabilitdt der Zustdnde gewahrleistet sein. Dies gilt aber zum Beispiel fur
die kontinuierlichen Eigenzustande des Orts- und Impulsoperators sicherlich nicht. Schon bei der
Diskussion der Ebenen Wellen hatten wir es mit nichtabzahlbar unendlich vielen Zustéanden zu
tun, die auch nicht im tblichen Sinn auf 1 normiert wurden. Wir missen hier eine Erweiterung
des Hilbert-Raums suchen. Wenn die physikalische GroRRe « einen kontinuierlichen Wertevorrat
durchlauft, macht die Indizierung mit o; natrlich keinen Sinn.

Neben den eigentlichen Hilbert-Vektoren fiihrt man uneigentliche Vektoren ein, die man auch
als Dirac-Vektoren bezeichnet. Man fiihrt hierbei Grenzwertprozesse durch. Die Herleitung des
Fourier-Integrals aus der Fourier-Reihe ist ein Beispiel fiir den Grenziibergang von einer Zahlen-
folge ¢y zu einer kontinuierlichen Folge ¢ (k). Wir gehen zundchst aus von einem diskreten Satz
orthonormierter Hilbert-Raum-Vektoren |vy ax), wobei Ak den Abstand benachbarter &-Werte an-
gibt. Den Ubergang zu kontinuierlichem % bilden wir im Skalarprodukt mit einem beliebigen,
festen Hilbert-Raum-Vektor |¢) den Grenzwert

o (Ukak[9)
dm s ar —e® 722)

Den sich so ergebenden, komplexen Zahlenwert ¢ (k) wollen wir als Skalarprodukt zwischen |¢)
und einem formalen Vektor ‘v,§7> auffassen, den wir einen Diracschen Vektor nennen

o (k) = (vP| o) (724)
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mit

D\ _ v |Vkak)
o) = Jim
Damit erhalten wir flr die Zerlegung von |y)
) = Hm 3 fvkak) (vearl ©)
k

= Im e (et ) o
Hierfiir kann man auch ein Integral tiber  schreiben
o) = [ [oP) (vP| o) dk = [ |vF) e (k) i
Wir multiplizieren diese Gleichung skalar mit |vZ )

(4B]6) = [ (oB|o8) (oF] o

Fur die Diracschen Basisvektoren erhalten wir somit die Orthonormierungsbedingung

(P B) =0 (k—k)

Im folgenden fassen wir die Schreibweisen
o) = Xk: |Uk) Pk

und
) = [ |oP) e (k) b

einheitlich zusammen in

) = Y ow) o () b
k
Entsprechend gilt fiir das Skalarprodukt

(elv) = Yo 1) x (k) dk = Yol lon) (el ) ok
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Die Unscharferelation

Wir hatten die mittlere quadratische Schwankung als MaR fiir die Streuung der MeRresultate um
den Erwartungswert definiert

AL = (<qf 2wy~ (w2 \1:>2) ko (735)
AL ist genau dann Null, wenn ¥ Eigenzustand von £ ist, d.h.

LU =LT . (736)
Auf der rechten Seite von (735) steht dann

(2? - L2)1/2 =0 . (737)

Fir die weiteren Berechnungen bendtigen wir die Schwarzsche Ungleichung fir Vektoren |¢) und
|x). Es gilt

ol - lIx[l = [{e x| (738)
mit der Norm eines Vektors

lell =/ (ele) - (739)
Fur das Skalarprodukt gilt stets

(ele) >0 . (740)

In der reellen Vektorrechnung ist die Schwarzsche Ungleichung stets erfillt, da fur zwei Vektoren
gilt
A-B=A Bcos® |, (741)

wobei © der Zwischenwinkel zwischen den Vektoren A und B ist. Mit H[f” = A und HEH =B
haben wir

|A[[|B]>|4-B =|A-Bcoso] . (742)

Da |cos ©| < 1ist (742) stets erfillt. Die Schwarzsche Ungleichung IRt sich aber auch im unitéren
Vektorraum leicht verifizieren. Wir gehen aus von den beiden Vektoren |p) und |x). Den Vektor
|x) zerlegen wir in eine Komponente parallel zu |) und in eine Komponente |o) senkrecht zu |¢)
mit

(¢lo) =0. (743)

Projizieren wir in der reellen Vektorrechnung den Vektor k auf den Ortsvektor 7, so kdnnen wir
fur die Komponente von & parallel zu 7 schreiben

E“:(E-F)F_(E-F)F | 740

r? I7]/*

106



Abbildung 12:

Genauso haben wir im unitéren Vektorraum fiir die zu |¢) parallele Komponente von |x)

)y = ||e0)<w2|)x> ’ (745)
[l
also insgesamt
) = e gy (746)
el

Jetzt betrachten wir (x| x), und es ergibt sich

DL o (747)
el

(xIx) = IIxlI* =

Daraus folgt durch Multiplikation mit ||||* sofort die Schwarzsche Ungleichung (738). Das Gleich-
heitszeichen gilt nur dann falls |o) = 0, falls also |x) und |p) parallel sind, |x) = «|p). Die
Schwarzsche Ungleichung werden wir bei der Ableitung der Heisenbergschen Unscharferelation
bendtigen.

Wir betrachten zundchst nochmals die Streuung einer Observablen L bei mehrfacher Durchfiihrung
einer Messung um den Mittelwert <ﬁ> Die Streuung von L definieren wir als Erwartungswert

der quadratischen Abweichung von <L> also als Erwartungswert des Operators (L — <[‘,>)2 im
Zustand |¥). Damit haben wir

(AL)? = <\1; ‘(r: —(£))’ q;> . (748)
Es resultiert

(aD? = (v|22|w) - (v|f]w) . (749)
Wenn £ hermitesch ist, ist auch £ — <£> hermitesch. Damit kdnnen wir ausgehend von (748)
schreiben

(w|(e-(2))" w) = (£~ (&) w| (£~ (£))v) (750)
und daher

An?= (- ()| >0 . (751)
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Die Unschérfe

AL =+/(AL)? (752)
ist also gerade die Lange des Vektors ‘(E - </:>) \Il>

AL = H (£-(L)) po >0 . (753)

In dieser Operatornotation miissen wir hinter dem Erwartunswert <L> stets den Einheitsoperator 1
verstehen. Der Einheitsoperator wird nicht explizit aufgefiihrt.

Wir wenden uns jetzt der Ableitung der Unscharferelation zu. Sind zwei Observable nicht mitein-
ander vertraglich, d.h. ihre Operatoren F und G sind nicht vertauschbar, so existiert im allgemeinen
kein Zustand, fiir den die Streuung (AF)” und (AG)? gleichzeitig Null ist. Es muR also eine Be-
ziehung zwischen den Unschérfen AF und AG bestehen, die das gleichzeitige Verschwinden von
AF AG ausschlief3t. Dies ist die Heisenbergsche Unscharferelation.

Wir betrachten die Streuung der Operatoren  und G, die durch die hermiteschen Operatoren

f=F-(F , (754)

g =6-(9) (755)
gegeben ist durch

(ar)? = |fe (756)

AG)* = [g9|* . (757)

Wir wenden nun die Schwarzsche Ungleichung auf (757) an

(AF)-(AG) = |F| - 19wl > [(Fo 1gw)[
= (Fulgw) (gu|iw) = (v |igw) (v oo
= (f4)(sf) - (758)

Wir zerlegen nun das Produkt der hermiteschen Operatoren in einen Antikommutator- und in einen
Kommutatoranteil in der folgenden Form

; fo+a9f . f9—3af
+ 1 -

fi = = T (759)

s fa+af  fa—af

9f = AT (760)
Damit bekommen wir aus der Ungleichung (758)

A My 2 A aA\y 2

(AF)?- (AG)? > (U“]Qﬂ) + (@) | (761)
Wir setzen jetzt die Definition von f und g ein. Es folgt

(fa) = (F-(5)(G-(9)

- (7)) re2)
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Damit wird aus (761)

PPN 2 2

(AF)? . (AG)? > (@ _ <_73'> <g>> + (@) ] (763)

Der erste Term auf der rechten Seite ist quadratisch und damit positiv definit. Wir lassen diesen
Term weg und erhalten damit als untere Schranke furr das Produkt AF' - AG

AF-AG > ‘%qu])‘ . (764)

Dies ist die Unschérferelation. Auf der rechten Seite steht der Erwartungswert des Kommutators
zwischen F und G.
Als Beispiel betrachten wir jetzt 7 = p; und G = #. Mit

[Di, Tk] = — iR O (765)

folgt fur die Unschérferelation

Ap- Aag > Doy (766)

Mit F = F (21, ...,p1,...) und den Kommutatoren

(7.2 = —ih or (767)
Opx
5 OF
[F.ox] = +ih o (768)
8$k
folgen die erweiterten Unscharferelationen
hl|/oF
AF - Az; > — , 769
e ‘<3ﬁi >‘ (769)
AF - Ap; > h 6.?” : (770)
Aus der Drehimpulsvertauschungsrelation
(L1, L) = ihLs (771)
resultiert als Unschérferelation
hi/-
AL ALy > 5 \<Lg>\ . (772)
Ist & Eigenzustand von £5 mit dem Eigenwert L; = fim, so folgt speziell
1
ALy - ALy > §h2m . (773)

Das Produkt der Unscharfe einer Energiemessung und einer Zeitmessung, also AE - At, bedarf
einer gesonderten Betrachtung und wird spéter nachgeholt.
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Vorbemerkungen zum Mel3prozel3 in der
Quantenmechanik

Die Quantenmechanik verstehen zu wollen, bedeutet fur den Studenten sich zunéchst vertraut zu
machen mit der Mathematik des Operatorkalkiils und den Losungen der Schrodinger-Differential-
gleichung. Ferner gibt es drei Grundphdnomene, die angesichts unseres, nach klassischen Gesichts-
punkten gepragten Vorstellungsvermodgens gewdhnungsbediirftig erscheinen und einer ausfuhrli-
chen Diskussion beddrfen.

Wir hatten bereits die Interferenzfahigkeit quantenmechanischer Prozesse behandelt. Beim Dop-
pelspaltexperiment hatten wir erkannt, dal? die Intensitatsverteilung der Elektronen auf dem Schirm
im Fall von zwei Offnungen nicht mit der Summe der Intensitétsverteilungen tbereinstimmt, die
wir messen kdnnen, wenn wir jeweils eine der beiden Offnungen schlieBen. Die Intensitétsvertei-
lung resultiert als Absolutbetragsquadrat einer komplexwertigen Amplitude, die aber selbst nicht
beobachtbar ist. Wir haben hier

Lo = Uy +Wo|* £ I + I, = |0, > + |0,]* . (774)

Beim Doppelspaltexperiment gab es zusatzliche Strukturen bei der Intensitatsverteilung I, die
aus den Interferenzen der beiden Mdoglichkeiten fir die Elektronen beim Durchgang durch die
beiden Spalten folgen. Dies ist ein typisches Phdanomen fiir eine wellenmechanische Erscheinung.
Die zweite ungewohnte Denkvorstellung ist in der Unvertraglichkeit der gleichzeitigen Messung
zweier GroRen begriindet, sofern die assoziierten Operatoren nicht miteinander kommutieren. Ent-
sprechend der Unscharferelation kdnnen beispielsweise Ort und Impuls nicht gleichzeitig mit be-
liebiger Genauigkeit gemessen werden. Fir das Produkt der Unschérfen gibt es eine Untergrenze,
die prinzipiell nicht unterschritten werden kann. Im Rahmen der klassischen Physik konnen wir die
Position und die Geschwindigkeit eines Planeten auf seiner Umlaufbahn im Prinzip beliebig genau
messen, indem wir beispielsweise das vom Planeten emittierte Licht vermessen. Aber auch hierbei
muRten wir streng genommen die Strahlungsriickwirkung des Lichtes auf den Planeten in Rech-
nung stellen, die in der klassischen Physik vernachlassigt wird. Wollen wir den Ort und den Impuls
eines Elektrons préazise bestimmen, missen wir im Rahmen des Mel3prozesses beispielsweise das
Elektron mit Photonen bestrahlen. Dadurch éndert sich aber automatisch Ort bzw. Impuls des be-
trachteten Teilchens. In der Quantenmechanik kann der Mel3prozeR nicht mehr unabhéngig von
den Teilcheneigenschaften betrachtet werden. Das quantenmechanische Teilchen und der MeRpro-
zel} bilden vielmehr eine Einheit, die Separierbarkeit kann nicht mehr gewéhrleistet werden.

Ein drittes neuartiges Phanomen liegt im TunnelprozeR begriindet, der spater noch ausfiihrlich
behandelt werden mul3. Betrachten wir beispielsweise einen doppelten Potentialtopf und setzen
zum Zeitpunkt ¢ = 0 in die linke Potentialmulde.

Die Energie E; des Elektrons sei kleiner als die Potentialhdhe V;,, des Potentialberges in der Mitte.
Zum Zeitpunkt t=0 soll sich das Elektron mit der Wahrscheinlichkeit w (t = 0) = 1 im linken
Potentialtopf befinden. Im Rahmen der klassischen Physik wird sich, da V,,, > FE; gilt, das Elektron
mit w = 1 im linken Potentialtopf befinden, da der Potentialberg nicht iberwunden werden kann.
Im Rahmen der Quantenmechanik werden wir aber feststellen, daf fur ¢ > 0 folgt, dal® auch fir
den rechten Potentialtopf gilt w (¢ > 0) # 0. Das Elektron kann den Potentialberg durchtunneln.
Es gibt weitere essentielle Phdnomene, die die Quantenphysik grundlegend von der klassischen
Physik unterscheiden. Gerade diese gravierenden Unterschiede zu klassischen Vorstellungsweisen
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w(t=0)=1

w(t>0)=0

v

Abbildung 13: Doppelter Potentialtopf

bedirfen einer ausfiihrlichen Diskussion.
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Projektionsoperatoren

Projiziert man einen beliebigen Vektor |¢) auf einen vorgegebenen Einheitsvektor |u) mit ||u|| = 1,
so entsteht in Richtung von |u) der Vektor |u) (u |p). Diese Zuordnung von Vektoren wird durch
den Projektionsoperator P, bewirkt. Es ist

Pule) = [u) (ule) (775)
also

Pu = |u) (u| . (776)

Abbildung 14: Zweidimensionale Veranschaulichung der Wirkung des Projektionsoperators P,

Dieser lineare Operator ist idempotent, d.h. er hat die Eigenschaft

A

PP, (777)
Wir erkennen dies folgendermafien

Pi o= Pulu)(ul = |u) (ulu) (ul = Ju) (u] = Py . (778)
Fir orthogonale Vektoren |u;) und |us) ist sofort einsichtig, daR folgt

PuPu, =0 . (779)
Zusammenfassend haben wir damit

PuiPuy = 0 Pu; - (780)
Der Projektionsoperator P, ist ferner hermitesch, denn es gilt
(X|Pup) = (xlu) (ulp) = (olu)* (ulx)’ (781)

= (e[Pux) = (Pux|¥) . (782)

Die Matrixelemente von P, in einer Basis |v;) lauten

(o

Die Normierung ||u|| = 1 impliziert, daB ferner gilt

Puvk ) = (il u) (ulox) = u (K) u” (k) . (783)

SpP, =1 . (784)
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| Us)

A

|p)

> |u,)

| Rp)
lu)

Abbildung 15: Projektion des Vektors |) auf den aus |u1) und |us) aufgespannten Unterraum U.

Wir konnen nicht nur auf den Vektor |u) als eine spezielle Untermenge des betrachteten unitéren
Raums projizieren, sondern auch auf einen Unterraum U, der durch die orthonormierten Vektoren
|uq) aufgespannt wird.

In diesem Fall lautet der Projektionsoperator

Dy = I\uo) (Ug|dar (785)

Dieser Projektionsoperator ﬁg ist wieder hermitesch und idempotent.
Die Eigenwertgleichung eines Projektionsoperators 7P, der auf den Einheitsvektor |u) projiziert,
hat die einfache Gestalt

Pulur) = ) (ulug) = Llug) (786)
Hieraus folgt, dal ein Eigenvektor die Richtung von |u) hat, und der zugehorige Eigenwert ist 1,

L =1 (787)
fur

ug) = lu) (788)
Die anderen Eigenvektoren stehen alle senkrecht auf |u) und gehdren zum entarteten Eigenwert 0,

L =0 (789)
fur

(wlu,) = 0 . (790)
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Der Produktraum

Bei vielen physikalischen Problemen besteht das betrachtete System aus Teilsystemen, zwischen
denen eine Wechselwirkung herrscht. Hier ist es oftmals zweckmaRig von den unitdren Rdumen
Ui, U,,... der unabhéngigen Teilsysteme auszugehen und aus diesen den unitdren Raum U des
zusammengesetzten Systems aufzubauen.

Wir betrachten die Vektoren |¢;) und |p9) aus dem unitdren Raum U; bzw. Usy. Wir bilden formal
das Produkt, das kommutativ sein soll,

[p102) = |01) [02) = |2) [p1) - (791)

Dieses direkte Produkt ist wieder ein Vektor. Dieser Vektor |¢1¢5) liegt aber weder in U; noch in
Us, sondern im Produktraum

U=U, xU, . (792)
Aus der Distributivitat

p1) = alur) + blor) (793)
in U soll folgen

[p1p2) = aluips) +blviga) . (794)
Unter dem Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren |1 p9) und |x;x2) verstehen wir den Ausdruck

(P12 Ix1x2) = (@1 [x1) (w2 [x2) - (795)

Dies ist das Produkt der Skalarprodukte in den Raumen U; und U,. Mit der Vollstandigkeit der
Basisvektoren |vy 1) und |v; 2) von U; und U, sind auch die |vy 1v;2) vollstandig in U, d.h.

Ziihﬁc,l%ﬂ) (Vg v dkdl =1 . (796)
k1
Ein beliebiger Vektor |) aus U hat demnach die Zerlegung
) = X lonivia) ¢ (6, 1) dha (797)
k1
mit
@ (k1) = (ukauiel @) - (798)

SchlieRlich sei noch darauf hingewiesen, dal’ die Konstruktion eines allgemeinen Produktraums
U:U1XU1XU3X"'UN (799)
aus mehreren unitdren Raumen Uy, Us,...,Uy in vollig analoger Weise mittels der Vektoren

102 -+ oN) = |1) [2) < loN) (800)

mdoglich ist.
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Das bisher erarbeitete Operatorkalkil 143t sich natirlich gleichermalRen in den Produktraum Gbert-
ragen. Ist der Operator £, nur im Raum U; definiert mittels

El \@1) = ‘Xl) ) (801)
so haben wir im Produktraum
£1 ‘S01902> = ‘X1902> - (802)

Das Produkt zweier Operatoren £, und M., die jeweils unabhangig voneinander in Uy fiir £; bzw.
U, fur M, wirken, ist unabhéngig von der Reihenfolge der Operatoren, d.h.

(L1, Ma] =0 (803)

Zum MelRprozel3

Die urspriingliche Fragestellung in der Anfangsphase der Quantenmechanik, ob das Elektron ein
klassisches Korpuskel oder eine Welle sei, konnte nicht eindeutig beantwortet werden. Vielmehr
entscheidet erst der Mel3prozeR, ob sich ein Elektron unter gegebenen physikalischen Randbedin-
gungen mehr wie ein Korpuskel oder wie eine Welle verhélt. Die Frage nach der eigentlichen Natur
des Elektrons ist physikalisch nicht angebracht. Aufgabe der theoretischen Physik ist es hingegen,
bei einem vorliegenden Mel3prozeR Vorhersagen fiir die Wahrscheinlichkeit fur das Eintreten eines
gewissen MeRergebnisses zu machen. Elektronen und Photonen sind weder klassische Teilchen
noch Wellen, sondern sie verhalten sich bei bestimmten Experimenten so, als ob sie makrosko-
pische Teilchen wéren, wahrend sie sich in anderen Versuchsanordnungen wie makroskopische
Wellen duRern. Dabei wirkt die MeRapparatur jeweils als Projektor von der Quantenwelt in die
klassische Physik. Fragen uber die Natur des Elektrons an sich, d.h. unabhéngig von der Mel-
apparatur, sind experimentell prinzipiell nicht entscheidbar und daher physikalisch sinnlos. Stets
mussen wir im Mel3prozel? die Wechselwirkung zwischen dem MelRobjekt und der Mel3apparatur
in Rechnung stellen. Bei der Messung an mikroskopischen Objekten ist es also prinzipiell nicht
mdoglich, vom Einfluf der MeRapparatur zu abstrahieren. Eine beobachtete GrofR3e resultiert aus
einer Beziehung zwischen Objekt und MeRapparatur. Mit dem Begriff einer physikalischen Obser-
vablen ist also letztlich stets eine diese Grofie messende Apparatur verknipft.

Wir haben gelernt: Die Observablen L eines physikalischen Systems werden beschrieben durch
hermitesche Operatoren £ = £1 in einem unitdren Raum U.

Man kann durch eine Messung P;, entscheiden, ob von einer Observablen £ ein vorgegebner Wert
L eingenommen wird. Die Messung der Observablen P, liefert nur Ja-Nein-Aussagen, denen wir
die MeRwerte 1 oder 0 zuordnen. Diese Observable wird quantentheoretisch durch den Projekti-
onsoperator Py, = |uz) (uy| auf den zum Eigenwert L gehorenden Eigenvektor |u,) des Operators
L beschrieben. Es gilt

73L ‘UL’> = 0L ‘UL’> (804)

Die Zuordnung einer Observablen zu einem quantenmechanischen Operator ist nicht eindeutig.
Fuhrt man ndmlich an hermiteschen Operatoren £ eine unitdre Transformation ¢/ mit

U =y (805)
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aus,
L — L'=uLut |, (806)

so erhalt man einen neuen Satz von Operatoren £/, die wieder hermitesch sind, dieselben Eigen-
werte wie £ besitzen und die gleichen Kommutatoreigenschaften besitzen. Die Gesamtheit der die
quantentheoretischen Observablen beschreibenden hermiteschen Operatoren ist also nur bis auf
eine Unitar-Aquivalenz festgelegt.

Aus der Diskussion der Unscharferelation wissen wir, da fir die gleichzeitige Bestimmung gewis-
ser GroRen eine endliche Genauigkeitsgrenze existiert, die prinzipiell nicht unterschritten werden
kann. So kann beispielsweise die Genauigkeit der Impulsmessung nicht gesteigert werden, sofern
man nicht gleichzeitig eine Verringerung der Ortskenntnis in Kauf nehmen will.

Auch der Melprozel3 an sich kann als Projektion verstanden werden. Den Zustand eines quan-
tenmechanischen Systems beschreiben wir durch den Hilbert-Vektor |4), den Zustandsvektor, in
einem unitdren Raum. |¢)) enthdlt alle Informationen uber das betrachtete System. Wir kdnnen im
folgenden von einem normierten Zustandsvektor ausgehen,

l¥ll=1 . (807)

Der Zustand eines quantenmechanischen Systems wird durch diesen Einheitsvektor |) im unitéren
Raum vollig beschrieben.

Eine Observable ist eine physikalische GroRe, fiir die wir zumindest im Prinzip eine MeRapparatur
realisieren konnen. Diesem Mel3prozeR ordnen wir von der theoretischen Beschreibung her einen
linearen, hermiteschen Operator, £ = £1, zu. Fihrt man an dem System die Messung einer Obser-
vablen L sehr oft aus, und ist vor jeder Messung das System immer im gleichen Zustand |¢), so
ist der Mittelwert der MeRergebnisse, der Erwartungswert, gegeben durch

(L) = (v \w) . (808)
Mit dem Projektionsoperator oder auch dem statistischen Operator

Py = 19) (0| (809)
kdnnen wir auch schreiben

(LY =5p(PyL) . (810)
Mit einem vollstandigen Basissystem kdnnen wir die Zerlegung vornehmen

) = Yolow) 6 (k) dk (611)

k

mit

Y (k) = (vg| ) (812)
und

qu* (K)o (k)dk=1 . (813)

k
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Damit 1&Bt sich auch der Erwartungswert schreiben als

k

Die Erwartungswerte kommen also durch das Zusammenwirken zweier hermitescher Operatoren
zustande, des statistischen Operators 75¢ des Zustands des Systems und des Operators £ der zu
messenden Observablen.

Wir betrachten nun jene spezielle Richtungen |+.) des Zustandsvektors, fur die die Messung von
L streuungsfrei ist, d.h. die mittlere quadratische Abweichung vom Mittelwert verschwindet. Dazu
ist es notwendig und hinreichend, dal}

(£~ (L)) ¥r) =0 (815)

oder
Lige) = (L)1) - (816)

|1bc) mul also Eigenvektor von £ und <ﬁ> der zugehdrige Eigenwert sein. Ergibt sich bei einer

Messung von £ ein MeBwert mit Sicherheit, so ist der MeRwert ein Eigenwert L von £, und der
Zustandsvektor muf vor der Messung die Richtung des dazugehdrigen Eigenvektors |u ;) gehabt
haben,

) ~ u) - (817)

Auch bei einem beliebigen Anfangszustand [¢) vor der Messung sind die tberhaupt moglichen
MeBwerte einer Observablen die reellen Eigenwerte L des hermiteschen Operators £. Der Zu-
standsvektor geht aufgrund der Einwirkung der MeRapparatur in die Richtung des Eigenvektors
luz) von L iber, der zu dem gemessenen Eigenwert L gehort.

Die Messung des Eigenwertes L entspricht dem Ubergang

vy — ) =lu) . (818)

Man spricht hierbei von einer Reduktion des Zustandsvektors durch die Messung.

[¥)
[y)=1u)

Abbildung 16: Reduktion des Zustandsvektors [¢)) — |¢') durch eine Messung.
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Durch den Ausgang der Messung wird die Richtung des Zustandsvektors im unitdaren Vektorraum
festgelegt. Bei nichtvorhandener Entartung driickt man diesen Ubergang aus durch

Pu, )
) _[Pu¥)
IR TR

Die MeRapparatur filtert also gerade jene Komponenten von |¢) heraus, die senkrecht auf dem
Eigenraum U, des Operators £ stehen.

e, |ur)(url¥)

(819)
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Der harmonische Oszillator

Die Diskussion des harmonischen Oszillators reprasentiert ein zentrales Element der Quantenme-
chanik. Es gibt eine Vielzahl von Anwendungen in der Molekilphysik, bei Kristallschwingungen
und der Kernphysik. Auch fiir das Verstandnis der Quantenfeldtheorie ist die Studie des harmo-
nischen Oszillators von besonderer Bedeutung. Wir verbleiben zunéchst bei der Diskussion des
eindimensionalen harmonischen Oszillators.

Die rucktreibende Kraft K = —k x des harmonischen Oszillators fiihrt zu der potentiellen Energie

V(z) = %ka = %mw2 7 (820)

mit der Schwingungsfrequenz w = +/k/m. Wir wollen nun die Eigenwerte und Eigenvektoren des
Hamilton—-Operators

H="—+_-muw?3? (821)

o1
<— +—mw2§:2> U=FEV¥ (822)

I6sen. Wir definieren dazu den nichthermiteschen Operator

. 1 i
b= — (Vmwi p| . 823
o (Ve o) 29
Aufgrund der Hermitezitat von z und p lautet der adjungierte Operator
AP (y/mwi _ ! ;ﬁ) . (824)
V2h Vmw

Durch Addition bzw. Subtraktion erhalten wir die Auflésung nach z und p

h

i = %(?m?ﬁ) : (825)
. 1 [hAmw -~ -
b= -\ (b—0b) . (826)

Aus den Vertauschungsrelationen zwischen z und p konnen wir die Vertauschungsrelationen zwi-
schen b und b' ableiten. Wir notieren

ga;fc—gz-;a:2—i{(b—bl‘)(b+b*)—(b+bf)(b—bf)}:—m. (827)
Damit erhalten wir
1 ~x e A oA A ~a A
—ihi(bb’f—b*bntbb*—bfb):—ih(bbT—bTb):—fih (828)
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und weiter
[7), lﬂ =1 sowie [ET,BT] = [5, IA)} =0 . (829)

Wir kdnnen nun den Hamiltonoperator # fiir den harmonischen Oszillator ausdriicken durch die
Operatoren b und b, Es ist

H = {—(E—BT)2+(5+6T)2}

= M Gt} (830)

Die Terme proportional zu b2 bzw. (b')? haben sich weggehoben. Wir nutzen nun die Vertau-
schungsrelationen (829) aus und schreiben den Hamilton—Operator damit um

ﬁ:%hw(5*5+1+5*5):%hw(25*5+1)=hw<5%—i—%) . (831)
Wir definieren nun den Operator
n=0btb . (832)

Damit lautet der Hamilton—Operator

= huw (n+%> . (833)

Der Operator 7 ist hermitesch, denn
at=(10) =btb=n . (834)

Wenn es nun gelingt, den Operator n zu diagonalisieren, dann ist auch das Eigenwertproblem
gelost. Zu diesem Zweck untersuchen wir die Vertauschungsrelationen zwischen 7 und b bzw. b'.
So gilt beispielsweise

biv="bbtb=(bTb+1)b=nb+b . (835)
Ebenso ist
bt =0btbTb=0"(bbF —1)=nbl —bF . (836)

Zusammengefal3t kdnnen wir damit schreiben

[6,7] =b (837)
und

[bof, ] = —bf . (838)
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Wir betrachten nun die Vertauschungsrelation von 2 bzw. (b')2 mit 7. Es folgt

S
S

bh=bbh=

(h+1)b=(b+nb+bb=nb>+20 . (839)
Ebenso resultiert
OH2n = bTbta = b (=bf + b
bt bt + A btbt — bt bt =a (N2 —2 (6?2 . (840)

Zusammenfassend schreiben wir

0,n] = 20 (841)
[(Bh2%n] = —207) . (842)

Per vollstandige Induktion kommen wir nun allgemeiner auf das generelle Resultat

0,a| = qb? (843)
(B 0n] = —q(bh) . (844)

Wir wenden uns jetzt dem Eigenwertproblem von % zu. Es seien n die Eigenwerte des Operators
7, wobei in diesem Stadium der Rechnung n eine beliebige reelle Zahl sein kann. |u,) sei der
zugehorige Eigenvektor; die Eigenwertgleichung lautet somit

flup) =nlug) (845)
Wir wenden nun die Operatorrelation (843) auf den Eigenvektor |u,,) an,
A bl uy) = (b7 — qb9) |uy) = (n— q) D9 uy) . (846)

Dies impliziert, daB b7 |u,,) ebenfalls Eigenvektor von 7 ist, aber mit dem Eigenwert n — g. Daraus
schlieBen wir

6% u,) = C(n, q) [un—g) - (847)

Hierbei ist C'(n, q) ein aus der Normierungsbedingung zu bestimmender Faktor. Wenden wir jetzt
(844) auf den Eigenvektor |u,,) an, so resultiert

i (017 ua) = (07 7+ ¢ (1)) lua) = (0 +q) [(61) un) (848)
Dies bedeutet, |(b)7 u,,) ist ein Eigenvektor von 7 mit dem Eigenwert n + ¢. Somit muf gelten
(1) un) = C'(n,q) lunsq) - (849)

Wiederum bestimmt sich C’(n, ¢) aus der Normierungsbedingung. Wir erhalten damit fur den
Operator 7 die Reihe von Eigenwerten mit den zugehdrigen, noch nicht normierten Eigenvektoren:
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Eigenwerte:

ceoon+q,...,n+1nn—1,... n—gq,... (850)
Eigenvektoren:
1O ), BT ), ), D), B ), (851)

Der Operator b erzeugt also einen Eigenvektor mit einem um eins groReren Eigenwert. Wir nen-
nen bt einen Erzeugungsoperator. Der Operator b erzeugt einen Eigenvektor mit einem um eins
kleineren Eigenwert. Wir nennen b einen Vernichtungsoperator. Wir betrachten nun die Lange der
Eigenvektoren. Insbesondere studieren wir den Eigenvektor \Bq“ un). Wir stellen jetzt die folgen-
de Behauptung auf: n ist nicht—negativ ganzzahlig, das heit » = 0,1, 2, . ... Zun&chst zeigen wir:
die Eigenwerte n sind nicht—negativ. Wir gehen aus von

n = (Un|it |tn) = (un|b b [un) = (bunlbun) = |[bunl> >0 . (852)
Als Spezialfall von (846) und (848) kdnnen wir schreiben

Albun) = (n—1)lbun) (853)

albtun) = (n+1)bMu,) . (854)

Fur den Fall ¢ = 1 berechnen wir jetzt die Normierungskonstanten C'(n, 1) und C'(n,1). Wir
verwenden dabei

bbt —btb=1 (855)
und somit

bot =bfb+1=n+1 . (856)
Esist

C'(n, 1)) = 10" (n, 1) (s |un)

=1
= {C(1,1) Uny1 1€, 1) ) = (B [ )
= (b Jun) = ual (A4 1) fug) =m+1 (857)

Ebenso resultiert
IC(n, )P = |C(n, 1)* (tp1|ttn—1) = (bun|bus)
= (un|b blup) = (up|it|us) =n . (858)

Damit haben wir also
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I;T |un> = Vn+1‘un+1> ) (859)
blun) = Vilua) . (860)

Die willkirliche Phase der Wellenfunktion haben wir dabei au3er acht gelassen. Die Koeffizienten
C und C” wurden positiv reell gewahlt. Im ndchsten Schritt zeigen wir, daf der kleinste Eigenwert
von 7 auf das Resultat n,, = 0 fihrt. Wir wissen, daB gilt

blun) = v/ |tin_1) (861)
mit » > 0. Wenn wir nur b oft genug anwenden, mul so ein minimales n = np,i, Mit
b [tn, ) =10 (862)

geben. Daraus folgt

0 = <ZA) u"min|6u"min> = <u”min‘iﬁi)‘U’"min>

= (Ung |7 [Un ) = i (863)
Die Zahl Null ist also der kleinste Eigenwert des Anzahloperators 7. Wir schreiben

Wir nennen |0) den Grundzustand oder Vakuumzustand. Es ist nicht der Nullvektor! Der Grund-
zustand ist auf 1 normiert,

©ooy=1 . (865)

SchlieRlich beweisen wir noch, dal es Eigenzustdnde |u,,) mit nicht-ganzzahligen n nicht geben
kann. Es sei |¥) ein Eigenzustand zu 7 mit

n|U) = (m+ x) |¥) mitmeN,0<z <1 . (866)

Nach Voraussetzung hat |¥) eine endliche Norm. Wir wenden jetzt den Operator b 7-mal auf |¥)
an.

AT = (—mb™ + 0" q) D)
= (-mb"+ 07 (m+ 1)) |¥)
= (-m+m+z)|0"T) . (867)

Im ersten Schritt haben wir die allgemeine Kommutatorrelation

AT =" h —mb™ (868)
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ausgenutzt. Wir sehen also, der Zustand |5™ @) ist Eigenzustand von 7 mit dem Eigenwert (—m +
m + z). Wir betrachten nun die Norm des Zustandes ™! | ). Es folgt

@) = (T 6 W)
= (-m+m+z) T ) (869)

Der Vorfaktor (—m 4+ m + x) ist nach Voraussetzung nie Null. Ansonsten steht links und rechts die
Norm eines Zustandes. Die Norm des Zustandes |5™*' ¥) existiert genau dann, wenn die des Zu-
standes |b™ U) existiert. Damit kann man per Induktion weiter schlieBen, daR fiir beliebige 2 € N
die Norm des Zustandes 5™ | ) endlich ist. Fiir m > m + 1 fiihrt dies zu verschiedenen Wider-
sprichen. Mit (867) und (852) kdnnte die Norm negativ werden. In (869) gébe es einen negativen
Eigenwert n von 7, was wir bereits ausgeschlossen haben. Den einzig konsistenten Rahmen bietet
z = 0.

Es ist

1094 w2 = (BT |07 ) = (D09 )b b7 uy)
= (BT un T DD uy) = (B9 up| b uy)
(b un|(n — @) b un) = (n = q) 1% unll” (870)

Weil die Lé&nge eines Vektors nicht negativ sein darf, darf auch (n — ¢) nicht negativ werden. Da ¢
eine positive, ganze Zahl ist, miissen die Eigenwerte n positiv ganzzahlig sein, also

n=0,1,2,... . (871)

Diese Eigenwerte und nur diese gewahrleisten, dal3 die Lange der Eigenvektoren nicht negativ
wird. Fiir gme = n verschwindet die Lange ||b™ " u,||, das heift ||b"+ u,|| = 0. Damit verschwin-
den auch alle Eigenvektoren |b™ u,,) mit m > n + 1. Mit der Buchstabenwahl fiir 7, = bt b hatten
wir bereits die Eigenwerte (871) prajudiziert. Aus der stationdren Schrodinger-Gleichung

1
hw (n + 5) ) = E |un) (872)
erhalten wir nun als Energieeigenwerte
1
E,=huw (n—l— 5) ) (873)

Das Energiespektrum ist diskret. Die Energieeigenwerte des harmonischen Oszillators sind also
dquidistant. Den Abstand fw zweier benachbarter Energieterme nennt man ein Schwingungsquant.
Die Zahl n nennt man die Anzahl der Schwingungsquanten, und 7 ist der Operator der Anzahl der
Schwingungsquanten. Verkirzt sagt man, » ist der Anzahloperator. Die Schwingungsguanten einer
bestimmten Frequenz w bezeichnet man auch als Phononen dieser Frequenz. Im Unterschied dazu
sind Photonen Schwingungsquanten des elektromagnetischen Feldes.
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Es ist wichtig zu bemerken, dal} die tiefste Energie des harmonischen Oszillators nicht bei Null
liegt. Diese niedrigste Energie folgt fir » = 0 und ist gegeben durch

1

Diese Nullpunktsenergie ist eine direkte Folge der Unschérferelation. Fir £ = 0 mifte schon
nach der klassischen Mechanik = verschwinden, damit V' (z) = 0 ist, sowie auch p verschwinden,
damit T = p?/2m = 0 ist. Dies bedeutet aber eine gleichzeitige scharfe Angabe von kanoni-
schen Grolien, was nach der Unschérferelation verboten ist. Daher ist die Energie £ = 0 nicht
mdoglich. Diese Argumente gelten nicht nur spezifisch fir das Potential des harmonischen Oszilla-
tors, sondern sie gelten fur eine beliebige Potentialmulde. Gebundene Zustande mussen stets eine
Nullpunktsenergie besitzen.

Wir vergleichen nochmals die Energieeigenwerte fiir das eindimensionale Kastenpotential mit un-
endlich hohen Potentialwéanden, fiir das Coulomb-Potential und fir den harmonischen Oszillator.
Besonderes Augenmerk legen wir auf die Abhdngigkeit des Energiewertes von der Quantenzahl n
mit jeweilsn € Z undn > 0.

Eindimensionales Coulomb—Potential Eindimensionaler
Kastenpotential fur die Zentral- harmonischer
der Breite a ladung Ze Oszillator
2,2 ZZ 4 1
E, = 277'm7;2 n2 E,=— Q%Qm# En:hw(n+7)

Wir wollen nun einen ersten Blick auf die Normierungskonstante der Zustande werfen. Der Ope-
rator b ist ein Vernichtungsoperator eines Schwingungsquants oder Phonons. Es gilt

blun) = C lun_t) . (875)

Aus der Normierungsbedingung

1L (up ) ﬁ Bunlbuy) = ﬁ (B B )
- ﬁ () ﬁ (vl ) = 2 (876)

folgt

IC)?=n (877)
und damit weiter

blun) = v/ |up_a) (878)
Der Operator b ist der Erzeugungsoperator eines Schwingungsquants. Es ist

b [un) = C' [uny1) - (879)
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Mit der Normierungsbedingung

UL (s un ) = \C’I2 (B b 1) = \C’I2 (tn 5 1)
= 1 0 D) = s (o D) = T (880)

folgt

IC'P=n+1 (881)
und somit

b [un) = VR + T upsr) - (882)
Der tiefste Eigenzustand ist definiert durch

blug) =0 . (883)

Durch n-malige Anwendung von bt auf |u) 148t sich jeder Eigenvektor |u,,) generieren. Der tiefste
Zustand |ug) sei normiert, ||ug|| = 1. Aus der n-maligen Anwendung von (882) folgt beziiglich
des normierten Eigenzustandes |u,,) zundchst

1 R
1 A 1 1 -
us) = g o) = = == (6 w) (885)
und generell
1 .
|un>=ﬁ\(b*)"uo> : (886)

Die Wirkung des Orts- und Impulsoperators auf die Eigenzusténde erhalten wir, indem wir z und
p durch b und bt ausdriicken. Es resultiert

Pun) = A5 (Vi) + VAF L)) (887)
Plug) = %\/hmw (\ﬂun 1) — x/n+1|un+1>) : (888)

Die Eigenvektoren |u,,) des hermiteschen Hamilton—Operators # bilden einen vollstandigen Satz
orthonormierter Basisvektoren des Hilbert-Raums

(Un|Um) = Opm — Orthonormalitat (889)
> Jug){us| =1 — Vollstandigkeit . (890)
n=0
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Damit konnen wir jeden beliebigen Vektor |¥) des Hilbert-Raums nach Eigenvektoren |u,,) des
harmonischen Oszillators entwickeln. Es ist

) = i Uun) Uy, (891)
n=0
mit
U = (un|¥) . (892)
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Die Schrddinger-Gleichung fir den harmonischen Oszillator in
der Ortsdarstellung

Als Alternative verfolgen wir jetzt einen mehr traditionellen Weg zur Bestimmung der Energieei-
genwerte flr den quantenmechanischen harmonischen Oszillator. Mit dem Hamilton-Operator

2 2
v bt T,
H = 5 5 (893)
lautet die Schrodinger-Differentialgleichung in der Ortsdarstellung
R dP) 1,
~om  de? gmw's U =FV. (894)
Zur Losung dieser Gleichung fuihren wir die folgenden Grof3en ein
2F
z=1x/x9, Tog= i, A= —. (895)
mw hw
Wir schreiben die Differentialgleichung in bezug auf die neue Variable z um. Es ist
\\J \\J U1 2y 2y 1
v _ dVdz _d¥ ,d_:d__Q_ (896)
de  dzdr dzzxzy dx? d2? zf
Aus (894) erhalten wir durch Multiplikation mit —2/(Aw)
h &#¥1 mw, 2F
— U=-—-""u 897
mw dz? 23k ¢ Fiw (897)
und weiter
d*v
A —2°)¥ = 0. 898
2 T0=2) (898)

Wir haben auf dimensionslose Variable transformiert. Wir missen die endlichen, stetigen und ein-
deutigen Ldsungen dieser Gleichung im Intervall von —oo < z < +oo finden. Dazu untersuchen
wir zunachst das asymptotische Verhalten der Lésung von (898) fiir = — +oc. Wir setzen

U(2) = /@ u(2). (899)

Diesen Ansatz setzen wir in die Differntialgleichung (898) ein. Es ist

% =el@ f'(2) v(z) + &/ V' (2) (900)
und weiter

d>v 2

T = @) + O () v(2) + O f (2) V' (2)

+€f(z ( )U’( ) f(z) ”(Z)
= SO () z>+ef<z F"(2)v(2) + 267 f(2) o' (2) + 7 " (2). (901)

Nach Division durch e/(*) wird aus (898)
V'(2) + 2f(2) V' (2) + [f"(2) + f7(2) + A = 2]v(2) = 0. (902)
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Wir wollen erreichen, daB e/(*) der alleinige Faktor ist, der die Asymptotik der Wellenfunktion fiir
z — oo determiniert. Wir wollen daher Terme proportional zu 22 oder z eliminieren. Die Wahl

flz) = i%zz (903)
bewerkstelligt dies, denn damit wird

'R+ )+ A= =41+ 22+ A =22 =41+ \. (904)
Wir setzen also an

U(2) = c1e7 7% 01(2) + ¢ e+%22v2(z). (905)
Die Forderung nach einer endlichen normierbaren Losung bedingt

ca=0 (906)
und somit

U(z) = e % 0(2). (907)

Damit ist die Asymptotik fixiert. Fir die noch unbekannte Funktion v(z) gilt also die Differential-
gleichung

v"(2) — 220'(2) + [N — 1]v(z) = 0. (908)
Wir machen einen Potenzreihenansatz fiir v(z), um (908) zu losen,

v(z) =) a 2" (909)

k=0

Wir setzen diesen Ansatz in (908) ein und sortieren nach Potenzen von z. Zunachst bekommen wir

Sagk(k—1)2"2 =2 ka2 + (A1) ar 2 =0. (910)

k k k
Der Koeffizientenvergleich fiihrt auf

(k+2)(k+ 1)ags2 — 2ka + (A —1)a, =0 (911)
und damit

_2k-(A-1) (912)

2= )k + 1)
Dies ist eine Rekursionsformel zur Ermittlung der Koeffizienten ay. Bricht diese Reihe mit dem
Glied n ab, dann wird aus » ein Polynom n-ten Grades. Dann und nur dann wird die Wellenfunktion
(907) endlich, stetig und eindeutig fur den ganzen Bereich —oo < z < +o0. Die Normierungs-
bedingung fiihrt zum Abbruch der unendlichen Reihe und damit auch zur Eigenwertbestimmung.
Fir k£ = n soll die Reihe abbrechen, also

2n—(A—1)=0. (913)
Somit folgt
A=2n+1 (914)

mitn =0,1,2,.... Aus (895) bekommen wir

E = %hw)\ = %hw(Qn +1) (915)
und somit erneut

E = hw <n + %) . (916)
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Die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators

Der Operator b bewirkt in der Ortsdarstellung, daB einer Funktion

< gl > = p(z) (917)
die Funktion

b o(z) = < uglb S S PN (z) (918)

p\r) = Ug |0 @ = \/ﬁ mwx de ("
zugeordnet wird. Wieder definieren wir die dimensionslose Grofie

2= %x (919)
Damit bekommen wir

bo(e) = —= (24 2 ) (2) (920)

@Y\r) = \/5 z dz Y\<
und

A 1 d

+ S

ote) = 5 (o 5 ) elo) (921)

Aus b|ug(x) > = 0 folgt in der Ortsdarstellung < u,|ug > = uo(z) die Differentialgleichung

d
<z + %> up(z) = 0. (922)
Durch Trennung der Variablen erhalten wir
duo _ g, (923)
Uo

und weiter durch Integration

Inug = —%zQ + const. (924)
Damit haben wir

uo(2) = coe 212 (925)

Die Normierungsbedingung

o0 h oo )
_ 2 _ 2 [ " —z
1 = _/ luo(z)2dz = |Co ,/mw_/e dz

h ha
= |Gy —=vr = Gy (926)
mw mw
fuhrt schlieBlich auf
1/4
C, = <@> . (927)
hm
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Aus

_ 1 7+n
erhalten wir die angeregten Energiezustande u,,(z). Somit gilt
Co d\" _ /9
Un(2) ST <z dz) e (929)

Dies wollen wir etwas umformen. Dazu bemerken wir die folgenden Identitéten fiir eine beliebige
Funktion ¢(z)

d 2 d 2
(z - d_> o) = TP [ ).
d 2 _ -|—Z2/2 d2 —22/2

Zunachst gilt
d

el —22/2 - _ —22/2 —22/2 el 1
Tl e@)] =~z p(0) + e —(a) (931)
Also ist in der Tat
et L o] 2 o) - L) (932)
dz dz
Es ist
d? 2 d 2 2.6 d
el —2z%/2 — 2 _ —z%/2 —z7/2 &
73 (7 %0(2) dz( ze " Pp(2) +e dzsa(@)
= () — 2(=2)e () — 26 (o)
25 d 20 A2
Lo R2 —z4/2 7
ze 7 (2) +e 7 (2)

te2 (933)

Andererseits ist

<Z _ %>2<p(z) - (z - dilz) (z - d%) 0 (2)

d d
= 29(2) — 2—p() - —(29(2)) + 250(2)
d d?
2 _9, % _ el
= () — 22—0(2) — 0l2) + (). (934)
Damit ist (930) nachgewiesen. Allgemeiner gilt nun
4 ) = (et @ e
(+= 1) ot = Carer (o). (935)
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Mit

p(z) ==/ (936)

nimmt (929) die Form an
_ C() n +22/2 dn 2

un(z) = \/2"—m(_1) e pr (937)

Jetzt nennen wir
2 dTL 2

Hn(Z) = (—1)” €+Z @6_2 . (938)

Damit lauten die normierten Oszillatoreigenfunktionen in der Ortsdarstellung
1/4 1
un(z) = (mw) H,(z) e *"/2. (939)
hm 27n)!

Die Funktionen H,(z) sind Polynome n-ten Grades. Es sind die Hermiteschen Polynome. Die
ersten Polynome lauten explizit

Hy = 1,

H, = 2z

H, (22)% —

H; (22) — 6(2z)

H, (22)* — 12(22)% + 12,

Hs = (22)°—20(22)% + 60(22). (940)

Die Orthonormierungsbedingung der u,,(x) Ubertragt sich auf die Hermiteschen Polynome in der
Form

/6_22Hn(z) H,(2) dz = 2"nI\/T Opp.- (941)

Die Eigenfunktionen u,, (x) fur die niedrigsten Zusténde sind in der nachfolgenden Figur aufgetra-
gen.

Fiir z — oo klingen die Eigenfunktionen wie z"e~%"/2 ab. Das Quadrat u2(z) gibt die Wahr-
scheinlichkeitsdichte an, das Teilchen an einem Ort x anzutreffen, wenn unmittelbar vorher der
Energiewert E,, festgestellt wurde.

Wir wollen abschlielfend noch eine Rekursionsformel fiir die Hermite-Polynome ableiten, die es
in einfacher Weise ermdglichen wird, aus der Kenntnis der niedrigsten Hermite-Polynome fiir
beliebige n die Hermite-Polynome zu berechnen. Dabei gehen wir aus von

B\un > = /nlu,_1 >, l;+\un >= vVn+ 1lup > . (942)

Dies Ubertragen auf die Ortsdarstellung flihrte auf

() = 5 ( d ) un(2) = VTt 1,
bt un(z) = iQ (z - d%) tn(2) = VA T Tty (943)
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ha2 N\ / .
f 0 X

Abbildung 17: Die Eigenwerte E,, und Eigenfunktionen u, () = ¢, (x) fur das Oszillatorpotential.

Wir addieren beide Gleichungen. Dies ergibt

Wir setzen hierin (939) ein und dividieren durch (mcw/(fir))'/* e=2*/2, Damit erhalten wir

1
V2z

1 1
\/Tn'Hn(Z) =vn-+ lerH—l(z) + \/ﬁ\/mHnl(

Wir multiplizieren mit v/2»*+1n! und bekommen so

z). (945)

22 Hy(2) = Hpy1(2) + 2n Hy 1 (2). (946)
SchlieBlich haben wir die gesuchte Rekursionsformel

H,1(2) =22 Hy(2) — 2nH,—1(2). (947)
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Paritat

Wir betrachten nun die Paritdt der Zustdnde. Die Paritat ist eine Eigenschaft der Zustdnde. Sie be-
schreibt das Verhalten der Wellenfunktion bei der diskreten Symmetrietransformation der Raum-
spiegelung am Ursprung. Dies heif3t, wir studieren nun das Verhalten der Wellenfunktion bei dem
bergang = — —z oder dquivalent z — —z. Der Paritétsoperator P ist definiert durch die Wirkung

Pun(2) = un(—2). (948)

Hierbei ist der Paritdtsoperator nicht zu verwechseln mit dem zuvor diskutierten Projektionsope-
rator. Wir definieren nun die Begriffe positive und negative Paritdt durch

un(z) = +un(—z), (gerade, positive Paritét)
un(2) = —un(—2), (ungerade, negative Paritét) (949)
Gilt hingegen

so liegt keine definite Paritét vor. Die Paritét ist eine der fundamentalen Symmetrietransformatio-
nen in der Natur.

Betrachten wir die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators, so stellen wir fest, daR der aus
der GauB-Funktion bestehende Faktor

F(z)=e*/? (951)

stets positive Paritdt aufweist. Bei den Hermiteschen Polynomen H,,(z) gilt, daf3 sie positive Paritét
haben fur gerade n,

H,(z) = H,(—=2) fur gerade n, (952)
und dal} sie negative Paritat haben fiir ungerade n,
H,(z) = —H,(—=2) fur ungerade n. (953)

Das gleiche tibertrdgt sich auf die vollstandige Eigenfunktion u,,(z).
Fir eine allgemeine Wellenfunktion W (7, ¢) ist die Paritétstransformation definiert durch

PU(F t) = U(—F,1). (954)
Offensichtlich sollte gelten
P2U(7, 1) = +0(7, ). (955)

Hieraus ergibt sich, daR die Eigenwerte des Operators P gleich +1 sind. Zustande mit dem Eigen-
wert p = +1 nennt man Zustande mit gerader oder positiver Paritét, solche mit p = —1 Zustidnde
mit ungerader oder negativer Paritdt. Die Paritdt ist eines der wesentlichen Merkmale, die ein quan-
tenmechenisches System charakterisieren.

Wir wollen nun nachweisen, dal} der Paritdtsoperator ein unitérer und hermitescher Operator ist.
Dazu verwenden wir wieder die bra- und ket-Schreibweise. Es ist

Plg>= P|l—q>=|g> (956)
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fir alle |¢ >. Daraus folgt

P?=1 (957)
und somit
p1l=p. (958)

Fur den Nachweis der Hermitezitdt nutzen wir aus, dal3 ebenso wie fir die Eigenfunktionen des
Impulsoperators

<plp>=dp-p) (959)
auch fur die Eigenfunktionen des Ortsoperators gilt
<qld >= 0(g—¢). (960)

Ferner gilt fur die J-Funktion
§(z) = 6(—x). (961)
Damit kdnnen wir schreiben

<qlPl¢d > = <q|—¢>=0d(g+q) = 6(~¢—¢) =< —qld >
= <¢|—-g¢>" =< {|Plg>" =< |Pt|g>", (962)

wobei wir im letzten Schritt den ersten Ausdruck adjungiert haben. Adjungierte Operatoren A und
A sind generell durch die Vorschrift

< BlA|a > = < a|At|B >* (963)
definiert. Der Vergleich der letzten Zeile von (962) zeigt uns

P =pt, (964)
und damit ist P hermitesch. P hat somit auch reelle Eigenwerte. Mit (958) haben wir weiter

p=pt=p", (965)

und damit ist P unitar. Beziiglich der Eigenwerte p von P folgt aus P2 = 1,

Plg>= p’lg>= |g> (966)
und daher
p = =+l1. (967)
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Dynamik von Quantensystemen

Wir wollen nun die zeitliche Ableitung von Operatoren und deren Erwartungswerte diskutieren.
Dabei verbleiben wir zunachst in der Schrodinger—Ortsdarstellung. Wir bezeichnen mit L oder
< L > den Erwartungswert einer physikalischen Grofe L. Entsprechend bezeichnet dL/dt die
zeitliche Ableitung dieses Erwartungswertes. In der Ortsdarsteluung gilt definitionsgemar

L) = / Wz, 1) Lo(x, ) dz . (968)

Wir kdnnen nicht nur zum Zeitpunkt ¢ eine groRe Zahl von Messungne an einem Quantensystem
durchfiihren und mitteln, sondern auch diese Messungen zum Zeitpunkt

# = t+At (969)

durchfiihren. Der entsprechende Mittelwert lautet dann L(t+ At). Somit ist die zeitliche Anderung
des Mittelwertes der MeRergebnisse gegeben durch

d. .. Lt+At)— L)
%L N Al}sl—rgo At '

Um diesen Differentialquotienten zu berechnen, differenzieren wir (968) nach der Zeit und erhalten

(970)

L , 0L o* . L. O

= - /¢ aq/wix%—/ o Lwdm+/w L2 da. (971)
Um die beiden letzten Terme umzuformen, verwenden wir die Schrodinger—Gleichung

oY i 4

-r - __H 72

oY i

— _ H* * . 7

T - HY (973)
Einsetzen in (971) liefert

dL oL i TP, i PPN

= = E—i-ﬁ/(Hd))(Lw)dx—%/wLHd)dx. (974)

Wir formen das erste Integral um, indem wir die Selbstadjungiertheit des Operators A benutzen.
Als HilfsgroRen setzen wir ¢0* = u} und Li = u;. Damit erhalten wir

[y Lwyde = [(wg) - u do
= [u-Huydz= [ v*(HLy) dz . (975)
/ /

Somit finden wir fiir (974)

AN A R
= = a_ﬁ/w(LH—HL)wdx
OL i [ . &
= S =5 [ WL A do
OL i [ . s
- antﬁ/w[H,L]wd:r. (976)
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Die zeitliche Ableitung des Erwarungswertes L des Operators L ist also durch den Erwartungswert
des Operators 0L /0t + i/h[H, L] bestimmt. Entsprechend defnieren wir die zeitliche Ableitung
des Operators L durch

dL 8L ' 2
Def. : H ]l = L . 77
e il [ ] (977)
Nach dieser Defnition gilt
dL d -
/¢ —¢dx = = =-_L, (978)

d.h., die zeitliche Ableitung des Mittelwertes ist gleich dem Mittelwert der zeitlichen Ableitung.
Da der Ausdruck (977) nicht mit der Ublichen Definition einer zeitlichen Ableitung Ubereinstimmt,
verwendet man auch haufig hierfir ein anderes Zeichen

P dL

L = T (979)
Hangt die physikalische GroRe L nicht explizit von der Zeit ab, so vereinfachen sich die Ausdriicke
(975) und (977) zu

und
dL JRPE

fir 8L /0t = 0. Setzen wir fiir den Operator L den Hamilton-Operator H ein, so folgt

dH OH i . - oOH
= o TRl H = 5o (982)

Hangt der Hamilton—Operator nicht explizit von der Zeit ab, so gilt

i

o = 0. (983)

Wir betrachten nun weiter den Fall 8L /8¢ = 0 und setzen
L = A+B. (984)

Damit haben wir

dL

= = h[H At+B= ;[H,A]+%[ﬁ,é]
- % 4 % . (985)
Far
L = AB (986)
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folgt ebenso

dL i

dt h h
_ %(ﬁ[ﬁB;AFIA+AFIl§J—ABPI)
5
= g A+ Al B
R BY
= d—tB+Ad—t. (987)

Die Ehrenfestschen Satze

Wir wollen jetzt die Gesetze fiir die Anderungen der Impulse und Koordinaten mit der Zeit auf-
stellen. Der Impulsoperator und der Ortsoperator hangen in der Schrédinger-Darstellung nicht
explizit von der Zeit ab. Daher wird deren zeitliche Ableitung allein durch den Kommutator mit
dem Hamilton—-Operator bestimmt. Somit haben wir

dz (IR

dpy 1.~
— Yt p 989
o + [ D] (989)

Agquivalente Gleichungen gelten fiir die y— und z—Komponente. Fiir den Hamilton-Operator schrei-
ben wir

2 1 r9, o, PPN
H o= o (B +,+02) + V(@321 (990)

In der Ortsdarstellung gilt

i =z, (991)
. L 0
Pe = —ith— (992)
ox
und dquivalente Ausdriicke fir die y— und z—Komponente. Zur Berechnung von dz /dt betrachten
wir
W Lfg) = LA - )
d¢ — h 7R

- ﬁ (22 — 2p%) . (993)

& vertauscht jeweils mit p,, p, und V(z,y, 2, t). Jetzt ist
= (jﬁw - Zh)ﬁw - ihp;c - iﬁi - QZhﬁw . (994)
Dies setzen wir in (993) ein, es resultiert
1 1

7~
“1H. 3] =
Bl 2] om h

1
m
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Zusammenfassend haben wir also
¥ _p. . 4y _py . dZ_D:
dd m ' dt m ' dt m
Der Geschwindigkeitsoperator ist also gleich dem Impulsoperator, dividiert durch die Teilchen-

masse. Diese Relation erinnern sehr an die entsprechenden Grof3en der klassischen Mechanik.
Wir betrachten jetzt den Operator dp, /dt. Da p, mit p2 vertauscht, haben wir

T

ov

(996)

b o 0 L1 i N _ oV

ﬁ[Hapx] - h[vapx] - h(vpm pzv) - 337 . (997)
Also ist

dpy . oV dp, B ov. dp, B oV

d¢ oz ' dt Oy = dt Oy’ (998)

Die negativen Ableitungen des Potentials sind aber nichts anderes als die Operatoren der Kraft-
komponenten,
dpz - dpy - dp;
— Fw . Yy _ F .
dt Todt Yo dt
Der Operator der zeitlichen Ableitung des Impulses ist gleich dem Operator der Kraft.
Fur die Erwartungswerte gilt explizit ausgeschrieben

=F,. (999)

d

< [vavar = % [v v, (1000)
d 1 1%

v = —— [ s, (1001)

Dies sind die Ehrenfestschen Satze. Sie verknipfen die Dynamik eines Quantensystems mit den
klasssichen Bewegungsgleichungen.

Konstanten der Bewegung

Eine GroRe L heil’t ein Integral der Bewegungsgleichung oder Erhaltungsgrofie, wenn gilt
— = —Z4+-[HIL=0. (1002)

Hange L nicht explizit von der Zeit ab, d. h. 8ﬁ/8t = 0, dann haben wir

L P ..
‘;—t = A ]=0. (1003)

Fur Integrale der Bewegung verschwindet der Kommutator. Eine Grof3e L, die nicht explizit von
der Zeit abhéngt, ist genau dann eine Erhaltungsgrofie, wenn gilt

[H,L] = 0 = L: Erhaltungsgrofe. (1004)

Der Mittelwert eines Integrals der Bewegungsgleichungen héngt nicht von der Zeit ab,

d -
~L = 0. 1
o 0 (1005)
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Wir wollen jetzt zeigen, dal} auch die Wahrscheinlichkeit im Zeitpunkt ¢ irgendeinen Wert L,, des
Bewegungsintegrals zu finden, nicht von der Zeit abhangt.

Da die Operatoren L und H vertauschen, besitzen sie ein gemeinsames System von Eigenfunktio-
nen u,(z),

Lu, = Lyu,, (1006)
Hu, = E,u,. (1007)

Wir entwickeln nun einen beliebigen Zustand «(x, t) nach den Eigenfunktionen u,,. Die Funktio-
nen u,, entsprechen stationdren Zustanden. Somit gilt

W(z,t) = 3 cnun(e) e wEnt (1008)
oder ”

b(x,t) = D an(t) un(z) (1009)
mit n

an(t) = cyeiEnt — g (1= 0)e Rl (1010)

Die Zerlegung (1008) ist die Entwicklung von v (z, t) nach den Eigenfunktionen des Operators L.
Es ist

/ W) L, tyde = Y a() aw () / i (z) L um (z) do
= Z CL: (t) (7% (t) L”I 5n,n’ = Z Ln CL: (t) (¢7% (t)

= Y Lyja, () = Y Lyw(Ly,t). (1011)
Daher ist
W(Ln,t) = |an(t)]” = |ea]” = |an(t = 0)|> = const. (1012)

Fir die kréftefreie Bewegung wird die potentielle Energie V (z,y, z,t) = 0, und der Hamilton—
Operator lautet somit

SRS B L A | A2 | A2
Wie in der klassischen Mechanik ist das Bewegungsintegral der Impuls.
Es ist

[ﬁaﬁz] = [ﬁaﬁy] = [[A{aPZ] =0. (1014)
d.h.

Pe o . Py _o . Po_
Z=0 5 =0 Z=0. (1015)

In einem Zentralkraftfeld gilt der Flachensatz, und der Drehimpuls ist ein Bewegungsintegral. Hier
haben wir

Vo= V(r) (1016)
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und fir den Hamilton—-Operator

A

2

2mr?

A

H = T+

+V(r), (1017)

wobei L der Operator des Bahndrehimpulses ist. 7, und V' hangen nur von der radialen Koor-

dinate ab, nicht aber von den Winkeln. L hingegen wirkt nur auf die Winkel. Daher gilt fir den
Kommutator

[H, L] = 0 (1018)
und weiter

dd—ig = 0. (1019)
Ebenso folgt aus

[L2,L;] = 0 (1020)
furi=1,2,3

[H,L,) =[H,L,)=[H,L]=0. (1021)

Dies impliziert

dL, dL, dL,
== =0. (1022)

Damit ist in einem Zentralkraftfeld der Drehimpuls ein Bewegungsintegral. Hangt die Hamilton-
Funktion nicht explizit von der Zeit ab, so hatten wir

dH

dt
In diesem Fall stimmt der Hamilton—Operator mit dem Operator der Gesamtenergie tiberein. (1023)
driickt den Energiesatz der Quantenmechanik aus.

— 0. (1023)

Die Energie-Zeit-Unscharferelation

Haben wir die beiden Observablen F' und G vorliegen, so hatten wir die allgemeine Unschérfere-
lation

1 A
AF - AG > ‘27 (17, g])‘ (1024)
gefunden. Hierbei kennzeichnete < A > den Erwartungswert des Operators A und
AF = |(F-<F>)| >0, (1025)

d. h., AF ist die Wurzel aus der mittleren quadratischen Abweichung bei der Messung der Grolie
F.
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Wir betrachten nun zundchst die Unschdrferelation zwischen der Energie E und einer explizit
zeitunabhangigen Observablen L mit

oL
—) = 0. 1026
(%) =0 (1026)
Somit gilt
AE-AL > i([ﬁ,ﬁ])‘
1h /dL hld .
= — Y ==|—< L ) 1027
2”<dt>‘ 2‘dt< > (1027)
Wir definieren jetzt eine Zeit
At; = (1028)

‘—<L>

Diese Zeit gibt die Dauer an, innerhalb der der Erwartungswert sich um die Unscharfe A L verandert.
Aty ist typischerweise die Zeit, innerhalb der das System Werte im Unschérfeintervall zwischen
L und L + AL annehmen kann. Dann folgt aus (1027) und (1028)
h
AE - Aty > 2 (1029)

Die Zeit ist hier immer assoziiert mit der Anderung der Observablen L.
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Die Greensche Funktion in der Quantenmechanik

Die Grundgleichung der Quantenmechanik ist die Schrodinger - Gleichung

ih%w(r,t) — H(r1) . (1030)

Betrachten wir die Bewegung eines Teilchens mit der Masse m in einem Potential V' (r, ¢), so gilt

H = Hy+V(r,t) (1031)
mit
h2
Hy = — V2. (1032)
2m

Die Schrodinger - Gleichung ist eine Differentialgleichung erster Ordnung in der Zeit. Kennen wir
also die Wellenfunktion v (r, ) zu einer speziellen Zeit ¢ und fir alle r, so bestimmt dies eindeutig
die Wellenfunktion fiir alle r und alle anderen Zeiten ¢'. Da die Schrddinger - Gleichung auler-
dem linear in ¢ ist, gilt das Superpositionsprinzip sowie ein linearer Zusammenhang zwischen
den Wellenfunktionen zu verschiedenen Zeiten, beispielsweise zwischen 1 (r, t') und ¢ (r, t). Dies
impliziert weiter, daB ) eine homogene Integralgleichung der Form

b t) = [ GO, tin et d'r (1033)
befriedigt. Hierbei erstreckt sich die Integration tiber den ganzen Raum.

Die Gleichung (1033) dient gleichzeitig zur Definition der Funktion G. G nennen wir die zum Ha-
milton - Operator H korrespondierende Greensche Funktion. Mit Hilfe der Greenschen Funktion
G und dem Anfangswert v (r, t) ist es uns moglich, die Wellenfunktion an allen Raumpunkten r’
und zu allen Zeiten ¢’ zu bestimmen.

In den folgenden Betrachtungen beschréanken wir uns zunéachst auf die sogenannte retardierte
Greensche Funktion, die der einschrénkenden Bedingung

G, t';r,t) = 0 fur <t (1034)
unterworfen ist.

Um etwas vertrauter zu werden mit der Greenschen Funktion und fir spatere Anwendungen ermit-
teln wir zundchst im eindimensionalen Fall die Eigenfunktionsdarstellung der Greenschen Funkti-
on.

Die Eigenfunktionsdarstellung der Greenschen Funktion

Wir wollen nun eine weitere wichtige Relation beziliglich der Greenschen Funktion ableiten, die fiir
einige nachfolgende Rechnungen von Bedeutung ist. Wir betrachten zeitunabhéngige Hamilton-
Operatoren, d.h., es gilt die stationdre Gleichung

H¢, = E, ¢y (1035)
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und wir kdnnen die zeitabhangige Wellenfunktion v, (z, t) ansetzen als

Un(z,1) = e UMEE g (7). (1036)
Die rein ortsabhdngigen Wellenfunktionen ¢,,(x) seien vollstdndig und orthonormal

/ :’o 65 (2) $u(z) dz = Oy (1037)

In dem durch die Basisfunktionen ¢,,(z) aufgespannten Hilbert-Raum konnen wir jede Funktion
f(x) darstellen als Superposition der Basisfunktionen

= i an, Bn(T) - (1038)
n=1
Die Entwicklungskoeffizienten a,, lassen sich leicht bestimmen. Wir bilden
[ O:o Om(2) f(2) dz = gjl n /_ " 4,(2) bula) dor = gjl U O = . (1039)
Somit folgt zusammengefaft
i = [ 6i@) (@) da. (1040)
Setzen wir diesen Ausdruck in (1038) ein, so fuhrt dies offensichtlich auf die Idenditét
= Yoo Lo = [ S a@aw| e, aom

Durch diese einfachen Umformungen haben wir eine Darstellung der é-Funktion gewonnen
= > oul@) 91 (y), (1042)
n=1

was natirlich durch die angenommene \Vollstandigkeit der Basisfunktionen bereits impliziert wur-
de.

Wir kdnnen nun die Greensche Funktion durch die Basisfunktionen ¢,, ausdriicken. Zum Zeitpunkt

f(z) = U(z,ty) Z cp e WMEh 4 (o Z Uy, G (T (1043)

n=

fur eine Losung der Schrodinger-Gleichung. Es folgt
Cn = ay /MEN (1044)

Zum Zeitpunkt ¢, > t; gilt analog

U (7, o) Zc e~ (/MEnt2 ¢ (5 Za e/MEn(1=t2) (7). (1045)

144



Nun nutzen wir die Relation (1040) fir a,, aus. Wir erhalten

V(o) = D dnla) el [ g () dy
n=1

= 75 bule) B1l) IV () dy.
X n=1

Dies vergleichen wir mit der Definitionsgleichung der Greenschen Funktion
Uats) = [ Gty t) f) dy

—0o0

und ermitteln schlieBlich die Eigenfunktionsdarstellung fir den Integralkern

o0
G(.xg, tQ; Zy, tl) = Z gf)n(l'g) (]5:;(:5'1) éii/h)En(tZitl) flr tz > tl .
n=1
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Die zeitliche Anderung von Quantensystemen

Bislang haben wir die wichtigsten Grofien der Quantenmechanik, wie zum Beispiel die Zustédnde,
Observablen, Skalarprodukte oder Erwartungswerte, zumeist zu einem festen Zeitpunkt betrachtet.
Wir wollen uns weiter der Frage zuwenden: Wie dndern sich diese GrolRen mit der Zeit ? Wir
betrachten dabei die Zeit als einen Parameter des quantenmechanischen Systems. Wir gehen davon
aus, daf® wir durch einen Mef3prozel3 zum Zeitpunkt ¢ = ¢, das System genau kennen.

Zur Zeitt = tq liegt also der reine Zustand | ¥(¢,) ) vor. Die Frage lautet nun: Wie entwickelt sich
das System bis zur Zeitt > ty, wennim Intervall [¢,, t] keine Messung vorgenommen wird ? Wir
machen den Ansatz

(1)) = Ult,to) | ¥(to)) - (1049)

Hierbei ist f](t, to) ein zunéchst unbekannter Zeitentwicklungsoperator. Wir wollen einige Ei-
genschaften dieses Zeitentwicklungsoperators ableiten, ohne zunéchst die explizite Struktur zu
kennen.

Fur Wahrscheinlichkeitsaussagen ist es unumganglich, dal die Norm des Zustandes konstant ist,

(U@)| w@)) = (Y(to) | U(to)) - (1050)

Somit haben wir

(U(t,to) Wlto) | Ult,t0) Ulte) ) = (U U(to) | U (ko)) (1051)
= (U(to) | TT T (1) )
= (¥(to) | ¥(to))
Dies bedingt
Ut =1 (1052)
und daher
Ut =0"" |, (1053)
d. h., U(t, t,) ist ein unitérer Operator.
Ferner mul} offensichtlich gelten:
Ulto, t0) =1 . (1054)
SchlieBlich gilt fur das Aufeinanderfolgen
Ut,to) = Ut,t") Ut 1) (1055)

mit¢y < t' < t. Setzen wir in (1055) aber t = t,, so resultiert aus dem \ergleich mit (1054)

Ult,t) = U (to, 1) . (1056)
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Der Zeitentwicklungsoperator

Wir gehen aus von der Schrodinger-Gleichung

ih | (1)) = H | ¥(t)) (1057)
und von der Definitionsgleichung

[U(t)) = Ult,to) | ¥(to) ) (1058)

fur U(t, to). Damit erhalten wir als Bewegungsgleichung fur den Zeitentwicklungsoperator

ih% Ult,to) = Hit)U(t, 1) - (1059)

Mit der Anfangsbedingung U (o, t,) = 1 laRtsich diese Operatoren-Gleichung formal integrieren:

A A

t ~
Ot te) = 1 + ih ity F(t) Ut to) (1060)

2 to

Da links wie rechts jeweils der Operator U steht, bietet sich eine Iteration an. Im ersten Iterations-
schritt folgt

A

1ot
Ultto) = 1+ o [ diH(t) (1061)
t

1 t 1 ~ ~ ~
e /t div | dis H(t) H(12) D 10)

Wir iterieren das U auf der rechten Seite weiter und erhalten so schlieBlich

Ult,to) = 1+ 3. U™ (1, 1) (1062)
n=1
mit
3R N [ a " 1063
(tt) = (—ﬁ) /t o t2.../t0 t (1063)
x H(ty) H(ty) ... H(t,)
und

E>t > te> >t >t . (1064)

In (1063) ist strikt auf die Zeitordnung zu achten, da die Hamilton-Operatoren bei expliziter
Zeitabhangigkeit zu verschiedenen Zeitpunkten nicht notwendigerweise vertauschen.
Fur die weiteren Umformungen fuhren wir den Dyson-Zeitordnungsoperator ein,

AT A N A(tl)B(tg) fur t; > t
T |A(t)) B(t = A A 1065
[A0) B(tz)] { Bt,) A(t)) fur ¢, >t . (1065)
Die Verallgemeinerung fiir mehr als zwei Operatoren ist evident.
Wir betrachten nun den Term fir n = 2 in (1063). Wir kdnnen die Integration in verschiedener

Weise durchfuihren. Wir untersuchen das Integrationsgebiet in der (o, ¢1)-Ebene.
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t=t,
t>t,
t
t<t,
t
L dt[ot,
{
t, Ttl t 2 > b
o, o,
tO

Abbildung 18: Zur Auswertung des zeitlichen Doppelintegrals.

Nach der obigen Abbildung kdnnen wir schreiben

t i1 N N t t N ~

/ dt, [ dty H(t) A(ts) = / dty [ dt, H(t) H(ts) . (1066)
to to to t2

Die linke Seite lassen wir stehen, auf der rechten Seite vertauschen wir ¢, und ¢, (t; <> t»). Dies

fuhrt auf

t t1 " R t t N ~
/ dt, [ dty H(t) A(ts) = / dt, [ dt, H(t,) H(t) . (1067)
to to to t1
Die beiden Gleichungen (1066) und (1067) lassen sich nun wie folgt kombinieren
t t1 ~ ~ 1 t t
/ dt, [ dts H(t) H(ty) = = / dt, [ dts (1068)
to to 2 to to

x [ H(ty) H(tz) Ot — ta) + H(t2) H(t1) Otz — 1) |
Hierbei ist ©(¢) die Stufenfunktion mit

1 furt >0
t) = 1069
o) { 0 sonst . ( )
Damit konnen wir zusammenfassend schreiben
t t . . 1 rt rt T oA A
/ dt, [ dts H(t) A(ts) = = / dtydts T [H(1) H(1:)] . (1070)
to to 2 Jiy Jio
Dies 1aBt sich sofort auf Terme mit beliebigem n verallgemeinern,
. 1 i\" [t t
OO (1) = — (——) / L at, 1071
( 0) n‘ h to to ! ( )

x T H(t) H(ts) .. Hty)]

Setzen wir dieses Resultat in (1062) ein, so resultiert folgende kompakte Darstellung des Zeitent-
wicklungsoperators im Schrodinger-Bild,

~ ~ ) t ~
0, to) =Texp{—% dt’H(t’)} . (1072)

to
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Wir wollen uns nun einige Spezialfélle etwas ndher anschauen. Gilt zundchst
[H(t), H)] =0 vVt ¢ | (1073)

so ist der Zeitordnungsoperator 7" in (1072) irrelevant und reduziert sich auf den Einheitsoperator,
d. h.

. ot .
Ut 1)) = exp { —% dt' H(t') } . (1074)
to
In einem abgeschlossenen, konservativen System gilt Energieerhaltung, und wir haben daher
o0H
— = . 1075
ot 0 ( )

Wir kénnen aufgrund der Konstanz von H das Zeitintegral in (1072) sofort ausfiihren und bekom-
men

Ult,to) = Ut —ty) = exp{—%ﬁ(t—to)} . (1076)
Hieraus kann man folgern, dal die Eigenzustéande des Hamilton-Operators

H|Vs) = E, | Vg) (1077)
eine triviale Zeitabhangigkeit aufweisen

| Tg(t)) = Ut, to=0) | Tg(0)) = e P | Tgh0)) . (1078)

Heisenberg-Bild

Das Schrodinger-Bild, das wir bisher diskutiert haben, ist keineswegs zwingend zur Beschreibung
der Dynamik eines Quantensystems. Wir kdnnen mit Hilfe der bereits studierten unitdren Trans-
formation das Bild wechseln, ohne dabei physikalische Mel3gréf3en zu andern.

Im Schrodinger-Bild wird die volle Zeitabhdngigkeit von den Zustanden getragen. MeRbare GroRen,
so zum Beispiel Erwartungswerte, werden aber aus Operatoren und Zustandsvektoren gebildet.
Wir kdnnen nun unitdre Transformationen vornehmen, so dal} die Zeitabhangigkeit statt von den
Zustanden von den Operatoren getragen wird. Genau dies machen wir im Heisenberg-Bild. Es ist
definiert durch

| Uu(t)) = [¥n) = |¥()) - (1079)

Der zeitunabhéngige Heisenberg-Zustand soll zu einem festen Zeitpunkt ¢4 mit dem Schrddinger-
Zustand ubereinstimmen. Die Bewegungsgleichung fiir den Heisenberg-Zustand | ¥ 5 ) lautet

d

— |Uy) = : 1

2 [ ) =0 (1080)
Nun gilt mit dem Zeitentwicklungsoperator im Schrodinger-Bild

) = (Ut = 1) = U7 (t,t0) [0(E)
= 0¥t t) [90)

A

= Ulte,t) [T(t)) . (1081)
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Die Rucktransformation lautet

|U(t)) = Ult,to) [Tn) . (1082)
Die entsprechende unitére Transformation fiir die Operatoren A lautet dann

Ay(t) = Ut(to,t) AU(t, 1) . (1083)

Die Physik andert sich durch diese Transformation nicht. Wir hatten bereits nachgewiesen, dal
Erwartungswerte und Skalarprodukte bei unitdaren Transformationen unverandert bleiben.

Wir wollen nun zeigen, daR Vertauschungsrelationen in der Quantenmechanik bei unitéren Trans-
formationen forminvariant bleiben. Wir gehen aus von

[A,B]=C . (1084)
Dann haben wir

|[A,B] = AB-BA
+

= UAgUtUByUt — UByUTUAz Ut
= U |[Ag, By | U* (1085)
und somit
[Au, By| = Ut CU = Cy . (1086)

Nun untersuchen wir die Bewegungsgleichungen der Operatoren bei unitdren Transformationen.
Wir verwenden dabei

ih% Ult,ty) = Ht)U(t, 1) . (1087)
Dann gilt
d - ou+t . . QA . .. . 0U
—Agt) = =4 + 2 tA—
g @) o AUT U G U+ U A
Ll et aa ~ OA L 1
= m( AU+ U U + U Am(HU)
N S A+8AA
= =U A, H|U+ U 5 U (1088)

Wir haben dabei von der Hermitezitit von H Gebrauch gemacht. Wir definieren jetzt

>

Ay . 0A .

i = Ut to) 5 Ultt) - (1089)
Mit (1086) folgt damit

L d S . 0Ag

ih . An(t) = [Au, Hu| + ih o (1090)

Ein wichtiger Spezialfall ist wieder das konservative abgeschlossene System mit

OH
5 =0 (1091)
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und

U(t, 1) = exp {—%I:I(t—to)} . (1092)
Hier gilt offensichtlich

[7,0] =0 (1093)
und daher

R 7 o~ + 7 o~

Hu(t) = [exp {—ﬁH(t—to)H H exp {—ﬁH(t—to)}

- H=Hs |, (1094)

wobei Hy fiir den Hamilton-Operator im Schrodinger-Bild steht. Fiir die anderen Operatoren gilt
dann

Ap(t) = Ut/ jomif=to/n (1095)

Es gibt spezielle Operatoren, die auch im Heisenberg-Bild zeitunabhéngig sind. Es sind die Kon-
stanten der Bewegung oder Erhaltungsgrofien. Hierbei gilt

DAy
— = 1096
5 0 (1096)
sowie

So ist beispielsweise der Hamilton-Operator flir abgeschlossene Systeme eine Konstante der Be-
wegung.

Das Heisenberg-Bild erscheint auf den ersten Blick zunéchst abstrakter und unanschaulicher als
das Schrodinger-Bild. Es ist jedoch vollkommen &quivalent und wird insbesondere in der Quan-
tenfeldtheorie hdufiger verwendet.

Das Wechselwirkungsbild

Wir gehen nun weg von den Extremfallen im Schrodinger—Bild und Heisenberg—Bild und vertei-
len die Zeitabhangigkeit auf Zustdnde und Operatoren. Wir diskutieren das von Dirac, Schwinger
und Tomonaga eingefiihrte Wechselwirkungsbild. Dazu zerlegen wir den Hamilton—Operator % in
zwei Anteile

H="Ho+Hit) . (1098)

1, sei hier der zeitunabhangige Hamilton—Operator eines einfacher zu behandelnden Systems. Der
Storterm ﬁl(t) tragt hingegen eventuell eine explizite Zeitabhangigkeit. Haufig versteht man unter
H, das freie, nicht wechselwirkende System, wahrend 7, (¢) die Wechselwirkung beschreibt. Da
gilt

Mo
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haben wir
Hom =Hos - (1100)

Im Wechselwirkungsbild machen wir den Ansatz

T (te)) = [Tg)=[T(t)) , (1101)
Ty (t) = Uw(t,t) |[Tw(t)) (1102)
Ww(t) = ﬁO(tht) w(t) . (1103)

ﬁw(t, t') ist der Zeitentwicklungsoperator im Wechselwirkungsbild. U, ist der Zeitentwicklungs-
operator des ungestorten freien Systems,

Oo(t,1') = Uo(t — t') = exp (—% ot — t’)) . (1104)

Vergleichen wir (1103) mit
W (t) = [¥(t)) (1105)
so erkennen wir, daR fiir 7, = 0 das Wechselwirkungsbild mit dem Heisenberg-Bild identisch ist,
W) = |Ty) firH,;=0 . (1106)

Die GroRen ohne Index sind jeweils im Schrodinger-Bild gemeint. Wir wollen jetzt die Konse-
guenzen aus dem Ansatz (1101), (1102) und (1103) studieren. So bekommen wir

[Uw () = Uolto,t) [¥(1))
U (1, t0) U (¢, 1) |9 (#))
= Uj(t,to) U, 1) U5 (to, ) [Tw (t)) . (1107)
Dies liefert uns eine Verkniipfungsrelation zwischen dem Zeitentwicklungsoperator im Wechsel-
wirkungsbild und im Schrodinger—Bild. Wir vergleichen (1107) mit (1101) und bekommen

Uw (t,1') = U§ (t,10) U(t, ) U (', 1) - (1108)

Bei fehlender Wechselwirkung, # () = 0, folgt mit U = U, sofort Uy, = 1, das heift der Zustand
ist im Wechselwirkungsbild wie im Heisenberg—Bild zeitunabhéngig. Die Zeitabhéangigkeit der
Zustande wird also offensichtlich durch die zeitabhangige Wechselwirkung ﬁl(t) determiniert.

Beziiglich der Transformation einer beliebigen Observablen fordern wir Gleichheit in beiden Bil-
dern

(T ()] Aw (1) [Tw (8)) = (R (0)| A|T(2)) . (1109)

Mit Hilfe von (1103) transformieren wir die rechte Seite von (1109) in das Wechselwirkungsbild.
Es ist
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WHAI@) = (U (to,t) Uw(t)| AU " (to, ) Ty (2))
= (U ()| Uo(to,t) AU (to, t) [T (t)) . (1110)

Hierbei hatten wir die Unitaritat, das heif3t
Uy (to, t) = Uf (to, 1), (1111)

ausgenutzt. Dies impliziert also

Aw(t) = Uplto,t) AUz (to, 1)

= exp (% Ho(t — to)> A exp (—% Holt — t0)> . (1112)
Die Dynamik der Observablen und der Operatoren ist also durch Hj fixiert. Wir differenzieren
(1112) nach der Zeit und erhalten direkt

Ld A N I
ih — Aw(t) = [Aw (1), Ho| + it a7 Aw (1113)

mit der Definition

S i dA i -
ih 5 Aw = exp (ﬁ Ho(t — t0)> atw exp (_ﬁ Ho(t — to)) ) (1114)
Die Bewegungsgleichung (1113) stimmt fast mit der des Heisenberg—Bildes tberein, nur steht im
Kommutator nicht der volle Hamilton—Operator 74, sondern der freie Anteil #,. Wir untersuchen
noch die Zeitabhangigkeit der Zustéande im Wechselwirkungsbild. Dazu differenzieren wir (1103)

nach der Zeit,

d d - A d
o3 () = (5 Gt 1) + o) 5 1900 (1115
Jetzt ist
d - d 7 A
% Uo(to, t) = % exp (—g H()(t() — t))
= %7:[0 00@0;75) = %7‘7,0 Ag(t, to)
= 2Ot t0) o (1116)
sowie
gy = L HI0@0) = — LA ) (1117)
dt " ih ) ’
also
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Uo(to,t)%w(t» = ——Uplto,t) H|T(t))

Tt to) 7T (@) (1118)

@ ) = %(A(‘;(t to) Ho — U (¢, t0) ) |2 (1))
= %Ug(t, to) (= H1 () ¥ (2))
— %Ag(t to) (—Hy(t) Uy *(to, 1) [ Tw (2))
= L0t t0) (= () (e, 1) |9 (1)) (1119)

Damit haben wir schlie3lich die Bewegungsgleichung der Zustande im Wechselwirkungsbild

ih L (8) = Fw (1) | T (1) (1120)

Dies entspricht der ublichen Schrodinger-Gleichung mit dem Unterschied, daR auf der rechten
Seite der volle Hamilton—Operator % = H, + H, durch 7, ersetzt wurde. Der Zeitentwicklungs-
operator im Wechselwirkungsbild bestimmt sich aus der Schrodinger-Gleichung

d - . .
ih 7 Uw (t,t0) = Hiw (1) Uw (¢, t0) - (1121)
Also eine formale Losung finden wir wie zuvor

. . [t .
Uw (t,to) =T exp (—% / dt’ le(t’)) : (1122)
to
AbschlieRend fassen wir die essentiellen Gleichungen in den verschiedenen Bildern zusammen.

1. Schrodinger-Bild

_d .
ih = [U() = HILE) (1123)

2. Heisenberg-Bild

iN’H) =0 , (1124)
miAH = [An, Hu|+ inl A, (1125)
dt ’ ot :
Ty = Ult,to) [T(1) (1126)
Ag(t) = UMt t0) AU L) (1127)
Ult,ts) = T exp (—% t:dt'ﬁ(t')) . (1128)
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3. Wechselwirkungsbild

L d
ih 2 (1) =

d -

dt

Yw(t) =
Aw(t) =
U()(t, to) ==

Huw () |Uw(t))
L 9 .
MwﬂmyuhaAW ,
Uo(to, t) [W(t))
Ul(t,t0) A Up(t, to)

exp (—% Ho(t — to))
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Der Tunneleffekt

Im folgenden betrachten wir ein quantenmechanisches Teilchen im Feld einer Potentialbarriere
mit der Hohe V,,, und der Breite d. Zur Erlduterung der prinzipiellen physikalischen Sachverhalte
ist es ausreichend, daR wir die eindimensionale Schrodinger-Gleichung unter Einbeziehung einer
Rechteckbarriere studieren.

V(¥)

A

E>V,

E<V,

v
x

0 d

Abbildung 19: Rechtexkpotentialbarriere der Hohe V,,, und Breite d.

Die eindimensionale Schrodinger-Gleichung, die wir 16sen wollen hat in der Ortsdarstellung die
Form
h d*0

—5 g + V(@) ¥(2) = B¥() . (1134)

Hierbei gilt fur unsere spezielle Potentialstruktur

Vi) = Vp fir 0<z<d , (1135)
V() = 0 fir <0 undfir z>d . (1136)

Beziiglich der Energie des einfallenden quantenmechanischen Teilchens missen wir die Félle
E >V, und E < V,, deutlich unterscheiden. Ein von der Region z < 0 einfallendes Teilchen mit
E >V, kann auch im Rahmen der klassischen Physik die Potentialbarriere tiberwinden und wird
daher auch fur x > d stets eine endliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit aufweisen. Gilt jedoch
FE <V, so kann ein klassisches Teilchen die Potentialbarriere nicht tiberwinden. Ein klassisches
Teilchen wird am Potentialwall reflektiert. Wir werden jedoch zeigen, daB im Gegensatz hierzu
ein quantenmechanisches Teilchen als Folge der Unscharferelation sehr wohl mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit auch fir E < V,, die Potentialbarriere tiberwinden kann. Der quantenmecha-
nische Strom fir z > d ist von Null verschieden. Das Phdnomen wird Tunneleffekt genannt.
Zundchst betrachten wir die Gesamtenergie des Teilchens
2

D
=l v (1137)

Hieraus folgt fiir den Impuls

p(z) = £\/2m(E - V(z)) . (1138)
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Je nach Bewegungsrichtung des Teilchens ist das Plus- oder Minuszeichen zu nehmen. Fir ein
klassisches Teilchen ist die Potenialschwelle absolut undurchléssig fir £ < V,,, und durchl&ssig
fur E > V,,. Fur ein quantenmechanisches Teilchen werden wir hingegen feststellen, dal? selbst
fur £ > V,, das Teilchen partiell an der Barriere reflektiert wird sowie fir E < V,, die Barriere
partiell passieren kann.

In Anlehnung an dquivalente Studien in der Optik fiihren wir jetzt die folgenden Bezeichnungen
ein

g = mE (1139)
ken2(z) = i—?[E—V(x)] , (1140)

wobei n(z) auf einen Brechungsindex hinweisen soll. Aus (1134) bekommen wir mit ¥'(z) =
d/dz ¥ (x)

U (x) + kin?*(z) U(z) =0 . (1141)

Wir studieren jetzt die drei Raumbereiche

) =<0, V(z)=0 |, (1142)

) o0<z<d, V(z)=V, , (1143)

1y z>d, Viz)=0 . (1144)
Entsprechend gilt fir die Schrodinger-Gleichung in den drei Bereichen

) 9"+ kT =0 , (1145)

Iy 9" +kin2(x)¥ =0 (1146)

my 9" +k¥v=0 , (1147)

wobei n,,, zum Potential V' = V,,, gehort. Wir konnen die Losungen fur diese drei Raumbereiche
sofort hinschreiben

)  U(z) = Ae® 4 Be oo (1148)
) U(x) = aekomm® 4 ge~ikonme (1149)
)  U(z) = ae® 4 pe T | (1150)

Hierbei sind A, B, «, B, a und b zundchst beliebige Konstanten. Damit die drei Teillésungen eine
einzige Wellenfunktion () als Losung ergeben, miissen die Randbedingungen befriedigt werden,
die wir nun aufstellen wollen. An den Sprungstellen des Potentials bei z = 0 und = = d fordern
wir die Stetigkeit der Wellenfunktion sowie ihrer ersten Ableitung, d.h.
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limU(z=¢) = lim¥(z=—¢) |, (1151)

e—0 e—0
ll_r)%\ll(xzd—i-e) = 11_{%\11(:5261—6) ; (1152)
. d¥(r=¢) . d¥(r=—¢)
e T ImT (1153
VU(r = V(r=d—
i YE=d+e o Wle=d=) (1154)
e—~0 dx =0 dx

Diese Randbedingungen erkennen wir folgendermalien. Zundchst gehen wir aus von der Konti-
nuitdtsgleichung

%—f +divi=0 (1155)
mit
B .
W=, =L@V - eV (1156)
m

Wir integrieren iber den ganzen Raum und wenden den Gaul3schen Satz an. Dann haben wir

a 3. « .7 13 _ .
/Vawdr—— divj d°r = /FdeF . (1157)

Hierbei bezeichnet F' die Oberflache des Volumens V, Uber das integriert wird. 5 ist die Norma-
lenkomponente des Stromvektors 7, d.h. die senkrecht auf der Flache stehende Komponente von
7. Nun ist nach der Schrodinger-Gleichung

a(‘ll*qj)3_]‘/*A 3 1/ T g3
/ S dr=— [wavdr - — [virw dr (1158)

Aufgrund der Selbstadjungiertheit des Operators H folgt aber

/ U HU & = / VU dr (1159)
und damit, weil

d * 3 ;

a/xp\Izczr:—/deon . (1160)

Im eindimensionalen Fall haben wir d3r = dz und divj = dj./dx. Wir fihren die Integration in
(1157) aus und lassen dabei den Bereich (x = 0) aus, an dem das Potential einen Sprung aufweist.
Es folgt

Jz(x = +00) — jr(x =€) + jp (v = —€) — ju(x — —00) =0 . (1161)
Aus Normierungsgriinden muf die Stromdichte j,(z — +o0) verschwinden. Damit folgt
Je(x =€) =jy(r =—€) fir e—0 . (1162)
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Als Bedingung bekommen wir so die erwéhnte Stetigkeit der Wellenfunktion und ihre Ableitung
an der Potentialsprungstelle. Dies flihrt uns beziiglich der Wellenfunktionskoeffizienten auf die
folgenden Bedingungsgleichungen

A+B = a+8 , (1163)
iko(A—B) = ikongm(a—p5) (1164)

q ethonmd | g o=ikonmd g cikod | po=ikod (1165)
ikony, (ae®ormd — g emthonmd)  — k(g ethod _ peTikod) (1166)

Wir haben somit vier algebraische Gleichungen zur Festlegung der sechs willkirlichen Konstan-
ten vorliegen. Die Willkur erklért sich partiell dadurch, da wir sowohl Wellen vorliegen haben
kdnnen, die von rechts oder von links auf die Barriere auftreffen. Nehmenwirz.B. A, B # 0,b = 0,
dann kann A e**o® als die einfallende, B e~*°* als die reflektierte Welle und a e**°® als die hindurch-
gehende Welle aufgefalit werden. Hatten wir b % 0 angenommen, so hétte das bedeutet, daf auch
auf der anderen Seite der Schwelle eine Welle einféllt. Das entspricht in der klassischen Mechanik
der Tatsache, dal3 sich die Teilchen von links oder von rechts auf die Schwelle zu bewegen kénnen.
Wir untersuchen jetzt den Fall eines von links kommenden Teilchens. Dann setzen wir b = 0. Als
sechste und letzte Bedingung kdnnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit als Normierungs-
bedingung die Amplitude der einfallenden Welle willkirlich gleich Eins setzen, d.h. A = 1. Dann
haben wir die folgenden Bedingungsgleichungen vorliegen

1+B = a+48 , (1167)

1-B = np(a—p8) , (1168)

o etkonmd B e—thonmd . cikod ’ (1169)

N (v ROmmd _ g g=ihonmd) ¢ gikod (1170)

Wir losen diese vier algebraischen Gleichungen auf und finden

-9 tkonmd 1
a = — et (14 ) : (1172)
e—zkonmd (1 + nm)Z _ ezkonmd (1 _ nm)Q

—2¢tkonmd (1 — )
= - m—_ 1172
5 e—zkonmd (1 + ’I’Lm)2 _ ezkonmd (1 _ nm)Q ’ ( )

—itkonmd __ _ikonmd 1 — 2
g - _ o) (1 — ) ’ (1173)
e—zkonmd (1 + nm)Q _ ezkonmd (1 _ nm)Q
. dn
ikod i L. ) 1174
ae e—zkgnmd (1 + nm)Z _ ezkonmd (1 _ nm)Q ( )

Dies kann sofort verifiziert werden, indem man diese Losungen in die obigen Bedingungsgleichun-
gen einsetzt.
Fur die GroRe n?(x) hatten wir

_ E —V(x)

o) = =

Vin
=1-= (1175)

159



und damit

n(z) = ng, = l—ﬁ

E

(1176)

Fur E > V,, ist die GroRe n,, reell. In diesem Fall ist die Intensitét | B|? der reflektierten Welle

(e—ikonmd _ eikonmd)(l _ n%n)
e—tkonmd (1 + TLm)2 — etkonmd (1 _ nm)Z
(eikonmd _ e—ikonmd) (1 _ n2 )

m
. m —e! — Itm
etkonmd (1 +n )2 e—tkonmd (1 n )2

(—e~konnd _ 2ikinnd 1 9)(1 — 52 )?

m

|BJ?

(1 + nm)4 + (1 _ nm)4 _ (efQikonmd + €2ik0nmd)(1 _ nm)Q(l + ’I’Lm)2

2(1 — cos(2kon,d)) (1 — n2,))?
(14 nm)*+ (1 = np)* — 2(1 — n2,)? cos(2kgn,d)
4(1 — n2,)?sin?(kon,d)
(1+nm)*+ (1 —np)* — 2(1 — n2,)? cos(2kgn,d)

Hierbei haben wir von der trigonometrischen Relation
cos 2z = cos’ z — sin’ x
Gebrauch gemacht. Fiir die durchgehende Welle finden wir vollkommen analog

2
a2 = 16 n;,

1+ nm)*+ (1 = ny)* = 2(1 — n2,)? cos(2kgn,d)

Wir betrachten jetzt die Stromdichte

ih

5 (\IJV\II —U*VVv)

] =
Mit diesem Ausdruck erhalten wir nun fiir die Stromdichte j, der einfallenden Welle

. hk hk
jo = —C|AP = TR0 =By,
m m

Fur die Stromdichte 5, der reflektierten Welle folgt
. _hk
Ir = 0 ‘B|2

Fur die Stromdichte j; der durchgehenden Welle resultiert
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Der Index t steht hierbei abkiirzend fiir Transmission. Das Verhéltnis zwischen der Stromdichte
der reflektierten zu dem der einfallenden Teilchen heifRt Reflektionskoeffizient,

.| _ |BJ 2
_ PR g 1184
. Jo AP B (1184

Das Verhélnis zwischen dem Strom der durchgehenden zu dem der einfallenden Teilchen heil3t der
Transmissionskoeffizient oder Durchlassigkeitskoeffizient

Jt |a\2 2
e _ 1185

Aus dem Erhaltungssatz fir die Teilchenzahl oder der Kontinuitatsgleichung folgt

R+T=1 (1186)

oder

B+ a*=1 . (1187)

Wir verifizieren dies explizit

2(1 —n2)? — 2(1 — n2,)? cos(2konpd) + 1602,

= 1188
(14 nm)*+ (1 = ny)* — 2(1 — n2,)? cos(2kgn,d) (1188)
Also muf3 gelten
2(1 —n2)2+16n2 = (1 +nu)* 4+ (1 — ny)* (1189)
und somit
2(1 —2n2, +nt)+16n2, = 2nt +12n2, +2
(1 + 20, +n2) + (1 = 2n,, +n2)?
= (1 +4n2 +nt +4n,, +2n2, +4n3) +
(1 +4n? +nt —dn, +2n% —4n3)
= 2n} +12n2, +2 . (1190)

Fiur £ > V,, mul nach der klassischen Mechanik R = 0 und 7" = 1 sein. Die Schwelle ist
ohne Einschrankungen durchlassig. In der Quantenmechanik haben wir aber |B|?> # 0, daher ist
in der Quantenmechanik R > 0 und 7" < 1. Die Teilchen werden zum Teil ebenso reflektiert wie
Lichtwellen an der Grenze zweier Medien.
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Ist die Teilchenenergie E kleiner als die Hohe der Schwelle V/,,,, so findet nach der klassischen
Mechanik eine Totalreflexion statt: 77 = 0, R = 1. Die Teilchen dringen dabei tUiberhaupt nicht in

die Schwelle ein. Fur E < V,, schreiben wir fiir n,,, noch
Voo . [V .
Ny, = \/1—5 :z\/f—l = 1|
Dies setzen wir in (1174) ein. Es folgt

L ikod _ 4i|n,,|
ekolnmld(1 + 4|n,,|)2 — e~ Folnmld(1 — 4|n,,|)2

Wir ermitteln jetzt hieraus den Transmissionskoeffizienten

T =|a)* = . 16 rom| ~ ‘
ekolnmld(1 + i|n,,|)2 — e—kolnmld(1 — i|n,,|)2
1
R N e i

16 |n,,|?

PRI+ [ P2 + € B0 8L+ [P = (L i) = (L= ]

Jetzt ist

(1 £ilng))' = (1420 — nml?)?
= 1—4n,> + [nm|* £ 4ilng| — 2/nm|* £ 4iln, >
M| * £ 4i |0 > — 61| £ iy, | + 1

I

Somit haben wir

16 |n,, |2
(L + [y 2)2(2Rolnmld 1 e=2Rolnmld) — |1, & 4+ Bln |2 — 1

Jetzt nehmen wir an, daR gilt

e2k0|nm|d > 1

Dann bekommen wir

T — 16 |nm‘2 672k0|nm‘d
(1+ [nm[?)?

Wir bezeichnen den Vorfaktor vor der Exponentialfunktion mit 7,
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16]n,, |2

) 1197
(1+ [nm[2)? (1197)

0:

und schreiben weiter

olnm| = %\/sz,/% 1= %,/Qm(vm "B . (1198)

Somit gilt

T =Ty e #V2(Vn-E)d (1199)

Im Gegensatz zu den SchluBfolgerungen der klassischen Mechanik durchdringen also die Teilchen
auch fur £ < V,, die Schwelle. Das Phdnomen des Durchgangs durch eine Potentialschwelle
bezeichnet man als Tunneleffekt. Offensichtlich tritt der Tunneleffekt nur dann merklich auf, wenn
gilt

%,/Qm(vm —E)d~1 . (1200)

Damit tritt der Tunneleffekt zumeist nur in atomaren Erscheinungen auf.

‘V(x)

Vi

v

Xy AX X, X

Abbildung 20: Allgemeine Potentialschwelle und Approximation durch endlich viele Rechteck-
schwellen.

Wir wollen nun die vereinfachende Annahme einer Rechteckpotentialbarriere fallen lassen und
eine allgemeine Potentialschwelle studieren. Diese Potentialschwelle approximieren wir duch ei-
ne Ansammlung von Rechteckschwellen. Fir den Transmissionskoeffizienten fiir den Durchgang
durch eine dieser Schwellen gilt
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T — T(; 6_% 2m(V(z)-E)Az (1201)

Fur den Transmissionskoeffizienten fiir den Durchgang durch all diese einzelnen Schwellen neh-
men wir nun an, dal er gerade durch das Produkt der einzelnen Transmissionskoeffizienten gege-
ben ist. Wir nutzen die Riemannsche Definition des Integrals aus und bekommen schlieBlich

T =T, exp {—% /:2 \/Qm(V(aﬁ) —F) dm} . (1202)

Der Tunneleffekt ist eine typisch quantenmechanische Erscheinung. Fir 2 — 0 verschwindet der
Tunneleffekt. Der Tunneleffekt erscheint zundchst paradox. Fir die Gesamtenergie schreiben wir

E=L +v@) | (1203)
m

also muR fir V'(z) > E gelten

LA (1204)

2m
und somit mifte p imagindr sein. Diese Aufspaltung in potentielle und kinetische Energie macht
aber im Tunnelbereich nicht ungedingt Sinn, da sie anderen Grundprinzipien der Quantenmechanik
widerspricht. Die gleichzeitige Bestimmung der potentiellen Energie und der kinetischen Energie
erfordert die eindeutige gleichzeitige Festlegung von Ort und Impuls, was nach der Heisenberg-
schen Unschérferelation nicht modglich ist. Mit der Festlegung des Raumbereiches Az = d haben
wir nach der Unscharferelation

— h? h?

Mit d aus (1200) finden wir

2
ép V. -E . (1206)
m

Durch die Festlegung des Ortes wird unvermeidlich eine Impulsschwankung bewirkt. Dabei ist die
Anderung der kinetischen Energie des Teilchens groRer als die Energie, die dem Teilchen bis zur
Hohe V,,, der Potentialschwelle fehit.
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Abbildung 21: Die potentielle Energie des a-Teilchens als Funktion des Abstands vom Kern.

Die Theorie des a-Zerfalls

Bekanntlich zerfallen viele radioaktive Elemente unter Emission von «a-Teilchen. Das a-Teilchen
ist der Atomkern des Elements Helium mit der Ordnungszahl 2 und besteht aus zwei Protonen
und zwei Neutronen. Nach Verlassen des Atomkerns wird das a-Teilchen im Coulomb-Feld des
Restkerns oder Tochterkerns beschleunigt. Der Tochterkern habe die Ladung 7, also ist

Z=7-2 (1207)

wenn Z' die Protonenzahl des urspriinglichen radioaktiven Kerns ist. Die potentielle Energie, die
das «-Teilchen spirt, hat qualitativ den in der Abbildung (21) gezeigten Verlauf.
Im Coulomb-Feld des Kerns lautet die potentielle Energie

_2Ze?
o

V(r) firr > Roe (1208)

wobei R, den Kernradius angibt. Fir Ry gilt ndherungsweise
Rne =10 Al ) (1209)

wobei A die Massenzahl des Atomkerns angibt und 7y = 1.2fm = 1.2 - 10~ m ist. Fir sehr
schwere Kerne mit A ~ 200 folgt ndherungsweise R, ~ 7 fm. Aufgrund der gleichnamigen La-
dung von a-Teilchen und Tochterkern ist die potentielle Energie aulerhalb des Atomkerns positiv.
Am Kernrand spirt das «-Teilchen auch die attraktiven Kernkrafte, die zu einer Potentialmulde
fuhren. Das a-Teilchen ist urspriinglich im Mutterkern in dieser Potentialmulde gebunden. Hat das
a-Teilchen im Mutterkern eine Energie E > 0, so kann es prinzipiell den Potentialberg durchtun-
neln, und der Kern zerfallt radioaktiv. Umgekehrt kann natirlich auch ein a-Teilchen von grol3en
Absténden herankommend selbst fiir Energien E < V,,, den Potentialberg durchtunneln und mit
dem Atomkern fusionieren. Dies ist der dominante Prozel? fiir die Elementsynthese im Universum.
Es wird hierbei der Potentialberg, Coulomb—Wall genannt, durchtunnelt. Wir betrachten nun die
elementarste Theorie des radioaktiven Zerfalls. Ist die Zahl der nichtzerfallenden Atome zum Zeit-
punkt ¢ gleich NV, so wird im Laufe der Zeit d¢ die Anderung der Zahl der Atome oder das Negative
der Zahl der zerfallenden Atome den Wert

dN = —\ N dt (1210)
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annehmen. Die Proportionalitdtskonstante A ist die Zerfallskonstante. Die Aufintegration ergibt
sofort

N(t) = N(0) et . (1211)
Die Zerfallskonstante )\ hat die Dimension einer inversen Zeit,
dim\=s"1 . (1212)

Um X zu berechnen werden wir die Quantentheorie des Tunneleffekts anwenden. Als ersten etwas
naiven Ansatz stellt man sich vor, daR das a-Teilchen im Kern mit der Geschwindigkeit v zwischen
den Potentialwénden hin und her springt. Bei jedem Stof} an die Potentialwand durchdringt es
diese mit der Tunnelwahrscheinlichkeit gegeben durch den Transmissionskoeffizienten 7. T" héngt
dabei von der Energie des a-Teilchen ab, T = T'(E). Die Zeit zwischen zwei WandstoRen des
a-Teilchens ist gegeben durch

_ 2fine mit v = b . (1213)
v m

to

Das «-Teilchen benotigt im Mittel 1/7 StoRe, um den Potentialberg zu durchtunneln. Fir die
Lebensdauer 7 beim a-Zerfall setzen wir daher

to
= — 1214
r=2 (1214

an, und die Zerfallskonstante ist gerade

=1 (1215)
T
Damit folgt
v 2 (72
A= 5= Th exp (—% / " \om (V) - ) dr) . (1216)

m ist die Masse des a-Teilchens. Es verbleibt noch die Festlegung der Integralgrenzen r; und r5.
r1 setzen wir gleich dem Kernradius Ry, das heil3t

T = Rnuc . (1217)

ro folgt aus der Bedingung

27¢>
Te —F (1218)
2
und somit
27¢2
Ty = Ee (1219)

Jetzt kdnnen wir das Tunnelintegral auswerten. Wir betrachten das Integral
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272
= VamE [ |22 C1ar . (1220)
Rnuc Er

Dieses Integral laRt sich elementar 16sen. Wir substituieren

Er . 9
5707 — sin“u . (1221)

Somit erhalten wir

27¢?

dr =2 sinu cosudu . (1222)

Aus r,, wird die Integralgrenze u, = 7/2 und somit sin® u, = 1. Aus der Integralgrenze r; = Ry
wird nach (1221)

ER
u; = arcsin 5 ZZL;C (1223)
Fur das Integral 7 haben wir damit
I = v / — 1 sinu cosu du
V sin’
_ \/— / \/sm u+c0s2u—s1n U cosudu
sin? u
/2
= V2mFE / cosd sinu cosu du
sinu
4 w/2
. / cos®udu . (1224)
Wir fuhren das Integral aus, und es folgt
4Ze? /1 1 | m/2
I = V2mFE 7 (iu—l-zsm?u) .
2Ze? (T 1 .
= V2mE I (5 — Uy — B sin 2u1>
27¢?
= 2mE © (E — u; — sinuy cos ul) . (1225)
E \2
Erneut haben wir ausgenutzt, da gilt
sin2x = 2 sinx cosz . (1226)

Es resultiert weiter
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27¢?

I = 2mE
% z _ arcsin \/ERnuc . \/ERnuc \/1 . ERny
2 272 27 e? 272
27¢?
= 2mE €

E
% z _ arcsin \/ERnuc . \/ERnuc (1 . ERnuc)
2 272 27 e? 27 e?

Jetzt ist oftmals r; /ro < 1 und damit

ERHUC
27e2

<1

Somit kdnnen wir approximieren

arcsin \/ Ehe \/ £ e
2Ze? "\ 2Ze2

Somit resultiert ndherungsweise

92762 E
I =\2mE £3<3—2 Rm)

2 27 e?

Damit haben wir

v 2 27e? [ ERn
A = T ——V2mE ——2
2 Rre OeXp( YR (2 272
= Y Ty ex —z\/2m£62+§vZ62\/mR
= 2R 0 €Xp 7 E 7 nuc
Jetzt ist
\/E:,/TU .
2
Somit folgt

Ar Ze?> 8 vT
A= - == 43 VZemhine+1In (QR,M)

(1227)

(1228)

(1229)

(1230)

(1231)

(1232)

(1233)

Dies ist die Geiger—Nutall-Formel fiir die Zerfallskonstante beim «-Zerfall. Charakteristisch ist
hierbei die Abhéangigkeit von der Geschwindigkeit v des a-Teilchens und von der Ordnungszahl

7 des Tochterkerns.
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Das magnetische Moment

Liegt ein homogenes, statisches Magnetfeld B, vor, so laRt sich dieses durch das Vektorpotential

i) = —3 (7 x By) (1234)

darstellen. Die Rotation dieses Ausdrucks fiihrt sofort wieder auf B,. Wir setzen dies in die
Hamilton—Funktion

1 5 2
H(r,p,t) = 5 (ﬁ— EA(F, t)) + e ®(7,1) (1235)

ein. Durch Einsetzen des Vektorpotentials erhalten wir den magnetischen Beitrag

e = e . =

H,=——° B,-F Bo)? . 1236
oo 20 (r><15)+8mc 0) ( )

Der erste Term folgt explizit aus

e 1., ., = 1., = ) e _ o
2—m<§p-(TXBO)+§(T><BO)-p)=—2—mc<Bo-(T><p)) . (1237)
Jetzt ist
Fxp=1 (1238)
und
(7Fx Bo)? = — (Fx (Fx By)) - By (1239)
Damit konnen wir schreiben
Ho=— % T .By— © (Fx(FxBy)-B 1240
"= g L B0~ g (TX (T Bo)) B (1240)

Nun ist die Energie eines permanenten magnetischen Dipols 77 in einem dulleren Magnetfeld By
gerade (—m - By). Daher identifizieren wir das magnetische Bahnmoment mit

mp=—1L . (1241)
Magnetisches Moment und Bahndrehimpuls sind parallel. Weil die Energie eines induzierten Mo-

ments (—% Mind * Eo) betrdgt, bezeichnen wir die GroRe

Mind (Bo)

=7 (7 x (7 x By)) (1242)
als induziertes magnetisches Moment. Fir die klassische Hamilton—Funktion erhalten wir somit

— 1 —
Hm - —’I’?LL N BO - 5 T?Lind N BO . (1243)
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In der Quantentheorie gilt nach dem Korrespondenzprinzip

= —— L . (1244)
2mece
Die nicht gleichzeitige Mel3barkeit der einzelnen Komponenten des Drehimpulses tbertrégt sich
daher auf das magnetische Moment. Man kann gleichzeitig nur eine Komponente und den Betrag
messen. Eine Komponente des permanenten magnetischen Moments 77, hat daher die (21 + 1)
Eigenwerte

h )
0 o mit om=1,... =l . (1245)
2me
Die GroRe
g = ﬂ (1246)
2me

mit der Masse des Elektrons m nennt man das Bohrsche Magneton.

Auch der Spin des geladenen Elementarteilchens ist mit einem magnetischen Moment 7, ver-
kniipft. Jedoch ist die Proportionalitétskonstante zwischen 77, und dem Spin S anders als beim
Drehimpuls in der Schrodinger—Theorie. Es gilt

s = gy —— 5 (1247)
Die Zahl g, nennt man gyromagnetischen Faktor. Nach der relativistischen Dirac—Gleichung folgt
g, =2 . (1248)

Die Quantenelektrodynamik liefert hierzu weitere Korrekturen. Mit

e? 1
_e 1 1249
T he T 137 (1249)
folgt
«
95:2(1+—+...) . (1250)
2

Die Korrektur («/27 + . ..) nennt man das anomale magnetische Moment. Diese Korrektur ist fur
das Elektron mit ca. 12 Stellen Genauigkeit gemessen worden. Fur die Bausteine des Atomkerns,
die Protonen und Neutronen, die ebenfalls den Spin s = 1/2 besitzen, gilt hingegen

¢¢? =559 und g7 =-3.83 . (1251)

Hier spielt fir die Festlegung des g-Faktors die innere Struktur von Protonen und Neutronen, die
aus Quarks und Gluonen aufgebaut sind, eine wesentliche Rolle.

Wir wollen nun tiberlegen, welchen Effekt das Spinmoment eines Elektrons bewirkt. Dazu bringen
wir zum Beispiel das Wasserstoffatom mit einem s-Elektron, das heilt / = 0 und s = 1/2, in ein
Magnetfeld B. Der Hamilton—Operator dieses Elektrons hat dann die Gestalt

H="Hy— (m,-B) . (1252)

170



Dabei ist 7, der Hamilton-Operator ohne Magnetfeld und (—fﬁs . E) der Hamilton—-Operator des
Spinmoments im Feld. Das Bahndrehmoment liefert wegen [ = 0 keinen Beitrag. Die Eigenwerte
des Spins §'sind +1/2. Somit folgt fur den Hamilton—Operator (1252) als Energie

E:Eoigs%BB . (1253)
Der Eigenwert E,, der wegen des Spins ohne Magnetfeld zweifach entartet ist, spaltet im Magnet-
feld in zwei Terme mit dem Abstand g, 3 B auf. Diese Aufspaltung der atomaren Energiezustéande
nennt man Zeeman-Effekt.

A

Os B
3 u

\ 4

Abbildung 22: Aufspaltung atomarer Energieeigenzustande im duBeren Magnetfeld.
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Spin

Kurze Wiederholung: Bahndrehimpuls

e Definition :
L:=Fxp (1254)
e \fertauschungsrelationen :
Loy L] = ihL. usw. (1255)
Kurz :
k
[ﬁi, E?] = 0. (1257)
e Gleichzeitig meBbar sind L2 und eine Komponente ( meist L, ).
e Eigenwerte:
— Aufgrund der Vertauschungsrelationen sind zul&ssig
« fur L2 (0 + DR%, mitl = 0,1,1,3,2,..
« fur L,, bei vorgegebenem 1 : m#A, mitm = —1, —1 +1,...,1, also 2 + 1 mogliche

Werte.
= Eigenzustande |im).

— Tatsdchlich angenommen werden vom Bahndrehimpuls aber nur ganzzahligel = 0,1, 2, ...

Grund :
In der Ortsdarstellung sind die Eigenzustdnde |m) beschrieben durch Kugelflachen-
funktionen Y7,,, (19, ¢) mit

Ez YZm(ﬁa (P) =mh Yim(ﬂa (P) . (1258)
Drehung um die z—Achse um einen Winkel « liefert eine Phase

Yim(@, 0 +a) = e+ Y, (9, )
= ™Y, (9, ) (1259)

Wenn wir Eindeutigkeit der Wellenfunktion fordern,
Yim (9, ¢ +2m) = Vi (9, ) (1260)

dann folgt, daR m (und somit [ ) ganzzahlig sein muf3.
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e Mit dem Bahndrehimpuls L verkniipft ist ein magnetisches Moment

S~

-4

= (1261)

mit dem Bohr Magneton ¢/2m. Hierbei sind ¢ und m die Ladung und Masse des Elektrons.
Klassische Herleitung :

. El
Il Il
s I
<y
[
=
X
.

(2
=
I
—~—
9
=
)
=
X
Sy
I

e, (1262)
m

e Die Energie eines magnetischen Dipols mit magnetischem Moment M in einem 4uReren
Magnetfeld B ist

Hpjpol =B - M . (1263)

Experimentelle Hinweise auf Spin

1. Stern—Gerlach—-Experiment

A Z \
| Schirm
N ___________ —_—
S
\

Abbildung 23: Schematische Darstellung des Stern-Gerlach Experiments. Links zeigt die gestri-
chelte Linie den Strahl von Wasserstoff-Atomen im 1s-Grundzustand (im Originalexperiment:
Silber-Atome), sie sollten keinen Bahndrehimpuls haben. Das starke inhomogene Magnetfeld B
{ibt auf einen magnetischen Dipol die Kraft aus F = —V Hp;poy = V(B - M) ~ 8B, /82 M,.

Beobachte

e Aufspaltung in zwei Strahlen (symmetrisch, gleiche Intensitat) = 2 unterschiedliche
Werte fiir M,.
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e Das magnetische Moment kann nicht vom Bahndrehimpuls herriihren, da / = 0. Selbst,
wenn [ # 0, wiirde man immer eine Aufspaltung in (2! + 1) = ungerade Zahl von
Strahlen erwarten.

2. Multiplettstruktur

e Nach der einfachen Theorie des Wasserstoffatoms ohne Spin sollte der 2p—Zustand
(l=1) 2l+1 = 3-fach entartet sein.
Tatséchlich beobachtet man jedoch ein Dublett :

2p

2p1

anstatt sieht man

1s 1s

Abbildung 24: Niveauaufspaltung in ein Dublett.

= Die einfache Theorie des H-Atoms kann nicht exakt sein.

e Plausible Erkldrung der Dublett—Aufspaltung mit Spin :
Der Bahndrehimpuls (I = 1) induziert Strom = internes Magnetfeld. An dieses Ma-
gnetfeld koppelt der Spin % der Elektronen = Aufspaltung in 2 Niveaus, wie bei Stern—
Gerlach.

3. Zeeman-Effekt

e \Wegen
Hpipol = —B- M = —pupB - L (1264)

erwartet man bei einem auRerem Magnetfeld B (0.B.d.A. in z—Richtung) eine Aufspal-
tung von Niveaus:

— Einfacher Zeeman-Effekt
Magnetfeld stark = resultierende Aufspaltung viel groRRer als Multiplett—Aufspal-
tung = Multiplett—Aufspaltung vernachldssigbar.
— Anomaler Zeeman-Effekt
Magnetfeld schwach =- resultierende Aufspaltung kleiner als Multiplett—Aufspal-
tung.
e Beobachte :

Aufspaltung jeweils in eine gerade Anzahl von Niveaus. wie bei Stern—Gerlach kdnnte
der Bahndrehimpuls nur eine Aufspaltung in eine ungerade Anzahl von Niveaus liefern.

174



2p AN

AE,

7
7
4
7
+“—r

1s
AE=2AE,
erwartete
in Theorie
ohne Spin beobachtete
W | - —
—_—
ohne B mit starkem B

Abbildung 25: Multiplettaufspaltung in einem starken Magnetfeld.

—
2p
Dublett
1s
| - __J | - —_— _J
ohne B mit schwachem B

Abbildung 26: Niveauaufspaltung beim anomalen Zeemann-Effekt.

4. Einstein—deHaas Experiment

Das aullere Magnetfeld richtet elementare magnetische Momente und daher Drehimpulse
aus.

Messe :

e Drehimpulsiibertrag AL bei Einschalten des Feldes (~ Auslenkung des Lichtstrahls).
e Magnetisierung AM des Stabs.

Finde :

AM =2 ugAlL. (1265)
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Abbildung 27: Schematische Darstellung des Einstein — deHaas Experiments.

Mathematische Grundlagen des Spin
e Uhlenbeck—-Goudsmit Hypothese (1925) :

— Das Elektron hat einen intrinsischen Drehimpuls ( Spin) ¥mit 52 = s(s+1)h? = 377,2,
also ist s = 3 (Spin 1/2) .

— Verknipft mit dem Spin s ist ein magnetisches Moment
M, = 2ug5. (1266)
(Beachte den Faktor 2 1)
e Zum Spin gibt es kein klassisches Analogon!

e Mathematische Formulierung der Hypothese :

— Es gibt einen Spin—Operator 5. Er erfillt die Vertauschungsrelationen eines Drehim-
pulses:

[§i, 3]] = th eijk §k s (1267)
k
{s ?2] - 0. (1268)

2 : : -
Esists” = s(s + 1)a* = 3n% also ist s = 1. Die Komponente 3, hat die Eigenwerte
+h/2.
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— Der Spin-Operator S wirkt in einem (2s + 1) = 2-dimensionalen Zustandsraum (Hil-
bertraum) HSpinv aufgespannt von den Eigenzustanden

s, =+h/2) = [+),
5. = —h/2) = |-) (1269)
von S,.

— Der Zustandsraum 7 des Elektrons ist das Produkt aus dem (bisher betrachteten) raum-
lichen Zustandsraum HRgm und dem Spin—Zustandsraum H gpin, :

Die volistandige Wellenfunktion des Elektrons hat somit 2 Komponenten:

(7 +[O) = W (7) | _. [ O4(7)
(7, = W) = ¥_(7) } o ( U_(7) ) ' (1271)

Die Wellenfunktion ist ein 2—-Komponenten Spinor.

e Pauli-Matrizen: .
Wir betrachten die Darstellung des Spin-Operators S in der Basis {|+), |—)}.
Jede Komponente S; wird von einer 2 x 2—Matrix dargestelIt.

- Mit
A h
S,|+) = i§|i) (1272)
folgt sofort die Darstellung
h{+1 0
Sz_§< 0 _1>. (1273)
— Fir die Leiteroperatoren
S: =8, +iS, (1274)
gilt
‘§+|+> =0 ) S’—‘+> = h‘_> )
Sil=)=hl+) , S-[-)=0. (1275)
und somit die Darstellung
h({0 2 h({0O0
soh(h2) emt(00) w27
Daraus folgen
1 h(foO 1
Sy = §(S++S_)—§<1 0) , (1277)
1 h{0 —i
Sy = §(S+—S_)_§< ; 0) : (1278)
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— Zusammenfassend :

h

SZ': 50'1' y

o 0 1 o 0 —i o 1 0
r=\10) 7" \i o) N0 -1

die sogenannten Pauli—-Matrizen sind.

wobei

— Eigenschaften

o
[0i7 0j ]
050y

0;0;

Spur(o;)
det(O'i)

= 1,
= QiZeijk o ,

= z’ozkund zyklischin z,y, z ,
= 01 +iZeijk0k ,

= 0, ‘

= —1.
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Die Pauli—-Gleichung

Wir untersuchen nun die Bewegung des Elektrons im elektromagnetischen Feld unter Beriick-
sichtigung des Spins. Nach der grundlegenden Hypothese besitzt das Elektron das magnetische
Moment

m=—-——3 (1287)

§=-7. (1288)

In der Standarddarstellung lauten die Spin—Matrizen

01 0 —1 1 0
ox—<10>,oy—<i 0>,az—<0 _1>. (1289)

Die Vertauschungsregeln lauten
005 = 62']' + ieijko-k: = —0,0; . (1290)

Hier ist ;5 der total antisymmetrische Tensor. Es ist das Levi-Civita-Symbol.
Wir fanden die folgenden Eigenwerte von §'2 und s,.

P = Zh%p,
5,0 = hm,U. (1291)
mit
1
my = - (1292)

und dem Spinor

\P:<$1>E<$+>. (1293)

In einem Magnetfeld erhalt das Elektron die zuséatzliche potentielle Energie
AE = —B . (1294)
Daher schreiben wir nun fiir den erweiterten Hamilton—Operator

A~ 1 ~ — 2 —
H=— <ﬁ+ EA) oo+ M sB (1295)
2m c 2me

Wir haben hier die Ladung des Elektrons gleich —e gesetzt. Die Schrodinger-Gleichung fir die
Wellenfunktion W(W,, W) erhélt jetzt die Form

\VJ 1 /- 2\ 2 Ao o
DA (*+ EA) U — ¥ + — GBT . (1296)
ot 2m c 2me
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Dies ist die Pauli-Gleichung.
Mit
~ 1 ~, e - 2
Ay = <p + _A) " (1297)
2m c
kdnnen wir auch schreiben

Q A~ —
Y v+ sy (1298)
ot 2me

Wir wollen die Stromdichte bestimmen. Ausgehend von ¥ bestimmen wir die adjungierte Funktion
als den zweikomponentigen Zeilenvektor

Ut = (U7, 035) . (1299)
Damit lautet die adjungierte Form der Pauli-Gleichung

Lot eh Lo\
—ih—s— = H3V +2—mc(an11) . (1300)

Wir multiplizieren nun (1298) von links mit ¥+ und (1300) von rechts mit ¥. Danach subtrahieren
wir beide Gleichungen voneinander. So bekommen wir

0 .

iha(\lﬁ\ll) = Ut (H\W) — (HI)T
eh 1442 B > Byt
+o— UG- BY - (¢- BY)*] . (1301)
2mc
Nun gilt
dt=0@)"=¢7 (1302)
und damit
(G-BY)* =vt3.B. (1303)

Daher ist der Ausdruck in der eckigen Klammer in (1301) gleich Null. Die verbleibenden Rech-
nungen sind analog zu den friheren Rechnungen mit dem Unterschied, dal wir es nun mit den
beiden Komponenten ¥, und ¥, zu tun haben. Es resultiert

L0, i A S - .
iha (U0 + W305) = — -V [V — 0V + BV, — U,V 5]
teh = - . .
+ oV ECAZER AN (1304)

Wir formen diese Gleichung um in die Kontinuitatsgleichung fur die Wahrscheinlichkeitsdichte w
(w = p) und die Stromdichte j. Damit haben wir
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w = (\Iﬂ{‘lll + ‘1/;\1]2) s

— .h — — = —
7 = ;_m [0V T — U VT + BV, — 6,V T
€ T x *
- ECAZER A ] (1305)

Dies konnen wir kompakter schreiben als

w = ¥t
. [w9ut — v v] - < vt (1306)
2m mc

Diese Relationen zeigen, dal sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons und die Strom-
dichte additiv aus zwei Teilen zusammnesetzen, von denen sich jeder auf Elektronen mit einer
bestimmten Spinrichtung bezieht. Die Normierungsbedingung hat die Form

/ U Pr =1, (1308)

Der anomale Zeeman-Effekt

Wir untersuchen nun die Aufspaltung von atomaren Spektrallinien in einem Magnetfeld. Insbe-
sondere betrachten wir ein Atom mit einem Valenzelektron in einem duBReren Magnetfeld. Stellen
wir dabei den Elektronenspin in Rechnung, so bezeichnen wir die Aufspaltung der Spektrallinien
als den anomalen Zeeman-Effekt. Das Elektron spirt nun das attraktive elektrische Potential des
Atomkerns sowie das Magnetfeld. Das elektrische Potential des Atomkerns bezeichnen wir mit
V (r). Das Magnetfeld legen wir in die z—Richtung,

B =Beé,. (1309)

Das Vektorpotential habe dann die Form

B
A, = -2
T 2y7
B
Ay = +§.’E,
A, = 0. (1310)

Mit B = rot A folgt dann wieder (1309). Wir setzen diesen Ausdruck fiir A in die Pauli-Gleichung
ein. Es folgt
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ov K2 itie <a\1f axp)

h— = —— VU 4+ Vi)W —-—B|z— —y—
! ot 2m +V(r) 2me o oy Yo
L ¢ g (a2 +97) w + N (5.B) U (1311)
8mc? 2me ¢ ’

Als wesentliche Naherung betrachten wir nun kleine magnetische Feldstarken und vernachléssigen
daher den Term proportional zu B2.

Ferner ist
1, 0 . 1,
hlee —yo | =L, = —ih=—. 1312
zh(xay y@x) 2 m@gp (1312)
Mit
N K2
Hy=——V?+V(r) (1313)
2m
kdnnen wir somit schreiben
oV N eB /-
ihs- = HoW + o — (L. + ho.) ©. (1314)

Wir wollen nun die stationdren Zustdnde ermitteln. Die Zeitabhangigkeit der Wellenfunktion ist
erneut durch den Faktor exp {—iEt/h} bestimmt. Damit lautet die stationdre Gleichung

~ B ~
HoU+ ~— (L, +ho,) ¥ = EY. (1315)
2mc

In der Diagonaldarstellung von o, folgt

1 o\/(®\ [ ¥
= () ) (H)=( ). sz

Somit separiert die stationdre Gleichung (1315) in

~ B ~
HoUy + - — (L. +h) ¥ = BV, | (1317)
2me

~ B ~
HoUy + o (L. —h) Wy = BV, | (1318)
2mc

Bei fehlendem Magnetfeld (B = 0) sind zwei Losungen moglich,

1 \Ilnlm 0 . h
\Ijgzl)m ( 0 ) ; E = Ey(ll) far S, = +§ )
0 .. I
U = ( v )  E=EY fir s, = 3. (1319)

Hierbei ist wie dblich
\IJnlm(F) = Rnl(r) . YZm(ﬁa 90) y (1320)
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und es gilt
LUm = hm U, . (1321)

Dies sind auch gleichzeitig die Losungen der Gleichungen (1317) und (1318). Es resultieren aber
andere Eigenwerte

LB ) h
o p=pW = pO LS 1) fir s, = 4o
2mc 2
B h
v® . p=EF? = O 7 (1) fur s, = —— . (1322)
2mc 2

Da wir den Term proportional zu B2 im Hamilton-Operator vernachlassigt haben, wird die Wellen-
funktion nicht gedndert und das Atom nicht deformiert. Die Energie hdngt aber von der Stellung
des Spins in bezug auf das Magnetfeld ab. Die Aufspaltung der Energie der s—Elektronen mit
[l = 0und m = 0 kommt nur infolge des Elektronenspins zustande. Durch diese Aufspaltung
der Elektronniveaus im Magnetfeld, also durch den Zeeman-Effekt erhoht sich auch die Zahl der
beobachtbaren Spektrallinien betréchtlich.
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Der Stark—Effekt

Wir studieren nun die Aufspaltung atomarer Spektrallinien in einem elektrischen Feld. Dieser em-
pirische Befund wird Stark—Effekt genannt. Das Experiment zeigt, dal? die Wirkung eines schwa-
chen elektrischen Feldes auf das Wasserstoffatom und andere Atome sehr verschieden ist. Im Was-
serstoffatom ist die Aufspaltung A E proportional zur elektrischen Feldstirke E, bei allen anderen
Atomen aber proportional zu £ 2. In starken Feldern der GroBenordnung 103 V/cm tritt eine zusétz-
liche Aufspaltung ein, die hoheren Potenzen von E proportional ist. AuBerdem wurde beobachtet,
dal? sich bei Verstarkung des Feldes die Spektrallinien verbreitern und schlieBlich ganz verschwin-
den. Wir wollen nun elektrische Feldstarken betrachten, die schwacher als 105 V/cm sind.

Wir betrachten das inneratomare elektrische Feld beim Bohrschen Radius «,

¢ ~513-10° (1323)

Byl = —
|Eol a? cm

Dieses Feld ist deutlich groRer als das von aul’en angelegte elektrische Feld. Das duRere elektrische
Feld konnen wir somit als kleine Storung betrachten. Wir betrachten ein homogenes elektrisches
Feld der Stirke | E|, das in z-Richtung zeigt:

E=|E|é, . (1324)
Die potentielle Energie des Elektrons in diesem Feld bezeichnen wir mit U (7). Es ist

UfF) =elE|z=—-D,|E| , (1325)
mit dem elektrischen Moment

D,=—-ez . (1326)

Die Schrodinger—Gleichung fur stationdre Zustdnde nimmt folgende Form an
h e 2 =
V24 (V(r)+e|El2) T =ET . (1327)
2m

Hierbei ist V' (r) das Coulomb—Potential. Die Schrodinger—Gleichung (1327) wollen wir mit Me-
thoden der Storungstheorie ndherungsweise 16sen. Spin—Effekte lassen wir zundchst unberiicksich-
tigt.

Wir wollen das Gesamtpotential in z-Richtung studieren.
Die Abbildung zeigt das Gesamtpotential
W=V(r)+UR) =V(F)+elElz . (1328)

Eingetragen sind auch die beiden einzelnen Potentiale. Ferner ist qualitativ die energetische La-
ge eines gebundenen Zustands mit der Energie E angegeben. Ein Elektron in diesem Zustand
kann durch die linke Potentialbarriere durchtunneln und somit zu einem Kontinuumszustand wer-
den. Streng betrachtet gibt es in einem homogenen elektrischen Feld keine gebundenen Zusténde.
Zunéchst miissen wir uns die Methoden der Stérungstheorie erarbeiten, um eine Anderung der
Energie eines atomaren gebundenen Zustands zu ermitteln.
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Gesamtpotential

> 7

Abbildung 28: Summenpotential aus dem 1/r-Coulomb—Potential und aus dem Potential des ho-
mogenen elektrischen Feldes. Das Gesamtpotential ist asymmetrisch. Eingezeichnet ist die ener-
getische Lage eines gebundenen Zustands. Es besteht eine endliche Tunnelwahrscheinlichkeit fur
das Durchtunneln durch die linke Barriere.

Zeitunabhangige Stérungstheorie

Wir betrachten die Schrodinger-Storungstheorie. Man geht dabei von der Moglichkeit aus, den
Hamilton—-Operator zerlegen zu kénnen in

H=Hy+H, . (1329)

Hierbei wird angenommen, daf sich das Eigenwertproblem zu H, streng losen 14Rt. Die Storung
H, soll nur eine kleine Korrektur darstellen. Fiir das volle Problem

H|¥,) = E,|¥,) (1330)

wollen wir eine moglichst gute Approximation finden. Wir verwenden wieder die Dirac—Schreibweise.
In einem ersten Schritt werden wir das ungestorte Problem

B |90 = EQ |w) (1331

exakt lsen. Die Eigenzustande des hermiteschen Operators Hj stellen ein vollstandiges Orthogo-
nalsystem dar

(PO = 6(n,m) . (1332)
Hierbei ist
Onm flr gebundene Zustande
= . 1
O(n, m) { (P — D) fir Kontinuumszusténde. (1333)
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Die Normierung fir Kontinuumszustande kdnnen wir auch transformieren

(P — Pr) — S(BY — EQ)) . (1334)

m

Die Wollstandigkeit wird ausgedriickt durch

=Y ey e?| (1335)

Im folgenden untersuchen wir die Energiednderung eines Zustands aus dem diskreten Spektrum
von H, aufgrund der Storung H;. Die Eigenzustdnde von H sind nur bis auf einen beliebigen
konstanten Faktor festgelegt. Wir vereinbaren die folgende zweckmaliige Normierung

(TO1p,) =1 . (1336)

Das Konzept der Schrodingerschen Storungstheorie basiert auf der Idee, die Stérung H; mit Hilfe
eines reellen Parameters 0 < A < 1 einzuschalten

H —\H, . (1337)
Fur A — 0 folgt natdrlich
E,— E® und |¥,)— |¥O) | (1338)

Bei dem Parameter A kann es sich in einigen Fallen auch um eine physikalische GroRe wie der
Kopplungskonstante handeln. Beispielsweise kann in atomphysikalischen Rechnungen oder in
Berechnungen quantenelektrodynamischer Effekte die Kopplungskonstante die Sommerfeldsche
Feinstrukturkonstante oz ~ 1/137 sein. Wir werden die Energien E,, und die Wellenfunktion |¥,,)
als Potenzreihe in )\ ansetzen. Zum Schlul} setzen wir wieder A = 1.

Wir betrachten zunédchst den Fall, dal3 wir nicht entartete Niveaus vorliegen haben. Wir schreiben
dann formal die folgenden Entwicklungen auf

E, = EO 4 XED + X ED 4+ . | (1339)
W) = (WO XY N2 @y (1340)

Aufgrund der speziellen Normierung (1336) folgt

MTOEy 4 A2 (@O gy =0 | (1341)
Dies wiederum impliziert

(WO =65 (1342)

Mit dem Ansatz (1339) und (1340) studieren wir nun die stationédre Eigenwertgleichung
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H|W,) = Hy|UO)+\(H [9D) + Hy[2D))
+A7 (Hy [OD) + Hy [9D)) +

= Ho|OO) + > W (B, [90D) + Hy [9P)) . (1343)
p=1
Ferner gilt
E,[9,) = EQ[UP)+ (B \‘I’(O )+ ED [())
+X2 (EQ 90 + BV 90y + B [92))) +

/4
= EO )+ Y (Z EY) I\Ifﬁf"jb) : (1344)
p=1 7=0

Durch Sortieren nach Potenzen von ) ergeben sich die verschiedenen Ordnungen der Schrodinger-
schen Storungstheorie. Fur p > 1 folgt aus den letzten beiden Gleichungen

. . p
Hy |OP-DY 4 Hy | 5P Z D wle=9y (1345)

Wir multiplizieren diesen Ausdruck von links mit bem bra-Zustand (/{?)|. Ferner ist

(Wil | Holy?) = ED (6P il) =0 farp>1 . (1346)
Damit verbleibt fir die Energiekorrektur

EY = (¢ |Hi[p®V) . (1347)

Wir wollen nun auch die Zustandskorrektur ausrechnen. Dazu multiplizieren wir (1345) von links
mit (U], wobei m # n sein soll

(WO (Hy — EV) 9Py = (EQ — EO) (30 3P)
~ p . .
= —(UWH, |9@ V) + 3 ED (v w9y (1348)

j=1

Nach Voraussetzung ist das vaeau E nicht entartet. Wir konnen also die letzte Gleichung durch
die Energiedifferenz (E(®) — E©)) dividieren. Ferner nutzen wir noch die Vollstandigkeit der un-
gestorten Eigenzustande aus,

Py = i Oy (PO gy (1349)

Wegen (1342) ist hier der Term fir m = n gleich Null fir p > 1. Damit bekommen wir als
Zustandskorrektur
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P (0) r -1
o) = Y, o)

fnztn) o E(O)
P p=7)

~ 3" BY) 2{6 . 16 0y ‘ o )> . (1350)
=1 m

Wir spezialisieren jetzt unsere allgemeinen Studien auf die Storungstheorie in erster Ordnung (p =
1) fir die Energien und Zusténde. Es folgt

EY = (¥0|H, [90) | (1351)
0)| (0)
1 0 <‘Ilm |H1|\I]n>
W) = Yo, WD SET S (1352)
und es ist
E, ~ EO4+ED (1353)
0,y =~ [TO)+ Ty (1354)

Der Erwartungswert des Storperators H; im ungestdrten Eigenzustand [T ) liefert also bereits
die Energiekorrektur erster Ordnung.

Wir betrachten anschlieend noch die Energiekorrektur in Storungstheorie in zweiter Ordnung
(p = 2). Es folgt

TO | A, |p0)y2
m#n)  En’ — By

Als approximatives Kriterium fiir die Giiltigkeit der Storungstheorie sollte die Stérung H; mdglichst
klein sein und der Niveauabstand mdglichst groR sein.
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