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Vorbemerkungen

Im Rahmen dieser Vorlesung soll eine Einflihrung in die Grundprinzipien der nichtrelativistischen
Quantenmechanik erfolgen. Wir bauen dabei explizit auf dem Kenntnisstand der Theoretischen
Mechanik und der Elektrodynamik auf. Diese Vorlesung ist fir Studenten des 4. Semesters vor-
gesehen. Die Quantenmechanik-Vorlesung bildet ihrerseits die Basis fiir das Verstandnis nachfol-
gender Bereiche der theoretischen Physik, insbesondere fiir die relativistische Quantenmechanik,
fur die theoretische Atom- und Kernphysik sowie fir die Festkorperphysik. Diese aufgezahlten
Bereiche bleiben ohne profunde Kenntnisse der elementaren Quantenmechanik unverstandlich.

Die Grundprinzipien der Quantenmechanik wurden in den 20er bis 40er Jahren erarbeitet. Die
Grundgleichung der Quantenmechanik — die Schrddinger-Gleichung — wurde 1926 publiziert.
Wenn auch wohlfundierte Kenntnisse der nichtrelativistischen Quantenmechanik zum grundsatzli-
chen Verstandnis von Quantenphdanomenen im Mikrokosmos beitragen, so mufl® man heute jedoch
konstatieren, dal} eine Prazisionsbeschreibung mikroskopischer Systeme damit noch nicht gelin-
gen kann. Eine rigorose theoretische Analyse mul} im strengen Sinn sogar zu dem Schlu kommen,
dal3 die Schrodinger-Gleichung als Grenzfall einer umfassenderen Theorie angesehen werden muf3
und angesichts heutiger Prazisionsexperimente sogar vielfach zu falschen Resultaten fiihrt.

Die mathematischen Anforderungen dhneln in vielen Bereichen denen der Elektrodynamik und
ubersteigen nur selten deren Komplexitat. Neu hinzu kommt das Operator-Kalkil. Der Umgang
mit Operatoren, z.B. Differential- oder Integraloperatoren, ohne dabei direkten Bezug zu neh-
men auf die Funktionen, auf die diese Operatoren wirken, ist zundchst etwas ungewohnt und muf3
ausfuhrlich behandelt werden. Operatoren werden wir in der Anfangsphase deutlich durch ein
Dach “~” tiber dem Buchstaben kennzeichnen: O.

Inhaltlich wollen wir folgende Teilbereiche behandeln:

1. Einfuhrung in die Wellenmechanik
2. Schrodinger-Gleichung

3. Operatoren und Hilbert-Raum

4. Die Unscharferelation

5. Der harmonische Oszillator

6. Teilchen in &uleren Feldern

7. Das Wasserstoff-Problem

8. Spin

9. Storungstheorie
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In der Diplompriifung stellt die Quantenmechanik ein Hauptprifungsfach dar. Insbesondere die
mehr experimentell orientierten Studenten werden vielfach mit quantenmechanischen Fragestel-
lungen konfrontiert. Hingegen werden die in Theoretische Physik sehr versierten Studenten domi-
nanterweise in den darauf aufbauenden Bereichen gepriift.
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1 Einfihrung

1.1 Heuristische Einfihrung der Schrodinger-Gleichung

Um eine Grundgleichung zu erhalten, die das Wellenverhalten von Teilchen wie z.B. Elektronen
beschreibt, werden wir zundchst Bezug nehmen auf das Wellenverhalten elektromagnetischer Fel-
der und Potentiale in der klassischen Elektrodynamik. Bei Abwesenheit von dul3eren Quellen und
Stromen, d.h. die Ladungsdichte o und die Stromdichte fverschwinden,

o =0, (1.1)

=2

?

gilt fiir das skalare Potential ® sowie fiir das Vektorpotential ijeweils die homogene Wellenglei-
chung

o¢ = 0 (1.2)
04 = 0
Hierbei ist der d’ Alembert-Operator O definiert durch
1 92
O0P=Ad— ——P . 1.3
¢ ot? (13)
Um die Wellengleichung (1.2) aus der Maxwell-Gleichung abzuleiten, wurde die Lorentz-Bedingung
V- A+-—=0 1.4
* c Ot (14)

fur die Eichung der Potentiale angewandt.
Unter den Vorbedingungen (1.1) galt ebenfalls fiir die elektrische Feldstarke E und fir die magne-
tische Feldstirke B im Vakuum

—

OoF = 0 (1.5)
OB =

Als Losung fiir das elektromagnetische Feld fanden wir
E'v' — E'v'o ei(E~F—wt) : (16)
B’ — B’O ei(E~F—wt)

Die Wellengleichung (1.5) bedingt mit £ = ‘E‘ die Dispersionsrelation
w=ck . (1.7)

Ferner gilt zwischen dem Betrag des Ausbreitungsvektors k und der Wellenldnge A die Beziehung

27
A= — 1.8
. (L8)
Die Kreisfrequenz w ist verkniipft mit der Frequenz v der Schwingung durch
w=2mr . (1.9)



Aufgrund von (1.7) gilt
c=\v . (1.10)

Lassen wir auf die Losung (1.6) den Nabla-Operator wirken und bilden die Divergenz, so folgt

V- = BvelFTet) = fy - (iF) élFr) (1.12)
Die partielle Ableitung nach der Zeit liefert

O s =20 .ra - e

_E — E -~ z(k~r—wt) — Eo i z(k~r—wt) ) 112

it 0 ate (—iw)e ( )

Die Wirkung der Operatoren V und % konnen wir demnach durch die Substitutionen ersetzen

vV — ik, (1.13)
2 — —wWw
Bt

Experimente zum Photoeffekt, zur Hohlraumstrahlung oder zum Compton-Effekt, d.h. zur Streu-
ung von elektromagnetischen Wellen an Elektronen, ergaben, dal die Energie von elektromagneti-
schen Wellen portioniert oder gequantelt ist. Die Energie eines solchen Quants ist proportional zur
Frequenz, E ~ v. Die Proportionalitdtskonstante 4 weist die Dimension einer Wirkung auf und
wird als das Planksche Wirkungsquantum bezeichnet. Es ist

E=h |, (1.14)
und mit
h
= 1.1
h o (1.15)
folgt
E=hv . (1.16)

Der numerische Wert von # ist

B = 1.054571596-1073* Js
= 6.582122-107%* MeV's (1.17)

Die Streuung von Lichtquanten oder Photonen an Elektronen kann man beschreiben, wenn man
den Photonen einen Impuls p’ zuordnet, der gegeben ist durch

p=hk . (1.18)

Mit (1.14), (1.10) und (1.8) folgt offensichtlich

E=cl] (1.19)
und somit
E*=c*p? . (1.20)



Dies entspricht der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung der klassischen Mechanik
E? = 2p? + m?c! (1.21)

fur die Masse m = 0. Mit (1.14) und (1.8) erhalten wir aus (1.13) die Korrespondenz

E — ih% , (1.22)
P — —ihV

Die Funktionen fur die elektrischen oder magnetischen Feldstarken oder fir die Potentiale lassen
sich somit schreiben als

O (7, 1) = Aen@T=ED) (1.23)

Hierbei steht ¢ synonym fiir eine Komponente der elektromagnetischen Feldstarken oder der Po-
tentiale.

Als experimenteller Befund zeigen auch Elektronenstrahlen Welleneigenschaften ahnlich wie Licht.
De Broglie schlug 1923 vor, da materielle Teilchen ebenso wie Photonen Welleneigenschaften
haben. Auch hierbei gilt die Zuordnung

A=— (1.24)
p
mit p = |F|. Sowohl firr Elektronen wie fiir Photonen sind die Teilchen- und die Welleneigenschaf-
ten durch

7= hk (1.25)

verkniipft. Die Elektronen wie auch die Photonen werden auch als Teilchen nachgewiesen. Die
Wahrscheinlichkeit, Teilchen an einer bestimmten Stelle nachzuweisen, wird durch das Betrags-
quadrat einer Wellenamplitude beschrieben.

Die Wellengleichung fiir die Komponenten des elektromagnetischen Feldes ist Ausdruck des rela-
tivistischen Energiesatzes, sofern wir die Korrespondenz (1.22) ausnutzen. Wir betrachten nun ein
nichtrelativistisches Teilchen der Masse m, das sich in einem konservativen Kraftfeld beschrieben
durch das Potential V' (7) bewegen soll. Aus der klassischen Mechanik wissen wir, da die Energie
eines Teilchens in einem konservativen Kraftfeld durch die Hamilton-Funktion bestimmt wird. Es
ist

=2
H=T+V(@)=21vF@E=E . (1.26)

2m
Um die Welleneigenschaften eines Teilchens mit der Masse m zu erfassen, beschreiben wir das
Teilchen mittels der Wahrscheinlichkeitsamplitude ¢ (7, ¢). In der Quantenmechanik wird aus dem

Impulsvektor der Impulsoperator,

7o p=—ih (3 9 3) , (1.27)

und somit



A 2 2 2
13'2 —— P (a_ + a_ + a_> ) (1.28)

Wir nutzen den Energiesatz unter Verwendung der Korrespondenz (1.22) aus. Aus der Hamilton-
Funktion wird dann mit dem Operator

5= —inv (1.29)

der Hamilton-Operator
~,2

_ D R
H= V() . (1.30)

Diesen Operator lassen wir auf die Wahrscheinlichkeitsamplitude wirken. Es resultiert die zeitabhangi-
ge Schrodinger-Gleichung

ih%d} (7,1) = Ho (7). (1.31)

Die Dimension von 7 ist Energie - Zeit und damit die Dimension einer Wirkung. 7 ist eine der fun-
damentalen Konstanten der Quantenmechanik. Aufféllig ist ferner das Auftreten der imaginaren
Einheiti = /-1 in der Schrodinger-Gleichung. Dies deutet darauf hin, daR die in der Quantenme-
chanik auftretenden Funktionen komplexwertige Funktionen sind. Dies gilt auch fiir die orts- und
zeitabhéngige Funktion (7, t), die wir als Wellenfunktion bezeichnen werden. Die Schrodinger-
Gleichung ist offensichtlich eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung in der Zeitvaria-
blen ¢. Die gesuchte Losungsfunktion ist U'(7, t). Auf der rechten Seite der Schrodinger-Gleichung
steht in linearer Form diese Losungsfunktion ¥ (7, ). Die Schrddinger-Gleichung ist eine linea-
re Gleichung. Fir lineare Gleichungen gilt das Superpositionsprinzip. Hat man zwei Losungen
U, (7, t) und Wy (7, t) der Schrodinger-Gleichung gefunden, so ist auch jede beliebige Linearkom-
bination dieser Losungen wieder eine Losung der Schrodinger-Gleichung. Wir erkennen, dal? die
Schrddinger-Gleichung eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung in den Ortsvariablen
x, y und z ist. Die Asymmetrie in der Zeit- und den Ortskoordinaten ist eine direkte Folge der
nichtrelativistischen Betrachtungsweise und der Verwendung der nichtrelativistischen kinetischen
Energie.

Die Ldsungsfunktion W (7, ¢) ist komplexwertig und damit einer experimentellen Beobachtung
nicht zuganglich. Beobachtbare GroRen sind immer reellwertig. Jedoch ist die reelle GroRe |¥ (7, ¢) |2
eine meRbare GroRe. | W (7, )|? ist ein MaR fur die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines durch die
Funktion ¥ beschriebenes quantenmechanischen Objektes am Orte 7 zum Zeitpunkt £. Im Sin-
ne dieser Wahrscheinlichkeitsinterpretation muf3 bei einer Integration tiber den gesamten Raum
folgen

/|x11(7?, HEdPr=1 . (1.32)
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Im Rahmen der Quantenmechanik missen wir uns von der aus der Theoretischen Mechanik und
Elektrodynamik vertrauten Vorstellung l6sen, dal® wir im deterministischen Sinne zu jedem Zeit-
punkt den Ort 7 und die Geschwindigkeit ¢ eines Teilchens beliebig genau bestimmen konnen.
Vielmehr missen wir lernen, hierzu nur noch Wahrscheinlichkeitsaussagen machen zu kénnen.

Ist der Hamilton-Operator wie in (1.30) explizit von der Zeit unabhéngig, so wird die Differential-
gleichung in der Zeitvariablen gelost durch den Ansatz

V(1) = ¢ (F)e i . (1.33)
Das Einsetzen dieses Ansatzes in (1.31) liefert

nly@ = o()in (—1E) o kB

ot h
— Bt . (1.34)

Somit haben wir in diesem stationéren Fall

Hyp (7, t) = Ev (7, t) (1.35)
und ebenso fiir die rein ortsabh@ngige Wahrscheinlichkeitsamplitude ¢ (7*)

Ho (F) = E¢(7) . (1.36)

Dies ist die zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung. Ausfihrlich ausgeschrieben haben wir in
kartesischen Koordinaten

h? [ 02 02 o?
(o i * o) VO + VGO UG = BIG) (1.37)

2m

Es ist eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung in den Ortskoordinaten z, ¥ und z. Im
folgenden wollen wir die Schrodinger-Gleichung diskutieren, ihre Gltigkeit verifizieren und sie
fir verschiedene Potentiale V (7, t) l16sen.
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1.2 Eigenschaften des Schrodinger-Feldes

Die Schrodinger-Gleichung wurde bislang als Differentialgleichung abgeleitet, ohne irgendeine
Interpretation der Feldfunktion U (7, t) zu geben. Zum weiteren Verstandnis der Feldfunktion wer-
den wir nun Erhaltungssdtze ableiten in Anlehnung an die Erhaltungsétze der Elektrodynamik.
Hier hatten wir Erhaltungsatze fur Energie- und Impulsdichte bzw. Energie- und Impulsstromung
abgeleitet. Im Gegensatz zu den reellen Feldstarken der Elektrodynamik, die direkt beobachtbare
GroRen sind, ist die Feldfunktion ¥ (7, ¢) der Quantenmechanik jedoch komplexwertig und kann
daher keine beobachtbare GroRe reprasentieren. Man muR vielmehr aus ¥ (7, t) reelle GroRen auf-
bauen, die mit beobachtbaren Grolien identifiziert werden konnen.

Zundchst werden wir eine Kontinuitatsgleichung fur Materie ableiten. Wir gehen von der Schrodin-
gerschen Feldgleichung und ihrer konjugiert komplexen Form aus,

W] 2
%aa—t—;—mA\Il—i—V\II:O , (1.38)

* 2
—§a§; —;—mAw*Jrvq:*:o . (1.39)

Wir multiplizieren nun (1.38) mit %\I/* und (1.39) mit —%\I/ und addieren beide Gleichungen. Es
folgt

o) A, .
a5+ (UAY —TAT) =0 . (1.40)

Fir den zweiten Term kdonnen wir schreiben

U* A¥ — U AP = div (U* grad¥ — U grad¥*) . (1.41)

Damit erhalten wir die Form einer Kontinuitdtsgleichung

3p .=
5 +divy =0 (1.42)

wobei wir formal identifizieren

p = T | (1.43)
7= (0 grad¥ — Ugradd®) (1.44)
2ma

Wir integrieren die Kontinuitatsgleichung tber den gesamten Raum und erhalten unter Verwen-
dung des Gaussschen Satzes

& oo+ [f-af=0 . (1.45)
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Stellt man die Forderung, daR durch eine unendlich ferne Kugel kein Strom tritt, so verschwindet
das Oberflachenintegral. Damit erhalten wir

/ U*(7,1) U (7, £) d’z = const. (1.46)

Die Normierungskonstante wird durch die Schrodinger-Gleichung nicht fixiert. Wir legen sie zunéchst
etwas willkirlich auf 1 fest, d.h.

/ VA UF ) Pr =1 . (1.47)

Damit ist auch die Dimension der Feldfunktion ¥ eindeutig bestimmt zu

dim ¥ = (Lénge) /2 . (1.48)
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1.3 Die Compton-Streuung

Als ersten Einstieg in quantenmechanische Phanomene wollen wir die Streuung von Licht an Elek-
tronen — die sogenannte Compton-Streuung — behandeln. Qbwohl eine rigorose theoretische Be-
schreibung erst im Rahmen der Quantenelektrodynamik (QED) erfolgen kann, ist es moglich, mit
Hilfe einiger Grundprinzipien aus der Theoretischen Mechanik und der Elektrodynamik wesentli-
che Aspekte dieses fundamentalen Streuprozesses zu verstehen.

Bereits in der Elektrodynamik hatten wir Licht als Ebene Wellen dargestellt, also Lésungen der
Maxwell-Gleichungen fiir das Vakuum ohne Beriicksichtigung duRerer Quellen. Die Losungen der
resultierenden Wellengleichung fiir die Feldstarken konnten partiell dargestellt werden als

(7, 1) = AeilFr-ot) (1.49)

Hierbei ist A die Amplitude der Schwingung. Im Argument der Exponentialfunktion tritt der Wel-
lenzahlvektor & auf mit dem Betrag |E| = k. k hangt mit dem Abstand benachbarter Wellenfronten,
also der Wellenldnge A, zusammen {ber

_27r

A 1.50
. (1.50)
Die Periode der Schwingungsdauer ist fixiert durch
2
r=" . (151)
w
Folglich gilt fiir den Zusammenhang der Frequenz v der Schwingung
v=— (1.52)
T
und der Kreisfrequenz
w=2my . (1.53)
Mit der Phasengeschwindigkeit
% =c (1.54)
haben wir ferner
c=v . (1.55)

Die freien elektromagnetischen Felder konnen dargestellt werden als
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_ "0 pilk-7—uwt) (1.56)
N G (1.57)

Die Amplituden Ey und B, bilden zusammen mit k ein orthogonales Rechtssystem. E und B
stehen immer und tberall senkrecht auf £ und aufeinander. Aus (1.54) folgt die Dispersionsrelation
w=ck . (1.58)

Durch Berechnung des Poynting-Vektors konnte nachgewiesen werden, daR der Energieflu® der
elektromagnetischen Welle in Richtung von & zeigt. Ferner wurde bemerkt, dal fir die Energie
der ebenen Welle gilt

E = hw (1.59)

und fir den Impuls

p=hk . (1.60)

Mit (1.58), (1.59) und (1.60) folgt aus

w? = k*c? (1.61)
die Relation
E? = 5% . (1.62)

Erinnern wir uns an den relativistische Enrgiesatz der Mechanik

E? = 5% + mict | (1.63)
so entspricht (1.62) dem relativistischen Energiesatz fiir ein Teilchen der Ruhemasse mq = 0.

Wir wollen nun die Streuung von Licht an einem Elektron unter Berlicksichtigung des allgemeinen
Erhaltungssatzes von Energie und Impuls beschreiben. Die Energie des Elektrons vor dem Stol3 be-
zeichnen wir mit £, dem korrespondierenden Impuls mit p. Nach dem Streuprozel3 kennzeichnen
wir die modifizierte Energie des Elektrons mit E’, den Impuls demzufolge mit p”. Aus dem Gesetz
der Erhaltung der Energie und des Impulses resultiert
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hw+E=ho'+E" (1.64)
hk+p=hk'+7 . (1.65)

hw' und RE' sind die Energie beziehungsweise der Impuls des Lichtes nach dem StreuprozeR.
Streut das Elektron an einem hochenergetischen Lichtquant, einem Rontgenquant, so kann die
Energie des Elektrons sehr grof? werden. Wir wenden daher die Formeln der speziellen Rela-
tivitatstheorie an, die die Abhédngigkeit der Masse eines Teilchens von seiner Geschwindigkeit

berticksichtigen. Nach der speziellen Relativitatstheorie ist die kinetische Energie eines Elektrons,
das sich mit der Geschwindigkeit 7’ bewegt

E'= ——— —my® (1.66)
wobei mg die Ruhemasse,

me = 9.10938188-107% kg
= 0.510999 06 MeV/c* , (1.67)

und ¢ die Lichtgeschwindigkeit

¢ = 299792 458 ? (1.68)

bedeuten. Entsprechend gilt fir den Impuls des Elektrons
pl=— . (1.69)

Als Spezialfall untersuchen wir jetzt die Streuung an einem ruhenden Elektron mit der kinetischen
Energie £ = 0 und g’ = 0. Damit erhalten wir

1
— —;I mo’[_)”
= —— 1.71
nE = nE (1.72)

mit 5’ = v'/c. Aus der ersten Gleichung folgt unmittelbar, da w > w’ ist. Die gestreute Strahlung
muR folglich eine groliere Wellenlange besitzen als die einfallende.

16



Aus diesen Gleichungen a3t sich ein weiterer wichtiger Schluf? ziehen: Das freie Elektron kann
das Licht nicht absorbieren, sondern nur streuen. Die vollige Absorption wiirde bedeuten, daf3
w'=0und &' = 0 sind. Dann kann (1.71) auch in skalarer Form dargestellt werden,

!
L L (1.72)

V1-—p572
Mit (1.58) und (1.70) erhalten wir fiir den Fall der vollstandigen Absorption

1 _ ol
Jimg T Vi

Dies wird geldst fur 8/ = 0 und demzufolge nach (1.72) k£ = 0. Damit ist die Unmdoglichkeit einer
Absorption an einem ruhenden Elektron bewiesen. Die Forderung nach gleichzeitiger Erhaltung
von Energie und Impuls verbietet die Absorption eines Lichtquants an einem ruhenden Elektron.
Das gleiche gilt aber auch fir ein gleichformig bewegtes Elektron. Hier kénnen wir aufgrund
des Kovarianzprinzips immer ein Bezugssystem wahlen, relativ zu dem das einfallende Elektron
ruht. Die Tatsache der Unmdoglichkeit einer Absorption darf nicht vom gewdahlten Bezugssystem
abhangen.

(1.73)

Der zeitumgekehrte Prozel’ zur Absorption ist die Emission des Lichtquants. Hier gilt aus Symme-
triegriinden die gleiche SchluRfolgerung. Ein gleichférmig bewegtes Elektron kann aus Griinden
der gleichzeitigen Energie- und Impulserhaltung kein Lichtquant emmitieren. Daher strahlt ein
gleichformig bewegtes Elektron nicht!

Wir wollen nun ermitteln wie die Frequenz w' des gestreuten Lichtes vom Streuwinkel © des
Lichtes abhédngt. In Figur 1 zeigt der Pfeil OA die Fortpflanzungsrichtung des urspriinglichen
Lichtquants an. Die Richtung OC ist jene, in der die vom Elektron gestreuten Lichtstrahlen be-
obachtet werden. Der Streuwinkel ist ©. Die Richtung des gestreuten Elektrons mit dem Impuls 5"’
wird durch OD angezeigt. Der Winkel zwischen dem einlaufenden Lichtquant und dem gestreuten
Elektron wird mit o« bezeichnet.

Abbildung 1: Impulsparallelogramm der Compton-Streuung an einem ruhenden Elektron
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Wir stellen die Impulsbilanz auf. Wir zerlegen die Impulse Ak’ und P’ in Komponenten parallel zu
ik und senkrecht zu fik. Mit |k| = w/c und |k'| = w'/c erhalten wir

hw hw' MU

— = 7cos@—i—ﬁcosoz , (1.74)
h ! !
0 = %sine)—%sina . (1.75)

Wir eliminieren jetzt aus diesen Gleichungen den Winkel «e. Wir quadrieren (1.74) und (1.75)

(hw — ' cos©)® = (mecv'y cosa)® | (1.76)
(hw'sin©)® = (meev'y sina)? (1.77)
mit
1
1-p
Die Addition der quadratischen Gleichung fuihrt auf
2]
(Aw)? — 2h*ww’ cos O + (Aw')? = (moc2)21_7/6,2 (1.79)
Wir verwenden den Energieerhaltungssatz (1.70), um 8" zu eliminieren,
hw — hw' 1
—Fl=— 1.80
moc2 + /1 — ,6’2 ( )
und somit
hw—hw’+1 2_ 1 (1.81)
M2 S 1-pr '
Dies ergibt
f?=1- ! (1.82)
(hw — ' n 1)2
mMoc”

Fir 8”°/(1 — ') erhdlt man
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,6’2 1
1—pm = |t hw — hw' ?
(P +1)
myC
_ (hw 7Zw +1> 3
mocC
1

(hw — ho' >2
+1
My c2

T (moc?)? [(hw — hw' 4+ mec?)? — (m002)2]

(mgc?

Wir setzen dies ein in (1.79). Mit

©
1—cos@=2sin25

folgt dann aus (1.79)

(Aw — hw' + myc?®)? — (mec®)? =

Daraus resultiert weiter

(Aw)? + (Aw')? + (myc?)? — (moc?)?
—2h2ww’ + 2hwmgc? — 2hw'myc?

(Aw)? — 2h*ww’ cos © + (Aw')?

—2A%ww' (1 — cos ©) + 2hmyc?(w — w') =0

und somit

, hww! 2hww'

(1—cos®) =

w—w =

myc? myc?

.50
sin?

2

Wir setzen jetzt ein w = 27¢/A und W' = 27¢/N.

Es folgt

2rc  27c

2h 2mc2mc 5, ©

AN me A N T

und weiter

2h

myc?

2re(N — \) =

o) sin? 2
(2mc)*® sin 5

Schliellich haben wir

Ad=N—x= TG O
moycC 2

(1.83)

(1.84)

(1.85)

(1.86)

(1.87)

(1.88)

(1.89)

(1.90)

Dies ist die gesuchte Compton-Streuformel. Basierend auf dem Energie-Impuls-Erhaltungssatz

wurde die Anderung der Wellenlange in Abhéngigkeit vom Streuwinkel abgeleitet.
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1.4 Hamilton-Jacobi-Theorie und Wirkungswellen

Wir erinnern an die Hamilton-Jacobi-Theorie der klassischen Mechanik. Wir betrachten eine ka-
nonische Transformation der generalisierten Koordinaten ¢ und der generalisierten Impulse 7 auf
neue Variable

Q@ = Q@ny , (1.92)
P = P@pt) . (1.92)
Die Hamilton-Gleichungen bleiben dabei invariant

: oOH
Qk - a_f)k ’

: oOH
P, = ——— 1.

= 30 (1.93)

mit der transformierten Hamilton-Funktion FI(Q, 13, t). Im Rahmen der Hamilton-Jacobi-Theorie
versucht man durch eine kanonische Transformation zu erreichen, dal? gilt

H=0 . (1.94)

Als Konsequenz lassen sich die Hamilton-Gleichungen (1.93) sofort integrieren mit der Losung

Qr = const
P, = const . (1.95)

Die Erzeugende dieser Transformation war F»(q, 13, t). Aus

D = ? (1.96)
dk
und
~ 0F;
H=H+ — .
+ Y (1.97)
folgt die Hamilton-Jacobi-Gleichung
OF, OF, OF,
H . e b =0 . 1.98

Wir hatten gefunden, daR gilt
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dF,

e > pgn—H=1L (1.99)
k
und somit
P = /Ldt , (1.100)

d.h., Fy ist gerade die vom Hamilton-Prinzip her bekannte Wirkungsfunktion. Wir beschranken
uns in den folgenden Betrachtungen auf ein einzelnes Teilchen in einem konservativen Kraftfeld
mit

H=T+YV = FE = const. (1.101)

Dann steckt die ganze Zeitabhangigkeit in (1.97) im zweiten Summanden. Um die Zeitabhangig-
keit zu separieren, machen wir den folgenden naheliegenden Ansatz

—

Fy(§,P,t) =W(g,P) - Bt , (1.102)

und wir haben

H(an ow

guacUUU i gy B 1.103
o aqs) ( )

Die Funktion W(q, 13) wird die Hamiltonsche charakteristische Funktion genannt. Wegen P =
const, definiert die Bedingung W = const eine feste Fldche in dem durch die Koordinaten g;
aufgespannten Konfigurationsraum. Wir nennen im folgenden Fy(q, P, t) = S(q, P, t).
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S(t,)

W = const.

Abbildung 2:

Die Flachen S = const. bewegen sich dagegen im Konfigurationsraum, sie schieben sich mit der
Zeit ¢ Uber die festliegenden W-Flachen hinweg. Sie bilden im Konfigurationsraum fortschreitende
Wellenfronten der sogenannten Wirkungswellen.

Wir nehmen an, dal} das betrachtete System aus einem einzigen Teilchen besteht mit ¢ = (z, v, 2),
so dal? der Konfigurationsraum mit den gewohnlichen dreidimensionalen Ortsraum Ubereinstimmt.
Die Wellengeschwindigkeit  ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit eines bestimmten Punktes der
Front der Wirkungswelle. Da die Flachenkonstanten .S mit der Zeit ihre Gestalt &ndern werden, ist
auch die Wellengeschwindigkeit nicht fir alle Punkte der Wellenfront gleich. Betrachten wir die
zwei benachbarten Punkte A = (z,y, z) zur Zeitt und B = (z +dz, y + dy, 2+ dz) zur Zeit t + dt
im Konfigurationsraum, so @ndert sich die Wirkungsfunktion um dS mit

s s s s

= —Edt+VW-di . (1.104)

Wie schnell miissen wir uns von A nach B bewegen, damit sich die Wirkung nicht andert, um also
mit der Wirkungsquelle mitzuwandern? Aus der Forderung

| -
dS =0=—Edt + (VW - @) dt (1.105)

folgt

VW-i=E . (1.106)

il ist senkrecht zur Wellenfront orientiert. VIV steht senkrecht auf der Flache W = const, ist somit
parallel oder antiparallel zu % gerichtet.

= — 1.107
W] (1.107)
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W ist eine Erzeugende vom Typ F5, und es war p; = 0F»/0dg;. Damit gilt in unserem Fall fir den
Teilchenimpuls

F=VW . (1.108)

Der Teilchenimpuls und damit die gesamte Teilchenbahn verlaufen also ebenfalls senkrecht zur
Wellenfront S = const, bzw. W = const.

Wirkungswellen- und Teilchengeschwindigkeit sind also antiparallel oder parallel. Fiir die Betrége
gilt

E| _|E|_ |E|
— — = _ = 1.109
v VW|  p mw ( )
und somit
E
uy = u = const. (1.110)
m

Teilchen- und Wirkungswellengeschwindigkeit sind also (anti-) parallel orientiert, wobei ihre Be-
trage umgekehrt proportional sind. Neben der eigentlichen Teilchenbewegung kdnnen auch die
Wirkungswellen fir die Beschreibung des Systems herangezogen werden. Es deutet sich hier be-
reits ein Teilchen-Welle-Dualismus an, der fiir die Quantenmechanik noch bedeutsam wird.

Wir formen nun die Hamilton-Jacobi-Differentialgleichung der Teilchenbewegung in eine Wellen-
gleichung fir Wirkungswellen um. Wir haben

_lel_ 1B _ B 1111
YT T Vet V2m(E-V) R

AUS

(*aw’ awj::E (1.112)

9 5 """y
aQI aQS

ergibt sich als Hamilton-Jacobi-Differentialgleichung

R TCIANCIANN /AN

2m ox oy 0z
wobei wir in der kinetischen Energie T = 5%/(2m) den Impuls 7 durch VW ersetzt haben. Aus
(1.113) folgt

+V=E , (1.113)
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VW2 =2m(E - V)
Der Vergleich mit (1.111) liefert

E2

u?

VW =

Wegen

VW =VS
und

058

_F =22
ot

erhalten wir aus (1.115)

u2

(1.114)

(1.115)

(1.116)

(1.117)

(1.118)

Diese Gleichung beschreibt eine Wellenausbreitung im Rahmen der klassischen Mechanik.
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1.5 Eikonaltheorie der Optik

Licht konnen wir im Rahmen der skalaren Wellengleichung der Optik beschreiben,

n? 5%¢
Vi — S =0 (1.119)

Hierbei ist ¢ das skalare elektromagnetische Potential und n der Brechungsindex eines Mediums
mit n = n(7). Dann ist die Lichtgeschwindigkeit im Medium

(1.120)

C
u= —
n

Wir studieren zunéchst einfachste Losungen der Wellengleichung fiir n = const. Die ebenen Wel-
len
¢ = g lFT (1.121)

I6sen die Wellengleichung mit

2 2
k==Y T (1.122)
C U A
Somit ist auch
w = 27mv
= v\ . (1.123)

Die Richtung des Wellenvektors & definiere die z-Achse. ko sei der Wellenvektor im Vakuum
(n=1),

E = TLE() ,
w = cky . (1.124)

Wir konnen dann die Losung der Wellengleichung auch schreiben als

¢ = o e'Folne=eh (1.125)

Jetzt sei n = n(7). Die Ortsabhédngigkeit des Brechungsindex verursacht Beugungen der Lichtwel-
le. Wir nehmen nun als Ndherung an, daR » nur eine schwache raumliche Abhangigkeit aufweist.
n sei ndherungsweise konstant tber das Gebiet der Ausdehnung A. Wir machen den Ansatz
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¢ = exp{A(7) + i ko[L(7) — ct]} . (1.126)

Der erste Term legt die Amplitude fest, er ist somit konstant fiir n = const. Die GroRe L(7") nennt
man das Eikonal. Fir einen konstanten Brechungsindex folgt einfach L(7) = nz. Damit folgt

Vé = ¢_§{A(F)+z‘k0L(F)}] :
Vi = ¢ :{*(A(F)+zk0L(F))}2+ﬁ2{A(F)H-kOL(F}
= ¢ -{414(7?)} — k2 {VL(F)}2+2ik0{ﬁA(F)}.{ﬁL(F)}
+§2A(F)+z‘kﬁ2L(F)] . (1.127)

Die Wellengleichung liefert somit

—

0 = ik [V2L(F)+2{VAF)}-{V L]}
+[62A(f)+{6A(f)}2—kg{w(f)}2+n2k§] | (1.128)

Real- und Imagindrteil missen fir sich genommen jeweils verschwinden.

V2L +2{VAF}-{VLF} = 0,
62A(F)+{6A(F)}2+k§ [n2—{6L(F)}2] =0 . (1.129)

Im Rahmen der geometrischen Optik machen wir jetzt die folgenden Naherungsannahmen:

A(7) habe nur eine schwache 7-Abhéngigkeit und ), sei klein gegeniiber Anderungen im Medium.
Wegen k2 = 47%/\3 dominiert dann der letzte Term in (1.129). Dies fiihrt auf eine Eikonalglei-
chung der geometrischen Optik

— 5 2 9 02
(Vi) =n?= B (1.130)
Die Losungen definieren Fldchen konstanter Phase (L = const), d.h. Wellenfronten. Die Strahlen-
trajektorien oder Bahnen der Lichtstrahlen verlaufen senkrecht zu diesen Wellenfronten.

Die Eikonalgleichung ist formal identisch mit der Wellengleichung der klassischen Mechanik.
Zwischen der klassischen Mechanik und der Optik besteht insofern eine Analogie, als die klas-
sische Mechanik Uber die Wirkungsfunktion S dieselben Aussagen macht wie die geometrische
Optik Uber das Eikonal L.
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1.6 Ubergang zur Schrodinger-Gleichung

Wir wollen nun versuchen, die klassische Mechanik als geometrisch-optischen Grenzfall einer
Wellenmechanik aufzufassen. Die enge formale Verbindung zwischen geometrischer Optik und
klassischer Mechanik legt es auch nahe, die Teilchenbewegung als Wellenbewegung zu interpre-
tieren. Der konkrete Vergleich zwischen Theorie und Experiment wird dann diese Vorstellung
rechtfertigen.

Falls ein Teilchen wirklich als Welle interpretierbar ist, sollten wir ihm auch eine Wellenldnge A
und eine Frequenz v zuordnen kdnnen. Entsprechend der Korrespondenz von geometrischer Optik
und Hamilton-Mechanik sollte

S=W - Et (1.131)

der gesamten Phase ko(L — ct) entsprechen. Dies impliziert E ~ cky und damit £ ~ v. Der
Proportionalitatsfaktor muf® die Dimension einer Wirkung haben. Dieser Faktor wird durch das
Experiment festgelegt. Es gilt

E=hv . (1.132)

Dies ist das Energiespektrum der Teilchenwelle. Weiter gilt « = Av. Also folgt

_u_E/p
=T Eh (1.133)
Wir haben somit fiir die Wellenldnge des Teilchens
A= h : (1.134)
p

Das Experiment bestétigt wieder diese Relation mit dem Plankschen Wirkungsquantum A. Wir se-
hen, dal3 Energie und Impuls des Teilchens Frequenz und Wellenldnge der Teilchenwelle festlegen.
Damit 1aRt sich also die Teilchenbewegung als Wellenbewegung interpretieren. Zur Wellenoptik
gelangt man durch Losen der Wellengleichung. Mit dem Ansatz fir das Zeitverhalten

¢~ e~ W (1.135)

wird daraus die zeitunabhéngige Wellengleichung

472

)\2

Analog mdge der Zustand des Teilchens durch die Wellenfunktion ¥ = ¥(7, ¢) beschrieben sein,
d.h. in der Wellengleichung wird ¢ durch W ersetzt. Dann folgt mit

2
Vi + % ¢ = V2% + -0 . (1.136)
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472 _ 472 1

durch Analogie mit der zeitunabhdngigen Wellengleichung

2
AW+#RE—WW=0. (1.138)
2
Dies ist die zeitunabhé@ngige Schrodinger-Gleichung. Wir multiplizieren noch mit 271—m und erhalten
h2
(—%A—i—V(F)) V(7 t) = EV(Ft) . (1.139)
Dies ist die Eigenwertgleichung fuir den Hamilton-Operator
. K2
H=——A+V(F) (1.140)
2m
und wir haben
HY(7t) = EV(Ft) . (1.141)
Aus der klassischen Hamilton-Funktion erhalten wir durch Zuordnung
=7 ; p— —ihV (1.142)

den Hamilton-Operator.

Wir lassen auf den Ansatz (1.135) fir das Zeitverhalten der Wellenfunktion den Operator i 3/0t
wirken. Es resultiert

0
ih % V(7 t) = ih(—iw) U(7,t) = hw U (7, 1) . (1.143)
Mit dem Zusammenhang E = hw erkennen wir die Aquivalenz des Operators in i 8/0t und der
Energie E. Motiviert durch diese Aquivalenz machen wir fiir die zeitabhingige Differentialglei-

chung den Ansatz

ih % (7 t) = HU(Ft) . (1.144)

Dies ist die zeitabhangige Schrodinger-Gleichung.
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1.7 Einbeziehung des klassischen elektromagnetischen Feldes

Das Newtonsche Grundgesetz fiir die Bewegung eines geladenen Teilchens in einem elektroma-
gnetischen Feld lautet unter Berlicksichtigung der Lorentz-Kraft

d, o (=2 T_ 3
&(mv)—q<E+sz> : (1.145)

Wir wollen diese Gleichung in die Lagrange-Form bringen und daraus die zugehorige Lagrange-
Funktion bestimmen. Dazu fiihren wir die elektromagnetischen Potentiale ein. Es ist

E = —grad@—l% : (1.146)
c Ot
B = rotd . (1.147)

g ist die Ladung des betrachteten Teilchens. Damit haben wir

d, 104 @ B

p” (m?) =q (—grad@ T + pls rotA) : (1.148)
Es gilt jetzt

Tx (Vx &)=V (7-4) - (7-V)4 . (1.149)
Damit bekommen wir

d, . 104 (@ - 7

&(mv) =q (—grad o — v (Egrad> A+ grad (E A)) : (1.150)
Nun ist allgemein

dA (71) L 04

—5 = (Tgrad) A + a5 (1.151)
Damit konnen wir die Bewegungsgleichung umtransformieren in

d (m@ur QA') — grad (—q@ + qEA'> . (1.152)

dt c c
Wir vergleichen dies mit der Euler-Lagrange-Differentialgleichung

doL 0L

9 = da (1.153)
Wir identifizieren

oL 0 -

= —q®+qg—-A :
oz, oz, ( qd + 7 > ) (1.154)
L

OL i+ 94 (1.155)

01; c
Aus (1.154) folgt

L= —qq>+q%-21'+f(?) . (1.156)
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Wir differenzieren nach &; und vergleichen mit (1.155). Es resultiert

gg - = m; (1.157)
und somit
1
f= §m172 ) (1.158)

Die Lagrange-Funktion fir die nichtrelativistische Bewegung eines geladenen Teilchens in einem
vorgegebenen elektromagnetischen Feld lautet also

—

1 -
L(7,7,t) = 5m172 +q (%A (7 1) — @ (7, t)) : (1.159)
Wir differenzieren die Lagrange-Funktion nach der Geschwindigkeit und erhalten damit als kano-
nischen Impuls

7 =mi -+ %A . (1.160)

Er setzt sich aus dem mechanischen Impuls m4 und dem Impuls %Zf resultierend aus dem elektro-
magnetischen Feld zusammen. Mit

H=Y pigi—L (1.161)

und p; aus (1.160) sowie L aus (1.159) bekommen wir zunéchst
1

H= gmv2 +q®P=T+qd . (1.162)
Mit

__ L1/, g2

v=— (p——A) (1.163)

m C

folgt fur die Hamilton-Funktion eines Teilchens im elektromagnetischen Feld

H(,p )—i(* g121'(*15))2+ o (7,1) (1.164)

r,p,T)= om c T, q T, . .

Beim Ubergang von der klassischen Hamilton-Theorie oder der Hamilton-Jacobi Theorie zur Schré-
dinger-Gleichung haben wir den klassischen Impuls p'ersetzt durch den Operator —ihV. Die glei-
che Motivation und der gleiche Ubergang fiihrt uns jetzt zum Hamilton-Operator der Quantenme-
chanik

- S L (+ g2, 2
H(r,p,t)=%( _EA(T’t)) +q@ (1.165)

wobei selbstverstandlich gilt
(7 t) =V (Ft) . (1.166)

Damit lautet die Schrodinger-Gleichung unter Beriicksichtigung des elektromagnetischen Feldes

Jo0p 1 e 07\ .
i _2m( Y CA) b+ qV (FR Y (1.167)
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Den ersten Term aus der rechten Seite quadrieren wir aus

(—z’hﬁ - %A’Y b= —h2Ay + z‘h—cq (VA) v+ 21'%21'61/1 + Z—jfl’?z/} . (1.168)
Wir hatten im feldfreien Fall fur die Dichte ¢ und die Stromdichte 5 des Schrodinger-Feldes

o = Y'Y (1.169)

= o i) (1.170)

Bertcksichtigen wir das elektromagnetische Feld, so haben wir den kanonischen Impuls in Rech-
nung zu setzen und substituieren

7 o— p- %A’ . (1.171)

Damit erhalten wir fur die Dichte und die Stromdichte die Ausdriicke

o = Y'Y (1.172)
- 1 s _ae 42\, e, 4R e
7= %[1/1 ( Y CA)¢ ¢( mv+cA)¢] (1.173)
2 —
— %(¢*gradz/1—z/zgradz/z*)—%m/z*z/1 . (1.174)

Aus der Elektrodynamik wissen wir, dal? die elektromagnetischen Potentiale nicht eindeutig fixiert
sind und nur bis auf eine Eichtransformation festgelegt sind. Die transformierten Potentiale

A — A& = A—grad) (1.175)
1

o — @ = o+ (1.176)
c Ot

erfullen gleichermalRen die Maxwell-Gleichungen. Die Eichfunktion A (7, ) hat keine physikalisch
beobachtbaren Konsequenzen. Damit lautet die korrespondierende Forderung an die Schrodinger-
Theorie, daf die Wahl einer beliebigen Eichfunktion A (7,¢) sich nicht in beobachtbaren GroRen
manifestieren darf. Wir untersuchen gleichermalien die Phasentransformation des Schrodinger-
Feldes

W = 1/}6_%'9 _ (1.177)
Mit den Eichtransformationen (1.175) und (1.176) lautet die Schrodinger-Gleichung
/ 1 5 5 2
hoy' | 1 (@_v _ QAI> W+ @'y = 0 (1.178)
i 0t 2m \ i c

mit ¢’ aus (1.177). Damit bekommen wir

ROV -jr By, (—i@) et L) ay - M (94)y
2

1 Ot hcot 2m 2mic
2 .
_ 204 g g+ LAy g0+ L) pe it 2o (1.179)
2mic c2 c Ot
Jetzt ist
= (S _igy 1 q /= _igy
V' = (Vi) emie - = (VA) geit (1.180)



und weiter

N N I Eh
%% (V2)\)1/; —FIx _ Z%(ﬁ)\) Ve 4
(igﬁ’\)z/’e“}’;%A : (1.181)
hc

Wir dividieren (1.179) durch e~ = ¢ und bekommen

nov  h( iqOA) _ . =i g o
T (-15) - s 0= 590 (-129%) - 5 () £ (9) v
- o hq

L)1 () 9 - ﬁ_m (1992) - TA (-9) v

2m \ h ic
2hq - 2hq q° - ) 2+ = g
2mch vy 2m7,cA1/}( V)\) 2A v 2 02 (V )\) mA VA 021/}
q0X  _ 2hq ( rq ) _
g0+ 22— - (<VA) Vg — o (=T hcw =0  (1182)

Es verbleibt somit die bekannte Schrodinger-Gleichung

hoYy K2 hq
Tt ™ o (VA Y5
Die Schrodinger-Gleichung erweist sich also als invariant gegenuber einer kombinierten Transfor-
mation — der Eichtransformation der elektromagnetischen Potentiale und der Phasentransforma-
tion der Feldfunktion 4. Eine neu gewdhlte Eichung kann stets kompensiert werden durch eine
spezifische Phasenwahl der Funktion ). Damit darf aber auch die Phase der Funktion keine obser-
vablen Konsequenzen haben, denn sonst hétte hierdurch auch die speziell gewéhlte Eichung der

elektromagnetischen Potentiale observable Konsequenzen.

12+ q®yp=0 . (1.183)

2mic
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1.8 Das Doppelspaltexperiment

Ein grundlegender Versuch, um ein Verstandnis fiir die Feldfunktion W (7, ¢) erlangen zu kdnnen,
ist durch das Doppelspaltexperiment gegeben.

\

Sp,

YV

\4

\

[ Sp,

\4

\

Y

S D

Abbildung 3: Doppelspaltversuch

Bei diesem Doppelspaltexperiment kommt die Dualitdt zwischen Teilchen und Welle in besonde-
rem Mafe zum Ausdruck. Strahlen wir Licht auf einen Schirm mit zwei Spalten Spl und Sp2, so
koénnen wir im Detektor D, zum Beispiel eine Photoplatte, die Intensitatsverteilung der Strahlung
messen. Die Intensitdt hdngt vom Ort x auf dem Detektorsystem D ab. Wir haben gerade eine
optische Beugungsanordnung vorliegen. Die Intensitatsverteilung ist in der nachfolgenden Figur
schematisch angegeben:

I
A Doppelspalt
o

Summe der Einzelspalten

Abbildung 4: Schematische Darstellung der Intensitatsverteilung beim Doppelspaltversuch

SchlieBen wir einen Spalt, zum Beispiel Sp2, so kdnnen wir die Intensitétsverteilung I, () messen.
Analog resultiert I(x), wenn wir Sp1 schlieen. Als Summe dieser beiden Intensitétsverteilungen
wirden wir naiverweise beim Offnen beider Spalte zundchst erwarten

Iip(z) = Ii(z) + L(z) . (1.184)

I»(z) ist schematisch durch die gestrichelte Linie in der obigen Darstellung angegeben. I, ent-
spricht in der Tat dem Mefergebnis, wenn wir klassische Teilchen, zum Beispiel klassische Me-
tallkugeln, durch den Doppelspalt schicken. Bei Licht jedoch ist aufgrund des Wellencharakters

I(z) # Ina(a) (1.185)
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Vielmehr missen Interferenzeffekte in Rechnung gestellt werden. Bei Lichtstrahlen ergibt sich die
Intensitdt durch das Absolutbetragsquadrat einer Amplitude A,

L(z) = |A(z)] (1.186)
L(z) = |Ax(z)]® . (1.187)

Fur die Gesamtintensitat folgt aber
I(z) = |A1 + Ap|* # [Ai* + | Ao (1.188)

Lassen wir jetzt von links einen Elektronenstrahl auf die Doppelspaltanordnung treffen, so stellen
wir die gleichen Interferenzerscheinungen wie in der Optik fest. Das Detektorsystem moge jetzt
aus einer groRen Ansammlung von Einzeldetektoren zum Nachweis einzelner Elektronen beste-
hen. Wir verringern jetzt die Intensitédt der einfallenden Elektronen derart, daR nur noch einzelne
Elektronen auf den Doppelspalt fallen. In einem der vielen Detektoren im System D spricht dann
genau ein Detektor an. Wiederholen wir den Versuch, so spricht moglicherweise — und dies ist
sehr wahrscheinlich — ein anderer Detektor an. Nach vielen derartigen Einzelversuchen erhalten
wir genau die aus der Optik bekannte Intensitatsverteilung. Die Bahn eines einzelnen Elektrons ist
nicht determiniert. Vielmehr kann man nur Wahrscheinlichkeitsaussagen tber den Ausgang von
Messungen machen. Das einzelne mikroskopische Objekt, zum Beispiel ein Elektron, zeigt ein
statistisches Verhalten beziiglich der Observablen. Das Elektron verhélt sich nicht wie ein klassi-
sches Partikel. Auch dem einzelnen Elektron kénnen wir nicht zuordnen, daB es entweder durch
den Spalt Sp1 oder durch den Spalt Sp2 geht. Vielmehr geht es durch den Spalt Sp1 als auch durch
Sp2. Stellen wir jedoch durch zusétzliche Detektoren fest, daR das Elektron definitiv durch den
Spalt Sp1 wandert, so reprasentiert die MeRapparatur einen derart gravierenden Eingriff in das
physikalische Geschehen, dal wir im Detektorsystem D in der Tat nur die Intensitatsverteilung
I, (x) beobachten. Die MeRapparatur selbst kann nicht als unabhéngiger, auen stehender Beob-
achter verstanden werden sondern ist integraler Bestandteil des gesamten Versuchsaufbaus und
bestimmt entscheidend das Versuchsergebnis.

Das statistische Verhalten eines einzelnen Elektrons im Doppelspaltversuch legt es nahe, an Stelle
einer determinierten Elektronenbahn, eine Wahrscheinlichkeitsamplitude fir jeden Raumpunkt 7
zur Zeit ¢ einzufuhren, die es erlaubt, die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen eines MeRwertes
— reprasentiert durch eine bestimmte Mel3apparatur — zu berechnen. Neben dem Doppelspalt-
experiment gibt es eine Vielzahl dquivalenter Versuchsanordnungen, die belegen, dal die Wahr-
scheinlichkeitsamplitude durch die Schrddingersche Feldfunktion ¥ (7, ) gegeben ist. Die Inten-
sitdtsverteilung I(x) auf dem Detektorsystem D ist dann durch die Wahrscheinlichkeitsdichte

o (F,t) = U* (7, ) U (7,1) = [T (7, 1)|” (1.189)

gegeben. Mittels der Wahrscheinlichkeitsamplitude ¥ (7, ¢), die die Schrodinger-Gleichung be-
friedigt, ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Antreffen des Elektrons im Volumenelement d®r am
Orte 7 zur Zeit t gegeben durch |¥ (7, )| d®r. Das Integral (iber den gesamten Raum mug dieser
Interpretation zufolge gerade 1 ergeben.

Die Schrodinger-Theorie ist daher eine Theorie, die inhdrent nur statistische Aussagen machen
kann.

34



2 Lo6sung der Schrodinger-Gleichung

2.1 Allgemeine Betrachtungen zur Losung der Schridinger-Gleichung

Wir starten unsere Betrachtung von der zeitabhangigen Schrodinger-Gleichung

ROV R’

——— — —AV FYU =0 . :

"3 am +V (7) 0 (2.1)
Um die Zeitabhdngigkeit zu separieren machen wir den Produktansatz

V(7)) =u()T(t) . (2.2)
Nach Division durch ¥ erhalten wir damit aus der zeitabhdngigen Schrodinger-Gleichung

AT h? Au R
—;T_—%T-FV(T)_const. (2.3)

Aufgrund der zeitunabhangigen Schrodinger-Gleichung H¥ = E setzen wir diese Separations-
konstante gleich E. Damit bekommen wir fur die Zeitfunktion

. ET
T+ ZT =0 (2.4)
und somit
T(t) = e7iBUR (2.5)

Der ortsabhédngige Teil der Wellenfunktion erfillt die Differentialgleichung

2

—h—Au +Vu=Fu . (2.6)
2m

Die Losungen u () hdngen von der speziellen Gestalt des Potentials V' (7) ab. Da u () als Wahr-
scheinlichkeitsamplitude normierbar sein muB, schrankt dies die mogliche Lésungsmannigfaltig-
keit weiter ein. Im allgemeinen wird es nicht fur jeden Wert von E eine Losung geben. Diejenigen
Werte E, fir die wir eine Losung von (2.6) finden, nennen wir Eigenwerte der Energie. Entspre-
chend sind die zugehdrigen Losungen u g (7) Eigenfunktionen der zeitunabhdngigen Schrodinger-
Gleichung.

Wird die zeitunabhédngige Schrodinger-Gleichung bei fester Energie E durch mehrere Eigenfunk-
tionen uf, (7) mit p = 1,..., sg befriedigt, die sich nicht bloR um einen konstanten Faktor un-
terscheiden, so nennt man den Eigenwert E entartet, und zwar sg-fach, wenn es sz unabhangige
Eigenfunktionen ug (7) gibt. Wegen der Linearitét der Schrédinger-Gleichung ist dann mit u%; (7)
auch jede Linearkombination

up () = i ctuly (7) (2.7)

mit beliebigen Konstanten c* ebenfalls eine Losung der Schrodinger-Gleichung, d.h. eine Eigen-
funktion zum gleichen Eigenwert E. Die mit ug () gebildete Gesamtldsung der zeitabhédngigen
Schrédinger-Gleichung nennt man stationar,

U (7 t) = ug (F) e PP (2.8)
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Die damit berechneten Observablen des Schrodinger-Feldes sind zeitunabhdngig. Beispielsweise
folgt fur die Dichte ¢

o(t) =¥ (7 = lup (F)" = o(F) . (2.9)

Da die Schrodingersche Feldgleichung linear ist, sind auch alle Linearkombinationen von Partiku-
larlésungen mit willkdrlichen von E abhéngigen Koeffizienten ebenfalls Losungen der Schrodinger-
Gleichung,

T (1) =Y cpup (7F) e P 4 / ¢(E) up (7) e P dE . (2.10)
E

Die Summe lauft dabei tber die moglichen diskreten Werte von E, das Integral Gber die kontinu-
ierlichen E-Werte. Diese beiden Mdglichkeiten schreiben wir zusammenfassend als

U (71) = icE up (7F) e BN AE (2.12)
E

Unter Berucksichtigung der Entartung folgt allgemein

U (7,t) = i cult (7)e BN dE dp . (2.12)

E.u
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2.2 Losung der Schrodinger-Gleichung ftir den unendlichen Potentialtopf

Als erstes Anwendungsbeispiel betrachten wir einen eindimensionalen unendlichen hohen Poten-
tialtopf mit

V() = o© fur z<0
V(z) 0 fur O<z<a ,
V() = o© fur r>a . (2.13)

Wir wollen die Losungen der eindimensionalen, zeitunabhangigen Schrodinger-Gleichung

K2 2
oy = V() - E] up() (2.14)

bestimmen. Die unendlichen hohen Wande kdnnen beispielsweise den Rand eines GeféalRes sym-
bolisieren, in den ein mikroskopisches Teilchen absolut nicht eindringen kann. Entsprechend der
Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Losungsfunktion halt sich das Teilchen innerhalb des Gebie-
tes0 < z < a auf, und es gilt am Rand

up(0) =ug(a) =0 . (2.15)

Als Losungsansatz von (2.14) wéhlen wir

ug(z) = A sin(kz + 9) (2.16)
mit
2mE

Wir setzen dies in die Differentialgleichung (2.14) ein und erhalten

K2 2mE

Offensichtlich rechtfertigt dies unseren Ansatz. Jetzt wollen wir die Randbedingungen ausnutzen
und finden

§=0 (2.19)

und
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k= (2.20)
a
mitn =1,2---

Die moglichen Energiewerte sind damit

_ h2k2 _ K2 7w2p?

E, = = — .
" 2m 2m a? (2:21)
Aus der Normierungsbedingung
/|un|2d:v —1 (2.22)
0

folgt mit u,, = A sin(nwz/a)

A = \/g . (2.23)

Somit haben wir

2
U = 1/ = sin (@) . (2.24)
a a
Die Energieeigenwerte sind diskret und wachsen quadratisch mit n an.

Die vorgelegte Rechnung l&Rt sich leicht auf einen undurchldssigen dreidimensionalen Kasten mit
den Seiten a, b und ¢ erweitern. Wir wéhlen fiir die Differentialgleichung
Au+Ku=0 (2.25)

als Partikularlosungen die Produktfunktionen

u(z,y, z) = A sin(k,z + 0,) sin(kyy + 6,) sin(k,z + ,) (2.26)

mit

2mE
KAk R =R =

Das Verschwinden von « in den sechs Ebenenz =0,y = 0,2 =0,z = a, y = b, z = c liefert
die Bedingung

(2.27)
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0o =08,=0,=0 (2.28)

und

b, = 2t (2.29)
a

k, = % : (2.30)

g, = =T (2.31)
C

mit ganzzahligen n,, n,, n, > 0. Zu den mdéglichen Energiewerten

2_92 2 2 2
B, .. =T (@) + (@) + (”—) (2.32)
ey 2m a b c

gehdren die Eigenfunktionen

. MWL . My TY . MTZ
Ung,ny s (z,y,2) = A sin si sin

2.33
a b c ( )

Wird im Spezialfall aus dem Kasten ein Wirfel mit a = b = ¢, so gehdren zu einem Energieeigen-
wert

R*m?
Ep=g—n’ (2.34)
mit
n’ =nl+n. +n; (2.35)

im allgemeinen mehrere Eigenfunktionen

. NGTE . MY . N2
Ung,ny . (T, Y, 2) = A sin — sin ya sin —— . (2.36)

Fur den allgemeinen Kasten mit den Kantenldngen a, b und ¢ notieren wir noch die Normierungs-
konstante der Eigenfunktion (2.33). Sie ergibt sich zu

2 (2 |2 8
LT oo

Zu betonen bleibt, dal3 das Energieeigenwertspektrum diskret ist und daB die Energieeigenwerte
aus dem Verhalten der Wellenfunktion am Potentialrand resultieren.
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2.3 \ollstandige Funktionensysteme

Eine hdufig angewendete Technik bei der Losung der Poisson-Gleichung besteht in der Entwick-
lung der gesuchten Losungsfunktion in einem vollstandigen Funktionensystem. Analog wie wir
in der Mechanik einen Vektor darstellen konnten als Superposition von Basisvektoren, kdnnen
wir auch Funktionen reprédsentieren als Superposition von Basisfunktionen. Diese Entwicklung in
vollstandige Funktionensysteme wollen wir in diesem Kapitel diskutieren. Fir den Ortsvektor gilt
beispielsweise

3
n=1
analog schreiben wir fiir eine Funktion f (z)
f@)=> tngn(z) . (2.39)
n=1

Hierbei sind die a,, wieder die Entwicklungskoeffizienten und die g,, (x) sind die Basisfunktionen,
die im allgemeinen den Raum der quadratintegrablen Funktionen aufspannen sollen. Im allgemei-
nen ist dieser Raum unendlich dimensional. Betrachten wir nun ein endliches oder unendliches Sy-
stem von reellen oder komplexen Funktionen g (z), g2(),. .., g»(z) auf dem Intervall [a, b]. Dieses
Funktionensystem heif3t orthogonal, wenn die Funktionen die Orthogonalitétrelation erfiillen,

b
/ In(T) g (x) dT = Ny Op, (2.40)

Hierbei bezeichnet g, (z) die komplex-konjugierte Funktion von g,,,(z). Ist N, =1  ¥n, so nennt
man das System ein Orthonormalsystem. Als Norm der Funktion bezeichnen wir generell den
Ausdruck

J 9@ g@)dz . (2.41)

Jede Funktion, die nicht die Nullfunktion ist, kann durch Multiplikation mit einer geeigneten Kon-
stanten normiert werden. Es ist

Glz) = — 9(z) (2.42)
Jfo@ g7y o

a

die zu g(x) zugehdrige normierte Funktion. Diese Relation entspricht der Normierung eines Vek-
tors
g= o (2.43)

- =
a-a

Wir wollen nun eine beliebige Funktion f(z) in ein orthogonales Funktionensystem g, (z) ent-
wickeln. Diese Entwicklung sei gegeben durch

f(z) = i_o: an gn(T) . (2.44)
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Wir mussen nun ermitteln wie die Entwicklungskoeffizienten a,, zu bestimmen sind. Wir gehen
jetzt von einer orthonormalen Basis aus. Wir multiplizieren (2.44) mit g* () und integrieren. Es
folgt

b
Uy, = /f(:v) gr(z) dx (2.45)
als Ausdruck fur die Entwicklungskoeffizienten. Wir wollen nun die Vollstandigkeit des Funktio-

nensystems behandeln. Wir gehen aus von einer quadratintegrablen Funktion f(z). Wir definieren
nun

N
fa(z) = X_j Gn gn(Z) . (2.46)

Wir wollen die Koeffizienten a,, so wahlen, damit fx(z) die vorgegebene Funktion f(z) in opti-
maler Weise approximiert. Es wird gefordert, dal der Ausdruck

b
A= [ do|f(z) - ful@)l 247)

minimal wird. Dies flihrt auf

b N b N b N
A= /dw (@) f(z)=2 ai/dwgi(w)f(x)—z an/dwgn(w)f*(fv)JrX_: apan (2.48)

Als Extremalbedingung fordern wir

0A
= = — n * x 2.4
b= 0 a/d” () (@) + (2.49)
b
0A .
dar 0 =- / dz g () f(z) + an (2.50)
Die optimale Wahl fir die Koeffizienten a,, ist demzufolge
b
an = [ gi(@) f(&) do . (251)
Man spricht nun von der Konvergenz im Mittel falls
b
lim [ dz|f(z) = fu(@)* =0 . (2.52)

Wir definieren nun: Ein orthonormales Funktionensystem g, (z) mitn = 1,2, ... heif3t vollstandig,
falls fiir jede quadratintegrable Funktion f(z) die Reihe fx(z) im Mittel gegen f(z) konvergiert,
so dal? gilt

f(z) = i O, Gn(T) (2.53)
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mit a,, aus (2.51). Wir setzen (2.51) in (2.53) ein und bekommen

oo U
1@) =3 [dygiw) Fw) gule) - (2.54)
n=14g
Dies flihrt auf die Vollstandigkeitsrelation
> 95 Y) gnlz) = 8(z —y) . (2.55)
n=1

Als Beispiel fir Systeme orthonormaler Funktionen behandeln wir jetzt Fourier-Reihen. Da fir
positive ganzzahlige n, m die Beziehung gilt

/ sin(nz) sin(mz) dx = 7 Spm, (2.56)
stellt im Intervall —7 < 2 < = die Funktionenfolge g, (z) = #sin(nx) mitn = 1,2,... ein
Orthonormalsystem dar. Da diese Folge jedoch nur aus ungeraden Funktionen, f(z) = —f(—z),

besteht, konnen damit nur ungerade Funktionen approximiert werden. Nimmt man das ebenso
orthonormale System von geraden Funktionen, f(z) = f(—z),

ho(z) = %cos(nz) mit n=12,... (2.57)
und
holz) = —— (2.58)
V2
dazu, kann man beliebige Funktionen darstellen als
flz) = a2_0 + i {an cos(nz) + by sin(nz)} . (2.59)
n=1

Bei geraden Funktionen f(z) verschwindet b, bei ungeraden Funktionen verschwindet a,,. Die
Fourier-Koeffizienten ergeben sich zu

T

a, = %_/ f(z) cos(nz) dz, (2.60)
b, = %/f(x)sin(nx)dx : (2.61)

-
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2.4 Legendre-Polynome

Als ein weiteres wichtiges Beispiel eines vollstandigen Funktionensystems, das insbesondere in
der Elektrostatik von groRer Bedeutung ist, wollen wir die Kugelfunktionen einfiihren. Zunédchst
gehen wir aus von der Funktion

1

Y=o (2.62)
[
die auch in der Form
1
IS (2.63)

V12 = 2rr! cos a + 12
dargestellt werden kann. « ist der Zwischenwinkel von 7 und 7'. Die Wurzel soll nun in eine
Potenzreihe nach dem Verhaltnis der Abstande r und r’ entwickelt werden. Dazu definieren wir

r< = min(r,7), (2.64)

rv = max(r,r’) . (2.65)
Damit ist immer fur » # »/

< <1, (2.66)

T>

und wir erhalten die folgende Entwicklung

2
1 1
1+cosar—<+§(3cos2a—1) (r_<> +...

2 .

r>\/1—2:—§cosa+(:—§) >

Die hier auftretenden Koeffizienten sind die Legendre-Polynome P;(cos ). Die Entwicklung kdnnen
wir dann schreiben als

1 1

.(2.67)

> >

2
r>\/1—2:—§cosa+(:—§) >

2
Py + Py (cos a)r—< + Py(cos a) (r_<>
> >

>
i < p (cos a) ! (2.68)
= _— 1 = = = .
=it |7 — 7|
Wir setzen
T = Ccos (2.69)
mitz € [1,-1] .
Die ersten Legendre-Polynome haben die folgende Gestalt
Py(z) = 1, (2.70)
P(z) = =, (2.71)
Pz) = - (32° - 1) (2.72)
2 9 y .
1 3
P(2) = 3 (52° — 3z) . (2.73)
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Wir erkennen schon hier, dal? die Legendre-Polynome zu geradem Index gerade Funktionen sind,
die zu ungeradem Index sind ungerade Funktionen. Die Legendre-Polynome kdnnen mittels der

folgenden Relation berechnet werden

1 d o, !

(2.74)

Dies ist fur die ersten der oben angegebenen Legendre-Polynome leicht zu verifizieren. (2.74)

nennt man auch Rodrigues-Formel. Wir hatten gefunden, daf3 gilt

1 oo .l
2=E T—fP;(cosa)
,
\/1—2:—§cosa+(:—§) =0 ">

Mit z = cos @ und

schreiben wir dies auch als

g(t,z) = (1 -2zt + t2)_1/2 = f: Py(z)t"

n=0

mit |¢| < 1. g(¢, ) wird als generierende Funktion bezeichnet. Damit folgt

ZnP )t !

Dies ergibt nach Multiplikation mit (1 — 2zt + ¢2)

dg(t, IE) _ z—1
ot (1-2xt+2)%

(1—2xt+t2)ZnP )t 1+(t—x)§:Pn(:v)t"=0

n=0

Wir fuhren jetzt einen Koeffizientenvergleich in Potenzen von ¢ durch und schreiben

i m Py, (z) tm—l_i 2nz P,(x) t”.,.f: s P,(z ts+1+z Py(z) t5+ = Z 2 Py(
= n=0

s=0 s=0 n=0

Zum Koeffizientenvergleich setzen wir
m=n-+1
und
s=n-—1
Dies fuhrt auf
(2n + 1)zP,(z) = (n+ 1) Pyyi(z) + nPy_1(x)
mitn =1,2,.... Wir ldsen dies auf nach P, ,1(z) und bekommen

[2Pu(z) = P (2)]

Poy(z) =22P,(z) — Pya(z) - n+1
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Dies ist eine numerisch stabile Rekursionsformel, um aus der Kenntnis von Py, = 1und P, = z alle
beliebigen P, (z) zu ermitteln. Als nachsten Schritt wollen wir die Differentialgleichung ableiten,
deren Losung die Legendre-Polynome sind. Wir differenzieren die generierende Funktion in bezug
auf z

dg(t t
olh:z) _ Z Pi( (2.85)
Or  (1-2xt+ )7
oder
(1-20t+2) Y Py@)t" =t Y Pal)t" =0 . (2.86)
n=0 n=0
Wieder fiihren wir einen Koeffizientenvergleich durch und erhalten zunéchst
> P — 2 Z Pl (z) t"h — Z P, (z) t"! + Z Pl(z)t**? =0 . (2.87)
m=0 s=0

Mitm =n + 1 und s = n — 1 haben wir
Py () + Py (z) = 22 P (z) + Po(z) . (2.88)

Eine weitere Relation kdnnen wir ableiten, wenn wir die Rekursionsbeziehung differenzieren, d.h.

{20+ 1)aPula)} = (n+1) Ply(a) +n Poy(a) (2.89)
Es folgt
22n+1)Py(z) +22n+ 1)z P, (z) = 2(n+1) Py, (z) + 2n P,_ (z) . (2.90)

Zu dieser Gleichung addieren wir das (2n + 1)-fache von (2.88)

22n+1)Py(z) +22n+ D)z Py (z) + 2n+ 1)P, ., + (2n+ 1)P,_,(z) =

2(n+1)Py (z) +2n Py (z) + 22(2n + 1) P, (z) + (2n + 1) Py(z) . (2.91)
Dies ergibt
P (@) = P_y(z) = (2n+ 1) Po(z) (2.92)

Wir addieren (2.92) und (2.88) und bekommen

2P, (z) =2zP,(z) + 2(n + 1) P,(x) (2.93)
und somit
Prii(z) = (n+ 1)Pu(z) + 3 Po(2) (2.94)

Subtraktion von (2.92) von (2.88) ergibt

2P, 1(z) =2z P (z) + Pu(@) — (2n + 1) Py (2), (2.95)
also
PTIL—I( ) = xP,n(:E) - TLPn(IE) (296)
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Wir behaupten ferner, daf gilt
(1 — IE2) P! (z) =nP,_1(z) — nzP,(z) . (2.97)
Es folgt

nP,_(z) = (1 — IE2) P (z) + nzPy,(z)
= (2n+ DzP,(z) — (n+1)Pyy(z), (2.98)

wobei wir im letzten Schritt die Rekursionsformel der Legendre-Polynome ausgenutzt haben. Dies
fuhrt sofort auf

(1-2%) Py(a) = (n+ DaPu(z) — (n+ 1) Papi(z) . (2.99)

Wir missen aber noch (2.97) beweisen. Wir gehen hierzu von (2.94) aus und ersetzen n durch
n — 1. Es folgt

P (z) =nP,_1(z) +zP_,(z) . (2.100)
Aus (2.96) resultiert
zP'(z) = nP,(z) + P'p1(z) . (2.101)

Wir multiplizieren diese Gleichung mit = und subtrahieren das Ergebnis von (2.100). Wir haben
dann das Ergebnis

(1—2?) Py(x) = nPay(z) — naPa(z) . (2.102)
Wir differenzieren jetzt diesen Ausdruck. Es resultiert

—2zP) () + (1 — IE2) Pl(z) =nP,_,(z) — nP,(z) — nzP.(z) . (2.103)
Es folgt weiter nach (2.96)

(1 — x2) P!(z) — 2zP.(x) + n*P,(z) — nzP.(z) + nP,(z) + nzP.(z) = 0 (2.104)
und somit

(1-2%) Pl(2) - 20P)(z) + n(n+ 1)Pa(z) =0 . (2.105)

Dies ist die Legendre-Differentialgleichung. Es ist eine lineare Differentialgleichung zweiter Ord-
nung.

Wir wollen nun die Orthogonalitatsrelationen der Legendre-Polynome ableiten. Dazu schreiben
wir die Legendre-Differentialgleichung um in

% (1= 2%) Py@)] +nn+ DPula) =0 . (2.106)
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Wir multiplizieren diese Gleichung von links mit P,,(z) und subtrahieren davon den gleichen
Ausdruck, wobei die Indices m und n ausgetauscht wurden. Wir integrieren von —1 bis +1. Es
folgt

/{ (1 - 2?) Pi(a)] —Pn(:v)di [(1-2 )P,’n(:v)]}d:v
= [m(m+1) —n(n+1)] / Pu(2)P(z) dz . (2.107)

-1

Wir integrieren partiell, der ausintegrierte Anteil verschwindet aufgrund des Faktors (1 — z?). Es
verbleibt

[m(m + 1) —n(n + 1)] 71Pn(x)Pm(:v) dr =0 . (2.108)
“1
Fur m # n folgt daher
/ Po(2) P(z) dz = 0 (2.109)
oder mit z = cos ©
/an (cos ©) Py(cosO) sin®@ dO =0 . (2.110)
0

Wir missen jetzt noch den Spezialfall n = m studieren. Dabei gehen wir aus von der generierenden
Funktion

(1 -2tz + t2)_1 = li Py (z) t"] : (2.111)
n=0

Wir integrieren {iber z im Intervall [—1, +1]. Es folgt

/ 1— 2t:v+t2 ,;0 J v (2.112)
Wir substituieren

y=1-2tc +¢ . (2.113)

Damit erhalten wir

dy 1 1+¢
e =l . .
/t—2t:c+t2 2t / (1—1&) (2.114)

Wir entwickeln diesen Ausdruck in eine Potenzreihe

1 1+t © ¢n
") =2 . 2.115
t n(l—t) 2 o (2115)
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Der Vergleich mit (2.112) zeigt

+1

2
_/1 P@)f do = 5~ (2.116)
Damit ist die Orthogonalitatsrelation abgeleitet.
Wir stellen nun eine Funktion in einer Reihenentwicklung in Legendre-Polynomen dar
f@) = 3 anPale) (2.117)
n=0
Zur Bestimmung der Koeffizienten a,, multiplizieren wir mit P,,(x) und integrieren. Es ergibt sich
2 “
= _/1 £(z) Pu(z) dz . (2.118)
Damit haben wir
1
f(@) = f:o i U 7(t) Pa(t) dt) O (2.119)
n= 1

Dies ist die Legendre-Reihe.
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2.5 Der Laplace-Operator in Kugelkoordinaten

Wir wollen den Laplace-Operator

- 0?02 0?
— 2 _
A=V _ax%+3x%+3x§

von kartesischen Koordinaten in Kugelkoordinaten umschreiben. Im Rahmen der klassischen Me-
chanik hatten wir bereits die Divergenz und den Gradienten in Kugelkoordinaten dargestellt. Ge-
nerell galt

= div grad (2.120)

. 1 0 0
Q= — — — 2.121
diva W RED (by,bysar) + By, (bysby, az) + Bys (by, by, a3) ( )
sowie
if =3z, o2 2.122
graf—zeyjyja—yjf . (2.122)
J
Hierbei sind die b,, Skalenfaktoren, definiert durch
or
= 2.12
Der Ortsvektor in Kugelkoordinaten ist
7= (rsindcos ¢, rsin¥sin g, rcosd) . (2.124)

Die krummlinigen Koordinaten y; sind entsprechend r, 9, . Wir hatten bereits die Skalenfaktoren
bestimmt. Es resultiert

b, = 1, (2.125)
by = (2.126)
b, = rsind . (2.127)

Generell erhalten wir fur den Laplace-Operator

A¢ = divgrade
1 0 [ by,by, 3(;5) (by3 by, 3(;5) (byl by, O¢ >]
= + — + — .(2.128
1by2 by3 layl ( byl 0 Oy2 byz Oy2 Oys3 by3 Oys ( )

by
Wir setzen jetzt die Kugelkoordinaten ein und bekommen
Ap = V%=
1
r2

o [ ,00 1 0 D¢ 1 0%
or (T 37") * 72 sin ¥ OV (Smﬁaﬁ> * r2sin? 9 0p? (2129)
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2.6 Losung der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten
Wir wollen nun die Losung der Laplace-Gleichung
Agp =0 (2.130)

untersuchen. Wir verwenden hierbei Kugelkoordinaten, deren Anwendung in der Elektrostatik oft-
mals von Vorteil ist. In Kugelkoordinaten lautet der Laplace-Operator

10 (,0¢ 1 0 (. ,09 I
Ag(r, v, ¢) = 2 Or (T 37") * 72 sin ¥ OV (Slnﬁ319> * r2sin? 9 0p? 0 . (213])

Wir werden uns zundchst beschranken auf Felder mit axialer Symmetrie, d.h. ¢ ist unabhéngig
vom Winkel . Es verbleibt

o ( ,06 1 0 (. 08\
ar (7" 8r>+sin19819 (smﬁ >—0 . (2.132)

Fur die Losung machen wir einen Separationsansatz

o(r,9) = R(r)P(¥) . (2.133)
Einsetzen in (2.132) fihrt auf
0 [ ,0R R o (. 0P
PE (7" E) + S0 50 (smﬁ%> = . (2.134)
Wir dividieren durch RP, es resultiert
1d /[ ,dR 1 d (. dP

Der zweite Term ist vollkommen unabhéngig von r, also mul} es auch der erste sein. Beide Terme
sind konstant. Es ist damit

1d{,dR
und
1 d (. .dP
Psind dd (mnﬁ%) =—-k . (2.137)
Wir untersuchen zunéchst die Radialgleichung
d’R dR
2— _— =
vt ER=0 . (2.138)

Die Losung dieser Differentialgleichung hat die Form

R=Ar"+ o (2.139)
Wir setzen diesen Ansatz in die Differentialgleichung ein
An(n — 1)r"™ 4+ 2Anr™ — KAr™
+B(—n—1)(-n—2)r " ' +2B(-n - 1)r "' —kBr " '=0 . (2.140)
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Aus der zweiten Zeile setzen wir
n+)(n+2)-2n+1)=n*+3n+2-2n—-2=n’+n=n(n+1) . (2.141)
Damit wird die Gleichung (2.140) befriedigt durch
nn+1)=k . (2.142)
Wir untersuchen jetzt den winkelabhdngigen Teil der Laplace-Gleichung

d {. dP .
70 (sm 19%> +n(n+1)sindP =0 (2.143)

Wir setzen jetzt
x =cost¥ . (2.144)

Dies ergibt

A _dide o e df
05 = qrgg = ~SmU = (1 x) = - (2.145)

Wir erhalten damit

% l(1 — x2) fl—ﬂ +nn+1)P=0 . (2.146)

Dies ist gerade wieder die Legendre-Differentialgleichung mit den Legendre-Polynomen als L6-
sung

P = P,(cos?) . (2.147)

Als allgemeine Losung der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten unter der Annahme axialer
Symmetrie haben wir damit

¢=> A Py(cos?) + Y Byr "V P,(cos) . (2.148)
n=0

n=0
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2.7 Einfuhrung der Kugelfunktionen
Wir gehen wieder aus von der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten

AV(r,d,0)=0 . (2.149)
Wieder machen wir einen Separationsansatz

V(r,d,¢) = R(r)O(9) ®(p) . (2.150)

Nach Abseparation des Radialanteils bekommen wir

D(p) d (sinﬁd@> n O() *2(y) +nln+1)0@W)e(p) =0 . (2.151)

sind dd d9 ) " sin?d  dy?

Die Separationskonstante flir den Radialanteil haben wir wieder n(n -+ 1) genannt. Von der Bedin-
gung der axialen Symmetrie machen wir jetzt nicht mehr Gebrauch. Wir dividieren (2.151) durch
®(p) (). Es folgt

1 d (. ,dO© 1 d?®(p)
LI % e 1)=0 . 2.152
sind O(d) dd (Sm dﬁ) T Sysmtd . Tt (2.152)
Multiplikation mit sin? 9 fiihrt schlieRlich auf
sing d [, ,dO . 1 d?®(p)
Y ¢ ny & 1)sin? ¥ + — =0 . 2.153
oY) dv (Sm dﬁ) T+ Dsind+ s = (2159)

Offensichtlich separiert auch diese Differentialgleichung in einen ¢-abhéngigen und in einen 9-
abhéngigen Anteil. Die Separationskonstante nennen wir —m?2. Es folgt

1 d2q)(€0) 2
— =—-m 2.154
P(p) dy? (2.154)
oder
d2q)(€0) 2 _
2 +m @(go) =0 . (2.155)

Der -abhdngige Teil der Laplace-Gleichung laRt sich leicht 16sen durch
® =™ = cosmyp +isinmy . (2.156)

Die Orthogonalitatsrelation lautet damit

e~imMe e M0 iy — O 5 (2.157)

o\g,

Die normierte Losungsfunktion kdnnen wir also angeben als
1
V2

Damit @ eine eindeutige Funktion vom Azimuthwinkel ¢ ist, mul} m ganzzahlig sein, d. h.

P = eime (2.158)

m=0,+1, +2, - (2.159)
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Eindeutigkeit bedeutet
O(p) =P(p+2m) . (2.160)

Damit ist die Losungsfunktion beziiglich ¢ vollstandig bestimmt. Wir wollen jetzt die verbleibende
Differentialgleichung beztiglich der Variablen ¥ untersuchen. Es gilt

1 d (. dO© m?
et (smﬁ %> + [n(n—i— 1) — sin219] ©=0 . (2.161)
Wieder setzen wir
x =cost¥ . (2.162)

Damit transformiert sich die Gleichung (2.161) in

(1-2%)0" — 220" + ln(n +1) =5 T_"’;] 0=0 (2.163)
oder
% [(1 — %) %l + [n(n—i— 1) — 1 T_nl2] O=0 . (2.164)
Wir setzen jetzt
0O = (1 —22)™?y,(z) (2.165)
und setzen dies in (2.163) ein. Es resultiert
(1-2%) [P0 a2 (22) vn(a) + (1 — )0l a)
—92z %(1 — 222 (22g) o (2) — (1 — 22)™2 o] (2)
m2
+ ln(n +1) == le (1—2)™"2y,(z) =0 . (2.166)

Weiter ausgewertet ergibt dies

—m(1 — )™ g, (z) + %(1 2™ (=22) vy, (2) + (1 — 2*)™? oy (2)
—22 |21 = 2™ (—22) v () + (1 — 22)™2 o] (2)
+ ln(n +1) — 1 T_”’;] (1—2)™"2y,(z) =0 . (2.167)

Wir multiplizieren diese Gleichung mit (1 — 22)~™/2, es folgt

(1—2?) " + % (% — 1) (1 —2*) 71 (=22) viu(z) — Mg (z) — mz o), (z) — mz v ()
m 1, (2)=0 . (2.168)

1—z2 ™

i

+(2z)? 5 1—2°) o (z) — 220, (z) + ln(n +1) —
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Dies ergibt weiter zusammengefafit
(1—2*)v! —2(m+ Dzvl, +nn+1) vy — muoy,

+

2
[4.@2””'7 + 422 (—g) + 47— m2] Um =0 . (2.169)

1 — a2
Damit haben wir schliel3lich fiir v,, als Differentialgleichung
(1 -2l —2(m+ Dzv, +[n(n+1) —mim+ )] v, =0 . (2.170)
Wir differenzieren diese Differentialgleichung nochmals. Es folgt
(1—2®)(0) = 2(m+2)z(v.) +[n(n+1) - (m+1)(m+2)]v,, =0 . (2.171)
Vergleichen wir dies mit der Differentialgleichung (2.170) so erkennen wir die Ldsung

o = v (2.172)

oder rekursiv weiter

d™vy ()
(z) = 2.173
om(o) = <0 (2173)
Dabei ist vy(z) die Ldsung von
(1 —2®)vy — 2zv) +n(n+ Dy =0 . (2.174)

Dies ist aber gerade die Differentialgleichung fur die gewdhnlichen Legendre-Polynome P, (z).
Zusammengefalt erhalten wir damit

o) = (1 — x2)m/2ci£—mmpn(x) | (2.175)

In der Physik ist es Ublich, in die Definition der erweiterten Legendre-Polynome noch einen Pha-
senfaktor (—1)™ aufzunehmen, d.h.

P™z) = (-1)™(1 — x2)m/2czv—mPn(x) : (2.176)
Die Losung der Differentialgleichung (2.161) sind die assoziierten Legendre-Polynome
PMz) = (=1)™(1 - :v2)’”/2dd—Pz(rc) (2.177)
xm

mit z = cos ¥ und den Legendre-Polynomen P,(z). Der Faktor (—1)™ ist Konvention. Fiir m = 0
gilt offensichtlich

P"="(z) = F(z) . (2.178)

Mit dieser Beziehung ergibt sich fir die Rodrigues-Formel fiir die assoziierten Legendre-Polyno-
me

(_1)m dl—l—m

PM(z) = (1 - x%mﬂm(:ﬁ -1) . (2.179)
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Die Orthogonalitatsrelation der assoziierten Legendre-Polynome lautet
1 2 (I+m)
P (x)P™ = T 2.1
/_1 v (@) P () da 2l+1(l—m)!6” (2.180)
Wir wollen nun die Orthogonalitétsrelation (2.180) beweisen. Hierbei gehen wir von der Rodrigues-
Formel aus, und wir nehmen an, daR beide assoziierten Legendre-Polynome den gleichen m-Wert
aufweisen. Wir finden

1 m m (_1)m 1 m d;l)-l-m dQ—I—m
/_ P@) Py (a) de = 5 /_ X ( dxp+mX”> X9 dy (2.181)

mit X = z? — 1. FUr p # g nehmen wir an p < q. Wir wenden jetzt die partielle Integration an. Der
ausintegrierte Anteil verschwindet jeweils aufgrund des Faktors X. Wir integrieren (¢ + m)-mal
und bekommen

! priay ey (DD (e
| @) P(w) da = ) | (XX X0dn . (2182)

Im Integranden auf der rechten Seite verwenden wir die Leibnitz-Formel beziiglich der n-ten Ab-
leitung eines Produktes

;i—nn [A(z) B(z)] = an ( " ) " Az) dcf:sB(:v) (2.183)

n—s
S\ s Jdz

mit dem Binomialkoeffizienten

( " ) o (2.184)

s (n — s)ls!
Damit bekommen wir
da+m ( m dp+m XP> _ xa g+m (q + m)! dq-l—m—i dp—i—m—i—i

q m P
X \ X X X? . (2.185)

= (g +m — i) dgatm-i dgptmt
Der Ausdruck X™ enthalt keine Potenz von z groRer als z™. Daher muR gelten
g+m—1<2m (2.186)

oder die Ableitung verschwindet. Ahnlich folgt

p+m+i<2 . (2.187)
Dies bedingt

1>q—m (2.188)
und

1<p—m . (2.189)

Wir hatten angenommen p < ¢, damit haben diese Ungleichungen keine Lésung, und das Integral
verschwindet. Als verbleibenden Fall untersuchen wir nun den Fall p = ¢. Dann kénnen wir noch
den Spezialfall = ¢ — m vorliegen haben. Damit folgt

_ ! m 2 _ (_1)q+2m(q+m)! ! q d*m m d_2q q
I= /_1[Pq @ do= e i = o) /_1X (d:ﬁmx ) (dw2qX ) dz .(2.190)

55



Es ist

X"= (2" - 1) =2 —ma® % + ... (2.191)
und daher
d2m
= (2m)! (2.192)
Es verbleibt
—1)4+2m(29)1 (g + m)! [1
7=t ;2qq!q§ (QQ)_(ZHJ)F! ) /_ X'z (2.193)

Das Integral auf der rechten Seite laR3t sich durch partielle Integration geschlossen auswerten:

/_11 de (22 — 1)1 = (=)9 /_11 dz (1 — 2)9(1 + z)?

—\4 1
= (=) dz (1 —z)71(1 + z)7™ (1. partielle Integration)
g+1J-1
(—)%(g—1) /1 9 ) . _
=2 [ dr(1—-2)7?%(1+x)7" 2. partielle Integration
(—)%q'q! 1! : :
= dr (1 +xz)%  (¢-te partielle Integration)
(2g)! /-1
—Vglg! 922¢+1 —)492¢+1 1
_ (D)%lgt 2270 ()72 Tglg! (2.194)
(2¢)! 2¢+1 (2¢ + 1)!
Zusammengefaldt erhalten wir als Orthogonalitétsrelation
1 2 (¢g+m)
P"(x)P™ = .
/_1 P (z) q (z) dz 2 +1 (g —m)! pq (2.195)

Wir fligen jetzt die Teillésungen fiir die Winkelvariablen zusammen und definieren die Kugelfunk-
tionen Y}, (9, ¢) durch

204+ 1 (1 —m)! ,
Y] = pr me :
lm(ﬁ7§0) J A (l+m)' l (COSﬁ)e (2 196)
Die Orthonormalitatsrelation der Kugelfunktionen lautet damit
27 T
/ dyp / sind dd Vi, (9, ¢) Yim (9, 0) = O Sy - (2.197)
0 0
Wir schreiben die ersten Kugelfunktionen explizit aus
1
Yoo = — , 2.198
00 T (2.198)
3 .
Y, = —y/—sinde¥ | (2.199)
8w
[ 3
Yig = 4{/-—cos? , (2.200)
47
1 /1 .
Yoo = = 15 Gin? g e2iv : (2.201)
4V 27
15 . ;
Yoy = —4/=— sin® cosde?’ (2.202)
8w
5 /3 1
Yoo = 1/ (2 cos? __) . .
o = (2 cos? 9 — - (2.203)
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Fur m = 0 folgt

Vol ) = 1| 2ot Picos) (2.204)

Fur m = 0 folgt

Vo0, 0) = | 2ot Peos) (2.205)

Fir negative m gilt

Wir wollen eine Funktion auf der Einheitskugel in Kugelfunktionen entwickeln

f(Rr=1)=f(r=1,9,¢)=9(0,¢) . (2.207)

Wir bekommen

o0 l
=3 amYim(,0) . (2.208)

=0 m=-1
Aufgrund der Orthogonalitétsrelation folgt fur die Entwicklungskoeffizienten a;,,
aim = [ QY (9,0) 9(8, ) (2.209)
Die allgemeine Losung der Laplace-Gleichung
AD(r,9,0) =0 (2.210)

kdnnen wir daher in sphérischen Koordinaten durch eine Reihenentwicklung in Kugelfunktionen
darstellen als

o0 l
O(r,0,90) =3 > [t + bim 7 Vi (0, 0) (2.211)
=0 m=-1

Als Spezialfall betrachten wir nun noch g(¥¢, ¢) fur ¢ = 0. Alle Y, verschwinden fiir diesen
Spezialfall aulRer fiir m = 0. Damit finden wir

[9(Y, 90)]19:0=§: 1 o (2.212)

2+ 1
an =1 ‘¥ "= [0 P(cosd) g(0,¢) (2.213)

mit
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2.8 Das Wasserstoffproblem

Mit den ersten gewonnenen Vorkenntnissen zur Schrodinger-Gleichung sowie unseren Kenntnis-
sen aus der Elektrodynamik, die sich auf die Eigenschaften der Kugelfunktionen Y3,,,(19, ¢) be-
ziehen, konnen wir bereits jetzt vorpreschen und die Losung der Schrodinger-Gleichung fiir ein
Elektron im Coulomb-Potential eines punktformigen Atomkerns ableiten. Das Elektron hat die
Ladung ¢ = —e, d.h. es ist negativ geladen mit

e=1.60217733-107°Cb . (2.214)

Der Atomkern ist positiv geladen und hat die Ladung Ze. Z gibt die Ordnungszahl oder die Zahl
der Protonen im Atomkern an. Im einfachsten Fall ist Z = 1. Dies gilt fur das Wasserstoff-Atom.
Die Ladung des Elektrons und des Protons kompensieren sich gerade. Nach auRen hin ist das
Wasserstoff-Atom neutral. Fir das schwerste in der Natur vorkommende Element, dem Uran,
gilt Z = 92. Ist ein einzelnes Elektron gebunden im Coulomb-Potential eines ansonsten nack-
ten Uran-Kerns, so spricht man von wasserstoffartigem Uran. Dieses hochgeladene lon hat nach
auBen hin die Gesamtladung ) = +91e. Die innere Struktur eines Atomkerns wird im folgenden
vernachlassigt, d.h. wir gehen von einer Punktladung im atomaren Zentrum aus. Da sich Elektro-
nen in einem relativ grof3en Abstand um einen Atomkern bewegen, ist diese Naherung weitgehend
gerechtfertigt. Die potentielle Energie fir die Wechselwirkung zwischen den beiden Punktladun-
gen des Atomkerns und des Elektrons ist demnach

V(r)= —Z762 : (2.215)

Dies ist das Coulomb-Potential. Es hat die gleiche radiale Abhéngigkeit wie das Newtonsche Gra-
vitationspotential zwischen zwei Himmelskorpern. Das Coulomb-Potential ist spharisch symme-
trisch, d.h. es weist keinerlei Winkelabhangigkeit auf. Eine spezifische Zeitabhéngigkeit liegt eben-
falls nicht vor, d.h. wir kénnen von der stationédren Schrodinger-Gleichung ausgehen,

Hu(7) = E u(F) (2.216)
mit
R 2 . 2 Z 2
H:—h—V2+V(r)=—h—A——e (2.217)
2m 2m T
Die Gesamtwellenfunktion ist dann bestimmt durch
(7 1) = u(F) e WP (2.218)

Aufgrund der spharischen Symmetrie des Coulomb-Potentials und der rein radialen Abhangigkeit
bietet sich die Verwendung von Kugelkoordinaten bei der Losung der stationdren Schrodinger-
Gleichung an. Infolgedessen stellen wir den Laplace-Operator A in Kugelkoordinaten dar
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V2
A-LlD (722) L Ve (2.219)

mit

> _ 1 0 (e 0\, L &
Voo = Gno o9\ 90) T 570 07 (2.220)

me, ist der Laplacesche Operator fiir die Kugelflache. Bereits in der Elektrodynamik hatten wir es
bei der Diskussion der Laplace-Gleichung, der Poisson-Gleichung und bei der Multipolentwick-
lung mit dem Operator me, zu tun. Wir hatten gefunden, daR gilt

V5,000,0) =200, p) . (2.221)

Fur den Eigenwert A gilt dabei

A=—l(l+1) , (2.222)

wobei [ eine positive ganze Zahl ist. Die Eigenfunktionen ©(1, ¢) waren die Kugelflachenfunktio-
nen

09, ¢) = Yim (9, ) (2.223)
mit

I = 0,1,2,-- (2.224)

m = 0,4£1,42, .- 4 . (2.225)

m nimmt insgesamt 2/ + 1 Werte an. Die Kugelflachenfunktionen Y7, sind definiert durch

Yim (9, ¢) = J ( zl T||2:L|()2!l 41 Y P™ (cosv) ™ . (2.226)

Die gesamte ¢-Abhadngigkeit steckt im letzten Faktor und ist durch eine einfache Exponentialfunk-
tion gegeben. Die verallgemeinerte Legendre-Polynome ].Dllm| (cos 1) lassen sich aus den Legendre-
Polynomen P;(cos ) wie folgt ermitteln

mi
P™(¢) = (1 — )i %H(E) (2.227)
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mit der Abkiirzung

& =cost¥ . (2.228)

Die Legendre-Polynome sind definiert durch

1 d e oy
B@=@ﬁ%ﬂﬁ—n]. (2.229)

Der Vorfaktor, der in der Definition (2.226) der Kugelflachenfunktionen vor den verallgemeinerten
Legendre-Polynomen steht, ist so gewéhlt, daR die orthogonalen Funktionen Y}, auf der Kugel-
oberflache mit dem Kugelradius Eins auch auf Eins normiert sind, d.h.

2r

[ [ Yo (9,6) Yin(9, ) sind a9 dip = b S (2.230)
0 0

Die Koordinaten ¥ und ¢ bezeichnen Punkte auf der Kugeloberfliche. Das Flachenelement der
Kugeloberflache ist gleich sin ¥ d d¢p. Die einfachsten Kugelkoordinaten sind

1
Yoo = T (2.231)
Yo = gcosﬁ , (2.232)
T
3 +i
1/17:&1 = gSlnﬁe ¢ y (2233)
5 2
Yoo = ﬂ(?)COS v—1) (2.234)
15 . +i
Yoo = = 8—sm19cosﬁe L (2.235)
T

[ 15 ,
Yoo = %sin%?eﬂ“" : (2.236)

Nach der Diskussion der Winkelabhangigkeit kehren wir jetzt zuriick zur stationdren Schrodinger-
Gleichung (2.216) mit dem Hamilton-Operator (2.217) und (2.219). Fir die Wellenfunktion u(7)
machen wir einen Produktansatz

u(') = R(r)©(d,¢) . (2.237)

Wir setzen jetzt diesen Separationsansatz in die stationdre Schrodinger-Gleichung ein. Es folgt
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m r  omr?
7€ Riry o)
= ER(r)O(,p) . (2.238)

2
Wir dividieren die gesamte Gleichung durch 2h—m R(r) ©(4, ¢) und erhalten

omr? [ B* 1 10 (,0 Ze? 1
52 | "o i a. \T 5 - _E|l=——V2 29
T R’ l 2m R(r) r2 Or (T 87“) R(r) r ] oY, ¢) Vi, (0, 0) (2.239)

Die linke Seite von (2.239) héngt nur von der radialen Komponente r ab, die rechte Seite nur von
den Winkeln 19, . Damit miissen bei beliebigen Variationen der Koordinaten r, 9 und ¢ beide
Seiten konstant sein. Die Separationskonstante ist A, und wir haben

1 2
VY2 EPAY = 2.240
(_.)(19, QO) Vﬂ,(p @(197 QO) A ( )
und somit
V5,000,0) =200, p) . (2.241)

Der Vergleich fihrt mit (2.221) und (2.222) fuhrt auf

A=—l(l+1) . (2.242)

Die Winkelanteile der Wellenfunktion werden damit auch beschrieben durch

09, 9) = Yim(d, ) . (2.243)

Als Radialgleichung resultiert somit aus (2.239)

omr? [ A® 1 10 (,0 Ze?
- — —— —FEl==l(l+1 2.244
K2 [ 2m R(r) r2 Or (7" 37") R(r) 7 ] (t+1) ( )
und weiter
R 10,0 BRI +1) Ze? B
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Aus der urspriinglichen Schrodinger-Gleichung als partieller Differentialgleichung ist mit (2.245)
nunmehr eine gewdhnliche Differentialgleichung fiir die rein radiale Funktion R(r) entstanden.
Wir wollen die radiale Differentialgleichung (2.245) noch weiter in ihrer Struktur vereinfachen.
Dazu machen wir den Ansatz

R(r) = @ : (2.246)
Somit folgt

L) < 2 (042 - g [t

ov(r)  Ov(r) 0%v(r) 0%v(r)

= 5t T =T g3 - (2.247)
Also haben wir insgesamt
R’ 10 (,0 B® 1 d?v(r)
‘%ﬁ&(r E) RO = ~omr @ (2:249)

Die radiale Schrodinger-Gleichung lautet somit

R d?u(r)  RAI(1+1) Ze?
- - w(r)=E . .
o dr? oz V() — = —v(r) = Ev(r) (2.249)

Zunéchst wollen wir uns mit dem asymptotischen Verhalten der Lésungsfunktion v(r) fir r — oo
beschéftigen. Fir groe Werte von  kdnnen wir in (2.249) den Term proportional zu I(I + 1)
vernachlassigen. Ferner verschwindet auch das Potential fiir » — oo, und es verbleibt

K2 2o
——=F } 2.2
2m dr? v (2.250)

Wir machen eine Fallunterscheidung und setzen

und
omE
A= 2”2 fir  E<0 . (2.252)

Damit erhalten wir furr die allgemeine Losung von (2.250)

62



v(r) = C) e*" + Cye " fur E >0 (2.253)

und

v(r) = Cre ™ + Cye™ fir E<0 . (2.254)

C} und Cj sind zunédchst beliebige Konstanten. Wir wollen uns im folgenden zundchst mit den
gebundenen Zustanden mit negativer Gesamtenergie beschaftigen. Hier ist

—Ar Ar

¢ +C267 . (2.255)

R=0C,

7

Die Wahrscheinlichkeit, das Elektron zwischen r und r + dr zu finden, ist proportional zu | R|?
und dem Volumen 4xr? dr der Kugelschale. Die Gesamtwahrscheinlichkeit ist auf Eins normiert.
Damit ist die Wellenfunktion R(r) nur normierbar, wenn gilt

Co=0 . (2.256)

Damit haben wir fir groRe r

e—Ar

R=C, (2.257)

7

und

w(r)dr =4n |Cy|2 e . (2.258)

Fiir groRe r strebt also die Wahrscheinlichkeit w(r) — 0, d.h. das Teilchen hélt sich nur in der Nahe
des Kraftzentrums auf. Solche Zustdnde entsprechen den geschlossenen Bahnen der klassischen
Mechanik, auf denen sich das Teilchen um das Kraftzentrum bewegt.

Wir wenden uns wieder der Losung der radialen Schrodinger-Gleichung (2.249) zu. Wir stellen
uns die Aufgabe, die Energieeigenwerte fiir den Fall £ < 0 und die entsprechenden Eigenfunk-
tionen v(r) und damit R(r) zu ermitteln. Zur bequemen Losung betrachten wir statt ~ und E die
dimensionalen GroRen

p=" (2.259)
a

und
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E

=5 (2.260)
mit dem Bohrschen Radius
h2
a=— =52917.7249 fm (2.261)
me
und der Rydberg-Konstanten
met €2
Ei=-—p=—=136056981eV . (2.262)
2h 2a
Es ist
dv dvdp 1dv
S _ - 2.263
dr  dpdr adp ( )
und weiter
v 1 d*
gv _ L aev 2.264
dr?  a? dp? ( )
Aus (2.249) wird damit
1 d?v R I(I4+1) Ze?
R A - =F 2.2
2 a? dp? * 2m  a?p? v ap v v (2.269)
und nach Multiplikation mit —2a/e?
R d* B I(l+1) 2Z  2Ea
e — = 2.266
mae? dp?  mae?  p? v p v e " ’ ( )
also
d? 2Z  l(I+1
o | 22 WLV g (2.267)
dp? p p?

Diese Differentialgleichung beinhaltet nur dimensionslose Grofien.

Entsprechend der Untersuchungen zum asymptotischen Verhalten machen wir nun einen weiteren
Ansatz
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v(p) = e f(p) (2.268)

mit

a=v=t . (2.269)

Jetzt ist f(p) die neue gesuchte Funktion. Man beachte, daf € negativ ist. Mit dem gewahlten
Ansatz folgt

do df

Y g emap —ap 2.270
dp = Of flp) +e* - ’ (2.270)
und weiter
d2_v = 4ae ™ f( )—Oée_a”ﬁ—ae_a”ﬂ-i-e_apcp—f
dp? P dp dp dp?
_ o ¥ o, S

— 2 ap -9 ap 9 ap — I 2.271
a‘e ¥ f(p) —2ae ap +e i ( )

Wir setzen dies in (2.267), beriicksichtigen dabei, daB gilt «®> = —¢ und dividieren durch e=®*. Es
folgt

df df 2Z  l(1+1)

—— 20—+ |— — =0 . 2.272
dp® adp+lp p? / (2.272)
Die Losung dieser Differentialgleichung setzen wir in Form einer Potenzreihe in p an. Dazu stu-
dieren wir zundchst die Differentialgleichung fir f fiir sehr kleine Werte von p. Hier dominiert der

erste und letzte Term, und wir kdnnen ndherungsweise schreiben

&Cf 1+1)
2

dp® p

f=0 . (2.273)

Wir erkennen sofort, daR der simple Ansatz

fp) = p* (2.274)

diese Differentialgleichung lost. Also machen wir fur die allgemeinere Differentialgleichung (2.272)
den Potenzreihenansatz

) =Y a (2.275)
v=0
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wobei die a, vorlaufig unbekannte Entwicklungskoeffizienten darstellen. Die angesetzte Potenz-
reihe muR die Bedingung erfiillen, daR die vollstandige Radialfunktion

R(p) = £ 210 (2.276)

I

fur p — oo beschrankt bleibt.

Um die Entwicklungskoeffizienten a, zu bestimmen, setzen wir den Ansatz (2.275) in (2.272) ein.
Es resultiert

>Han lv+1+2)v+1+1)—l(l+1)]+a[2Z —2a(v+1+1)]} " =0 (2.277)

Damit diese Reihe eine Losung der Differentialgleichung ist, mul? jeder einzelne Koeffizient fur
v = 0 bis co verschwinden, d.h.

G [(V+HI+2)v+1+1) =11+ 1)]+a [2Z —2a(v+1+1)]=0 . (2.278)

Somit erhalten wir die Rekursionsbeziehung

_ 20(v+1+1)—-2Z
vt = (v+l+2)(v+1+1)-1(1+1) w (2.279)

firy =0,1,2,--

Der Koeffizient aq ist zunédchst beliebig und wird spater durch die Normierungsbedingung festge-
legt. Die angegebene Reihe konvergiert fiir alle Werte von p. Jedoch steigt die Funktion f(p)/p
mit 22 starker exponential an, als es durch den Ansatz e~ vorgegeben ist. Damit ist keine Kom-
pensation gegeben, und die Radialfunktion R(p) ware fiir p — oo nicht beschrankt.

Die einzige Maglichkeit fiir eine normierbare Losung ist dann gegeben, wenn die Reihe (2.275) bei
einem gewissen Glied mir v = n, abbricht. Dann entartet die unendliche Reihe zu einem Polynom.
Aufgrund der Rekursionsbeziehung (2.279) sind dann auch alle htheren Terme mit v > n,. gleich
Null. Es ist genau diese Abbruchbedingung, die die Grélle o und damit den Energieeigenwert
fixiert. Damit der Koeffizient a,,, 1 gleich Null wird, muf3 offensichtlich gelten

2a(n, +1+1)—2Z =0 (2.280)
und somit
Z
= 2.281
« ne+1+1 (2.281)
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n, und [ sind ganze Zahlen mitn, > 0 und [ > 0. Wir definieren jetzt die ganze Zahl

n=n,+10+1 (2.282)

mitn > 1. Mit « aus (2.269) und (2.260) bzw. (2.262) erhalten wir

=2 (2.283)

und schlieBlich die Energieeigenwerte

Z%*m 1
E, = T 2 (2.284)
mit
n = 1,23,
n, = 01,2,

(2.284) ist die Bohrsche Formel fir die Energiezustande in Wasserstoff-artigen Atomen. Die Zahl
n bestimmt die Energieeigenwerte, n wird die Hauptquantenzahl genannt. Die diskreten Energie-
eigenwerte fallen proportional zu 1/n2 ab. Ferner nehmen die Energieeigenwerte proportional zum
Quadrat der Kernladungszahl Z zu. Fir Z = 1 und n = 1 erhalten wir gerade die niedrigste Ener-
gie und damit die Grundzustandsenergie im Wasserstoffatom. Diese Energie ist gerade —E aus
(2.262). Auch die Energiedifferenzen im Wasserstoffatom nehmen nur diskrete Werte an. Energie
kann also nur in Portionen, in Quanten, abgegeben werden.

Aus (2.282) erkennen wir ferner, daR bei vorgegebenem n der Maximalwert von [ fur n, = 0
erreicht wird mit

e =n—1 . (2.285)

Bevor wir uns weiter ausfuihrlich mit der Diskussion der Energieeigenwerte befassen, wenden wir
uns zundchst den Eigenfunktionen zu. In die Rekursionsformel fir die Entwicklungskoeffizienten
setzen wir jetzt « = Z/n ein. Wir bekommen

2Z n—(+v+1)
n v+1)2+v+2)

a (2.286)

Ayy1 = —

Zum Vergleich multiplizieren wir die Nenner aus
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W+I+2)w+1+1)—I(1+1) = V+vi+v+vl+P+I+20+20+2-17—1
V2420l + 30+ 20+ 2
= W+ 1)@ +v+2)
= v+ +wH+2A+v+2 . (2.287)

Wir setzen dies in den Ausdruck fiir f(p) ein

S U@E+2) \n 21 (20 + 2)(21 + 3) n

Ty (n—l—l)(n—l—Q)l 2Zp Ny
= nd (20 +2)(20+3) -+ (2 +n, + 1) ( n) } - (2.288)

flo) = aopl+1{1 n—10—1 (2Zp)+(n—l—1)(n—l—2) (2Zp)2+.“

Wir definieren nun die Laguerre-Polynome durch

Lo(z) = ewd% (2" e7) (2.289)

und die assoziierten Laguerre-Polynome durch

[P (2) = (=1)" % Lusp(z) (2.290)

In explizierter Darstellung erhalten wir

IP(z) = g(—ns o _[(:)!JE;’E]Z)!S! o (2.291)

Fir die assoziierten Laguerre-Polynome gilt die Integralrelation

[erare @) = U0 (2.292)
0

Wir kdnnen den Ausdruck in der geschweiften Klammer in (2.288) gerade mit den assoziierten

Laguerre-Polynomen Li’j{l(%) identifizieren. Fir die Radialfunktion R,;(r) folgt somit

na

2Z7")l
na

27
Ry = Ny e~ 71/(ne) ( L (—T) : (2.293)

Die Normierungskonstante V,,; wird bestimmt aus der Bedingung

/ R:ridr=1 . (2.294)
0
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Unter Verwendung der Integralrelation (2.292) fiir die assoziierten Laguerre-Polynome erhalten
wir als vollstandig normierte Radialfunktion

Ru(r) = {(%)3 (";_1,);}1/2 e~ Zr/(na) (&)l N Vel (&) : (2.295)

na/) 2n[(n+1)!] na na

Wir erinnern daran, dal3 wir nun die gesamte Ortsraumwellenfunktion schreiben konnen als

unlm(ry 197 QO) = Rnl(r) lem(l% QO) (2296)

mit der Normierung

/ 2 Pz =1 . (2.297)

Die Gesamtwellenfunktion lautet

(7, 1) = Unim (F) e 578 (2.298)

Wir wollen uns jetzt mit dem Grad der Entartung befassen. Zu jedem Wert von [ gibt es 2] + 1
unabhangige Wellenfunktionen, die sich durch die verschiedenen Werte von m unterscheiden. Ein
Energieeigenwert E,, ist durch die Hauptquantenzahl n charakterisiert. Bei einem festen Wert von
n kann die Quantenzahl [ die Werte von 0 bis n — 1 durchlaufen. Also folgt fur den Grad der
Entartung

n—1 _1
2:(2l—i-1):2u—i-n—1-|—1=n2—n—i-n=n2 : (2.299)

=0

Zu einem Energieniveau E,, gehoren somit n? verschiedene Zustande. Wir haben es mit einer
n?-fachen Entartung zu tun.
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2.9 Das Spektrum und die Wellenfunktionen des Wasserstoff-Atoms

Die Grundzustandsenergie im Wasserstoff-Atom betragt

me4

Wir erweitern den Bruch mit ¢2 und erhalten

Epoy = - me? 52 (2.301)
n:1—2mc FLC . .

Die Dimension einer Energie ist bereits durch die Ruheenergie des Elektrons mc? gegeben. Die
Konstante in der Klammer ist dimensionslos. Es ist die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante

e 1
“~ he ~ 137.035989
Die dimensionslose Konstante « ist ein MaR fiir die Stérke der elektromagnetischen Wechselwir-
kung. Beim Ubergang eines Elektrons in einem Wasserstoff-artigen Atom von einem Zustand mit

den Quantenzahlen n, I, m in einen anderen Zustand mit den Quantenzahlen »/, I', m’ wird Ener-
gie in Form von elektromagnetischer Strahlung abgegeben. Dabei gilt

(2.302)

fiw = Eppm — Epvge (2303)
also
Z%e*m /1 1
o= () (&30
mitn' < n.

Alle Ubergénge, die mit dem gleichen unteren Niveau enden, bilden eine sogenannte Spektralserie.
Die Ubergénge zum niedrigsten Niveau mit » = 1 bilden die Lyman-Serie. Fiir die Lyman-Serie
gilt

(2.305)

Z2e*m (1 1)
w =

9r> \12  n?
Im Wasserstoff-Atom (Z = 1) entsprechen die Ubergénge zum Niveau mit n = 2 der Emission
sichtbaren Lichts. Die Gesamtheit dieser Spektrallinien mit

(2.306)

w =

Z2e*m ( 1 1 )
2K 22 p2
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und n = 3,4, --- bilden die Balmer-Serie. Gerade diese Serie war ein hervorragender Testfall fir
die Giiltigkeit der Quantentheorie. Die Uberginge zu den Niveaus n = 3,4 und 5 entsprechen der
Ritz-Paschen-, der Brackett- bzw. der Pfund-Serie.

Beziiglich der Energieeigenwerte von Elektronen in Wasserstoff-artigen Atomen halten wir ferner
fest, dal? gilt

lim E, =0 . (2.307)

n—0o0

An der Grenze zu E = 0 wird diese Zahl der Zustdnde pro Energieintervall — die sogenannte
Zustandsdichte — immer groRer.

Wir notieren abschlieRend die expliziete Struktur der Wellenfunktion ¥ ,;,,, (7, 9, ) flir Wasserstoff-
artige Atome fir die am niedrigsten liegenden Zustdnde mitn = 1 und n = 2. Es ist

1 7 3/2
Ui = ﬁ(;) e~ Zrle (2.308)
1 ARE 7
Upgp = —— (—) (2——T) e~ 2/ (2.309)
421 \a a
3/2
Uyy = L (% ﬁe—ZT/@a) cos ¥ 2.310
210 b ( )
421 \a a
1 /Z\*? 7 .
Uore1 = ﬁ(g) %G_ZT/(%) sind e (2.311)

Die nachfolgende Figur zeigt die radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir die Elektronen mit
den Hauptquantenzahlen n = 1 und n = 2 im Wasserstoff-Atom, d.h. Z = 1. Aufgetragen ist
r? R?(r) als Funktion von r in Einheiten des Bohrschen Radius a. 1s steht fir n = 1, [ = 0, 2s fur
n=21=0und2pfirn=2,1=1.

0.6
0.5F 1s
0.4f
0.3}
0.2 - —— o 2

W)’

B et T N R B S
OO 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Abbildung 5: Aufenthaltswahrscheinlichkeiten von Elektronen im Wasserstoff-Atom im 1s-, 2p-
und 2s-Zustand.
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2.10 Strome in Wasserstoff-artigen Atomen

Wir berechnen nun die Dichte des elektrischen Stromes, der im Atom flie3t, wenn sich das Elektron
in einem stationéren Zustand befindet. Der Ortsanteil der Wellenfunktion in einem solchen Zustand
141t sich schreiben als

Ui (7,9, ©) = Ny Ny R (r) P™ (cos 9) €™ . (2.312)

N, und Ny, sind die jeweiligen Normierungsfaktoren fiir den Radialanteil bzw. fiir den Winkelan-
teil der Wellenfunktionen.

Die Dichte des Stromes ist gegeben durch

o (290 - w'VT) . (2.313)
2m
Wir multiplizieren mit der Teilchenladung —e des Elektrons und erhalten so die Dichte des elek-

trischen Stromes

- ’Leh — % % —

T =5 (Yt Vi = VoV i) (2.314)
Entsprechend der Darstellung der Wellenfunktionen wahlen wir auch fir die Stromdichte Kugel-
koordinaten. Der Vektor J &Rt sich in Kugelkoordinaten darstellen, indem wir den Nabla-Operator

reprasentieren durch

S 0 10 1 0
V‘{E’ r o9 rinﬁ@} - (2:315)

Entsprechend erhalten wir fiir die verschiedenen Komponenten des Stromdichtevektors

ihe 3\11* a\I/ 1
= 1y nlm J* nim .
Jr Im { nlm 87" nlm 87" } p (2 316)
ihe ov* oV,
- _ U nlm * nim .
To 2mr { nim T 5 nm - a9 } ’ (2.317)
ihe ov* ov 1
J, = ————— P, Mm mmL 2.318
v 2mr sin ¥ { ! Oy nim 0y } ( )

Da die Radialfunktionen Ry, (r) sowie die 9-abhangigen Legendre-Polynome P™ (cos 9) rein re-
elle Funktionen sind, erkennen wir sofort, dal} gilt

J, =0 , (2.319)
Jg = 0 . (2.320)
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Dies impliziert, dal in einem Atom weder in radialer Richtung noch in ¥-Richtung ein Strom flief3t.
Zur Berechnung von J, bedenken wir, da8 ¥, direkt proportional dem komplexen Ausdruck
e™¢ ist. Es folgt mit der Masse p des Elektrons

ehm

J<p = |\IInlm|2 . (2321)

_,ur sin 1

Dieser Ausdruck dient spater zur Berechnung des magnetischen Moments eines Atoms.
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2.11 Die Elektron-Elektron Wechselwirkung

Die Eigenschaften von einfachen Atomen lassen sich ndherungsweise recht gut durch die folgende
Methode beschreiben. Wir schreiben fir die Ladungsdichte der im Atom gebundenen Elektronen

p=—e>» |¥;> . (2.322)
j=1

Hierbei haben wir angenommen, dal es s-Elektronen im Atom gibt. Diese Ladungsdichte fassen
wir als klassische Ladungsdichte auf. Entsprechend kdnnen wir das zugehorige klassische Potential
durch Ldsung der Poisson-Gleichung ermitteln,

Ap = —4mp . (2.323)
Wir erhalten

! £~ 7 J
P fr ’f) dr' = —e [ = d3r' . (2.324)
|7 = 7| |

o7t = [

Die Wechselwirkungsenergie des Elektrons ¢ mit der Ladung —e mit diesem Potential lautet dann

V() = —ed(7) . (2.325)

Das Potential ¢ ist stationdr, d.h. es gibt keine explizite Zeitabhangigkeit. Ein Elektron in einem
Atom wechselwirkt mit dem positiv geladenen Atomkern tiber das Coulomb-Potential —Ze? /r und
mit der Elektronenladungsdichte mittels V() aus (2.325). Insgesamt lautet damit die Schrédinger-
Gleichung fur das Elektron:

h2 Z62 s \I/*(F’ \I/ (7:*/)

S A-ZE e /%d?” U,(7) = B U(7) . 2.326
( om . e 2 7= 7 r (7) (7) (2.326)

Ein Spezialfall tritt ein, wenn wir es nur mit einem einzelnen Elektron mit ¢+ = j zu tun haben.

Falt man die GroRRe ¥;(7) als Materiewelle auf, so sollte sich die Schrodinger-Gleichung fiir ein

einzelnes Elektron reduzieren auf

2 * (= >

(—h—A _Ze e / LHGRLTIGH) d3r'> U,(7) = B U(7) . (2.327)
2m T

Dies ist eine komplizierte Integrodifferentialgleichung fiir das Materialfeld W. Sie beinhaltet die

elektromagnetische Selbstwechselwirkung einer klassischen Ladungsverteilung des Elektrons. Der

EinfluR der abstoRenden Coulomb-Wechselwirkung ist an Stellen groRRer Intensitat besonders gro

und sollte sich in einem Auseinanderdrangen des Materialfeldes duf3ern. Diese klassische Form der
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Selbstwechselwirkung wird jedoch fiir das im Atom gebundenen Elektron nicht beobachtet. Infol-
gedessen kdnnen wir die Wellenfunktion ¥;(7) nicht als klassisches Materiefeld interpretieren,
und wir missen die klassische Selbstwechselwirkung im folgenden zunéchst ausschlielRen.

Aus (2.326) erhalten wir somit

2 Ze2 8 U (. (7!
h e Md?’r’ U,(7) = E; (7). (2.328)
|7

——A——+e22/ j

2m T

Dies ist ein System von gekoppelten Differentialgleichungen fiir die zu bestimmenden Wellenfunk-
tionen W, und die zugehorigen Energieeigenwerten E;. Dieses Gleichungssystem reprédsentiert die
oben genannte Methode zur Berechnung von Elektroneneigenzustdnden. Das Gleichungssystem
(2.328) muR iterativ geldst werden. Ein erster Ansatz kann es sein, im Integral von (2.328) Wel-
lenfunktionen fir Wasserstoff-artige Atome einzusetzen.
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3 Wellenfunktionen, Operatoren und Erwartungswerte

3.1 Ebene Wellen

Nachdem wir die Losungen der Schrodinger-Gleichung fur ein Teilchen in zwei verschiedenen
Potentialen abgeleitet haben, wenden wir uns der Schrodinger-Gleichung ohne Potential zu. Dies
ist die freie Theorie, beschrieben durch den Hamilton-Operator

2
a=—"n (3.1)

2m

Wir diskutieren erst jetzt diesen besonders einfach erscheinenden Fall, da hier gesonderte Betrach-
tungen beziiglich der Normierung durchgefiihrt werden miissen. Die zeitunabhéngige Schrodinger-
Gleichung

W )
—5 - AU(F 1) = EU(7, 1) (3:2)

wird durch den Ansatz einer ebenen Welle

U (7, 1) = AeFr-w) (3.3)

geldst, sofern gilt

21.2
E=hw= Wk (3.4)
2m
Als Dispersionsrelation haben wir damit
hk?

vorliegen. Die GroRe A ist die Amplitude der ebenen Welle. Besondere Schwierigkeiten macht nun
die Normierung der ebenen Welle (3.3). ¥(7,¢) ist in diesem Fall nicht quadratintegrabel. Man
kann sich hier mit der Vorstellung helfen, daR sich das freie Teilchen irgendwo in dem beliebig
groRen, aber unendlichenm Volumen V' aufhdlt. Man kann fordern

/d3r WEDE=1 . (3.6)
J

Man beachte, daR hierbei nicht Giber den ganzen Raum, sondern nur tber das endliche Volumen V/
integriert wird. Damit lautet die Normierungskonstante

A= (3.7)

-
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Abbildung 6: Zu den Ebenen Wellen

Ebene Wellen sind raum-zeitlich periodische Funktionen, deren Phase

o(Ft) =k-7— wt (3.8)

fur feste Zeiten ¢ Ebenen definiert.

Diese Ebenen bestehen aus all den Punkten, fiir die die Projektion des Ortsvektors +* auf die Rich-
tung von & den selben Wert hat. Fir eine feste Zeit ¢ = ¢, wiederholen sich Ebenen gleicher
Wellenamplituden W (7, ¢o) periodisch im Raum. Die Wellenlénge ist definiert als der senkrechte
Abstand zweier solcher Ebenen,

Ap=AF-k) =21 . (3.9)

Hieraus folgt

NG I
A p - (3.10)
Mit
h
P=x (3.11)

p=-k=hk (3.12)
und
2
E= ;’—m . (3.13)
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Halt man dagegen den Ort fest, so wiederholt sich die Wellenamplitude mit der zeitlichen Periode

L1 (3.14)
w v
Es folgt
w=2mr . (3.15)

Ebenen konstanter Phase verlagern sich mit der Phasengeschwindigkeit  in Richtung von k,

u=% (F- %) =% E(w(k)t—i—const) | (3.16)

Somit resultiert

wk) Bk*> Rk p W
k. 2mk 2m 2m 2 (317

Wir definieren neben der physikalisch irrelevanten Phasengeschwindigkeit die Gruppengeschwin-
digkeit ¥, durch

7,(k) = Viw(k) = v, (k) & (3.18)
mit
er = % (3.19)
Es folgt
dv hk p

Die ebene Welle W(7,¢) ist durch einen festen Wellenvektor & charakterisiert, dessen Richtung
der Ausbreitungsrichtung der Welle entspricht, wahrend sein Betrag die Wellenlange A eindeutig
festlegt. Haben wir jedoch die Wellenldnge und damit den Impuls genau bestimmt, so kdnnen wir
uber den Ort des Teilchens tiberhaupt keine Aussage machen. Es folgt

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist fir alle Raumpunkte dieselbe. Durch die streng harmonische
Losung ist kein Raumpunkt ausgezeichnet.

Ist der Impuls beliebig genau bekannt, so haben wir eine vollkommene Unkenntnis tber den
Ort vorliegen. Nun ist es aber experimentell sicherlich mdglich, den Teilchenort zumindest auf

78



Re W
A cosr

\ANAWAS

Abbildung 7:

einen endlichen Raumbereich festzulegen. Dies erfordert aber offensichtlich eine Wellenfunktion
U (7, ), die einem endlichen Wellenzug entspricht. Aus der Theorie der Fourier-Transformationen
wissen wir, dall wir jede Funktion in Komponenten der ebenen Wellen zerlegen konnen. Die Ent-
wicklung in Fourier-Komponenten entspricht gerade aufgrund des gemeinsamen exponentiellen
Faktors ei®7=wt) giner Entwicklung in Komponenten von Ebenen Wellen. Umgekehrt kdnnen wir
natiirlich durch eine Superposition von Ebenen Wellen jede beliebige Funktion darstellen. Auf-
grund der Linearitdt der Schrodinger-Gleichung kdnnen wir als Losungsansatz auch

U(7, 1) = / dw / &k a(F, w) et (3.22)

verwenden. Wir setzen diesen Ansatz in die zeitabhdngige Schrodinger-Gleichung ein und erhalten

21.2 -
/ dw / &k a(F, w) (hw - F; k ) ET—at) —( (3.23)

m

Aus dieser Gleichung ziehen wir den Schluf3, dal? gelten muR3

—

a(k,w) = a(k ) d(w —w(k)) (3.24)
d.h. k und w sind in der Amplitude a(E, w) nicht unabhangig voneinander.

Daher untersuchen wir im folgenden das Wellenpaket

U(F, 1) = / Pl a(k) eFTe®y (3.25)

Die Amplitude a(k ) ist frei verfiigbar. Die spezielle Struktur der raumlichen Verteilung des Wel-
lenpaketes wird durch die spezielle Wahl der Funktion a(E) bestimmt.

Wir konnen durch eine geeignete Wahl von a(k) erreichen, daR |¥(7,¢)[2 nur in einem kleinen
Raumbereich merklich von Null verschieden ist. Damit ist der Ort nicht mehr vollig unbestimmt.
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Abbildung 8: Ein Wellenpaket

Andererseits ist durch die Uberlagerung verschiedener Impulskomponenten auch der Impuls nicht
mehr exakt bekannt.

Wir wollen uns im folgenden noch etwas ausfiihrlicher mit solchen Wellenpaketen befassen, deren
Amplitudenfunktion sich im wesentlichen um den festen Vektor ko konzentriert. Dann werden in
der k-Integration nur solche Wellenzahlen beitragen, die sich nur wenig von ko unterscheiden. Wir
werden daher eine Taylor-Entwicklung durchftihren,

wk) = wlke) + (k- ko) - Viw(k)
= w(ke) + (k — ko) - (ko) + -~ (3.26)

Damit konnen wir das Wellenpaket schreiben als

U(7, 1) = gitFom™whod) §, (74) (3.27)
Trdgerwelle

Der exponentielle Faktor beschreibt die Tragerwelle. Dennoch kann trotz des expliziten Heraushe-
bens des Wellenvektors kq, dem Wellenpaket nicht eine bestimmte Wellenldnge zugeordnet werden.
Das Wellenpaket reprasentiert nach wie vor eine Superposition von Partialwellen. Die Modulati-
onsfunktion \leo konnen wir aufgrund der Taylor-Entwicklung ndherungsweise schreiben als

By (7,1) ~ / &q a(§ + ko) expliq- (7 — T,(ko)t)} (3.28)

mit

J=k—Fk . (3.29)
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a(k)

Ko k
Abbildung 9:
Die Modulationsfunktion definiert fiir
7 — Uy(ko)t = const (3.30)
Flachen konstanter Amplituden, die sich mit der Geschwindigkeit
7= Ty(ko) = Vi w(k)|y, (3.31)

fortpflanzen.

Als erstes einfaches eindimensionales Beispiel eines Wellenpaketes betrachten wir das Rechteck-
paket mit

a(k) = a(k()) flr ko — Ako <k <k + Ako ,

alk) = 0 sonst. (3.32)
a(k)
- k
K, - AK, K, k, + Ak,
Abbildung 10:

Damit haben wir fiir die Modulationsfunktion

81



+Ako

Ty (2,1) = alke) / dq exp {ig(z — v, (ko)D)} . (3.33)

Es folgt sofort

sin{Ako(z — vy(ko)t)}

Wy (2,t) = 2a(ko) Akq Ako(z — vy (ko)t)

(3.34)

Es handelt sich also um eine Funktion vom Typ sin z /2 mit einem Maximum des Funktionswertes
1 bei z = 0 und Nullstellen bei z = +nr mitn =1,2, ...

Das Maximum des Wellenpaketes

sin{Ako(z — vg(ko)t)}

U(z,t) = 2a(ko) Akyg Aolz — v, (ko)?) x exp {i(koz — w(ko)t)} (3.35)
liegt bei
Zm(t) = vyt . (3.36)

Wir wollen nun studieren, mit welcher Genauigkeit wir den Aufenthaltsort eines Teilchens bestim-
men konnen, das durch dieses Wellenpaket beschrieben wird. Wir fixieren die Zeit zu ¢ = 0. Die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit | ¥ (z, ¢ = 0)|? ist im wesentlichen auf das Intervall

-7 < Akyz < +7 (3.37)

konzentriert. Die effektive Breite des Wellenpakets erfiillt somit die Relation

Akg Az =21 . (3.38)

Bevor wir weiter Wellenpakete diskutieren wollen, kehren wir zuriick zur Festlegung der Normie-
rung der ebenen Welle.

Ebene Wellen sind nicht quadratintegrabel. Das Integral

/|\IIE|2d3r - |A|2/d3r — 00 (3.39)

divergiert, wenn das Integrationsvolumen gegen unendlich geht. Wir schreiben nun die ebene Welle
als
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(7 t) = Aen®TFD) (3.40)

Jetzt gilt fuir zwei Partikuldrlésungen mit verschiedenen Impulsen p'und ' bei ¢ = 0

/ T, U(7) dr = | AP / R TP B — | A2 (20h)P 6(F— ) (3.41)

Fir p # p’ ist das Integral also Null. In Anlehnung an die Vektorrechnung sagt man daher, die
Funktionen () und ¥z () sind orthogonal. Integrieren wir (3.41) tber alle Impulse, wollen
wir mit der Wahrscheinlichkeit 1 das Teilchen vorfinden. Daher legen wir den Normierungsfaktor
im Fall von ebenen Wellen fest als

A=_ 1 (3.42)

(27h)3

und die ebenen Wellen lauten

V(7 1) = ——— en PT-F) (3.43)
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3.2  Wellenfunktionen im Impulsraum

Wir haben bereits die statistische Interpretation der Wellenfunktion ¥ (7, t) im Ortsraum behandelt.
Das Betragsquadrat driickt die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens aus. Ebenso bedeut-
sam ist es, die Wahrscheinlichkeitsverteilung furr die konjugierte Variable, den Impuls, zu kennen.
Ahnlich wie fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte im Ortsraum sollte es einen analogen Ausdruck im
Impulsraum geben,

w (@) dp = [T(@ )| dp (3.44)
Dieser Ausdruck drtickt die Wahrscheinlichkeit daftir aus, dal? das Teilchen zur Zeit £ einen Impuls
7 im Volumenelement d®p im Impulsraum hat. Da die funktionale Abhingigkeit der Wellenfunkti-
on ¥ (, t) im Impulsraum sehr verschieden sein kann von der im Ortsraum, haben wir sie auch im

Impulsraum durch eine Tilde explizit gekennzeichnet. Es muf3 sich auch im Impulsraum um eine
quadratintegrable Funktion handeln, und es soll gelten

/ ¢p¥@E o =1 . (3.45)

Dahinter steckt die triviale Aussage, dal’ das Teilchen mit Sicherheit irgendeinen Impuls hat. Ins-
gesamt haben wir die Aussage

‘ 2

~ 2

[drie@ P = [ dald@ ) (3.46)
Diese Eigenschaft erinnert sehr an das Parseval-Theorem bei Fourier-Transformationen. Hier ha-
ben wir

/ £(8) g*(t) dt = / F(w) G*(w) dw (3.47)
mit

— 1 r —iwt

ft) = 27T_/ Flw)e ™ do | (3.48)

* — i T * —iwt

g*(t) = 27T_0/0G (w)ye™dw . (3.49)

(3.46) sagt aus, dal3 die Normierung bei Fourier-Transformationen erhalten bleibt. Es liegt nahe

W (p,t) mit der Fourier-Transformierten der Wellenfunktion W (7, £) zu identifizieren. Wir haben

damit
1

G = o EperTU(F L) (3.50)
T _ 1 3. ZpF —
(5t = G / Pr e TP L) (3.51)

Beide Funktionen ¥ und W sind véllig dquivalent und beschreiben das Teilchen gleichermaRen. Fiir
die Normierung der Wellenfunktion im Impulsraum notieren wir jeweils die Fourier-Darstellung
der o-Funktion:

1 e

S =) = Gy ] ST (352)
1 e e

§(F—p") = o / Pr e FEFF (3.53)
T

84



3.3 Mittelwerte und Schwankungen

Die Wahrscheinlichkeitsdichten g (7, t) und w (p, t) stellen die eigentlich mebaren Aussagen der
Quantenmechanik tiber Ort und Impuls eines Teilchens dar. Mit ¢ (7, t) kdnnen wir den Teilchenort
nicht exakt voraussagen. Fir jeden erdenklichen Wert von 7 kdnnen wir jedoch die Wahrscheinlich-
keit angeben, das Teilchen an diesem Ort zu finden. Viele Einzelmessungen nacheinander an vielen
durch dieselbe Wellenfunktion beschriebenen dquivalenten Teilchen sollten dann einen Mittelwert
(7) liefern. Dieser Mittelwert ergibt sich als Summe oder Integral tiber die mit der Wahrschein-
lichkeit ihres Auftretens gewichteten Einzelwerte

()= [ Ero@or= [ Erv@E)rvEy) (354)

Mittelwerte werden in der Quantenmechanik entsprechend dem dahinterstehenden MefRprozel’ Er-
wartungswerte genannt. Generell gilt nicht nur fir den Ort 7 sondern fiir jede eine Teilcheneigen-
schaft beschreibende Funktion F' (7)

(F (), = [ Ero @ F @) ut) (3.55)

Diese Eigenschaft kann sich mit der Zeit &ndern, daher der Index £ am Erwartungswert.

Wenn wir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung vorliegen haben, so ist nicht nur der Mittelwert son-
dern auch die Breite der Verteilung von experimenteller Relevanz. Angelehnt an die elementare
Fehlerrechnung untersuchen wir das Schwankungsquadrat

[Ero@OIF @) = (FENS = ([FE) - (F N,

= <F2(-')>t_
2(F (7) (F (F))y), + (F (7))
= (F*(7)), = 2(F (7)), + (F (7));
= (F*(M),—(F@) . (3.56)

Diese Grolie ist ein MaR dafiir, wie stark im Mittel ein gefundener MeRwert von seinem Mittel-
wert abweicht. Als mittlere quadratische Schwankung definiert man die positive Wurzel aus dem
Schwankungsquadrat

AF, = J(IF () - (F (7))

= V(P (™)~ (F (7)) (357)
Ebenso gilt fir den Erwartungswert des Impulses
@)= [ o op= [ Ep¥ G0 5EE) (359)

In analoger Weise erhalten wir fiir eine allgemeinere Teilcheneigenschaft beschrieben durch die
Funktion G (') des Impulses 7

G @)= [ ¥ @ HCE) V@) (359)
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3.4 Der Impulsoperator
Wir wollen den Impulsoperator im Ortsraum ermitteln. Dazu gehen wir aus von der Definition

/ Bp U7, 1) (5, 1) (3.60)

und transformieren formal die Impulsraumwellenfunktion ¥ (5, ¢) mittels Fourier-Transformation
in den Ortsraum

1 i = = § o=
P = s | & [ & [ el Uy iU @s1)
T
Jetzt ist

[retrmazy = in [ (@) w(eg

i / Pr e HTV, (R L) (3.62)
Mit Hilfe des GauRschen Satzes verwandeln wir das erste Integral in ein Oberflachenintegral
/d3r Y, (e T (7, 1 / dF e+ 77 U(7 1) . (3.63)
S(V)

Das Integral verschwindet, wenn wir iber den gesamten Raum integrieren, da die Wellenfunktion
nach Voraussetzung auf der Oberflache im Unendlichen hinreichend rasch verschwindet. Damit
haben wir

/ d®p / o3 / & b7 W (7, 1) (—inV,) U7 T) (3.64)
Jetzt verwenden wir noch die Darstellung der §-Funktion ¢ (# — 7') und erhalten schlieRlich
), = / d*r (7, 1) (—ihV,) U7, 1) (3.65)
Wir kdnnen also der dynamischen Variablen Impuls im Ortsraum einen Operator zuordnen
7 — —ihV, (3.66)

Es ist ein wesentliches Charakteristikum der Quantenmechanik, dal man den beobachtbaren, meR-
baren GroRen oder Observablen Operatoren zuordnet. Im Ortsraum ist der Ortsoperator 7 mit dem
Vektor 7 identisch, im Impulsraum ist ebenfalls der Impulsoperator 7 mit dem Vektor 7 identisch.
Allgemeiner als im oben betrachteten Fall schreiben wir nun fir die Teilcheneigenschaft & (7),

die eine Funktion des Impulses ﬁ‘ist, den Erwartungswert im Ortsraum auf,
/ o —ihV,) (1) (3.67)
Wir haben also die Zuordnung

G(p) — G(-inv,) . (3.68)
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Haben wir den Operator X" vorliegen, so gilt fur den Erwartungswert
- / B U (7, 1) XU(7, 1) . (3.69)

Dabei gilt die Korrespondenzvorschrift

X:{X@ — X)) (3.70)
x(p) — xX(-inv,) '

Man spricht in diesem Fall von der Ortsdarstellung des Operators X'

Wir sind insgesamt zu diesem Ergebnis gekommen, indem wir als Ausgangspunkt versucht haben,
den Impulserwartungswert (p’), im Ortsraum darzustellen. Als Ausgangspunkt hdtten wir auch
versuchen konnen, den Erwartungswert des Ortes (7) im Impulsraum darzustellen. Mit exakt den
gleichen Rechenschritten finden wir fur die Impulsraumdarstellung des Ortes

Fo—  ihV, (3.71)

Wir haben dann die Korrespondenzvorschrift fiir den Operator

o[ Y(F) — Y(inv,)
y-{3) = 3 -

Dies nennen wir die Impulsdarstellung des Operators ). Der Erwartungswert ist dann gegeben
durch

= [ @EHI G (373)

Wir erkennen die vollige Aquivalenz von Orts- und Impulsdarstellung. Die bisherigen Erkenntnisse
lassen sich zusammenfassen beziiglich eines allgemeinen Operators F, der sowohl vom Ort als
auch vom Impuls abhdngen kann. Es gilt

NP F(7,—ihV,) Ortsdarstellung
F(rp) — L (3.74)
F thp,p) Impulsdarstellung

Fiir den Erwartungswert der GroRe F ergeben sich damit zwei dquivalente Formulierungen
(F) = /d3r\Il t) F (7, ~ihV,) ¥ (7,t)
= [&p¥ () F (in9,,5) (7)) (3.75)
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3.5 Kommutatoren

Bei der Anordnung der Operatoren miissen wir jedoch dufRerste Vorsicht walten lassen. Der Grund
hierfur liegt in der Nichtvertauschbarkeit vieler Operatoren. Wir definieren den Kommutator der
beiden Operatoren .4 und B durch

[A,B8] =AB-BA . (3.76)
Dieser Kommutator, der fiir c-Zahlen A und B trivialerweise verschwindet, ist oftmals von Null
verschieden und kann selbst wieder ein Operator sein. Die Reihenfolge der Operatoren ist nicht

beliebig. Als ein Beispiel betrachten wir den Kommutator der Operatoren Z und p, und lassen ihn
auf die Wellenfunktion W (7, £) wirken. Es folgt

[2,0.]_W(Ft) = (2P, — D.2) VU(F,1)

a 0 .
= —ih (za — £z> U (7, 1)
o _ . . o .
—ih (za\ll(r,t) —U(7,t) — za\ll(r,t)>
— RUFL) . (3.77)

Da dies fur beliebige Wellenfunktionen ¥ gilt, konnen wir anhand dieser Gleichung die folgende
Operatoridentitat ablesen

2,0.]_ =1ih . (3.78)
Dies gilt gleichermaRen auch fiir die anderen kartesischen Komponenten. Damit haben wir generell

(&3, p5]_ = ih 8 (3.79)
oder auch

[bi, &;]_ = —ihdy; . (3.80)
Hingegen ist trivialerweise

[Di, D] = [2i,25]_ =0 (3.81)

fur 72,5 = 1,2,3. DaR die Korrespondenzregel, klassische Variable durch die entsprechenden
Operatoren zu ersetzen, so noch nicht eindeutig ist, wollen wir anhand eines einfachen Beispiels
erlautern. Fir c-Zahlen gilt offensichtlich

1
Pl =50 (3.82)
Ersetzen wir dies durch Operatoren, so finden wir unterschiedliche Resultate.
32
p; — —7@2@ ; (3.83)
1 2.2 2 1 82 2
A e Y =
10 0
_h2__ 9 2 7 —
220z ( Erz 3z>

2
—h? (a_ + 19 + 3) : (3.84)



3.6 Die Korrespondenzregel

Wir wollen nun die allgemeinen Regeln notieren, die es uns erlauben den Ubergang von einem
klassischen System in ein System, das der quantenmechanischen Beschreibung unterliegt, zu voll-
ziehen. Folgende Schritte konnen dabei durchgeftihrt werden:

1. Das Problem wird zunéchst im Rahmen der klassischen Hamilton-Mechanik formuliert. Wir
konstruieren die klassische Hamilton-Funktion

H:H(q17"'7QS7p17"'7p57t):H((zﬁ;t) . (385)

Hierbei sind die ¢; die generalisierten Koordinaten, die p; die dazu kanonisch konjugierten
Impulse und s ist die Zahl der Freiheitsgrade. Fir ein konservatives System ist H mit der
Gesamtenergie FE identisch

H(q,...,ps,t) = E . (3.86)

2. Wir ordnen dem klassischen System ein Quantensystem zu, dessen Zustand durch eine Wel-
lenfunktion ¥ (gi, .. ., ¢s, t) beschrieben wird.

3. Observablen werden Operatoren zugeordnet. Klassische Observable sind Funktionen des
Phasenraums, also (¢, ')-abhédngig. Die Korrespondenzvorschrift lautet fur die kartesischen

Komponenten
AGpt) — A _in (3.87)
q7p7 ql?"'7q57 aq17"'7 aqs7 - "
Dies gilt insbesondere fiir die Hamilton-Funktion, die dadurch zum Hamilton-Operator #.
wird
H(q,pt) — H _n 2 —in (3.88)
q7p7 qu"'yqsy aq17"'7 aqs7 - "

4. Die Energiebeziehung (3.86) wird mit der Wellenfunktion ¥ multipliziert und dann der
Ubergang (3.88) vollzogen. Es resultiert die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung

0

A 0
e Gsy—ihe—, . —ih—— | U(qi,...,q5,2) = EU(q,..., q51) (3.89
H(Qh s il - e ) (@ gss 1) (0 gs,t) (3.89)

5. Durch die bereits diskutierte Transformationsvorschrift
E — mﬂ (3.90)
ot '

erhalten wir aus (3.89) die zeitabhangige Schrodinger-Gleichung.
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3.7 Erweitertes Beispiel fur die Anwendung des Korrespondenzprinzips

Wir gehen aus vom relativistischen Energie-Impulssatz der klassischen Mechanik
E? = 5% + m?c* . (3.91)

Wir ersetzen E durch 7 /0t, und wir ersetzen 5 durch —ihV. Ferner multiplizieren wir (3.91)
von rechts mit der Wellenfunktion ¥ (7, ¢). Es resultiert
32

—1? S5 U7 0) = (KA +m’c) U(Ft) . (3.92)

Dies ist die Klein-Gordon-Gleichung. Es ist eine relativistische Gleichung zur Beschreibung von
Spin-0-Bosonen. Im Gegensatz zur Schrodinger-Gleichung ist sie auch in der Zeitvariablen eine
Differentialgleichung zweiter Ordnung. Die Klein-Gordon-Gleichung wird im Rahmen der relati-
vistischen Quantenmechanik ausfihrlich diskutiert werden. Aus (3.92) folgt
—h2c? (8_2 — A) U (7, 1) — m2ct U (7, t) = 0
ot? ’ ’
= —RA0V(Ft) — m*c U (7 1) (3.93)

mit dem Operator

102
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3.8 Operatorenkalkl

Wir wollen nun einige Eigenschaften von Operatoren in der Quantenmechanik diskutieren sowie
den rechentechnischen Umgang mit diesen Operatoren erlernen. Zunéchst definieren wir lineare
Operatoren. Ein Operator £ heil3t linear, wenn gilt

f,(clul + CQ’LLQ) =C" ﬁul —+ Co - ﬁ’U,Q , (395)

wobei u; und ug beliebige Funktionen und ¢y, co beliebige Konstanten sind. So ist beispielswei-
se der Operator 9/0z ein linearer Operator. Hingegen ist der Operator des Wurzelziehens kein
linearer Operator. Beziiglich linearer Operatoren gilt das Superpositionsprinzip.

Ein linearer Operator heif3t selbstadjungiert, wenn gilt

/ui () Lug(z) dz = /uQ(:E) Lu(z)ds . (3.96)

Hierbei wird das Integral Giber den gesamten Bereich der Variablen x erstreckt. »} und uy sind
beliebige quadratintegrable Funktionen. Ihre Differentialquotienten missen an den Grenzen des
Integrationsgebietes verschwinden.

Als ein eindimensionales Beispiel wollen wir nun den Impulsoperator

0
A;z: = —1h — 97
P ih e (3.97)
betrachten. Wir haben
00 » o 00 . au2
_Zo ul Py ug dzr = —zh_[o Ul 5, dz
. * o0 - T auT T A% *
= [—ihujus)™  +ih / Uz 5 dz = / ugpruidzr (3.98)
da gilt
u(£00) = ua(+oo) =0 . (3.99)

Somit ist p,, ein linearer und selbstadjungierter Operator. Der Operator 9/0z ist linear, aber nicht
selbstadjungiert.

Jetzt konnen wir einfache algebraische Relationen handhaben. Wir haben zwei lineare selbstad-
jungierte Operatoren A und B, und es soll gelten

CU = AV + B | (3.100)
dann kdnnen wir fir die Summe schreiben

C=A+B . (3.101)
Mit A = i9/dz und B = z folgt beispielsweise

C=1id/0x +z . (3.102)
Unter dem Produkt zweier Operatoren A und B verstehen wir einen Operator , so daR gilt

Cv=A(BY) | (3.103)
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d.h. zundchst muB auf die Wellenfunktion ¥ der Operator 3 und dann der Operator .A angewandt
werden. Wir schreiben symbolisch

C=AB (3.104)

Als Beispiel betrachten wir A = i9/dz und B = =. Dann ist

. PN .0 . .oV
¢ = A(BY) = in (20) =00 iz . (3.105)
Also haben wir
. o
C=i (1 + x—) : (3.106)
ox
Vertauschen wir die Reihenfolge der Operatoren, so folgt
Ay oA ov
- U) =jr— 107
C'=B (A ) o (3.107)
also
¢ =izl (3.108)
ox

Im allgemeinen darf die Reihenfolge der Faktoren nicht gedndert werden. Beispielsweise gilt
¢=(A-B)(A+B) = A-BA+AB-B
+ A2-B2 . (3.109)

Wir haben es mit einer nichtkommutativen Algebra zu tun.
Wir betrachten nun das Produkt von zwei selbstadjungierten Operatoren A und B. Es gilt also
beispielsweise

/ui () Aug(z) dz = / [/l*ui(:v)] ug(z)dz . (3.110)

Fur das Produkt folgt

4 /[A*B*u;(z)] up(z)dz (3.111)

Das Produkt zweier selbstadjungierter Operatoren muf} nicht selbst wieder ein selbstadjungierter
Operator sein.
Hingegen kann man das Produkt AB zerlegen in

AB = % (AB+ BA) + % (AB-BA) . (3.112)
Der Operator
F= (4B +BA) (3.113)
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ist aufgrund seiner Symmetrie selbstadjungiert. Der Operator
JO R
G=3 (AB - BA) (3.114)

weist diese Eigenschaft im allgemeinen nicht auf.
Neben dem Kommutator fiihren wir an dieser Stelle auch den Antikommutator ein, definiert durch

4, 8] = {A,B} = AB+BA (3.115)
Damit kdnnen wir (3.112) auch ausdriicken durch
U PR 1ra -
AB = {A B} + 5 (48] . (3.116)
Wir konnen auch Potenzfunktionen von Operatoren definieren durch
A=A A A . (3.117)
N—_————

n

Darauf aufbauend kdnnen wir auch Funktionen von Operatoren definieren, indem wir die Funktio-
nen durch ihre Potenzreihe darstellen, also

F(A) =al + A+ apd?+--- . (3.118)

So gilt beispielsweise fiir die Exponentialfunktion
A=3 1 (3.119)
—n!

Funktionen von Operatoren sind nur durch ihre Potenzreihe definiert. So gilt auch mit dem Hamilton-
Operator H

i AN

entt=3%" — (ﬁm) : (3.120)
n=0 """

Wir kdnnen Operatoren auch differenzieren. Hangt ein Operator .A von einem Zahlenparameter ¢

ab, beispielsweise der Zeit, so bedeutet seine Differentiation nach ¢

% ~ lim At +¢) — A(t)
dt -0 £

(3.121)

Unter der partiellen Ableitung einer Operatorfunktion ]:"(/ll, Ao, .. ) nach A, versteht man den
Operator

o _ . FlAite 1Ay ) - F(AL A, )

aAl e—0 £

wobei ¢ jeweils eine gewohnliche Zahl ist. Hieraus ergibt sich nach den Methoden der Differenti-
alrechnung fur die Summe und das Produkt

0 0F 6G

, (3.122)

(F+G) = L+ 2 3.123
aA( +g) 3A+8A ’ ( )
8 /s 0F ,  ~0G
=~ [ F = — F— . 3.124
aA( g) 8Ag+ OA ( )
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Hierbei ist wieder strikt auf die Reihenfolge der Faktoren zu achten. Fir die Differentiation der
Potenzfunktion folgt

d

A" = 47! (3.125)
dA
und fir die Ableitung der Exponentialfunktion folgt
d A ed | (3.126)
dA

Fiir einen Operator A definieren wir den inversen Operator .A~! durch die MaRgabe

PPN ~

AA T =ATA=1 . (3.127)
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3.9 Der Operator des Drehimpulses

Zwischen dem Ortsoperator und dem Impulsoperator haben wir die Vertauschungsrelation abge-
leitet

(Zpy — Do) ¥ = ih T (3.128)
und allgemein
[Z;, D] = thdy; . (3.129)

Haben wir statt des Operators eine beliebige Funktion F (z, v, z) vorliegen, so ergibt sich unmit-
telbar

Fpy — poF = ino” (3.130)
ox
und allgemeiner
|#.51] = o (3.131)
aIEi

Wir wollen uns jetzt mit korrespondierenden Eigenschaften des Drehimpulsoperators beschéaftigen.
In der klassischen Mechanik gilt fiir den Drehimpuls

L=Fxp . (3.132)
Fir Zentralkraftfelder ist der Drehimpuls eine Erhaltungsgrofie. In der Quantenmechanik wir ent-
sprechend dem Korrespondenzprinzip der Drehimpuls durch den Operator

~
— ~

L=7FXp (3.133)

reprasentiert. Hierbei istﬁ'der vektorielle Operator des Impulses. Entsprechend dem Vektorprodukt
gilt fur die Projektionen des Drehimpulses auf die Koordinatenachsen

L,= yp,—zp, =ih (z% — ya%) : (3.134)

L,= zpy—axp, =ih (:za% — z%) : (3.135)

L,= zp,—yp. =ih <y§—x — x%) . (3.136)
Fir das Quadrat des Drehimpulses folgt explizit

£ = L2+ L2+ L2

= —}2

o 0\ o 0\ o 9\

— —y— — =z — —r— : 137
(Zay y3z> * (xaz z3x> * (yax x3y> (3.137)
Wir wollen nun die Vertauschungsrelation fir die Komponenten des Drehimpulses ermitteln. Wir
berechnen den Kommutator

G=L,L,—L.L, . (3.138)
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Hierzu betrachten wir zunachst den Operator £,£,,
LyL, = (P — Pu?) (Boy — Dy)
= Pz8D2Y — D22Dal — PzTDyT + P22DyT
= YD.Ps — 2YDs — TPy + 2DyPut - (3.139)
In &hnlicher Weise erhalten wir durch explizites Ausrechnen
L.L, = yp.pex — 2yps — °PoPy + 2DyPr - (3.140)
Wir subtrahieren jetzt (3.140) von (3.139) und finden
L,L. — L.L, = yp. (vPs — Do) + 2Py (PoT — TP) (3.141)
Unter Verwendung der obigen Vertauschungsrelationen zwischen Ort und Impuls bekommen wir
L,L, — L.L, =ih(yp, — Pyz) = ih L, (3.142)

Der Kommutator zwischen den beiden Drehimpulskomponenten £, und ﬁy verschwindet also
nicht sondern ergibt :%.L,. Wir fihren die gleiche Rechnung fiir die anderen Drehimpulskompo-
nenten durch und erhalten zusammenfassend

L,L.,—L.L, = ihLl, |, (3.143)
L.L,—L.L, = ihLl, |, (3.144)
L.L,—L,L, = L, . (3.145)

Die Operatoren der Komponenten des Drehimpulses sind somit nicht vertauschbar. Die Relationen
(3.145) falit man auch zusammen als

Hierbei ist ¢;;;, das Levi-Cevita Symbol definiert durch

1 fir gerade Permutation von 1,7,k=1,2,3
€ijk = 4 —1 furungerade Permutationvon ¢,75,k=1,2,3 (3.147)
0 sonst.

gi;k 1St ein total antisymmetrischer Tensor. Wir betrachten jetzt die Vertauschungsrelation zwischen
dem Quadrat des Drehimpulses und dessen z-Komponente,

Lol? — Ly = Lo (L2+L2+L2) — (L2+ L2+ £2) Lo
= Lo (£2+L2) - (£2+ L) La

= LoL)+ LoL—LoL, — L2L, (3.148)

Es ist
L.L, = ihl,+L,L, (3.149)
—L,L, = ihLl,—L.L, (3.150)
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Es folgt

A = L2+ Lof2 — P26, - P2,
= (ihle+ LyLy) Ly + LoL2+ Ly (iKL, — LoL,) — L2L,
= il (LLy+ LyLy) + LyLoly — LyLoly + LoL2 — L2L,
= il (L.Ly + LyLy) + LoLoL, — L.L.L, (3.151)
Es ist
LL, = —ihLl,+L.L, , (3.152)
L.l = —ihly—LL, . (3.153)

~ ~

A = it (Buly+ ByL) = ih Lyl oLl — MLy — L LL.

= ih (L.Ly+ LyL.) —ih (LyLo + L:L,) =0 . (3.154)
Zusammenfassend haben wir also
L2 — L2, =0 . (3.155)
Durch zyklisches Vertauschen der Indizes finden wir gleichermal3en
L% —L%L, = 0 (3.156)
L.L2—C%L, = 0 . (3.157)

Das Quadrat des Drehimpulsoperators vertauscht also mit jeder seiner Komponenten.
Wir schreiben die Drehimpulsalgebra nochmals zusammenfassend auf

[ﬁi,ﬁj] = ih €ijk ﬁk y (3158)

£, £7] =0 (3.159)
mit 2,7,k = 1,2,3. In (3.158) haben wir die Einsteinsche Summenkonvention verwendet, die
besagt, dal Giber doppelt vorkommende Indizes automatisch summiert wird.

Nachdem wir die kartesischen Komponenten des Drehimpulsoperators behandelt haben, wollen
wir auch noch die Darstellung in Kugelkoordinaten

x = rsindcosy
y = rsindsing
= rcos? (3.160)

anfuihren. Mittels (3.160) transformieren wir von der kartesischen Darstellung des Drehimpulsope-
rators auf die spharische Darstellung des Drehimpulsoperators. Es resultiert

5 L f(. 0 0

L, = 1h (sm Y59 + cotJ cos g0%> , (3.161)

L, = —ih|cos 9 — cot ¥sin 9 (3.162)

L, = _ind (3.163)
Oy
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Fur das Quadrat des Drehimpulsoperators bekommen wir
L*=-wVj, (3.164)

mit V?m, als Laplaceschen Operator fur die Kugelflache

1 0 0 1 o2
2 _ 9 lsin9-2 I 3.165

Vi sin ¢ 9 (sm 319) * sin? 1 O¢p? ( )
Bei der Diskussion des Wasserstoff-Problems hatten wir bereist die Eigenfunktionen und Eigen-
werte des Operators me, bestimmt. Es gilt

V5o Yem(0,0) = =L (E+1) Yo (3, 9) (3.166)
Damit sind die Kugelfunktionen auch die Eigenfunktionen des Quadrats des Drehimpulsoperators,
L2 Yy (9, 0) = B (£ + 1) Yo (9, 0) - (3.167)

Der Eigenwert von £2 ist also 72¢ (¢ 4+ 1). Dies rechtfertigt auch die Bezeichnung Bahndrehim-
pulsquantenzahl fur die Quantenzahl ¢, die bei der Diskussion des Wasserstoff-Problems auftrat.
Die Eigenwerte des Quadrats des Bahndrehimpulsoperators sind also nicht kontinuierlich sondern
diskret. Die -Abhangigkeit der Kugelfunktionen Y, ist durch den Faktor €™ gegeben. Betrach-
ten wir nun die Wirkung des £,-Operators auf die Kugelfunktionen, so folgt

£oYin(0,0) = =if 5 Yen(0,9) = mh Yin(0, ) (3.168)
Damit sind die Kugelfunktionen auch die Eigenfunktionen der z-Komponente des Bahndrehim-
pulsoperators. Der zugehorige Eigenwert lautet m#. Man beachte, dall der Bahndrehimpuls die-
selbe Dimension wie die Wirkung hat. Auch das Eigenwertspektrum der z-Komponente des Bahn-
drehimpulsoperators ist diskret und ist durch die Quantenzahl m bestimmt. Man nennt m die ma-
gnetische Quantenzahl. Zeigt der Bahndrehimpuls ausschlief3lich in z-Richtung, so gilt m = +£.
Wir betrachten nochmals den Hamilton-Operator wie er zum Beispiel bei der Diskussion des
Wasserstoff-Problems auftrat. ES ist

H(7p) =T () + V() (3.169)
mit
22 2
%zf—mzi(p%p%pﬁ):—;—mﬁ? . (3.170)

Wir stellen den Laplace-Operator A = V2 in Kugelkoordinaten dar Es ist

- 10 s, \%

V2 = 7“—2 E (7"2 E) -+ 7“_2(‘0 (3171)
Mit

. R 1 0 )

= (" 3r) 5472
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und dem Quadrat des Bahndrehimpulsoperators konnen wir den Operator der kinetischen Energie
schreiben als

~

£2
2m r?

T="T+ (3.173)

Den Bahndrehimpulsanteil fat man auch wie beim klassischen Kepler-Problem mit dem Potential
V (7) zum effektiven Potential zusammen, das in der Quantenmechanik ein Operator ist

LV (3.174)
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3.10 Eigenschaften selbstadjungierter Operatoren

Wir hatten die Selbstadjungiertheit eines Operators £ mittels des folgenden Matrixelementes nach-
gewiesen

/ui(z) - Luy(z) dz = / [ﬁ* uf(:v)] - ug(z) dz (3.175)

Jetzt nehmen wir an, ¥,,(z) und ¥, (z) seien Eigenfunktionen des Operators £. Per Definition
bezeichnen wir zwei Eigenfunktionen als orthogonal, wenn gilt

/ U (2) Up(z) dz =0 . (3.176)
Aufgrund der Voraussetzung beziiglich der Eigenfunktionen gilt

LY, = LV, |, (3.177)

£V, = LU, , (3.178)
mit den Eigenwerten L,, und L,,. Wir bilden das komplex Konjugierte von (3.177)

LHUr, =LA . (3.179)
Aufgrund der Selbstadjungiertheit des Operators £ folgt aus (3.175)

/ Ut L, dr = / [ w] - W da (3.180)

beziiglich der Eigenwerte
/\Il;‘an\IImdx = /L;‘n\Il;‘n\Ilmdx

:Lm/\Il;‘n\Ilmdx = L;‘n/\Il;‘n\Ilmdx , (3.181)
also
Ly =1L . (3.182)

Die Eigenwerte selbstadjungierter Operatoren sind reell. Jetzt betrachten wir Zustéande ¥,,, und ¥,
und die dazugehorigen Eigenwerte L,,, und L,, mit L,,, # L,,. Ferner betrachten wir den folgenden
Ausdruck

/q;;n LW, dz — /ﬁ* Ut U, de = (L — Lm)/w:nqzn dz . (3.183)
Wir haben die Tatsache ausgenutzt, dal? die Eigenwerte selbstadjungierter Operatoren reell sind.

Die linke Seite von (3.183) ist gleich Null aufgrund der Definition der Selbstadjungiertheit. Folg-
lich haben wir

(Lo — L) / U U, dz=0 . (3.184)
Damit folgt mit L,, # L,, die Orthogonalitét der Eigenfunktionen

/\I/;‘n\l/ndx=o fir m#£n . (3.185)
Zusammen mit der Normierungsbedingung

/ W, dz = 1 (3.186)
kodnnen wir schreiben

[ Vads = b (3.187)

Selbstadjungierte Operatoren haben orthogonale Eigenfunktionen.
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4 Der Hilbert-Raum

4.1 Die Dirac-Schreibweise

Wir wollen jetzt einige mathematische Prinzipien der Quantenmechanik in knapper Form zusam-
menfassen und dabei die duRerst pragnante

(bra|---c---|ket) -Schreibweise 4.2)

einfiihren. Dieses Kalkdl ist zur abstrakten Formulierung besonders geeignet, weil es sehr 6kono-
misch, eindeutig und inhaltlich &quivalent zur ,,Integralschreibweise” ist. Den heuristischen Stand-
punkt einnehmend, werden wir hier auf die Ausbreitung tiefergehender mathematischer Aspekte
verzichten und auf entsprechende Literatur verweisen'>2, in der der notwendige Apparat zur Funk-
tionalanalysis dargelegt wird. Ausgangspunkt der abstrakten Quantenmechanik ist das Postulat:
Ein Quantensystem werde durch einen Hilbertraum 7 charakterisiert. Jeder mogliche, reine Zu-
stand v in dem sich das Quantensystem befinden kann, werde durch ein Element (Zustandsvektor
oder kurz Vektor) des Hilbertraums beschrieben. Dirac folgend notieren wir fiir die Elemente des
Hilbertraums:

v — |¢) ,ket*-Vektor, 4.2)

Wir definieren den Hilberraum 7 im folgenden durch Auflisten der Axiomatik. AnschlieRend
sollen dann erste Konsequenzen gezogen werden.

Al: H istein linearer Vektorraum tiber dem Korper C der komplexen Zahlen.

Fir Elemente des Hilbertraumes notieren wir

[6), %) 19) 5.5 l0) €H (4.3)

Es sind zwei Verkniipfungen, eine Addition und eine Multiplikation, erklart, beziiglich derer H
abgeschlossen ist, d.h. die Resultate dieser Verkniipfungen sind ebenfalls Elemente von H. Die
Addition ,,+“ erfillt die folgenden Eigenschaften:

16) +1x)=|x)+ |¢) =[x + &) (Kommutativ-Gesetz) (4.4)
(I¢) + [x)) + [¥) = |#) + (Ix) + [¥)) (Assoziativ-Gesetz) (4.5)
|#) + 10) = |#) (Existenz eines Nullelements) (4.6)

|$) +|—¢) = |0) (Inverses) (4.7)

Die Existenz eines zu |¢) inversen Elements |—¢) erlaubt die Einfiihrung einer Subtraktion in dem
Sinne, das gelten soll:

)+ 1=¢) = [¢)—14)=0 |, (4.8)
) +l=x) = - =le—-x - (4.9)

1S, GroRmann, ,Funktionalanalysis“, (AULA-Verlag, 1988)
2], Weidmann, ,,Lineare Operatoren in Hilbertraumen*, (Teubner-Verlag 1976)

101



Die Multiplikation von Elementen des Hilbertraums mit Elementen ¢y, ¢, ..., ¢y, ... aus dem
Korper der komplexen Zahlen ist durch die Eigenschaften charakterisiert:

c(lo)+1x)) = cld)+clx)=leg) +[ex) (4.10)
(c+e)|d) = ald)+cld)=|cd) +|cd) (4.11)
(cic2) [) = cileald) (4.12)
lig) = [¢) . (4.13)

Letztere Gleichung definiert ein neutrales Element beziiglich der Multiplikation. Obige Axioma-
tik (4.4 — 4.13) ist uns sehr wohl geldufig vom dblichen linearen Vektorraum, z.B. dem R™.
Der Hauptunterschied ist, dal die Definition von H Uber den Korper der komplexen Zahlen ge-
schieht. Ebenso ubertrdgt sich der Begriff der linearen Unabhéngigkeit. Eine Menge {|¢,), n =
1,2,..., N € N} von Zustandsvektoren heif’t linear unabhéngig falls gilt:

N
Yealgn)=10) = =0V n=1---N . (4.14)
n=1

Hieruber definiert sich die Dimension von A als die Maximalzahl linear unabhangiger Vektoren
aus H. Falls N < oo, so ist H endlich-dimensional, d.h. die Dimension ist abzahlbar. Existieren
aber unendlich viele linear unabhéngige Elemente |,) € H, so ist % unendlich-abzéhlbarer Di-
mension. Dies bedeutet auch, da jede endliche Untermenge {|¢,), n =1,2,..., M < oo} von
Zustandsvektoren linear unabhéngig ist.

Wir erinnern uns, dal3 zur Beschreibung der klassischen Physik, z.B. im Konfigurationsraum, der
Abstandsbegriff unerlaBlich war. Dazu war der Ubergang vom linearen Vektorraum zu einem affi-
nen Raum mittels der Definition eines geeigneten Skalarproduktes notwendig. Dies begegnet uns
im Rahmen der Quantenmechanik in Gestalt des Axioms

A2: H ist ein unitdrer Raum.

Wir definieren ein Skalarprodukt als eine Abbildung, die jedem Paar |¢) , |¢)) € H eine komplexe
Zahl ¢ € C zuordnet:

(¢, 9) =(plp)=ceC . (4.15)

Dabei haben wir die Notation
o — (¢| , .(bra]“-Vektor (4.16)

den sogenannten (bra|-Vektor eingefiihrt. Das Skalarprodukt (4.15) erfiillt die Eigenschaften:

(Plo) = (Wla)" (4.17)
Pl +x) = (lv)+8x) (4.18)
(Pleyy) = clolp) =(c"g|v¥) , (4.19)
Wlp)y > 0V [p)eH (4.20)
(W) = 0 = [ =10) . (4.21)

Mit Hilfe des definierten Skalarprodukts lassen sich einige wichtige Begriffe einfiihren.
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Orthogonalitat: Zwei Zustandsvektoren |¢) und |1) aus H heillen orthogonal, falls gilt:

(Plg) =0 . (4.22)
Ferner 14Bt sich der Begriff der Norm oder Lange ||+/|| des Vektors |i) definieren:

1] = /(@) = Ve . (4.23)
Jeder Vektor |¢) # |0) 1aBt sich auf Eins normieren:

_ 19 _ 19

Die oben eingefiihrte Norm impliziert auch einen Abstandsbegriff. Sie erfullt zusatzlich die Schwarz-
sche Ungleichung

(plpy =1 . (4.24)

Il ol = [{] )] (4.25)
sowie die Dreiecksrelation
1l + Nl = [l + oll > [llvll = [lelll - (4.26)

Ganz im Sinne der durch (4.9) eingefiihrten Subtraktion versteht sich der Abstand zwischen zwei
Vektoren [¢) und |¢) als

16— gl = (@] = (@) (1) — [#)) = (¥ — gl — &) . (4.27)

Gegeben ein Zustandsvektor |1) zusammen mit einer Folge {|¢,)} von Vektoren aus H, so er-
moglicht obiger Abstandsbegriff die Definition des Begriffs der Konvergenz. Die Folge {|v,)}
konvergiert stark gegen |¢), falls gilt:

lim 9 — gafl =0 (4.28)

n—0o0

Der Begriff der Cauchy-Folge tbertragt sich in bekannter Weise: Die Folge {|,)} heil3t Cauchy-
Folge, falls zu jedem reellen € > 0 ein N(g) € N existiert, so daf fiir alle n,m > N(e) qilt:

|ton — | <& - (4.29)

Es ist anschaulich Klar, dal3 die bisherige Axiomatik im Falle endlich-dimensionaler Hilbertrdume
vollig ausreicht. Mit Hilfe des oben eingefiihrten Skalarprodukts &Rt sich nun eine Orthonormal-
basis {|¢,),n=1,..., N} des N-dimensionalen Hilbertraums konstruieren. Wir sprechen von
einem vollstandigen Orthonormalsystem, falls sich jeder Zustandsvektor |¢)) € # als Linearkom-
bination

N

n=1

darstellen 1aRt. Die Entwicklungskoeffizienten ¢,, (c-Zahlen) lassen sich gemaR

N N
(@nl ) =D cm{Pnlom) = D Cmbum =cn (4.31)
m=1 m=1

als Komponenten des Vektors |+) beziiglich der Basis {|¢,)} deuten. Um den Ubergang von
endlich-dimensionalen Hilbertrdumen zu abz&hlbar-unendlich-dimensionalen Hilbertrdumen zu
gewabhrleisten, mit solchen haben wir es in der Quantenmechanik meistens zu tun, missen wir
zwei weitere Axiome fordern.
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A3: H ist separabel

Dieses Axiom besagt, daB es eine abzdhlbare Menge M von Elementen aus H gibt, die tberall
in A dicht ist. Dabei bedeutet die Begriffsbildung ,dicht, daf zu jedem |¢)) € H und zu jedem
e > 0 ein |¢,) € M gefunden werden kann, welches die Bedingung ||4 — ¥.,|| < € erfillt, also
beliebig nahe an |+) liegt. Ergdnzend zur Separabilitédt fordern wir als letztes Axiom:

A4: H ist vollstandig.

Es besagt, dal jede Cauchy-Folge {|¢n)} C M gegen ein |p) € H konvergiert. Damit haben
wir alle Axiome des Hilbertraumes zusammengestellt. Die fiir alle weiteren Entwicklungen essen-
tielle Konsequenz der Axiome Al bis A4 ist die Sicherstellung der Existenz eines vollstandigen
Orthonormalsystems {|¢,) }, welches den gesamten Hilbertraum # aufspannt. Jeder abstrakte Zu-
standsvektor |¢) 1&Bt sich in der Form darstellen:

¥) = icn on) (4.32)

n

wobei die Notation ¥_sowohl den Fall der Entwicklung nach abzahlbar-unendlichen (eigentlichen)
Zustanden |¢,,) als auch den Fall kontinuierlicher (uneigentlicher) Zustdnde abdecken soll. Kon-
kret schreiben wir:

> : |en) —> eigentliche Zusténde; n diskret

n

i: und dim(#) unendlich-abzéhlbar. (4.33)

n

fdn : |g,) — uneigentliche Zustdnde, n kontinuierlich
Die Orthonormalitétsrelation verstehen wir entsprechend:

eigentliche Zustande

: . 4.34
uneigentliche Zustande (4:34)

6mn
<§0m|§0n> - 6(m|n) - { 5(m—n)
Aus der Gleichung (4.32) erhalten wir nach Projektion mit (¢, | die Vektorkomponente:

(9l ¥) = Yoon (ol o) = Yoo 8 (mlm) = (4.35)

n n

Setzen wir diese Beziehung fiir die Koeffizienten ¢, in die Entwicklung (4.32) ein, so erhalten wir
formal:

9) = YA enl9) lon) = Lliow (onlv) (436)

n

Hieraus 4Rt sich die folgende Darstellung des Einheitsoperators identifizieren:

=Y lea) (nl (437)

wobei die Schreibweise das dyadische Produkt aus den Basiszustanden |¢,,) bedeutet. Die Glei-
chungen (4.34) und (4.37) fassen den Begriff des vollstandigen Orthonormalsystems noch einmal
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in der abstrakten Dirac-Schreibweise zusammen. Jeder einzelne Summand in (4.37) hat eine an-
schauliche Bedeutung. Angewendet auf einen Zustand [¢)) projeziert er gerade die Vektorkom-
ponente (y,| 1) in Richtung des Basisvektors |g,) heraus. Dies fuhrt uns auf den Begriff des
Projektionsoperators oder kurz Projektors P,:

ﬁn = |@n) (¢nl ﬁn %) = lon) {pnl ¥) (4.38)

Er besitzt offensichtlich die folgenden Eigenschaften:

ﬁ?p = ﬁnﬁn = |§0n> <§0n| §0n> <§0n| = |§0n> <§0n| = ﬁn ’ (439)
=1

[PuPu] =0 . (4.40)

Die Beziehung (4.39) bezeichnet man als die Idempotenz. Sie ist fiir beliebige Projektoren charak-
teristisch.

Mit Hilfe der Vollstandigkeitsrelation (4.37) lassen sich Skalarprodukte zwischen abstrakten Zu-
standen |¢) und |¢)) auswerten. Es lat sich gemaR

@10) = (o[1|w) = Yol &) (walv) (4.41)

n

uber die Vektorkomponenten (¢, | #) und (¢, | 1) bezlglich der Basis |¢,,) berechnen, indem wir
zwischen dem bra-Vektor (¢| und dem ket-Vektor |+) die ,,vollstandige 1 einschieben®.

Wir wollen jetzt die Wirkung linearer Operatoren im Hilbertraum im Rahmen der Dirac-Notation
darlegen. Ein Operator A vermittelt eine eindeutige Abbildung des Hilbertraumzustandes |¢) auf
den Zustand |¢'), d.h.

W) =Alg) = [Ag) . (4.42)

Lassen wir einen Operator .A auf einen ket-Vektor wirken, so sagen wir: ,.4 wirkt nach rechts®.
Lineare Operatoren sind charakterisiert durch die Eigenschaft

Aler |[8) + ¢z 18) = cl A |8) + 2 A |g) = e |[Ag) + x| Ap) . (4.43)

Nachdem wir die Wirkung linearer Operatoren auf \ektoren des Hilbertraums erklart haben, konnen
wir ebenfalls mit Hilfe des Begriffs der Norm die Beschranktheit von A definieren. Ein Operator
A heift beschrankt, falls gilt:

'l = |(Al)| < Cllvll (4.44)

Dabei ist C fiir alle Vektoren |+)) aus dem Definitionsbereich D ; von A eine feste Zahl. Die
Beschrénktheit eines Operators hat die unmittelbare Konsequenz, daf fir eine gegebene Cauchy-
Folge {|%)}, die gegen den Zustand |¢) € D 4 konvergiert, auch die Cauchy-Folge {|1/1’n) = ‘A¢n>}

gegen das Bild |¢') = ‘ftz/z> konvergiert. Der zu .A adjungierte Operator A' vermittelt eine ein-
deutige Abbildung zwischen bra-Vektoren. In der Dirac-Schreibweise driicken wir das folgender-
mafen aus:

W' = (| A") = (Ay| . (4.45)

Anwenden des adjungierten Operators auf einen bra-Vektor bedeutet: ,.A wirkt nach links*.
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4.2 Unitare Operatoren

Ein Operator U heift unitér, wenn sein inverser Operator gleich dem adjungierten Operator ist
ut=ut (4.46)
oder, dagit YU =U"U =1,
uut=utu=1 . (4.47)

Es gilt dann fir beliebige Vektoren |a) und |5)

(af 8) = (U'e|p) =(ti"a|B) (4.48)
und ebenso

(Uo|B)={(alu—p) . (4.49)
Desweiteren erhalten wir die wichtige Relation

(o) = (alu~'t B) =(|B) . (4.50)

Das Skalarprodukt bleibt bei unitdren Transformationen invariant. Insbesondere bleiben orthogo-
nale Vektoren bei unitiren Transformationen orthogonal. Ist der Operator { unitar, so gilt dies
auch fiir a/ falls aa* = 1. Ebenso ist der Operator /™ unitar.

Bevor wir das Produkt von zwei unitdren Operatoren betrachten, wollen wir zundchst nochmals
das Produkt zweier adjungierter Operatoren A und B diskutieren. Fiir einen adjungierten Operator
A haben wir

(8]4]a) = (a|Al|8)" . (4.51)
Also folgt fiir das Produkt .AB
(8|(48)] ) = («|(48) 5) " - (452)
Ferner gilt fiir adjungierte Operatoren

(3](AB)|a) = (A15]B[a) = (8'A15]a) = (o[81 4! 5)

Al

— <a ‘BT AT‘ 5>* _ (4.53)
Der Vergleich von (4.52) mit (4.53) ergibt
(4B)' =Bt At . (4.54)
Jetzt betrachten wir das Produkt zweier unitérer Operatoren / und V. Es ist
@v)' =vtat=vrat = @), (4.55)
denn
yViutuv=v1iv=1 . (4.56)

106



Damit ist das Produkt 24V ebenfalls unitar. SchlieRlich untersuchen wir noch den Operator e,
wobei H ein hermitescher Operator sein soll. Es ist

@' = (ELeR)) =5 L (o

n=0 """ n=0 """
= )= (@) (457
n=0 """

Damit ist auch der Operator e’ unitar. Ausgehend von einem unitiren Operator / sprechen von
einer unitaren Transformation beztiglich der Zustdnde, wenn wir schreiben kdnnen

@) =u |v) . (4.58)
Beziiglich der Operatoren sprechen wir von einer unitdren Transformation, wenn gilt
A=UAut . (4.59)

Hierbei gilt fir den Erwartungswert
(¥

Der Erwartungswert bleibt invariant bei unitéaren Transformationen.
SchlieRlich untersuchen wir noch die Anderung von Eigenwerten bei unitdren Transformationen.
Es gelte

A

¥) = (uvlpAdus)
= (vjtu Autu|v) = (v|A|w) . (4.60)

Ale) = ailes) (4.61)
~'?t|5éi> = a;|&) . (4.62)
Dann haben wir
Ala) = UAUY &) = UAUTU o)
= UAla) = aill|og) = a;|d;) . (4.63)
Der Vergleich von (4.62) und (4.63) zeigt
Gi—a . (4.64)

Bei unitdren Transformationen bleiben die Eigenwerte erhalten. Eine unitére Transformation andert
die Physik nicht.
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4.3 Matrixdarstellung von Operatoren

Der Hilbert-Raum ist ein unendlich dimensionaler, unitérer Vektorraum. Der Hilbert-Raum ist ab-
zahlbar unendlich, was bedeutet, dal? die unabhdngigen Vektoren des Hilbert-Raums durch die
natlirlichen Zahlen numeriert werden kénnen. Wir kdnnen einen beliebigen Zustandsvektor |¢)
nach linear unabhdngigen Basisvektoren |u) zerlegen. In einem endlich-dimensionalen unitéren
Vektorraum U, fiihrt dies auf eine endliche Summe, im Hilbert-Raum A auf eine unendliche Sum-
me

o) =D v or - (4.65)
k

Im Unterschied zu der elementaren Vektorrechnung in der klassischen Mechanik sind hier die
Komponenten ¢y, des Vektors |o) beziiglich der Basis |v;) komplexe Zahlen, die durch den Index
k numeriert werden.

|va)t

0.=,|p) |v2)

Abbildung 11: Ein Vektor |¢) und seine Komponenten ¢, = (vi| ¢).

Wie in der gewohnlichen Vektorrechnung wird das Rechnen besonders einfach, wenn wir es mit
orthonormierten Basisvektoren zu tun haben,

<’Uk|’l)k/> = 6kk’ . (466)
Wir multiplizieren jetzt (4.65) skalar mit einem Basisvektor |v;) und bekommen so

(ol o) =D (vow|ow) or - (4.67)
k

Aufgrund der Orthonormalitét der Basisvektoren, also (4.66), erhalten wir fiir die Komponenten

or = (] @) - (4.68)
Dies fluhrt auf die ldentitét
o) =3 ) {oul ) . (4.69)
k

Man bezeichnet ein System von Basisvektoren |vy) als ein vollstdndiges, normiertes Orthogonal-
system, wenn sich jeder Vektor |¢) des betrachteten unitdren Raums durch (4.69) darstellen I&Rt.

108



Beziiglich der vollstandigen Orthonormalbasis |v;) kdnnen wir den Zustandsvektor |¢) auch dar-
stellen durch den Spaltenvektor

©1
P2

lo)y — : , (4.70)
Om

dessen Elemente gerade die Projektionen von |¢) auf die Basiszustande |vy) darstellen

or = (k| 9) . (4.71)

Wir wollen uns jetzt der Matrixdarstellung von Operatoren zuwenden. Hierzu betrachten wir zundchst
das aus den beiden Vektoren |u) und |v) gebildete dyadische Produkt

[u) (o] (4.72)

Diese GroRe ist im Gegensatz zum Skalarprodukt (u|v) ein Operator. Wir wenden das dyadische
Produkt auf den Vektor |¢) an; dabei entsteht der Vektor |X")

o) 8y = Ju) (o] ) (4.73)

Der neue Vektor | X') ist also parallel zu |«) und unterscheidet sich von diesem durch den Zahlen-
faktor (v|¢). Die Reihenfolge der Vektoren im dyadischen Produkt ist von wesentlicher Bedeu-
tung, weil das dyadische Produkt |v) (u| im allgemeinen einen anderen Vektor

&) = [v) (ul ) (4.74)

ergibt. Betrachten wir nochmals die Zerlegung des Vektors |¢) nach dem Orthonormalsystem |vy),
also

o) =D lok) (il ) = (Z o) (ka> o) . (4.75)
k k
Wir erkennen, da der Ausdruck in der Klammer wie der Einheitsoperator wirkt. Damit haben wir
1= |ve) {ve| - (4.76)
k

Mit Hilfe dieses Einheitsoperators schreiben wir nun einen Operator A als

A=1A1=3" o) (v || v) (u| . (4.77)
k)l

Dies ist die Matrixdarstellung des Operators .A. Die Matrixelemente sind
Ay = (v |Aw) (4.78)
In die Ortsdarstellung tbersetzt haben wir

Ay = /v,’;(:v) Av(z) dz . (4.79)
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Fiir die Matrix A des Operators .A haben wir

All A12 e All
A21 A22 e A2l
A=A =| + 5 (4.80)

Akl Ak2 Akl

In diesem Zusammenhang definiert man unter der Spur des Operators .A die Summe der Diagonal-
elemente der zugehorigen Matrix A

Sp A=Y A, . (4.81)
k

Wir bilden durch den Operator A den Zustand |) auf den Zustand |X') ab

X)) = A = ZAM ) (ve| )
- YA . (4.82)
k
entsprechend kdnnen wir fiir den Zustand | X’) schreiben
k
Wir projezieren mit (v;| und erhalten
X = (u|Alv) o =Y An i - (4.84)
k k
In Matrixschreibweise konnen wir dies darstellen als
X1 Ay Ap - P1
Xy Ay Ap - P2
: = : : : : : (4.85)
X, . PN Ok
Wir betrachten jetzt die Eigenwertgleichung
Ala) =ala) , (4.86)
wobei a der Eigenwert des Operators A ist. |a) ist der Eigenzustand. Damit gilt auch
Z (<’Uk ‘A‘ ’Ukl> — aékk:) <’Ukl| a) =0 V& . (487)
kl
Mit
ar = (vw| @) (4.88)
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koénnen wir die Eigenwertgleichung in Matrixnotation darstellen.

(All — a) A12 s ay 0
Agy (A2 —a) -+~ a =10 . (4.89)

Wir hatten gezeigt, daB wir den ket-Zustand |y) als Spaltenvektor auffassen kdnnen. Den bra-
Zustand (| missen wir mit konjugiert-komplexen Komponenten schreiben

(ol =D (e o) (wul = D_ (vil )" (vl (4.90)

k k

Dies impliziert die Zuordnung

(0] = (&5, oy Py ) (4.91)
Fur das Skalarprodukt zweier Hilbert-Vektoren gilt demnach
(Xlp) =D (X|ve) (vl ) = Xpow (4.92)
k k
oder
©1
P2
(X|p) — (X7, X, ..., % )| . (4.93)

Pk

Fur den adjungierten Operator galt die Bedingung
(8|4 a) = (a|Al]5)" . (4.94)

Ubersetzt in die Matrixschreibweise lautet dies

Al

(4), = 4% . (4.95)

Speziell fir hermitesche Operatoren gilt also

Ay = Aj, (4.96)
Bei hermiteschen Matrizen entspricht die komplex-konjugierte und transponierte Matrix der Ori-
ginalmatrix.
Das Produkt zweier Operatoren .A und B entspricht der bekannten Matrixmultiplikation. Wir haben
(A B)ij = <’UZ' AB‘ Uj> =
Z <’UZ' A‘ ’Uk> <’Uk [;’ ’Uj> = ZAszk] . (497)
k k

Hierbei haben wir einen vollstdndigen Satz von Eigenzustdnden eingeschoben.
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Einen Spezialfall stellen die Matrizen unitarer Operatoren { dar. Aufgrund von U4t = /! gilt fiir
die Matrizen

), =Un - (4.98)

Wir konnen uns leicht klar machen, daR die Zeilen und Spalten einer unitdren Matrix orthonormiert
sind. In der klassischen Mechanik hatten wir orthogonale Transformationen behandelt

X'=AX | (4.99)
wobei fiir die Matrixelemente a;; von A galt
3
dawag = 6 (4.100)
i=1
3
Doagian = O - (4.101)
i=1
Wir verallgemeinern jetzt diese Relation auf den unitéren Vektorraum. Aus
uu=1 (4.102)
bekommen wir
> (U')., Uss =6 (4.103)
k
und weiter
Y UiiUsi =65 - (4.104)
k

Ebenso koénnen wir mit 2 4 = 1 verfahren.

Wahlt man als Basis des Hilbert-Raums gerade den vollstandigen Satz |«,,) von Eigenzustanden
des hermiteschen Operators A, dann hat die zugehorige Matrix A Diagonalform, wobei in der
Diagonalen gerade die Eigenwerte a,, von .A stehen.

Aley) = ay o) (4.105)
hieraus folgt

(ctm

A

d.h.

ai
(45} 0

A= (4.107)
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Es gibt stets eine unitdre Transformation, die eine Matrix A auf die Diagonalgestalt (4.107) bringt.
Dies erkennt man folgendermalien:

a; 05 = <04z'¢404j>
= 3 (0ilen) (on| Al om) (Pmlas) . (4.108)

n,m

<g0n ‘ft‘ g0m> = A, ist das (n, m)-Matrixelement von A in der o-Basis. Wir definieren
Uin = (0 |on) (4.109)
als das (i, n)-Element der Matrix U. Dann ist das (mn, j)-Element der adjungierten Matrix U

(ml ) = (0 lom)" = U = (UT) . (4.110)

mj

Damit wird aus (4.108)

0; 0i; = Y UinAnm (UT)mj =A; . (4.111)

A in der ¢-Darstellung ist nichtdiagonal. Die unitdare Matrix U, die A diagonalisiert, ist aus den
Eigenfunktionen von .4 aufgebaut. Nach (4.109) stehen in der i-ten Zeile die konjugiert-komplexen
Komponenten des i-ten Eigenzustandes |«;) in der ¢-Basis.

Als eine wichtige Operatoridentitdt wollen wir noch die Spektraldarstellung eines Operators ange-
ben. Wir hatten den Operator .A mittels des dyadischen Produkts |vy,) (v;] geschrieben als

A= %: A |vg) (vi] (4.112)
mit den Matrixelementen

A = (v \A\ u) (4.113)
Als spezielle Basis des Hilbert-Raums betrachten wir jetzt die Eigenzustande des Operators A mit

Alai) = a;|es) (4.114)
Dann wird aus den Matrixelementen

A = (o |A|ar) = a1 o, (4.115)
und es resultiert fiir den Operator A in (4.112)

A=Y a|ag) (] - (4.116)
I

Dies ist die Spektraldarstellung des Operators A.
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4.4 \ertauschbarkeit von Operatoren

Wir wollen nun zeigen, dal3 zwei Operatoren £ und M vertauschbar sind, sofern sie ein gemein-
sames System von Eigenfunktionen besitzen. Diese gemeinsamen Eigenfunktionen seien ¥,, ().
Wir haben dann

£y, = L,¥, |, (4.117)

MY, = MY, . (4.118)
Wir multiplizieren (4.117) von links mit M und (4.118) mit £,

MLV, = L,M,¥, |, (4.119)
LMY, = L,M,U, . (4.120)

Wir subtrahieren beide Gleichungen voneinander und erhalten
(ML - LM) T, =0 . (4.121)

Wir haben gelernt, daf8 wir jede Funktion ¢ nach den Basisfunktionen ¥, (x) entwickeln kdnnen.
Somit bekommen wir

(ML—LM) o= co(ML—LM) T, =0 . (4.122)
Somit folgt auch allgemein
ML —-LM=0 . (4.123)

Wir wollen jetzt umgekehrt zeigen, daf die vertauschbaren Operatoren £ und M auch gemeinsame
Eigenfunktionen besitzen. Aus Einfachheitsgriinden beschranken wir uns in der Beweisfuihrung auf
nichtentartete Systeme. Fir entartete Systeme gilt die SchluRfolgerung jedoch gleichermaRen. Die
Gleichung fiir die Eigenfunktionen des Operators £ lautet

LU =LT . (4.124)

Wir lassen auf diese Gleichung von links den Operator M wirken und andern die Reihenfolge
ML in £LM ab. Damit erhalten wir

L(MT) =L (MT) . (4.125)
Somit ist die Funktion
U = MU (4.126)

ebenfalls Eigenfunktion des Operators £, die zu dem gleichen Eigenwert L gehort. Damit kann
sich &' von ¥ nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden, d.h.

v =My . (4.127)
Wir haben daher
MU = MU | (4.128)
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woraus folgt, daB ¥ ebenfalls eine Eigenfunktion des Operators M ist.

Damit in der Quantenmechanik nun Zustédnde bestehen, in denen zwei physikalische MeRRgrofien
L und M gleichzeitig eindeutig bestimmte Werte besitzen und somit gilt AL2 = 0 und AM2 = 0,
ist es zwingend erforderlich, dal die Wellenfunktion eines solchen Zustandes eine gemeinsame
Eigenfunktion der Operatoren £ und M ist. Aber die Gleichungen

LU, = LY, |, (4.129)

MOy, = MUy, (4.130)

fiir die Eigenfunktionen der Operatoren £ und M besitzen im allgemeinen verschiedene Losungen,
d.h. ¥, # W,,. Daher wird in den Zustanden ¥, mit einem bestimmten Wert von L und damit
AL? = 0 die GroRe M keinen eindeutig fixierten Wert haben, d.h. AM?2 > 0, und umgekehrt im
Zustand ¥, mit einem bestimmten Wert von M die Grol3e L keinen fixierten Wert haben. Nur in
besonderen Féllen haben zwei Grofien L und M gleichzeitig einen bestimmten Wert. Dazu muf}
W, = Wy, sein. Das gemeinsame Eigenfunktionssystem bedingt aber die Vertauschbarkeit der
assoziierten Operatoren £ und M. Es muR also fir die gleichzeitige eindeutige MeRbarkeit der
Grollen L und M gelten

LM =ML . (4.131)
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4.5 Die Unscharferelation

Wir hatten die mittlere quadratische Schwankung als Mal3 fiir die Streuung der Melresultate um
den Erwartungswert definiert

AL = (<\1; ‘ﬁ2‘ v) — (v ‘ﬁ‘ \I:>2) ” . (4.132)

AL ist genau dann Null, wenn ¥ Eigenzustand von L ist, d.h.

LU=LT . (4.133)
Auf der rechten Seite von (4.132) steht dann

= L2)1/2 —0 . (4.134)

Fir die weiteren Berechnungen benétigen wir die Schwarzsche Ungleichung furr Vektoren |¢) und
|x). Es gilt

leell - x|l = [{e [x)] (4.135)
mit der Norm eines Vektors
loll =/ (ele) - (4.136)

Fur das Skalarprodukt gilt stets
(plo) >0 . (4.137)

In der reellen \Vektorrechnung ist die Schwarzsche Ungleichung stets erfiillt, da fiir zwei Vektoren
gilt
A-B=A-Bcos® (4.138)

wobei © der Zwischenwinkel zwischen den Vektoren A und B ist. Mit HZH = Aund HEH =B
haben wir

AB=|A||B|>|A-B|=|A-BcosO| . (4.139)

Da |cos©] < 1 ist (4.139) stets erfiillt. Die Schwarzsche Ungleichung I&3t sich aber auch im
unitdren Vektorraum leicht verifizieren. Wir gehen aus von den beiden Vektoren |¢) und |x). Den
Vektor |x) zerlegen wir in eine Komponente parallel zu |¢) und in eine Komponente |o) senkrecht
Zu | ) mit

{¢lo) =0. (4.140)

Projizieren wir in der reellen Vektorrechnung den Vektor k auf den Ortsvektor 7, so kénnen wir
fuir die Komponente von & parallel zu 7 schreiben

= (k-7)7  (k-7)7 | 0,141

G
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Abbildung 12:

Genauso haben wir im unitdren Vektorraum fur die zu |¢) parallele Komponente von |x)

o) (¢l x) (4.142)

o= "o

also insgesamt

) (el X)

leell”

Jetzt betrachten wir (x| x), und es ergibt sich

X) = +lo) . (4.143)

2
2 _ |<€0|X2>| + ||0||2 _ (4.144)
el
Daraus folgt durch Multiplikation mit ||¢||* sofort die Schwarzsche Ungleichung (4.135). Das
Gleichheitszeichen gilt nur dann falls |o) = 0, falls also |x) und |¢) parallel sind, |x) = «|¢). Die
Schwarzsche Ungleichung werden wir bei der Ableitung der Heisenbergschen Unscharferelation
bendtigen.
Wir betrachten zundchst nochmals die Streuung einer Observablen L bei mehrfacher Durchfiihrung
einer Messung um den Mittelwert <ﬁ> Die Streuung von L definieren wir als Erwartungswert

(xx) = llxll

der quadratischen Abweichung von <ﬁ> also als Erwartungswert des Operators (ﬁ — <ﬁ>)2 im
Zustand |¥). Damit haben wir

(ALY = <\Il ‘(ﬁ —(£))’ qz> . (4.145)
Es resultiert

(AD? = (v |22 w) - (v|£|w)” . (4.146)
Wenn £ hermitesch ist, ist auch £ — <ﬁ> hermitesch. Damit kénnen wir ausgehend von (4.145)
schreiben

(e|(e= (@) w)= (£~ (£)) w| (£~ (£))v) (4.147)
und daher

(AL =|(£ - (£)) foH >0 . (4.148)
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Die Unschéarfe

AL =/(AL)? (4.149)

~

ist also gerade die Lange des Vektors ‘(ﬁ — <£>) \Il>
AL = H(ﬁ - (L)) szH >0 . (4.150)

In dieser Operatornotation missen wir hinter dem Erwartunswert <ﬁ> stets den Einheitsoperator 1
verstehen. Der Einheitsoperator wird nicht explizit aufgefiihrt.

Wir wenden uns jetzt der Ableitung der Unschérferelation zu. Sind zwei Observable nicht mitein-
ander vertraglich, d.h. ihre Operatoren F und G sind nicht vertauschbar, so existiert im allgemeinen
kein Zustand, fiir den die Streuung (AF)* und (AG)? gleichzeitig Null ist. Es muR also eine Be-
ziehung zwischen den Unscharfen AF und AG bestehen, die das gleichzeitige Verschwinden von
AF AG ausschliet. Dies ist die Heisenbergsche Unschérferelation.

Wir betrachten die Streuung der Operatoren F und G, die durch die hermiteschen Operatoren

f=F-(F, (4.151)
g = G-(G) (4.152)
gegeben ist durch
(aF)? = ||fe" (4.153)
(AG)? = |g¥|* . (4.154)
Wir wenden nun die Schwarzsche Ungleichung auf (4.154) und (4.153) an
(AF) (A6 = [fu - lgw)? = |(Fulaw)]
= (Folgv) (gv|fw) = (v|7av) (o)
= (fo)(af) (4.155)

Wir zerlegen nun das Produkt der hermiteschen Operatoren in einen Antikommutator- und in einen
Kommutatoranteil in der folgenden Form

A fi+aof  fo—af
“+1 -

fg = 5 5 : (4.156)
if = f9+9f 19—/ (4.157)
2 21
Damit bekommen wir aus der Ungleichung (4.155)
~ A 2 ~ a 2
fo+af fg—af
(AF)? - (AG)® > (<27> + % : (4.158)
Wir setzen jetzt die Definition von f und § ein. Es folgt

() = (F-(F)G-(9))

<
- (79)-()(0) - (159
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Damit wird aus (4.158)

A A 2 2

(AF)2 . (AG)2 > (@%ﬂ — <ﬁ'> <G>) + (M) ] (4.160)

Der erste Term auf der rechten Seite ist quadratisch und damit positiv definit. Wir lassen diesen
Term weg und erhalten damit als untere Schranke fiir das Produkt AF' - AG

AF -AG >

1 ~
o ([#, g])‘ . (4.161)

Dies ist die Unschérferelation. Auf der rechten Seite steht der Erwartungswert des Kommutators
zwischen F und G.
Als Beispiel betrachten wir jetzt F = p; und G = . Mit

[pi, Tx] = —ih 0y, (4.162)

folgt fur die Unschérferelation

Mit F = F (&1, ...,p1,...) und den Kommutatoren

. OF
[T- ; wk] = —ih JT ; (4.164)
Opr,
. OF
[Fy]) = +ino (4.165)
aIEk
folgen die erweiterten Unschdrferelationen
AF - Az; > h air , (4.166)
AF - Ap; > h a{: : (4.167)
Aus der Drehimpulsvertauschungsrelation
(L1, L] = ihLs (4.168)
resultiert als Unschérferelation
B/ a
AL AL > 5 \<£3>\ . (4.169)
Ist & Eigenzustand von £z mit dem Eigenwert Ls = fim, so folgt speziell
1
ALy - ALy > 5h?m : (4.170)

Das Produkt der Unscharfe einer Energiemessung und einer Zeitmessung, also AE - At, bedarf
einer gesonderten Betrachtung und wird spater nachgeholt.
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4.6 Uneigentliche Vektoren

Die Theorie des Hilbert-Raums setzt voraus, dal} die Zahl der Zustdnde hochstens abzéhlbar un-
endlich ist. Es mul} Separabilitdt der Zustédnde gewahrleistet sein. Dies gilt aber zum Beispiel fir
die kontinuierlichen Eigenzustande des Orts- und Impulsoperators sicherlich nicht. Schon bei der
Diskussion der Ebenen Wellen hatten wir es mit nichtabzéhlbar unendlich vielen Zustédnden zu
tun, die auch nicht im tblichen Sinn auf 1 normiert wurden. Wir missen hier eine Erweiterung
des Hilbert-Raums suchen. Wenn die physikalische Grofl3e « einen kontinuierlichen Wertevorrat
durchlauft, macht die Indizierung mit ¢; nattirlich keinen Sinn.

Neben den eigentlichen Hilbert-Vektoren fiihrt man uneigentliche Vektoren ein, die man auch
als Dirac-Vektoren bezeichnet. Man fiihrt hierbei Grenzwertprozesse durch. Die Herleitung des
Fourier-Integrals aus der Fourier-Reihe ist ein Beispiel fir den Grenziibergang von einer Zahlen-
folge ¢y zu einer kontinuierlichen Folge ¢ (k). Wir gehen zunéchst aus von einem diskreten Satz
orthonormierter Hilbert-Raum-Vektoren |ug ax), wobei Ak den Abstand benachbarter £-Werte an-
gibt. Den Ubergang zu kontinuierlichem & bilden wir im Skalarprodukt mit einem beliebigen,
festen Hilbert-Raum-Vektor |¢) den Grenzwert

. (Uk,Ak| ©) _
Den sich so ergebenden, komplexen Zahlenwert ¢ (k) wollen wir als Skalarprodukt zwischen |¢)
und einem formalen Vektor ‘v,?> auffassen, den wir einen Diracschen Vektor nennen

v (k) = (vP| o) (4.172)
mit
D\ _ 1 |Uk,Ak>
wP) = lim T (4.173)
Damit erhalten wir fur die Zerlegung von |¢)
) = Jim > fogar) (vkakl @) (4.174)
k
_ : D D
- Alirﬂozk: w) (vP|e) Ak . (4.175)

Hierflr kann man auch ein Integral Gber & schreiben
lp) = / ‘v,?> <v,?‘ g0> dk = / ‘v,?> o (k)dk . (4.176)

Wir multiplizieren diese Gleichung skalar mit ‘v,§?>

<v,§ g0> = /<U,? v,?><v,?‘g0> dk . (4.177)
Fur die Diracschen Basisvektoren erhalten wir somit die Orthonormierungsbedingung
(PlR)=0(k-FK) . (4.178)

Im folgenden fassen wir die Schreibweisen

o) = |uk) ¢x (4.179)
k
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und

) = [ |of) o (k) b (4.180)
einheitlich zusammen in
) =Xl o (W) dk (4.181)
k
Entsprechend gilt fur das Skalarprodukt
) = Yol (vl dk = Yo (k) x (k) ab (4.182)
k k
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4.7 Vorbemerkungen zum MeBprozel in der Quantenmechanik

Die Quantenmechanik verstehen zu wollen, bedeutet fur den Studenten sich zundchst vertraut zu
machen mit der Mathematik des Operatorkalkdils und den Ldsungen der Schrodinger-Differential-
gleichung. Ferner gibt es drei Grundphdnomene, die angesichts unseres, nach klassischen Gesichts-
punkten gepréagten Vorstellungsvermogens gewohnungsbedirftig erscheinen und einer ausfihrli-
chen Diskussion beddrfen.

Wir hatten bereits die Interferenzféhigkeit quantenmechanischer Prozesse behandelt. Beim Dop-
pelspaltexperiment hatten wir erkannt, dal? die Intensitatsverteilung der Elektronen auf dem Schirm
im Fall von zwei Offnungen nicht mit der Summe der Intensitatsverteilungen tbereinstimmt, die
wir messen kdnnen, wenn wir jeweils eine der beiden Offnungen schlieBen. Die Intensitétsvertei-
lung resultiert als Absolutbetragsquadrat einer komplexwertigen Amplitude, die aber selbst nicht
beobachtbar ist. Wir haben hier

Lo= U+ WP # 1 + I = U, + [T, . (4.183)

Beim Doppelspaltexperiment gab es zusdtzliche Strukturen bei der Intensitatsverteilung 7,2, die
aus den Interferenzen der beiden Moglichkeiten fiir die Elektronen beim Durchgang durch die
beiden Spalten folgen. Dies ist ein typisches Phdnomen fiir eine wellenmechanische Erscheinung.
Die zweite ungewohnte Denkvorstellung ist in der Unvertréglichkeit der gleichzeitigen Messung
zweier GroRen begriindet, sofern die assoziierten Operatoren nicht miteinander kommutieren. Ent-
sprechend der Unscharferelation kdnnen beispielsweise Ort und Impuls nicht gleichzeitig mit be-
liebiger Genauigkeit gemessen werden. Fir das Produkt der Unschérfen gibt es eine Untergrenze,
die prinzipiell nicht unterschritten werden kann. Im Rahmen der klassischen Physik konnen wir die
Position und die Geschwindigkeit eines Planeten auf seiner Umlaufbahn im Prinzip beliebig genau
messen, indem wir beispielsweise das vom Planeten emittierte Licht vermessen. Aber auch hierbei
miRten wir streng genommen die Strahlungsriickwirkung des Lichtes auf den Planeten in Rech-
nung stellen, die in der klassischen Physik vernachldssigt wird. Wollen wir den Ort und den Impuls
eines Elektrons prazise bestimmen, missen wir im Rahmen des Mel3prozesses beispielsweise das
Elektron mit Photonen bestrahlen. Dadurch &ndert sich aber automatisch Ort bzw. Impuls des be-
trachteten Teilchens. In der Quantenmechanik kann der MeRprozel? nicht mehr unabhéngig von
den Teilcheneigenschaften betrachtet werden. Das quantenmechanische Teilchen und der MeRpro-
zel3 bilden vielmehr eine Einheit, die Separierbarkeit kann nicht mehr gewahrleistet werden.

Ein drittes neuartiges Phdnomen liegt im TunnelprozeR begriindet, der spater noch ausfiihrlich
behandelt werden muf3. Betrachten wir beispielsweise einen doppelten Potentialtopf und setzen
zum Zeitpunkt ¢ = 0 in die linke Potentialmulde.

Die Energie E, des Elektrons sei kleiner als die Potentialhéhe V;,, des Potentialberges in der Mitte.
Zum Zeitpunkt ¢ = 0 soll sich das Elektron mit der Wahrscheinlichkeit w (¢ = 0) = 1 im linken
Potentialtopf befinden. Im Rahmen der klassischen Physik wird sich, da V,,, > E\ gilt, das Elektron
auch fir ¢ > 0 mitw = 1 im linken Potentialtopf befinden, da der Potentialberg nicht tiberwunden
werden kann. Im Rahmen der Quantenmechanik werden wir aber feststellen, daR fiir ¢ > 0 folgt,
daR auch fiir den rechten Potentialtopf gilt w (¢ > 0) # 0. Das Elektron kann den Potentialberg
durchtunneln.

Es gibt weitere essentielle Phdnomene, die die Quantenphysik grundlegend von der klassischen
Physik unterscheiden. Gerade diese gravierenden Unterschiede zu klassischen Vorstellungsweisen
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w(t=0)=1

W(t>0)=0

v

Abbildung 13: Doppelter Potentialtopf

bediirfen einer ausfiihrlichen Diskussion.
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4.8 Projektionsoperatoren

Projiziert man einen beliebigen Vektor |¢) auf einen vorgegebenen Einheitsvektor |u) mit ||u|| = 1,
so entsteht in Richtung von |u) der Vektor |u) (u|¢). Diese Zuordnung von Vektoren wird durch
den Projektionsoperator P, bewirkt. Es ist

Pule) = |u) (ulp) (4.184)
also

Pu = |u) (u| . (4.185)

Abbildung 14: Zweidimensionale Veranschaulichung der Wirkung des Projektionsoperators P,

Dieser lineare Operator ist idempotent, d.h. er hat die Eigenschaft

P2=P, . (4.186)
Wir erkennen dies folgendermalien

Pi = Pulu)(ul = |u) (ulu) (ul = |u) (u| = P, . (4.187)
Fir orthogonale Vektoren |u;) und |uz) ist sofort einsichtig, daB folgt

PoPus =0 . (4.188)

Zusammenfassend haben wir damit

Der Projektionsoperator P, ist ferner hermitesch, denn es gilt
(X|Pup) = (xlu) (ulp) = (pluw)* (ulx)" = [(¢|w) (ul )]’ (4.190)
= (¢|Pux) = (Pux|9) - (4.191)

Die Matrixelemente von P, in einer Basis |ug) lauten

(v

Die Normierung ||u|| = 1 impliziert, daR ferner gilt

Puvk) = (ow|u) (ufvr) = u () u* (k) . (4.192)

SpP.=1 . (4.193)
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> |u)

| Bp)
luy)

Abbildung 15: Projektion des Vektors |¢) auf den aus |u;) und |us) aufgespannten Unterraum U.

Wir konnen nicht nur auf den Vektor |u) als eine spezielle Untermenge des betrachteten unitéren
Raums projizieren, sondern auch auf einen Unterraum U, der durch die orthonormierten Vektoren
|ug) aufgespannt wird.

In diesem Fall lautet der Projektionsoperator

Py = ij (Ul da . (4.194)

Dieser Projektionsoperator 75Q ist wieder hermitesch und idempotent.
Die Eigenwertgleichung eines Projektionsoperators P,, der auf den Einheitsvektor |u) projiziert,
hat die einfache Gestalt

Pulur) = [u) (ulur) = Llug) . (4.195)
Hieraus folgt, daB ein Eigenvektor die Richtung von |u) hat, und der zugehdrige Eigenwert ist 1,

L =1 (4.196)
fur

jug) = [u) . (4.197)
Die anderen Eigenvektoren stehen alle senkrecht auf |u) und gehdren zum entarteten Eigenwert 0,

L =0 (4.198)
fur

(ulu) = 0 . (4.199)
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4.9 Der Produktraum

Bei vielen physikalischen Problemen besteht das betrachtete System aus Teilsystemen, zwischen
denen eine Wechselwirkung herrscht. Hier ist es oftmals zweckméRig von den unitdren Rdumen
Ui, U,,... der unabhdngigen Teilsysteme auszugehen und aus diesen den unitdren Raum U des
zusammengesetzten Systems aufzubauen.

Wir betrachten die Vektoren |¢1) und |¢2) aus dem unitdren Raum U; bzw. Us. Wir bilden formal
das Produkt, das kommutativ sein soll,

1) = [p1) [02) = |@2) 1) - (4.200)

Dieses direkte Produkt ist wieder ein Vektor. Dieser Vektor |¢;1¢2) liegt aber weder in U; noch in
Us, sondern im Produktraum

U=U xU, . (4.201)
Aus der Distributivitat

lo1) = alur) + b |v) (4.202)
in U, soll folgen

[p1p2) = aluipe) +blvips) . (4.203)
Unter dem Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren |¢1p9) und |x1x2) verstehen wir den Ausdruck

(pra x1x2) = (@1 [x1) (@2 [x2) - (4.204)

Dies ist das Produkt der Skalarprodukte in den Rdumen U; und Us. Mit der Vollistandigkeit der
Basisvektoren |uy 1) und |v; 2) von Uy und U, sind auch die |vg 1v;2) vollstandig in U, d.h.

iim,wu) (g1 dkdl =1 . (4.205)
k1
Ein beliebiger Vektor |¢) aus U hat demnach die Zerlegung
p) = ii'“’““’ﬁ) o (k1) dk dl (4.206)
k1
mit
o (k1) = (vkauiel ) - (4.207)

SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, daR die Konstruktion eines allgemeinen Produktraums
U=U xU; xUsx---Uyn (4.208)
aus mehreren unitdren Rd&umen Uy, Us,. .. ,Uy in vollig analoger Weise mittels der Vektoren

(P12 - on) = |@1) [p2) -+ |on) (4.209)

maoglich ist.

126



Das bisher erarbeitete Operatorkalkiil 1463t sich natdrlich gleichermal3en in den Produktraum dber-
tragen. Ist der Operator £, nur im Raum U; definiert mittels

Lile) =x1) (4.210)

so haben wir im Produktraum

[:1 lo1p2) = |x102) - (4.211)

Das Produkt zweier Operatoren ﬁl und M2, die jeweils unabhédngig voneinander in U; fir ﬁl bzw.
U, fur M, wirken, ist unabhangig von der Reihenfolge der Operatoren, d.h.

L, Mo =0 . (4.212)
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4.10 Zum MeRprozeld

Die ursprungliche Fragestellung in der Anfangsphase der Quantenmechanik, ob das Elektron ein
klassisches Korpuskel oder eine Welle sei, konnte nicht eindeutig beantwortet werden. Vielmehr
entscheidet erst der Mel3prozel3, ob sich ein Elektron unter gegebenen physikalischen Randbedin-
gungen mehr wie ein Korpuskel oder wie eine Welle verhdlt. Die Frage nach der eigentlichen Natur
des Elektrons ist physikalisch nicht angebracht. Aufgabe der theoretischen Physik ist es hingegen,
bei einem vorliegenden MeRprozeR Vorhersagen fiir die Wahrscheinlichkeit fuir das Eintreten eines
gewissen MeRergebnisses zu machen. Elektronen und Photonen sind weder klassische Teilchen
noch Wellen, sondern sie verhalten sich bei bestimmten Experimenten so, als ob sie makrosko-
pische Teilchen wéren, wéhrend sie sich in anderen Versuchsanordnungen wie makroskopische
Wellen duRern. Dabei wirkt die MelRapparatur jeweils als Projektor von der Quantenwelt in die
klassische Physik. Fragen uber die Natur des Elektrons an sich, d.h. unabhéngig von der MeR-
apparatur, sind experimentell prinzipiell nicht entscheidbar und daher physikalisch sinnlos. Stets
missen wir im MeRprozel’ die Wechselwirkung zwischen dem MeRobjekt und der MeRapparatur
in Rechnung stellen. Bei der Messung an mikroskopischen Objekten ist es also prinzipiell nicht
maoglich, vom Einflul3 der Mel3apparatur zu abstrahieren. Eine beobachtete GroRe resultiert aus
einer Beziehung zwischen Objekt und Mel3apparatur. Mit dem Begriff einer physikalischen Obser-
vablen ist also letztlich stets eine diese GroRe messende Apparatur verknupft.

Wir haben gelernt: Die Observablen L eines physikalischen Systems werden beschrieben durch
hermitesche Operatoren £ = £ in einem unitéren Raum U.

Man kann durch eine Messung P, entscheiden, ob von einer Observablen £ ein vorgegebner Wert
L eingenommen wird. Die Messung der Observablen P;, liefert nur Ja-Nein-Aussagen, denen wir
die MeRwerte 1 oder 0 zuordnen. Diese Observable wird quantentheoretisch durch den Projekti-
onsoperator Py, = |uz) (uz,| auf den zum Eigenwert L gehdrenden Eigenvektor |u,) des Operators
L beschrieben. Es gilt

75L lur) = 0rr |urs) (4.213)

Die Zuordnung einer Observablen zu einem quantenmechanischen Operator ist nicht eindeutig.
Fuhrt man ndmlich an hermiteschen Operatoren £ eine unitdre Transformation &/ mit

~

ut=u (4.214)
aus,
L — LC=ulut |, (4.215)

so erhalt man einen neuen Satz von Operatoren £, die wieder hermitesch sind, dieselben Eigen-
werte wie £ besitzen und die gleichen Kommutatoreigenschaften besitzen. Die Gesamtheit der die
quantentheoretischen Observablen beschreibenden hermiteschen Operatoren ist also nur bis auf
eine Unitar-Aquivalenz festgelegt.

Aus der Diskussion der Unscharferelation wissen wir, daB fir die gleichzeitige Bestimmung gewis-
ser Grolien eine endliche Genauigkeitsgrenze existiert, die prinzipiell nicht unterschritten werden
kann. So kann beispielsweise die Genauigkeit der Impulsmessung nicht gesteigert werden, sofern
man nicht gleichzeitig eine Verringerung der Ortskenntnis in Kauf nehmen will.
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Auch der Melprozel an sich kann als Projektion verstanden werden. Den Zustand eines quan-
tenmechanischen Systems beschreiben wir durch den Hilbert-Vektor |¢), den Zustandsvektor, in
einem unitdren Raum. |¢) enthdlt alle Informationen Uber das betrachtete System. Wir kdnnen im
folgenden von einem normierten Zustandsvektor ausgehen,

lv]|=1 . (4.216)

Der Zustand eines quantenmechanischen Systems wird durch diesen Einheitsvektor |/) im unitéren
Raum vollig beschrieben.

Eine Observable ist eine physikalische Grolie, fur die wir zumindest im Prinzip eine MeRapparatur
realisieren konnen. Diesem MeRprozeR ordnen wir von der theoretischen Beschreibung her einen
linearen, hermiteschen Operator, £ = £1, zu. Filhrt man an dem System die Messung einer Obser-
vablen £ sehr oft aus, und ist vor jeder Messung das System immer im gleichen Zustand |¢), so
ist der Mittelwert der MeRergebnisse, der Erwartungswert, gegeben durch

(L) =(p|Ly) . (4.217)
Mit dem Projektionsoperator oder auch dem statistischen Operator

Py = 1) (¥l (4.218)
konnen wir auch schreiben

(Ly=sp(PyL) . (4.219)
Mit einem vollstdndigen Basissystem konnen wir die Zerlegung vornehmen

) = Yo low) v (k) ok (4.220)

k

mit

¥ (k) = (vl ¥) (4.221)
und

iz/}* (B)y (k)dk =1 . (4.222)

k

Damit l&Rt sich auch der Erwartungswert schreiben als

(L) = i@k Pylog)dk . (4.223)
k

Die Erwartungswerte kommen also durch das Zusammenwirken zweier hermitescher Operatoren
zustande, des statistischen Operators 75¢ des Zustands des Systems und des Operators £ der zu
messenden Observablen.
Wir betrachten nun jene spezielle Richtungen |¢) des Zustandsvektors, fur die die Messung von
L streuungsfrei ist, d.h. die mittlere quadratische Abweichung vom Mittelwert verschwindet. Dazu
ist es notwendig und hinreichend, daR

(£~(£)) gz) =0 (4.224)
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oder
Lle) = (L) le) (4.225)

|1bc) muR also Eigenvektor von £ und <ﬁ> der zugehdrige Eigenwert sein. Ergibt sich bei einer

Messung von £ ein MeRwert mit Sicherheit, so ist der MeRwert ein Eigenwert L von £, und der
Zustandsvektor muR vor der Messung die Richtung des dazugehdrigen Eigenvektors |uz) gehabt
haben,

Yc) ~ ur) - (4.226)

Auch bei einem beliebigen Anfangszustand |¢)) vor der Messung sind die iiberhaupt moglichen
MeBwerte einer Observablen die reellen Eigenwerte L des hermiteschen Operators £. Der Zu-
standsvektor geht aufgrund der Einwirkung der MeRapparatur in die Richtung des Eigenvektors
luz) von L tber, der zu dem gemessenen Eigenwert L gehort.

Die Messung des Eigenwertes L entspricht dem Ubergang

Wy — W) =lur) . (4.227)

Man spricht hierbei von einer Reduktion des Zustandsvektors durch die Messung.

|¥)
[y)=1uw)

Abbildung 16: Reduktion des Zustandsvektors i) — |¢") durch eine Messung.

Durch den Ausgang der Messung wird die Richtung des Zustandsvektors im unitaren Vektorraum
festgelegt. Bei nichtvorhandener Entartung driickt man diesen Ubergang aus durch

gy Lyl (un[v) Pust) (4.228)

(| ) [Put|

Die MeRapparatur filtert also gerade jene Komponenten von |¢) heraus, die senkrecht auf dem
Eigenraum Uy, des Operators £ stehen.
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5 Symmetrietransformationen und Erhaltungsgrofien

Bei der Untersuchung physikalischer Systeme ist oft nicht das Aufstellen der Bewegungsglei-
chung fiir die als relevant erkannten Observablen problematisch, sondern ihre Integration. Diese
ist in den meisten Féllen gar nicht exakt moglich. Um so mehr stellt sich die Frage, wie wir we-
sentliche Kenntnisse iber ein System gewinnen kdnnen, ohne die Bewegungsgleichung explizit
I6sen zu miissen. Hier hilft das Aufspiiren von ErhaltungsgroRen oft entscheidend weiter, um we-
sentliche Informationen tiber die Losungen, d.h. Giber die Eigenschaften des Systems, zu erhalten.
Man denke z.B. an den Energiesatz, der bereits eine zumindest qualitative Diskussion der Bewe-
gung des Systems erlaubt. Rdumliche Symmetrieeigenschaften, wie die Translations- oder Rota-
tionsinvarianz des Systems, spiegeln sich in der Erhaltung von Impuls oder Drehimpuls wider.
Die grof3e Bedeutung dieser Erhaltungsgrofien ist uns bereits aus der Mechanik bekannt. Es zeigt
sich, daR zwischen den Symmetrien eines Systems und bestimmten ErhaltungsgroRen ein allge-
meiner, tiefer Zusammenhang besteht. Hierliber handelt das von Emmy Noether 1918 gefundene
und nach ihr benannte Theorem in sehr allgemeiner Form. Fir die Physik liegt die Bedeutung des
Noether-Theorems im Auffinden von ErhaltungsgroRen durch Untersuchen des Transformations-
verhaltens der Wirkung bzw. der Lagrange-Funktion (oder der Hamilton-Funktion) des Systems.
Jede Transformation, welche die Wirkung invariant 1a8t, fihrt zu einem Erhaltungssatz fir eine
entsprechende Observable. Die Symmetrien des Systems sind mit bestimmten ErhaltungsgroRen
inharent verknipft.

Um einen ersten Eindruck fir die weitreichende Bedeutung des Noether-Theorems zu vermitteln
leiten wir jetzt seine spezielle Form im Rahmen der Lagrange-Mechanik her. Dazu betrachten wir
ein mechanisches System mit f Freiheitsgraden, welches durch einen Satz geeigneter, generali-
sierter Koordinaten {¢;,i = 1,..., f} charakterisiert werde. Die physikalischen Bewegungen des
Systems werden durch jene Trajektorien ¢ () im f-dimensionalen Konfigurationsraum beschrie-
ben, welche die klassische Wirkung

S = [ L (@(t), i), ) (5.1)

minimieren. Wir untersuchen nun das Transformationsverhalten der Wirkung bzw. der Lagrange-
Funktion L unter speziellen Koordinatentransformationen mit dem Ziel jene Transformationen
zu finden, welche die Wirkung oder die Lagrange-Funktion invariant lassen. Die Forderung nach
Invarianz ist selbstevident, garantiert diese doch, dal} die physikalischen Bewegungen des Systems
nicht von der Wahl der generalisierten Koordinaten abhéngen darf. Demgemal ergibt sich das
folgende Programm:

Wir untersuchen zuerst, wie sich die Lagrange-Funktion unter Koordinatentransformation verédndern
darf, damit die Bewegungsgleichungen forminvariant sprich kovariant bleiben. Die Kovarianz der
Bewegungsgleichungen stellt bestimmte Forderungen an die zugelassene Klasse von Transforma-
tionen. Im AnschluB daran werden wir an die Definition von Erhaltungsgrofien erinnern. Ausge-
hend von dem Begriff der zyklischen Koordinate werden wir den Begriff der Symmetrietransfor-
mation einfiihren und das Noether-Theorem als eine Verallgemeinerung begreiflich machen. Fir
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die Lagrange-Mechanik folgt:

{ Symmetrietransformation

der Lagrange-Funktion } = {Erhaltungsgrofie} (5.2)

Jeder Symmetrietransformation der Lagrange-Funktion entspricht eine ErhaltungsgrofRe. Dieses
Noether-Theorem erfal3t jedoch nicht alle ErhaltungsgroRen des Systems.

5.1 Kovarianz der Euler-Lagrange-Gleichungen

Wir betrachten Punkttransformationen zwischen zwei Satzen generalisierter Koordinaten {g¢;,: =
1,...,f}und{Q;,i=1,..., f} der Form

¢ — Qi=Qi(wmt) , (5.3)
G — Qi=Qilgdt) - (5.4)

Ferner seien die Transformationen invertierbar, d.h. es soll gelten:

Qi — ¢=0q(Qt) , (5.5)
Qi — ¢ =g (Qk, Qk; t) : (5.6)
sowie (beliebig oft) stetig differenzierbar. Die Lagrange-Funktion L (g;, ¢;,t) gehe dabei in die

neue Lagrange-Funktion L (Qi, Qi, t) uber. Die Forderung der Kovarianz, d.h., der Forminvarianz
der Euler-Lagrange-Gleichungen bedeutet:

5 . 8L  d oL
Tq/dtL(Qk,Qkyt)Zo — a—q—ga—cj.:o ; (5.7)
5 5 . dL d AL
5Qi/dtL(Qk,Qk,t)_0 = a0 w5 =" (5.8)

Nun darf aber die Beschreibung des physikalischen Systems nicht von der Wahl der Koordinaten
abhédngen, d.h. die Wirkung .S muB eine Invariante bleiben. Dies schrénkt die Moglichkeiten, wie
sich die Lagrange-Funktion L (g, 4, t) unter Punkttransformationen verdndern darf, erheblich ein.
Die fir unsere Diskussion relevanten Falle sind (Indizes seien unterdriickt):

Typ I: Die neue (transformierte) Lagrange-Funktion L (Q, Q, t) soll aus der alten L (g, ¢, t) durch
Einsetzen der inversen Transformationen ohne Anderung der funktionalen Abhéngigkeit (Gestalt)
hervorgehen, d.h.:

L(g,¢:t) — L[q(@,4),4(Q, Q1)1 (5.9)

Typ Il: Die neue (transformierte) Lagrange-Funktion L' (Q,Q,t) soll aus der alten L (q, ¢,1)
durch Einsetzen der inversen Transformation hervorgehen und dabei ihre Gestalt in der Form
andern:

L(g,4,t) — L' (Q,Q,t) =L(Q,Q,t) + %F @,1) . (5.10)
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Wir zeigen zundchst die Kovarianz der Euler-Lagrange-Gleichungen (5.7,5.8) beziiglich Koordi-

natentransformation vom Typ I:

Man berechne zunachst

= B — + —_— ,
0Q); kz:l Oqr 3Qz‘ 36]k 0Q;
aQZ B Z an aQZ Z an an ’

und verwende dabei

d 3% 3% Ody _ Ogy

Berechne weiter

0L L [(30L) 0 0L (30
dt0Q; i L\dtdg) 0Qi = 9 \dtOQ;

_ s [(eor) du oL oy
dt 0qr ) 0Q;  Odr 0Q;

k=1

und verwende dazu

d 9g; _ zf: 0?qy, 0 32%
o, ~ = 0:00:%1 T 3190,
0 f aqk an 3ij
= [Z 50, % ot | = aq,

Subtrahieren wir (5.14) von (5.11), so folgt die Kovarianz der Euler-Lagrange-Gleichung:

oL _d oL _O_Qa_L_ga_L](aqk)
0Qi dtoQ; = |0m  dtdg] \oQ

=0

An dieser Stelle beweisen wir noch folgendes:
Fuhrt man den Differentialoperator

. . ) 0 d o )
DiEDi(q’q’t)::<3_q~_&3_q'~> , i=1,...,f
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ein, so lassen sich die Euler-Lagrange-Gleichungen in der kompakten Form

schreiben. Untersucht man das Transformationsverhalten des Differentialoperators D, (g,4,t) un-
ter Punkttransformationen (5.3-5.6), so erhélt man:

) ) i
Di(g,4,t) — Di(Q,Q:t) = X_:( ) (4,4,8) (5.19)

0@

d.h. der Differentialoperator (5.17) transformiert sich wie die Komponenten eines Vektors.

Wir weisen jetzt die Kovarianz der Bewegungsgleichungen (5.7,5.8) unter Koordinatentransforma-
tionen vom Typ Il nach. GemaR (5.10) soll sich die transformierte Lagrange-Funktion L’ (Q, Q, t)
um ein totales Zeitdifferential einer beliebigen Funktion F' (@, t) unterscheiden. Zunéchst haben
wir zu zeigen:

0 = D;(QQ,1) L (@, Q1)
= Di(@,0.0) [L (Q,Q,t)—i—%F(Q,t)] . (5.20)

Da unter Berucksichtigung von(5.18) und (5.19) unmittelbar

. : : f
D; (Q,Q,t) ' (Q,Q,t) = g =Dy (¢,4,1) L (4,4, 1) (5.21)

0Q;

folgt, haben wir zum Nachweis der Kovarianz (5.21) lediglich zu priifen, ob der zweite Term in
(5.20) verschwindet:

(Q @ t) ( F@, t)) ' (5.22)
Es gilt nun
0Q; dt - Qi [Z an
I 9F . OF
B 192::1 0Q; 0Qy, Qr 0Q); Ot (5.23)
sowie
f
d 0 dFF _d oF o 92F o

GaQ; dt  0aQ; Zanan T otan;

Nehmen wir an, dal} die partiellen Ableitungen vertauschen, so sind die Ausdriicke (5.23) und
(5.24) identisch und Gleichung (5.22) erfullt. Damit ist auch die Kovarianz der Euler-Lagrange-
Gleichungen unter Transformation gemal (5.10) nachgewiesen.
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5.2 Erhaltungsgrofien

Kommen wir nun zur Definition von ErhaltungsgroRen. Unserem intuitiven Verstandnis folgend
heit eine Grole G (g, ¢, t) genau dann eine ErhaltungsgroRe, wenn gilt
4@t =0 . (5.25)
dt
Wir sprechen auch von einer Konstanten der Bewegung oder auch von einem Bewegungsintegral.
Letztere Namensgebung erscheint sofort einleuchtend, wenn wir uns an das wohlbekannte Beispiel
des kanonischen Impuls erinnern. Der zur generalisierten Koordinaten ¢; kanonisch konjugierte
Impuls p; ist definiert als
_ 0L

b= 3_qz
Aus den Bewegungsgleichungen folgt direkt, dal? p; genau dann eine ErhaltungsgroRRe im Sinne
der Definition (5.25) ist, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit von der Koordinate ¢; abhéangt,
d.h.:

(5.26)

d oL
b= 0 o
g; heilt dann zyklische Koordinate. Hieran 1&Rt sich nun leicht einsehen, dal} die Translationsin-
varianz Impulserhaltung oder eine Rotationsinvarianz Drehimpulserhaltung liefert. Die Lagrange-
Funktion fir ein System mit Zylindersymmetrie hdngt dann z.B. eben nicht von der (kartesischen)
Koordinate z oder dem Azimutwinkel ¢ ab. Insbesondere andert sich die Lagrange-Funktion auch
nicht, wenn wir sie einer Transformation

0 . (5.27)

z — 2’ =z+a, abeliebigaber fest (5.28)
oder ¢ — ¢ =¢+4, 4beliebigaber fest (5.29)

unterwerfen. Allgemeiner formuliert: Wenn ein mechanisches System unter beliebigen Verschie-
bungen «; der Koordinate ¢; der Form

g — Qi=¢g+o (5.30)

invariant ist, so ist g; bzw. @); zyklisch und der dazugehorige kanonische Impuls p; bzw. P; ei-
ne ErhaltungsgrofRe. Somit liefern Symmetrien zyklische Koordinaten und damit die Erhaltung
bestimmter Impulse:

OL 0L oL oL

=_—=0= P,=— = p; = — = konst. 5.31

0Q;  Og 0Q; Pi= B (5.31)
Fur den Fall der speziellen Koordinatentransformation (5.30) werden wir auch auf die Aussage
(5.31) gefiihrt, wenn wir die Abhéngigkeit der transformierten Lagrange-Funktion L von dem
\erschiebungsparameter «; untersuchen. Verschiebungsinvarianz bedeutet insbesondere

oL

aai @ beliebig
Diese Betrachtungen vermitteln uns bereits deutliche Hinweise auf den engen Zusammenhang zwi-
schen den Symmetrien des Systems bzw. speziellen Koordinatentransformationen, die die Lagrange-
Funktion invariant lassen und bestimmten Erhaltungsgrofien.

=0 . (5.32)
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5.3 Noether-Theorem fiir die Lagrange-Mechanik

Wir wollen jetzt unsere Uberlegungen des vorigen Abschnitts verallgemeinern. Zu diesem Zweck
betrachten wir Koordinatentransformationen

q; — QZ:QZ(Qk7t7a)7 i7k:17"'7f7 (533)
die invertierbar
Qi — ¢=0¢(Qita) (5.34)

und in dem kontinuierlichen Parameter « stetig differenzierbar sein missen. Insbesondere soll fir
« = 0 die identische Transformation folgen, d.h.:

Qi (g, tba=0)=¢;, i=1,...,f. (5.35)

Entsprechende Transformationsgleichungen sollen firr die generalisierten Geschwindigkeiten gel-
ten.

Wiederum betrachten wir zuerst solche Transformationen, die die Lagrange- Funktion selber inva-
riant lassen (die Indizes seien aus Griinden der Ubersicht unterdriickt)

g — Q = Q(gta), (5.36)
L1 — L(Q,Qia) = L[1(Q50),¢(QQ 5a),1]
= L(g,q,t) . (5.37)

Als nichsten Schritt untersuchen wir die Abhangigkeit der neuen Lagrange- Funktion L (q, Q. t; a)
von dem Parameter «. Dabei sollen die Werte der neuen Koordinaten ¢; und der Geschwindigkei-
ten @; fest bleiben:

oL _ 0L _ Xf: 0L g, OL 9y
I [(d oL\ dg,  OL (d dgy
- X:: l dta—q'k> b0 " dgi (&%)] ! (5.38)
0L d [ . 0L dg
o T {k; 3_%%} ' (5.39)
wobei
0 i,
a_qolj = 3ok (Q =fest,t; ) . (5.40)
Da Gleichung (5.39) fiir beliebige Werte « des Parameters gelten soll, folgt insbesondere
0L I 8L (dg
dal,  di {Z Od <%>azo} ' (5.41)
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Es geniigt daher, das Transformationsverhalten unter infinitesimalen Koordinatentransformationen
@ (g,t; 6cr) zu untersuchen, was in vielen Féllen die Diskussion sehr vereinfacht. Nun folgt aber
fiir die transformierte Lagrange-Funktion L nach Voraussetzung (5.37)

d [ oL (0g:
azo_o = E{X_:a_dk<%>a:0}_o : (5.42)

k=1

@
oo

Somit kdnnen wir das Noether-Theorem in der Form formulieren:
Die Funktion (Observable)

' 8L (g,
( ) 192::1 Ogr \ O J ,_,

ist eine ErhaltungsgroRe, wenn die Lagrange-Funktion L (g, ¢, t) unter kontinuierlichen, stetig dif-

ferenzierbaren Transformationen ¢ — @ = Q (g, t; «) invariant bleibt. Zu jeder solchen Trans-

formation gehort eine Erhaltungsgrolie.

Die oben hergeleitete Form (5.43) des Noether-Theorems fiir die Lagrange-Mechanik I3t sich
noch einen Schritt verallgemeinern, indem wir ebenfalls Transformationen analog zu Typ 1l (5.10)
zulassen:

¢ — Q=Q(¢,t;0) (5.44)

L(g,4,t) — L' (Q,Q,t;a)=L(Q,Q,t)+%F(q,t;a) . (5.45)

Koordinatentransformationen (5.33-5.35), die von dem kontinuierlichen Parameter o abhangen
und die Lagrange-Funktion in der Form (5.45) dndern, heilen Symmetrie-Transformationen. Die
Trajektorien ¢ (t) und @ (t) erfiillen die selben Bewegungsgleichungen. Untersuchen wir jetzt die
Abhangigkeit der Lagrange-Funktion L' in (5.45) vom Parameter ¢, so erhalten wir:

o
oo

o
T da 00

d oF

+ a4t e (5.46)

Der erste Term auf der rechten Seite der obigen Gleichung verschwindet, da L nicht explizit von
« abhéngt. Den Term auf der linken Seite konnen wir wieder gemaf (5.41) umschreiben:

! 8L (dg _d (oF
dt {Z A4 ( >a:o} Tt (%)azo - (5.47)

Somit resultiert die ErhaltungsgroRe

OL aqk
] aqk da

OF

(5.48)

a=0 a=0

Die allgemeine Version des Noether-Theorems fiir die Lagrange-Mechanik lautet dann: Zu jeder
Symmetrietransformation ((5.33)—(5.35) und (5.45)) gehdrt eine ErhaltungsgroRe J (g, 4, t) (5.48).
In dieser Formulierung sind die Falle (5.43) ebenfalls enthalten.
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5.3.1 Beispiel: Translationsinvarianz und Impulserhaltung

Betrachten wir den Effekt infinitesimaler \erschiebungen:

¢ — Qi=Qilg,ta)=q¢—aa |, (5.49)
Qi — 6=0¢Qkta)=Q;+aa . (5.50)

Dabei bezeichnen a; die Komponenten einer festen aber beliebigen Verschiebung und « einen infi-
nitesimalen Parameter. Offensichtlich gilt ¢; = Q;. Die Lagrange-Funktion L (g, ¢, t) transformiert
sich gemaR (5.37):

L,¢t) — L(QQte)=L[@Qt0),i(Qqa), . (5.51)

Folglich erhalten wir unmittelbar:

OL oL [ 0 OL
o a=0 a 2k: O, <£Qk (@51, 04)) a=0 a 2Ic: dx ak
d 0L d oL
- 2(8%)- g e

Da die ay beliebig sind, fuhrt die Invarianz der Lagrange-Funktion beztglich infinitesimaler Ver-
schiebungen auf die Erhaltungsgrofien

. oL

d.h. auf erhaltene, kanonische Impulse py.

5.3.2 Beispiel: Freier Fall im homogenen Gravitationsfeld

Wir betrachten die eindimensionale Bewegung eines Massepunktes im homogenen Gravitations-
feld. Die Lagrange-Funktion lautet:

Lz %)= %22 —mgz . (5.54)

Die Bewegungsgleichung lautet:

27T 5= —q . 5.55
9z dt 0z = AT (5:59)
Nun unterwerfen wir das System einer eigentlichen Galilei-Transformation:

z — Z=z+4+a, z — F=Zi+4a . (5.56)

Der Parameter « entspricht physikalisch der konstanten Relativgeschwindigkeit vg. Die urspriing-
liche Lagrange-Funktion transformiert sich gemal:
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L'(Z, 2 ta) = (2 — )’ —mg (2 — at)

m

2
= %2’2 — mg? + %oﬂ — maz' + mgat

d
= %2'2 —mgz — @ {%oﬁt — maz + %gaﬁ + C}
d
= Lz )+ &F(z',t; a) (5.57)
F(Z,t;a) = %oﬁt — maz + %gaﬁ +C . (5.58)

Die reine Galilei-Transformation ist also eine Symmetrie-Transformation der Lagrange-Funktion.
Mit Hilfe der Gleichung (5.48) berechnen wir die dazugehorige ErhaltungsgroRe:

, 0L 0z (#,t; ) oF
J(z,5,t) = o ZV5W 00
2510 = 5 " aa |, da|_,
= —mit— (mat —mz2 + %gﬁ) : (5.59)
a=0
J(z,3,8) = m (—zt ta- gﬁ) . (5.60)

Mittels der Bewegungsgleichung Z = —g weist man die Erhaltung von J direkt nach:

dJ

E:m(—ét—gt)z—m(é-i-g)t:o : (5.61)

5.3.3 Beispiel: Harmonischer Oszillator

Gegeben sei die Lagrange-Funktion des eindimensionalen harmonischen Oszillators:

m.o MW" 9

L(z,%)= z° (5.62)

2% 2

mit der Eigenfrequenz w. Wir untersuchen den Effekt von Koordinatentransformationen der Gestalt

r — o' =z+acos(wt) (5.63)
i — &'=%— awsin(wt) . (5.64)

Setzen wir wiederum die Umkehrtransformationen in die urspriingliche Lagrange-Funktion ein, so
resultiert:

L'(z,i ;) = % [ + ow sin (wt)]® — %aﬂ [z’ — o cos (wit)]?

m, m
= My T 22
2 2

+a [mw:t' sin (wt) + mw?z’ cos (wt)]
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+a? %aﬂ sin? (wt) — “w? cos? (wt)

- v
~

=—Zw?+mw? sin? (wt)= _";“’2 cos(2wt)

= L)+ GF @) (569
mit
F (2',t; &) = amwz’ sin (wt) — 042% sin (2wt) +C . (5.66)

Es handelt sich offenbar um eine Symmetrietransformation des harmonischen Oszillators. Die dazu
gehorige Erhaltungsgrolie lautet:

, _ 0L 0z(2',t;0) oF
J(x,x,t) a %Tazo_%azo ,
= mi (— cos(wt))
. mw
— (mw [z + 2c cos(wt)] sin(wt) — 2047 sm(2wt)) :
a=0
J(z,%,t) = —m(Zcos(wt)+wrsin (wt)) . (5.67)

Mit Hilfe der bekannten, allgemeinen Losung z(t) = A sin(wt) 4+ B cos(wt) 18Rt sich die zeitliche
Konstanz der Grole J direkt verifizieren.
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6 Der harmonische Oszillator

6.1 Algebraische Darstellung

Die Diskussion des harmonischen Oszillators reprasentiert ein zentrales Element der Quantenme-
chanik. Es gibt eine Vielzahl von Anwendungen in der Molekilphysik, bei Kristallschwingungen
und der Kernphysik. Auch fiir das Verstandnis der Quantenfeldtheorie ist die Studie des harmo-
nischen Oszillators von besonderer Bedeutung. Wir verbleiben zundchst bei der Diskussion des
eindimensionalen harmonischen Oszillators.

Die riicktreibende Kraft K = —k x des harmonischen Oszillators fiihrt zu der potentiellen Energie
2 1 2,2
Vizg)=-kx =g mwe (6.1)

mit der Schwingungsfrequenz w = +/k/m. Wir wollen nun die Eigenwerte und Eigenvektoren des
Hamilton—-Operators

N 1
H="L" - muw?i? (6.2)
ermitteln, das heift, wir wollen die Schrodinger-Gleichung

o1
4+ mw?? | U=ET (6.3)
2m 2

I6sen. Wir definieren dazu den nichthermiteschen Operator

N 1 . T
b= \/_2_h (x/mw T+ i p) . (6.4)
Aufgrund der Hermitezitat von £ und p lautet der adjungierte Operator
AR (x/—mw:i“ _ ¢ p) . (6.5)
V2h Vmw

Durch Addition bzw. Subtraktion erhalten wir die Auflésung nach & und p

A o~ .
%(Hbf) : (6.6)

. 1 [amw » -

Aus den Vertauschungsrelationen zwischen Z und p kdnnen wir die Vertauschungsrelationen zwi-
schen b und b' ableiten. Wir notieren

&>
I

p@-@p:2—i{(b—bf)(b+bf)—(b+b*)(b—bf)}=—m. (6.8)
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Damit erhalten wir

1 .. PPN A ~a A
—ihg(bbf—bfb-l—bbf—bfb)=—z’h(bb*—b*b)=—ih (6.9)
und weiter
(6,67 =1 sowie [6,b1] = [5,8] =0 . (6.10)

Wir kdnnen nun den Hamiltonoperator % fiir den harmonischen Oszillator ausdriicken durch die
Operatoren b und bf. Es ist

>t

H =-f{—@—ﬁf+@+ﬁf}
:_f{%t%%+8ﬁ+ﬁﬂ
- 7“’ (b6t +0t8} . (6.12)

>t

>t

Die Terme proportional zu b2 bzw. (b)2 haben sich weggehoben. Wir nutzen nun die Vertau-
schungsrelationen (6.10) aus und schreiben den Hamilton—Operator damit um

’;ftz%hw(éfl3+1+l3*l3)=%m(2z§*8+1)=m(8*8+%) . (6.12)
Wir definieren nun den Operator

n=0b'p . (6.13)
Damit lautet der Hamilton—Operator

H=hw (n-l—%) . (6.14)

Der Operator 7 ist hermitesch, denn

at=(518) =bth=n . (6.15)
Wenn es nun gelingt, den Operator 7 zu diagonalisieren, dann ist auch das Eigenwertproblem
gelost. Zu diesem Zweck untersuchen wir die Vertauschungsrelationen zwischen 7 und b bzw. b'.
So gilt beispielsweise

Ay A~

b =bbtb=(bTb+1)b=nb+b . (6.16)
Ebenso ist
pta=>0otbtb=0t(bbf —1)=abdt — b . (6.17)

Zusammengefal3t konnen wir damit schreiben
[b,7] = b (6.18)
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und
bt 7] = bt . (6.19)

Wir betrachten nun die Vertauschungsrelation von 52 bzw. (5')2 mit 7. Es folgt

S
S

Pha=bba=b(h+1)b=>b+nb+bb=nb>+2b . (6.20)

Ebenso resultiert

M2n = btota =0t (=t +abl
(6)
= b bt +abtet — bt ot =a (N2 —2(0h? . (6.21)

Zusammenfassend schreiben wir

0,0] = 28 (6.22)
[(Bh2%,7] = —2(8h? . (6.23)

Per vollistéandige Induktion kommen wir nun allgemeiner auf das generelle Resultat

[69,2] = qb" (6.24)
[(Bhe, 7] = —q @7 . (6.25)

Wir wenden uns jetzt dem Eigenwertproblem von H zu. Es seien n die Eigenwerte des Operators
7, wobei in diesem Stadium der Rechnung n eine beliebige reelle Zahl sein kann. |u,) sei der
zugehorige Eigenvektor; die Eigenwertgleichung lautet somit

lun) = nun) (6.26)
Wir wenden nun die Operatorrelation (6.24) auf den Eigenvektor |u,,) an,
n |i)q un) = (i)qﬁ - qi)q) |un> = (TL - Q) |Bq un) . (627)

Dies impliziert, daf 57 |u,) ebenfalls Eigenvektor von 7 ist, aber mit dem Eigenwert n — g. Daraus
schlieBen wir

B ) = C(n, q) [un_g) - (6.28)

Hierbei ist C(n, ¢) ein aus der Normierungsbedingung zu bestimmender Faktor. Wenden wir jetzt
(6.25) auf den Eigenvektor |u,,) an, so resultiert

7| (07 un) = (6072 + ¢ (1)) |un) = (n+ ) [(0)  un) (6.29)
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Dies bedeutet, |(51)? u,) ist ein Eigenvektor von 7 mit dem Eigenwert n + ¢. Somit muf gelten
|(BY) 2 un) = C'(n, ) |tnsg) - (6.30)

Wiederum bestimmt sich C’(n, q) aus der Normierungsbedingung. Wir erhalten damit fiir den
Operator 7 die Reihe von Eigenwerten mit den zugehdrigen, noch nicht normierten Eigenvektoren:

Eigenwerte:

cesn+q,...,n+lLnn—-1,...,n—gq,... (6.31)
Eigenvektoren:

BN ug), . BT ), ), Bug), s (B ), (6.32)

Der Operator bt erzeugt also einen Eigenvektor mit einem um eins groReren Eigenwert. Wir nen-
nen &' einen Erzeugungsoperator. Der Operator b erzeugt einen Eigenvektor mit einem um eins
kleineren Eigenwert. Wir nennen b einen Vernichtungsoperator. Wir betrachten nun die Lange der
Eigenvektoren. Inshesondere studieren wir den Eigenvektor |59t w,,). Wir stellen jetzt die folgen-
de Behauptung auf: n ist nicht-negativ ganzzahlig, das heilt » = 0,1, 2, . ... Zundchst zeigen wir:
die Eigenwerte n sind nicht—negativ. Wir gehen aus von

1= (Un |7 [u) = (Un|bT D [ug) = (buglbuy) = [[bun|® >0 . (6.33)
Als Spezialfall von (6.27) und (6.29) kdnnen wir schreiben

bun) = (n—1)lbus) (6.34)
Abtu,) = (n+1)]0 u,) . (6.35)

Fur den Fall ¢ = 1 berechnen wir jetzt die Normierungskonstanten C'(rn,1) und C(n,1). Wir
verwenden dabei

bot —bTb=1 (6.36)
und somit

bt =btb+1=n+1 . (6.37)
Es ist

IC'(n, 1) = [C"(n, 1) {ups1]ting1)

=1
= (C'"(n,1) tUpy1 |C'(n, 1) Upp1) = (BT U, |BT U )
= (un|lA)lA)Jr lun) = (Up|(R+ 1) lup) =n+1 . (6.38)

Ebenso resultiert
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ICn, )I* = |C(n, )* (n-1]un—1) = (bun|bun)
= (UnlbTblun) = (up|ft|up) =m0 (6.39)

Damit haben wir also

b fun) = Vn+Tlupp) (6.40)
blun) = Vnlun_1) . (6.41)

Die willkirliche Phase der Wellenfunktion haben wir dabei auller acht gelassen. Die Koeffizienten
C' und C” wurden positiv reell gewahlt. Im ndchsten Schritt zeigen wir, dal der kleinste Eigenwert
von 7, auf das Resultat nm, = 0 fihrt. Wir wissen, daB gilt

mit n > 0. Wenn wir nur b oft genug anwenden, mul} so ein minimales n = npyi, mMit
blu, ) =0 (6.43)

geben. Daraus folgt

0 = <lA)U’"min“;u"min) = <u"min|ifri)|u"min>

= (ttnyl? [Ungy) = Tomin - (6.44)
Die Zahl Null ist also der kleinste Eigenwert des Anzahloperators 7. Wir schreiben
U, ) =[0) . (6.45)

Wir nennen |0) den Grundzustand oder Vakuumzustand. Es ist nicht der Nullvektor! Der Grund-
zustand ist auf 1 normiert,

ooy=1 . (6.46)

SchlieBlich beweisen wir noch, da es Eigenzusténde |u,,) mit nicht-ganzzahligen n nicht geben
kann. Es sei | ') ein Eigenzustand zu 7 mit

n|¥) = (m+ z) |¥) mitmeN,0<z<1 . (6.47)

Nach Voraussetzung hat |¥) eine endliche Norm. Wir wenden jetzt den Operator b 7-mal auf |¥)
an.

= (-m+m+z)|mT) . (6.48)
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Im ersten Schritt haben wir die allgemeine Kommutatorrelation

AT =" R —mb™ (6.49)
ausgenutzt. Wir sehen also, der Zustand |5™ @) ist Eigenzustand von 7 mit dem Eigenwert (—m +
m + z). Wir betrachten nun die Norm des Zustandes 6™+! |¥). Es folgt

@ T = (T (57 )
= (—m+m+z) Y™ v) (6.50)

Der Vorfaktor (—7 +m+ ) ist nach Voraussetzung nie Null. Ansonsten steht links und rechts die
Norm eines Zustandes. Die Norm des Zustandes [6™+! ¥ existiert genau dann, wenn die des Zu-
standes |6™ ¥) existiert. Damit kann man per Induktion weiter schlieBen, da fiir beliebige s € N
die Norm des Zustandes 5™ | @) endlich ist. Fiir m > m + 1 fiihrt dies zu verschiedenen Wider-
spriichen. Mit (6.48) und (6.33) kdnnte die Norm negativ werden. In (6.50) gabe es einen negativen
Eigenwert n von 7, was wir bereits ausgeschlossen haben. Den einzig konsistenten Rahmen bietet
z = 0.

Esist

||lA)qu1 ul|? = (5‘”1 un|lA)qJrl Up) = <ng un|l;l;q Un,)
= (0% un|b BB up) = (b7 up | b uy)
= (P up|(n — ) B up) = (n = q) |B7u,|* . (6.51)

Weil die Lange eines Vektors nicht negativ sein darf, darf auch (n — ¢) nicht negativ werden. Da ¢
eine positive, ganze Zahl ist, miissen die Eigenwerte n positiv ganzzahlig sein, also

n=012... . (6.52)

Diese Eigenwerte und nur diese gewahrleisten, dal3 die Lange der Eigenvektoren nicht negativ
wird. FUr gma = n verschwindet die Lange ||5"+! u,,||, das heift || u, || = 0. Damit verschwin-
den auch alle Eigenvektoren |5™ u,,) mit m > n + 1. Mit der Buchstabenwahl fiir 7, = b' b hatten
wir bereits die Eigenwerte (6.52) prajudiziert. Aus der stationdren Schrodinger-Gleichung

1
hw (n + 5) ) = E |un) (6.53)
erhalten wir nun als Energieeigenwerte
1
B, = hw (n + 5) . (6.54)

Das Energiespektrum ist diskret. Die Energieeigenwerte des harmonischen Oszillators sind also
aquidistant. Den Abstand fw zweier benachbarter Energieterme nennt man ein Schwingungsquant.
Die Zahl n nennt man die Anzahl der Schwingungsquanten, und 7 ist der Operator der Anzahl der
Schwingungsquanten. Verkdirzt sagt man, 7 ist der Anzahloperator. Die Schwingungsquanten einer
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bestimmten Frequenz w bezeichnet man auch als Phononen dieser Frequenz. Im Unterschied dazu
sind Photonen Schwingungsquanten des elektromagnetischen Feldes.

Es ist wichtig zu bemerken, daR die tiefste Energie des harmonischen Oszillators nicht bei Null
liegt. Diese niedrigste Energie folgt fir » = 0 und ist gegeben durch

1
By=ghw . (6.55)

Diese Nullpunktsenergie ist eine direkte Folge der Unschérferelation. Fir £ = 0 mifRte schon
nach der klassischen Mechanik = verschwinden, damit V' (x) = 0 ist, sowie auch p verschwinden,
damit T = p?/2m = 0 ist. Dies bedeutet aber eine gleichzeitige scharfe Angabe von kanoni-
schen Groflen, was nach der Unscharferelation verboten ist. Daher ist die Energie £ = 0 nicht
moglich. Diese Argumente gelten nicht nur spezifisch fiir das Potential des harmonischen Oszilla-
tors, sondern sie gelten fur eine beliebige Potentialmulde. Gebundene Zustande miissen stets eine
Nullpunktsenergie besitzen.

Wir vergleichen nochmals die Energieeigenwerte fiir das eindimensionale Kastenpotential mit un-
endlich hohen Potentialwénden, fir das Coulomb-Potential und fiir den harmonischen Oszillator.
Besonderes Augenmerk legen wir auf die Abhédngigkeit des Energiewertes von der Quantenzahl n
mit jeweilsn € Z und n > 0.

Eindimensionales Coulomb—Potential Eindimensionaler
Kastenpotential fur die Zentral- harmonischer
der Breite a ladung Ze Oszillator

_ K*x? o _ Z2%'m 1 _ 1
E, = oma? " E,=- TR En—hw(n—l— ?)

Wir wollen nun einen ersten Blick auf die Normierungskonstante der Zustdnde werfen. Der Ope-
rator b ist ein Vernichtungsoperator eines Schwingungsquants oder Phonons. Es gilt

blun) = Clup_) - (6.56)

Aus der Normierungsbedingung

1L (ot fun ) = |é|2 (b un ) = |C|2 (B D)
= T (i) = o () = (6.57)
folgt
ICP=n (6.58)
und damit weiter
blun) = v/ un-1) . (6.59)

147



Der Operator bt ist der Erzeugungsoperator eines Schwingungsquants. Es ist
b [un) = C' [unyr) (6.60)

Mit der Normierungsbedingung

y 1 A 1 “a
1 = (Upy [ups1) = o (b up | DY uy) o (U b0 uy)
1 - 1 . n+1
= P (un| (0T b + 1) uy) P (unl(R + 1) up) = OF (6.61)
folgt
C'P=n+1 (6.62)
|
und somit
b |un) = VR4 Tlunsr) (6.63)
Der tiefste Eigenzustand ist definiert durch
blug) =0 . (6.64)

Durch n-malige Anwendung von bt auf |u) 148t sich jeder Eigenvektor |u,,) generieren. Der tiefste
Zustand |ug) sei normiert, ||ug|| = 1. Aus der n-maligen Anwendung von (6.63) folgt beziiglich
des normierten Eigenzustandes |u,) zundchst

1 .
— T
1 - 1 1 -
) = g ) = 5 = 16 ) (6.66)
und generell
1 .
|un):ﬁ|(bT)"u0) : (6.67)

Die Wirkung des Orts- und Impulsoperators auf die Eigenzustdnde erhalten wir, indem wir z und
p durch b und bt ausdriicken. Es resultiert

tu) = | g (Vi) + VAT T ) (6.68)
Plug) = % hmTw (\/ﬁ|un—1> —vn+1 |Un+1>) . (6.69)

Die Eigenvektoren |u,,) des hermiteschen Hamilton-Operators #{ bilden einen vollstandigen Satz
orthonormierter Basisvektoren des Hilbert-Raums

148



(Un|Up) = Oy, —  Orthonormalitdt (6.70)

> Jua){un| =1 — Vollstandigkeit . (6.71)

n=0

Damit kdnnen wir jeden beliebigen Vektor |¥) des Hilbert-Raums nach Eigenvektoren |u,,) des
harmonischen Oszillators entwickeln. Es ist

oo

W) = Jun) (6.72)
n=0
mit
U, = (un|T) . (6.73)
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6.2 Die Schrodinger-Gleichung fiir den harmonischen Oszillator in der Orts-
darstellung

Als Alternative verfolgen wir jetzt einen mehr traditionellen Weg zur Bestimmung der Energieei-
genwerte fiir den quantenmechanischen harmonischen Oszillator. Mit dem Hamilton-Operator

H = 2p—m m;" 3? (6.74)

lautet die Schrodinger-Differentialgleichung in der Ortsdarstellung

() 1,
- - v =FEV. :
9 da? + 5T (6.75)

Zur Losung dieser Gleichung fuihren wir die folgenden Grofen ein

h 2F

Z—IE/IE(), Ty = %, A= ﬁ (676)
Wir schreiben die Differentialgleichung in bezug auf die neue Variable z um. Es ist

dv dUd dv 1 d*v  d*¥ 1

Skl A (6.77)

de dzdr dzzy dx?  dZ? zf
Aus (6.75) erhalten wir durch Multiplikation mit —2/(#iw)

P d?P 1 mw, 2E
— — V=——Y T

mw dz? 23k v hw (6.78)
und weiter

>V 9

W + ()\ —Z )\I/ = 0. (679)

Wir haben auf dimensionslose Variable transformiert. Wir mussen die endlichen, stetigen und ein-
deutigen Losungen dieser Gleichung im Intervall von —oco < 2 < +oo finden. Dazu untersuchen
wir zundchst das asymptotische Verhalten der Lésung von (6.79) flr z — +oco. Wir setzen

U(z) = @ u(2). (6.80)

Diesen Ansatz setzen wir in die Differntialgleichung (6.79) ein. Es ist

Z—i’ = D () u(z) + @ o/ (2) (6.81)

und weiter
>

W — ef(Z)fl2(z) ’U(Z) + ef(z)fll(z) ’U(Z) + ef(z)fl(z) v'(z)

+efE f1(2) v (2) + f P 0" (2)
= O2() v(z) + /O f"(2) v(z) + 277 [ (2) ' (2) + 7 0"(2). (6.82)

Nach Division durch e/ wird aus (6.79)
V"(2) + 2f'(2) V'(2) + [f"(2) + f(2) + A = 2*Ju(2) = 0. (6.83)
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Wir wollen erreichen, daB ef®) der alleinige Faktor ist, der die Asymptotik der Wellenfunktion fiir
z — Foo determiniert. Wir wollen daher Terme proportional zu z? oder z eliminieren. Die Wahl

f(z) = i%f (6.84)

bewerkstelligt dies, denn damit wird
'@+ +A-2 =142+ X - 22 =41+ A (6.85)

Wir setzen also an

22

DN

U(z) =c e_%ZQUl(z) + co et vy(2). (6.86)

Die Forderung nach einer endlichen normierbaren Losung bedingt

=0 (6.87)
und somit
U(z) = e 7% v(2). (6.88)

Damit ist die Asymptotik fixiert. Fur die noch unbekannte Funktion v(z) gilt also die Differential-
gleichung

V() — 220" (2) + [A — 1Jv(2) = 0. (6.89)
Wir machen einen Potenzreihenansatz fiir v(z), um (6.89) zu lésen,

v(z) =Y ag 2" (6.90)

k=0

Wir setzen diesen Ansatz in (6.89) ein und sortieren nach Potenzen von z. Zundchst bekommen
wir

S agk(k—1) 2" =2 kap 25 + (A= 1) ap 2 =0. (6.91)

k k k

Der Koeffizientenvergleich fiihrt auf
(k+2)(k+ 1)agso — 2ka, + (A —1)ar =0 (6.92)

und damit
2k - (A—1)
2= Lk + )

Dies ist eine Rekursionsformel zur Ermittlung der Koeffizienten ay. Bricht diese Reihe mit dem
Glied n ab, dann wird aus v ein Polynom n-ten Grades. Dann und nur dann wird die Wellenfunktion
(6.88) endlich, stetig und eindeutig fur den ganzen Bereich —oco < 2 < +o0. Die Normierungs-
bedingung fihrt zum Abbruch der unendlichen Reihe und damit auch zur Eigenwertbestimmung.
Fir & = n soll die Reihe abbrechen, also

(6.93)

M — (A—1) =0. (6.94)
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Somit folgt
A=2n+1
mitn =0,1,2,.... Aus (6.76) bekommen wir
E = 1h A= 1h (2n+1)
= B WA = B wlzn
und somit erneut

1
E—h&)(ﬂ-ﬁ-g).
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6.3 Die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators

Der Operator b bewirkt in der Ortsdarstellung, dal3 einer Funktion

< uw|90 > = 90(53)

die Funktion
b o) =<ulbp>= —— (vVmws+——) o(a)
pla) = <ulby>= 75 = | ¢
zugeordnet wird. Wieder definieren wir die dimensionslose Grof3e
R
= h xT

(6.98)

(6.99)

(6.100)

(6.101)

(6.102)

Aus blug(z) > = 0 folgt in der Ortsdarstellung < ug|ug > = uo(x) die Differentialgleichung

(z + %) ug(z) = 0.

Durch Trennung der Variablen erhalten wir

d’LLO
— = —zdz
Ug

und weiter durch Integration
Inug = —%z) + const.

Damit haben wir
uo(z) = coe 72,

Die Normierungsbedingung

o0 h o0 )
—_ 2 _ 2 A —z
1 = /|u0(:v)| dz = |Col*4/ w_/ e " dz

—Co0

h hm
= Gy oovT = 168 s

fuhrt schlieBlich auf

mw 1/4
Co = (ﬁ) '
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AUS

1 .
Up > = —= [buy > 6.109
erhalten wir die angeregten Energiezustande u,,(z). Somit gilt
_ CO d " —Z2/2

Dies wollen wir etwas umformen. Dazu bemerken wir die folgenden Identitédten fiir eine beliebige
Funktion ¢(z)

L3 _ g2l
(=)o) = e r ).
d\’ e @ e

2= p(z) = +e @[e go(z)] (6.111)
Zunéchst gilt

. e p(z)] = —2e7* 7 p(z) + &P o) (6.112)

dz dz
Also ist in der Tat

-I—Z2/2 d _z2/2 . d

—et 2 e p(t)] = 2p(2) - 0la) (6.113)

Es ist

dz
2/9 d 2y d?
—z%/2 % —z2/2 %
ze e (2) +e dz2g0( )
= —e " Pp(z)+ 2272 p(z) - 2ze‘z2/2dig0(z)
2
+e 20 (6.114)
a2’

Andererseits ist

o) = (- 2) )0

= 2p(e) — 24pl) — (e () + ()
= 2o(z) ~ 22 0(2) — 0l2) + ~702). (6.115)

Damit ist (6.111) nachgewiesen. Allgemeiner gilt nun
d " _ n_+22/2 d" —22/2
(z dz) o(z) = (=1 T [e go(z)] : (6.116)
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Mit
p(z) =e "2 (6.117)

nimmt (6.110) die Form an

Co b _ e

_ _1\n +z2/2 —z
un(2) = \/2"—n'( 1) o (6.118)
Jetzt nennen wir
d* _»
Hy(z) = (=)t 7. 6.119
(2) = (-)et e (6.119)
Damit lauten die normierten Oszillatoreigenfunktionen in der Ortsdarstellung
mw\ /% 1 2
— —z2/2
() ( rm) —— Ho() e (6.120)

Die Funktionen H,(z) sind Polynome n-ten Grades. Es sind die Hermiteschen Polynome. Die
ersten Polynome lauten explizit

Hy = 1,

H = 2z

H, (22) —

H; (22)% — 6(2z)

H, (22)* — 12(22) + 12,

Hs; = (22)°—20(22)° +60(2z). (6.121)

Die Orthonormierungsbedingung der w,(x) Ubertrdgt sich auf die Hermiteschen Polynome in der
Form

/ e~ Hy(2) Hy(2) dz = 20/ Gy (6.122)
Die Eigenfunktionen u,,(z) fur die niedrigsten Zustande sind in der nachfolgenden Figur aufgetra-
gen.
Fiir z — oo klingen die Eigenfunktionen wie z"e~*"/2 ab. Das Quadrat w2 (x) gibt die Wahr-
scheinlichkeitsdichte an, das Teilchen an einem Ort = anzutreffen, wenn unmittelbar vorher der
Energiewert E,, festgestellt wurde.
Wir wollen abschlielfend noch eine Rekursionsformel fiir die Hermite-Polynome ableiten, die es
in einfacher Weise ermdglichen wird, aus der Kenntnis der niedrigsten Hermite-Polynome fiir
beliebige n die Hermite-Polynome zu berechnen. Dabei gehen wir aus von

Blug > = Viltun_1 >, bT|ug >= Vn+ Lups > . (6.123)

Dies ubertragen auf die Ortsdarstellung fuihrte auf

bun(z) = —— (z + i) tn(2) = VT tin 1,

V2 dz
bt ug(z) = % (z — %) Un(2) = Vi + Luny. (6.124)

155



Yy 0
’h%z N/ .
0 X

Abbildung 17: Die Eigenwerte E,, und Eigenfunktionen u,,(z) = ¢, () fur das Oszillatorpotential.

Wir addieren beide Gleichungen. Dies ergibt
V22, (2) = Vi + Ttp(2) + V1tn_1(2). (6.125)

Wir setzen hierin (6.120) ein und dividieren durch (mw/(hir))Y/* e=#*/2, Damit erhalten wir

1 1 1
ﬁz;QTmHn(Z) = \/m\/mﬂn—l—l(z)'i'\/ﬁ\/m}[n—l(

Wir multiplizieren mit v/2»+1n! und bekommen so

%).(6.126)

2z Hy(2) = Hp11(2) + 2n Hp—1(2). (6.127)
SchlieBlich haben wir die gesuchte Rekursionsformel

H,1(2) =22H,(2) — 2nH,_1(2). (6.128)
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6.4 Paritat

Wir betrachten nun die Paritat der Zustande. Die Paritét ist eine Eigenschaft der Zustédnde. Sie be-
schreibt das Verhalten der Wellenfunktion bei der diskreten Symmetrietransformation der Raum-
spiegelung am Ursprung. Dies heil3t, wir studieren nun das Verhalten der Wellenfunktion bei dem
bergang z — —z oder dquivalent z — —z. Der Paritétsoperator P ist definiert durch die Wirkung

Puy(2) = up(—2). (6.129)

Hierbei ist der Paritdtsoperator nicht zu verwechseln mit dem zuvor diskutierten Projektionsope-
rator. Wir definieren nun die Begriffe positive und negative Paritdt durch

un(z) = —+u,(—2), (gerade, positive Paritét)
un(2) = —un(—2), (ungerade, negative Paritét) (6.130)
Gilt hingegen

so liegt keine definite Paritdt vor. Die Paritét ist eine der fundamentalen Symmetrietransformatio-
nen in der Natur.

Betrachten wir die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators, so stellen wir fest, daR der aus
der GauRB-Funktion bestehende Faktor

F(z) = e/ (6.132)

stets positive Paritdt aufweist. Bei den Hermiteschen Polynomen H,,(z) gilt, daf sie positive Paritat
haben fur gerade n,

H,(z) = H,(—=2) fir gerade n, (6.133)
und daR sie negative Paritat haben fiir ungerade n,
H,(z) = —H,(-=2) fir ungerade n. (6.134)

Das gleiche (ibertragt sich auf die vollstandige Eigenfunktion u,,(z).
Fir eine allgemeine Wellenfunktion (7, ¢) ist die Paritétstransformation definiert durch

PU(7,t) = U(-7,1). (6.135)
Offensichtlich sollte gelten
P2U(7,t) = +U(7, t). (6.136)

Hieraus ergibt sich, daR die Eigenwerte des Operators P gleich =1 sind. Zustande mit dem Eigen-
wert p = +1 nennt man Zustande mit gerader oder positiver Paritat, solche mit p = —1 Zusténde
mit ungerader oder negativer Paritét. Die Paritét ist eines der wesentlichen Merkmale, die ein quan-
tenmechenisches System charakterisieren.

Wir wollen nun nachweisen, dal} der Paritdtsoperator ein unitdrer und hermitescher Operator ist.
Dazu verwenden wir wieder die bra- und ket-Schreibweise. Es ist

Pllg>=Pl—qg>= |¢g> (6.137)
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fir alle |¢ >. Daraus folgt

P?=1 (6.138)
und somit
pPt=p. (6.139)

Fur den Nachweis der Hermitezitdt nutzen wir aus, dal’ ebenso wie fir die Eigenfunktionen des
Impulsoperators

<plp' >= d(p—-7) (6.140)
auch fir die Eigenfunktionen des Ortsoperators gilt

<qld >= (¢ —¢). (6.141)
Ferner gilt fur die 6-Funktion

d(z) = d0(—x). (6.142)
Damit kdnnen wir schreiben

<qlPld> = <q|—¢>=0g+q) = d(—g—¢) =< —qld >
= <{|—-g¢>=<¢|Plg>*=<q|P|¢ > , (6.143)

wobei wir im letzten Schritt den ersten Ausdruck adjungiert haben. Adjungierte Operatoren A und
A sind generell durch die Vorschrift

< BlAla > = < a|AT|8 >* (6.144)
definiert. Der Vergleich der letzten Zeile von (6.143) zeigt uns

P =pt, (6.145)
und damit ist 2 hermitesch. P hat somit auch reelle Eigenwerte. Mit (6.139) haben wir weiter

P=pt=p1, (6.146)

und damit ist P unitar. Beziiglich der Eigenwerte p von P folgt aus P2 =1,

Plg>= p’lg>= |g> (6.147)
und daher
p=+l. (6.148)
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6.5 Zeitunabhangige Storungstheorie

Wir betrachten die Schrodinger—Storungstheorie. Man geht dabei von der Moglichkeit aus, den
Hamilton—Operator zerlegen zu kénnen in

H=H,+H . (6.149)

Hierbei wird angenommen, daf sich das Eigenwertproblem zu Hj streng l6sen 14Rt. Die Storung
H, soll nur eine kleine Korrektur darstellen. Fir das volle Problem

H|U,) = E, |¥,) (6.150)

wollen wir eine moglichst gute Approximation finden. Wir verwenden wieder die Dirac—-Schreibweise.
In einem ersten Schritt werden wir das ungestorte Problem

72 vy = EO |w0) (6.151)

n n

exakt [6sen. Die Eigenzustande des hermiteschen Operators Hy stellen ein vollstandiges Orthogo-
nalsystem dar

(TOITOY = §(n,m) . (6.152)
Hierbei ist

Sm) = 505 gyt Komimoumezisin (6159
Die Normierung fur Kontinuumszustéande kdnnen wir auch transformieren

8(Py — Pra) — 6(BY — E©) . (6.154)
Die Vollstandigkeit wird ausgedriickt durch

1= 2:‘ OGO (6.155)

Im folgenden untersuchen wir die Energiednderung eines Zustands aus dem diskreten Spektrum
von H, aufgrund der Storung H;. Die Eigenzustdnde von H sind nur bis auf einen beliebigen
konstanten Faktor festgelegt. Wir vereinbaren die folgende zweckmaRige Normierung

(TOw,) =1 . (6.156)

Das Konzept der Schrodingerschen Storungstheorie basiert auf der Idee, die Stérung H; mit Hilfe
eines reellen Parameters 0 < X\ < 1 einzuschalten

H - \H, . (6.157)
Fur A — 0 folgt nattrlich
E,— E® und |¥,)—|00) | (6.158)
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Bei dem Parameter A kann es sich in einigen Fallen auch um eine physikalische Groflie wie der
Kopplungskonstante handeln. Beispielsweise kann in atomphysikalischen Rechnungen oder in
Berechnungen quantenelektrodynamischer Effekte die Kopplungskonstante die Sommerfeldsche
Feinstrukturkonstante o ~ 1/137 sein. Wir werden die Energien E,, und die Wellenfunktion | ,,)
als Potenzreihe in A ansetzen. Zum Schlul} setzen wir wieder A = 1.

Wir betrachten zunéchst den Fall, dal3 wir nicht entartete Niveaus vorliegen haben. Wir schreiben
dann formal die folgenden Entwicklungen auf

E, = EOQ4+XEW +X2ED 4 . | (6.159)
W,y = [T X WDy £ N2 e@y (6.160)

Aufgrund der speziellen Normierung (6.156) folgt

A (EOEOY A2 @Oy L =0 | (6.161)

n n

Dies wiederum impliziert
(WO =5, . (6.162)

n n

Mit dem Ansatz (6.159) und (6.160) studieren wir nun die stationdre Eigenwertgleichung

H[T,) = Hy|UO)+\(H [¢) + H [7))
(

= H|¥) + 3 ¥ (H[ve™) + H [vP)) . (6.163)
p=1
Ferner gilt
En|¥) = EQO0)+(ED [w0) + EQ [w))
e E@ [90) + ED [w0) + EO [w@)) + ..
= T0) +Z)\P(ZE |\I/P7) : (6.164)

Durch Sortieren nach Potenzen von ) ergeben sich die verschiedenen Ordnungen der Schrodinger-
schen Storungstheorie. Fur p > 1 folgt aus den letzten beiden Gleichungen
p

H, [wP=Dy 1+ |,y |0P) =Z D gle-ay (6.165)

Wir multiplizieren diesen Ausdruck von links mit bem bra-Zustand (:/{?|. Ferner ist
() [HolgP) = EP (0 [?) =0 firp>1 . (6.166)
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Damit verbleibt fur die Energiekorrektur
Y = OB [p ) (6.167)

Wir wollen nun auch die Zustandskorrektur ausrechnen. Dazu multiplizieren wir (6.165) von links
mit ({9, wobei m # n sein soll

(W0|(Hy - B) [99) = (B — EY) (W9

m n

A~ p . .
= —(VO|A, |90y + 3 ED (0O w9y (6.168)
j=1

Nach Voraussetzung ist das Niveau £ nicht entartet. Wir konnen also die letzte Gleichung durch
die Energiedifferenz (E() — E©) dividieren. Ferner nutzen wir noch die Vollstindigkeit der un-
gestorten Eigenzustande aus,

v) = Y D) e e?) (6:169)

Wegen (6.162) ist hier der Term fir m = n gleich Null fir p > 1. Damit bekommen wir als
Zustandskorrektur

~SEY) 2@ L ey ) (6.170)
= tnn) EQY — EY

Wir spezialisieren jetzt unsere allgemeinen Studien auf die Stérungstheorie in erster Ordnung (p =
1) fur die Energien und Zusténde. Es folgt

EY = (DA w0y | (6.171)
)| F |w(0)
Ly _ (0) <\Ilm| L1 *n
W) = Yo D ST (6172)
und es ist
E, ~ EO1+EL | (6.173)
O) = [TD)+[TD) . (6.174)

Der Erwartungswert des Storperators H; im ungestorten Eigenzustand | W) liefert also bereits
die Energiekorrektur erster Ordnung.
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Wir betrachten anschlieRend noch die Energiekorrektur in Storungstheorie in zweiter Ordnung
(p = 2). Es folgt
E® — (\I/(°)|Ffl |q;(1)>

n

(T H, [2)

= Yo, D T
_ IHll\I/ I
— 2;” Eom= (6.175)
Wir haben also
OIN w02
(2) _ |<\Ilm| 11 *n

Als approximatives Kriterium fiir die Giltigkeit der Storungstheorie sollte die Storung H; moglichst
klein sein und der Niveauabstand moglichst grol3 sein.
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7 Zeitabhangige Systeme

7.1 Dynamik von Quantensystemen

Wir wollen nun die zeitliche Ableitung von Operatoren und deren Erwartungswerte diskutieren.
Dabei verbleiben wir zundchst in der Schrodinger—Ortsdarstellung. Wir bezeichnen mit L oder
< L > den Erwartungswert einer physikalischen GroBe L. Entsprechend bezeichnet dL/dt die
zeitliche Ableitung dieses Erwartungswertes. In der Ortsdarsteluung gilt definitionsgeman

[ ¥ @t Lyt d. (7.1)

Wir kdnnen nicht nur zum Zeitpunkt ¢ eine grof3e Zahl von Messungen an einem Quantensystem
durchfiihren und mitteln, sondern auch diese Messungen zum Zeitpunkt

t = t+ At (7.2)

durchfiihren. Der entsprechende Mittelwert lautet dann L(t+ At). Somit ist die zeitliche Anderung
des Mittelwertes der MeRergebnisse gegeben durch

d- . Lt+At)— L)
at = A, At ' (7:3)

Um diesen Differentialquotienten zu berechnen, differenzieren wir (7.1) nach der Zeit und erhalten

a *
/1/1 1/1d:v+/ Y fpda + [v L—dx (7.4)
Um die beiden letzten Terme umzuformen, verwenden wir die Schrédinger—-Gleichung
oY i
Y - __H :
5 iy, (7.5)
o™ i oA
— _H* * . .
T 5 H (7.6)
Einsetzen in (7.4) liefert
dL OL i [,y o, Y,
= = E-I-ﬁ/(de)(Ldj)dx—ﬁ/dJLHz/de. 7.7)

Wir formen das erste Integral um, indem wir die Selbstadjungiertheit des Operators A benutzen.
Damit erhalten wir

[y (L) de = [ (L) do. (7.8)

Somit finden wir fiir (7.7)

dL oL i N a an
= = E_l/d;*(LH—HL)z/;dx
oL -
- at /¢ (L, By dz
- h/¢ (A, L)y da . (7.9)
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Die zeitliche Ableitung des Erwarungswertes L des Operators L ist also durch den Erwartungswert
des Operators AL/t + i/h[H, L] bestimmt. Entsprechend defnieren wir die zeitliche Ableitung
des Operators L durch

dL. 0L i . - °
Def. : T + ﬁ[H7 Ll = L. (7.10)
Nach dieser Defnition gilt
dL dL  d -
O = _ = —L .
/ ¥ dt Y de dt  dt (7.11)

d.h., die zeitliche Ableitung des Mittelwertes ist gleich dem Mittelwert der zeitlichen Ableitung.
Da der Ausdruck (7.10) nicht mit der tblichen Definition einer zeitlichen Ableitung tbereinstimmt,
verwendet man auch h&ufig hierfir ein anderes Zeichen
2 dL
L = —. 7.12
7 (7.12)
Héangt die physikalische GroRe L nicht explizit von der Zeit ab, so vereinfachen sich die Ausdriicke
(7.9) und (7.10) zu

dL i

& = 7L (7.13)
und

dL P

fir 8L /0t = 0. Setzen wir fiir den Operator L den Hamilton-Operator H ein, so folgt

dH OH i .. - oH

@ = o TREH = (7:49)
Héangt der Hamilton—Operator nicht explizit von der Zeit ab, so gilt

dH

— = 0. 7.16

pr (7.16)

Wir betrachten nun weiter den Fall 8L/t = 0 und setzen
L = A+B. (7.17)
Damit haben wir

dl,

— = _[H,A+B]=_[H A +-[H,B
7 h[,+]h[,]+h[,]
dA dB
= =4+, 7.18
T (7.18)
Flr
L = AB (7.19)
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folgt ebenso

di
dt
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7.2 Die Ehrenfestschen Satze

Wir wollen jetzt die Gesetze fiir die Anderungen der Impulse und Koordinaten mit der Zeit auf-
stellen. Der Impulsoperator und der Ortsoperator hdngen in der Schrodinger—Darstellung nicht
explizit von der Zeit ab. Daher wird deren zeitliche Ableitung allein durch den Kommutator mit
dem Hamilton—Operator bestimmt. Somit haben wir

dz 1o
dp, bon
2 = A (7.22)

Aquivalente Gleichungen gelten fiir die y— und z—Komponente. Fiir den Hamilton-Operator schrei-
ben wir

~

_ 1 v9o, o, A aoa

In der Ortsdarstellung gilt
T = z, (7.24)
Py = —th— (7.25)

und &quivalente Ausdriicke fur die y— und z—Komponente. Zur Berechnung von dz /dt betrachten
wir

dz (PN, T, o
T (o aa
= %(pix—xpi) - (7.26)

& vertauscht jeweils mit p,, p, und V(z,y, z, t). Jetzt ist
= (2py — ih)Ps — ifipy = iﬁi — 2thpy . (7.27)

Dies setzen wir in (7.26) ein, es resultiert

7.~ 1 2 1

—[H,3] = ——(=2ihp,) = =P . .

=[H, 2] 5,7 7~ 2hPa) = — P (7.28)
Zusammenfassend haben wir also

di Py dj Dy dz P,

@ _ Pz . G _Dy . 92 _ Dz 7.2

d m ' dt m ' dt m (7.29)

Der Geschwindigkeitsoperator ist also gleich dem Impulsoperator, dividiert durch die Teilchen-
masse. Diese Relation erinnern sehr an die entsprechenden Gréf3en der klassischen Mechanik.
Wir betrachten jetzt den Operator dp,/dt. Da p, mit p2 vertauscht, haben wir

A _ 7 . _z' . . _ _a_v

ﬁ[ 7pw] - h[vva] - h(va pwv) - O . (730)
Also ist

dpy _ 151% . dﬁy _ 151% . dp, _ 151%

d oz ' dt 0y ’ dt = 0z (7:31)
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Die negativen Ableitungen des Potentials sind aber nichts anderes als die Operatoren der Kraft-
komponenten,

A A
Der Operator der zeitlichen Ableitung des Impulses ist gleich dem Operator der Kraft.
Fur die Erwartungswerte gilt explizit ausgeschrieben

dp, - dp, - dp, -
Po _pp . Pv_p . P p (7.32)

d

= / W ipdr = % / B path da (7.33)
d oV

v hevdn = — [y T opda. (7.34)

Dies sind die Ehrenfestschen Sétze. Sie verknipfen die Dynamik eines Quantensystems mit den
klasssichen Bewegungsgleichungen.
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7.3 Konstanten der Bewegung
Eine GroRe L heilt ein Integral der Bewegungsgleichung oder ErhaltungsgroRe, wenn gilt

dL OL i .
- = 5 [0 1]=0. (7.35)

Hange L nicht explizit von der Zeit ab, d. h. ai/at = 0, dann haben wir
— = —|H,L|=0. .
0 = =0 (7.36)

Fir Integrale der Bewegung verschwindet der Kommutator. Eine Grof3e L, die nicht explizit von
der Zeit abhéngt, ist genau dann eine Erhaltungsgrolie, wenn gilt

[H,L] = 0 = L:Erhaltungsgroe. (7.37)

Der Mittelwert eines Integrals der Bewegungsgleichungen héngt nicht von der Zeit ab,

d
dt

Wir wollen jetzt zeigen, dal auch die Wahrscheinlichkeit im Zeitpunkt ¢ irgendeinen Wert L,, des
Bewegungsmtegrals zu finden, nicht von der Zeit abhéngt.

Da die Operatoren L und H vertauschen, besitzen sie ein gemeinsames System von Eigenfunktio-
nen w, (),

L =0. (7.38)

Lu, = Lpuy,, (7.39)
Hu, = E,u,. (7.40)

Wir entwickeln nun einen beliebigen Zustand v (z, t) nach den Eigenfunktionen w,,. Die Funktio-
nen u,, entsprechen stationdren Zustanden. Somit gilt

G@,t) = Y cnun(z) e nEnl (7.41)
oder n

Y(z,t) = Xn:an(t)un(fﬂ) (7.42)
mit

anlt) = cpewEnt =g (4= 0)e #EnL (7.43)

Die Zerlegung (7.41) ist die Entwicklung von ¢ (z, t) nach den Eigenfunktionen des Operators L.
Es ist

[v @t lv@ds = S ayt) e [u(e) Lu(z)do

= iLn |an(15)|2 _ Zan(Lmt)' (7.44)



Daher ist
w(Ln,t) = |an(®)® = |ca|” = |an(t = 0)* = const. (7.45)

Fur die kraftefreie Bewegung wird die potentielle Energie V' (z,y, 2,t) = 0, und der Hamilton—
Operator lautet somit

H=T=_—@+p>+p). 7.46
Wie in der klassischen Mechanik ist das Bewegungsintegral der Impuls.
Es ist

[H,p,] = [H,p,) = [H,p] = 0. (7.47)
d.h.

Py Dy Dz

T_og - W_o - Z_p. 7.48

a0 a (7.48)

In einem Zentralkraftfeld gilt der Flachensatz, und der Drehimpuls ist ein Bewegungsintegral. Hier
haben wir

Vo= V(r) (7.49)

und fur den Hamilton—Operator

~

2

~ - L
H =T+ — , 7.
* 2mr? +V(r) (7.50)

wobei I der Operator des Bahndrehimpylses ist. 7. und V héngen nur von der radialen Koor-

dinate ab, nicht aber von den Winkeln. L hingegen wirkt nur auf die Winkel. Daher gilt fiir den
Kommutator

[H,I?] = 0 (7.51)
und weiter

dd—? = 0. (7.52)
Ebenso folgt aus

[L2,L;]) = 0 (7.53)
firi =1,2,3

[H,L,)=[H L,)=[H L,)=0. (7.54)

Dies impliziert
dL, dL, dL,
dt  dt  dt
Damit ist in einem Zentralkraftfeld der Drehimpuls ein Bewegungsintegral. Hangt die Hamilton-
Funktion nicht explizit von der Zeit ab, so hatten wir
dH
dt
In diesem Fall stimmt der Hamilton—Operator mit dem Operator der Gesamtenergie tberein. (7.56)
driickt den Energiesatz der Quantenmechanik aus.

—0. (7.55)

- 0. (7.56)
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7.4 Die Energie-Zeit-Unscharferelation

Haben wir die beiden Observablen F' und G vorliegen, so hatten wir die allgemeine Unscharfere-
lation

AF -AG >

1, . .
5 (7.91) (7.57)
gefunden. Hierbei kennzeichnete < A > den Erwartungswert des Operators A und

AF = |(F-<F>)| >0, (7.58)

d. h., AF ist die Wurzel aus der mittleren quadratischen Abweichung bei der Messung der Grolie
F.

Wir betrachten nun zundchst die Unscharferelation zwischen der Energie E und einer explizit
zeitunabhangigen Observablen L mit

oL
—) = 0. 1.
(%) o 759
Somit gilt
1, ~ »
AE-AL > 2—i<[’H,L]>‘
14 /dL hld -
= |2 (=) =212 < [ 7.60
2ii<dt>‘ 2‘dt< ~ (7.60)
Wir definieren jetzt eine Zeit
AL
Aty = g (7.61)
‘—<i>
dt

Diese Zeit gibt die Dauer an, innerhalb der der Erwartungswert sich um die Unschérfe A L veréndert.
Aty ist typischerweise die Zeit, innerhalb der das System Werte im Unschérfeintervall zwischen
L und L + AL annehmen kann. Dann folgt aus (7.60) und (7.61)

AE-At; > g . (7.62)

Die Zeit ist hier immer assoziiert mit der Anderung der Observablen L.
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7.5 Die Greensche Funktion in der Quantenmechanik

Die Grundgleichung der Quantenmechanik ist die Schrodinger - Gleichung

ih %1/1(r,t) = Hy(r,t). (7.63)

Betrachten wir die Bewegung eines Teilchens mit der Masse m in einem Potential V (r, ¢), so gilt

H = Hy+ V(r,t) (7.64)
mit
h2
Hy, = - V2. (7.65)
2m

Die Schrodinger - Gleichung ist eine Differentialgleichung erster Ordnung in der Zeit. Kennen wir
also die Wellenfunktion (r, t) zu einer speziellen Zeit ¢ und fiir alle r, so bestimmt dies eindeutig
die Wellenfunktion fiir alle r und alle anderen Zeiten ¢'. Da die Schrodinger - Gleichung auf3er-
dem linear in 4 ist, gilt das Superpositionsprinzip sowie ein linearer Zusammenhang zwischen
den Wellenfunktionen zu verschiedenen Zeiten, beispielsweise zwischen 9 (r, ') und ¢ (r, t). Dies
impliziert weiter, dal 1> eine homogene Integralgleichung der Form

b t) = [ Gt v dr (7.66)
befriedigt. Hierbei erstreckt sich die Integration tber den ganzen Raum.

Die Gleichung (7.66) dient gleichzeitig zur Definition der Funktion G. G nennen wir die zum Ha-
milton - Operator H korrespondierende Greensche Funktion. Mit Hilfe der Greenschen Funktion
G und dem Anfangswert v (r, t) ist es uns moglich, die Wellenfunktion an allen Raumpunkten r’
und zu allen Zeiten ¢’ zu bestimmen.

In den folgenden Betrachtungen beschranken wir uns zunédchst auf die sogenannte retardierte
Greensche Funktion, die der einschréankenden Bedingung

G',t;r,t) =0 fur t <t (7.67)
unterworfen ist.

Um etwas vertrauter zu werden mit der Greenschen Funktion und flr spatere Anwendungen ermit-
teln wir zundchst im eindimensionalen Fall die Eigenfunktionsdarstellung der Greenschen Funkti-
on.
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7.6 Die Eigenfunktionsdarstellung der Greenschen Funktion

Wir wollen nun eine weitere wichtige Relation beztiglich der Greenschen Funktion ableiten, die fur
einige nachfolgende Rechnungen von Bedeutung ist. Wir betrachten zeitunabhéngige Hamilton-
Operatoren, d.h., es gilt die stationdre Gleichung

Hon = En¢y (7.68)
und wir kdnnen die zeitabhdngige Wellenfunktion 1,,(z, t) ansetzen als

Pu(z,t) = e WMEt ¢ (). (7.69)
Die rein ortsabhdngigen Wellenfunktionen ¢,,(z) seien vollstdndig und orthonormal

[ @ due) de = b (7.70

In dem durch die Basisfunktionen ¢, (x) aufgespannten Hilbert-Raum kdnnen wir jede Funktion
f(z) darstellen als Superposition der Basisfunktionen

flz) = ian bn(z) . (7.71)
Die Entwicklungskoeffizienten a,, lassen sich leicht bestimmen. Wir bilden

[Lo@ i@ = Sa [~ a@ o = S ot = an. (07
Somit folgt zusammengefaft

w = [ o; 65(z) f(z) d . (7.73)
Setzen wir diesen Ausdruck in (7.71) ein, so fuhrt dies offensichtlich auf die Idenditét

@) = o) [T e sma = [ r_o n(2) ¢:(y>] fv)dy. (7.74)

Durch diese einfachen Umformungen haben wir eine Darstellung der §-Funktion gewonnen
oz —y) = Y ¢ulz)dr(y), (7.75)
n=1

was natirlich durch die angenommene Vollistandigkeit der Basisfunktionen bereits impliziert wur-
de.

Wir konnen nun die Greensche Funktion durch die Basisfunktionen ¢,, ausdriicken. Zum Zeitpunkt

flz) = ¥(z,t) = icne‘“/"‘)Entl Pn(2) = ian Pn(2) (7.76)

fur eine Losung der Schrodinger-Gleichung. Es folgt

Cn = Gy /Mt (7.77)
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Zum Zeitpunkt to > ¢, gilt analog

IE t2 i —(i/R)Enpts ¢ Za e (i/R)En(t1— t2)¢ (IE) .

n=1

Nun nutzen wir die Relation (7.73) fur a,, aus. Wir erhalten
(o ty) = Z () W [T g ) Fly) dy

= 73 6ule) 1) eI (g ay
~® p=1

Dies vergleichen wir mit der Definitionsgleichung der Greenschen Funktion
Uty = [ Glotiyh) fy) dy

—0o0

und ermitteln schliellich die Eigenfunktionsdarstellung fur den Integralkern

G(IEQ,tQ;IEl,tl) = Z¢n($2) QS:(IEl) 6(_i/h)En(t2_t1) fur t2 > tl.
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7.7 Die zeitliche Anderung von Quantensystemen

Bislang haben wir die wichtigsten Grolien der Quantenmechanik, wie zum Beispiel die Zusténde,
Observablen, Skalarprodukte oder Erwartungswerte, zumeist zu einem festen Zeitpunkt betrachtet.
Wir wollen uns weiter der Frage zuwenden: Wie &ndern sich diese Grofien mit der Zeit ? Wir
betrachten dabei die Zeit als einen Parameter des quantenmechanischen Systems. Wir gehen davon
aus, dal® wir durch einen Mef3prozel3 zum Zeitpunkt ¢ = ¢, das System genau kennen.

Zur Zeitt = ty liegt also der reine Zustand | ¥(t,) ) vor. Die Frage lautet nun: Wie entwickelt sich
das System bis zur Zeit ¢ > o, wenn im Intervall [ty , £] keine Messung vorgenommen wird ? Wir
machen den Ansatz

|W(t)) = Ult,to) | (o)) - (7.82)

Hierbei ist U (t,10) ein zunédchst unbekannter Zeitentwicklungsoperator. Wir wollen einige Ei-
genschaften dieses Zeitentwicklungsoperators ableiten, ohne zunéchst die explizite Struktur zu
kennen.

Fur Wahrscheinlichkeitsaussagen ist es unumganglich, dal3 die Norm des Zustandes konstant ist,

(W) (@) = (¥(to) | ¥(to)) - (7.83)

Somit haben wir

(U(t,t0) Wlto) | Ut t0) Wlte) ) = (U U(to)| U(to)) (7.84)
= ((to)| UF U T (t0) )
= (Y(to)| U(t)) -
Dies bedingt
Ut =1 (7.85)
und daher
ot =0"" | (7.86)
d. h., U(t, o) ist ein unitérer Operator.
Ferner muR offensichtlich gelten:
Ulto, t0) =1 . (7.87)
SchlieBlich gilt fiir das Aufeinanderfolgen
Ult,to) = U, ¢) U, to) (7.88)

mitty < t' < t. Setzen wir in (7.88) aber t = tg, so resultiert aus dem Vergleich mit (7.87)

Ult,to) = U™ (to,t) - (7.89)
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7.8 Der Zeitentwicklungsoperator

Wir gehen aus von der Schrodinger-Gleichung

ih | B(t)) = H|¥() (7.90)
und von der Definitionsgleichung

| W(t)) = Ut o) | ¥(to)) (7.91)
fiir U (£, ). Damit erhalten wir als Bewegungsgleichung fiir den Zeitentwicklungsoperator

i % O(t,t0) = B Ut t5) (7.92)

Mit der Anfangsbedingung ﬁ(to, o) = 11aRtsich diese Operatoren-Gleichung formal integrieren:

~ ~

1ot
Olt,to) = 1+ — | di H(t) Uti,to) . (7.93)

7 to

Da links wie rechts jeweils der Operator U steht, bietet sich eine Iteration an. Im ersten Iterations-
schritt folgt

~

1 rt A
Ultyte) = 1+ 2 [ din H(n) (7.94)

1 t t1 N N N
+ iy /t diy | dty (1) B (8:) D2, 10)

Wir iterieren das U7 auf der rechten Seite weiter und erhalten so schlieRlich

Ult,te) = 1+ 3. UM(t,1) (7.95)
n=1
mit
R i\ gt t1 tn—1
UM (t,t,) = (——) / dt, dty ... / dt,, (7.96)
fi to to to
x H(t)) H(ty) ... H(t,)
und

E> > t> >t >t (7.97)

In (7.96) ist strikt auf die Zeitordnung zu achten, da die Hamilton-Operatoren bei expliziter Zeitabhangig-
keit zu verschiedenen Zeitpunkten nicht notwendigerweise vertauschen.
Fur die weiteren Umformungen fihren wir den Dyson-Zeitordnungsoperator ein,

. A(t)) B(t,) fir t, > t,

T|A(t) B(t = A A 7.98

[At) B(ta) | { B(ty) A(ty) fur t, > t, . (7.98)

Die Verallgemeinerung fiir mehr als zwei Operatoren ist evident.
Wir betrachten nun den Term fir n = 2 in (7.96). Wir konnen die Integration in verschiedener
Weise durchfiihren. Wir untersuchen das Integrationsgebiet in der (¢2, ¢;)-Ebene.
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t=t,
t>t,
t
t<t,
t
Ldfdt,
t
L Ttl " 2 >t
o, o,
[

Abbildung 18: Zur Auswertung des zeitlichen Doppelintegrals.

Nach der obigen Abbildung kdnnen wir schreiben
t t N N t t ~ A~
/ dt, [ dts H(t) H(ts) = / dty [ dt, H(t) H(ts) . (7.99)
to to to to
Die linke Seite lassen wir stehen, auf der rechten Seite vertauschen wir £, und £, (£, < t5). Dies
fuhrt auf

t t1 N N t t ~ ~
to to to t1
Die beiden Gleichungen (7.99) und (7.100) lassen sich nun wie folgt kombinieren
t t1 N N 1 t t
to to 2 to to

x [H(t) H(t2) Ot — t2) + H(t2) H(t:) O(t2 — t1) |
Hierbei ist ©(¢) die Stufenfunktion mit

1 firt >0
o) = 7.102
Q { 0 sonst ( )
Damit kdnnen wir zusammenfassend schreiben
t t . . 1 gt gt A .
/ dt, / dty A(t) H(ty) = - / / dtydts T [H(0) H(t)] . (7.103)
to to 2 Je Jto
Dies 1aBt sich sofort auf Terme mit beliebigem » verallgemeinern,
o™ Ly " d 7.104
"tt) = — [—— / to... dty, .
( 0) TL' ( h) to to ! ( )

x T[H(t) Hts) ... H(ty)]

Setzen wir dieses Resultat in (7.95) ein, so resultiert folgende kompakte Darstellung des Zeitent-
wicklungsoperators im Schrodinger-Bild,

N ~ ] t N
Ut 1) = T exp{—% t dt’H(t’)} . (7.105)
0
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Wir wollen uns nun einige Spezialfélle etwas ndher anschauen. Gilt zundchst

[E®), HE)] =0 Vit (7.106)

so ist der Zeitordnungsoperator 7" in (7.105) irrelevant und reduziert sich auf den Einheitsoperator,
d. h.

~

- X

Ut to) = exp { —% dt' H(t) } . (7.107)
to

In einem abgeschlossenen, konservativen System gilt Energieerhaltung, und wir haben daher

OH
o =0 (7.108)

Wir kénnen aufgrund der Konstanz von H das Zeitintegral in (7.105) sofort ausfiihren und bekom-
men

Ut to) = Ut —to) = exp{—%ﬁ(t—to)} : (7.109)
Hieraus kann man folgern, dal3 die Eigenzustéande des Hamilton-Operators

H|Vp) = E, | ¥g) (7.110)
eine triviale Zeitabhangigkeit aufweisen

| U5(t)) = Ut, to=0) | Tg(0)) = e P8 | T50)) . (7.111)
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7.9 Heisenberg-Bild

Das Schrodinger-Bild, das wir bisher diskutiert haben, ist keineswegs zwingend zur Beschreibung
der Dynamik eines Quantensystems. Wir konnen mit Hilfe der bereits studierten unitdren Trans-
formation das Bild wechseln, ohne dabei physikalische Mel3grofien zu @ndern.

Im Schrodinger-Bild wird die volle Zeitabhangigkeit von den Zustanden getragen. MeRbare GroRen,
so zum Beispiel Erwartungswerte, werden aber aus Operatoren und Zustandsvektoren gebildet.
Wir kdnnen nun unitdre Transformationen vornehmen, so dal} die Zeitabhangigkeit statt von den
Zustanden von den Operatoren getragen wird. Genau dies machen wir im Heisenberg-Bild. Es ist
definiert durch

[Vu(t)) = [¥a) = [¥(t)) - (7.112)

Der zeitunabhéngige Heisenberg-Zustand soll zu einem festen Zeitpunkt £, mit dem Schrodinger-
Zustand tbereinstimmen. Die Bewegungsgleichung fiir den Heisenberg-Zustand | ¥ ) lautet

d
o) =0 . (7.113)

Nun gilt mit dem Zeitentwicklungsoperator im Schrodinger-Bild

) = Wt = 1) = U '(t,t) [(2)
0 (8, ta) |¥(0)

~

= Ulto,t) [T(2)) . (7.114)
Die Rucktransformation lautet
|0(1)) = Ult,t0) [Ta) (7.115)
Die entsprechende unitire Transformation fiir die Operatoren A lautet dann
Apg(t) = Ut(to,t) AU(t, 1) . (7.116)

Die Physik &ndert sich durch diese Transformation nicht. Wir hatten bereits nachgewiesen, daf3
Erwartungswerte und Skalarprodukte bei unitdren Transformationen unverédndert bleiben.

Wir wollen nun zeigen, da3 Vertauschungsrelationen in der Quantenmechanik bei unitdren Trans-
formationen forminvariant bleiben. Wir gehen aus von

[A,B]=C . (7.117)
Dann haben wir

|A,B] = AB-BA
+

= UAgUtUBgUt — UBgUT U Ag U™
= U Ay, By) U (7.118)
und somit
|An, Br| =0"CU =Cr . (7.119)
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Nun untersuchen wir die Bewegungsgleichungen der Operatoren bei unitdren Transformationen.
Wir verwenden dabei

ih%ﬁ(t, t) = H)O(t,t)) - (7.120)
Dann gilt
d . oUt .. L 9A . .. .0U
— A = —A p—— A
o u(t) 5 U+U tU+U 5
1 jooont an 2  OA 1
= —— AU+ U ——U+U"A— (HU
i +UT G U Ut A (D)
1ooots a1p oy OA .
—_ __7q7t + 77"
= =U A, H]T + T 5 U (7.121)
Wir haben dabei von der Hermitezitat von H Gebrauch gemacht. Wir definieren jetzt
0Ar oA
o = UT(t,ty) g U(t,ty) - (7.122)
Mit (7.119) folgt damit
Lod o, . L 04y
ih - An(t) = |An, Hy) + it o (7.123)
Ein wichtiger Spezialfall ist wieder das konservative abgeschlossene System mit
OH
— = 7.124
5 =V (7.124)
und
Ut to) = exp {—%f[(t - to)} . (7.125)
Hier gilt offensichtlich
[#,0] =0 (7.126)
und daher
. 7 A + 7 A
Ha(t) = [exp {—ﬁH(t—to)} H exp {—ﬁH(t—to)}
= H = Hg |, (7.127)

wobei H fiir den Hamilton-Operator im Schrodinger-Bild steht. Fiir die anderen Operatoren gilt
dann

Ap(t) = ¢Tet/h fo-ilit-to/n (7.128)

Es gibt spezielle Operatoren, die auch im Heisenberg-Bild zeitunabhéngig sind. Es sind die Kon-

stanten der Bewegung oder ErhaltungsgroRen. Hierbei gilt

dAn

— =0 7.129
T (7.129)
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sowie
A, An] =0 . (7.130)

So ist beispielsweise der Hamilton-Operator fiir abgeschlossene Systeme eine Konstante der Be-
wegung.

Das Heisenberg-Bild erscheint auf den ersten Blick zundchst abstrakter und unanschaulicher als
das Schrodinger-Bild. Es ist jedoch vollkommen &quivalent und wird insbesondere in der Quan-
tenfeldtheorie haufiger verwendet.
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7.10 Das Wechselwirkungsbild

Wir gehen nun weg von den Extremfallen im Schrodinger—Bild und Heisenberg—Bild und vertei-
len die Zeitabhéangigkeit auf Zustande und Operatoren. Wir diskutieren das von Dirac, Schwinger
und Tomonaga eingefiihrte Wechselwirkungsbild. Dazu zerlegen wir den Hamilton—Operator % in
zwei Anteile

H="Ho+Hi(t) . (7.131)

7, sei hier der zeitunabhangige Hamilton—Operator eines einfacher zu behandelnden Systems. Der
Storterm 7-21(15) tragt hingegen eventuell eine explizite Zeitabhéngigkeit. Haufig versteht man unter
H, das freie, nicht wechselwirkende System, wahrend 7, (¢) die Wechselwirkung beschreibt. Da
gilt

OH,o
91t _ 7.132
Y ( )

haben wir
Hor = Hos - (7.133)

Im Wechselwirkungsbild machen wir den Ansatz

Tw(te)) = |¥u)=|¥(t)) , (7.134)
Uw(t)) = Uwl(t,t) |[Tw(t)) , (7.135)
Ow(t)) = Uslte,t)|T(t)) . (7.136)

Uw (t,t') ist der Zeitentwicklungsoperator im Wechselwirkungsbild. Uy ist der Zeitentwicklungs-
operator des ungestorten freien Systems,

Up(t, 1) = Up(t — t') = exp (—% Ho(t — t’)) : (7.137)

Vergleichen wir (7.136) mit (7.114), so erkennen wir, dal} fir H, = 0 das Wechselwirkungsbild
mit dem Heisenberg—Bild identisch ist,

Uy = |[Ty) firH, =0 . (7.138)

Die GroRen ohne Index sind jeweils im Schrodinger-Bild gemeint. Wir wollen jetzt die Konse-
quenzen aus dem Ansatz (7.134), (7.135) und (7.136) studieren. So bekommen wir

Uw(t) = A( t)[2(2))
= Ul(t,t0) U(t,¢) [T(t))
U (t,t0) U, ) Uy (to, ) [T (2)) . (7.139)



Dies liefert uns eine Verkniipfungsrelation zwischen dem Zeitentwicklungsoperator im Wechsel-
wirkungsbild und im Schrodinger—Bild. Wir vergleichen (7.139) mit (7.135) und bekommen

U (t,t) = U§(t,0) U(t, ) Up(t', 1) - (7.140)

Bei fehlender Wechselwirkung, #,(t) = 0, folgt Uy = 1, das heiBt der Zustand ist im Wech-
selwirkungsbild wie im Heisenberg-Bild zeitunabhéngig. Die Zeitabhangigkeit der Zustande wird
also offensichtlich durch die zeitabhéngige Wechselwirkung 7, (¢) determiniert.

Bezuglich der Transformation einer beliebigen Observablen fordern wir Gleichheit in beiden Bil-
dern

(Tw ()| Aw (D) [Tw (2)) = (PO A|T(2)) - (7.141)

Mit Hilfe von (7.136) transformieren wir die rechte Seite von (7.141) in das Wechselwirkungsbild.
Es ist

(@A) = (U5 (to,t) Tw(t)| A|Us " (20, 8) T (2))

A~

= (Uw ()| Us(to, t) AUG " (to, 1) [Tw (1)) - (7.142)
Hierbei hatten wir die Unitaritat, das heif3t
Uy (to,t) =TS (to, 1), (7.143)

ausgenutzt. Dies impliziert also

Aw(t) = Uplto,t) A Uy (to, 1)

= exp (% ﬂo(t - to)) A exp (—% 7:10(15 - to)) . (7.144)

Die Dynamik der Observablen und der Operatoren ist also durch Hj fixiert. Wir differenzieren
(7.144) nach der Zeit und erhalten direkt

L d o N N 0 .

ih 7 Aw(t) = [Aw (2), Ho| + ih o7 Aw (7.145)
mit der Definition

L0 . i dA i

Die Bewegungsgleichung (7.145) stimmt fast mit der des Heisenberg—Bildes tberein, nur steht im
Kommutator nicht der volle Hamilton—Operator 7L, sondern der freie Anteil 7. Wir untersuchen
noch die Zeitabhangigkeit der Zustande im Wechselwirkungsbild. Dazu differenzieren wir (7.136)
nach der Zeit,

d

% 1gy0) = (1 0o<to,t>) () + Dol t) S 190 (7.147)

dt
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Jetzt ist

d d i o~
%Uo(to,t) = ﬁexp (_ﬁHO(tO_t))
- %’Ho Uo(to, ) = %’fto T3, 1)
= SOt R (7.148)
sowie
Dy = L RI@) = LA w) (7.149)
dt " ik A ’ '
also
Unlto, ) 7 (1) = —1 Talte, ) 7L 1E(1)
= 2Ol t) R (7.150)

Zusammengefaldt resultiert damit

%\I;W(t)) - %(Ag(t,to)’ﬁto—ﬁg(t,to)’rfl) (¥ (¢))
- % T4 (L, to) (= Ha (1)) [T (2))
= L0 t0) (- P0(0) 05 (0,6 [ (9)
= %Agu,to) (=H1(2) To(t, to) [Ww (8)) . (7.151)

Damit haben wir schliellich die Bewegungsgleichung der Zustande im Wechselwirkungsbild

ih & 1 (1)) = Fa () [ (1) (7.152)

Dies entspricht der tblichen Schrodinger—Gleichung mit dem Unterschied, dal3 auf der rechten
Seite der volle Hamilton—Operator # = H, + H1 durch #H; ersetzt wurde. Der Zeitentwicklungs-
operator im Wechselwirkungsbild bestimmt sich aus der Schrodinger—Gleichung

d - . .
i — Ow (1) = Faw (t) O (t,10) - (7.153)

Also eine formale Ldsung finden wir wie zuvor

. . ot
O (t, 1) = T exp (_% [t le(t’)) . (7.154)
to
Abschliellend fassen wir die essentiellen Gleichungen in den verschiedenen Bildern zusammen.
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1. Schrodinger-Bild

5 d ;
ih— [B(t) = H[V()

2. Heisenberg-Bild

= Hw(t) [Tw(t)

.. B
- [AW,’HO]—HFLEAW
= Us(to, ) [T(2))

= Ut to) AUp(t, t0)
i -
= exp (—ﬁﬁo(t—to))
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8 Spin

8.1 Das magnetische Moment
Liegt ein homogenes, statisches Magnetfeld B, vor, so 1aRt sich dieses durch das Vektorpotential

() =~ (7 x Bh) (5.)

darstellen. Die Rotation dieses Ausdrucks fuihrt sofort wieder auf B}). Wir setzen dies in die
Hamilton—Funktion

1 . 2

ein. Durch Einsetzen des Vektorpotentials erhalten wir den magnetischen Beitrag

2
e =y — e ond ) 2

Hm = —% BO . (’]" X m + 8mc2 (7' X BO) . (83)

Der erste Term folgt explizit aus
¢ (l~(Fx§)+1(FxB‘) 5) = — 5 (Bo- (7 x 7)) (8.4)

2me \2 P 0/ 9 0" P)= ome N0 P ) '
Jetzt ist

Pxp=1L (8.5)
und

(Fx By =—(Fx (Fx By))- By . (8.6)
Damit konnen wir schreiben

H,=-——S"1.8,- ¢ (7x (7x By)) - By (8.7)

2me 8mc?

Nun ist die Energie eines permanenten magnetischen Dipols 77 in einem aulleren Magnetfeld By
gerade (—mi - By). Daher identifizieren wir das magnetische Bahnmoment mit

= —— I . (8.8)
2mece

Magnetisches Moment und Bahndrehimpuls sind parallel. Weil die Energie eines induzierten Mo-
ments (—% Mind - Bo) betragt, bezeichnen wir die GroRe

— 62

mMind(Bo) = I

(7 x (7 x By)) (8.9)
als induziertes magnetisches Moment. Fir die klassische Hamilton—Funktion erhalten wir somit
- — 1 - —
Hm = —my - BO - imind . BO . (810)
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In der Quantentheorie gilt nach dem Korrespondenzprinzip

fp = —— L . (8.11)
2mc
Die nicht gleichzeitige MeRbarkeit der einzelnen Komponenten des Drehimpulses tbertragt sich
daher auf das magnetische Moment. Man kann gleichzeitig nur eine Komponente und den Betrag
messen. Eine Komponente des permanenten magnetischen Moments 777, hat daher die (21 + 1)
Eigenwerte

eh o mit my=1 .l . (8.12)
2mece
Die GroRe
eh
wB =5 (8.13)
mcC

mit der Masse des Elektrons m nennt man das Bohrsche Magneton.

Auch der Spin des geladenen Elementarteilchens ist mit einem magnetischen Moment 77, ver-
knupft. Jedoch ist die Proportionalitatskonstante zwischen 773, und dem Spin § anders als beim
Drehimpuls in der Schrodinger—Theorie. Es gilt

iy = g —— 5 . (8.14)
2me

Die Zahl g, nennt man gyromagnetischen Faktor. Nach der relativistischen Dirac-Gleichung folgt

gs=2 . (8.15)

Die Quantenelektrodynamik liefert hierzu weitere Korrekturen. Mit

e? 1
=S~ 8.16
T he T 137 (8.16)
folgt
gs=2(1+ﬁ+...) . (8.17)
2m

Die Korrektur («/27 + . ..) nennt man das anomale magnetische Moment. Diese Korrektur ist fur
das Elektron mit ca. 12 Stellen Genauigkeit gemessen worden. Fir die Bausteine des Atomkerns,
die Protonen und Neutronen, die ebenfalls den Spin s = 1/2 besitzen, gilt hingegen

¢ =559 und g¢"=-383 . (8.18)

Hier spielt fir die Festlegung des g-Faktors die innere Struktur von Protonen und Neutronen, die
aus Quarks und Gluonen aufgebaut sind, eine wesentliche Rolle.

186



Wir wollen nun tiberlegen, welchen Effekt das Spinmoment eines Elektrons bewirkt. Dazu bringen
wir zum Beispiel das Wasserstoffatom mit einem s-Elektron, das heit / = 0 und s = 1/2, in ein
Magnetfeld B. Der Hamilton—Operator dieses Elektrons hat dann die Gestalt

H="Ho— (m,-B) . (8.19)

Dabei ist #, der Hamilton—Operator ohne Magnetfeld und (—f?z,s . E) der Hamilton—-Operator des
Spinmoments im Feld. Das Bahndrehmoment liefert wegen [ = 0 keinen Beitrag. Die Eigenwerte
des Spins §sind +1/2. Somit folgt fiir den Hamilton-Operator (8.19) als Energie

E:Eoigs%BB . (8.20)
Der Eigenwert Ej, der wegen des Spins ohne Magnetfeld zweifach entartet ist, spaltet im Magnet-
feld in zwei Terme mit dem Abstand g, B auf. Diese Aufspaltung der atomaren Energiezustéande

nennt man Zeeman—Effekt.

A

Qs B
E,

4

Abbildung 19: Aufspaltung atomarer Energieeigenzustande im duBeren Magnetfeld.
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8.2 Spin
8.2.1 Kurze Wiederholung: Bahndrehimpuls

e Definition :

X [ (8.21)

YR

L:=

e \fertauschungsrelationen :

[iw,iy] =ihL, UuSW. (8.22)
Kurz :
[f/i,i—/j] = theuk i—/k, (823)
k
[ii,ﬁ] — 0. (8.24)

e Gleichzeitig meRbar sind L2 und eine Komponente ( meist L, ).
e Eigenwerte:

— Aufgrund der Vertauschungsrelationen sind zul&ssig

* fUrf2:l(l+1)h2, mitl =0,3,1,3,2,...
« fiir L, bei vorgegebenem [ : m#, mitm = —I, —1+1,...,1, also 2 + 1 mogliche

Werte.
= Eigenzusténde |Im).

— Tatsdchlich angenommen werden vom Bahndrehimpuls aber nur ganzzahlige! = 0, 1,2, ...

Grund :
In der Ortsdarstellung sind die Eigenzustdnde |im) beschrieben durch Kugelflachen-
funktionen Y;,,, (9, ) mit

L. Yim(9, ) = mh i (9, ) . (8.25)
Drehung um die z—Achse um einen Winkel « liefert eine Phase

Yim(®, 0 +a) = e i ¥, (9, ¢)
= "™ Vi (9, ¢) (8.26)

Wenn wir Eindeutigkeit der Wellenfunktion fordern,
Yim (9, ¢ + 27) = Vi (9, ) , (8.27)

dann folgt, daB m ( und somit /') ganzzahlig sein mul?.
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e Mit dem Bahndrehimpuls L verknupft ist ein magnetisches Moment

S~

i 9

8.28
2mec ( )

mit dem Bohr Magneton ¢/2m. Hierbei sind ¢ und m die Ladung und Masse des Elektrons.
Klassische Herleitung :

— 1 -
Moo= —/dVij,
2c
2 p q — I\ =
j = pi==—p==6F-7)p,
m m
— 1 -
-~ M = —/deFxﬁz 4 7 (8.29)
2me 2me

e Die Energie eines magnetischen Dipols mit magnetischem Moment M in einem duReren
Magnetfeld B ist

Hpjpo = —B-M . (8.30)

8.2.2 Experimentelle Hinweise auf Spin

1. Stern—Gerlach—-Experiment

A Z \
| Schirm
N ___________ - -
S
T

Abbildung 20: Schematische Darstellung des Stern-Gerlach Experiments. Links zeigt die gestri-
chelte Linie den Strahl von Wasserstoff-Atomen im 1s-Grundzustand (im Originalexperiment:
Silber-Atome), sie sollten keinen Bahndrehimpuls haben. Das starke inhomogene Magnetfeld B
(ibt auf einen magnetischen Dipol die Kraft aus F = —V Hpipoo = V(B - M) ~ 8B,/8z M,.

Beobachte

e Aufspaltung in zwei Strahlen (symmetrisch, gleiche Intensitat) = 2 unterschiedliche
Werte flr M,.
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e Das magnetische Moment kann nicht vom Bahndrehimpuls herriihren, dal = 0. Selbst,
wenn [ # 0, wiirde man immer eine Aufspaltung in (2! + 1) = ungerade Zahl von
Strahlen erwarten.

2. Multiplettstruktur

e Nach der einfachen Theorie des Wasserstoffatoms ohne Spin sollte der 2p—Zustand
({=1) 20+ 1= 3-fach entartet sein.
Tatsdchlich beobachtet man jedoch ein Dublett :

2p

2p1

anstatt sieht man

1s 1s

Abbildung 21: Niveauaufspaltung in ein Dublett.

= Die einfache Theorie des H-Atoms kann nicht exakt sein.

e Plausible Erklarung der Dublett—Aufspaltung mit Spin :
Der Bahndrehimpuls (I = 1) induziert Strom = internes Magnetfeld. An dieses Ma-
gnetfeld koppelt der Spin % der Elektronen = Aufspaltung in 2 Niveaus, wie bei Stern—
Gerlach.

3. Zeeman-Effekt

e \Wegen
Hpipol = —B-M = —pupB- L (8.31)

erwartet man bei einem uBerem Magnetfeld B (0.B.d.A. in z—Richtung) eine Aufspal-
tung von Niveaus:

— Einfacher Zeeman-Effekt
Magnetfeld stark = resultierende Aufspaltung viel groer als Multiplett—Aufspal-
tung = Multiplett—Aufspaltung vernachlassigbar.

— Anomaler Zeeman-Effekt
Magnetfeld schwach = resultierende Aufspaltung kleiner als Multiplett—Aufspal-
tung.

e Beobachte :
Aufspaltung jeweils in eine gerade Anzahl von Niveaus. Wie bei Stern—Gerlach kdnnte
der Bahndrehimpuls nur eine Aufspaltung in eine ungerade Anzahl von Niveaus liefern.

190



2p

AE,

e
7
7
e
<+—>

1s
AE,=2-AE,
erwartete
in Theorie
ohne Spin beobachtete
V C—— —r
—
ohne B mit starkem B

Abbildung 22: Multiplettaufspaltung in einem starken Magnetfeld.
—

2p
Dublett

1s

| - w J | - -
N N

ohne B mit schwachem B

Abbildung 23: Niveauaufspaltung beim anomalen Zeemann-Effekt.

4. Einstein—deHaas Experiment

Das aullere Magnetfeld richtet elementare magnetische Momente und daher Drehimpulse
aus.
Messe :

e Drehimpulsiibertrag AL bei Einschalten des Feldes (~ Auslenkung des Lichtstrahls).
e Magnetisierung AM des Stabs.

Finde :

AM =2 upAL. (8.32)
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Abbildung 24: Schematische Darstellung des Einstein — deHaas Experiments.

8.2.3 Mathematische Grundlagen des Spin
e Uhlenbeck-Goudsmit Hypothese (1925) :

— Das Elektron hat einen intrinsischen Drehimpuls ( Spin) §mit 52 = s(s+1)A* = i—’h2,
alsoist s = £ (Spin1/2) .

— Verkniipft mit dem Spin § ist ein magnetisches Moment
M, = 2uz5. (8.33)
(Beachte den Faktor 2 1)
e Zum Spin gibt es kein klassisches Analogon!

e Mathematische Formulierung der Hypothese :

— Es gibt einen Spin—Operator §. Er erfullt die Vertauschungsrelationen eines Drehim-
pulses:

[§Z’, §]] = ’Lhz €ijk §k , (834)
k
~2
[s 3 ] = 0. (8.35)
Esist§ = s(s+ 1)h% = 352 also ist s = 1. Die Komponente 3, hat die Eigenwerte

+11/2.
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— Der Spin—Operator § wirkt in einem (2s + 1) = 2—dimensionalen Zustandsraum (Hil-
bertraum) HSpin' aufgespannt von den Eigenzustéanden

s, =+01/2) = [+),
8. = —h/2) = |-) (8.36)
von 3,.

— Der Zustandsraum # des Elektrons ist das Produkt aus dem (bisher betrachteten) radum-
lichen Zustandsraum HRgm und dem Spin—Zustandsraum Hgpin :

Die vollstandige Wellenfunktion des Elektrons hat somit 2 Komponenten:

Die Wellenfunktion ist ein 2—-Komponenten Spinor.

e Pauli-Matrizen:
Wir betrachten die Darstellung des Spin-Operators 5'in der Basis {|+), |—)}.
Jede Komponente §; wird von einer 2 x 2—Matrix dargestellt.

- Mit
Bul) = 1)) (3.39)

folgt sofort die Darstellung

A+l 0
sz_§< ) _1>. (8.40)

— Fir die Leiteroperatoren
b1 = 5, £ 15, (8.41)
gilt
=0, a4 =hl-),
$¢|=)=hl+) , 5-[-)=0. (8.42)

und somit die Darstellung

{0 2 {0 0
S*‘E(o 0) ’3‘_§<2 0) ' (8.43)

Daraus folgen

h
50 = §ﬁ+&J=§<2é> , (8.44)
1 h(o0 —i
Sy = §(S+_S_):§<(; é) : (8.45)
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— Zusammenfassend :

h

8i = 50i >

2
wobei

o= (

01 0_0—z’ 0_10
1o/ i o) 7P VLo -1

die sogenannten Pauli—-Matrizen sind.

— Eigenschaften

2
g;

[0i7 Oj]
040y
0,05
Spur(a;)
det(O'Z')

=1,

= 2iZeZ~jk oy ,

= iozkund zyklischin z,y, z ,
= 5Z~j1+i26i]~k O%

= 0, ‘

= —1.
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8.3 Die Pauli-Gleichung

Wir untersuchen nun die Bewegung des Elektrons im elektromagnetischen Feld unter Beriick-
sichtigung des Spins. Nach der grundlegenden Hypothese besitzt das Elektron das magnetische

Moment

5 € o
m=———=3§
mc

mit dem Spin—Operator

N h:

S= —0.

2

In der Standarddarstellung lauten die Spin—-Matrizen

o — 01 o — 0 —i o — 1 0

N1 o0) " i 0] TP \0 =1/

Die Vertauschungsregeln lauten

0,05 = 5ij + ieijkak = —040; .

Hier ist €;;; der total antisymmetrische Tensor. Es ist das Levi—Civita—Symbol.

- . . ~2
Wir fanden die folgenden Eigenwerte von 3 und 3,.

~2 3

U = KU

S 4 ,

¥ = hm,V.
mit

ms = 2

und dem Spinor

v, v,
U = = .
()=
In einem Magnetfeld erhalt das Elektron die zuséatzliche potentielle Energie
AE = -mB .

Daher schreiben wir nun fiir den erweiterten Hamilton—Operator
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(8.59)

(8.60)
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Wir haben hier die Ladung des Elektrons gleich —e gesetzt. Die Schrodinger—Gleichung fiir die
Wellenfunktion W(¥,, ¥,) erhdlt jetzt die Form

ov 1 /- 2\ 2 oo
i (p'+ fA) V- epV + - GBV . (8.63)
ot 2m c 2me
Dies ist die Pauli-Gleichung.
Mit
~ 1 -, € - 2
Hy= — ( + —A) —ed (8.64)
2m c

kdnnen wir auch schreiben

ovr . h _ =
he = HyU + — GBV . (8.65)
ot 2me
Wir wollen die Stromdichte bestimmen. Ausgehend von ¥ bestimmen wir die adjungierte Funktion

als den zweikomponentigen Zeilenvektor
Ut = (0},93) (8.66)
Damit lautet die adjungierte Form der Pauli-Gleichung

out . b a
= It + - (3Bv)" . (8.67)

—iB
! ot 2mc

Wir multiplizieren nun (8.65) von links mit ¥+ und (8.67) von rechts mit ¥. Danach subtrahieren
wir beide Gleichungen voneinander. So bekommen wir

ih%(\lﬁ\ll) = UH(HT) — (HT)T
4 (vt BY — (5. BY)TU| . (8.68)
2mc
Nun gilt
Ft=@)"=¢7 (8.69)
und damit
(- BU)* =wt3. B . (8.70)

Daher ist der Ausdruck in der eckigen Klammer in (8.68) gleich Null. Die verbleibenden Rechnun-
gen sind analog zu den friiheren Rechnungen mit dem Unterschied, dal wir es nun mit den beiden
Komponenten ¥; und ¥, zu tun haben. Es resultiert

. a * * h2 = % = = * * - — "
iha (V10 +W30s) = —2 -V [UVE, = 0,V + U3V, - 1, V]
teh oo, .
+ -V [A(w70, + 030,)] (8.71)



Wir formen diese Gleichung um in die Kontinuitétsgleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte w
(w = p) und die Stromdichte 7. Damit haben wir

w = (\I/T\Ill + \II;\IIQ) y

j =5 (V8 — 0, VT + TV, — 0,V 03]
€ A (T *
- [A(W0, + U30,)] (8.72)

Dies kdnnen wir kompakter schreiben als

w = T,
- h = = —
7 = ;—m (Ve - utve] - %Aqﬁqf . (8.73)

Diese Relationen zeigen, daR sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons und die Strom-
dichte additiv aus zwei Teilen zusammnesetzen, von denen sich jeder auf Elektronen mit einer
bestimmten Spinrichtung bezieht. Die Normierungsbedingung hat die Form

/ (T, + T, dr = 1 (8.74)
oder

/qﬁqf dr=1. (8.75)
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8.4 Der anomale Zeeman-Effekt

Wir untersuchen nun die Aufspaltung von atomaren Spektrallinien in einem Magnetfeld. Insbe-
sondere betrachten wir ein Atom mit einem Valenzelektron in einem duRBeren Magnetfeld. Stellen
wir dabei den Elektronenspin in Rechnung, so bezeichnen wir die Aufspaltung der Spektrallinien
als den anomalen Zeeman—Effekt. Das Elektron spiirt nun das attraktive elektrische Potential des
Atomkerns sowie das Magnetfeld. Das elektrische Potential des Atomkerns bezeichnen wir mit
V (r). Das Magnetfeld legen wir in die z—Richtung,

B=Be¢,. (8.76)

Das Vektorpotential habe dann die Form

B
A, = -2
2y7
B
Ay = +5IE,
A4, = 0. (8.77)

Mit B = rot foolgt dann wieder (8.76). Wir setzen diesen Ausdruck fiir Ain die Pauli-Gleichung
ein. Es folgt

oV R _, ihe ov v
mﬁ N _2_V\II+V( )\II_2ch< ay y3x>
2
9 eh
+&n2B(x+y)w+§Ej@B)w. (8.78)

Als wesentliche Naherung betrachten wir nun kleine magnetische Feldstarken und vernachléssigen
daher den Term proportional zu B2.

Ferner ist
0 0 N 0
] — —y— | =L, =—th—. 7
ih (IE By y3x> zhaw (8.79)
Mit
. h2
Hy=—-——V? .
0 2mV + V(r) (8.80)
kdnnen wir somit schreiben
LoV eB
mﬁt_mw+5—(L+mg . (8.81)

Wir wollen nun die stationdren Zustdnde ermitteln. Die Zeitabhangigkeit der Wellenfunktion ist
erneut durch den Faktor exp {—iEt/h} bestimmt. Damit lautet die stationdre Gleichung

eB
_mw+5—(L+ﬁ@)W=Ew. (8.82)
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In der Diagonaldarstellung von o, folgt

1 0 \Ill \Ill
wr=(1 ) ()= ( 1), 6

Somit separiert die stationdre Gleichung (8.82) in

Ay, + — (L. +h) ¥, = BV, (8.84)
2me
N eB ~
HyWy+ —— (L. —h) Uy = BV, . (8.85)
2me

Bei fehlendem Magnetfeld (B = 0) sind zwei Lésungen mdglich,

1 \Ilnlm h
o) = ( 0 ) E=EY fir 5=ty
2 0 h
AR ( %m> , E=EY fir s, =— 5 (8.86)

Hierbei ist wie tblich

und es gilt

Dies sind auch gleichzeitig die Losungen der Gleichungen (8.84) und (8.85). Es resultieren aber
andere Eigenwerte

hB h
g .o gl _ g € i — a4
nlm nlm nl + 2mnc (m + ) fur Sz +2 ’
hB h
9@ . p=E® g0 L 1) fir s, = —2 . 8.89
nlm nlm nl + 9me ( ) 8 9 ( )

Da wir den Term proportional zu B2 im Hamilton-Operator vernachlassigt haben, wird die Wellen-
funktion nicht gedndert und das Atom nicht deformiert. Die Energie hdngt aber von der Stellung
des Spins in bezug auf das Magnetfeld ab. Die Aufspaltung der Energie der s—Elektronen mit
[ = 0und m = 0 kommt nur infolge des Elektronenspins zustande. Durch diese Aufspaltung
der Elektronniveaus im Magnetfeld, also durch den Zeeman-Effekt erhdht sich auch die Zahl der
beobachtbaren Spektrallinien betréachtlich.
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8.5 Der Stark-Effekt

Wir studieren nun die Aufspaltung atomarer Spektrallinien in einem elektrischen Feld. Dieser em-
pirische Befund wird Stark—Effekt genannt. Das Experiment zeigt, dal} die Wirkung eines schwa-
chen elektrischen Feldes auf das Wasserstoffatom und andere Atome sehr verschieden ist. Im Was-
serstoffatom ist die Aufspaltung AE proportional zur elektrischen Feldstérke E, bei allen anderen
Atomen aber proportional zu E 2. In starken Feldern der GroRenordnung 10° V/cm tritt eine zusétz-
liche Aufspaltung ein, die htheren Potenzen von E proportional ist. AuRerdem wurde beobachtet,
dal? sich bei Verstarkung des Feldes die Spektrallinien verbreitern und schlieRlich ganz verschwin-
den. Wir wollen nun elektrische Feldstarken betrachten, die schwécher als 10° V/cm sind.

Wir betrachten das inneratomare elektrische Feld beim Bohrschen Radius «,

v
© ~513.10° — . (8.90)

Byl = —
| Eol a? cm

Dieses Feld ist deutlich grofer als das von auRen angelegte elektrische Feld. Das duf3ere elektrische
Feld kdnnen wir somit als kleine Storung betrachten. Wir betrachten ein homogenes elektrisches
Feld der Starke |E|, das in z-Richtung zeigt:

E=|E|é . (8.91)
Die potentielle Energie des Elektrons in diesem Feld bezeichnen wir mit U (7). Es ist

U() =e|E|z=-D,|E| , (8.92)
mit dem elektrischen Moment

D,=—-ez . (8.93)

Die Schrodinger-Gleichung fiir stationdre Zustande nimmt folgende Form an
h

= 2 - _
—5 -V U+ (V(r)+e|Elz) ¥=ET | (8.94)
Hierbei ist V'(r) das Coulomb-Potential. Die Schrodinger—Gleichung (8.94) wollen wir mit Me-
thoden der Storungstheorie naherungsweise l8sen. Spin-Effekte lassen wir zunéachst unberiicksich-

tigt.
Wir wollen das Gesamtpotential in z-Richtung studieren.
Die Abbildung zeigt das Gesamtpotential
W=V()+Uk)=V()+elElz . (8.95)

Eingetragen sind auch die beiden einzelnen Potentiale. Ferner ist qualitativ die energetische Lage
eines gebundenen Zustands mit der Energie E angegeben. Ein Elektron in diesem Zustand kann
durch die linke Potentialbarriere durchtunneln und somit zu einem Kontinuumszustand werden.
Streng betrachtet gibt es in einem homogenen elektrischen Feld keine gebundenen Zustande. Mit
den Methoden der Storungstheorie kann die Anderung der Energie eines atomaren gebundenen
Zustands ermittelt werden.
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Gesamtpotential

Abbildung 25: Summenpotential aus dem 1/r-Coulomb—Potential und aus dem Potential des ho-
mogenen elektrischen Feldes. Das Gesamtpotential ist asymmetrisch. Eingezeichnet ist die ener-
getische Lage eines gebundenen Zustands. Es besteht eine endliche Tunnelwahrscheinlichkeit fir
das Durchtunneln durch die linke Barriere.

9 Tunnelprozesse

9.1 Der Tunneleffekt

Im folgenden betrachten wir ein quantenmechanisches Teilchen im Feld einer Potentialbarriere
mit der Hohe V;,, und der Breite d. Zur Erlauterung der prinzipiellen physikalischen Sachverhalte
ist es ausreichend, dal® wir die eindimensionale Schrodinger-Gleichung unter Einbeziehung einer
Rechteckbarriere studieren.

V(¥)

A

E>V,

E<V,

0 d
Abbildung 26: Rechteckpotentialbarriere der Hohe V,,, und Breite d.

Die eindimensionale Schrodinger-Gleichung, die wir 16sen wollen hat in der Ortsdarstellung die
Form
h® d*V

o da? +V(2)¥(z) = E¥(z) . (9.1)
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Hierbei gilt fir unsere spezielle Potentialstruktur

Vi) = V,, fur 0<z<d , 9.2)
V) = 0 fir z<0 undfir z>d . 9.3)

Bezuglich der Energie des einfallenden guantenmechanischen Teilchens missen wir die Félle
E >V, und E < V,, deutlich unterscheiden. Ein von der Region z < 0 einfallendes Teilchen mit
E > V,, kann auch im Rahmen der klassischen Physik die Potentialbarriere tGiberwinden und wird
daher auch fur z > d stets eine endliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit aufweisen. Gilt jedoch
E <V, so kann ein klassisches Teilchen die Potentialbarriere nicht iberwinden. Ein klassisches
Teilchen wird am Potentialwall reflektiert. Wir werden jedoch zeigen, daR im Gegensatz hierzu
ein quantenmechanisches Teilchen als Folge der Unscharferelation sehr wohl mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit auch fir £ < V,, die Potentialbarriere iberwinden kann. Der quantenmecha-
nische Strom fiir z > d ist von Null verschieden. Das Phanomen wird Tunneleffekt genannt.
Zundchst betrachten wir die Gesamtenergie des Teilchens

2

P

Hieraus folgt fiir den Impuls

p(z) = £\/2m(E - V(z)) . (9.5)

Je nach Bewegungsrichtung des Teilchens ist das Plus- oder Minuszeichen zu nehmen. Fir ein
klassisches Teilchen ist die Potenialschwelle absolut undurchlassig fir £ < V,,, und durchladssig
fur £ > V,,. Fur ein quantenmechanisches Teilchen werden wir hingegen feststellen, dal} selbst
fur £ > V,, das Teilchen partiell an der Barriere reflektiert wird sowie fir £ < V,, die Barriere
partiell passieren kann.

In Anlehnung an dquivalente Studien in der Optik flhren wir jetzt die folgenden Bezeichnungen
ein

Bo= T (9.6)
W) = SZE-VE) ©7)

wobei n(z) auf einen Brechungsindex hinweisen soll. Aus (9.1) bekommen wir mit ¥'(z) =
d/dz V()

U (z) + kan?(z) ¥(z) =0 . (9.8)

Wir studieren jetzt die drei Raumbereiche

) =<0, V(z)=0 , (9.9
) 0<z<d, V)=V, , (9.10)
ny z>d, V(z)=0 . (9.11)
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Entsprechend gilt fur die Schrodinger-Gleichung in den drei Bereichen

) V' +kU=0 , (9.12)

Iy " +k2n2(z)T=0 |, (9.13)

"y v +k2v=0 |, (9.14)
0

wobei n,, zum Potential V' = V,,, gehort. Wir konnen die Losungen fir diese drei Raumbereiche
sofort hinschreiben

l) U(z)=Ae*® 4 Bethor (9.15)
)  U(z) = qekorm® 4 geikonme (9.16)
)  U(z) = ae®® +peor (9.17)

Hierbei sind A, B, «, 8, a und b zundchst beliebige Konstanten. Damit die drei Teilldsungen eine
einzige Wellenfunktion () als Losung ergeben, missen die Randbedingungen befriedigt werden,
die wir nun aufstellen wollen. An den Sprungstellen des Potentials bei z = 0 und = = d fordern
wir die Stetigkeit der Wellenfunktion sowie ihrer ersten Ableitung, d.h.

lim¥(z=¢ = lim¥(z=—¢€) , (9.18)
e—0 e—0
lg%\ll(xzd—i-e) = ll_r)%\ll(xzd—e) : (9.19)
. d¥(z=¢ . dV(z=—¢)
L e 20
lim dU(z=d+e) — lim d¥(z =d — €) 0.21)
e—0 dzx e—0 dz

Diese Randbedingungen erkennen wir folgendermalien. Zundchst gehen wir aus von der Konti-
nuitatsgleichung

dw

5 +divy =0 (9.22)

mit

th

w=U7T j=2—
m

(UVT* — V) . (9.23)

Wir integrieren Uber den ganzen Raum und wenden den Gaufischen Satz an. Dann haben wir

a 3., + .7 43 _ .
/ngdr—— lev‘jdr——/FdeF . (9.24)
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Hierbei bezeichnet F' die Oberflache des Volumens V, Uber das integriert wird. 5 ist die Norma-
lenkomponente des Stromvektors 7, d.h. die senkrecht auf der Flache stehende Komponente von
7. Nun ist nach der Schrodinger-Gleichung

a(\II*\II) 3., 1 % 1] 3 1 FrsaTex 73
/ ~ dr_%/\IlH\Ildr—E/\IlH\Ildr. (9.25)

Aufgrund der Selbstadjungiertheit des Operators H folgt aber

/ U AU Pr = / VT Pr (9.26)
und damit, weil

d * 3., . _

a/\If\I/dr_—/JNdF_o . (9.27)

Im eindimensionalen Fall haben wir d®*r = dz und divj' = dj,/dz. Wir filhren die Integration in
(9.24) aus und lassen dabei den Bereich (z = 0) aus, an dem das Potential einen Sprung aufweist.
Es folgt

Ju(x = 4+00) — ju(z =€) + ju(x = —€) — ju(z = —00) =0 . (9.28)
Aus Normierungsgriinden muB die Stromdichte j,(z — +o00) verschwinden. Damit folgt
Je(x =€) =j(x =—€) fir e=0 . (9.29)

Als Bedingung bekommen wir so die erwéhnte Stetigkeit der Wellenfunktion und ihre Ableitung
an der Potentialsprungstelle. Dies fiihrt uns beziuglich der Wellenfunktionskoeffizienten auf die
folgenden Bedingungsgleichungen

A+B = a+8 , (9.30)

iko(A— B) = ikonm(a—p0) (9.31)

qekonmd 4 g o=ikonmd ¢ gikod b o—ikod (9.32)
ikony, (ae™ommd — g emthonmd) ik (g eRod _ peikod) (9.33)

Wir haben somit vier algebraische Gleichungen zur Festlegung der sechs willkirlichen Konstan-
ten vorliegen. Die Willkur erklart sich partiell dadurch, dal? wir sowohl Wellen vorliegen haben
kdnnen, die von rechts oder von links auf die Barriere auftreffen. Nehmenwirz.B. A, B # 0,b = 0,
dann kann A e**o® als die einfallende, B e~%°® als die reflektierte Welle und a e**°® als die hindurch-
gehende Welle aufgefalit werden. Hatten wir b % 0 angenommen, so hétte das bedeutet, daf auch
auf der anderen Seite der Schwelle eine Welle einfallt. Das entspricht in der klassischen Mechanik
der Tatsache, dal} sich die Teilchen von links oder von rechts auf die Schwelle zu bewegen kdnnen.
Wir untersuchen jetzt den Fall eines von links kommenden Teilchens. Dann setzen wir b = 0. Als
sechste und letzte Bedingung kénnen wir ohne Beschréankung der Allgemeinheit als Normierungs-
bedingung die Amplitude der einfallenden Welle willkirlich gleich Eins setzen, d.h. A = 1. Dann
haben wir die folgenden Bedingungsgleichungen vorliegen
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1+B = a+8 , (9.34)

1-B = nm(a - /6) ) (9.35)
o eikormd +8 e thonmd  _ . cikod : (9.36)
Tm (2 gikonmd _ B e—ikonmd) = qetkod (9.37)

Wir 16sen diese vier algebraischen Gleichungen auf und finden

-9 tkonmd 1
@ = — et (14 nm) , (9.38)
e—zkonmd (1 + nm)2 _ ezkonmd (1 _ nm)2

—2etkonmd (1 —p, )

8 = e=ikonmd (1 + 1,,)2 — eikonmd (1 — )% (9.39)

(e~ tkonmd _ gikonmd) (] _ p2 )

B = . . m 9.40
e—zkonmd (1 + nm)2 _ ezkonmd (1 _ nm)2 ’ ( )

' 4an
kod __ m
ae™ = e=ikonmd (1 + 1,,)2 — ethonmd (1 — )2 (9.41)

Dies kann sofort verifiziert werden, indem man diese Ldsungen in die obigen Bedingungsgleichun-
gen einsetzt.
Fur die GroRe n?(z) hatten wir

E —
n?(z) = TV(‘%) =1- % (9.42)
und damit
n(z) = nyp =14/1— % (9.43)

Fur E > V,, ist die GroRe n,, reell. In diesem Fall ist die Intensitét | B|? der reflektierten Welle

|B|2 _ (e—ikonmd _ eikonmd)(l _ n?ﬂ) .
e—ikonmd (1 + nm)2 _ eikonmd (1 _ nm)2

(eikonmd _ e—ikonmd) (1 _ n?ﬂ)

gihonmd (1 + )2 — e—ikonmd (I — )2
(—e2ikonmd _ g2ikonmd 4 9)(1 _ 12 )2
(L + 1) + (L — 1) — (e—20Fonmd 4 eZikonmd) (1 — 1, )2(1 + 1y )2
2(1 — cos(2kony,d)) (1 — n2,)?

(14 1) + (1 — n)* — 2(1 — n2,)2 cos(2konmd)
4(1 — n2 )% sin®(kgny,d)

= . 9.44
(14 n,)% + (1 — n)* — 2(1 — n2,)2 cos(2kgn,d) (9.44)

Hierbei haben wir von der trigonometrischen Relation
cos 2z = cos® ¢ — sin’ z (9.45)
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Gebrauch gemacht. Fir die durchgehende Welle finden wir vollkommen analog

16n2,
I — e —3 . (9.46)
(14 np)* + (1 = ngy)? — 2(1 — n2,)2 cos(2konmd)

jaf* =

Wir betrachten jetzt die Stromdichte

- h — —
7= (VT - TVT) (9.47)
2m
Mit diesem Ausdruck erhalten wir nun fir die Stromdichte j, der einfallenden Welle

- —%|A|2=%=@

Jo = = Y . (948)
m m m

Fur die Stromdichte j, der reflektierten Welle folgt

jr = ——|B]* . (9.49)

o= —la* . (9.50)

Der Index ¢ steht hierbei abkiirzend fir Transmission. Das Verhéltnis zwischen der Stromdichte
der reflektierten zu dem der einfallenden Teilchen heif3t Reflektionskoeffizient,

| _ B 2
R= = =|B]* . 21
jo  |AP? B (9:51)

Das Verhélnis zwischen dem Strom der durchgehenden zu dem der einfallenden Teilchen heif3t der

Transmissionskoeffizient oder Durchléssigkeitskoeffizient

Jt |a|2 2
_Jt _ 1% _ .
T _jo_ | |2—|a| (9.52)

Aus dem Erhaltungssatz fir die Teilchenzahl oder der Kontinuitatsgleichung folgt

R+T=1 (9.53)

oder

B> +]a? =1 . (9.54)
Wir verifizieren dies explizit
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2(1 — n2,)% — 2(1 — n2,)? cos(2konmd) + 1602,

L1, :
(14 ny,)* 4+ (1 — ny)?* — 2(1 — n2,))2 cos(2kon,, d) (9:55)
Also muR gelten
2(1 —n2)?+16n2, = (1 + ny)* + (1 — 1) (9.56)

und somit

2(1 — 202 +nt)+16n2, = 2ni +12n2 +2
(1420, +1n2)* + (1 — 20, + n2,)?
= (L+4n2, +nk +4ng, +2n2, +4nd) +
(1+4n2 +nl —dn, + 202 —4n3)
= 2} +1202 +2 . (9.57)

Fiur E > V,, mul nach der klassischen Mechanik R = 0 und 7" = 1 sein. Die Schwelle ist
ohne Einschrankungen durchlassig. In der Quantenmechanik haben wir aber |B|? # 0, daher ist
in der Quantenmechanik £ > 0 und 7" < 1. Die Teilchen werden zum Teil ebenso reflektiert wie
Lichtwellen an der Grenze zweier Medien.

Ist die Teilchenenergie E kleiner als die Hohe der Schwelle V,,,, so findet nach der klassischen
Mechanik eine Totalreflexion statt: 7" = 0, R = 1. Die Teilchen dringen dabei iberhaupt nicht in
die Schwelle ein. Fir E < V,, schreiben wir fiir n,, noch

Vin . [V iy
nm—wl—F—zHF—l—ﬂnM : (9.58)
Dies setzen wir in (9.41) ein. Es folgt

ikod _ 4z|nm|
ekolnmld(1 4 §|n,,|)2 — e—Folnmld(1 — |n,, )2

ae (9.59)

Wir ermitteln jetzt hieraus den Transmissionskoeffizienten

T = |a|2: 16|7Lm|2 :
ekolnmld(1 4 §|m,, )2 — e—kolnmld(1 — §|n,, |)2
1
ekolnmld(1 — §[n,,[)2 — e Folrmld(1 + in,, )2

16 |7y |2
SPFTL T [ PP e+ g PP = (L5 T = (L= T

Jetzt ist
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(1£ing)* = (1420, — |[nml?)?
1 — 4)np, | + |nm|* £ 4i|ng| — 2|0, £ 4i)n,, 2
= |nm|* £ 4ilng > — 6ng? £ 4ilng| +1 . (9.60)

Somit haben wir

16 |7, |?

T =
(L + [ron 2)2(eZrolnnld  e=2holnld) — 2(r 1+ 6Jrm|? — 1)

(9.61)

Jetzt nehmen wir an, daR gilt

2holnmld 5,1 (9.62)

Dann bekommen wir

16 [nm|* o T |d

Wir bezeichnen den Vorfaktor vor der Exponentialfunktion mit 7,

16|n,,|?

(1 + [1m[?)? 6:89

0:

und schreiben weiter

1 1
ko || = ﬁ\/2mE,/‘fE—m —1=\2m(Viu— B) . (9.65)

Somit gilt

T =Ty e iV2m(Vn-E)d (9.66)

Im Gegensatz zu den Schlu3folgerungen der klassischen Mechanik durchdringen also die Teilchen
auch fir E < V,, die Schwelle. Das Phdnomen des Durchgangs durch eine Potentialschwelle
bezeichnet man als Tunneleffekt. Offensichtlich tritt der Tunneleffekt nur dann merklich auf, wenn
gilt

%/m(vm —E)d~1 . (9.67)

Damit tritt der Tunneleffekt zumeist nur in atomaren Erscheinungen auf.
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v

X, AX X, X

Abbildung 27: Allgemeine Potentialschwelle und Approximation durch endlich viele Rechteck-
schwellen.

Wir wollen nun die vereinfachende Annahme einer Rechteckpotentialbarriere fallen lassen und
eine allgemeine Potentialschwelle studieren. Diese Potentialschwelle approximieren wir duch ei-
ne Ansammlung von Rechteckschwellen. Fiir den Transmissionskoeffizienten fiir den Durchgang
durch eine dieser Schwellen gilt

T =T} e~ #V2mVi@)-as (9.68)

Fir den Transmissionskoeffizienten fiir den Durchgang durch all diese einzelnen Schwellen neh-
men wir nun an, dal} er gerade durch das Produkt der einzelnen Transmissionskoeffizienten gege-
ben ist. Wir nutzen die Riemannsche Definition des Integrals aus und bekommen schlieRlich

2 T
T =T exp {_ﬁ ’ \/2m(V(:E) - E) d:v} : (9.69)
Z1
Der Tunneleffekt ist eine typisch quantenmechanische Erscheinung. Fur 2 — 0 verschwindet der

Tunneleffekt. Der Tunneleffekt erscheint zundchst paradox. Fir die Gesamtenergie schreiben wir

E=Y iv() | (9.70)

© 2m
also muB fur V(z) > E gelten
2

L (9.71)

2m

und somit mufBte p imagindr sein. Diese Aufspaltung in potentielle und kinetische Energie macht
aber im Tunnelbereich nicht ungedingt Sinn, da sie anderen Grundprinzipien der Quantenmechanik
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widerspricht. Die gleichzeitige Bestimmung der potentiellen Energie und der Kinetischen Energie
erfordert die eindeutige gleichzeitige Festlegung von Ort und Impuls, was nach der Heisenberg-
schen Unscharferelation nicht moglich ist. Mit der Festlegung des Raumbereiches Az = d haben
wir nach der Unscharferelation

— K2 K2

Mit d aus (9.67) finden wir

Ap?
=Sy —E . (9.73)
2m
Durch die Festlegung des Ortes wird unvermeidlich eine Impulsschwankung bewirkt. Dabei ist die
Anderung der kinetischen Energie des Teilchens groRer als die Energie, die dem Teilchen bis zur

Hohe V,,, der Potentialschwelle fehit.
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9.2 Die Theorie des a-Zerfalls

Bekanntlich zerfallen viele radioaktive Elemente unter Emission von «-Teilchen. Das «-Teilchen
ist der Atomkern des Elements Helium mit der Ordnungszahl 2 und besteht aus zwei Protonen
und zwei Neutronen. Nach Verlassen des Atomkerns wird das «-Teilchen im Coulomb-Feld des
Restkerns oder Tochterkerns beschleunigt. Der Tochterkern habe die Ladung Z, also ist
Z=7-2 (9.74)

wenn Z' die Protonenzahl des urspriinglichen radioaktiven Kerns ist. Die potentielle Energie, die
das «-Teilchen spiirt, hat qualitativ den in der Abbildung (28) gezeigten Verlauf.

V(r)

A

Abbildung 28: Die potentielle Energie des a-Teilchens als Funktion des Abstands vom Kern.

Im Coulomb—Feld des Kerns lautet die potentielle Energie

_ 2Ze?
oy

V(T) firr > Roye (9.75)

wobei R, den Kernradius angibt. Fir R, gilt ndherungsweise
R =10 A3 ) (9.76)

wobei A die Massenzahl des Atomkerns angibt und 7y = 1.2fm = 1.2 - 10~ m ist. Fir sehr
schwere Kerne mit A ~ 200 folgt ndherungsweise R ~ 7 fm. Aufgrund der gleichnamigen La-
dung von a-Teilchen und Tochterkern ist die potentielle Energie auRerhalb des Atomkerns positiv.
Am Kernrand spirt das «-Teilchen auch die attraktiven Kernkrafte, die zu einer Potentialmulde
fihren. Das a-Teilchen ist urspriinglich im Mutterkern in dieser Potentialmulde gebunden. Hat das
a-Teilchen im Mutterkern eine Energie £ > 0, so kann es prinzipiell den Potentialberg durchtun-
neln, und der Kern zerfallt radioaktiv. Umgekehrt kann natirlich auch ein a-Teilchen von grol3en
Abstédnden herankommend selbst fur Energien E < V,,, den Potentialberg durchtunneln und mit
dem Atomkern fusionieren. Dies ist der dominante Prozel3 fuir die Elementsynthese im Universum.
Es wird hierbei der Potentialberg, Coulomb-Wall genannt, durchtunnelt. Wir betrachten nun die
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elementarste Theorie des radioaktiven Zerfalls. Ist die Zahl der nichtzerfallenden Atome zum Zeit-
punkt ¢ gleich IV, so wird im Laufe der Zeit d¢ die Anderung der Zahl der Atome oder das Negative
der Zahl der zerfallenden Atome den Wert

AN = —\ N dt (9.77)

annehmen. Die Proportionalitdtskonstante A ist die Zerfallskonstante. Die Aufintegration ergibt
sofort

N(t) = N(0)e ™t . (9.78)
Die Zerfallskonstante A hat die Dimension einer inversen Zeit,
dimi=s"" . (9.79)

Um A zu berechnen werden wir die Quantentheorie des Tunneleffekts anwenden. Als ersten etwas
naiven Ansatz stellt man sich vor, daB das a-Teilchen im Kern mit der Geschwindigkeit v zwischen
den Potentialwénden hin und her springt. Bei jedem Stol} an die Potentialwand durchdringt es
diese mit der Tunnelwahrscheinlichkeit gegeben durch den Transmissionskoeffizienten 7. T" héngt
dabei von der Energie des «-Teilchen ab, T = T'(E). Die Zeit zwischen zwei Wandstoen des
a-Teilchens ist gegeben durch

2R _ 2F
to= —= mitv=4/— . (9.80)
v m

Das a-Teilchen bendtigt im Mittel 1/7° St6Re, um den Potentialberg zu durchtunneln. Fir die
Lebensdauer 7 beim a-Zerfall setzen wir daher

1)
T T (9.81)

an, und die Zerfallskonstante ist gerade

A= 1 ) (9.82)
T
Damit folgt
v 2 T2
= T —— 2 —F ) .
A R 0 exp ( : /1"1 \/ m (V(r) )dr) (9.83)

m ist die Masse des a-Teilchens. Es verbleibt noch die Festlegung der Integralgrenzen r; und rs.
r1 setzen wir gleich dem Kernradius R, das heil3t

71 = Rnye - (9.84)

7o folgt aus der Bedingung

27Z¢?

T2

_ 5 (9.85)
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und somit

27Z¢?
E

(9.86)

To =

Jetzt konnen wir das Tunnelintegral auswerten. Wir betrachten das Integral

[ 2
I = / ¢2m (2Z€ >dr
Rnuc
27 e?
= VomE [ 225 _tar (9.87)
Rnuc Er

Dieses Integral 1aRt sich elementar 16sen. Wir substituieren

Er

.2
57 = SIu (9.88)
Somit erhalten wir
27 ¢*
dr =225 sinu cosudu . (9.89)

Aus 7 wird die Integralgrenze u, = 7 /2 und somit sin® u, = 1. Aus der Integralgrenze r; = Ry
wird nach (9.88)

ER
uy = aresin{/ - Z:;C (9.90)
Fur das Integral 7 haben wir damit
4
I = / \/ — 1 sinu cosu du
s1n Uu
sin?u 4 cos2u — sin’u |
= +/ / sinu cos u du
s1n Uu
72
= +2mE / zosu sin u cos u du
m u
4 /2
= COS uau . .
V / d (9.91)
Wir fuhren das Integral aus, und es folgt
4Ze? (1 1 n/2
I = V2mFE Ee (§u+zsin2u)
u1
27e? 1
= V2mE Ee (g — Uy — 3 sin2u1)
27e?
= 2mE Ee (g — u; — sinuy oS ul) . (9.92)
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Erneut haben wir ausgenutzt, daf gilt
sin2x =2 sinz cosx . (9.93)

Es resultiert weiter

27e?
I = 2mE
g
% T arcsin \/ERnuc _ \/ERnuc \/1 _ ERq
2 27 ¢2 27 ¢2 27 ¢2
27e?
= 2mE
g
m . E R ERq E R
X (5 — arcsin \/ 5762 \/ 572 (1 ~ 570 ) . (9.94)
Jetzt ist oftmals r, /re < 1 und damit
ERHUC
1 . .
5762 < (9.95)
Somit kénnen wir approximieren
. ERFIUC ERFIUC
arcsm\/ 5702 \/2Z€2 . (9.96)
Somit resultiert ndherungsweise
2Ze? [« ER,
I =+2mFE - —2 . .
mETE (2 9Z¢? (9.97)
Damit haben wir
v 2 2Ze? [ ER,
A= T ——V2mE ——2
9 Rpe 0 P ( nY TR (2 972
v 7 27¢? 8 s o
= 2R TO exp _ﬁ V 2m ﬁ + ﬁ V Ze mRnuc . (998)
nuc
Jetzt ist
@:,/%v . (9.99)
Somit folgt
Ar Ze? 8 T
A== 2 4 2/ ZetmRye +1n (;R 0 ) . (9.100)
nuc

Dies ist die Geiger—Nutall-Formel fiir die Zerfallskonstante beim «-Zerfall. Charakteristisch ist
hierbei die Abhdngigkeit von der Geschwindigkeit v des a-Teilchens und von der Ordnungszahl
Z des Tochterkerns.
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