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Vorbemerkungen

Im Rahmen dieser Vorlesung sollen fortgeschrittenere Bereiche der Quantenmechanik vermit-
telt werden und eine Einfihrung in moderne Aspekte der Quantentheorie erfolgen. Diese Vor-
lesung ist primé&r vorgesehen fiir Studenten des 6. Semesters, also fiir den Zeitrahmen nach dem
Vordiplom im Rahmen des Hauptstudiums. Da aber die Kenntnisse der Statistischen Physik und
Thermodynamik nicht zu den essentiellen Voraussetzungen fiir das \erstandnis der Vorlesungs-
inhalte zéhlen, kann die Vorlesung Quantentheorie Il auch direkt nach der Quantenmechanik
gehort werden. Grundsatzlich ist es sinnvoll, daB bereits profunde Kenntnisse der theoretischen
Mechanik, insbesondere der speziellen Relativitdtstheorie, der Theoretischen Elektrodynamik
und der Quantenmechanik vorliegen. Neue mathematische Methoden, die iber den Lehrstoff
der Mathematik-Vorlesungen im Grundstudium hinausgehen, werden explizit im Rahmen die-
ser Vorlesung behandelt.

Das Verstdndnis der Inhalte der Vorlesung Quantentheorie 11 bildet die Basis fiir das erfolg-
reiche Absolvieren fortgeschrittener Lehrveranstaltungen der Theoretischen Physik. Moderne
Aspekte der Atomphysik, der Quantenfeldtheorie, die theoretische Festkdrperphysik und die
Elementarteilchenphysik erfordern unabdingbar die solide Beherrschung der Quantentheorie
.

Inhaltlich wollen wir folgende Teilbereiche behandeln:

1. Dirac-Gleichung

N

. Zweite Quantisierung

w

. Zeitabhdngige Storungstheorie

o

. Streutheorie

ol

. Pfadintegraldarstellung

(o2}

. Supersymmetrie

Beziiglich der ergdnzenden Literatur sei auf das folgende umfangreiche Literaturverzeichnis
verwiesen:

1. E. Fick, Einfuhrung in die Grundlagen der Quantentheorie,
(Akademische Verlagsgesellschaft, Frankfurt am Main, 1974)

2. H. Kalka, G. Soff, Supersymmetrie,
(Teubner, Stuttgart, 1997)
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R. P. Feynman, A. R. Hibbs, Quantum mechanics and path integrals,

(Mc Graw-Hill, New York, 1965)

. W. Greiner, Theoretische Physik, Band 6, Relativistische Quantenmechanik,

(Harri Deutsch, Thun, 1981)

. W. Greiner, J. Reinhardt, Theoretische Physik, Band 7A, Feldquantisierung,

(Harri Deutsch, Thun, 1993)

. S. Gasiorowicz, Quantenphysik,

(Oldenbourg, Miinchen, 1998)

L. D. Landau, E. M. Lifschitz, Lehrbuch der Theoretischen Physik IVa, Relativistische

Quantentheorie,
(Akademie-Verlag, Berlin, 1975)

E. Merzbacher, Quantum mechanics,
(Wiley, New York, 1961)

. A. Messiak, Quantum mechanics,

(North-Holland, Amsterdam, 1961)

L. I. Schiff, Quantum mechanics,
(Mc Graw-Hill, Tokyo, 1955)

I. I. Sakurai, Advanced quantum mechanics,
(Addison-Wesley, Reading, 1967)

C. Cohen-Tannoudij, Quantenmechanik,
(Walter de Gruyter, Berlin, 1997)

E. M. Rose, Relativistische Elektronentheorie,
(Bibliographisches Institut, Mannheim, 1971)

W. Nolting, Quantenmechanik, Teil 2,
(Zimmermann-Neufang, Ulmen, 1993)

R. Jelitto, Theoretische Physik 5: Quantenmechanik 11,
(Aula-Verlag, Wiesbaden, 1984)

M. Schubert, G. Weber, Quantentheorie,
(Spektrum, Heidelberg, 1993)



17. L. E. Ballentine, Quantum mechanics,
(Prentice Hall, Englwood Cliffs, 1990)

18. G. Baym, Lectures on quantum mechanics,
(Addison-Wesley, Reading, 1969)

19. L. S. Schulman, Techniques and applications of path integration,
(Wiley, New York, 1981)

Es wird auch fir diese Vorlesung angestrebt, ein Vorlesungsscript zu erstellen, das im World
Wide Web fiir jeden Interessenten zur Verfiigung gestellt werden soll. Wie bei allen Scripten
dieses Vorlesungszyklus muR} erneut betont werden, dal3 auch dieses Script kein Originalwerk
reprasentiert. Vielmehr basiert es auf den im Literaturverzeichnis angegebenen Monographien.
Gleichwonhl reflektiert es die in den jeweiligen Vorlesungen présentierten Inhalte. Bei der Er-
stellung der Ubungsaufgaben und bei der Betreuung der Ubungsgruppen haben mitgewirkt: Dr.
Ralf Schitzhold, Dr. Ralf Kuhn, Dr. Sven Zschocke und Dr. Michael Meyer-Hermann. Mein
ausdriicklicher und besonderer Dank gilt Frau Dipl.-Ing. Gundula Schédlich fur das Erstellen
der umfangreichen LATEX-Texte sowie fiir das Zeichnen der Figuren mit Hilfe des Software-
Pakets ,,Corel Draw“. Ebenfalls bedanken mdchte ich mich bei Dr. Jorg Bergmann fur seine
Zuarbeit bei der Erstellung des LATEX-Textes.

Die Inhalte der Vorlesung Quantentheorie 11 reprasentieren einen essentiellen Anteil des Priifungs-
stoffes in der Diplompriifung in Theoretischer Physik.

Diese Vorlesung findet jeweils dienstags und donnerstags in der 2. Doppelstunde, also um 9.20
Uhr, im Horsaal C213 statt. Grundvoraussetzung fur die Erlangung des zugehorigen Scheins
ist das erfolgreiche Absolvieren der wichentlichen Ubungen mit jeweils einer Doppelstunde.
Ferner gibt es am Ende des Semesters einen Leistungsnachweis durch eine Klausur. Bei Nicht-
bestehen der Klausur kann die Scheinvergabe auch aufgrund einer erfolgreichen mundlichen
Prifung erfolgen.
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1 Dirac-Gleichung

1.1 Einfuhrung in die Klein-Gordon-Gleichung

Der nichtrelativistische Energiesatz

_pP
E = o7 +V(r) (1.1)
ubertragen auf die Operatorform
A9
E=2 4v) (1.2)
2m
mit den Operatoren
- 0
E =1ih— 1.
1h Y (1.3)
und
p = —ihV (1.4)

fuhrt auf die Schrodinger-Gleichung

., 0Y(r,t) R _,

= |—— v .
ih 5 [ 2mV +V(r)| (r,t) , (1.5)
indem man die Operatoren (1.2) auf die Wellenfunktion ¥(r, t) anwendet. Zu betonen bleibt,
dal® m die Ruhemasse des betrachteten Teilchens bezeichnet. Die Schriodinger-Gleichung (1.3)

ist in der Ortsdarstellung angegeben.

Um zu einer relativistische Wellengleichung zu gelangen, ist es naheliegend, vom relativisti-
schen Energie-Impuls-Erhaltungssatz auszugehen. Es gilt

o _ E2 _ 2.2
PPu= g —PP=mc (1.6)
mit dem kontravarianten Vierervektor
= {g,pw,py,pz} (1.7)
und den kovarianten Vierervektor
Pup = gub’ = {% —Pz, —Py; —pz} : (1.8)



Hierbei haben wir fur den Fundamentaltensor g, die folgende Signatur gewahlt

1 0 0 O
G = 8 _01 —01 (19)
0 0 0 -1
Ebenso ist
zt ={ct,z,y, 2} = {ct,r} (1.10)
und
Ty = guat = {ct,—z,—y,—2z} = {ct,—r} . (1.11)

Ferner haben wir von der Einsteinschen Summenkonvention gebrauch gemacht: Uber doppelt
vorkommende Indizes, wobei einer kontravariant und der andere kovariant ist, wird automatisch
summiert.

Wir Ubertragen den relativistischen Energiesatz der klassischen Mechanik mit Hilfe des Korre-
spondenzprinzips auf die Operatorebene. Mit dem kontravarianten Operator

0 0
o _ B
p zh—axu ih {—a(ct)’ V} (1.12)
und dem kovarianten Operator
. , O . 0
folgt fiir das Viererskalarprodukt
0 0 1 062
AMA:—2——:—2D:—2 _—— =
Dy h D, Ba¥ h h {02 52 A}. (1.14)

Wir lassen (1.14) auf die Wellenfunktion ¥ (#, t) wirken und erhalten als relativistische Wellen-
gleichung die Klein-Gordon Gleichung

PP, U(r 1) = m2 U(r,1) (1.15)

Die Klein-Gordon-Gleichung wurde im Jahre 1926 von Klein, Gordon, Schrodinger und an-
deren als relativistische Verallgemeinerung der Schrodinger-Gleichung vorgeschlagen, die im
selben Jahr erstmals als quantenmechanische Grundgleichung vorgestellt wurde.

Explizit ausgeschrieben lautet (1.15)

9 o 9 2 2 2 22
(D+mc>q](r,t):(la__a__a__a_JrM)q;(r,t):o . (116)

h2



Ein augenfélliger Unterschied der Klein-Gordon-Gleichung zur Schrédinger-Gleichung ist die
Tatsache, daf sie auch beziiglich der Zeitkoordinate eine Differentialgleichung zweiter Ordnung
ist. Entsprechend des Kovarianzprinzips werden Zeit- und Raumkoordinaten gleichberechtigt
behandelt. Auffillig ist ferner auch das Auftreten des Quadrats der Ruheenergie m2c. Man
sieht der Klein-Gordon Gleichung direkt an, dai? sie Lorentz-kovariant ist, da p*p,, eine Lorentz-
Invariante ist.

Freie LOsungen haben abgesehen von einem trivialen Normierungsfaktor die Form

4

U(r,t) = e W% = g h(BE-PT), (1.17)
Die Anwendung des Klein-Gordon Operators (1.14) auf die ebenen Wellen als Loésung fiihrt
wieder auf den relativistischen Energiesatz
E2
0_2 — p . p = m202 (118)

und somit auf

E = +cym?c? + p2. (1.19)

Es treten daher formal Losungen sowohl zu positiven wie auch zu negativen Energien auf.

E

Losungsspektrum der freien Klein-Gordon Gleichung.

Wir wollen nun ein dufReres elektromagnetische Feld ankoppeln. Damit tritt das Teilchen in
Wechselwirkung mit der Umgebung. Im Rahmen der nichtrelativistischen Quantenmechanik
geschah diese Ankopplung durch die minimale Substitution

“ .0
E— Zh& —eAy (1.20)
und
ﬁ%—MV—EA . (1.22)

8



Diese Art der Ankopplung représentiert ein eichinvariantes Konzept. Eine Eichtransformation
der elektromagnetischen Potentiale &ndert zwar die formale Struktur der Wellengleichung, fiihrt
aber in der LOsung nur zu einer unbeobachteten Phasentransformation der Wellenfunktion und
kann durch diese kompensiert werden. In Observablen machen sich diese Eichtransformationen
nicht bemerkbar. In vierdimensionaler Notation machen wir nun die minimale Substitution

P — S An (1.22)
C
mit dem kontravarianten elektromagnetischen Vierervektor
Ar = {Ay, A} . (1.23)

Damit resultiert fur die Klein-Gordon Gleichung unter Einbeziehung des elektromagnetischen
Feldes

(pﬂ - EA“) (pu - EAM) U(r,t) = m?@ U(r, 1) (1.24)
C C
oder
oo (-2 —Ca) (in2 —Ca )| wir t) = m2c u(r,t) . (1.25)
orr ¢ ozt ¢ ’ ’

Aus der Klein-Gordon-Gleichung konstruieren wir nun eine Kontinuitatsgleichung und unter-
suchen die Ladungsdichte und den Stromdichtevektor. Dazu multiplizieren wir (1.25) mit ¥*
und subtrahieren dann den komplex konjugierten Ausdruck. Dies ergibt zunéchst

0 € 0 e m2c>
pw f = v _
[g <3x” cih A”) (axu cih Au)] U(r,t) = —5 U(r,?) (1.26)

und ebenso

0 € 0 e m2c?
Ll —— N _— * _ "
lg (3:EV +— A,,) (axu +— AM>] V() =T v (1.27)

Somit bekommen wir

0 0 0 0
* uv - _ w *
() = W, 1) g W, 1)

0 e 9 e
\II* 1224 _ A \II t _ \I/ t w Y €
g ozv ( cih ”) (r,%) (r:t)g 9z cih ™
0 € 0 e 0
\I/* pe ~ 7 A —\I/ _ \I/ uy A,, \I/* _ 12
T g ( cih “) gor L1~ D) g A T (1) 0 (1.28)

Im etwas kompakterer Form erhalten wir

0
_ | Y
0 g [ax“

<\Il*(r,t) ai” U(r,t) — ¥(r,t) ai” \Il*(r,t)>

_g 0 (\Il(r, 0) % A, U*(r, t))] (1.29)

ok



. . ihe o .
Multipliziert mit = fiihrt dies auf

9 ihe 9 9
— 1 e * _ *
0 = 0 g e () o ) = W) 1 W)
o O (L g ey y) (1.30)
ozk \ mec ’ ’

Damit definieren wir

j, = ke (w*(r,t) O ir,t) — (e, 1) 2 \II*(r,t)>

2m oz 15 Jind

2

e
—— AU P . )
© A,V ) (131)

Wir bezeichnen die GroRe

Jv={cp, 3} - (1.32)

als den Viererstrom der Klein-Gordon-Theorie. Dies fuhrt auf die Kontinuitdtsgleichung

0
w_Z i =) 1.33
9" 5o (1.33)
oder
0
k= . 1.34
S’ (1.34)
Mit der abkiirzenden Bezeichnung
0
kodnnen wir dies auch schreiben als
gt = . (1.36)
Fir die Ladungsdichte bekommen wir
ihe s, s, e?
= —— [0 -V U | — — A, 00" . .
p 2mc? ( ot ot > me2 (1:37)

Fir Zentralfelder e Ay (r) und fiir stationdre Zustande der Form
U(r,t) = ®(r)e r¢ (1.38)

mit der EnergiegrofRe e reduziert sich (1.37) auf

€ —eAy(r)

pir)y=e - O(r)d*(r) . (1.39)



Aus (1.39) wird ersichtlich, dal die Ladungsdichte kein einheitliches Vorzeichen aufweist. Fer-
ner betonen wir erneut, daf die Klein-Gordon Gleichung ist eine Differentialgleichung zweiter
Ordnung ist. Zur Losung dieser Differentialgleichung muf auch beziiglich der Zeitvariablen
zweimal integriert werden, und es treten zwei Intergrationskonstanten auf. Diese werden fixiert
durch die zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ frei wahlbaren Anfangsbedingungen fiir ¥ (r, t) wie
auch unabhéngig davon fiir 0¥ (r, ¢t)/0t. Damit ist auch der Ausdruck (1.37) furr die Ladungs-
dichte p keineswegs positiv definiert. Der Ausdruck fir p hat dadurch auch keine Wahrschein-
lichkeitsinterpretation.

Dieses Manko hat urspriinglich dazu gefiihrt, daB die Klein-Gordon-Gleichung als relativisti-
sche Verallgemeinerung der Schrodinger-Gleichung verworfen wurde. Es zeigte sich jedoch
empirisch, dal? die Klein-Gordon-Gleichung die relevante Wellengleichung zur relativistischen
Beschreibung von Spin-0-Teilchen ist, zum Beispiel von Pionen. Es muR jedoch gleichfalls be-
tont werden, dal’ es in der Natur keine fundamentalen Elementarteilchen gibt, die durch die
Klein-Gordon-Gleichung beschrieben werden.

1.2 Einfuhrung in die Dirac-Theorie

Dirac stellte im Jahre 1928 eine relativistisch kovariante Wellengleichung in Schrodinger-Form
auf

., oV

mﬁ =HV . (1.40)
H bezeichnet hierbei den relativistischen Hamilton-Operator. Grundprinzip bei der Aufstellung
der Wellengleichung (1.40) war, daf diese eine Differentialgleichung linear in der Zeitableitung
sein soll. Die zweite Ableitung in der Zeit in der Klein-Gordon-Theorie fiihrte zu Schwierigkei-
ten beziglich der Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Dichte p. Dem Kovarianzprinzip fol-
gend sollen Raum- und Zeitkoordinaten gleichberechtigt sein. Daher sollte auch im Hamilton-
Operator H die Ableitung in den Raumkoordinaten linear auftreten. Wir machen daher den

linearen Ansatz

ma_\I/: —ihe | oy 0 + a9 0
ox!

Ot Oz?

Die bisher unbekannten Koeffizienten «; und 8 miissen noch fixiert werden. Die Grofen konnen
keine einfachen c-Zahlen sein. Als Ansatz fiir diese Koeffizienten nehmen wir eine Matrixstruk-
tur an. Damit haben wir fiir die Wellenfunktion ¥ (r,¢) von der Schreibweise her die formale
Struktur eines Spaltenvektors mit N Komponenten ¥, (r, ), die wir mit dem Index ¢ durch-
zahlen. Wir schreiben explizit
N N
iha;;ff = —jhc Z (oq ail + a9 3?2 + a3 ai?’)(” U, + mc? Z Bor ¥,

T=1 T=1

tay )+ pme|v=my (1.41)
oz3
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= S (H),, ¥,. (1.42)

Die natiirliche Zahl N bleibt zundchst unbestimmt. Eine positiv definite Dichte la(3t sich sofort
angeben.

v,
v, N

p(r) =TT (r)T(r) = (T}, 95,...,9%) | . |= Z:‘I’f (r) Wi(r) . (1.43)
Wy

Wir werden diese Dichte noch ableiten. ¥'*(r) bezeichnet also den komplex konjugierten und
transponierten Ausdruck von ¥ (r). Als essentielle Forderung gilt, daf fiir ein freies Teilchen
wieder die relativistische Energie-Impuls Beziehung gelten soll, d.h.

E?=p2?+m? . (1.44)

Ferner soll die Kontinuitatsgleichung fiir den Viererstrom gelten. Aulierdem mul} die Bewe-
gungsgleichung der Forderung der Lorentz-Kovarianz geniigen. Die Forderung (1.44) wird
erfullt, wenn jede einzelne Komponente der mehrkomponentigen Grofie ¥ der Klein-Gordon
Gleichung genigt.

a2q10' (r7 t)
ot?

Wir wenden den Dirac-Operator (1.42) ein zweites Mal auf diese Gleichung an und erhalten

—h? = (=K V2 +m?") Uy (r,t) . (1.45)

0*U(r,t) vy + ey 020

42 _ 322
"o RE L T pwiaw
s OV o 54
—ihime® > (B + Bay) e +82m2t U . (1.46)
i=1

Ein Vergleich mit der Klein-Gordon Gleichung fiihrt sofort auf die Algebra der Matrizen ¢; und

B

;0 + oo = 2 5ij )
ai/B + /Bai =0 ’
g =1 . (1.47)

Damit der Hamilton-Operator H hermitesch ist und somit reelle Eigenwerte hat, missen auch
die Matrizen «;, 8 hermitesch sein

af =a; (1.48)



gt=p . (1.49)

Aufgrund der Antikommutationsrelationen (1.47) konnen die Eigenwerte dieser Matrizen nur
=+1 sein. Mit Hilfe der Antikommutatorrelation (1.47) konnen wir auch zeigen, dal3 die Spur der
o verschwindet. Wir verwenden dabei, daf fiir zwei Matrizen A und B gilt Sp A B = Sp B A.
Es folgt

Sp o; = Sp f°a; = Sp B = —Sp ;S = —Spa; =0 . (1.50)

Die Algebra (1.47) der Koeffizienten «; und 8 kann mit einfachen Zahlen aus [R oder nicht
erfullt werden. Als Ansatz wahlen wir zundchst quadratische (V' x N)-Matrizen. Damit nimmt
auch ¥ formal die Struktur eines Spaltenvektors mit N-Komponenten an. Die Algebra der «;
entspricht formal der der (2 x 2) Paulischen Spinmatrizen o;. Eine direkte Identifikation der
a; mit den o; ist jedoch nicht moglich, da die Matrix 8 nicht mit in die Algebra eingebunden
werden kann. Die Paulischen Spinmatrizen o; zusammen mit der (2 x 2)-Einheitsmatrix bilden
eine vollstandige Basis aller (2 x 2)-Matrizen. Damit kann aber nicht die zweite Relation der
Algebra (1.47) befriedigt werden. Die Eigenwerte der Matrizen «; und S sind 1. Damit aber
die Spurfreiheit der «; gesichert ist, missen gleichviel positive wie negative Eigenwerte auf-
treten. Dies impliziert, dal} die Dimension der «; und S geradzahlig sein muR3. Die minimale
Dimension, um die Algebra der Dirac-Gleichung sowie deren Spurfreiheit zu erfillen, ist damit
N =4,

Eine mogliche Realisierung der Algebra (1.47) ist gegeben durch die (4 x 4)-Matrizen

o = ( 0 "i) , (151)
g; 0

1 0
,6:(0 _1) . (1.52)

Hierbei bezeichnen die ¢; die drei Pauli-Matrizen

01 0 — 1 0
01:(10),0_2:(’5' 0),0’3:(0_1) . (153)

1 ist die (2 x 2)-Einheitsmatrix. Die Pauli-Matrizen erfiillen die Vertauschungsrelationen
0,05 + 040; = 2 5z’j . (154)
Damit lautet die freie Dirac-Gleichung

., 0¥(r, 1)
ih T

3
= —ihc Y _ oy aa?\ll(r, t) + Bmc® U(r, 1) (1.55)
k=1
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oder

oV (r,t)
ot

Hierbei haben wir die a-Matrizen formal zu einem Vektor zusammengefalit,

th

= (ca - p + Bmc)¥(r,t) (1.56)

o = (ah G, O[3) . (157)

Als néchstes wollen wir die zughorige Kontinuitatsgleichung und die Viererstromdichte der
Dirac-Theorie konstruieren. Hierzu multiplizieren wir die Dirac-Gleichung (1.56) von links mit
Ut = (W3, U5, U5, Ur) und die hermitesch konjugierte Form der Dirac-Gleichung (1.56) von
rechts mit ¥. Die Subtraktion beider Ausdriicke liefert

a(T+ D)

ih T

3
_ 0
= —ZthEZI W(\Iﬁak\ll) . (158)

Dies hat die Form der Kontinuitatsgleichung

g—i +divy =0 (1.59)
mit der positiv definiten Dichte
4
p=VTT=>" Uy, (1.60)
i=1
und der Stromdichte
j=c¥ta¥ . (1.61)

Wir wollen nun die Dirac-Gleichung in kompakter vierdimensionaler Notation darstellen. Wir
multiplizieren dazu die Dirac-Gleichung von links mit 8/c

., 0 3 L, 0
(ﬂma(ct) + ]gﬂakzhﬁ - mc) U(x,t) =0 . (1.62)

Mit den neudefinierten Matrizen

=5,
¥ o= Ba (1.63)
konnen wir formal schreiben
0 0 0 0
i 40 L 2 3 V-—mc¥=0 . .
ih (’y 50 —+ 5l + 527 + v 3x3> me 0 (1.64)
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Unter Ausnutzung der Summenkonvention la(3t sich dies auch ausdriicken als

) 0
(zh 'y"% — mc) =0 |, (1.65)
und mit
L, 0
erhalten wir
(Ypy —me) ¥ =0 . (1.67)

Wir konnen die Algebra (1.47) der Dirac-Matrizen «;; und 8 umschreiben in die Antikommuta-
torrelation

,Yu,yu + ,YV,YM =9 gl“/ . (168)

Aus (1.63) und der Vertauschungsrelation (1.68) erkennen wir, daR die +* mits = 1,2, 3 anti-
hermitesch und unitdr sind

==, (1.69)

() t=A" (1.70)

=90, (1.72)

()t =A" (1.72)

Eine der moglichen expliziten Darstellungen lautet

,Yi:( 0 0) , (1.73)
—ct 0

1 0
,Yo:(o _1) _ (1.74)

1 kennzeichnet erneut die (2 x 2)-Einheitsmatrix. Um die Schreibweise noch weiter zu verein-
fachen, fuhren wir neue Notationen ein. Es sei

3
A=A =gu A =1 A =S A=A -y A (1.75)

i=1
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Den Schrégstrich / bezeichnet man als Feynman-Dolch. GleichermaRen gilt

Y =+"0, 'Yaiu_'ya Z’Yaz_’Ylaat-i-’Y \ (1.76)
Damit kann die Dirac-Gleichung geschrieben werden als
(thY —me)¥ =0 . (1.77)
Mit p,, = ih 0/0z* folgt weiter
P—mc)¥ =0 . (1.78)
Mit dem Dirac-Operator
D:=p—mc (1.79)
erhalten wir in kompakter Schreibweise
DU =0 . (1.80)

Fuhrt man die elektromagnetischen Potentiale durch minimale und somit eichinvariante Kopp-
lung ein, so ergibt sich

(p — S —me)¥ =0 . (1.81)

1.3 Freie Bewegung eines Dirac-Teilchens

Wir notieren die freie Dirac-Gleichung in der Form

m%—q’ = HV = (ca-p+mc®B) V. (1.82)

Die stationdren Zusténde folgen aus dem Ansatz
U(r, ) = B(r) exp {—%et} (183)
fur die Zeitentwicklung der Wellenfunktion. Dies fihrt auf die stationédre Dirac-Gleichung
ed(r) = HO(r). (1.84)

Fur die spateren Anwendungen erweist es sich als vorteilhaft, die vierkomponentige GroRe

P,
o, ¢

P = = 1.85
v 1= w55)
,
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mit

1
= ( o ) (1.86)
[ — @3
= ( 5 ) (1.87)

in zwei zweikomponentige Grof3en, dies sind die Spinoren ¢ und x, aufzuteilen. Wir verwenden
die explizite Darstellung der «- und 8- Matrizen. Damit lautet die stationdre Dirac-Gleichung

()2 5) o ()(i 3)() o

oder komponentenweise ausgeschrieben

und

€p = co-px+mce, (1.89)
ex = co-pd—mcy. (1.90)

Die freie Bewegung ist gekennzeichnet durch Zustdnde mit scharfem Impuls p. Wir setzen

daher an
o\ _ [ %o i
(X)—(Xo)exp{hp r}. (1.91)

Einsetzen in (1.89) und (1.90) liefert

(e —mc*)py—co-pxo = 0, (1.92)
—co - ppy+ (e +mc?)xy = 0. (1.93)
Hierbei wurde der Impulsoperator p aufgrund des Ansatzes (1.91) durch seinen Eigenwert p

ersetzt. Das lineare Gleichungssystem flir ¢, und x, hat nur dann eine nichttriviale Losung,
wenn die Koeffizientendeterminante verschwindet. Dies impliziert

—_— 2 — .
€ —me ca’]; _0 (1.94)
—CcoO-p €+ mc
oder
e —m?c —cFo-p)o-p)=0. (1.95)

Alle GroRen, die hier auftreten, miissen noch als mit der 2x2-Einheitsmatrix multipliziert be-
trachtet werden. Wir verwenden jetzt die Relation

(0-A)oc-B)=A-B+ioc-(AxB). (1.96)
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Die Paulischen Spinmatrizen sind

01
. = , 1.97
7 10 ) (1.97)
0 —
o = | . ' ) , (1.98)
i1 0
1 0
L, = . 1.99
o N ) (1.99)
Es gelten die Vertauschungsrelationen
O30y = —0y0y =10, , (1.100)
Oy0, = —0,0y =10, |, (1.101)
0,05 = —040, =10y , (1.102)
sowie
02 = O'Z =02=1. (1.103)

Diese Gleichungen lassen sich kompakt schreiben als

3
00 = Z 1 €5k10] + 5jk- (1104)
=1

Hier ist €, ein antisymmetrische Tensor dritter Stufe. Damit folgt

3 3 3
(0-A)o-B) = > 0jAjorBr= > (G +D_i€nio1)A; By
g.k=1 j,k=1 =1
3 3
=1 k=1
Gleichung (1.95) fiihrt damit auf
e =m?ct + ’p? (1.106)

oder
e==FE, (1.107)

E, :=c\/p?+m3c?. (1.108)

Es gibt somit Losungen zu positiven wie auch zu negativen Energien. Fir ein gegebenes ¢
erhalten wir aus (1.93)

mit

_clo-p)
Xo= o o - (1.109)
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FUr ¢o nehmen wir jetzt als Ansatz den Zweier-Spinor

Uy
=U= 1.110
—— @10
mit der Norm
UU=UU,+UU, =1, (1.111)

wobei U; und U, c—Zahlen sind. Somit erhalten wir die Ldsungen zu positiven und negativen
Energien der freien Dirac-Gleichung

Upa(r,f) = N v HPTRY (L.112)
pAlT, 1) = c(o-p) 3 :
me? + A\E, ( v 27Th)

A = =£1 charakterisiert die Losungen zu positiver bzw. negativer Energie mit dem Zeitentwick-
lungsfaktor e = AE,. Der Faktor 1/v/2nh kennzeichnet den Normierungsfaktor einer ebenen
Welle in einer Dimension. Der Normierungsfaktor NV bestimmt sich aus der Forderung

/‘I’;u(r’ ) Upx(r,1)d*r = bx 6(p—p') . (1.113)
Einsetzen ergibt
2
N (vt 4t PP )y 1.114
( T (me? + AEp)? ( )
und weiter
20 2
N1+ P =1, 1.115
( + (mCQ +)\Ep)2> ( )
Wir bekommen also
N — (me? + AE,)?2 (mc2 + AE,)?
T\ (Mm@ +AE)2+p?  \ (P! + ?p?) + 2m\E, + E2
_ (mc2 4+ AEp)2 | mc?+ )E, (1.116)
— \ 2(mc + AE,)AE, 2\E, '
Die Losungen (1.112) sind Eigenzusténde des Impulsoperators
PUpa(r,t) =p¥pa(r,t). (1.117)

Zu jedem Impuls p gehoren zwei Arten von Zustdnden, ndmlich solche mit A = +1 (¢ = +E),)
und solche mit A = —1 (¢ = —E,). Es gibt jedoch eine weitere Quantenzahl, die Helizitét,
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die zur weiteren Klassifikation der freien Einteilchenzustédnde herangezogen werden kann. Der

Operator
( o 0 ) P (1.118)
0 o

vertauscht mit dem Hamilton—Operator der freien Dirac—Gleichung. Der Operator

X-p

1 1 o 0
S = 5712 = Eh( 0 o ) (1.119)

kann als Verallgemeinerung des Spin—Operators in der nichtrelativistischen Quantenmechanik
betrachtet werden. Wir berechnen nun den angesprochenen Kommutator

[H,2-p]=[ca-p+BmP, T -p| =cloa-p,T-p]. (1.120)
Weiter folgt durch explizites Einsetzen der gewahlten Darstellung

(e-p)(X-p)—(Z-p)(e-P)

_ 0 o-p o-
B o-p 0 0 o-

_ 0 (@)’ [ 0 (@p))_
= ((a'-f))2 ; ) ((a’-f))2 . ) 0 . (1.121)

[H,Z-p] =0 (1.122)

=3
o
3>
N————
I
TN
Q
o
=3
Q
. o
=3
N————
TN
Q
. o
=3
Q
o
3>
N————

und ebenso
D,X-p|=0 . (1.123)

Daraus resultiert, dal? 3 - p gleichzeitig mit H und p diagonalisiert werden kann. Dasselbe trifft
auf den Helizitatsoperator

1 P P
Ag=-hY. — =§. 2 1.124
52 p| | ( )

zu. Die Helizitat stellt die Projektion des Spins auf die Impulsachse dar.

Bewegt sich die ebene Welle in z—Richtung, dann ist

p=(0,0,p) (1.125)
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und

1 0 0 0
0 -1 0 0

Ag=8, =Dy T (1.126)
210 0o 1 o0
0 0 0 -1

mit den Eigenwerten +#/2. Die Eigenvektoren von Ag sind durch

() () ) ) 120

mit
U, = L 1.128
() w120

und
U_= (2) (1.129)

gegeben. Jetzt konnen wir die vollstdndige Klassifikation der ebenen Dirac—Wellen, die sich in
z—Richtung bewegen, vornehmen. Wir bezeichnen sie mit ¥, , ., (, %) und notieren

1
N 0 i
U, i(rt) = ——= eh (P=ABRY)
i) (varm)’ | _cop (1
mc? 4+ AE, \0
0
N 1 i
U a(rt) = —— er (PZ=ALY) 1.130
0= | e (o (1139
me? + AE, \1
Die Losungen erfiillen die Orthonormalitétsrelation
/\Il;r)z,)\,squp'zy)\'ys'z d37“ = (5)\)\1 (552512 (5(pz —_ p’z) (1131)

Fur viele Betrachtungen ist es weiterhin zweckmaRig, noch den \Vorzeichenoperator A ein-
zufiihren

s 2
A= L _coptpme (1.132)

VH?  ¢\/p? + m2e2 .
A kommutiert nattirlich mit dem Hamilton—Operator der freien Dirac—Gleichung. A ist hermi-
tesch und unitdr,

A=AT=A"1, (1.133)
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In der Impulsdarstellung nimmt A eine besonders einfache Gestalt an,
c(a-p)+ Bmc?

A= z (1.134)
p
Fur diesen Vorzeichenoperator gilt
€ AE
A\Ilpy)‘ysz = E\Ilpy)‘ysz = Ep\Ilpy)‘ysz = )\\Ilpy)‘ysz " (1'135)

p p
A hat als Eigenwert offensichtlich das Vorzeichen A = +1 des Zeitentwicklungsfaktors.

Wir werten nun generell das Produkt o - p aus. Es folgt unter Verwendung der expliziten Dar-

stellung
0 pg 0 — . 0
o-p= Ll I R I O . (1.136)
Dz 0 Py 0 0 2

Mit der Definition

ps = pe £ i, (1.137)
folgt
cp=|P P . (1.138)
b+ —P.

Wir fuhren jetzt einen Nomenklaturwechsel durch, um eine Anpassung an Bezeichnungen in
der Literatur zu erreichen. In vierdimensionaler Form schreiben wir jetzt

U(z) = e /Ry (p), (1.139)
wobei der vierkomponentige Spaltenvektor u(p) die Gleichung
(¥ —mec) u(p) =0 (1.140)
befriedigt. Es sei nun u (p) eine Losung filr E(p) = +c¢+/p?2 + m2c?, dann befriedigt v, (p)
die Gleichung
(cap+ Bmc®) us(p) = E(p) u+(p). (1.141)
In dieser Nomenklatur lauten die Losungen fir die Spinoren fir positive Energie und fir den
Impuls p

1
(1) _ | E(p) +mc 0
wp) = ~ 2E(p) co-p 1 ’
E(p)+ mc? (0)
0
(2) _ | E(p) +mc? 1
E(p)+ mc? (1)
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Die Normierungskonstante wurde so bestimmt, dal gilt
wlu=1. (1.143)
Ferner stellen wir die Orthogonalitatsrelation fest
uS:)T(p) ugf)(p) = s fir r,s=1,2. (1.144)

Oftmals ist es vorteilhaft, eine andere Normierung zu wéhlen, ndmlich

ul(p) us(p) = Eﬁf}f) , (1.145)

da diese Normierung invariant bei Lorentz-Transformationen ist. Diese Konvention macht ei-
ne Normierung ausgedriickt durch den adjungierten Spinor @(p ) sehr einfach. Wir schreiben
(1.141) mitpy = £E(p)/c

pou = (a-p+Pme)u,
pou' = ul(a-p+ pme). (1.146)

Wir multiplizieren die erste Gleichung von links mit »f3 und die zweite von rechts mit Su.
Nach Addition bekommen wir

2pout Bu = 2meutu, (1.147)

da B und « antikommutieren. Mit der Normierungstibereinkunft (1.145) ufu = |py|/mc und
mit der Definition

a=u'B (1.148)
erhalten wir
au= 20 = ). (1.149)
|P0|

@u ist also plus oder minus Eins je nach Vorzeichen der Energie. Multiplizieren wir (1.146) von
rechts mit /3, so bewirkt dies

a(p)(#—me)=0. (1.150)

Wir multiplizieren nun (1.140) mit @v* von links sowie (1.150) mit v#« von rechts. Die Addi-
tion liefert

2mea(p)y*u(p) = a(p)(#y" + " B)u(p) = p, w(p) (V7" + ¥*v")u(p)
= p,a(p)29" u(p) = 2p" a(p)u(p) (1.151)
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und weiter

a(p)r*u(p) = AL (1.152)

Hierbei haben wir von der Normierung (1.149) Gebrauch gemacht.

Wir wollen nun die Orthogonalitatsrelationen studieren. Zu diesem Zweck bezeichnen wir mit
v’ (p),r = 1,2, die beiden Losungen mit positiver Energie, die dem Impuls p entsprechen, und
mit den Helizitdten +1 oder —1. Diese beiden Losungen sind orthogonal, denn sie entsprechen
verschiedenen Eigenwerten des Helizitatsoperators

r

a’ (p)u’(p) = 0rs mit  r,s=1,2. (1.153)

Ebenso sind die Losungen u_(—p ) zum Impuls —p und zu negativer Energie orthogonal zu
a’_(p ). Hier gelten die Gleichungen

($+mc) u_(—p) =0, (1.154)
a_(=p) (F+mec) =0. (1.155)

Jetzt multiplizieren wir die Gleichung

(#—me) ui(p) =0 (1.156)
mit @_(—p ) von links. Dies ergibt
u-(-p) Pus(p) = meu_(-p)us(p). (1.157)
Weiter multiplizieren wir (1.155) von rechts mit u_ (p ), wir erhalten
u_(-p) Pus(p) = —mc a_(—p)u+(p). (1.158)
Somit folgt die Orthogonalitét
u-(—p)u+(p) =0. (1.159)
Als weitere neue Nomenklatur schreiben wir fur die Zustdnde negativer Energie
u’ (—p) =v°(p). (1.160)
Die Orthogonalitat lautet nun
v"(p)v*(p) = —0rs. (1.161)
Zusammengefaldt gilt
u(plui(p) = -V (p)v°(p) = brs, (1.162)
v(p)ui(p) = @i(p)v’(p)=0. (1.163)



Aufgrund der Orthogonalitdts— und Normierungsrelationen befriedigen die Losungen die Glei-
chung

2

> {u%a(p)ﬂig(p) - vz(p)ﬁz(p)} = 048 (1.164)

r=1

mita, 8 = 1,2, 3, 4. Diese Gleichung entspricht dem duf3eren Produkt von » und @ (man beach-
te die Stellung von u und @), welches eine 4 x 4—-Matrix ergibt. Die Normierungsbedingungen
(1.162) und (1.163) implizieren ferner

2

> {a.(p)uls(p) — To(p) vh(p)} = 4. (1.165)

r=1

Schlielilich filhren wir eine weitere Notation ein durch

w'(p)=uli(p), r=12 (1.166)
2(p)=1i(p)=u (-p), r=12 (1.167)

Hier lautet die Orthogonalitatsrelation
@™ (p)w"(p) = €™ bmn (1.168)

mit m,n = 1,2,3,4 (keine Summation). Es ist €™ = 41 furm = 1,2 und €™ = —1 fir
m = 3, 4. Die Dirac-Gleichung ausgedriickt durch die w" lautet

(F—moc)w"(p) = 0 fur r=1,2, (1.169)
(Bp+mec)w'(p) = 0  fur r=3,4. (1.170)

1.4 Dirac-Teilchen im Zentralkraftfeld

Wir studieren nun die Losung der Dirac-Gleichung fir ein Zentralkraftfeld
edo(r) =V (r) |, (1.171)

das nur von der radialen Koordinate V () abhéngt. Damit lautet die Dirac-Gleichung

ov(r,t
20D g (1.172)
ot
mit dem Hamilton-Operator
H=ca p+pm+V(r) . (1.173)
Mit dem Separationsansatz
U(r,t) = O(r) e iBUR (1.174)
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gelangen wir zur stationdren Dirac-Gleichung
Ho(r)=E®(r) . (1.175)

Ziel ist es nun, die Eigenfunktion ®(r) des Hamilton-Operators zu ermitteln sowie die Eigen-
werte E' zu berechnen. Aufgrund des radialsymmetrischen Potentials werden wir Kugelkoordi-
naten mitr = (r, ¥, ¢) wéhlen. Vordringliche Aufgabe wird es daher sein, den radialabhéngigen
Teil der Dirac-Gleichung zu separieren von den Winkelabhangigkeiten. Zu diesem Zweck for-
men wir zunéchst den Hamilton-Operator um. Mit der Relation fiir das doppelte Kreuzprodukt

ax(bxec)=bla-c)—c(a-b) (1.176)
erhalten wir
—e, X (e, xV)=—e,(e,-V)+V(e -e) |, (1.177)
wobei e, der Einheitsvektor in -Richtung ist. Dabei &Rt sich der Nabla-Operator schreiben als
V = efe.-V)—e, x (e xV)

0 1ie
r————x L 1.17
€ or hr X (1.178)

mit dem Drehimpulsoperator
L=—ihrxV . (1.179)

Somit ergibt sich fiir den Operator die kinetische Energie

o 1
ca-p=—ilica,— — —ca- (e, X L) (1.180)
or r
mit
or=0-e . (1.181)

Wir definieren jetzt eine (4 x 4)-Matrix

'Yé=( ’ _1) , (1.182)

-1 0
fur die gilt
(P=1 . (1.183)
Mit dieser Matrix folgt
Y = —yia=-—ay (1.184)
a = —3X=-%y . (1.185)
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Damit erhalten wir auch die Relation
oa-Aa-B=X-AY -B=A-B+iX-AxB . (1.186)
Wir setzen hier A = e, und B = L ein und bekommen
a-e,a-L=e-L+iX-e,xL=%-¢%-L=%,(-L) , (1.187)
dagilte, - L = 0 mit L = r x p. Wir haben also
iY-e,x L=%,(Z-L) . (1.188)
Multiplikation mit —~{ bewirkt
i e, x L=0o,(%-L) . (1.189)
Der Operator (1.180) fur die kinetische Energie transformiert sich damit in

ca - p = —ihic O‘T% + ic%(E -L) . (1.190)

Wir definieren nun den Operator K, der den Spin-X und den Bahndrehimpulsoperator L mit-
einander verkniipft

K=B(L+h) . (1.191)

Damit kdnnen wir die stationdre Dirac-Gleichung schreiben als

2 — EK + @> +V(r)+ ,Bmc2] ®=FEd . (1.192)
or r r

H® = [ic'yé Y, (h
Bevor wir nun mit diesem Hamilton-Operator weiterrechnen und einen entsprechenden An-
satz fur die Wellenfunktion ® machen, um das Eigenwertproblem (1.192) zu l6sen, wollen wir
aufzeigen, mit welchen anderen Operatoren der Hamilton-Operator vertauscht. Die Eigenwerte
dieser Operatoren bestimmen die Quantenzahlen, nach denen die Eigenzustdnde Kklassifiziert
werden.

1.5 Spin und Konstanten der Bewegung

Wir wollen nun zeigen, dal’ der Operator J des Gesamtdrehimpulses mit dem Hamilton-Operator
H fir ein Dirac-Teilchen in einem kugelsymmetrischen Potential kommutiert. In Analogie zur
Pauli-Theorie fir Elektronen mit Spin definieren wir den Gesamtdrehimpuls J als die Summe
des Bahndrehimpulses L und des Spindrehimpulses S = %hz,

1
J=L+S=L+ s . (1.193)
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Wir untersuchen zundchst den Kommutator [L, H]. AnschlieBend zeigen wir, daB der verblei-
bende Kommutatorrest gerade das Negative des Kommutators [S, H] ist. Da L mit 8 und mit
dem sphdrisch-symmetrischen Potential V'(r) kommutiert, verbleibt nur die Berechnung von
[L, o - p]. Wir beschranken uns zunéchst auf die Berechnung des Kommutators fiir die Kompo-
nente L. Es ist

[Ly; - p] = Ly(or - p) — (o p) Ly (1.194)
mit
L,=yp,—zp, . (1.195)
Da L, mit p, vertauscht wird aus (1.194)
[Lyy - p] = oy (Lo, py] + L, 1] (1.196)
Explizites Einsetzen fuhrt auf
[Le, 0 - p] = oo (—pyy)p. + .z (p22)py - (1.197)
Mit p; = —ih 8/0x* folgt
[Le, - p] = ih (yp, — cpy) - (1.198)
Durch zyklisches Vertauschen der Indizes erhalten wir schliellich insgesamt
[L,a-p]| =il xp) #0 . (1.199)

Diese Gleichung besagt, dal? der Bahndrehimpuls nicht mit dem Hamilton-Operator vertauscht
und somit keine Konstante der Bewegung ist. Nach Eigenwerten des Bahndrehimpulsoperators
lassen sich die Zustande nicht klassifizieren. Jetzt untersuchen wir den Kommutator des Spin-
Drehimpulses S mit dem Hamilton-Operator H. Auch in diesem Fall beschréanken wir uns
zundchst nur auf die Komponente S, = %hzw. Wir verwenden, dal? gilt

8, %] 0, (1.200)
[vs, 0] = 0 (1.201)
.3 = 0 (1.202)

Es bleibt dann noch der folgende Kommutator zu ermitteln
Ay, a - p] = —hyslag, o - p] = —Ays{(aeay — ayou)py + (e, — cz0p)p.} (1.203)
Wir verwenden jetzt die Antikommutatorrelationen der a-Matrizen
iy = —oy0y + 2055 . (1.204)
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Damit folgt

1
¥ @ - pl = hryg(@y@upy + @zep;) = Py (SyBepy + E:5eps) (1.205)

Jetzt nutzen wir die Antikommutatorrelation der Pauli-Matrizen aus
0;0; = —0;0; = iEZ‘jkO'k fir s ;Aj . (1206)
Damit bekommen wir
1 Voo . .
EH[Z” a - p| = Iy (—iX,p, + iX,p,) = ih(opy — ayp,) - (1.207)

Dies ist genau das Negative des Kommutators [L,, H]. Wir sehen schlieBlich, daf die J,-
Komponente des Gesamtdrehimpulses mit dem Hamilton-Operator vertauscht.

Jetzt wollen wir nachweisen, dal} auch der Operator K mit dem Hamilton-Operator und mit
dem Gesamtdrehimpulsoperator J vertauscht und somit ein gemeinsames Eigenfunktionssy-
stem besitzt. Mit K = (X - L + 1) haben wir

[K,8]=8%-LB—%-L=0 . (1.208)
Weiterhin gilt

boa-p—a-pf=28a-p . (1.209)
Ebenso folgt

Y- La-p] = X-La-p—a-ppfX-L=FY -La-p+pa-pX-L

= Bg{¥-L,a p} (1.210)
mit dem Antikommutator
{A,B} = AB+ BA . (1.211)
Nun ist
{¥-Lya-p}=—v(L-p+p-L+iX-(Lxp+px L)) . (1.212)
Offensichtlich gilt
L-p=p-L=0 . (1.213)

Mit der Vertauschungsrelation
73, D] = 1Ay, (1.214)

29



konnen wir durch explizites Ausrechnen nachweisen, daf? gilt

Lxp=—rp’+(r-p)p

und
pXx L=rp’— (r-p)p+2ihp

Dies ergibt zusammengefalt
Lxp+pxL=2hp

Abschliellend erhalten wir fir den Kommutator von K mit der kinetischen Energie
[K,ca-p] = 2hcfa-p+ B (—5)i% - (2ihicp)
= hc(2Ba-p+26vE - p)
= he(28a-p—2Ba-p)=0

Der Operator K vertauscht also mit dem Hamilton-Operator fiir freie Teilchen.
Schliel}lich weisen wir noch nach, daR er auch mit J vertauscht. Es ist
1 1
,BE-L,L+§h2 =,6[2-L,L]+§h,6[2-L,2]

Mit der Vertauschungsrelation
EiEj = _Z.Eijkzk

erhalten wir durch explizites komponentenweises Ausrechnen
[X-L,YX]|=2Xx L

Ebenso hekommen wir mit
[Li7 L]] = ZFLEZ]kLk
den Kommutator
[X-L,L=—-ihX x L

Dies fuihrt zusammengefal3t auf die Behauptung
[K,J] =0
Fur K2 resultiert

K* = (E-L+h)?’=L*+iX-(Lx L) +2hS-L+ 1
= L*+AX-L+H#

(1.215)

(1.216)

(1.217)

(1.218)

(1.219)

(1.220)

(1.221)

(1.222)

(1.223)

(1.224)

(1.225)

Die Eigenwerte des Quadrats J? des Gesamtdrehimpulsoperators sind #25(j + 1). Gleichzeitig
diagonalisiert werden kann eine Komponente J, des Gesamtdrehimpulsoperators. Den Eigen-

wert von J, bezeichnen wir mit 7.
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1.6 Spin-Winkelfunktion

Zundchst bestimmen wir generell die simultanen Eigenvektoren |u;,) von J? und J, des Ge-
samtdrehimpulses eines Elektrons

I luge) = B2+ 1) Jug) (1.226)
Joluju) = Tpluje) (1.227)

Diese Eigenvektoren liegen im Produktraum u, x uy, der von den Eigenfunktionen des Bahn-
drehimpulsoperators L, den Kugelflichenfunktionen Y, (¥, ¢), und den Spineigenfunktionen
aufgespannt werden. Als Basisvektoren des Produktraums verwenden wir die Produkte aus
Bahndrehimpuls- und Spinvektoren

Uty) - (1.228)

|u€mzums> = |u€mz> I

Die Entwicklung der Gesamtdrehimpuls-Eigenvektoren lautet daher

ujn) = D |t Um,) C™™ (1.229)

mg,ms

wobei die C™™: noch zu bestimmende Entwicklungskoeffizienten sind. Auf diese Entwicklung
wenden wir den Operator J, = L, + .S, an und erhalten

pluge) = D" (me+ mg) [tom, Um,) C™™ (1.230)
mg,ms
oder
> (1 —mg — my) |Upm, U, ) C™™ =0 . (1.231)
mg,ms

Multiplizieren wir diese Gleichung mit (wgm,,uny, |, SO folgt aus der Orthogonalitét
(p—mpg—m,)C™™ =0 . (1.232)

Damit missen die Koeffizienten C™™s verschwinden furr . # my, + m,. Wir kdnnen daher m,
durch p — m, ersetzen. Somit brauchen wir auch nur noch {ber die Spineinstellungen + oder
— Zu summieren.

|ujn) = ‘W,u—%“+> Ct+ ‘ue,l‘+%u_> c- . (1.233)

Um die Koeffizienten C* und C~ zu ermitteln, wenden wir den Operator
J* = L*+S8*+2L-S
L?+ 8*+2(LyS, + L,S, + L,S,)
= L*+S8*+L,S_ +L_S,+2L,S, (1.234)
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an. Hierbei ist allgemein fiir einen Drehimpulsoperator
Jr=J 4, . (1.235)

Beziiglich der Wirkung auf die Eigenfunktionen gilt

Telug) = JJ(J +1) = M(M £ 1)hiugprer)

= VU FM)(J £ M+ Dhlugars) - (1.236)

Abkirzend setzen wir
vt = |ugauy) (1.237)
v7) = |ugiius) (1.238)

Dies fiihrt schlieBlich auf

iG+) (pryct+lv)er) = [£(£+1)+Z] UABYeR ' Youy)

Die Koeffizienten C* und C~ erfiillen also das lineare Gleichungssystem

3 1 1
[j(j+1)—£(£+1)—1—u+§ C*—\/ﬁ(ﬁ—l—l)—u?—i—ZC‘ = 0 ,(1.240)
Lo T, 3 17 ..
e+ 1) -+ Ot + g(;+1)-£(£+1)—1+u+§]0 — 0 .(L241)

Dieses Gleichungssystem hat nur dann nichttriviale Losungen, falls die Koeffizientendetermi-
nante verschwindet. Diese Bedingung fuhrt auf

iG+1) = (E + %)2 + (£+ %) . (1.242)

Dies bedingt schliel3lich fiir den Gesamtdrehimpuls die beiden Mdglichkeiten
j = {+ % : (1.243)
j = £- % . (1.244)
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Fir den Fall (1.243) resultiert fiir die Koeffizienten C* die Gleichung
1 1 _
,/£+§—MC+—,/£+§+MC =0 (1.245)
mit der offensichtlichen Losung
L :
2

ct =

,/£+%+u (1.246)
e+ L (1.247)

Der Faktor NV folgt aus der Normierungsbedingung der Gesamtwellenfunktion

N
C- = N

et wle [ = IvPeerny =1 (1.248)
Somit haben wir schlief3lich
C+p+3
+ _ 2
CHpn = aa (1.249)

_ [—p+1

In analoger Weise bekommen wir fiir j = £ — 1 die Koeffizienten

L—p+3

+ — 2

Clyy = \/ Tl (1.251)
TR

C_,, = {/—-2% . 1.252

i=t=2 20+1 (1.252)

Wir spezifizieren jetzt die Eigenfunktionen. Die Eigenfunktionen |ugy,,) des Bahndrehimpuls-
operators L sind die Kugelfunktionen Yy, (9, ¢). Die Eigenfunktionen u%m3> des Spinopera-
tors S sind nach geeigneter Wahl der Phasen die Spinoren

- () a9
0
(1> . (1.254)

Damit konnen wir jetzt die Spin-Winkelfunktionen geschlossen angeben, die letztlich auch eine
Separation der Winkelanteile in der Dirac-Gleichung fur Zentralkraftfelder erlauben.

ol

X

X

SN

Es ist )
= X C(6m—mm) Yo mx™ (1.255)

—+1
m==%3
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Beziiglich der Entwicklungskoeffizienten C entspricht hierbei

C(E,%,jzﬁ—i—%;u—%,%) = Gy (1.256)
C(ﬁ,%,j:ﬂ%;w%,—%) = iy (1.257)
C(ﬁ,%,jzﬁ—%;u—%,%) =, (1.258)
C(ﬁ,%,jzﬁ—%;;ﬁ—%,—%) = Cry (1.259)

Die Koeffizienten C' (ﬁ%j; W= m, m) werden als Clebsch-Gordon-Koeffizienten oder auch als
Wigner-Koeffizienten bezeichnet. Die Schreibweisen fiir diese Koeffizienten sind nicht einheit-
lich in der Literatur. Auch die Phasenwahl kann differieren. Zuweilen gibt man statt der 5 Ar-
gumente auch alle 6 Argumente an

1 1
C (ﬁgj;u —m,m, u) =C (ﬁgj;u - m, m) : (1.260)

Aufgrund der Bedingung m, + m, = p ist das 6. Argument aber redundant. Die ersten 3 Argu-
mente geben an, wie Bahndrehimpuls und Spin % zum Gesamtdrehimpuls 5 koppeln. Die letzten
3 Argumente in (1.260) beschreiben wie die korrespondierenden magnetischen Quantenzahlen
oder die Projektionen der Drehimpulse auf die z-Achse zum Eigenwert x von J, koppeln. Die
Koeffizienten C' wurden in (1.255) eingeftihrt, da nur diese Linearkombinationen gleichzeitig
auch Eigenfunktionen des Quadrats des Gesamtdrehimpulsoperators sind. Die Koeffizienten C
nennt man auch Vektoradditionskoeffizienten.

Wir werden jetzt im folgenden noch einige Eigenschaften der Spin-Winkelfunktionen kldren
mussen. Auch mussen wir noch auf die in der Bezeichnungsweise x* angegebene Quantenzahl
k eingehen.

Fur die Spinoren gilt

3
S%ym = h2s(s+1)xm=1h2xm ,

S.x™ = hmy™ (1.261)
mit m = £1. Nun ist
J*=(L+8)}° (1.262)
also
28 L=J’-L>-S*=ho-L . (1.263)

Jetzt betrachten wir den Operator
K'=0-L+h . (1.264)

34



Wir haben insgesamt

Lxi = hpxi
Ik = R+ X
Sk = Ws(s+1)xk
L’k = BE+1)x:
2L-Sxt = (J*—L*=8*)xt =W[j(j +1)

K

ﬁ2x" :

K

—L(l+1)—s(s+1)] x*

Damit kdnnen wir beziiglich des Operators K’ ableiten

K'yt=(c-L+h)xtk = h[j(j+ ) LL+1) —s(s+1)+1] x4
1
= [.7 Le+1)+ 1 Xk

Wir bezeichnen jetzt den Eigenwert von K’ mit —«, d.h.
K'x* = —hrx*
Wir mussen jetzt eine Fallunterscheidung machen fiir j = ¢ + % Es resultiert

¢ fir j=£—1

—(—1 fir j=40+41

K =

Damit nimmt x die Werte an

k=41, =2,
Mit den Bezeichnungen
ko= sl
K
Sk = z
haben wir auch
1
J = k—§ )
o= -5

vorliegen. Die Inversion von (1.273) liefert

k fir k>0
—k—1 fir k<0

/=

Wir beweisen noch die sehr niitzliche Relation
O-TXﬁ = _Xlim
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(1.265)
(1.266)

(1.267)
(1.268)

(1.269)

(1.270)
(1.271)

(1.272)

(1.273)

(1.274)

(1.275)
(1.276)

(1.277)

(1.278)

(1.279)

(1.280)



mit ,
TOp = inai . (1.281)
i=1

o, ist ein skalarer Operator, so dal’ o, x* zum selben 5 und p gehdren mul? wie x.

Zundchst mussen wir einige Betrachtungen zur Paritdt eines Zustandes machen. Die Paritét
wird festgelegt durch die Transformationseigenschaften der Kugelfunktionen. Beim Ubergang
(4, ¢) = (7 — 9, ¢+ 7) folgt

Yo (1 = 9,0 +7) = (=1) Yom (9, 0) (1.282)

Die Paritét eines Zustandes wird demnach durch den Bahndrehimpuls £ durch (—1) festgelegt.
Wir kdnnen auch schreiben
M = (—1)f = (—1)7*2% (1.283)

Wir kdnnen somit ansetzen
orxh = axte +0xh . (1.284)

b muB aber Null sein, da o, bei einer Paritatstransformation sein Vorzeichen wechselt. Aufgrund
von

c-Aoc-B=A-B+io-(AXx B) (1.285)

finden wir
af =1 (1.286)

und daher
la*=1 . (1.287)

Somit verbleibt nur noch die Bestimmung der Phase von a. Dies erfolgt durch explizites Aus-
rechnen. Wir wéhlen e, entlang der z-Achse. Setzen wir ¥ = 0 ein, so folgt

1
204+ 1|2
Yim (9 =0) = l;] Bmo (1.288)
47
Es ist dann o, = 0,. Mit
oxTE = £xFE = 2uxts (1.289)
erhalten wir bei festgehaltenem
1
2 1\? 1
Xt = (ﬁ—*> C (t7:0m) x* (1.290)
47 2

Wir hatten den Zusammenhang zwischen £ und & erstellt. Jetzt fiihren wir ein Z ein, das die
zugehorige Bahndrehimulsquantenzahl zum entsprechenden negativen «-Wert ist, d.h.

i=0, . (1.291)
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Es ist

_ —1 for
7= " rs>0- (1.292)
-k fir k<0

und es gilt
L—0=38, . (1.293)

Somit ist nach Einsetzen

D=

a(20+1)°C (l%j; ou) —2u(20+1)5C (ﬁ%j; ou) . (1.294)

Fur alle vier moglichen Félle j = £ + 3, u = +1 finden wir a = —1.

Zusammenfassend kdnnen wir konstatieren, daf? sich die Spin-Winkelfunktionen x* ausdriicken
lassen durch Linearkombinationen von Produkten von sphérischen Kugelfunktionen Yy, (9, ¢)
und Zweierspinoren x™. Die Entwicklungskoeffizienten sind die Clebsch-Gordon-Koeffizienten.
Die Wahl dieser Koeffizienten stellt sicher, daB3 die Spin-Winkelfunktionen x* auch Eigenfunk-
tionen zum Quadrat des Gesamtdrehimpulsoperators J? und zu einer Komponente des Gesamt-
drehimpulsoperators .J,, sind.

1.7 Abseparation der Winkel

Fir die stationére Dirac-Gleichung in einem sphérisch symmetrischen Potential galt

Holr) = licws, (g + & - 2k ) + v+ me| o) = o) . @2
Hierbei ist
K=8(Z-L+h) . (1.296)

Wir haben bereits gezeigt, daB J?, J, und K mit dem Hamilton-Operator vertauschen. Wir
wollen eine Darstellung ableiten, die diese drei Operatoren zusétzlich zu H diagonalisiert. Die
Eigenwerte von J?, J, und K sind 2%j(j + 1), A und —hk. Auch der Operator der Raumin-
version, multipliziert mit 3, also der Paritatsoperator, ist in dieser Darstellung diagonal. Jetzt
setzen wir an

®(r) = ( Zj ((:)) ) : (1.297)

wobei » und [ fir ,upper® und ,lower” steht. Sind die beiden zweikomponentigen Spinoren
®*(r) und ®'(r) proportional zu x* und x*,., so gelten die Relationen

(o0-L+h)® = —hxd* | (1.298)
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(- L+n)d = hxd | (1.299)

J2o = B+ 1)é* (1.300)
J2® = B+ 1)¢ (1.301)
J. ¢4 = hudt (1.302)
J, o' = hudt . (1.303)

Fir ® () machen wir jetzt den spezifischen Ansatz

@(r)z( 9(r) X ) . (1.304)

if (r) xEx

Hierbei sind g(r) und f(r) Radialfunktionen, die im allgemeinen von der Drehimpulsquanten-
zahl x abhangen. Eine Phase ¢ wurde eingefiihrt, da hierdurch die Radialgleichungen fur f und
g explizit reell werden. Wir setzen den Ansatz (1.304) in (1.295) ein

. 0 -1 or 0 ha A wkh {1 O
“NV 21 oo 0 o J\'r 7 7 o 1
10 1 0 o [ g(r) x* _ E g x&
+V(r)(0 1)+(0 —1)mC](if(r) X'in) N (iElei,Q)

(1.305)
Das Auswerten ergibt
, 0 h EKRhY. u 9 .
—ico, (ha + i 7) if(r)xte + (V(r) +me” — E) gryxt=0 (1.306)
B a f kh 2 . I
—ico, (hE +o+ 7) g(r)xk + (V(r) — mc® — E) if(ryxt., =0 . (1.307)
Jetzt nutzen wir aus, daf gilt o, x# = —x* . Dies fiihrt sofort auf
hic _o_1 + = flr) xk+ (V(r) + mc® — E) gir)xt = 0 (1.308)
or r r " " ’
({0 1 kK " 2 . wooo_
hei (E +ot ;) g(r) x. + (V(r) —me® — E) if(ryx%. = 0 . (1.309)

Als Radialgleichungssystem resultiert somit, wenn wir die erste Gleichung mit —1 und die
zweite mit —z multiplizieren

Fic (% % — ;) f(r)— (V(r) +mc® — E) glr) = 0 (1.310)
he (% + % + ;) g(r)+ (V(r) =me® = E) f(r) = 0 (1.311)



und weiter

Li) = ") - (B-me — V() o) (1312)
Doy = g+ (B4 me — V() £r) (1313)
Jetzt definieren wir noch
G(r) = rg(r) , (1.314)
F(r) = rf(r) (1.315)
mit
dcjlff) = 7 dil(:) +g(r) (1.316)
dl;(f) = r ‘Ud—g) + () . (1.317)
Damit bekommen wir aus (1.313)
dl;ff) - ;F(r) - % (E-me-V(r)Gwr) | (1.318)
dcc’;ff) —g G(r) + % (E+me —V(r) F(r) . (1.319)

In der nichtrelativistischen Schrodinger-Theorie hatten wir flir sparisch symmetrische Potentia-
le eine Differentialgleichung zweiter Ordnung in der radialen Koordinaten r zu losen. In der
relativistischen Dirac-Theorie sind die entsprechenden radialen Differentialgleichungen von er-
ster Ordnung. Der Preis, den wir fiir diese Vereinfachung zahlen, ist dadurch gegeben, daf3 wir
es nun statt mit einer Differentialgleichung mit zwei gekoppelten Differentialgleichungen zu
tun haben. Diese beiden gekoppelten Differentialgleichungen erster Ordnung sind jedoch aqui-
valent zu einer Differentialgleichung zweiter Ordnung. Aus (1.319) folgt

dG | k@

dr
F =
(r) hCE +me?—V(r)

(1.320)

Dies setzen wir in (1.318) flir dF'/dr ein. Das ergibt

2G dl dG

dr? i E+me —V(r) dr

L|E Cfl—‘; _/4;(/<;+1)+ E —V(r) 2_ me? 2
r E+mc?—V(r) 72 fie fic

G=0 (1.321)

AbschlieBend betrachten wir noch die Normierungsbedingung

/ SH(r)d(r) dr=1 . (1.322)
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Die Clebsch-Gordon Koeffizienten bei den Spin-Winkelfunktionen waren gerade so konstruiert,
dal3 gilt

/ Xyt d=1 . (1.323)

Dies bedingt die separate Normierung der Radialfunktionen

[ (#0) + £20) 2 dr =1 (1.324)
oder
7(6’2(7") +F(r)) dr=1 . (1.325)

1.8 LoOsung der Dirac-Gleichung fur das Coulomb-Potential

Wir wollen nun die Diracschen Radialgleichungen (1.318) und (1.319) fiir das Potential eines
punktférmigen Kernes mit der Ladung Ze losen. Hierbei bezeichnet Z die Ordnungszahl des
Kerns. Wir betrachten ein Elektron mit der Ladung —e, das im Coulomb-Feld des Atomkerns
gebunden ist. Damit lautet das Potential

zé*

Vi=-=- . (1.326)

Wir filhren die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante ein. Es ist als dimensionslose Konstante

62

~ he

mit 1/a = 137.035999 76 (52). « ist ein MaR fiir die elektromagnetische Kopplungsstéarke.
Damit lassen sich die Radialgleichungen (1.318) und (1.319) schreiben als

o (1.327)

dG K 1 N Za

= e[ Eeme) = T

dF K 1 9 Zo

&= | E-md) e (1.328)

Wir studieren nun die Losung des Differentialgleichungssystems (1.328) fur kleine r, d.h. im
Bereich des Ursprungs bei » ~ 0. In diesem Fall kann man die Glieder mit E &+ mc? ver-
nachldssigen, und man erhalt

G ke _2%p _ o

dr r T

F Z

dF_rp Zeq _ g (1.329)
dr r T



Setzt man die Losung von (1.329) in Form einer Potenzreihe an, so dominiert der Term mit der
niedrigsten Ordnung im Bereich des Ursprungs. Wir machen daher den Ansatz

G = ar’
F = brv . (1.330)
Damit folgt
ayr" '+ kar'' — Zabr"t = 0,
byr"™t —kbr"t = Zaar™' = 0 (1.331)
oder

a(y+k)—bZa = 0
aZa+b(y—k) = 0 . (1.332)

Um nichttriviale Losungen dieses Gleichungssystems zu finden, muR die Koeffizientendetermi-
nante verschwinden. Dies fuhrt auf

v =kK? - (Za)? (1.333)

oder

v =+\/r2 - (Za)? = :l:\/(j + %)2 — (Za)? (1.334)

Aufgrund der Forderung der Normierbarkeit der Wellenfunktion wahlen wir das positive Vor-
zeichen fir . Fur den Fall der negativen Wurzel v = —|~y| folgt

F?2 4+ G? ~ 2l (1.335)

nahe » = 0, was flr |y| > % ein divergentes Normierungsintegral liefern wiirde. Jedoch sei
erwahnt, daR fir k2 = 1 und Za > ? oder Z > 118 reguldre Losungen konstruiert werden
kdnnen.

Weiterhin 148t sich der Beziehung (1.334) entnehmen, daf fiir Zustande mit j + £ = 1 nur
Losungen bis zu Z = o' ~ 137 konstruiert werden konnen. Fiir groRere Z-Werte wird die
Wurzel imagindr, und die Wellenfunktionen sind nicht mehr normierbar.

Um das Gleichungssystem (1.328) zu losen, fiihren wir zunéchst einige Substitutionen durch.
Wir setzen

0=2\r (1.336)
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mit

1 9 4 911/2
A= | ] (1.337)
Mit
do =2\ (1.338)
dr
und
d d
— =9\ — 1.
o )\dg (1.339)
sowie nach Division durch 2\ folgt fur das Gleichunssystem (1.328)
dG(p) K E+mc® Za
—= = _Z - 4+ F
do QG(@)+ l ohe T, (@)
dF (o) E—-mc® Za K
— = - | ——+ — - F 1.34
2~ e s 2 e+t r (1340

In dieser Form I&Rt sich das Verhalten von F'(p) und G(p) fiir ¢ — oo leicht bestimmen. Die
Differentialgleichungen (1.340) lauten ndmlich unter Vernachldssigung der Terme proportional

zul/p

dG(o) = E+mc
do ~ 2w 1@
dF(o) = E—md
do T oNhe G(o) (1.341)
Mit (1.337) wird hieraus sofort
d’G(p) (E? — m2ct) 1
=— Glo)==G 1.342
\on den beiden mogliche Ldsungen
G(p) ~ e*e/? (1.343)

ist nur die exponentiell abfallende Lésung normierbar. Ahnlich ist das Resultat fiir F(o). Wir
machen jetzt den Ansatz

(mc2 + E)1/2 e~0/? (¢1(0) + ¢2(0))

(me2 = E)" ¥ (41(0) - 2(0) (1.344)
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Dieser Ansatz wird in das Gleichungssystem (1.340) eingesetzt. Dies ergibt

(m02 + E) V2 e—0/? l——((ﬁl + ¢9) + % + %] =
—% (mc2 + E)1/2 6_9/2(¢1 + ¢o) + [192—;47?\0 @] (mc2 — E) /2 oo/ (1 —d2)

(me = B)"* 2 [ 30— ) + 200 202]

[E —mc® Za

“oren T 7] (mc2 + E)1/2 e (1 + o) + g (mc2 — E) e % (¢ — ¢o)

(1.345)

Wir dividieren durch e=¢/2 sowie die erste Gleichung durch (me? + E)'/2 und die zweite Glei-
chung durch (mc? — E)'/2 mit dem Ergebnis

dpy  dos K E+mé Za] (mce— E)?
(¢1+¢2)+ do + do ~ Q(¢1+¢2)+ l ohen T o | ma+E)” (P1 — ¢2)
dor  doa E—-mcé® Zal| (mc®+ E)l/2
G0+ "2 = l oheh | o ] (me — )2 1T %)
+g (1 — ¢2) . (1.346)
Nun ist
(me® — E)'/? _ mc—-FE
(me? + E)l/2 B hieA ’
(mc* + E)l/2 _ mc®+E (1.347)
(mc? — E)l/2 B ficA . '
Daher folgt
dgy  dés K E+mc® Za 2 —
_(¢1+¢2)+—+d—g = Q(¢1+¢2)+[ Shen T 9] “hen (¢1 ¢a)
1 dgy dps _ [E-mé Za]| (m@+E)"
—2(¢1 $2) + do - do — [ N + 0 ] P (1 + ¢2)
+% (o1 —#2) . (1.348)
Die Addition der beiden Gleichungen (1.348) liefert
d Za mc? Za mc®+ E
—¢1 + 2% =—— ¢2 + ¢+ 0 (¢1 $a) — 0 hen (¢1 + ¢2) (1.349)
Aus der Differenz erglbt sich
d¢2 2 Za me? Za mc? + E
—P2 + 2 Qo o ¢1— 2+ o hon (¢1 ¢a) + e (¢1 + #2) (1.350)
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Wir fassen zusammen und erhalten schlieBlich

déy _ (1 ZaE) 61— (f Zozmc2> by

do heho o  hcho
dpy Kk  Zamc Zak
do ( 0 * hecho > 91 = hcho ¢z - (1.351)

Die Losung fur ¢, und ¢ setzen wir in Form einer Potenzreihe an, wobei wir mit dem Faktor
0" das Verhalten der Losung fiir ¢ — 0 abspalten

o = 0> ard®
k=0

o = 0> Bid" (1.352)
k=0

Diesen Ansatz setzen wir in das Gleichungssystem (1.351) ein. Dies ergibt

_ ZaFE _ Zamc? _
2k +)ape™ ™ = 3 ape™T = 23 ard™TT - (H ) )Zﬂk@kﬂ .
k k k k
Zamc? Zok
> Bilk+m)e Tt = (—m+ )Za M S BT L (1369)
k k
Wir fuhren einen Koeffizientenvergleich durch
ZaFE Zamc?
ak(k—i-'y) = — Py Qp — (Ki+ Aie\ >/6k 5
Zamc? ZaFE
Brk+v) = (‘ﬁ‘f‘ W) Qg mﬂk - (1.354)
Aus der zweiten Gleichung folgt
Zamc? Zamc?
B _ TR TR _ T The)
o p ZoE = o —f (1.355)
bR e
mit
Zok
g J—
m=a T (1.356)
Speziell folgt fur k =0
Zamc?
l{’ —
o _ BT hed” (1.357)
(&%) n

Setzt man das Verhéltnis (1.355) in die erste Gleichung von (1.354) ein, so ergibt sich

Zamc?
ZaF Zame?\ £~ Tgen
o ’“*’”m*(’” A ) Wk | (1.958)
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oder
ZaE\ , , s Z2a*mic
l(k—i—’y-ﬁ- h)\)(n k) + & 2302

Wir rechnen die linke Seite explizit aus
ZaE\ (ZaE ZaE\?
1) -t (52
(k"+'7*' ) ) ( aon 7 k) WY =R =7 e
Mitv? = k? — (Za)? folgt

o | e

Weiter zusammengefaft resultiert

ap = —Ma _ (_1)k(n'—1)...(n’—k)a
‘ 2y +k) T Ry 2y k)
(1-n)2=n)...(k—n)

Ky +1)... 27+ k) O
Fir 3 erhalten wir nach (1.355)

) 29mE e 1)L — k)
n —k E(2v+1)...(2v+ k)

Unter Verwendung von (1.357) flhrt dies auf

L —=1)...(n —k+1)
E(2v+1)...(2y + k)

B =

(7))

Br = (=1)

Bo

4] = o (n' — k) .

(1.359)

(1.360)

(1.361)

(1.362)

(1.363)

(1.364)

Damit lassen sich die Potenzreihen (1.352) als konfluente hypergeometrische Funktionen schrei-

ben

ala+1) 22

a
Fi(a,b;2) =1+ —
1F1(a, b; 2) +bz+b(b+1) 1
Wir schreiben auch

oo

1F1abZ:Z

m:O

3

a

(0)m,

mit dem Pochhammer-Symbol
(@)m=0ala+1)(a+2)...(a+m—1)
und
(a)o =1
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Da fiir die I'-Funktion mit

(z)=[t* e tdt (1.369)
/
gilt
['(z+1) =2T(2) (1.370)

kodnnen wir auch das Pochhammer-Symbol schreiben als

I'(a+m)

(@)m = (@) (1.371)

FUr ¢, und ¢- aus (1.352) finden wir somit
@ = o Fi(1-7,2y+10) ,

 — Zamc’
P, = foo" 1 Fi(—n,2y+10) = %0‘097 1Fi(=n,2y + 1,0 . (1.372)

o bestimmt sich aus der Normierungsbedingung der Radialfunktionen. Die konfluente hyper-
geometrische Funktion | F} (a, b; ) divergiert asymptisch fiir z — oo exponentiell, sofern a und
b beliebig vorgebbar sind. Damit aber die Wellenfunktionen normierbar bleiben, miissen wir
fordern, daB die Reihen fiir ¢; und ¢, abbrechen. Damit reduzieren sich die hypergeometri-
schen Funktionen zu Polynomen. Dies wird nur erreicht, wenn n’ eine nichtnegative ganze Zahl
ist,d.h. n’ =0,1,2,.... Wir definieren nun eine Hauptquantenzahl

1
n=n'+|/<;|=n'+j+§ (1.373)

mitn =1,2,3,.... Damit kdnnen wir aus (1.356) den Energieeigenwert ermitteln. Es ist

YA D) , 1
[m2c4_E2]1/2—n +’Y—TL—]—§+’Y : (1.374)
Infolgedessen haben wir
1 2 1 2
[(Za)2+(n—j—§+fy) ]E2=m2c4 (n—j—§+'y) (1.375)
und weiter
—1/2
A 2
E=me |1+ (Za) (1.376)

(n_j 5+ [(+8) - (Za)2]1/2>2
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Aus (1.375) resultiert eventuell auch ein negatives Vorzeichen der Energie, das aber ausge-
schlossen werden muf, da es nicht die Ursprungsgleichung (1.374) befriedigt. In (1.374) ist die
rechte Seite positiv. (1.376) ist die Sommerfeldsche Feinstrukturformel fur die Energieeigen-
werte von Elekronen im Coulomb-Potential von punktformigen Kernen. Die Normierungsbe-
dingung

/ f +g r’dr =1 (1.377)
0
fuhrt schlieRlich zu den normierten radialen Wellenfunktionen
1/2
2))3/2 24 E)T(2 '+1
9(r) } ) (me £ )Ly +1) | )0
f(r) 2y +1) | g2 Zame® (Zggc —ﬁ) !
Zamc?
{( e /4;) 1Fi(—n', 27 + 1;2)r)
+n' Fi(1—n',2v+1;2Xr)} . (1.378)

Wir wollen jetzt die Sommerfeldsche Feinstrukturformel (1.376) etwas genauer betrachten. Die
Energieeigenwerte hangen nur von der Hauptquantenzahl n, von || = j + 3 und von Z ab.
Fur verschwindendes Potential (Z = 0) ist der Energieeigenwert mc?. Die gebundenen Elek-
tronenzustande schlieRen also an das bei mc? beginnende Kontinuum zu positiven Energien an.
Durch das Anwachsen der Kopplungsstérke Za treten Elektronenzustéande in die Energiellicke
zwischen +mc? und —mc? als gebundene Zustande ein. Die lonisationsgrenze eines Elektrons
liegt offensichtlich bei mc?.

Die Bindungsenergie E, eines Elektrons ist eine negative Grolie. Sie ist gerade die Differenz
zwischen dem Energieeigenwert E aus (1.376) und der Ruheenergie mc?,

E,=E—mc . (1.379)

FUr Zustdnde mit j = % kdnnen Energieeigenwerte nur fir Za < 1 berechnet werden, d.h. bis
Z ~137.Fir j = z und n = 1 folgt

—1/2
E =mdc ll + %] : , (1.380)
also
E=mc’\/1- (Za)? . (1.381)
Fir Za = 1 ergibt sich E = 0 oder E, = —mc?. Mit wachsendem Z nimmt auch der Betrag

der Bindungsenergie zu. Die Steigung dE/dZ wird bei Za = 1 fur den 1s,,-Zustand mit n =
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1,1 =0, j = ; minus unendlich. Formal wird fir Za: > j + 1 die Energie imagindr. Demnach
scheint es fiir punktférmige Kerne mit Ladungen groRRer als Z = 1/« ~ 137 keine gebundenen
nsi/o- oder np; o-Zustande mehr zu geben. Flir Za < 1 konnen wir eine Entwicklung der
Energieformel (1.376) durchfiihren.

1 (Za)? (1 3
me mce*(Za) {2n2 t 5,8 (j +1 4n>} (1.382)

Das erste Glied in (1.382) entspricht der Bohrschen Formel fir die Bindungsenergie in wasserstoff-
artigen Atomen, wie sie aus der Schrodinger-Gleichung resultiert. Die Entartung der Niveaus
zu gleichen || aber verschiedenem [ bleibt bestehen. Beispielsweise haben der 2s; /.- und
der 2p,/»-Zustand auch nach der Dirac-Theorie die gleiche Energie. Hingegen wird die Ent-
artung zu gleichem n aber verschiedenem |«| aufgehoben. Beispielsweise haben der 2p; ,-
und der 2ps/,-Zustand nach der Schrédinger-Theorie die gleiche Bindungsenergie, jedoch nicht
nach der Dirac-Theorie. Die auftretende Energiedifferenz nennt man Feinstrukturaufspaltung.
Zustande mit Spin 1 und Spin | sind auch nach der Dirac-Theorie fiir das Coulomb-Potential
entartet. Beispielsweise gilt

E1sl/2¢ = E1sl/2¢ . (1.383)

Die im Experiment zuweilen beobachtbare kleine Energiedifferenz zwischen diesen beiden Zu-
stdnden, die durch das magnetische Moment des Kerns bewirkt wird, nennt man Hyperfeinauf-
spaltung.

Ebenfalls wird im Experiment eine kleine Energiedifferenz zwischen dem 2s; /2- und der 2p; /-
Zustand empirisch festgestellt. Diese Energieaufspaltung, die dominanterweise durch quanten-
elektrodynamische Korrekturen bewirkt wird, nennt man Lamb-shift.

Aus (1.382) erkennt man, dal die relativistischen Korrekturen fir die Energieniveaus im Coulomb-
Feld von der GroRenordnung (Z«)? sind. Diese Korrekturen sind nur fiir kleine Hauptquanten-
zahlen und fir schwere Kerne mit hohem Z bedeutsam. Weiterhin sei bemerkt, dal? die relati-
vistischen Wellenfunktionen f(r) bzw. g(r) fur |x| = 1 im Gegensatz zum nichtrelativistischen
Fall eine schwache, aber quadratisch integrale Divergenz fiir r = 0 aufweisen.

Die relativistischen Korrekturen zur Grundzustandsenergie im Wasserstoff-artigen Uran betra-
gen mehr als 10%. Die gegenwartige relative Mel3genauigkeit im Experiment liegt bei etwa
10~%. Eine Genauigkeit von 1075 wird angestrebt. Ein genaues Verstindnis der Atomstruktur
ist ohne Einbeziehung relativistischer Effekte nicht mdglich.
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1.9 Lagrange-Formalismus fur Felder
1.9.1 Die Euler-Lagrange-Gleichungen

In der klassischen Mechanik haben wir den Lagrange-Formalismus kennengelernt, der es er-
laubt aus einer vorgegebenen Lagrange-Funktion und dem Hamiltonschen Prinzip der extre-
malen Wirkung die zugehorige Bewegungsgleichung herzuleiten. Das entsprechende Binde-
glied zwischen der Lagrange-Funktion und den Bewegungsgleichungen sind dabei die allge-
mein hergeleiteten Euler-Lagrange-Gleichungen. Im folgenden werden wir den entsprechenden
Formalismus fur klassische Felder kennenlernen. Dazu werden wir uns eng an dem Vorbild der
klassischen Mechanik orientieren und dadurch die entscheidenden Unterschiede und Erweite-
rungen beim Ubergang zur klassischen Feldtheorie herausarbeiten. Das Ziel ist die Herleitung
der Euler-Lagrange-Gleichungen fur Felder und der zugehdrigen Kontinuitatsgleichung sowie
der damit verbundenen Erhaltungssétze. Die in diesem Formalismus gefundene Kontinuitats-
gleichung ist ein Spezialfall des allgemeineren Noetherschen Theorems. Dieses besagt, dal
jeder Transformation, die die Wirkung invariant 143t eine ErhaltungsgrofRe zugeordnet werden
kann. Die Ergebnisse, die wir hier fir die klassische Feldtheorie erhalten werden, bleiben auch
in den quantisierten Feldtheorien, wie der Dirac-Theorie, giltig.

In der klassischen Mechanik wird ein Teilchen durch die Angabe der generalisierten Koordina-
ten ¢;(¢) und der kanonisch konjugierten Impulse p;(t) zu allen Zeiten beschrieben. Die Zeit ¢
spielt dabei die Rolle einer unabhéngigen Variable und die Zahl der generalisierten Koordina-
ten, man denke an die Ortskoordinaten, entspricht der Zahl der Freiheitsgrade des Teilchens. In
der Feldtheorie hingegen beschreibt man ein Teilchens durch die Angabe von Feldern ;(z,,)
zu allen Zeiten z, und an allen Orten Z. Man hat jetzt vier unabhdngige Variablen, ndmlich
die Raumkoordinaten und die Zeit. Die Zahl der Freiheitsgrade spiegelt sich nun in der Zahl
der fir die Beschreibung des Teilchens notwendigen Felder ;. Diese Entsprechung ist in der
folgenden Tabelle gegentibergestellt.

M echanik Feldtheorie

1 unabhéngige Variable, die Zeit 4 unabhéngige Variablen, Raum und Zeit

generalisierte Koordinaten g;(t) Felder 1; (x,.)

Lagrange-Funktion L = L (g;(t), 8:¢: (%), t) Lagrange-Dichte £ = £ (93 (zy), Outs(xp), u)

Hamilton-Prinzip: 65 = [ dt6L =0 §5 = [ldbzéL =0

Variation: 6L = " {g—éaq,- + %5(&5%)} +OLst | L=, {%awi + %5(@%{%’)} + 8, Lo
0L _ d _8L _ _ oL oL  _

EuIer—Lagrange—Gl.. E — Em =0 w — aum =0

Erhaltungssatz: ‘fi—f =0 Kontinuitétsgl.: 80, =0

mitE =1L — ZZ g—;;atqi mit @w, = Eg;w — ZZ %auwi

Die Grundannahme, die man in dieser Korrespondenz der Formalismen fiir die Mechanik und
die Feldtheorie verwendet, ist die Allgemeingultigkeit des Hamiltonschen Wirkungs-Prinzips.
Dieses muf3 in der klassischen Feldtheorie auf vier Dimensionen umgeschrieben werden, da
die Wirkung sich durch Integration der Lagrange-Funktion bzw. Lagrange-Dichte (iber alle un-
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abhangigen Variablen ergibt. Daraus ergibt sich zwingend aus dimensionalen Uberlegungen,
daR in der Feldtheorie die Lagrange-Funktion durch eine Lagrange-Dichte zu ersetzen ist. Die
Wirkung sollte in beiden Theorien dieselbe Dimension besitzen, dann muf3 der Integrand im
Fall der Feldtheorie zusétzlich die Dimension [1/z3] besitzen, also eine Dichte beztiglich der
Raumkoordinaten sein. Die Variation ist in beiden Theorien die Summe der Variationen aller
Grolen, von denen die Lagrange-Funktion/Dichte abhangt, gewichtet mit den jeweils zugehori-
gen partiellen Ableitungen.

Bemerkung: §.S(x;) bezeichnet die Variation des Funktionals S. Fiir die Funktionalvariation gel-
ten die gleichen Regeln wie fiir die tbliche Differentiation. Der Unterschied zur Ableitung einer
Funktion liegt darin, dal3 die Funktionalvariation nicht punktweise erfolgt. Es wird ausgedriickt,
wie das Funktional selbst durch die Verschiebung der Variablen x; variiert wird.

Bis hierhin wurde lediglich das Hamiltonsche Prinzip von der klassischen Mechanik auf die
klassische Feldtheorie Uibertragen und die Notation entsprechend der Typen der Theorien an-
gepaldt. Im folgenden werden die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir Felder hergeleitet, die den
bekannten Bewegungsgleichungen aus der klassischen Mechanik entsprechen. Der Ausgangs-
punkt ist das Hamiltonsche Prinzip:

_ 2 4 _
§S = [ d*zsL=0 (1.384)
1

Es gilt daher, die Variation der Lagrange-Dichte ndher zu bestimmen. Dies tun wir fur ei-
ne Lagrange-Dichte, die nicht explizit von den unabhéngigen Raum- und Zeit-Variablen z,,
abhangt:

R LT

Unter dem Wirkungsintegral in Gl. (1.384) verschwindet der letzte Term, denn das Integral Giber
die Divergenz kann mit dem Gauf3schen Satz in ein geschlossenes Oberflachenintegral auf dem
Rand tbergefiihrt werden, das verschwindet, da auf dem Rand die Variation der Felder ver-
schwindet.

Bemerkung: Alternativ kann man auch die erste Zeile in Gl. (1.385) als Integrand verwenden
und partiell integrieren. Auch hier verschwindet der Randterm mit dem gleichen Argument.

Es verbleibt fur das Wirkungsintegral:

oL
58 = Z/&{M @%@@»m=o. (1.386)

Diese Beziehung ist aber fiir alle Felder ¢ unabhéangig und fiir jede Variation d1); zu erfiillen, so
dal? bereits der Integrand verschwinden mul3. Man erhalt die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir
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Felder:

oL oL

Dieser Satz von Feldgleichungen steht in totaler Analogie zu den Euler-Lagrange-Gleichungen
aus der klassischen Mechanik. Deshalb konnten wir in der obigen Tabelle diese Gleichungen
bereits aufschreiben, indem wir lediglich die Notation an die Erfordernisse der Feldtheorie an-
gepafdt haben.

Bemerkung: Die verwendete Vertauschung 6(9,4;) = 0,(d1;) ist nicht exakt. Grundsétzlich ist
es nicht unwichtig, ob man die Variation des Funktionals 1; ableitet, oder das Funktional 9,1;
variiert, denn die Differentiation wird jeweils an verschiedenen Koordinaten durchgefiihrt. Es
handelt sich also in der obigen Herleitung um eine Naherung, die allerdings fiir verniinftige
Felder, die am Rand schnell genug gegen Null gehen richtig ist. Das Ergebnis @ndert sich je-
doch nicht, wenn man die volle Beziehung verwendet, lediglich die Herleitung wird deutlich
komplizierter. Die Beriicksichtigung des Zusatzterms aus der Vertauschung und der expliziten
Abhéngigkeit der Lagrange-Dichte von den Raum- und Zeit-Koordinaten fiihrt auf einen Term
der identischen Struktur. Das zu GlI. (1.386) entsprechende Integral lautet dann ohne die ver-
schwindenden Divergenzterme:

oL ) ~
58 = Z / &'z { 5.~ O (W)}(‘W’i_a bidz,) =0 . (1.388)

Es ist einsichtig, dall der Zusatzterm die Variation der Koordinaten enthalten muf3, da die jetzt
berticksichtigte Vertauschung von Differentiation und Variation einer Verschiebung der Koordi-
naten vor oder nach der Differentiation entspricht. Auch in diesem Fall erhélt man also wegen
der Unabhéngigkeit der Felder und der freien Variation derselben sowie der Koordinaten die
Euler-Lagrange-Gleichungen (1.387).

1.9.2 Kontinuitatsgleichung

Wenn eine Lagrange-Dichte vorgegeben ist, kann man dazu eine entsprechende Kontinuitats-
gleichung finden. Letztlich ist die Kontinuitatsgleichung eine Folge der Translationsinvarianz
des Wirkungsintegrals. Dies wird im Zusammenhang mit dem Noetherschen Theorem deutlich
werden. Zunéchst betrachten wir die Grole

@ g;wﬁ Z a“'@/}z u'@bi . (1389)

Fur den so definierten Energie-Impuls-Tensor gilt die Bilanzgleichung

oL
3“@W = ayﬁ — ; a“ (Wau¢z>
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oL oL oL
= (auﬁ)ex + ; a_,(/}zal/’(/}z + ; ( ;/(/Jz)a a;ﬂ/}z Zaﬂ ( 3“1/1Z) u"/’z)

oL oL
= (aV'C)ex + ; a_,(/}zal/’(/}l - Z 0" (8(8“1/1Z)> aV’(/}z

i

= (0L)ex (1.390)

wobei der Index ex andeuten soll, dal? hier ausschlieBlich nach der expliziten Abhangigkeit
der Lagrange-Dichte von den Raum- und Zeit-Koordinaten differenziert wird. Erst wurde der
Energie-Impuls-Tensor eingesetzt, dann das Differential auf die Lagrange-Dichte ausgeschrie-
ben, die Produktregel verwendet, so daR sich der Divergenz-Term weghebt, und schlieBlich die
Euler-Lagrange-Gleichung (1.387) ausgenutzt.

Man erkennt an diesem Ergebnis, dal unter der Voraussetzung, die Lagrange-Dichte hange
nicht explizit von den Raum- und Zeit-Koordinaten ab, die Bilanzgleichung (1.390) zu einer
Kontinuitatsgleichung wird:

0, =0 . (1.391)

Die explizite Abhdngigkeit der Lagrange-Dichte von z, spielt daher die Rolle eines Quellterms.
Der Kontinuitatsgleichung (1.391) enspricht die ErhaltungsgréRe P, = f;, d®*z Oy, denn es
gilt:

P, s dOu s e A
dt—/vd:vdt—/vd:vV@
- —/d@-é
O
-0 , (1.392)

wobei die Kontinuitatsgleichung und der GauRsche Satz genutzt wurden. Diese Erhaltungsgrofie
wird als Viererimpuls interpretiert.

1.9.3 Das Noether-Theorem

Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, daR man fiir eine vorgegebene Lagrange-Dichte eine
Kontinuitdtsgleichung und eine ErhaltungsgroRe finden konnte. Es ist moglich, den Energie-
Impuls-Tensor sowie andere Erhaltungssatze mit den Symmetrien des Wirkungsintegrals (1.386)
gegenuber Variablentransformationen in Zusammenhang zu bringen. Dies ist der Inhalt des
Noetherschen Theorems, das besagt:

Zu jeder Symmetrie des Wirkungsintegrals gegeniiber kontinuierlichen Transformationen exi-
stiert ein Erhaltungssatz, der sich aus der Lagrange-Dichte bestimmen 1aRt.

Diesen Satz wollen wir im folgenden beweisen und daraus den bereits geratenen Energie-
Impuls-Tensor (1.389) herleiten.
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Dazu betrachten wir infinitesimale Transformationen der Koordinaten
T, =2, + 0z, = 1, + Xpow” . (1.393)

Durch das so parametrisierte dz,, ist eine beliebige Translation oder Drehung der Koordinaten
moglich, so dal3 die tatsdchliche Form der kontinuierlichen Transformation hier unspezifisch
bleibt. Die Variation der Felder ist dann entsprechend

oi(z) = i(2") — iz) = Vi dw” (1.394)

mit einer Transformationsmatrix ¥,,,. Das Argument x steht fiir alle Koordinaten. Im folgenden
wird auBerdem die punktweise Variation verwendet:

Othi(z) = i(x) — (=) (1.395)

bei der lediglich das Feld am gleichen Punkt variiert wird. Deshalb vertauscht diese punktweise
Variation mit der Koordinatendifferentiation, d.h. es gilt:

5(0ui(z)) = B, (Oun(2)) (1.396)

was fir die normale Variation in GI. (1.394) nicht der Fall ist. Der Zusammenhang zwischen
den beiden Typen von Variationen ist durch

0pi(z) = ¢i(a) —i(x)
Yi(z) + 0"¢i(z)0z, — i(2)
= 8ui(z) + 8 4i(z)dz, (1.397)

gegeben. Diese Beziehung entsteht durch Taylor-Entwicklung unter Beriicksichtigung der er-
sten Korrektur, was ausreichend ist, da wir lediglich infinitesimale Transformationen betrach-
ten.

Bemerkung: Man erkennt hier die Struktur des Terms wieder, der in Gl. (1.388) hinzugefiigt
wurde, um die Vertauschung von Differentiation und Variation richtig zu berticksichtigen. Da-
mit wird der hinzugefiigte Term plausibel.

Nach diesen Vorbereitungen kdnnen wir mit dem eigentlichen Beweis beginnen. Die Voraus-
setzung des Noetherschen Theorems ist die Invarianz des Wirkungsintegrals unter den zuvor
definierten Transformationen fir ein beliebiges Integrationsvolumen, also

65 = [ da' L / d'z L(z
_ 4 1 4 1 4
= /V,d:véﬁ(:v) ' L /d:vﬁ

-0 . (1.398)
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Um zu sehen, wann dieser Ausdruck verschwindet, sind das Volumenelement mit der Jacobi-
Determinanten in erster Ordnung der Taylorreihe zu transformieren

d's’ = |8,2™|d'z = (1 + 0,(62")) d*z (1.399)

und die Variation der Lagrange-Dichte wie in Gl. (1.397) durch die punktweise Variation aus-
zudriicken:

6L(z) = 6L(z) + 8" L(z)dz, . (1.400)

Schliel3lich miissen wir die hier erscheinende punktweise Variation auf die punktweise Variation
der Felder zurtickfiihren. Dabei konnen wir uns die Kenntnis der Euler-Lagrange-Gleichungen
(1.387) zunutze machen:

SL(z) = Zgzz(( ))&m() Z%S(aﬂm(w))

Unter Verwendung der Vertauschungsrelation (1.396) und der Produktregel ergibt sich:

@) = 3 gg((x)) Bui(e) + 3 a(g,,ﬁT(f()z))a” )
0L(x) -
B XZ: O () (=)

+ 20 (g5 @) ~ S (s ) 74

- oL@ < -
= Za ( Gz ))51/%( )) , (1.401)

wobei im letzten Schritt die Euler-Lagrange-Gleichungen (1.387) verwendet wurden.

Wir setzen die GlIn. (1.399), (1.400) und (1.401) in den Ausdruck fur die Variation des Wir-
kungsintegrals (1.398) unter der Koordinatentransformation ein und erhalten in erster Ordnung
der Taylor-Entwicklung:

0 = [ d'asc@)+ [ d's (1+0,(02") Lia) - [ d'sL(a)
= [ d' {3£@) + 0 L(z)bs, + L(z), (62" )}

- / {Za (%&/&( )) + 0 (ﬁ(:v)éwy)}
B /v d'z {a,, (Z E)(Q?T(i()x))&m(@ + ﬁ(w)&c”> } (1.402)

Wir sehen, dal’ bis auf den Term, der die explizite Abhangigkeit der Lagrange-Dichte von den
Koordinaten enthélt, der Integrand die Divergenz eines Ausdrucks ist. Da das Integrationsvolu-
men beliebig vorausgesetzt wurde, muR bereits der Integrand selbst verschwinden, so dal} eine

54



Bilanzgleichung folgt

(Za Outh(= )) (69i(z) - aﬂ¢i($)5:p5)+£(z)5$“> =0 , (1.403)

wobei wir Gl. (1.397) verwendet haben, um wieder die urspriingliche Variation einzufiihren.
Aus der geforderten Invarianz des Wirkungsintegrals folgt daher eine Kontinuitétsgleichung:

O Ju(z) = 0 (1.404)
mit
. 0L(x) L(z) A
a 2iza(a’”/%(fv)) (Za (O (x ))3/31/%( ) — GupL( )) 6zf ,  (1.405)

der ein Erhaltungssatz entspricht. J,(z) ist ein Strom, der einer Kontinuitétsgleichung genuigt
und [, d®*zJy(z) die zugehorige ErhaltungsgroRe. Damit ist die Aussage des Noetherschen
Theorems bewiesen. GI. (1.404) erlaubt es uns, durch die Spezifizierung einer Transformation
— d.h. durch die Bestimmung von éz,, und d;(x) — einen korrespondierenden Erhaltungssatz
zu formulieren.

Mdchte man konkrete Transformationen untersuchen und die entsprechenden Erhaltunsgrofien
ermitteln ist es praktischer, die Parametrisierung der Variationen der Koordinaten (1.393) und
der Felder (1.394) einzusetzen:

=% (Z,ﬁ/f e = (5o 0ph) - nolle)) X
_ o) [ 05w o N,
- {Z oms e (5 Gt - @) X2 o

(1.406)

Da die Forderung der Invarianz des Wirkungsintegrals unabhangig von der Transformation dw”
sein muf3, kann man einen Tensor definieren

. 0L(x) o 0L(x) () — . 8
b = 3 iy P (3 gy ) ~ o) X2, (1400

fur den die Kontinuitétsgleichung
00, = 0 (1.408)

gilt.
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1.9.4 Symmetrien

Wir wollen nun nachpriifen, ob der zuvor behauptete Zusammenhang des Energie-Impuls-
Tensors (1.389) mit der Translationsinvarianz der Theorie tatsachlich durch das Noethersche
Theorem hergeleitet wird. Im Fall einer Translation von Raum- und Zeit-Koordinaten gilt fur
die Parametrisierung der Variation (1.393) und (1.394)

Xﬁ — g/fj (1.409)
und die Felder bleiben unveréndert, so daf}
U;, =0 (1.410)

gilt. Dann vereinfacht sich der Noethersche Tensor (1.407) zu

On = guL() —;a(ng%am , (L411)

was mit dem zuvor behaupteten Energie-Impuls-Tensor (1.389) tibereinstimmt. Wir haben ge-
zeigt, daB der Tensor ©,, in jeder translationsinvarianten Theorie der Kontinuitédtsgleichung
00, = 0 genligt und eine zugehdrige ErhaltungsgroRe f;, d*z Oy, enthilt.

1.9.5 Lagrange-Dichten

Nachdem die Euler-Lagrange-Gleichungen fur Felder bekannt sind konnen wir die Bewegungs-
gleichungen fir einige Lagrange-Dichten herleiten.

Elektrodynamik

Beginnen wir mit den Feldern der Elektrodynamik

A, =(4,4) . (1.412)
Die zugehorgie Lagrange-Dichte ist
L= —jIFWF’“’ — juAH (1.413)
mit dem Feldtensor
F,=0,A, —-0,A, . (1.414)

Damit lautet die Lagrange-Dichte ausgeschrieben
1
L= 3 {0,A0FA” — 0, A0 A} — j, A% . (1.415)
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Die Euler-Lagrange-Gleichungen sind nach Gl. (1.387)

oL oL
8, A = BA (1.416)

mitn = 0, 1,2, 3, es handelt sich also um 4 Gleichungen. In der Lagrange-Dichte kommen bis
auf den Stromterm nur Ableitungen der Felder vor, so dal} die rechte Seite zu

aa—i’ = —j" (1.417)
wird. Die linke Seite ist:
E)M% = %E)ﬂ% (0,A,0"A” — 9, A,0"A”)
= %35 (a“A'/(sfag + 0¥ A*SEET — 0 AVS08T — 8“A”6553)
= %aﬁ (07A4° + 87A4° — 9P A" — 9 A")
= 0 (0"A° — 0P A")
= OF" | (1.418)
so daf? die Bewegungsgleichungen
O FP1 = jm (1.419)

sind, was mit der kovarianten Schreibweise der Maxwell-Gleichungen identisch ist.

Dirac-Theorie

Im Fall der Dirac-Theorie fiir ein geladenes Fermion mit Masse m hat man zwei unabhéngige
Felder: 1 und 1. Hierbei ist ¢p = 1/t~°. Ausgehend von der Lagrange-Dichte

L = ihy, 0" — merp (1.420)
Es ist nun moglich die Dirac-Gleichung mit Hilfe der Euler-Lagrange-Gleichungen fiir ¢ oder

1) herzuleiten. Die fiir v lautet:

g 0L _0L (1.421)

"o(0uy) 09
Da die Lagrange-Dichte von den Ableitungen von v nicht abhéngt, ist die linke Seite identisch
Null. Fur die rechte Seite folgt:
oL

% = ihy, 0"y —mey . (1.422)
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Damit lautet die Bewegungsgleichung zu der obigen Lagrange-Dichte
(ihy, 0" —me)yp =0 (1.423)

was mit der bekannten Dirac-Gleichung tUbereinstimmt.
Um einen zugehorigen Erhaltungssatz zu finden, benétigen wir nach Noether eine Symmetrie
des Wirkungsintegrals oder der Lagrange-Dichte selbst. Wir versuchen die globale Transforma-
tion
Y =e9% | (1.424)
wobei © ein ortsunabhdngiger Parameter ist. Dann folgt fiir die Lagrange-Dichte (1.420)
ﬁ(@’, V) = ipe' @y, 0teT %Y — meyhe'?Ce 9%

= hypy, 0% — mepy

= L&Y - (1.425)
Das bedeutet, die Dirac-Lagrange-Dichte ist tatsdchlich unter diesen Transformationen (man
nennt sie globale U(1)-Tranformation) invariant. Dann ist es auch das Wirkungsintegral und
es muf} einen zugehdrigen Erhaltungsstrom geben, der einer Kontinuitatsgleichung genigt. Im

Fall dieser globalen Transformation bleiben die Koordinaten unverandert, so dal3 in Gl. (1.393)
X, = 0gilt. Fur die Transformation der Felder (1.394) gilt

o = ¢ —y=-iQOyY also ¥, =—iQyY und
09 = ¥ —P=iQOy also Uy;=iQy |, (1.426)
wobei dw = O gesetzt wurde. Dies ist ein freier Parameter, von dem der Strom nicht abhangt,

so dal er im folgenden nicht mehr notiert wird. Der Erhaltungsstrom ergibt sich aus GlI. (1.406)
zu

. 0L(x) 0L (x) B
e = @) T o) P
= 7;@7#(_7;)@1/}
= Qny - (L427)

Dieser Strom ist natiirlich mit dem Dirac-Strom identisch. Wir priifen nach, ob dieser durch das
Noether-Theorem hergeleitete Strom tatsdchlich einer Kontinuitatsgleichung gentgt:

iauju = i(a’%)’w/} + 7;@7#3“1/}
= miy — mpy
=0 , (1.428)
was zu zeigen war. Man sieht, dal3 der Exponent ¢ in der globalen Transformation (1.424) als

Ladung des Erhaltungsstroms interpretiert werden kann.

58



2 Zeitabhangige Storungstheorie

2.1 Gekoppelte Kanalgleichungen

Wir werden nun Situationen betrachten, bei denen der Hamilton-Operator explizit von der Zeit
abhangt. Dies impliziert, dal es keine stationdre Losungen der Schrodinger-Gleichung gibt.
Zundchst werden wir uns auf zeitabhdngige Ein-Elektron-Probleme in unseren Studien be-
schréanken.

Der Grundgedanke der zeitabhdngigen Storungstheorie und Diracschen Storungstheorie ist es,
den Hamilton-Operator aufzuspalten in zwei Anteile,

H=Ho+Hi(t) , 2.1)

wobei der zeitabhdngige Anteil 7, (¢) klein ist. Fur den zeitunabhdngigen Anteil #, gelte die
stationdre Schrodinger-Gleichung

Houk = Ekuk . (22)

Aufgrund der Zeitabhangigkeit in #; (¢) werden Ubergénge zwischen den Eigenzustanden w;,
von Hy bewirkt.

Wir wollen die zeitabhédngige Schrodinger-Gleichung losen

Ohi
ot

¥; (r, 1) beschreibt die Wellenfunktion des Elektrons . Wir kdnnen 1; (r, t) entwickeln in den
Eigenfunktionen u,e %" der ungestorten zeitabhéngigen Wellenfunktion. Die Entwicklungs-
koeffizienten a,, (t) werden dabei von der Zeit abhdngen. Haben wir es beispielsweise mit ato-
maren Streuprozessen zu tun, so beinhalten die u,, die diskreten gebundenen Zustande wie auch

die Kontinuumszustande. Demzufolge lautet die Entwicklung

th

=Hip; . (2.3)

b (1) = ia (t) une~ 5. (2.4)

n

Wir setzen diesen Ansatz in (2.3) ein. Es resultiert
iB _iBnt

imam () une” o+ iam (1) Epupe” ® =

n

_ iEnt

Ain, (t) (Ho + Hl (t)) Up€ &

iEnt

Qin () (En + Hi (B)) upe” &

i e

(2.5)
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Wir multiplizieren mit »; und integrieren tiber den Raum. Dabei nutzen wir die Orthonormalitét
der u,, aus. Es folgt

iEnt

Bt Bt
ihc’zike—T —+ Ak (t) Epe 7 = azk Eke + iam k |H1 )| TL) e "k . (26)

Dies ergibt schlieflich fiir die Besetzungsamplituden a (t) des Zustandes & durch das Elektron
1 die Bewegungsgleichung

. i(Ep—En)t
g ( 5 iam (k|H1(t)|n)e kh : (2.7)

Dies ist ein unendlicher Satz linearer gekoppelter gewdhnlicher Differentialgleichungen erster
Ordnung fir die Besetzungsamplituden. Der Satz (2.7) ist vollkommen &quivalent zur partiel-
len Differentialgleichung (2.3). Die entsprechenden Besetzungswahrscheinlichkeiten sind dann
determiniert durch

Py, (t) = lawx @®)* (2.8)

Insbesondere bei Streuprozessen ist die zeitabhéngige Storung zumeist nur von kurzer Dauer.
Fur den MeRprozel ist dann die asymptotische Besetzungswahrscheinlichkeit fur ¢ — oo von
Relevanz

Py, = |ag (t = o0)[* . (2.9)

Wir kénnen eine Ubergangsfrequenz ws,, definieren durch

E,—E
Wen = % . (2.10)

Die Anfangsbedingung zur Losung des Differentialgleichungssystems (2.7) lautet
ik (t = —OO) = 0k - (211)

Dies heift, in dem betrachteten Ein-Elektronen-Problem besetzt das Elektron anfangs den Zu-
stand ¢ mit der Wahrscheinlichkeit 1. Alle anderen Zusténde sind unbesetzt.

In zeitabhéngiger Storungstheorie nehmen wir nun an, dal} in (2.7) auf der rechten Seite flr die
Amplituden a; stets die Bedingung (2.11) gilt. Somit haben wir also approximativ

i(E—E)t

= o (k[ () ) e T (2.12)

Diese entkoppelte gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung a3t sich formal 16sen
durch

t

o ()= [ B O]

—Co0

i(E—Ey)t
3

dt’ . (2.13)
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Wieder gilt fiir die asymptotische Ubergangswahrscheinlichkeit (2.9). In zeitabhangiger Stérungs-
theorie wird die Wahrscheinlichkeitserhaltung und damit die Unitaritdt verletzt, da (2.11) gilt
zusétzlich zur Ubergangsamplitude (2.13).

Als einen konkreten physikalischen ProzeR3, bei dem der Formalismus der gekoppelten Kandle
Anwendung findet, betrachten wir die lon-Atom-Streuung.

In diesem Fall ist

2
Ho = I g +V(r) (2.14)
2m
mit 702
V(r) = —tTe (2.15)
sowie 72
_ p€
H, (t) = RO (2.16)

Die zeitabhédngige Stérung 7, (t), gegeben durch das Potential des Projektils mit der nuklea-
ren Ladung Z,e, bewirkt Anregungen des im Atom mit der nuklearen Ladung Z.e gebundenen
Elektrons in hoher liegende gebundene Zustdande bzw. direkt in das Kontinuum. Im letzteren
Fall sprechen wir von lonisation. Der StoRprozeR wird semiklassisch betrachtet, d.h. die Kern-
bewegung wird aufgrund der hohen Kernmasse klassisch behandelt, wahrend die Elektronendy-
namik quantenmechanischer Natur ist. Die klassische Kernbahn ist durch R(t) bestimmt. Fur
t — —oo bezeichnet der transversale Abstand den Sto3parameter 5. Im Rahmen der klassischen
Bewegung ist bei festgehaltenem Target mit der Ladung Z,e der Sto3parameter b eindeutig mit
dem Streuwinkel @ des lons verbunden. Die Ubergangswahrscheinlichkeit P;¢ des Elektrons
von einem Anfangszustand |:) zu einem Endzustand | f) hdngt von dem Stol3parameter ab

Pys (b) = |aig (bt = 00)[* . (2.17)
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Studieren wir aber beispielsweise die lonisationswahrscheinlichkeit, so mussen wir Uber alle
Kontinuumszusténde integrieren. Die lonisationswahrscheinlichkeit ist gegeben durch

Ey
P@) = / laif (bt = )P dE . (2.18)
B
Hierbei ist £, = oo. Betrachten wir den lonisationsprozeR im Rahmen der nichtrelativistischen
Schrddinger-Theorie, so ist £; = 0. Im Fall der Dirac-Theorie haben wir die Ruheenergie
hinzuzuaddieren, und es ist folglich E; = mc2.

Ein Mal fur die Starke der Reaktion, d.h. zum Beispiel fiir die lonisationsrate, ist der Wirkungs-
querschnitt. Hierzu multiplizieren wir die Ubergangswahrscheinlichkeit P (b) mit der Kreis-
ringflache dF' = 2xb db. Schliel3lich integrieren wir tber alle StoRBparameter. Wir haben damit
o= 27T/P(b) bdb . (2.19)
0
Der Wirkungsquerschnitt hat die Dimension einer Flache. Die MeRgroRe des Wirkungsquer-
schnittes ist barn. Es ist

dimo=b (2.20)
mit
1b=10"%2m? = 100 fm* . (2.21)
Hierbei ist
1fm=10""m . (2.22)

Der differentielle lonisationswirkungsquerschnitt in bezug auf die Endzustandsenergie ist ge-
geben durch
d

- oC
= = 27r0/bPZ~f B)db . (2.23)

62



Hierbei fixiert f die Endzustandsenergie E. Wir kdnnen den differentiellen Wirkungsquer-
schnitt (2.23) auch in bezug auf den StoBparameter b differentiell betrachten. Es ist

do

Der totale Wirkungsquerschnitt ist eine Invariante. Differentielle Wirkungsquerschnitte hinge-
gen héngen von der Wahl des Bezugssystems ab.

Bewegt sich das Projektil-lon mit relativ langsamer Geschwindigkeit im Vergleich zur klas-
sischen Umlaufgeschwindigkeit des Elektrons im Target-Atom, so behandelt man den Streu-
prozel’ vorteilhaft in der adiabatischen Basis. Das Elektron kann sich hierbei relativ gut dem
sich zeitlich veranderlichen Potential des Projektils anpassen. Es bilden sich quasimolekulare
Zustande aus. Das Beiwort ,,quasi® wird deswegen eingefiihrt, da sich eine geringe zeitliche Va-
riation der Zustande ergibt. Wir gehen jetzt von einer neuen Basis aus. Diese ist gegeben durch
die Eigenzusténde des instantanen Hamilton-Operators. Wir haben

H () un (t) = En (D) un () - (2.25)

Die exakte Wellenfunktion des Elektrons « befriedigt wieder die zeitabhdngige Schrodinger-

Gleichung

in%% gy O - (2.26)
ot
Jetzt entwickeln wir die Wellenfunktion ¢; in den adiabatischen Zustanden u,, (), dies sind die

sogenannten Born-Oppenheimer-Zustande,

B
W = iam (1) uy, (t) exp {—% / E, (1) dt'} : (2.27)
t1 kann willkirlich gewahlt werden. Wir setzen zumeist ¢; = —oo. Im Fall der zuvor disku-
tierten lon-Atom-Streuung bestimmt sich w,, (¢) durch Losung der Zwei-Zentren-Schrddinger-
Gleichung

—_—— 2_ —
2mV T r— R

( h2 Zt62 ZpeQ(t)|> - (t, 7‘) — B, (t) U, (t, 7‘) , (2.28)

wobei die Zeit ¢ die Rolle eines Parameters spielt. Die u,, bilden erneut einen vollstandigen und
orthonormalen Basissatz.

Wir setzen (2.27) in(2.26) ein. Es folgt

ih idm (t) uy, (1) exp {—% /t E, (t) dt'}

t1
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= %ﬁazn (t) H (t) Un (t) exp {_%t/ Ey, (tl) dt,}
= ;vj () Ba () un (t)  exp {—% / E, (f) dt’}
(2.29)
Damit haben wir
i[a (£) n (£) + ain () a%] exp {—% / E, () dt’} -0 . (2.30)

Wir multiplizieren von links mit «;, und integrieren tiber den gesamten Raum. Es resultiert

t

i (t) = — iam (t) (k|| n) exp {—% (En — Ey) dt’} . (2.31)

n

In diesem System gekoppelter Differentialgleichungen geht die Summe Gber alle Zusténde, also
auch tber n = k. Hier kdnnen wir jedoch spezielle Betrachtungen anfiihren. Wir gehen aus von

(njn) =1 . (2.32)
Die Ableitung in bezug auf die Zeit liefert
(n|n) +(njn)y=0 . (2.33)

Die beiden Ausdriicke sind gerade komplex konjugiert zueinander. Dies bedingt, dal (n |n)
rein imagindr ist, d.h.
(nln) =ia(t) (2.34)

wobei « (t) reell ist. Wir filhren nun eine Phasentransformation der u,, (¢) durch mittels
ul = u,e’® (2.35)
Mit dieser Phasentransformation kdnnen wir die Phase « (t) kompensieren, denn es ist

W7y =) +iy=i(a+4) . (2.36)
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Die Phase der Eigenfunktionen ist zu jedem Zeitpunkt frei wahlbar. Wir wéhlen

v(t) = — / a(t)dt . (2.37)

Dies bewirkt fur das Diagonalmatrixelement
(n'|n'y=0 . (2.38)

Damit kdonnen wir in (2.31) den Term mit £ = n eliminieren, und wir haben

ag, (t) = — I Qin ( <k ‘at‘ n> exp {_ﬁ / (E, — Ey,) dt’ } ) (2.39)

n#k t1

Mit Hilfe des Hellmann-Feynmann-Theorems lait sich das Matrixelement <k ‘%‘ n> noch et-
was umformen, so daR es leichter berechenbar ist. Wir differenzieren die Eigenwertgleichung
H (t) uy, (t) = E, (t) u, (t) in bezug auf die Zeit ¢. Es folgt

oH ou, OE, Ouy,

i - = E,—— . .
o Un T g = gp tn T By (2.40)
Wir multiplizieren von links mit u; mit £ # n und integrieren Uber die Raumkoordinaten. Es
folgt

(k|5 ) + B Gk Ii) = aaEt"<k|n>+En<k|7'”L> : (2.41)
=0
Dies fihrt schliellich auf
- (k[5Em)
ki) =" —p~ (2.42)

Mit diesen Hellmann-Feynman-Theorem haben wir die Zeitableitung von der Wellenfunktion
auf den Hamilton-Operator transferiert. Gilt wieder

H=Ho+Hi (t) (2.43)

so haben wir

<k‘68t‘n> E, 1Ek<k‘aﬂl > : (2.44)

Der Anfangswert fir das gekoppelte Kanalsystem (2.39) lautet wieder

d.h. vor Beginn des Streuprozesses ist nur der Zustand n = ¢ besetzt.
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In zeitabhé@ngiger Storungstheorie nehmen wir erneut an, dal3 (2.45) stets gilt. Alle Kopplungen
innerhalb der Kandle werden abgeschalten. Damit reduziert sich (2.39) auf

aix = — (k| 3| i) exp {—%/(E — E) dt’} . (2.46)

21

Zur Losung dieser Differentialgleichung integrieren wir. Es folgt mit k = f

aif (t) = —/<f 2 i>exp{—;;b/(Ei — Ey) dt”} de’ . (2.47)

t1 t2

Hierbei setzen wir ¢; = t, = —oc. Erneut gilt fiir die asymptotische Ubergangswahrscheinlich-
keit
Py =aif (t = 00)[* . (2.48)

2.2 Unitaritatsrelationen der Besetzungsamplituden

Wir betrachten in der Born-Oppenheimer-Basis die Losung der zeitabhdngigen Schrodinger-
Gleichung

., 0
zhaqﬁi =He; . (2.49)
Es gilt die Entwicklung
#i(t) = Yo (t) gy e (2.50)
J
mit der Phase ,
1
xit) =3 [ o Bi(t) . (2.51)

Die untere Grenze des Integrals kann frei gewéhlt werden, dies entspricht einer frei wahlbaren
Phasentransformation. Als Anfangsbedingung gilt

¢i(t = —c0) =i . (2.52)

Die adiabatischen Basisfunktionen ¢; bilden zu jedem Zeitpunkt einen vollstandigen und ortho-
normalen Satz. Ebenso bilden aber auch die Losungen ¢;(t) der zeitabhdngigen Schrodinger-
Gleichung zu jedem Zeitpunkt einen vollstandigen und orthonormalen Basissatz. Dies ist eine
Folgerung der Unitaritét des Zeitentwicklungsoperators. Es ist

(1)

$i(t) ) = (pj(—00) |U*(t, —00) U(t, —00)| wi(—00)) = 6 . (2.53)
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Aus dieser Relation lassen sich Eigenschaften der Einteilchenamplituden a;; ableiten. Wir set-

zen die Entwicklung (2.50) in das Matrixelement (2.53) ein. Dies ergibt
<¢j|¢z‘> = < Z ik Pk e~ Xk Z i Pr/ e—ixy>
k kl

= > (erlow) X e X% ak ag
Y

= ) Opp eXke X sy, ik
kK

Hieraus erhalten wir
> @50 = 0y
k

Unter Verwendung anderer Buchstaben kdnnen wir auch schreiben

*
> Gt = O
i

(2.54)

(2.55)

(2.56)

Wir betrachten die Unitaritatsrelation der Besetzungsamplituden nochmals von anderer Warte.

Wir schreiben
ai;(t) = D Ujk aix(to)
k

mit der Anfangsbedingung

air(to) = Oix
Unitaritét des Zeitentwicklungsoperators bedingt

Uy =Ug"
Damit folgt

Za;;iali = Z Uija;;r(to Uzsals tO Z Uij(skrUis(sls
i

4,7, 4,7,

= Z :;c il = ZUkz il = ( IU)kl:(skl

Ebenso folgt aber auch

doapan = Y Upai(to) Ussais(to)
= Y Uils =Y Ul = (UUTY), = by
Also haben wir beziiglich der Spalten und der Zeilen eine Unitaritatsrelation

%
Zakiali = o ,
i

*
Y apaa = O
i
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2.3 Fermi’s Goldene Regel

Wir wollen jetzt einen Ausdruck fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit ableiten,
der zur Anwendung kommt, wenn wir Ubergangsraten in Quantensystemen ermitteln wollen.
Ein typisches Anwendungsbeispiel ist die Berechnung atomarer Ubergangszeiten. In erster Ord-
nung Stdrungstheorie gilt bei Verwendung der stationéren Basis fiir die Ubergangswahrschein-
lichkeit

2

Py(t (2.64)

/ at (19 )iy e {5 (B — B}

Findet der Mel3prozeR nach Ablauf der Storung statt, so wird fiir die Zeiten nach der Stérung
die Ubergangswahrscheinlichkeit unabhingig von ¢. Wir kiirzen jetzt ab

Hp(t') = (fIHL(E)]5) (2.65)
Damit haben wir fiir ¢t = oo
2
1 ! Z !
Py =13 (¢)exp{ Epit'} (2.66)
mit

In (2.66) steht im wesentlichen das Fourier-Integral der Storung. Es ist
1 i
Hy(t) = 5~ [ dB Hy(E exp{——Et} (2.68)
2rh J I
und
+o00 i
Hy(F) = | dtHfi(t)eXp{ﬁEt} . (2.69)

Damit konnen wir die Ubergangswahrscheinlichkeit (2.66) in erster Ordnung Stérungstheorie
auch schreiben als

1
Py = o |Hs(E) . (2.70)

P;; ist nur dann von Null verschieden, wenn die Energie £y — E; = Ey; im Fourier-Spektrum
der Storung enthalten ist. Die Anwendung erster Ordnung Storungstheorie ist aber nur dann
sinnvoll, wenn gilt

Pyl . (2.71)
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Wir wollen nun eine zeitlich konstante Stérung untersuchen, die zum Zeitpunkt £ = 0 einge-
schaltet wird und am Zeitpunkt ¢ = ¢, wieder abgeschaltet wird. Damit haben wir

Hl (t) == Hl @(t) @(ts — t) . (272)

Spezielle Ein- und Ausschaltvorgédnge vernachlassigen wir. Die Ubergangswahrscheinlichkeit
wird bestimmt durch das Ubergangsmatrixelement {f|#£ |i) und von dem zeitabhéngigen Ge-
wichtsfaktor Fy(Ey;). Mit diesen vereinfachten Annahmen kénnen wir den Ausdruck fiir die
Ubergangswahrscheinlichkeit schreiben als

Pr(t) = o5 [(f1a10)* F(Ep) @73)
mit
Fy(E) = O(t) [0(t, — 1) Gy(E) + Ot — t,) Gy (E)] - (2.74)
Hierbei ist
P i © o ekm_qf o 1 — cos(Et/h)
Gy(E) = ‘O/dt exp{ﬁEt} =S| = (2.75)
Die Funktion G;(E) hat Nullstellen bei
B=n (2.76)

mitn = £+1,£2, ... sowie ein ausgepragtes Maximum bei £ = 0. Mit der Regel von I’Hospital
findet man den Funktionswert bei £ = 0 durch

& (1 — cos(Et/h
GY(E = 0) = Jim 27" 2 ( dfogg M) _p 2.77)
- aB?

Die Abschétzung fur die Halbwertsbreite liefert @ Wir berechnen jetzt das folgende Integral

1 177 l—cosy 1 i sin y
— dEGEz—/dgz—/d 2.78
27rht_o/o (F) T . Y y? mJ 4 Y (2.78)
mit
Et
= — 2.79
y= (2.79)

Im letzten Schritt von (2.78) wurde partiell integriert.
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G,(E)

A

Der Wert des Integrals in (2.78) ist 7. Damit folgt

+o0
1
ml dE Gy(E) =1 . (2.80)
Ferner gilt fir £ # 0
E 2
Gi(E) oo (2.81)

2rht — wE?t t—oo
Damit haben wir eine Darstellung der §-Funktion gewonnen. Es ist

1 1
im
t—oo 2ht

G,(E) = §(E) . (2.82)

Hieraus lassen sich einige Schluf3¢folgerungen ziehen. Aus der Halbwertsbreite der Funktion
G.(E) schlieBen wir, daB die Ubergénge vorzugsweise zwischen Zustanden mit Energiediffe-
renzen aus dem Bereich ot

N (2.83)
stattfinden. Flr Ey; # 0 oszilliert die Ubergangswahrscheinlichkeit als Funktion von ¢ mit der

Periode
_ 27h

= B

Wir fiihren noch die Ubergangsrate als Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit ein.

T (2.84)

Wir lassen jetzt nicht nur Ubergénge in einen diskreten Zustand sondern Ubergénge in ein kon-
tinuierliches Spektrum zu. Wenn die Endzustinde quasidicht liegen, dann wird sinnvollerweise
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nicht nach dem Ubergang in ein spezielles Niveau, sondern nach dem in ein bestimmtes Ener-
gieintervall zwischen Ef und Ey + AE gefragt. Wir flihren hierzu die Zustandsdichte g, des
ungestorten Systems ein. Dabei ist gy (E) dE gleich der Zahl der ungestorten Eigenzustande mit
Energiewerten im Intervall zwischen E und E + dE. Bilden die Endzustidnde ein Kontinuum,
so betrachten wir die Grolie

Poas(t) = [ 4B oo(By) Py(t) (2.85)
AEy
Wir wissen, da fur groRe Zeiten ¢ und ¢, die Funktion P;f(t) scharf um Ef; = 0 konzentriert
ist. Die Halbwertsbreite des zentralen Peaks wurde zu 2”"‘ abgeschatzt. Ist das Energlemtervall
AE} deutlich breiter als der Peak, AE; > m , dann konnen wir das Integral (2.85) von —
bis +oco laufen lassen. Ferner ziehen wir zuvor als N&herung die Zustandsdichte sowie das
Matrixelement vor das Integral. Damit erhalten wir

Pisr®) = oz |/ Pal) / 0 Gy(E)
27 )
= %Qo|<f|7'i1|7'>| t . (2.86)
Die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit bestimmt sich demnach als
Liar = ol [HlDF @87)

Dies ist eine andere, hdufig verwendete Version der Goldenen Regel.

Wir wollen nun den Spezialfall einer periodischen Storung behandeln. Dies ist insbesondere
fir Strahlungstibergédnge in Atomen von besonderer Relevanz. Wir nehmen nun an, dal H(¢)
eine periodische Funktion der Zeit ist. Dies kann beispielsweise durch ein monochromatisches
elektrisches Feld realisiert werden. Wir haben

H1(t) = H1O(t) coswt . (2.88)

Die Storung wird also bei ¢; = 0 eingeschaltet, die Storzeit ¢, ist aber unendlich. Damit erhalten
wir fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit

¢ :
/ dt’ i (t') exp {%Eﬁt’}

= |7Z;:2 ‘/dtexp{h(Efz-i—hw } /dtexp{ Efz—hCU)}

exp{ (Ep; + hw) }—1 exp{ (Ef; — hw )1&}—12
Efi—i-hw + fi_hw

2

Py(t) = 72

2

1

.(2.89)
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Jeder der beiden Summanden hat eine Struktur, die der Funktion G;(E) dhnelt. Fiir sehr grofe
Zeiten ¢ liefert der erste Summand einen Beitrag, der um E¢; = —hw konzentriert ist, wéhrend
der des zweiten Summanden ein scharfes Maximum bei Ey; = +hw bewirkt. Die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit setzt sich im wesentlichen aus zwei separierten Anteilen zusammen. Im er-
sten Fall mit E; > E; und w > 0 dominiert der zweite Summand, und es gilt dominanterweise

Ef ~ F;, + hw . (290)
Fiir die Ubergangswahrscheinlicheit resultiert

Hpil?
Pe) = TGy~ ) 2.91)

Fiir die Ubergangsrate folgt analog

™ .
Pias = greol(f Ml (292)

Wenn die Frequenz w der Storung gerade auf eine exakte Anregungsenergie E¢; = Ef — E;
des ungestdrten Systems trifft, werden Ubergénge besonders wahrscheinlich. Es handelt sich
um ein typisches Resonanzphanomen. Dies ist beispielsweise die Situation, wenn ein Photon
auf ein Atom trifft.

Indem Fall E; < E; und w > 0 dominiert der erste Summand in (2.89). Es gibt einen scharfen
Peak fur E¢; = —hw. Wir haben also

E;=E; — hw (2.93)

Hierbei wird vom System die Energie Aw emittiert. Im Fall der Resonanz mit E'y; = +fiw kann
die monochromatische Storwelle sowohl Absorption als auch Emission erzwingen.

2.4 Eine atomare Uhr fur nukleare Reaktionszeiten

Als explizites Anwendungsbeispiel fiir die zeitabhdngige Storungstheorie betrachten wir die
Emissionswahrscheinlichkeit fir hochenergetische Elektronen im Stol3 sehr schwerer lonen.
Es wird angenommen, dal die beiden streuenden Atomkerne in Kontakt kommen und fir ei-
ne gewisse Haftzeit 7" zusammenhdngen, bevor es wieder zu einer Trennung der beiden Ker-
ne kommt. Es soll aufgezeigt werden, wie auch relativ kurze Haftzeiten im Zeitbereich von
T ~ 10~2's durch die Messung der Energieverteilung der in das Kontinuum emittierten hoch-
energetischen Elektronen nachgewiesen werden konnen.

Um die prinzipielle Methodik zu erldutern, ist es hinreichend, sich auf zentrale nukleare Kol-
lisionen mit dem StolRparameter b = 0 zu beschranken. Fir zentrale Stol3e verschwinden auch
Effekte, die mit der zeitlichen Winkelanderung der internuklearen Achse verbunden sind.
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Ferner wollen wir idealisierend annehmen, daR der Energieverlust der Kerne aufgrund der Reak-
tionen vernachlassigber ist, so daR der Eingangskanal von der Kernreaktion und der Ausgangs-
kanal nach der Kernreaktion zeitgespiegelt zueinander sind. In zeitabhédngiger Storungstheorie
gilt fur die komplexwertige Ubergangsamplitude von einem anfanglichen gebundenen Zustand
1 in einen Endzustand f im Kontinuum

B
7
aif(t) = <f ‘at’ >eXp {_ﬁ / (E; — E¥) dt"} de' . (2.94)
t2
Wir setzen jetzt
L, = —o0 (2.95)
ta = 0 . (2.96)

Damit haben wir eine absolute Phase fixiert, die aber physikalisch irrelevant ist.
Ferner nutzen wir das Hellman-Feynman-Theorem aus

== (el = m= (o

Da es in Zentralstol3en keine Rotationskopplungen gibt, kdnnen wir ferner mit dem internuklea-
ren Abstand R = R (t') schreiben

> . (2.97)

0 . 0

5 = R@ (2.98)
mit dR

R = il (2.99)

Somit gilt fiir das Ubergangsmatrixelement

. 0 1 oH
M=— — |3y =— ) )
R<f\aR > Ei_EfR<f\aR > (2.100)
Fir die Phase schreiben wir abkiirzend
/ dt" (E; (") — E; (t)) . (2.101)

Damit erhalten wir in zeitabhdngiger Stérungstheorie fur die Ubergangsamplitude nach dem
StoR mitt — oo

aif (0o /dtM —ie(t +/dtMe‘Z‘I’ +/dtMe_“I’() : (2.102)
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Wir haben hierbei ¢ in ¢ umbenannt. Der zweite Term auf der rechten Seite kennzeichnet den
Anteil der Ubergangsamplitude, der aus der nuklearen Haftzeit resultiert. Der erste Term be-
schreibt den einlaufenden Ast der Trajektorie, der letzte den auslaufenden Ast der Trajektorie.

Das zweite Integral ergibt aber Null, da wahrend der Kontaktphase der beiden Kerne der inter-
nukleare Abstand konstant ist und daher gilt 2 = 0. Dabei haben von leichten Deformations-
und Kompressionsmoglichkeiten beider Kerne abgesehen. Ferner gilt aufgrund der Konstanz

von R 5
<f \ﬁ

Wahrend der nuklearen Haftzeit gilt ebenfalls

i>=0 fir 0<¢t<T . (2.103)

Eif=E;(t)— Ef(t) =const fir 0<¢t<T . (2.104)

Beziiglich des dritten Integrals in (2.102) fuhren wir eine Variablentransformation durch. Es ist

T=t-T (2.105)
und daher 5 5

Somit bekommen wir fiir die Phase
o(t) =

t
1
Eif (t”) dt" + ﬁ / Eif (t”) dr’
T

= Eif%+q>(7) . (2.107)

Die Variablentransformation (2.105) bedeutet ein Neustellen der Uhr fur den auslaufenden Ast
der Trajektorie. Fir das dritte Integral in (2.102) folgt somit

/ dt M =0 — / dr M (®M+B %) (2.108)
T 0

Wir benennen jetzt wieder 7 in £ um und erhalten

0 o0
aip (00) = / dt M =10 4 / dt M e™®® e=iFis T (2.109)
—co 0
Mit der Ersetzung
t'=—t (2.110)
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gilt

®(t) = - (1) (2.111)
und die Antisymmetrie
M@Y=-M(@) . (2.112)
Damit ist aber auch
/ dt M (t) e~ / dt' M() e2®) (2.113)

Zur Verifikation schreiben wir die rechte Seite um
0 0
- / dt' M(#) ) = — [ (=dt)(-M(2))e 0
- —/dtM Pt /dtM eI (2.114)
Mit der Definition fur die Ubergangsamplitude auf dem einlaufenden Ast der Trajektorie
0
ol = / dt M(t) e~i®® (2.115)

bekommen wir -
/ dt M(t)e™®® = —q'F; . (2.116)

M (t) ist reel. Da der ein- und auslaufende Ast der Trajektorie der zeitgespiegelten Situation
entsprechen, impliziert die Zeitspiegelung bei der Ubergangsamplitude ein Minusvorzeichen
sowie eine komplexe Konjugation. Mit der Phasenverschiebung

T
AQ = (E; — Ef) = (2.117)
14Rt sich die asymptotische Ubergangsamplitude ausdriicken durch
a;f(00) = d'iy — exp {—iAQ} o' . (2.118)
Die Ubergangswahrscheinlichkeit ist gegeben durch
Py = |ags (o0)* . (2.119)
Wir setzen
aip = |dif| € . (2.120)
Dann ist
aif (00) = |d'i] (eia — e_iAQe_ia) (2.121)
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und

Pis = |aif (00)]> = |a'is[* | —e

_ |a/if|2 a2 (ei(a+%) _ e—i(a+%))

_ |alif|2 e—i%—“ 2 ei(a—l—%) _ e—z’(a—l—%) (2.122)
X X*
Es ist
X — X* = 23X (2.123)
Damit folgt
) 2
s (o) = [a'ssl* (234
AQ
= |a'if|* 4 sin? (a + 7) (2.124)

Der Betrag des Sinus hat die Periode 7. AE sei der Abstand zwischen zwei Maxima. Wir
vernachldssigen fir die qualitative Diskussion die Energieabhéngigkeit von «. Dann erhalten
wir aus dem Argument des Sinus

AQ AET

Dies fuhrt auf -
™
AB=""=2 (2.126)

Das Energiespektrum der in das Kontinuum emittierten Elektronen wird durch den Faktor |a’z~f|2
bestimmt. Dies fuhrt global zu einem mit zunehmender Energie exponentiell abfallendem Spek-
trum. Uberlagert wir dieses Spektrum von einem Faktor, der den Verlauf einer quadratischen
Sinusfunktion hat. Dies fiihrt zu Maxima im Elektronenspektrum sowie idealerweise auch zu
Nulldurchgéangen. Der Abstand zweier Maxima im Energiespektrum kann herangezogen, um
die nukleare Kontaktzeit 7" zu determinieren. Auf diese Weise konnten nukleare Kontakizeiten
im Zeitbereich von T = 10~2s bestimmt werden.

3 Zweite Quantisierung

Dieses Kapitel befal3t sich mit der Quantisierung des Schrodinger-Feldes. Dieser Formalismus
wird es uns erlauben, auch Vielteilchen-Probleme zu handhaben. Wesentlich bei der Diskussi-
on der N-Teilchen-Systeme wird es sein zu differenzieren, ob die betrachteten Teilchen dem
Pauli-Prinzip gehorchen oder nicht. Wir werden hierbei den Umgang mit Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren sowie mit Anzahloperatoren von Teilchen kennenlernen. Die diskutierten
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Methoden sind fir alle quantisierten Mehrteilchensysteme von essentieller Bedeutung. Beson-
deres Augenmerk gilt als typisch quantenmechanisches Phdanomen der Austauschwechselwir-
kung als direkte Konsequenz des Pauli-Prinzips und der Ununterscheidbarkeit der Teilchen.
Elementare Vielteilchenmethoden werden behandelt.

3.1 Permutationen

Wir beginnen die Diskussion mit einer kurzen Studie von Zwei-Teilchen-Systemen. Der Hamilton-
Operator des Gesamtsystems ist dann gegeben durch

H2 =h' + 2+ h12 | (3.1)

Die Hamilton-Operatoren A! und A2 der beiden Teilchensysteme haben die gleiche Form. Der
Wechselwirkungs-Hamilton-Operator ~'% sei symmetrisch in den Teilchen 1 und 2. Dies kann
beispielsweise die Coulomb-Wechselwirkung oder die Spin-Spin-Wechselwirkung zwischen
zwei Elektronen sein. Die Eigenwerte von A! und A2 seien gleich

hlug) = ealug)

W lug) = ealug) (3.2)

lul) sind Vektoren im unitédren Raum /! des Systems 1 und |u2) solche im Raum 22 von 2. Die
Energien des Gesamtsystems ohne Wechselwirkung sind determiniert durch

HP?=h'+h" . (3.3)
Es sind zwei Falle zu unterscheiden
1. Die Systeme 1 und 2 befinden sich beide im gleichen Zustand |u,). Dann ist
Ey = 2%, (3.4)
mit
[un,) = |ugtiq) - (3.5)

2. Die Systeme 1 und 2 befinden sich in verschiedenen Zustdnden |u,) und |up). Die Ge-
samtenergie

Ey=¢,+¢ (3.6)

kann auf zwei verschiedenen Weisen realisiert werden. Entweder ist das System 1 im
Zustand |u,) und das System 2 im Zustand |u;), oder es ist das System 1 im Zustand |u;)
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und das System 2 im Zustand |u,). Die Energie Ej ist in diesem Fall entartet, es gehdren
zu ihr alle Linearkombinationen der Produktvektoren

u) = Jugup)
ug) = |upui) . (3.7)
Es ist somit
Ey = e,+e&
lum,) = cilugup) + ealuyul) (3.8)

Diese Entartung der Gesamtenergie, die durch das Vertauschen der Systeme 1 und 2 be-
wirkt wird, nennt man Austauschentartung.

Betrachtet man nun den Gesamt-Hamilton-Operator H'2, so kann man den EinfluR der symme-
trischen Storung h'?2 = A?! ndherungsweise in Schrodinger-Storungstheorie erfassen. Es tritt
dabei das Matrixelement

hi1 = (u1]h'?uy) = (uiud|h2uiu?) (3.9
auf, das man auch Wechselwirkungsintegral nennt. Ferner tritt das Matrixelement
hoa = (ug|h'?uy) = (upu?|h2upu?) (3.10)

auf. Durch Vertauschen der Nummerierung der Teilchensysteme 1 +— 2 folgt das Matrixele-
ment (uiul |h?'uZul). Aufgrund der auferlegten Symmetrien haben wir

hos = hy1 . (3.11)
Die Nichtdiagonalelemente in einer storungstheoretischen Betrachtung
hia = (wi[h'?up) = (ugup|h*uyug) (3.12)
nennt man Austauschenergie oder Austauschintegral. Es gilt
hot = hia . (3.13)

Diese Austauschenergie hebt die urspriingliche Entartung der Zustande |u) und |us) auf. Auf-
grund der symmetrischen Stérung h'2 ergibt sich in niedrigster Ordnung Storungstheorie, dal
sich die Gesamtwellenfunktion als Linearkombination

[u*) = AF (Jur) + [u2)) (3.14)
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darstellen IaRt. Der Faktor A* bestimmt sich aus der Normierung

1= (uu®) = |AF[ ((ur]wr) + (uslus)) = 2|4F* (3.15)
also
At = 1 (3.16)
7 .

Damit lauten die Eigenvektoren von H in niedrigster Ordnung

) = s (Juiud) £ ) (3.17)

Es ist wichtig zu betonen, dal® der Ansatz (3.14) aus der Storungstheorie niedrigster Ordnung
h'? resultiert und keineswegs exakt ist. Die allgemeine Gesamtwellenfunktion I&Rt sich nicht
als eine derartig simple Linearkombination generieren. |u~) &Rt sich auch als Determinante

=5 ) )

schreiben. Diese Determinante nennt man Slater-Determinante. |u*) ist symmetrisch, |u~) an-
tisymmetrisch gegeniiber einer Teilchenvertauschung. Diese Symmetrie bzw. Antisymmetrie
bleibt bei beliebig groler, symmetrischer Wechselwirkung bestehen.

1| fuy) [u2) ‘ 318

Wir betrachten jetzt ein zusammengesetztes System, das aus N Teilchen besteht. Fir jedes
Teilsystem gilt derselbe Hamilton-Operator,

hlug) = ealug) (3.19)

mitv = 1,2,..., N. v numeriert die verschiedenen Teilsysteme durch, ¢, bezeichnet die ver-
schiedenen Energiezustande. Wieder sehen wir von einer Entartung der £, ab. Firr den Gesamt-
Hamilton-Operator ohne Wechselwirkung gilt

m:iw. (3.20)
v=1
Der Eigenvektor
luy) = Julul. . ul) (3.21)
zum Eigenwert
Ey=¢,+ep+...+¢, (3.22)
liegt im Produktraum
Uy =U'xU?x...xUN . (3.23)
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Dies heift, das System 1 ist im Zustand |u,), das System 2 ist im Zustand |u,) und das System
N istim Zustand |u,,). Jede andere Verteilung der Systeme auf diese Zusténde ist aber ebenfalls
Eigenvektor von H, zum Eigenwert Ejy, z.B.

My =Jupu?..ud) . (3.24)

lug) = |uiu;un :

Durch Permutationen der N Zahlen a, b, . . . , n erhdlt man insgesamt N'! Eigenvektoren zum Ei-
genwert E,, wenn die Zahlen a, b, . . ., n alle verschieden sind. Sind Sie nicht alle verschieden,
sondern zerfallen sie in Gruppen von je Ny, Ny, ... einander gleiche Zahlen (N; + Ny + ... =
N), so erhdlt man durch Permutationen nur

N!
b= NI N,!... (3:29)
verschiedenen Eigenvektoren |uy, us, . . ., us) zu dem Eigenwert Ejy. Jede Linearkombination
t
|ume) =D cluw) (3.26)
v=1

ist ebenfalls Eigenvektor zu Ej.

Wir wollen jetzt Permutationsoperatoren im unitdren Raum einfiihren. Wir diskutieren zunéchst
zwei Teilsysteme und erweitern dann die Definition auf IV Systeme. Der Permutationsoperator
vertauscht die Teilsysteme 1 und 2. Die Observablen eines aus zwei Teilsystemen zusammen-
gesetzten Systems sind durch Operatoren £12, z.B. L(z!, p', s'; %, p?, s?) gegeben. Wir defi-
nieren einen unitdren Permutationsoperator P, durch

Pug L Ply = L% . (3.27)

Die zweimalige Anwendung der Permutation (12) erzeugt wieder die urspriingliche Situation,
daher ist

Phy=1 . (3.28)
Neben der Unitaritdt liegt gleichzeitig Hermitezitét vor
Piy = Puy = Pay (3.29)
Betrachtet man speziell den Projektionsoperator auf irgendeinen direkten Produktzustand |v; v?),
L= o Yol (3.30)
so ergibt sich aus (3.29)
| Puizy vy v ) (Paz) v vr| = [og op ) wg vy | (3.31)
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Weil aber im direkten Produkt die Reihenfolge der Faktoren gleichgiiltig ist, [vZ v}) = |v} v2),
erhalten wir bis auf einen Phasenfaktor, den wir eins setzen,

P9 |v,i vl2) = |vl1 v,%)

Fur die symmetrischen bzw. antisymmetrischen Zusténde |u™) bzw. |u~) mit

+ 1 1,2 1,2
=7 (lube) = lupuy))

gilt demnach

P(12)|’U,:|:> = Z|:|U:|:>

Eine Observable £ ist symmetrisch gegeniber der Vertauschung 1 < 2, wenn

£12 — £21

ist, d.h. wenn nach (3.27) und (3.29) £ mit P4 vertauscht,

[,C, P(lg)] =0

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

Wir betrachten nunmehr N Teilsysteme. Fiir N Systeme gibt es gibt es auch N! Permutationen

und damit N! unitdre Permutationsoperatoren. So resultiert fir N = 3:

Puye)e)
P23
P39

Paze)
Paz)e)
Pz

So gilt beispielsweise

11,252,333

1-2—-3-—>1
132221
1-2—-1,3—=+3
1-3—-1,2—22

2=+3—22,1->1

P(132) £123 P(—|1—32) — £312

und genauso

P(132)|v,£vl21)f’n) = |Ul?c’vllvr2n> = |Ul1

2,3
U Uk

(3.37)

(3.38)

(3.39)

Eine Observable £12-V ist symmetrisch in allen N Systemen, wenn sie invariant gegen alle
Permutationen ist. Dies bedingt die Vertauschbarkeit mit allen N! Permutationsoperatoren,

[L,P,]=0
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miteg=1,..., N

Wir definieren einen Symmetrierungsoperator S und einen Antisymmetrierungsoperator .4 durch

Ly
5§ = —Sp, ,
N2
1 N!
A = 3 (-17P, . (3.41)
P A

Hierbei ist (—1)? = +1, je nachdem, ob P, eine gerade oder ungerade Permutation beschreibt.
Fur N = 2 folgt einfach

1
S = 5(1+P(12)) ,

1
A = S0-Pay) . (3.42)

Multipliziert man S oder .A mit irgendeinem Permutationsoperator P,, so 1aBt sich in den Sum-
men

1
RS = X Ply
14

1
PA = I(—1)PPQPQ, : (3.43)
4

jedes Produkt von Permutationen durch eine resultierende Permutation ersetzen, wobei dann
die Summen wieder Uber alle N! Permutationen laufen. Wir erhalten damit

P,§ = SP,=S ,
P,A = AP,=(-1)"A . (3.44)

Die Operatoren S und .A sind Projektionsoperatoren. Sie sind hermitesch

St = 8§
At = A . (3.45)
In den Summen (3.41) bedeutet der Ubergang von P, nach P = Pg—1 lediglich den Ubergang

zur inversen Permutation, bei dem gerade Permutationen gerade und ungerade Permutationen
ungerade bleiben. Sie besitzen ferner die Einzeloperator-Eigenschaft

S?=8 |,
A=A . (3.46)
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Es gilt beispielsweise nach (3.44)

1 1 N!

Fir das Produkt S.A folgt nach (3.44)

1 1
SA=—5 Xg: PoA = < %:(—1)1%4 =0 , (3.48)

weil es ebensoviel gerade wie ungerade Permutationen gibt. Damit haben wir
SA=AS=0 . (3.49)

Die Projektionsoperatoren S und .A projizieren vom gesamten unitdren Raum Uy in die ortho-
gonalen Teilrdume U3 und Uy . Es seien [pT) € U und |¢~) € Uy. Dann erhalten wir

™) = Slp)
™) = Alp) (3.50)
mit
(™) =0 . (3.51)
Aus (3.44) folgt ferner
Pole*) = l¢*)
Ple™) = (-1)7lp7) . (3.52)

3.2 ldentische Teilchen

In der Quantenmechanik missen wir die Ununterscheidbarkeit der Teilchen in Rechnung stel-
len. Wir kdnnen keine Marken an den Teilchen anbringen, um sie einzeln zu identifizieren. Es
gibt somit auch keine Observable, welche die Individualitat der Teilchen fixiert. Dies impliziert,
daf flir ein System von N gleichen Teilchen alle Operatoren £ mit dem Permutationsoperator P,
vertauschbar sein missen,

[L,P,] =0 (3.53)

fur alle £ und o = 1,..., N!. Bei unseren Betrachtungen gehen wir aus vom Ein-Teilchen-
Raum U* eines Elektrons i, der im nichtrelativistischen Rahmen selbst ein direktes Produkt der
Raume Ug und U ist, die die Bahn- und SpingroRen des Elektrons beschreiben,

U =UgxU, . (3.54)
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Aus den Ein-Teilchen-Raumen konstruieren wir den direkten Produktraum
Uv=U'xU?x---UN | (3.55)

Dieser Raum ist angemessen, wenn es sich um N verschiedene Teilchen handelt. Fiir ununter-
scheidbare Teilchen ist dieser Raum zu grof3, denn die erlaubten Zustédnde kdnnen nur symme-
trisch oder antisymmetrisch in den Teilchen sein.

Die Symmetrie séamtlicher Observabler £ gegentiber Permutation bedingt ferner, daR es keine
Observable gibt, die von Uy nach Uy, oder umgekehrt fihrt.

Ist z.B. |¢~) ein Vektor aus Uy, so ist | L ~) ebenfalls ein Vektor aus Uy. Aus (3.53) folgt
AL =LA (3.56)
und es ist daher

Llp™) = LAlp) = ALlp) (3.57)

wieder ein Vektor aus Uy .

Da alle Vektoren von U3, orthogonal auf jenen von Uy sind, verschwinden alle Matrixelemente

(¢tlLe y=0 . (3.58)

Aufgrund der Vertauschbarkeit des Hamilton-Operators H als Zeitentwicklungsoperator mit
allen Permutationsoperatoren gilt auch: Befindet sich der Zustandsvektor |®) eines Systems
identischer Teilchen zur Zeit ¢ = ¢, in Uy bzw. Uy;, so bleibt er zu allen spéteren Zeiten in
demselben Raum.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen dem symmetrischen und dem antisymmetrischen
Raum ist stets Null. Ein bestimmtes System identischer Teilchen wird entweder im symmetri-
schen Raum U3 oder im antisymmetrischen Raum Uy beschrieben.

Die Teilchen, die im symmetrischen Raum Uz dargestellt werden, nennt man Bose-Teilchen
oder Bosonen; jene, die im antisymmetrischen Raum Uy beschrieben werden, Fermi-Teilchen
oder Fermionen. Die Empirie zeigt, dalR Bosonen Teilchen mit ganzzahligem Spin (s = 0,1,2,...)
und Fermionen Teilchen mit halbzahligem Spin (s = £,3,...) sind. Dies ist auch Inhalt des
fundamentalen Spin-Statistik Theorems von Pauli.
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3.3 Der antisymmetrische Raum Uy

Fir das Rechnen im antisymmetrischen Raum U, der Fermionen sind Basisvektoren einzufiihren.
Sie werden aus Produkten der Einteilchenzustande konstruiert

‘v,ﬁlvé . U,ZV> = ‘v,ﬁl> ‘v,%2> ‘ka> : (3.59)
Diese sind im unitdren Raum Uy orthonormiert und vollstandig
(v, -+ vp ok ol Y =0 (koK) .6 (R, Bly) (3.60)
i ‘v,ﬁl U,ZV> <v,ﬁ1 ka‘ dky...dky =1 . (3.61)
k1, kN

Wenden wir auf die Produktvektoren (3.59) den Antisymmetrisierungsoperator.4 an, so erhalten
wir antisymmetrische Zusténde, die als Slater-Determinante geschrieben werden konnen

o) [oh) o))
1 2 ... N

Akt ity = o) B0 1LY ey
viy) R e [olh)

Diese Vektoren sind noch nicht korrekt normiert. Zur Normierung ist es notwendig, den Faktor

V/N! anzufiigen,
ky = 1,2 N
"Ukl,kz,...,kN> mArvklvh .. ',UkN>

Uéli Ugli Ué\{i
_ \/% ”’% Ua) ) | (3.63)
vky) [ody) o fell)

Man beachte, daB .A ein Projektionsoperator ist. Es gilt dann fur das Skalarprodukt

— _ 1 N
</Uk1,...,kN ‘/Ukll7 ,k’ > = N' <Avk1 UkN ‘A’Uk/ . -’Ukl >

_ 1
= N! <vk1 ‘vp ‘Avk, vy

)
<vk1 :Uk'1> <Uk1 Ukl >
)

(oo [ong ) - Con o

(3.64)

Das bedingt
0 (ki, k1) -+ 6(ki, k)

(Vi [V ) = ; . (3.65)
0 (kns ki) -+ O (kn, k)
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Damit ist der Hilbert-Raum-Vektor ‘vk‘l,w> auf eins normiert,

o o - (3.66)

Die Vektoren ‘Uk_lkN> kann man als Basissystem in dem antisymmetrischen Raum Uy ver-
wenden. Ein beliebiger Vektor |¢~) ist in dieser Basis entwickelbar. Aus der Entwicklung eines
beliebigen Vektors |¢) im Raum Uy

|g0)=i ‘v,il---U,ZV><U,£1---v,xv‘g0>dk1...dk1v (3.67)

k1,.-kn

folgt fiir einen Vektor |¢~) = |.Ag) im antisymmetrischen Raum die Darstellung

|Ap) = i ‘vil---v,ﬁv><v,ﬁl ka‘Ag0>dk1 .dky

Eiyomkn

= Z ‘v,ﬁl ka> <Avk1 U,ZV‘ Ag0> dky...dky . (3.68)
k1,.kN
Hierbei haben wir die Eigenschaft A% = A eines Projektionsoperators ausgenutzt. Wir multi-
plizieren diese Gleichung nochmals mit .A und erhalten

|Ag0)=i Ak, ol ) (A, ol | AR dky . dky (3.69)

k1,...kN

Dies impliziert, daB wir einen beliebigen Vektor |¢~) des antisymmetrischen Raums nach den
Avg, - v,’;’v> entwickeln kdnnen. Es ist

z ‘Av,ﬁl ka> <Avk1 ka‘ dky ...dky

k1 ykin
- % z ‘/Uk_l,...,kjv> <Uk_1,...,kN‘ dki...dky =1 . (3.70)

K1,k

Durch analoge Uberlegungen lassen sich mittels des Symmetrieoperators S Basisvektoren ‘U;{l,...,k

im symmetrischen Raum U™ bestimmen.

Eine direkte Konsequenz des antisymmetrischen Charakters der Wellenfunktion ist das Pau-
lische AusschlieRungsprinzip. Befinden sich Fermionen, die z.B. unter dem Einflul eines ge-
meinsamen Potentialfeldes stehen, in den Einteilchenzustanden k4, . . ., ky, S0 ist ihr Zustands-
vektor

7) = |ve,,.n ) (3.71)
eine Slater-Determinante in den Einteilchenvektoren. Diese Determinante verschwindet, wenn
wenigstens zwei Einteilchenzustande gleich sind. Das Paulische AusschlieBungsprinzip lautet:
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Es ist unmoglich, daB sich zwei identische Fermionen in den gleichen Einteilchenzustédnden
befinden. Es kann also z.B. nicht eintreten, dafl zwei Elektronen sich am selben Ort befin-
den und dieselbe Komponente des Spins in einer bestimmten Richtung besitzen oder daR zwei
Elektronen in einem Atom in Zustanden mit denselben Quantenzahlen n, £, m,, m, auftreten.
Historisch wurde zuerst das Pauli-Prinzip aufgestellt, dann fand man heraus, dal} fiir Fermionen
der antisymmetrische Charakter der Wellenfunktion vorliegt.

3.4 Der unitare Raum U~

Wir fuhren nun den unitdren Raum U~ zu variabler Fermionenzahl ein. Wir hatten den Raum
Upy eingefuhrt, der zu N Fermionen gehort, wobei N eine eindeutige feste Zahl ist. Diese Ein-
schrankung der festen Teilchenzahl geben wir nun auf. Wir konstruieren aus den verschiedenen
unitdren Raumen Uy, die zu verschiedenen N gehdren, einen groReren Raum U~. Auf diese
Weise gelangen wir zu einer Mehrteilchenquantentheorie. Die physikalischen Prozesse werden
hierbei durch Teilchenvernichtung und Teilchenerzeugung beschrieben. Wir beginnen mit ei-
nem Raum Uy, der aus einem Einheitsvektor |0) besteht. Dies ist der Vakuumzustand, der kein
Teilchen enthélt. Orthogonal dazu fligen wir den unitdren Raum U; dazu, in dem alle Zustdnde
eines Teilchens liegen. Ein Zustandsvektor in diesem groReren Raum hat dann die Komponen-
tenzerlegung

) = 10) (0]2) + YJo) (v [@) k. (372)

Hierbei gibt [(0 |®)|* die Wahrscheinlichkeit dafiir an, daR kein Teilchen vorhanden ist. |(v;| ®)/?
ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Teilchen im Zustand |vy) vorliegt. Bei mehreren Teil-
chen missen wir zwischen Bosonen und Fermionen unterscheiden. Wir wollen es zunéchst bei
der Diskussion von Fermionen belassen. Im ndchsten Schritt werden die antisymmetrischen
Zweiteilchenzustdnde ‘v,;,k2> aus U, orthogonal angefuigt. Bei mehreren Teilchen wird weiter
so verfahren. So konstruieren wir den unitdren Raum U,

U =Up+ U +U; +--+Uy+- . (3.73)

Ein beliebiger Vektor aus U~ hat also die Zerlegung

7)) = [0)(0fe~)+ %ﬁvk) (vs @) dk

3 o) (V| 0t -
k1<ks
+ i ‘Uk_l,kz,...,kN> <v,€‘hk2,___7kN ‘ ¢‘> dkydks . .. dky
k1<ka<-<kn
o (3.74)
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Zum Beispiel ist |( vy, | @-)\2 die Wahrscheinlichkeit dafiir, daR zwei Teilchen vorliegen,
und zwar im antisymmetrischen Zustand ‘v,;hk2>. U~ ist orthogonal aus den einzelnen Uy kon-
struiert. Dies impliziert, dal® alle Skalarprodukte von Vektoren aus Raumen Uy und Uy, zu
verschiedenen Teilchenzahlen N und N’ verschwinden,

(Vi [V ) =0 i NA£N' (3.75)

So gilt beispielsweise
Or) = 0 , (3.76)
(Ovgg,) = 0, (3.77)

(e

Wir werden jetzt Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren von Fermionen einfiihren. Wir defi-
nieren einen Operator a;, der vom unitdren Raum Uy in den Raum Uy, Uberfihrt. Es sei

Vo) = 0 . (3.78)

k) = ai [0)
Vi) = af low) =aid, [0)

Der Operator a; erzeugt also aus dem Vakuum |0) einen Einteilchenzustand |vg) in U;. Wen-
det man af auf einen Einteilchenzustand |vg,) an, so ergibt sich der antisymmetrische Zwei-
teilchenzustand ‘v,;k1>. Diesen Zustand kann man auch durch Anwendung von a; o} auf das
Vakuum generieren. Entsprechend lassen sich die antisymmetrischen N-Teilchenzusténde kon-
struieren. Man nennt a} einen Erzeugungsoperator.

Weil bei der Vertauschung zweier Indizes der antisymmetrische Zustand sein Vorzeichen wech-
selt, gilt
afaf = —afaf . (3.80)

Insbesondere verschwindet also das Quadrat — und somit auch alle hdheren Potenzen — von

af,

afaf =0 . (3.81)

Dies ist Ausdruck des Pauli-Prinzips, demzufolge sich zwei Teilchen nicht im gleichen Einteil-
chenzustand £ befinden kdnnen.

Nun wollen wir die Eigenschaften des zu a; adjungierten Operators
ay = (al—:)T (3.82)
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untersuchen. In U~ lautet die Vollstandigkeitsrelation

o= [0) 0] + Yllo) (v by (3.83)
k1
+ Zj v k) (Vi | Al 4 -
k1<ks2
Die Anwendung von a; auf diesen Einheitsoperator ergibt
at = |u) (0] + i‘vk_k> (g, | dy (3.84)
k1

-+ I ‘/Uk_,kl,k2> <Uk_1,k2 dklde 4+ ..
k1<ko

Will man hieraus eine Darstellung des adjungierten Operators a; bekommen, so mul man nur
die Reihenfolge der dyadischen Produkte vertauschen, d.h.

ar = [0) (vx| + i“’kl) (Vi
k1
+Z: ‘Uk_l,k2> <Uk_,k1,k2

k1<ko

dky

dk.dky + - - -

Wegen der Orthogonalitét der Vektoren zu verschiedenen Teilchenzahlen und der Orthonormie-
rung der Vektoren entnehmen wir hieraus die Eigenschaften

a0y = 0 (3.85)
ar lvg) = |0) (v |vw ) =0 (k, k) [0) (3.86)

ak ‘v,;yku> = ih}kl) <vk_7k1 Uk_',k"> dk;
k1

= Yoloe) (5 (k k') & (i, k") — 6 (K, K) 6 (k, ")) dby

= 0 (k, k’) |’Uku> -9 (k, k”) |’Ukl> . (387)

Allgemein gilt

0k |V, ) = O (ko k) vy ) = 0 (B Ko [0, g ) 0 - (3.88)

Der Operator ay, fuhrt einen Zustand aus U Uber in einen Zustand aus Uy _,, wenn der Aus-
gangszustand ein Teilchen im Zustand & enthélt. Bei dieser Operation wird ein Teilchen ver-
nichtet. Daher nennt man a; einen Vernichtungsoperator. Die Anwendung von a;, auf den Va-
kuumzustand ergibt Null.
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Die wesentlichste Eigenschaft der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ist ihre \ertau-
schungsrelation, die wir jetzt ableiten wollen. Wir wenden auf einen Zustand ‘vk‘l,w> zuerst
a; und dann ay, an. Mit (3.88) und (3.79) erhalten wir

Vi) = 0 (6 K) [0y, e ) = O s k1) [V gy, ) o0 - (3.89)
Gehen wir in umgekehrter Reihenfolge vor, so resultiert
G ax [V, ) = O (ks k) [ gy =0 (3.90)

Bei der Addition von (3.89) und (3.90) fallen alle Glieder bis auf das erste in (3.89) weg. Wir
finden damit

ag a,i’,

(arad + afar) [v, ) = 6 (k. K) [0, ) - (3.91)
Zusammen mit (3.80) erhalten wir damit fiir die Fermionen-Erzeugungs- und -\Vernichtungs-
operatoren die Antikommutatorenrelation

{ag,a} = 0 (3.92)
{af,af} = 0, (3.93)
{ar e} = 5k, K) (3.94)

abgeleitet. Fiihrt man eine entsprechende Rechnung fiir Bosonen durch, so findet man fiir deren
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren die entsprechenden Relationen mit Kommutatoren
statt mit Antikommutatoren wie bei Fermionen.

Wir hatten die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren durch Wirkung auf einen vollstandi-
gen, orthonormierten Satz von Einteilchenvektoren |vx) und den antisymmetrischen Produkt-
zustéanden ‘v,;kl>, ‘v,;khk2>,. .. definiert. Wir wollen jetzt von speziellen Eigenvektoren ausge-
hen. Wir wahlen die Ort-Spin-Eigenvektoren

|tpm) = [ug) [u™) (3.95)

DZW. |t;777 7,m, )1 -- DaNN werden Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren W, (r), ¥y, (r) fiir
ein Teilchen am Ort » mit der Spinkomponente m# definiert durch

() = [tmm) 01+ Y [rmrr) (o[ €40 (3.96)

rimy

U (1) = 10) (trml + X Jtrir) (| P oo (397)

rimi

Diese Operatoren erfiillen wieder die Antikommutatorrelationen

(U (), ¥ (")} = 0, (3.98)
(U, %5 ("} = 0, (3.99)
(U (), 05, (")} = 600 —7) b (3.100)



Als néchsten Schritt wollen wir einen Zusammenhang zwischen den Operatoren W,,, (r) und a;,

erstellen. Der Zusammenhang zwischen den Vektoren |vy), ‘v,;k1> und |tpm,), u';m,'rlm1> wird
vermittelt durch
o) = Yo lon) (0 [ty b (3.101)
k
U ) = j Vi ) {0 [trm ) (0t [ty ) O ey (3.102)
k,k1
Wir setzen dies in die Entwicklung fiir den Operator ¥ () ein und erhalten
U (1) = Y10 (st ve) (vl b+
k
I i lvg) (Vky [tpymy ) <u,.1m1 | Uk'1> { U | V) <vk_7k,1 d*r dkdk dk] +
PIMA k kg K
(3.103)

In der zweiten Zeile ergibt die Summation bzw. Integration tber »; und m, gerade 6 (ky, k),
so daR man auch noch die Integration Uber & ausfiihren kann. Es resultiert

A~

b, (r) = im) (] V) (03| e +

j V) (thmrn| 08} (o, | Aol + .. (3.104)

k.k

Entsprechend verfahrt man mit allen weiteren Gliedern. Damit ergibt sich, dal’ die Operatoren
¥, (r) aus den a;, einfach durch die unitére Transformation

b, (r) = iak (]| vg) Ok (3.105)
k

auseinander hervorgehen. Umgekehrt erhalt man die Operatoren ay, aus W,, (+) durch
ax = Y U () (00 fipm) (3.106)
rm

Wenn wir die Quantentheorie durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren formulieren wol-
len, so ist es notwendig, die symmetrischen N-Teilchen-Operatoren £, die Observablen zuge-
ordnet sind, als Funktion der a; und a; auszudrlicken. Dazu gehen wir zundchst von der Voll-
standigkeit der Produktzusténde ‘v,ﬁlvé . v,’c‘fv> im unitdaren Raum Uy aus. Durch zweimaliges
Einschieben des Einheitsoperators konnen wir schreiben

N 1 N
;C —_ i Z /Ukl /UkN </Uk71 /UkN ‘;C’Ukl ¢ /ngv > </Uk’1 cee /Uk’

! I
k1,...kN kly -k

..dky dk, ... dk'y

(3.107)
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Betrachten wir identische Fermionen, so kdnnen wir unsere Untersuchungen auf den Raum U
beschranken. In diesem Unterraum ist £ mit AL.A identisch. Wir multiplizieren (3.107) von
links und rechts mit \A. Es resultiert

N —
N' i z kl, ,kN Ukl UkN "Cvk’ T Uk ><Uk'1,...,kgv

! I
ki, kN kly -k

..dky dk, ... dk'y

(3.108)
Als wichtiges Anwendungsbeispiel diskutieren wir einen N-Teilchen-Operator £, der sich ad-
ditiv aus IV Einteilchen-Operatoren zusammensetzt

N
L= . (3.109)
v=1

Die einzelnen Operatoren f* sind also lauter gleiche Operatorfunktionen. Die Matrixelemente
von L, gebildet in den Produktzustanden, vereinfachen sich in diesem Fall zu

<v,ﬁ1 UkN Zf Uk" Uk'> = <

+0 (ky, k) 8 (ko k) -+ (ull, | Aol ) .(3.110)

Lo Y0 (ko k) -+ 6 (R, Kiy)

Jetzt setzen wir die Darstellung von £ aus (3.108) ein. Es folgt

N
= % i i\vk‘l,...m)(vil £k ) (Vg gy g | O - Ao}
v=1 ki,kn K
S0 X i) (0 | £208, ) (U] -l B
k,okn K

g (3.111)

Im zweiten Term nehmen wir eine Umbezeichnung der Integrationsvariablen vor: k£ — ks,
ko — ki, kb — k. Das auftretende Matrixelement lautet dann <v,§1 frog > Da alle f” diesel-
ben Einteilchenoperatoren sind, sind die Matrixelemente unabhéngig von den Teilchenindizes

<v,ﬁ1 flv,bl> <vk1 f? vk, > = . (3.112)
Damit kdonnen wir generell schreiben
(vk, | fory ) = £ (b, k) (3.113)

Wir beriicksichtigen ferner die Antisymmetrie der Zustédnde |v~), so kann man ‘v,;,kh___,kN>
durch — ‘v,;,k2,___,kN> ersetzen. Damit ist gezeigt, daR der zweite Term von (3.111) identisch ist
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mit dem ersten Term. Analog verfahren wir mit den restlichen Termen und erhalten so N-mal
denselben Term. Dies fuhrt schlieRlich auf

N
; o j i Vi, ) £ (R ko) (v by dby dE

kly ‘ 7kN k’

- - ¥ YL

kl 3" 7kN k’

Vg )T (61 K0) (Vi |ty O Ay S

(3.114)

Die Vektoren (v, ) sind voIIsténdig im Uy_,. Daher ergibt die Integration Uber ks, . . . , kx
einschlieRlich des Faktors gerade 1. Wir substituieren nun k; — &k und k] — £'. Damit
bekommen wir das Ergebnls

S = i £k, k) ap dkdk’ . (3.115)
k&'

Damit ist die Summe > f¥ der Einteilchenoperatoren als Linearkombination der Operatoren

aj ar ausgedriickt. Die Koeffizienten dieser Linearkombination sind die Matrixelemente f (k, k')
im Einteilchen-Raum U;. Es wird ein Teilchen im Zustand &’ vernichtet und dafiir ein Teilchen

im Zustand & erzeugt. Das Gewicht, mit dem dies geschieht, ist das Matrixelement f (&, &').

Als konkrete Beispiele behandeln wir nun den Gesamtimpulsoperator sowie die Summe von

Einteilchen-Hamilton-Operatoren.

Der Gesamtimpulsoperator lautet

Y= i ay p(k, k') ap dk d&’ (3.116)
v ki
mit
p(k,K) = (u[pow) . (3.117)

Wahlt man als |vg) die Ort-Spin-Eigenvektoren |upy,), S0 gilt

<u7'm |p u’l"’m’) =1h V’l" (5(7‘ - rl) 6mm’ . (3118)
Mit
+o0o
/ F(@)d (@ — ') de = — () (3.119)
erhalten wir _
Y p'=—ih) / T (r) VO, (r)dr . (3.120)

Fur die Impuls-Spin-Eigenvektoren ‘upm>gilt
(upm [P gt ) = P 50— P') Suurr (3.121)
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Damit folgt

S =% [pal @) an @ dp . (3122)
Fir die Summe von Einteilchen-Hamilton-Operatoren
1
S =3 (5 0+ V(@) (3.123)
ergibt sich
S h = i at e (k, k') ay dk d’ (3.124)
v k&
mit )
e (k, k) = <vk S 0"+ V() vk:> . (3.125)
Identifiziert man die v mit den Eigenvektoren von h, so ist
ek, k") =¢epd(k, k') . (3.126)
Damit resultiert
S h = i enatapdk . (3.127)
v k

3.5 Besetzungszahl-Operatoren

In (3.127) sind die Matrixelemente der Einteilchen-Operatoren f* diagonal. W&hlt man generell
solche Einteilchenzustédnde |vg), die Eigenvektoren von f sind mit

flok) = felve) (3.128)

S0 ist
f (kK = fud(k, k) . (3.129)

Damit haben wir in vereinfachter Form
Y= ifk Npdk . (3.130)
v k
Hierbei ist
Ne=aj ap, . (3.131)

Diesen hermiteschen Operator nennt man den Besetzungszahloperator. Im Raum U, wirkt er
folgendermalien

Ni ‘Uk_lkN> = 0(k, k1) ‘Uk_,kz,...,kN> + 6(k, k2) ‘Uk_lkkN> T (3.132)
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Alle Vektoren ‘vk‘l,w> in denen kein Index mit k£ Ubereinstimmt, sind Eigenvektoren von
N}, zum Eigenwert 0, wahrend die Vektoren ‘vk‘l,w> in denen irgendein Index gleich £ ist,
Eigenvektoren zum Eigenwert 1 sind. Der Besetzungszahl-Operator Ny hat also die Eigenwerte

Ny=0,1 . (3.133)

Dies ist erneut Ausdruck des Pauli-Prinzips: In einem Zustand & kann sich hochstens ein Teil-
chen befinden. Die Summe

N= Y Ny=> afw (3.134)
k k
ist der Operator der Gesamtteilchenzahl. Seine Eigenwerte sind die ganzen Zahlen

N=SN,=0,1,2... . (3.135)
k

Zum Eigenwert N gehort der Eigenraum Uy .

Wir wollen jetzt einige wichtige Vertauschungsrelationen der Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren von Fermionen herleiten. Wir bemerken zuvor fiir die Operatoren F, G und H die
folgenden Rechenregeln

[FG,H_ = FIGH, +[F,H.G , (3.136)
FG,H], = FIGHL FIFH.G . (3.137)

Diese Relationen verifiziert man durch einfaches Ausrechnen. Mit
[F, Q]+ ={F,G} (3.138)

bezeichnen wir den Antikommutator. Mit der Algebra der Erzeugungs- undVernichtungsopera-
toren und (3.136) resultiert

[a;’, ag, ak] = —(SUCI, k) agr (3139)
[a,i’, akr, a,‘:] = §(k" k) af . (3.140)
Damit haben wir insbesondere
[Nkl, ak] = —5(k’, k) ag (3.141)
(Wi, ait] = (K, k)af . (3.142)

Hieraus 1aBt sich ableiten, daf? gilt

N, af,ar,] = (K, kr) afrax, — (K, ko) o, (3.143)
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Damit erhidlt man
[N, Me] =0 (3.144)

und
[V, afa,) =0 . (3.145)

Damit vertauscht auch die Summe der Einteilchenoperatoren 3~ f* mit NV.

Wir wollen nun die zeitliche Anderung von ay, diskutieren. In der Vorlesung der Quantenme-
chanik hatten wir fiir die zeitliche Anderung des Operators £ gefunden

o]

A 8L i a1 %
E—E—Fﬁ[’l{,ﬁ] =£ . (3.146)

Wir gehen davon aus, daR beim Operator a die explizite Zeitabhdngigkeit verschwindet. Somit
ist

dak 1
— == . 147
qt 7 [H, ak] (3 )
Mit dem Hamilton-Operator (3.124) und (3.139) folgt
. dak _ ’ ’
m—dt = Z e(k,k)ap dk’ . (3.148)

k

In der Ort-Spin-Darstellung 1&Rt sich (3.147) schreiben als

[H, ¥ (r)] (3.149)

In der Ort-Spin-Darstellung wird aus

1
e (k, k') = <vk 5P+ V() vk:> (3.150)
der Ausdruck \
e (rm,r'm') = (—;—mArf +V (r)) 5(r —r") bmm - (3.151)
Damit wird (3.148) zu
LAl () [ R A
ih e ( %Ar +V(r)> v, (r) . (3.152)

Dies ist die Schrodinger-Gleichung in Operatorform.
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3.6 Feldoperatoren

Wir besprechen die sogenannte ,,Zweite Quantisierung® des Schrodinger-Feldes. Das gewéhlte
\Vorgehen gilt allgemein fiir die Feldtheorie. Durch die Quantisierung einer Feldtheorie gelangen
wir zur Quantenfeldtheorie. Beispielsweise erhalten wir durch die Quantisierung des gekoppel-
ten Maxwell-Dirac Feldes die Quantenelektrodynamik.

Bei der Quantisierung ordnen wir den FeldgrofRRen, so z.B. den Feldstarken, Feldoperatoren zu
U(r,t) = U(r,t) . (3.153)

Der Feldoperator ¥ ist ebenso wie in der klassischen Feldtheorie eine Funktion des Ortes 7 und
der Zeit ¢. Hierbei sind = und ¢ Parameter. Die Entwicklung des Feldes nach einem vollstandigen
Satz orthonormierter Funktionen v (r) ist auch fiir Feldoperatoren mdglich. Es ist

~

Y(r,t) = ick (&) vn(r) dk . (3.154)

Hierbei sind die Entwicklungskoeffizienten ¢, jetzt Operatoren. Aufgrund der Orthonormierung
der Funktionen v (r) 188t sich nach (3.154) auflésen nach

e () = / G(r, 1) vi(r) dr (3.155)

Fur den adjungierten — aber keineswegs notwendigerweise selbstadjungierten — Feldoperator
U+ folgt aus (3.154) die Entwicklung

G+ (r, 1) = icg(t) vi(r) dk (3.156)
k

und damit

¢ () = / T (r, t) o (r) B . (3.157)

3.7 Funktional und Funktionalableitung

Wir fuhren nun einen mathematischen Einschub durch. Die Erweiterung der Funktionen meh-
rerer Veranderlicher F' = F(¢y,. .., ¢, ...) auf ein kontinuierlich verénderliches & filhrt zum
Begriff des Funktionals. Es handelt sich dabei um eine Vorschrift, nach der einer Funktion ¢(k)
ein bestimmter Wert ' = F'[¢] zugeordnet wird. An Stelle von & schreiben wir kiinftig z. In
Figur 12 ist schematisch die Abbildung einer Funktion ¢(z) auf das Funktional F' angegeben.
Fir ¢ und F' lassen wir auch komplexe Werte zu. Im folgenden geben wir einige Beispiele von
Funktionalen an:
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1.) F sei die Flache, die in einem Intervall ¢ < z < b durch die Funktion ¢(x) gebildet wird,

Fl4] = / é(z) dz . (3.158)

2.) Ist f = f(¢) eine Funktion von ¢, zum Beispiel f = ¢?, so ist das Integral

Flg] = [ f(¢(@)) da (3.159)

ebenfalls ein Funktional F' von ¢.
3)Ist f = f(¢, ) eine Funktion von ¢ und deren Ableitung ¢’, so wird durch das Integral

Flgl = [ 1)) do (3.160)

wieder ein Funktional F" von ¢ definiert. Man kann also zum Beispiel das Wirkungsintegral

tp
A= /L(ql,...,ql,...,t)dt (3.161)
ta

als Funktional der generalisierten Koordinaten ¢ lesen.
4.) Ordnet man einer Funktion ¢(z) ihren Wert ¢(z') an der Stelle 2’ zu, so ist dadurch ein
Funktional F'[¢] definiert, das sich mit Hilfe der Diracschen Deltafunktion darstellen 143t

Flg] = ¢(@') = [¢(2)d(' — ) do. (3.162)

Die Definition eines Funktionals 188t sich auch auf Funktionen ¢(z, y, . . .) mehrerer unabhéngi-
ger Veranderlicher z, y, . .. und auch auf mehrere unabhéngige Funktionen ¢, (z, .. .), ¢2(z, .. .)
erweitern. Es giltdann F' = F¢q, ¢a, .. ..

Wir kommen nun zur Funktionalableitung. Bevor wir zur mathematischen Definition gelangen,
werden wir erst einige anschauliche Betrachtungen durchfiihren. Die unabhdngige Variable sei
hier die Zeit ¢. Das Funktional F'[¢(t)] ist die Abbildung einer Funktion ¢() auf eine Zahl. Die
Frage lautet nun, wie dndert sich diese Zahl, wenn wir kleine Anderungen der Argumentfunkti-
on ¢(t) durchfilhren. Wir untersuchen also die Differenz

Flg(t) +n(t)] - Flo(t)] (3.163)

fur kleine n(t). Zuerst teilen wir dazu die Zeit ¢ in verschiedene Einzelintervalle e mit den
diskreten Randwerten ¢; ein. Die Funktion ¢(t) kdnnen wir in diesem Zusammenhang approxi-
mieren durch die Angabe der Werte ¢; zur Zeit ;. Das Funktional F'[¢(¢)] ist nun eine Zahl, die
von allen ¢; abhangt, ebenso wie eine Funktion von mehreren Variablen ¢; abhangen kann,

Flo)] = F(...,¢0i1,--.) - (3.164)
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Figur 12: Abbildung einer Funktion ¢(z) auf ein Funktional F[¢].

Nun kdnnen wir die partielle Ableitung in bezug auf eine dieser Variablen ¢;, namlich 0F/d¢;,
betrachten. Die Funktionalableitung in der diskretisierten Version bei s = ¢; ist dann gerade
die partielle Ableitung dividiert durch das Intervall ¢,

oF 1 0F
5(s) | € 0

Wir schreiben fiir die Funktionalableitung also 6 F'/é¢(s). Es mul} jedoch betont werden, dai3
diese Nomenklatur nicht einheitlich ist. Wenn wir die Funktion &ndern von ¢(¢) nach ¢(t)+n(t),
dann @ndern wir in der diskretisierten Version alle ¢; von ¢; nach ¢; + n; mit n; = n(t;). Nach
den gewohnlichen Regeln der partiellen Differentiation lautet die Differenz in erster Ordnung

(3.165)

F(..., i+ M Gix1t + Nig1y- ) — F( o0, Giy Gigr, ) = Z%nz (3.166)

Bezeichnen wir nun
1 0F
- = K;
€ a¢z

so ergibt die letzte Summe gerade Y°; K; 7; €, was im Grenzfall e — 0 gerade [ K (t) n(t) dt
wird.

Bezuglich der Differenz (3.163) resultiert also in niedrigster Ordnung in 7 ein linearer Ausdruck

in 7. Wir schreiben dafiir [ K(s)n(s) ds. Dann wird
OF

¢(s)
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die Funktionalableitung von F' in bezug auf eine Variation der Funktion ¢(¢) bei ¢ = s genannt.
In erster Ordung gilt also

Flo+n] = F[qﬁ]-l—/é:;%n(s) ds+... (3.168)

dF/6¢(s) hdngt von der Funktion ¢(t) ab sowie von dem Wert s. Dieser Ausdruck ist ein
Funktional von ¢(¢) und eine Funktion der Zeit s.

Wir kdnnen auch direkt von Differentialen ausgehen. Im Fall einer Funktion mehrerer Verdnder-
licher kbnnen wir schreiben

9
df = ZaTJ;dqﬁi. (3.169)

Ebenso gilt fiir die erste Variation eines Funktionals

OF
OF = 56(5) dp(s) ds . (3.170)

Wir wollen nun die Anderung 7 etwas praziser fassen. Verandert man die Funktion ¢(x) um
d¢(x), so wird durch das Funktional der Funktion ¢ + d¢ ein Wert F[¢ + d¢] = F + 6F
zugeordnet. Die Anderung der Funktion ¢ und die zugeordneten Funktionale sind schematisch
in Figur 13 wiedergegeben.

Variiert man die Funktion ¢(z) nur in einer Umgebung dx einer Stelle x4, so wird £ um

F[$ + €(z, 7o, dzo) 66] — F[§] (3.171)

verandert. Dabei ist

1 V z inder Umgebung dzy von xzg
d = 3.172
(. 20, dzo) { 0 V z auBerhalb von dz, ( )
Den Grenzwert
SF[4] . Flo+ e(z, m, dmy) 6¢] — F[g)]
= 1 A7
d¢(zo) d}ggo 5630 8¢ dxy (3.173)

bezeichnet man, sofern er existiert, als Funktionalableitung von F' nach ¢(z). Das Differential
O F zu einer beliebigen differentiellen Veranderung d¢ erhélt man durch Integration tiber zg,

[ GF[g
OF = | 5(xo)

Den Index 0 lassen wir im folgenden aus Einfachheitsgriinden weg. Die Funktionalableitung ist
die Verallgemeinerung der partiellen Ableitung 0F/d¢;, einer Funktion F' auf kontinuierliche
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¢+oQ £(X,X,,dX )5
-1 Flp+3g]

- F[@t+e (X,X,,dX,) 0@
I FL @]

\d

X

Figur 13: Links sind schematisch die Funktionen ¢, ¢+¢(z, zo, dxo) d¢ und ¢+ d¢ aufgetragen.
Rechts sind die zugehorigen Funktionale angegeben.

k-Werte. Die Beziehung (3.174) entspricht dem totalen Differential einer Funktion mehrerer
unabhangiger Veranderlicher.

Wir wollen nun einige Eigenschaften der Funktionalableitung diskutieren.
1.) Fur das Funktional

Flg] = ¢(2') (3.175)
folgt
S6(e) _ . 9(@) + €@z, dz) 09 — 9(c)
5(z) Jm, Mo, 56 dv
€z, dx)
= 3176

Entsprechend der Definition von e sehen wir, dal3 bei einer Integration dieses Ausdrucks entwe-
der O oder 1 resultiert, je nachdem ob z’ im Integrationsbereich von z liegt oder nicht. Damit
hat der Ausdruck (3.176) formal die Eigenschaft der Diracschen é-Funktion. Multiplizieren wir
(3.176) mit f(z) und integrieren, so erhalten wir trivialerweise nach Integration f(z'). Damit
haben wir

) s — ). (3.177)



Diese Beziehung ist nur die Verallgemeinerung von

Ogw
Ox

auf kontinuierliches &.
2.) Ist das Funktional die Ableitung ¢’ an einer Stelle z’,

Flg] = ¢'(2'), (3.179)
so folgt durch eine analoge Uberlegung
6¢I(x’) N YO _ _i I
o) (' —2x) = d(z' —x) . (3.180)

dx
3.) Ist f = f(¢) eine differenzierbare Funktion von ¢ (zum Beispiel f = ¢?), so ergibt sich
fir die Funktionalableitung von F[¢] = f(¢(")) aus der Definition wie in der gewohnlichen
Differentialrechnung die Kettenregel

SO _ df o) _ df

b¢(z) Ao 6g(@)  do
Entsprechend gilt fiir die Funktionalableitung von F[¢] = f(¢(z'), &' ("))

0f(o(2"), ¢'(<")) of 6¢(z’)  Of é¢'(a")

(z' —z) . (3.181)

56(2) 06 5b(a) T o4 d(a)
Caf ., of d .
= %6(15 _x)_a—qﬁ’%é(x —z). (3.182)

4) Ist Fl¢] = [ f(é(z")) dz’, so folgt fiir die Funktionalableitung

Sl [
o) = | o) 4 (3.183)

wobei wir die Vertauschbarkeit der Funktionalableitung mit der Integration vorausgesetzt ha-
ben. Wir setzen (3.181) ein und fiihren die Integration tiber =’ durch. Es folgt

oF  df
0@ = dg (3.184)
Fir das Funktional F[¢] = [ f(é(z'), ¢ (")) dx’ erhalten wir nach (3.182)
OFlg] _ o5 _d of (3.185)

Sp(z)  O¢ dx OF

Es ist also zum Beispiel die Funktionalableitung des Wirkungsintegrals der Euler - Lagrange-
sche Ausdruck.

102



Die Beziehungen fiir die Funktionalableitung lassen sich ohne weiteres auch auf Funktionen
é(z,y,...) mehrerer unabhéngiger Variablen z, y, . . . und auch auf mehrere unabhéngige Funk-
tionen ¢ (z,...), ¢o(z,...), ... erweitern. Dies findet beispielsweise Anwendung, wenn wir
die Lagrange - Funktion L mittels der Lagrange - Dichte [ als Funktional der Felder und deren
Ableitungen schreiben,

3.8 Schrodinger-Feldtheorie

Das Schrodinger-Feld unter dem EinfluR eines dulReren Potentials V'(r) wird durch die Lagrange-
Dichte

2

L= iht*¥ — ;—mgrad\ll* gradl — VI* ¥ (3.187)
beschrieben. Die Lagrange-Funktion L ist das rdumliche Integral der Lagrange-Dichte £
L= / Pr L. (3.188)

Die Lagrange-Funktion ist nun ein Funktional des Feldes, was wir durch die eckigen Klammern
andeuten

L(t) = L [¢(r,1),8(r,1)] (3.189)

das heil3t, sie hangt von den Werten von ¢ und ng an allen Positionen des raumlichen Volumens
ab. Man beachte, daf L(¢) als Funktional nicht von # selbst abhdngt.

Die Variation eines Funktionals ist gegeben durch
4]
0 Fl¢] = F ¢+ 4] — Flg] = /d?’r%([f)] Sp(r) . (3.190)

Hierbei bezeichnet 6 F'/d¢(r) die Funktionalableitung. Fur die Lagrange-Funktion folgt daher

5L (¢, d| = /d3r ((52%5 (r) + %6@5(7‘)) . (3.191)

Durch Integration tiber die Lagrange-Funktion L entsteht die Wirkung

[2

Alg,9] = / dt L[4, 4] (3.192)

t1
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mit ¢, = —oo und 3 = oo. Flr die Variation der Wirkung resultiert

i a7 5L 5L .
SA = 6 [dtLl]s ¢l = [dtd Sd(r, 1) + — §(,
tl/ t Lo, 4] tl/ t T(éqﬁ(r,t) (r t)+6¢(r,t) (r t))
? 5L 8 oL
_ 3 _ _ =
- tl/dtdr(w(r,t) atw(r,t)>5¢(r,t) . (3.193)

Hierbei wurde partiell integriert und die Randbedingung
dp(r,t1) = 0¢p(r,ta) =0 (3.194)
benutzt, sowie die Beziehung
8 = 0 8o . (3.195)
ot

Es gilt das Hamilton-Prinzip der stationdren Wirkung
t2
5A[p, 4] =5 / dtL]$,¢] =0 . (3.196)
t1

Damit folgt die Euler-Lagrange-Gleichung

oL _ 0 0L _

ép Ot 5
Wir betrachten nur lokale Theorien. Wir wollen jetzt die Situation untersuchen, bei der die
Lagrange-Funktion von der Feldfunktion ¢, deren zeitlichen Ableitung ¢ und zusatzlich noch
vom Gradienten V ¢ abhdngt. Die Beschrankung auf lokale Lagrange-Dichten mit Ableitungen

erster Ordnung erweist sich als ausreichend zur Beschreibung aller bekannten Feldtheorien. Es
sei

(3.197)

L{t) = / dr £ (9(r,1), Vo(r,1),d(r,1)) . (3.198)

Unter Benutzung der Lagrange-Dichte £ 148t sich die Variation von L(t) auch schreiben als

3 oL oL oc .
(5L(t) = /d T (3(;5(7',15) (5(;5(7‘,t) + W (5V¢(7‘,t) + mé(ﬁ(r,t))

= [ ((aqs?f ol Va(Vant))) s00ri0)+ 520 W’"’t)) (2199

Hierbei wurde benutzt, dal3 gilt

§Vo=Vip (3.200)
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und es wurde partiell integriert. Damit dies zuldssig ist, mu3 man fordern, dafl? die Felder und
ihre Ableitungen an der Oberflache gegen Null gehen. Durch Vergleich mit (3.191) resultiert
als expliziter Ausdruck fiir die Funktionalableitungen

6L(t) oL v oL
0¢(r,1) 0¢(r,1) o(Ve(r,t)) ’
oL®) _ ok (3.201)
0¢(r,1) 9¢(r,1)
Die Euler-Lagrange-Gleichung lautet dann ebenfalls explizit
oL oL 0 JL
-V —— ——F>=0 . 3.202
05(r,) ¥ O(V 4(r,0) 0t 5(r 1) (5:209
In relativistischer Notation mit
ot = (2%, 7) = (ct,7) (3.203)
kann dies geschrieben werden als
oL 0 0L
00(s) ~ 0% 0(0,8) &2
Wieder haben wir die Notation verwendet
0 1
20 =00 =09, v9) (3.205)

Héangt die Lagrange-Funktion von mehreren unabhdngigen Feldern ¢, mitr = 1,..., N ab, so
18Rt sich dies sofort verallgemeinern zu

oL 9 oL
8¢, 0z 0(Dudy)

=0 . (3.206)

SchlieRlich wollen wir noch die Hamiltonsche Formulierung der klassischen Feldtheorie behan-
deln. In Analogie zur klassischen Punktmechanik definieren wir einen kanonisch konjugierten
Impuls 7 (7, t) zu dem Feld ¢(r, t) durch

7(r,t) = .6L (3.207)
¢(r, )
7 ist selbst wieder ein Feld. Der Vergleich mit (3.201) offenbart
7(r,t) = .aﬁ (3.208)
9 (r,1)
aus der Euler-Lagrange-Gleichung (3.197) erkennen wir, daR gilt
: oL
7(r,t) = 5o 1) (3.209)
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Die Hamilton-Funktion wird durch eine Legendre-Transformation eingefihrt

- / &Cr (e, t) $(r, 1) — L(t) . (3.210)
Die Hamilton-Funktion 18Rt sich als Integral iiber eine Hamilton-Dichte #(r, t) schreiben
H(l) = /d3r H(r, 1) (3.211)
mit
H(r,t) = 7(r,t) d(r,t) — L(r,t) . (3.212)

Auch die Hamilton-Gleichungen lassen sich in Analogie zur klassischen Punktmechanik ablei-
ten. Sie lauten

. 0H
¢ - g 3
. 0H

Um sie abzuleiten, bilden wir die Variationen von H und nutzen die Legendre-Transformation
aus

§H = / d*r ($om +m6d) — 6L = / dr ($om —6¢) . (3.214)
Der letzte Schritt folgt, da gilt
5L = /d3 ( 5+ 2 5¢> /d3 (7ép+75d) . (3.215)
Ferner ist
SH = / &r (i—f o+ 55 5¢> . (3.216)

Der Vergleich von (3.214) mit (3.216) liefert sofort (3.213).

Da das Funktional H ¢, 7] von ¢, 7 und von deren Gradienten V¢, V abhéngen kann, lassen
sich die Funktionalableitungen in (3.213) in Abhédngigkeit von der Hamilton-Dichte explizit
schreiben als

6H _ M OH

55 09~ (Ve

0H oOH oH

T oo Yoawn (3.217)
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SchlieRlich wollen wir noch untersuchen, welche Rolle die Poisson-Klammern in der Feldtheo-
rie spielen. Fiir zwei Funktionale F'[¢, 7] und G[¢, 7] definieren wir (3.213)

s (0F 6G  6F &G
{F,G}pk = /d r (5¢(x) o (z) Om(z) 5¢($)>

Aufgrund der Hamilton-Bewegungsgleichung erfiillt die zeitliche Anderung eines Funktionals
die Gleichung

(3.218)

Bty = [ & (% b(z) + 57‘:2 ; ﬁ(@) — (FH}px (3.219)

sofern keine explizite Zeitabhangigkeit vorliegt.

In einem wichtigen Spezialfall 18Rt sich die Funktionalableitung sofort angeben. Es gilt
o(r, 1) = / B! e 1) B — ') . (3.220)

Hierbei kdnnen wir = ebenso wie ¢ als Parameter des Funktionals betrachten. Die Funktional-
ableitung nach ¢(', t) lautet dann

dp(r,t) _ 53 '
S 1) Fr—7r) . (3.221)
Dies wird auch aus der Definitionsgleichung der Funktionalableitung sofort deutlich
dp(r,t)
_ 3,0 TV /
6¢(r,t)—/dr Soir 090D (3.222)

Wenn wir die Formulierung Uber diskrete Zellen vornehmen, kdnnen wir es auch sofort einse-
hen. Dann wird aus ¢(r, t) in einer Zelle ¢;(¢) und entsprechend

Sp(rit) .1 Bp; . by ,
Sp(r',t) A0 AV, 0¢; A AV, (r—r) . (3.223)

Ebenso folgt natirlich

dm(r,t)

Sr(r 1) & (r —r') (3.224)

und auch
on(r,t) _ op(r,t)
So(r',t)  om(r't) ’
da ¢ und 7 unabhangige Funktionale sind. Mit diesen Relationen lassen sich sofort die Poisson-
Klammern von ¢ und = mit der Hamilton-Funktion ermitteln. Es ist

(3.225)

br,0) = (olr,0, B} = [ 2000 O L
se(r ) SH(t)  OH()

i(r,t) = {n(r,t), H({)}px = — / 3 St ) S0 ) = "sgiry 329
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Dies sind gerade die Hamilton-Bewegungsgleichungen. Besonders wichtig sind die Poisson-
Klammern der Felder untereinander. Es resultiert

{(ﬁ(’l",t),ﬂ'(’l"’,t)}pk- = /d3 " (5(]5 ::, tt (57’(’ /d37"” (53 63( ”)
= &r-r) . (3.227)

Wegen (3.225) folgt

{o(r, 1), o(r', )} = {7(r,t),7(r',0)}pk =0 . (3.228)

Diese Relationen gelten nur, wenn beide Felder das gleiche Zeitargument ¢’ = ¢ enthalten.

Speziell betrachten wir jetzt das Schrodinger-Feld mit der Lagrange-Dichte

Lo R? . .
L=l — — VI . VU -V (r, )T . (3.229)
ot 2m

Bei der Variation der Wirkung sind ¥(r,t) und ¥*(r,t) als zwei unabhéngige Felder zu be-
trachten. Die Euler-Lagrange-Gleichungen

oL o 0L _ddL _
v a(vVY) otov
oL oL & oL

ou Y ave) ot gur . ° (3.230)

fuhren mit der Lagrange-Dichte (3.229) auf die Schrodinger-Gleichung

oV R _,
— =—-——VYU v . .
ih 5 = o VAU +V(r,t) (3.231)
Das zu ¥(r, t) kanonisch konjugierte Feld lautet
oL
t = ih U . 3.232
m(r,t) = o5 = th¥(r,1) (3.232)

Das zu ¥*(r, t) konjugierte Feld verschwindet identisch. Fir die Hamilton-Dichte ergibt sich
damit

2
H = w%—\f —L= h— VU VU4 V(r, 1) T (3.233)

Nach einer partiellen Integration konnen wir fuir die Hamilton-Funktion schreiben

H= /d3r7-l( /d3 (—h— VZ+V(r, )) U(r,t) . (3.234)
Fur die Poisson-Klammern zwischen den Feldern ¥ und « folgt erneut

{U(r, 0,7, )px = & —7) ,
{T(r,t), ¥, O}px = {7(r,t),n(r',t)}px =0 . (3.235)
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3.9 Anwendung des Lagrange-Formalismus fur Felder

Wir sind ausgegangen von der Lagrange-Funktion

L) = [ dr £ (8(r,0), Vo(r,2),0(r,0)

(3.236)

die als Integral Uber die Lagrange-Dichte £ geschrieben wurde. Bei Anwesenheit mehrerer
unabhédngiger Felder ¢, mitr = 1,..., N gelten die Euler-Lagrange-Differentialgleichungen

oL 9 o
96,  0ak 3(8.d,)

=0
mit
0,0 = (06, 99)

Ausgehend von der Lagrange-Dichte fiir das Schrodinger-Feld

\II 2
L= ih\Il*a— _ VU* . VU - V(r,t) U*T
ot  2m

resultiert als Bewegungsgleichung die Schraodinger-Gleichung

ov o,
h—=—— V20U V]
ih— 5 VUV (r,1)

Fir das freie Klein-Gordon-Feld lautet die Lagrange-Dichte

goor, 25 0 ) _
ﬁ( P77 Qg O 2 m ozt Ozv K2

o aw*) _1n ( w 000U mPc w)

(3.237)

(3.238)

(3.239)

(3.240)

(3.241)

2
Es gilt die Einsteinsche Summenkonvention. Der Vorfaktor A~ st so gewdhlt, das [ £ d3r die

2m

Dimension einer Energie aufweist. Wir wenden die Euler-Lagrange-Gleichungen (3.237) an. Es

folgt
o oL oL 1r2 (08 00 m??
— =0=-— gﬂ + 3
oxH 9 (g%’:) o= 2 m \ Ozt ox h
und weiter
2.2
0 0 M 0

uv
g ozh Oz + K2

Dies ist die Klein-Gordon-Gleichung fir . Fir die Lagrange-Dichte

£=50(0") Ouw)
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erhalten wir

oL
o 0
oL

= pd%y . 3.245
50,1 o0ty (3.245)

Die Euler-Lagrange-Gleichung lautet dann

1 0%

Oy = 8,0y = 5 Vy=0 . (3.246)

Dies ist die Wellengleichung.
Die elektromagnetischen Feldgleichungen sind ebenfalls aus einer Lagrange-Dichte ableitbar
L= —i (0, Ay — 0, A,) (OHAY — OV A*) — j,A% . (3.247)
Die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir die Komponenten A,, ergeben dann
O, (O"A” — 0" A¥) =457 . (3.248)

Der Faktor ZlI fallt durch die Summation weg. (3.248) ist gerade die kovariante Form der inho-
mogenen Maxwell-Gleichungen. Die Komponente mit v = 0 ergibt

V-E=p (3.249)
mit
1 0A
E=—- 0A _ V4, (3.250)
c Ot
und ¢ = 5°. Die rdumliche Komponenten ergeben
Vszla—E—i—j (3.251)
c Ot
mit
B=VxA . (3.252)
Auch die freie Dirac-Gleichung
(ihy*0,, — mc) ¥(z) =0 (3.253)

1Rt sich aus einer Lagrange-Dichte ableiten. Die Anwendung der Euler-Lagrange-Gleichung
auf die Lagrange-Dichte

L =9(z) (1hv*8, — mc) ¥ (z) (3.254)
mit
U(z) = UF(z)y° (3.255)

fihrt unmittelbar auf die Dirac-Gleichung.
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3.10 Das quantisierte Schrodinger-Feld
Den Hamilton-Operator des Schrodinger-Feldes in Operatorform erhalten wir, indem wir von
den klassischen FeldgroBen ¥ und U* zu den Feldoperatoren ¥ und ¥+ iibergehen
P h2 R
H[¥,¥] = / (2 VIt . VU4V (r )\Iﬁ\p) d’r

= /q,+< V2+V()>\Tld3r : (3.256)

Der hermitesche Operator H ist ein Funktional der Feldoperatoren U+ und I'. Wir setzen jetzt
die Entwicklung der Feldoperatoren nach einem vollstdndigen Funktionensystem vy (r) ein.
Analog zur Rechnung in der klassischen Feldtheorie resultiert

et | = i ¢ enw o dbdE' (3.257)
kk'

Hierbei gilt fur die c-Zahlen gy
2 3
€ —/vk l——v TV (r )] ve Br (3.258)

Wahlt man insbesondere fiir die vy () Eigenfunktionen der stationdren Schrddinger-Gleichung
zum Eigenwert E,, so wird
Eaar = E,6(a,a’) (3.259)

und
H= i E,cteada . (3.260)

Wir erinnern an dieser Stelle an die erste Quantisierung und stellen eine Beziehung zwischen
den klassischen Poisson-Klammern und den quantenmechanischen Kommutatoren her.

Die Poisson-Klammer zwischen zwei physikalischen GroRRen

F = F(q17---7p17---7t) y (3261)
G = G(ql,...,pl,...,t) y (3262)

die von den kanonischen Variablen g; und p; abhdngen, war in der klassischen Mechanik defi-
niert durch

OF 0G 6G6F> (3.263)

hGr= XZ: <3pz dq;  Opi Ogi

Dabei ist der Wert der Poisson-Klammer unabhdngig von der Wahl der zugrunde liegenden
kanonischen Variablen. Ersetzt man in der Definitionsgleichung (3.263) G durch g; bzw. p;, so
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folgt

F,q} = : 3.264
oF
Fp} = —— . .
{F,pi} P (3.265)
Fir die kanonisch konjugierten Grof3en ¢; und p; gilt daher
{ga} = 0 (3.266)
{pisp} = 0, (3.267)
{pi,ae} = o . (3.268)
Fur eine beliebige mechanische GroRe (3.261) erhalten wir fur die totale zeitliche Verdnderung
dF oF
—={H,F — . 2
o = }+<8t>ex (3.269)

Setzt man F' = ¢; bzw. p;, so ergeben sich die Hamilton-Gleichungen in Form von Poisson-
Klammern

¢ = {Hq} , (3.270)
pi = {H,p} . (3.271)

In der Quantenmechanik gelten fiir die Orts- und Impulsoperatoren die Kommutatorrelationen

[25,85] = 0 (3.272)
pi,px] = 0 (3.273)
[Di, Zk] = —ithdy . (3.274)
Fur die zeitliche Anderung einer Observablen F haben wir in der Quantenmechanik
dF i - oF
— = — 27
= h[%,}"]—i-(at)ex (3.275)

mit dem Hamilton-Operator H. Speziell folgt fur die zeitliche Anderung des Orts- und Impuls-
operators

(Lit = %[’Hm] , (3.276)
% - %['Hp] . (3.277)

Offensichtlich konnen wir den Ubergang von der klassischen Mechanik zur Quantenmecha-
nik in erster Quantisierung vollziehen, indem wir die klassische Poisson-Klammer durch den
guantenmechanischen Kommutator multipliziert mit % ersetzen,

i

{LM}y=N — <

LM =N, (3.278)
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und die klassischen GroRen durch die zugeordneten quantenmechanischen Operatoren substi-
tuieren.

Gleichermallen gehen wir jetzt fir die Feldtheorie vor. In der klassischen Feldtheorie war die
Poisson-Klammer definiert durch

0F 6G 5F5G> , (3.279)

{F, G} = /d37" (@g LT

wobei F' und G Funktionale des Feldes ¢ (r,t) und des kanonischen Impulses 7 (7, ) sind,

F = Fl¢,n] (3.280)
G = Glo,n] . (3.281)
Speziell resultieren die Poisson-Klammern
{¢ (T,t) 7¢(rl7t)}PK = 0 ) (3282)
{7T (T,t) 77T(rl7t)}PK = 0 ) (3283)
{o(r, 1), m(r", O} = o(r—7r) . (3.284)
Die zeitliche Anderung eines Funktionals erfiillt die Gleichung
F
G = B (3.285)

mit der Hamilton-Funktion H = H [¢,x]. Die Hamilton-Gleichung in Form von Poisson-
Klammern lauten dementsprechend

DED o), H W (3.286)
d”f;"t) = {r(r,0), H®)e - (3.287)

Speziell fur das Schrodinger-Feld gilt entsprechend

7 (r,t) = Z_g = hU* (r,t) , (3.288)
H:/d3r7-t(r,t) = /d3r\Il* (r, 1) (—%V2+V(r,t)>\ll(r,t) , (3.289)
{\Il(r7t)7ql(rl7t)}PK = 0 ) (3290)
{m(rt),7(r", )} = 0 , (3.291)
(O t),m(r, )} = o(r—7r") . (3.292)
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Die zweite Quantisierung bzw. die kanonische Feldquantisierung geschieht nun dadurch, dal
wir ¥ (r,t) und 7 (,t) = ih¥* (r,t) zu Operatoren U (r,t) und # (r,t) = ih U+ (r,t) ma-
chen. Die komplex konjugierte Wellenfunktion ¥* (r, ¢) wird durch den hermitesch adjungier-
ten Feldoperator U* (r,t) ersetzt. Ebenso werden die Poisson-Klammern durch Kommutator-
relationen ersetzt. Wir fordern die ,,gleichzeitigen Kommutatorrelationen®

(@ (r,t), ¥ (,8)] =0, (3.293)
(& (r,0), 0t (0] = 0, (3.294)
(& (r, 1), 04 (", 8)] = d(r—7) . (3.295)

Durch die Verwendung von U+ hat sich der sonst auftretende Faktor i, herausgehoben. Wir
werden nachweisen, dal} durch diese Forderung der Quantisierung gerade Bose-Teilchen be-
schrieben werden.

Wir erinnern jetzt an die Entwicklung der Feldoperatoren in einen vollstdndigen Satz orthonor-
mierter Funktionen

b (r,1) = ick (t) v (7) dk . (3.296)
k

Die Multiplikation von (3.293) mit vy () vxs (') d3r d®r' liefert nach Ortsintegration die ent-

sprechende Vertauschungsrelation der Operatoren cj. Diese Operatoren, die speziell den Kom-

mutatorrelationen des Bose-Feldes geniigen, bezeichnen wir mit b;. So folgt insgesamt

[br (), b (1)] = O (3.297)
i (0,65 (®)] = 0, (3.298)
b (), 8 (®)] = o(k,K) . (3.299)

Bei Fermi-Teilchen mulR dem Pauli-Prinzip Rechnung getragen werden. Wie wir bereits gese-
hen haben, wird dies durch Antikommutatorrelationen erreicht. Die Feldoperatoren erfuillen fiir
Fermionen daher die Relationen

{Ui(r,0), 0 (7,1)} = 0, (3.300)
{Of (r,0), 95 (",0)} = 0, (3.301)
(i (r,1), TF (7, 1)} = G b(r— 7)) (3.302)

Die erste Gleichung (3.300)

A~ A~

@, (r, ) Uy (7', 1) = =Ty (7', 1) 0, (1, 8) (3.303)

ist der quantenfeldtheoretische Ausdruck des Paulischen Antisymmetrieprinzips. Eine essenti-
elle Folge davon ist, dal? die Feldoperatoren an verschiedenen Orten nicht kommutieren

A~

(@i (r, ), 0 (', 8)] #0 . (3.304)
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Dies impliziert, daf man das Fermi-Feld nicht ausmessen kann. Wiirde man das Feld an einem
Raum-Zeit-Punkt bestimmen, so verliert durch eine weitere Messung des Feldes an einem an-
deren Ort die erste Messung ihre Bedeutung. Setzt man insbesondere » = =/ und ¢ = ¢, so
ergibt sich

W2 (r,t) =0 . (3.305)
Dies ist die Beschreibung dafir, dal keine zwei Elektronen denselben Ort und den gleichen

Spin einnehmen konnen. Wie bei den Bosonen konnen wir auf die Entwicklungskoeffizienten
¢ (t) Ubergehen. Fir Fermionen bezeichnen wir sie mit ay, (¢), und es gilt

{ax () yaw (1)} = 0 (3.306)
{af ®),a6 )} = 0, (3.307)
{an ()0} (1)} = 6(k,K) . (3.308)

Die zeitliche Anderung des Feldoperators ¥ bestimmt sich aus

dq’dir) = % (7,8 (r)] (3.309)

Sowohl fiir Bosonen wie auch fuir Fermionen gilt der Kommutator. Der Hamilton-Operator ist
A A . K2 .
H [\I/+,\I/] = /\I/+ (—2—A +V (r)) Uddr . (3.310)
m

3.11 Teilchenzahl-Operatoren

Zunéchst wollen wir den Kommutator zwischen ¥ () und irgendeiner Observablen
F= / Gt (') B ()T (o) (3.311)
auswerten. Beispielsweise ist der Hamilton-Operator
/ g+ (- L A+V(r )) ¥ dBr (3.312)
oder der Operator des Gesamtimpulses
P=—ih / Gt gradd dr (3.313)

von dieser Form. F'(r') ist im allgemeinen ein Differentialausdruck in =/, der auf ¥(r') wirkt.
Mit Hilfe der Relation

[Fi Fo, G- = Fi[Fo, Gl £ [F1,Gl+ Fo (3.314)

115



die wir bereits behandelt hatten, resultiert

F ()] = [ ) B [§), b))

N
(3.315)

Jetzt ist das Resultat unabhangig davon, ob wir die Vertauschungsrelationen von Bosonen oder
Fermionen verwenden. Es ergibt sich stets

[, ¥(r)] =-F(r)¥(r) . (3.316)

Aufgrund der Hermitezitdt von JF folgt hieraus

[, 0% ()] = F(r) ¥t (r) . (3.317)

Der Operator der zeitlichen Verdnderung des Materiefeldes bestimmt sich im Bose- wie im

Fermi-Fall aus dem Kommutator zwischen H und ¥
d -

_\I/ —

o (r)

Mit (3.312) und (3.316) erhalten wir sofort

?

- [H,¥(r)] . (3.318)

2
z‘hi\if __h

AV VE . 3.319
di 2m + ( )

Dies ist die Schrodinger-Gleichung in Operatorform. Im Heisenberg-Bild wird die Zeitabhéngig-
keit durch die Operatoren getragen, und es gilt

(3.320)

Damit wird (3.319) zu einer partiellen Differentialgleichung fiir die Operatorfunktion \T/H(r, t)

ouH B . .
ih p =—%A\IIH+V\IIH : (3.321)

~

Der Feldoperator W# (7, t) im Heisenberg-Bild geniigt der Schrodingerschen Feldgleichung.
Die Zeitentwicklung wird durch eine unitére Transformation vermittelt.

A~

G (r,1) = exp {%HH(t - to)} B (r, 1) exp {—%HH(t - to)} . (332)

Im Schradinger-Bild hingegen ist natiirlich ¥ als explizit zeitunabhangiger Operator zeitlich
konstant
oS
—— =0 . 3.323
T (3.323)
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Erneut kdnnen wir die Feldoperatoren nach einem vollstdndigen Funktionensystem vy () ent-
wickeln.

G(r 1) = ick (t) vi(r) dk . (3.324)
k
Damit wird aus (3.319)
L d
Zh%Ck = iekk: Cg/ dk’ . (3325)

kl

Durch die Feldquantisierung erhalten wir fir den Teilchenzahl-Operator
N = [U ) br)dr = S bt (3.326)
k

Aus Einfachheitsgriinden beschranken wir uns auf diskrete k-Werte. N setzt sich additiv aus
den Beitragen b; by, der einzelnen Partialwellen zusammen. Die Anteile

N = bf by (3.327)

bezeichnet man als Besetzungszahl-Operatoren. Ny, ist hermitesch. Aus der Bose-\Vertauschungs-
relation folgt

biNg = bbby = (b bi + i) b (3.328)
oder
[bi, Ni] = Oabr (3.329)
Der Ubergang zur adjungierten Gleichung liefert
b7, Ni] = =0 b (3.330)

Fur 4 # k ist also M mit b; und b vertauschbar. Fur ¢ = & erhalten wir genau die beim
harmonischen Oszillator abgeleiteten Relationen. Die Besetzungszahl-Operatoren A; und N
sind untereinander vertauschbar,

Wi, M- =0, (3.331)
denn es ist

MNk - NkM = b;'_bi./\/’k - ./\/’kb;l—bi = bg—(./\/’kbi -+ 5z’kbk) - ./\/’kb;'_bi
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Da die verschiedenen Besetzungszahl-Operatoren miteinander vertauschen, besitzen sie einen
gemeinsamen Satz von Eigenvektoren

Nk|uN1,N2,...,Nk,...> = Nk|uN1,N2,...,Nk,...> . (3.333)

Wir wahlen einen festen Index k. Die Vertauschungsrelationen von A3 mit b, und b3 stimmen
mit jenen des harmonischen Oszillators {iberein, und wir kdnnen somit die dort gewonnenen
Ergebnisse tbertragen. Die Eigenwerte N, der Besetzungszahl-Operatoren A, sind im Bose-
Fall positive ganze Zahlen,

N, =0,1,2,... (3.334)
Die Eigenwerte des Gesamtteilchenzahl-Operators A/ sind die Summe

N=YN, . (3.335)
k

Entwickelt man das Feld nach Eigenfunktionen der zeitunabhdngigen Schrodinger-Gleichung
vk (1) = uy(r), S0 hat der Hamilton-Operator die Gestalt

H=YEN, . (3.336)

Mit der Diagonalisierung der N, erhdlt man damit auch die Gesamtenergie des Feldes. Die
moglichen Eigenwerte E von H

Hlun,,. >= Eluy,,.. > (3.337)
lauten dann

E=YEN, . (3.338)

Die Gesamtenergie des Feldes ist eine Summe ganzzahliger Vielfacher von E,. Sie verhdlt sich
S0, als ob sie durch N, Teilchen der Energie E, aufgebaut wére. Die zu den Energieeigenwer-
ten E, gehorigen Besetzungszahl-Operatoren A, sind mit H vertauschbar. Sie sind Erhaltungs-
grofien

d 1
CNo=HN]=0 (3.339)

Aus der Behandlung des harmonischen Oszillators kénnen wir auch die Wirkung der Opera-
toren by, und b auf die Eigenvektoren |un, .. n,...) Ubernehmen. b; erzeugt aus |un,, . n,,..)
einen Zustand, in dem die Besetzungszahl Vi um eins erhoht ist

b luny,.N,,.) = VIV + Huny, N, (3.340)
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by, hingegen verrringert die Besetzungszahl Ny, um eins,

bk|uN1,...,Nk,...> =y Nk|uN1,...,Nk_1,...> . (3-341)

Mit Hilfe der Erzeugungsoperatoren kann man einen beliebigen Vektor |uy, . n,...) aus dem
Vakuum

10) = [uo0..0...) (3.342)
erzeugen. Im Vakuum ist kein Teilchen vorhanden
bp|0) =0 . (3.343)

Wir haben
B 1
(NN ) = RN T

Numerieren wir die Zustdnde |u) nicht durch die Besetzungszahlen Ny,..., Ng,..., sondern
durch die Quantenzahlen £, 1, . . ., so hat man

(20 R (9 L) (3.344)

N=0 0y |
N = 1 = b+ 0

) ’“+| 2 e ) (3.345)
N=2 lugr) = b 6;710) = |u;l) furk #1

5 (b7)?(0)

Wegen der Vertauschbarkeit der Operatoren b} sind die Zustande |uj; ) symmetrisch in den
Quantenzahlen. Eine Nummerierung der Teilchen kommt Gberhaupt nicht ins Spiel, weil von
vornherein stets nur von der Anzahl der Teilchen die Rede ist.

Alle Linearkombinationen von Zustanden (3.344) bilden die Gesamtheit aller symmetrischen
Zustande. Sie spannen den symmetrischen unitdren Raum U™ der Bosonen auf. Wahlt man
einen festen Eigenwert N von A/, so hat man es mit dem Unterraum U3 zu tun, in dem ein
System mit fester Teilchenzahl beschrieben wird.

Wir wollen jetzt den Zusammenhang mit der tblichen Schrodinger-Gleichung herstellen. Dazu
betrachten wir den Unterraum mit einem Teilchen, also N = 1. Dann ist

lug) = b |0) (3.346)

ein Einteilchenzustand. Die Wahrscheinlichkeitsamplitude fur diesen Zustand kann man schrei-
ben als

¢(k) = (ux|d) = 0lbr ¢) - (3.347)
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Identifizieren wir by, inshesondere mit dem Feldoperator ¥ (), so wird
ug) = I (r)|0) (3.348)

der Ortseigenvektor eines Teilchens. Die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir eine Ortsmessung
lautet daher

¢(r) = (O[T (r)¢) . (3.349)

Im Heisenberg-Bild erfiillt U (v, t) die Schrodinger-Gleichung. |¢*) ist zeitlich konstant. Da-
mit erhalten wir auch wieder fir die Wahrscheinlichkeitsamplitude ¢(r,t) die Schrodinger-
Gleichung

2
0t _ P asive (3.350)
ot 2m

Die Matrixelemente von H im Unterraum eines Teilchens lauten

th

<Ull |H Ul2> = Z<0|bl1bl—i—5kk’bk’bl—;|0> . (3351)
k.k'

Aus den Vertauschungsrelationen folgt

bibf |0) = (G, + bitbir ) [0) = G, 0) (3.352)
Analog folgt
(0lby, b = 611, (0] . (3.353)
Damit erhalten wir
(ug, [ H w,) = % Okty €kt Okity = €ty - (3.354)

Die Matrixelemente des Hamilton-Operators des Feldes im Unterraum U; sind mit den Matrix-
elementen eines Teilchens identisch.

3.12 Teilchenzahl-Operatoren fir Fermionen

Die Besetzungszahl-Operatoren
N = ajf a (3.355)

fur Fermionen haben relativ einfache Eigenschaften, da gilt

a: = 0 (3.356)
a? = 0 (3.357)



und
arap +afar =1 (3.358)
Wir betrachten das Quadrat von A3, also
NE = afapafay = af (apaf)ay, = of (1 — af ap)ay = afay, . (3.359)
Damit haben wir
NE=Ny . (3.360)

Fir verschiedene Indizes gilt aufgrund der Antikommutatorrelation die Vertauschbarkeit der AV
untereinander,

N;, N =0 . (3.361)
Die Besetzungszahl-Operatoren besitzen somit einen gemeinsamen Satz von Eigenwerten
Nk|uN1Nk> = Nk|uN1,...,Nk,...> . (3.362)
Auch fur die Eigenwerte gilt
N =N, . (3.363)
Damit finden wir fur Fermionen die Losungen
N,=0,1 . (3.364)

In einem Zustand k£ kann sich hdchstens ein Teilchen befinden. Dies ist Ausdruck des Pauli-
Prinzips.

Es gilt demnach

afaglu. g,,.) = 0 (3.365)
afoglu. 1,,..) = |U.1,,.) - (3.366)

Wir wollen jetzt die Wirkung der Operatoren a; und a; auf diese Eigenvektoren erarbeiten.
Dazu wenden wir zunéchst a;, auf (3.365) an und erhalten unter Verwendung von (3.358)

(1 —afar)agu. o, )=0 . (3.367)
Aufgrund von (3.356) verschwindet aber der zweite Term, und wir bekommen
alu..0,.) =0 . (3.368)
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Befindet sich kein Teilchen im Zustand &, so liefert die Anwendung von a Null. Wir multipli-
zieren (3.366) mit a; . Die linke Seite verschwindet aufgrund von (3.357). Damit haben wir

ag .. 14, =0 (3.369)
Der Eigenwert 1 kann nicht tiberschritten werden. Die Beziehung
afagaf [u.p,,.) = (1 — apai)af|u. o,,.) = aflu._o,,.) (3.370)
kann man auch in der Form schreiben

Nelafu. o,y = lafu._,..) - (3.371)

Dies impliziert, |a,ju___,0k,___) ist Eigenvektor von A, zum Eigenwert 1. Es gilt also fur den Er-
zeugungsoperator

a3 [u.0p,) = U1y, (3.372)

Der Operator a; erzeugt ein Fermion im Zustand k. Gleichung (3.365) schreiben wir jetzt in
der Form

(1 —arai)|u.o,,.)=0 . (3.373)
Wir wenden jetzt a, auf (3.372) an, dies ergibt nach (3.373)

k|t 1) = (U 0p,) - (3.374)
Durch a; wird ein Fermion im Zustand & vernichtet.

Ein beliebiger Eigenvektor 1aRt sich aus dem Vakuum |0) durch Anwendung der Erzeugungs-
operatoren a; aufbauen. Kennzeichnen wir die Zustande |u) erneut nicht durch die Besetzungs-
zahlen V; .. .. sondern durch die Quantenzahlen &, 1, .. ., so erhalten wir

N=0 0y
N-1 ) = ai0) -
N =2 [ug) = af ¢ [0) = —u)

Aufgrund von afa;” = —a; a; sind diese Zustdnde antisymmetrisch in den Quantenzahlen.

Gleiche Quantenzahlen kdnnen nicht auftreten. Alle Linearkombinationen der Vektoren bilden
den antisymmetrischen Raum U~ der Fermionen.
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3.13 Die Fermi-Verteilung

Als Anwendung der zweiten Quantisierung als Vielteilchenformalismus wollen wir die Fermi-
Verteilung ableiten. Wir wollen die mittlere Teilchenzahl eines Systems unabhdngiger Fermio-
nen berechnen, die sich im thermischen Gleichgewicht in einem Energiezustand & befinden.
Entsprechend den Gesetzen der Thermodynamik und statistischen Physik gilt hierfir

(Me) = SpeN;, - (3.376)

Dabei ist AV}, der Teilchenzahl-Operator und ¢ der statistische Operator. Liegt das System mit
einer mittleren Energie

(") = SpoH (3.377)
und einer mittleren Teilchenzahl
(N) = SpeN (3.378)
vor, so ist g im unitdren Raum U~ durch den grol3kanonischen statistischen Operator
e—ﬂ%+u/\/
0= Sp BN (3.379)
zu beschreiben. Dabei ist )
8= T (3.380)
und  das chemische Potential. Wir verwenden
£ = % (3.381)
Aufgrund von
k
und
N =D N (3.383)
k
erhalten wir fir den statistischen Operator
N1, N2
Yi Y -
0= (3.384)
sp (yi'y3® )
mit der Abkiirzung
yp = e Perte (3.385)
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Die Spur in (3.376) berechnen wir in der Besetzungszahl-Darstellung mit den Eigenwerten Ny
der Operatoren N;. Es folgt

Xy oyt N

<Nk> = N1,N2,...,Ng,...

Ni, N> N
> Y Yo"ty
Ni,Noyoo;Njoo.

> yp * Ny
SRS L. (3.386)
> Yy, k I+ yg
Ny,

Hierbei wurde ausgenutzt, dal} Vi nur die Eigenwerte O und 1 annehmen kann. Die mittlere
Teilchenzahl in einem Energiezustand & betragt also im thermischen Gleichgewicht

1 1
e—mtBer 41 T eBler9 +1

(W) = (3.387)

Dies ist die Fermi-Verteilung. Am absoluten Nullpunkt mit 7" — 0 und daher 8 — oo gilt

fur 0
(M)’ = { (1) f:r : Z go . (3.388)
Hierbei ist £° gleich £ fir T = 0. £° ist die Fermi-Kante. Alle Energiezustande k&, die zu Einteil-
chenenergien ¢, gehoren, die kleiner als die Fermi-Kante sind, sind mit einem Fermion besetzt.
Alle Zusténde, die zu héheren Energien gehoren, sind unbesetzt.

Bei endlichen Temperaturen hingegen bestehen auch fur die hoheren Energien endliche Erwar-
tungswerte (N3). Diese sind eine Funktion von 3, u und den &uBeren Parametern wie Volumen
V', Magnetfeld H usw., von denen die Energien e, = ¢, (V, H, .. .) abhédngen. Also haben wir

Ni) = N (B, 1,V H, L) (3.389)
Die mittlere Gesamtteilchenzahl ist
1
<N>=;MZ<N>(5,M,V,H,---) : (3.390)

Diese Relation kann man dazu benutzen, um das chemische Potential y als Funktion von (N)
zu bestimmen.

3.14 Die Hartree-Fock-Theorie

Wir haben bislang hauptsdchlich Systeme freier Teilchen behandelt. Nun soll ein System von
Fermionen beschrieben werden, die untereinander mit einer 2-Teilchen-Wechselwirkung kop-
peln. Fur den Hamilton-Operator des Systems, ausgedriickt durch die Feldoperatoren \T/(r,t)
machen wir den folgenden Ansatz
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wobei Hy der freie Hamilton-Operator ist
Hy = / &Pt (r,8) Dy U(r,t) (3.392)
D, bezeichnet den freien Schrodinger-Differentialoperator
h2
Dy =——V>+V(r,t) . (3.393)
2m

Mit z fassen wir  und ¢ abkiirzend zusammen. Der 2-Teilchen-Wechselwirkungsoperator soll
lauten

H, = %/d%' d3r \il"'(r',t) \i/-l-(,,.,t) U(r,r’) \il(r,t) \T/(r’,t) . (3.394)

Die Funktion U(r, ') ist das Wechselwirkungspotential, von dem wir annehmen, daR es reell
und symmetrisch ist,

Ulr,»y=U(r"r) . (3.395)

Im Falle eines Systems von wechselwirkenden Elektronen ist zum Beispiel

2

Ulr,r') = (3.396)

e

das wechselseitige Coulomb-Potential. Der Faktor % in (3.394) soll die Doppelzdhlung der Bei-
trage zur Wechselwirkungsenergie aufheben.

Wir betrachten nun die Bewegungsgleichung fiir den Feldoperator \Tl(r, t). Es gilt fur die Dy-
namik der Operatoren

d - 1 “
5 Y= [H,¥(r,t)] . (3.397)
Daraus bekommen wir die Heisenberg-Gleichung
ihg\il(r t)=[¥(r,1),H| . (3.398)
at ? ? ?

Dieser Kommutator enthélt zwei Anteile. Im Heisenberg-Bild hatten wir im Fall der freien
Schrddinger-Gleichung den freien Anteil bereits ausgewertet

(¥ (z), Ho| = / ' [¥(z), ¥ (") Do ¥(a')] = D, ¥(2) . (3.399)
Im folgenden nutzen wir erneut die Relation aus

[A,BC] = {A,B}YC — B{A,C} (3.400)



oder ausgeschrieben
ABC — BCA= ABC + BAC — BAC — BCA . (3.401)

Auch den Wechselwirkungsbeitrag konnen wir mit der Identitét (3.400) so umformen, so daf}
wir die Antikommutatorrelationen der Feldoperatoren im Rahmen der kanonischen Quantisie-
rung verwenden konnen. Es ist

(¥(2), Hi| = % / &o’ dz" U, 2") [¥(z), ¥ (2") U (') U(a) ¥ (2")]
1

— % [ &2 Ui, @) + U, 2) (o) B(a') (a) (3.402)
Aufgrund der Symmetriebedingung des Potentials erhalten wir schlief3lich fir den Kommutator
(¥(z), 7] = / &' U () U () U2, 2) () . (3.403)

Damit lautet die Bewegungsgleichung fiir den Feldoperator
ih L (z) — D, ¥(z) — / &' 0 (o) U () U2, 2) ¥(z) =0 . (3.404)

Dies ist eine nichtlineare partielle Integrodifferentialgleichung furr den Feldoperator. Wegen ih-
rer relativ komplizierten Struktur kann man nicht ohne weiteres hoffen, eine exakte Losung zu
finden, sondern man ist auf Ndherungsmethoden angewiesen. Es sei nochmals darauf hinge-
wiesen, daf es sich bei ¥(z) nicht um eine c-Zahlen-Funktion handelt. Dann kénnte man das
Problem mit numerischen Integrationsmethoden behandeln. Vielmehr ist ¥ (x) ein nichtkom-
mutierender Hilbert-Raum-Operator.
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Um (3.404) in eine lsbare Form zu bringen, wird man daher wieder versuchen, von den Ope-
ratoren zu klassischen Funktionen tiberzugehen. Zur Trennung von Orts- und Zeitvariablen ent-
wickeln wir den Feldoperator in eine vollstdndige und orthogonale Einteilchenbasis ¢;(r). Es
istmite =7r

U(w,t) =Y ai(t) pi(w) . (3.405)
Fir die Operatoren a;(t) gelten die Antikommutatorrelationen der Fermionen. Der Hamilton-
Operator, ausgedriickt durch die Erzeuger und Vernichter, hat nun die folgende Gestalt,

Hy =) diaf (t) a;(2) (3.406)
6,3

mit
diy = [ d*v}() Da i (@) (3.407)

und
Hi= 3w (0 af (1) au(t) (e (3.408)

mit
ugn = 5 [ 2! & ¢}(2') ¢}(2) Ulw, @) ou(2) ou(@) (3.409)

Als Nebenbetrachtung wahlen wir fiir die ¢; () Eigenldsungen u;(x) der stationdaren Schrodinger-
Gleichung mit

(—% V2 + V(w)) ui(e) = g5 us(x) . (3.410)

Damit wird aus dem freien Hamilton-Operator
3, I+ h2 2 T +
Hoz/d 2V (@ 1) [~ VI + V(@) | ¥ = Nafae (3.411)

Die Zeitabhangigkeit der Operatoren a;(t) ist dann durch

m% ai(t) = [ai(t), Ho] = 3 eilas(t), af (t) a;()] = ei ai(t) (3.412)

J

bestimmt. Dies wird sofort geldst durch

a;(t) = e~ Mg, (0) = e~teitiMg; | (3.413)
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Bei Verwendung der Eigenfunktions-Basis unterscheiden sich die Operatoren a;(t) zu unter-
schiedlichen Zeiten also nur durch einen zahlenwertigen Phasenfaktor.

Aufgrund des Wechselwirkungsterms H; ist die Zeitentwicklung der Heisenberg-Operatoren
a;(t) im allgemeinen Fall nicht mehr durch einen Phasenfaktor bestimmt. Vielmehr erkennt
man an der formalen Losung der Heisenberg-Gleichung

a;(t) = P g, (0) e~tHUR (3.414)

daR eine Mischung entsteht. Nur fiir den speziellen Hamilton-Operator Hy mit der diagonalen
Kopplungsmatrix d;; = €; d;; ergibt die Auswertung das einfache Resultat (3.413). Der Kom-
mutator des vollen Hamilton-Operators [ H, a;] enthdlt jedoch Produkte der Form q; aj ay. Dies
hat zur Folge, da der Operator a;(0), der zum Zeitpunkt ¢ = 0 ein reiner 1-Teilchen-Ver-
nichtungsoperator war, sich fiir t # 0 zu einer komplizierten Uberlagerung von Erzeugern und
Vernichtern entwickelt. Man kann daher nicht hoffen, daR das wechselwirkende Teilchensystem
durch einen n-Teilchen-Zustandsvektor der Form

@) = |1, ma,-..) = ()™ (a3)™ ... |0) (3.415)

exakt beschrieben werden kann. Die Wellenfunktion des wechselwirkenden System kann nicht
durch eine einzelne Slater-Determinante beschrieben werden. Vielmehr enthélt der exakte Grund-
zustand eines Fermionensystems Beimischungen von Teilchen-Loch Anregungen, wie sie durch
Operatoren der Art a;" a; generiert werden

(b)

=z

_rl
o ¢ o %0 [0 2]
T
% ~
o O O o O o (@]
N
_rl

o O O

Der Grundzustand eines wechselwirkenden Fermionensystems wird ndherungsweise durch Auf-
fullen der Einteilchenniveaus ¢; bis zur Fermi-Kante F' beschrieben (a). Der exakte Zustands-
vektor enthdlt jedoch beliebig viele Beimischungen von 1-Teilchen-1-Loch- (b), 2-Teilchen-2-
Loch-Konfigurationen (c) etc. In der zu diskutierenden Hartree-Foch-N&herung werden diese
jedoch vernachlassigt.

Als essentielle Naherung werden wir jetzt die Mischung mittels Teilchen-Loch-Anregungen,
d.h. die Korrelationen, vernachlassigen. Die Zeitentwicklung des Operators a;(t) ist also durch
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das einfache Verhalten
a;(t) = e7tet/h g, (3.416)

determiniert. Der Zustandsvektor ist durch einen reinen Produktzustand festgelegt. Es muf3 nun
die Einteilchenbasis ¢;(x) so gewdhlt werden, so dal die gewahlte N&herung moglichst gut
ist. Zu diesem Zweck bilden wir Matrixelemente der Bewegungsgleichung (3.404) fur den Fel-
doperator zwischen dem n-Teilchen-Zustandsvektor |¥) und dem (n — 1)-Teilchen-Vektoren
a| ),

(Ulaf O|T) =0 . (3.417)

Hier steht O fiir die Operatorgleichung (3.404). Natirlich mufBte (3.404) nicht nur fir diese
speziellen Matrixelemente, sondern auch fir alle anderen moglichen Matrixelemente zwischen
komplizierteren n- und (n — 1)-Teilchen-Konfigurationen erfiillt sein. Dies ist jedoch mit einer
einzelnen Slater-Determinante so nicht zu erreichen.

Die Bedingung (3.417) filhrt zu einer Bestimmungsgleichung fiir die Basisfunktionen ¢;(x).
Wir werden jetzt die Matrixelemente der einzelnen Terme in (3.404) auswerten. Zundchst be-
kommen wir

(Vo ih W) = 3 e la)(Wla ) (3419)

Mit dem Ansatz (3.415) verschwindet dieser Ausdruck, sofern die Indizes [ und 4 nicht abge-
paart sind. Fir [ = ¢ ergibt sich

(O|a;f ih%\mw) =me () . (3.419)
Fir den freien Anteil in (3.404) ergibt sich ganz analog
(U|ai DU (2)|¥) = mD, () (3.420)
Etwas aufwendiger gestaltet sich die Berechnung des Wechselwirkungsterms. Es ist

Wlat [ &2 0 @)U, 2) 8@ = [ UE, @) ¢@) pi(@) pile)
1,7,k
(Ula} af ajar|¥) . (3.421)
Erneut missen die Indizes abgepaart sein. Dies kann aber auf zwei Weisen geschehen.
(\Il|al+ a;’ a; ak|\Il) = 5lj 5zk(\Il|al+ a;’ a; az|\Il) + 5lk 5Z](ql|a;’ a;’ a; al|\Il)
= 5lj 6zk<\Il| — yn; + (5“ ﬁl|\I/> + 5lk 5Z]<\I/|ﬁl n; — (5“ ﬁl|\I/>
= myn; (0 0s5 — 01 0ix) - (3.422)
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Beim Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile von (3.422) haben wir ausgenutzt, daB gilt

a;’azralai = al+ (1—ala;’)ai
= a;’ a; — a;’ ap a;’ a; = (5“ ﬁl — ﬁl TALZ (3423)
und
a af e = —af af qpa; = —af (1—ala;’) a;
= —al+ a; + al+ ag a;’ a; = _6li TALl + ﬁl TALZ . (3424)

Wir setzen jetzt alles in (3.417) ein und kiirzen den gemeinsamen Faktor n;. Wir erhalten

Doai(e) + [ da' Yon e (@) i) U, @) (@)
¢ (@) @@ U@, ) pi@)] = ap(@) . (3429)

Dies ist die Hartree-Fock-Gleichung. Unter Verwendung der Dichtematrix
o(a’, @) =3 _nipj(x) pi(a') = o (x, ) (3.426)
schreiben wir diesen Ausdruck etwas um. Die Dichte ist der Diagonalterm
o(x) = ol@, @) = > ni o} (x) pi(x) . (3.427)
Damit lautet die Hartree-Fock-Gleichung

D, @i(@) + [ @ o(@)U(@, @) (@) — [ &' ol 2)U (@', @) 1(2) = a1 (@)
(3.428)

Diese Gleichung enthdlt zwei Wechselwirkungsterme. Der Direktterm mit dem positiven \Vor-
zeichen hat genau die Form, die man aus der klassischen Physik anschaulich erwartet. Das
Teilchen im Orbital { spiirt das Potential, das durch die Dichteverteilung o(') aller Teilchen im
System hervorgerufen wird, inklusive der Selbstwechselwirkung fir ¢+ = [. Die Fermi-Dirac-
Statistik erzwingt jedoch das zusatzliche Auftreten des Austauschterms. Dieser ist nichtlokal,
denn ¢;(2') hangt von allen &’ ab und kann daher nicht als einfache Potential-Wechselwirkung
verstanden werden. Ein Nebeneffekt des Austauschterms ist, dal3 er den Beitrag der Selbstwech-
selwirkung aufhebt.

Im Gegensatz zur Operatorgleichung (3.404) ist (3.428) ein System von gekoppelten nichtli-
nearen Integrodifferentialgleichungen fiir die c-Zahlen-Funktionen ¢;(x). Dieses Gleichungs-
system kann man durch numerische Integration 18sen. Man beginnt mit einem gewéhlten Satz
von Startlésungen gol(o) (x), berechnet die Dichten und 16st (3.428) durch numerische Integration
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und generiert so eine verbesserte Losung gol(l) (x). Dann iteriert man. Die Hartree-Fock-Methode
bildet den Grundstein fiir die Berechnung der Eigenschaften von Vielteilchensystemen in vielen
Bereichen der Physik, so zum Beispiel in der Atom-, Kern- und Festkdrperphysik. Allerdings
erweist es sich hdufig als notwendig, tiber den Ansatz einer Slater-Determinante hinauszugehen
und Teilchenkorrelationen zu berticksichtigen.
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4 Streutheorie

4.1 Einfuhrung in die Problematik

Neue Objekte in der Physik generiert und untersucht man vielfach im Rahmen von Streuprozes-
sen. Beispielsweise basiert die Erzeugung von Elementarteilchen oder das Studium von Kern-
kraften auf der Streuung von Teilchen. Als einfachsten Fall konnen wir die Streuung eines
Teilchens an einem vorgegebenen Potential V() untersuchen. Dabei nehmen wir an, dall wir
RuckstoReffekte der Quelle, die das Potential generiert, vernachldssigen konnen. Um asympto-
tisch freie Zustédnde zu haben, nehmen wir ferner an, dal? das Potential lokalisiert sei und in
groRen Abstédnden verschwindet.

\or der Streuung moge sich das Teilchen in groRer Entfernung vom Streuzentrum kraftefrei be-
wegen. Die Wahrscheinlichkeitsamplitude ¢ (7, t) ist fiir ¢ — —oo ein kréftefreies Wellenpaket.
Fir die Festlegung des Impulses wird angenommen, dal’ die Wellenlange A wesentlich kleiner
als die raumlichen Ausdehnungen [, d des Wellenpakets ist,

A< ld (4.1)

In dem Zeitintervall, in dem das Wellenpaket tiber das Streuzentrum hinwegstreicht, ist das Po-
tential V() wirksam. Die Zeitentwicklung des Wellenpakets ist durch den Hamilton-Operator

H= %ﬁ +V(r) (4.2)
determiniert, wobei wir eine nichtrelativistische Dynamik angenommen haben. Fir t — 4oc ist
das Teilchen wieder auRerhalb des Potentials. Die Wahrscheinlichkeitsamplitude ¢ (r, ¢) besteht
als Folge des Streuvorgangs aus der durchgehenden Welle und einer nach allen Seiten auslau-
fenden Streuwelle. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal3 das Teilchen in einem unter dem Raum-
winkel © aufgestellten Detektor D nachgewiesen wird, ist durch d$2 [ |¢ (r, t)|” r2dr gegeben.
Fir d < rsin © ist diese Wahrscheinlichkeit ausschliel3lich durch die Streuwelle bestimmt. Die
nach vorwarts gestreute Welle mit © = 0 hingegen kann nicht von der durchgehenden Welle
getrennt werden.

Die quantentheoretische Behandlung des Streuvorgangs im Schrodinger-Bild besteht darin, da
man die zeitliche Verdnderung des Zustandsvektors |¢ (¢)) studiert. Wie bei jedem zeitabhéngi-
gen Problem ist dafiir eine Anfangsbedingung vorzugeben, die die physikalische Situation vor
Beginn der Streuung beschreibt. Somit haben wir

t — —o0 tendlich ¢t — +o00
B 6@ 16 (43)
vorgegeben gesucht

Ho H=H0+V Ho
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Bei der mathematischen Durchfiihrung dieses Problems geht man meist von den Eigenvektoren
|ud) des ungestorten Hamilton-Operators

1

Ho = —P2 (4.4)
2m
aus, der kontinuierliche Eigenwerte mit £, > 0 besitzt,
Ho u2> =E, u2> : (4.5)

Die Eigenvektoren bilden ein vollstandiges Basissystem und sind auf §-Funktionen normiert,

0
(ve

Ein beliebiger kréaftefreier Zustand lautet in der Entwicklung nach den Vektoren

9(®) = Ye(@) e #

a

a

u0,> =6d(a,d) . (4.6)

ulyda . (4.7)

Hierbei determinieren die Koeffizienten c (a) die spezielle Form des Pakets. Es gilt die Normie-
rung

i|c(a)|2da -1 . (4.8)

Im Schrodinger-Bild besteht fiir den Zustandsvektor |¢) zwischen zwei Zeiten ¢ und ¢, der
Zusammenhang
_i'H(t—to)
p(1) =" 7 o (ko)) - (4.9)
Der Streuzustand |¢ (¢)), der sich aus dem fur ¢ — —oo vorgegebenem freien Paket entwickel,
lautet daher

o) =¥ tim Fe@e

ulyda . (4.10)

a

Den Grenzwert t, — —oo transformieren wir jetzt um. Es gilt

0

JimF () = lim ¢ / et F (') dt! (4.11)
mite > 0. Hierbei ist . .
e [ e F()ar = [ eF (g) do (4.12)
mit et’ = . Also gilt weiter
0 0
lim e / eUF () dt = / e’ lim F (f) dz
e—>+40 e—>+40 £
0 0
= / e“F (—o0) dz = F (—00) / e“dz = F (—o0) .(4.13)



Damit schreiben wir fir (4.10)

_tHt Z(E'a 'H+zs)t
6 (6) =e ﬁi Egrgoﬁ/

Wir fiihren die Integration tiber ¢’ aus. Dies ergibt die Vektoren

a

t'ud)da . (4.14)

0
£ i(Eg— ie)t!
u(+)> = lim % / e~ R gy

e——+0

0

ul) . (4.15)

5 1€
= m ——7
e=+0 B, — H + 1€

Man beachte, daf aufgrund der stationdren Schrodinger-Gleichung der Operator (H — Ea)_1
nicht existiert. Man kann daher ¢ nicht einfach Null setzen. (4.15) 18Rt sich auch umschreiben
in

1
(BN — 713 s 0
ult) = lim (1 S H,Ev) u)) . (4.16)
Es ist
) 1 o . E,—HA+ie+V\ |,
Ay (H Ea—’H—i-iEV) u) = slirfo( E,—H+ie ) o)
_ . (Ea - Ho) + 1€ 0
= lim ( R Tor wl) . (417)
Wir multiplizieren (4.16) mit E, — H + € und nutzen aus, dal} gilt
(Ho— Ey) [ul) =0 . (4.18)
Es folgt
lim (B, — # +ie) ult) = lim e ul) (4.19)
oder
H|ulh) = B, [ul®) (4.20)

ult > sind Elgenvektoren des Hamilton-Operators H = Hy + V' zu den
ult > sind auf §-Funktionen normiert.

Wir definieren den Greenschen Operator

1
) _ L 4.21
g R0 E —H +ie (4.21)

Damit haben wir
‘u(i)> — (1 + g(i)v)

ul) . (4.22)

a
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Der Streuzustand |¢ (¢)) zu einer endlichen Zeit ist eine Linearkombination der Eigenvektoren
\ug+>>. Es gilt

iEgt

16 (2)) =ic(a) e JulP) da . (4.23)

Die Entwicklungskoeffizienten ¢ (a) sind diejenigen der einfallenden, kréftefreien Welle.

Wir hatten gefunden, daR gilt

Y = a2
) B —H i

ul) . (4.24)

u a

In dieser Form ist es nicht einfach, ug+>> zu berechnen. Wir addieren zur rechten Seite
(Eo — Ho) [u) = 0 und losen nach |u2) auf. Es folgt

1
o _ i _ SR
ua> = 61_1)120 T (Eq —H +i€) u, >
1
= i e (+)

Jim, 1 Ea—’Ho—i-isv) w?) (4:29)

Wir definieren den freien Greenschen Operator
) _ 15 L

9 = M B 9 e (4.26)
Dies fuhrt auf die wichtige Relation

ufy = [ud) + G5V [ulP) (4.27)

Dies ist die Lippmann-Schwinger-Gleichung. Wir projizieren diese Gleichung auf eine Basis
|va) des Hilbert-Raums. Dies ergibt

<vA u((l+)> = <vA u2> + ii <’UA ‘g(()+)UA’> <UA'

AI AI/
Dies ist eine Integralgleichung fir die unbekannte Funktion (vj [uf") = u{"(A). Es gilt
demnach

Voupn > <UAH

ul? YAAdA” . (4.28)

ufP(A) = ud (8) + LG (4, A) VN, AT 6P () dNdA . (4.29)
AI AII
Hierbei ist
VA, A") = (vy [V ) (4.30)
das Matrixelement des Streupotentials und
G§V (A, N) = <UA ‘g(()+)UA’> (4.31)
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die freie Greensche Funktion.

In der Impulsdarstellung mit [va) — |up) ISt mit #Hy = % die Greensche Funktion diagonal,

SV T SR 7
Go (p,p)—sgIEOEa_g,_zHEé(p p) . (4.32)

1
( — 0 R N () (N 43
uO0) = i)+ limy o [V ) D) (43
Hat man das einfallende Wellenpaket nach ebenen Wellen entwickelt, so wird
u)(p) = ux(p) = hi3(p — hk) . (4.34)

Wir wollen nun die Ortsdarstellung der freien Greenschen Funktion ermitteln. Zu diesem Zweck
figen wir Impulszwischenzusténde ein

G ) = (ur G5 um )
= [ [ wrlup)(up| G5 up Y gl ) p (4.35)
Mit
(uplup) = ﬁeh (4.36)
folgt damit -
G4 r,v) = s i, [5pa® @.37)

Wir wollen nun die Integration ausfiihren. Dazu fuhren wir fiir p Polarkoordinaten ein mit der
Polarachse in Richtung von r» — 7. Es sei

R=lr—7| . (4.38)
Dann gilt
GO ) = — - tim 777L 2 dp sin ¥dd d (4.39)
o B, — 2 +iet ¥ v |
0 0 0 a 2m
Es folgt sofort
G ) = 2" g [ 2 dp sin 9dd 4.40
0 (T,T)—Ws_lgﬂo//mp p sin : (4.40)
0 0 a 2m
Wir substituieren
3 = cos (4.41)
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mit ’
u )
g = —sind (4.42)

und daher
sinddd = —du . (4.43)

Damit bekommen wir fiir das verbleibende Winkelintegral

iRp cos ¥

T -1
I = [e * sinddd = [ (—du) eFre/h
/ /

iRp iRp

1
) fi
- /du giRpu/h _ g (e ®_ e‘T) _ (4.44)
21

Es verbleibt somit die Berechnung des Integrals

9nh oo ( iRp/h _ ,—iRp/h
G(()H (r,7) = 77;, lim ( — ) p*dp
(27Th) ZRp e—+0 0 Ea + 1 — 2
2m 70 etp d (4.45)
= —)— 11In . .
@rh)ZiR <40 ) 2m (B, +ie) —p*

Dieses verbleibende Integral werten wir mit Hilfe des Residuensatzes in der komplexen p-Ebene
aus. Der Integrand besitzt an den Stellen

p = +py = +4/2m (E, + i¢) (4.46)

Pole.

X C
-Po

Die Integration wird entlang des Weges C' durchgefiihrt. Das Integral ergibt dann gerade 27i-
mal das Residuum an der Stelle +po. Man erkennt hier die Rolle des Vorzeichens von €. Das
\orzeichen sondert die richtige Losung aus. Das Integral tber den Halbkreis verschwindet.
Nach dem Residuensatz gilt

=Po

[ £ dp=2miResf )| _ - (4.47)
C
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Ferner gilt fur einen Pol m-ter Ordnung

1 gt

ot = g0 -

P=po

Der vorliegende Pol ist erster Ordnung, d.h. m = 1. Es ist

fore} iRp

[ -
2m (Eq +zs)+p)( 2m(Ea+z's)—p)

—Co0
iRp

eT( — 2m(Ea+i5))p ]

(\/2m (E, + i) +p) ( 2m (E, + i) —P)

= 2m

Somit erhalten wir

(27rh )7 iR 6—>+0 —tne )

= 72 Iim em%Q
2nh° R e—»+0
Wir definieren
2mkE,
ke = 2

Jetzt fuhren wir den Grenziibergang e — +0 durch und bekommen

m  etkalr—7'|

G(+) - _
0 o2rh? |r — 7|

Somit resultiert als Integralgleichung fiir die Eigenfunktion u{+) (1)

m elkalr—7'|

_ Vir (4+) (2! d3l
27Th/2 |,r _ r[| (7' )ua (7' ) r

Hat man das einfallende Wellenpaket nach ebenen Wellen entwickelt, so gilt hierbei

Wir konnen auch die entsprechende Gleichung fur ‘u(_)> studieren. Hierbei gilt
u) =[u) + 657V [u)
mit )
G\ = lim

e—=4+0 B — Hy — i€
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(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)



und € > 0. Fir die Matrixelemente G(()_)(r,r’) dieses Operators liefert bei der komplexen
Integration der Pol
p=—\/2m(E —ic) (4.57)

einen Beitrag, dessen Residuum auf

m e~ tklr—7'|

(-) —
Gotrr) = 5 o]

(4.58)

fuhrt. G(()_) nennt man die avancierte, G((f’) die retardierte Greensche Funktion.

Wir bestimmen nun das asymptotische Verhalten der Losung u{™) () fur Entfernungen r des
Aufpunktes vom Streuzentrum, die groR gegen die Reichweite r’ des Potentials sind. Fiir r > r/
ersetzen den Nenner in der Greenschen Funktion durch |» — /| — r. Setzen wir allgemein

F=lr—7r= \/7"2 — 2rr'cos® + 1'%, (4.59)

so erhalten wir mit 7. = max (r,r’) und r< = min (r, ') und daher < < 1 die Entwicklung

2 2
1
r>¢ 1-2"<cos® + (T—<> =75 [1 —cosV9 S 4= (3cos219 - 1) (T—<> +-- ]
> > > 2 >
(4.60)
Im Argument der Exponentialfunktion der Greenschen Funktion setzen wir in niedrigster Ord-

nung

r—7r[~r—er (4.61)

mit dem Einheitsvektor e in Richtung zum Aufpunkt

e=— . (4.62)
T

Dies bewirkt fiir (4.53) das asymptotische Verhalten

<
kol
©
p
1
[

— [e“‘"’ + fx(e) eile fir r — oo. (4.63)
(27) r

Damit setzt sich u,(,;’) (r) zusammen aus einer ebenen Welle und einer Kugelwelle. Die GroRe
fr(e) nennt man Streuamplitude. Sie hdngt von der Richtung e ab. Sie ist gegeben durch

fk( — \/ﬁm zkerv ( )d3l ) (464)

Die Streuamplitude hat die Dimension einer Lange. Verwenden wir jetzt

ke =gq (4.65)
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und
1

(27)

(uglur) = e, (4.66)

(S5

so kdnnen wir auch schreiben

fk(e) = —47;1# / <uq‘Vu,.:> <u1.1

Damit kdnnen wir die Streuamplitude auch ausdriicken als

ug”) (4.67)

fule) = —47:2m (ug [Vui?) . (4.68)

Dies ist unabhdngig von der zuvor gewahlten Ortsdarstellung.

4.2 Die Bornsche Naherung

Wir werden ein Naherungsverfahren behandeln, das es erlaubt, ug+>> als Entwicklung in Poten-
zen des Storpotentials zu ermitteln. Diese Entwicklung ist anwendbar, wenn das Storpotential
die einfallende Welle nur geringfiigig verandert. Wir gehen aus von der Gleichung

)=

u2> + Q(()+)V

ufy (4.69)
die wir iterativ 6sen wollen. Fir V' = 0 lautet die L6sung nullter Ordnung

u(+)0> —

a

ul) . (4.70)

a

Wir setzen diese Losung in die rechte Seite von (4.69) ein. Es folgt als Losung erster Ordnung

u((z+)1> = u2> + Q(()HV u0> . (4.71)

a

Wiederholen wir dieses Verfahren, so erhalten wir schlieflich

ul) = (1 + 65V + (G5 + - )

ul) . (4.72)

a

Dies ist die Bornsche Reihe. Wenn man das einfallende Wellenpaket nach ebenen Wellen ent-
wickelt hat, so ist |u2) = |u},).

Wir setzen die Naherung ‘u,(,j)> ~ |ug) in den Ausdruck fir die Streuamplitude ein und erhalten
so in erster Bornscher Ndherung

4m3m
fa(e) = == (ug [Vux) . (4.73)
In der Ortsdarstellung lautet dieser Ausdruck
1y i(k—q)r 3
fi(e) = =5z [ V() dr (4.74)
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mit ¢ = ke. Die Streuamplitude ist in erster Bornscher N@herung proportional der Fourier-
Transformierten des Potentials.

Wir wollen das dreidimensionale Raumintegral etwas reduzieren, was fir kugelsymmetrische
Potentiale V() leicht moglich ist. Wir fiihren hierzu Kugelkoordinaten ein und legen die Polar-
achse in Richtung des Vektors k — q. Es folgt

2r ™ oo

/// ilk—alrcosd 1/ (1) 24y sing dddg (4.75)

fk o2

Die Integration uber ¢ liefert sofort

@ I z|k g|rcosd 2 :
- 0/0/ V(r) r2dr sinddd . (4.76)

Mit der Substitution u = cos ¥ fihren wir die Integration iber ¥ durch. Es resultiert

oo

1 _ _m -1 —ilk—q|r _ _ilk—q|r 2
fk(e) = 72 J 7:7“{: — q|7" [e q e q ] V(T)T dr
m 2 i .
= —?r e 0/ V(r)rsin(|k —q|r) dr . (4.77)

Es ist jetzt

k = |k—gq|=|k—ke|=\k>— 2% q+ ke

1
= \/2k2 (1 —cos®) = \/41525 (1 —cos®©) =2k sin% : (4.78)

Als Spezialfall betrachten wir jetzt die Streuung am Yukawa-Potential. Bei der Wechselwirkung
von Nukleonen und Mesonen spielt das Yukawa-Potential eine zentrale Rolle. Es ist bestimmt
durch

r

e o

V(r) =g . (4.79)
Hierbei ist ¢ ein MaB fir die Reichweite der nuklearen Kréfte. Typischerweise ist
ro~1fm=10"%m . (4.80)

g% bezeichnet die Kopplungskonstante und bestimmt die Starke der Wechselwirkung. r¢ ist mit
der Masse m, des Pions, dem Austauschteilchen der starken Wechselwirkung, verkniipft.
ist von der GrolRenordnung der Compton-Wellenldnge des Pions. Fir m, — 0 oder alternativ
ro — 00 geht das Yukawa-Potential als Grenzfall in das Coulomb-Potential iber. Wir erhalten
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fur die Streuamplitude

om T omg? [ _x
i) = —%()/V(r)rsm(ﬁsr) dr = ;L;LZ /e ro sin kr dr
2mg207o —(L—z‘n)r 2mg? -1
= - I [e \ dr = — R
hik / hik — (% — m)
omg? . = +ik
_ Iy w . (4.81)
) e
Damit haben wir schlieBlich
2mg? 1
@)=~ (482)
(E) + (2k sin 5)
Untersuchen wir den Spezialfall
1
2k — (4.83)
To
so haben wir mit )
(k)" _ g (4.84)
2m
auch )
E 4.85
< 8mra (4.85)

In diesem Fall niedriger Energien wird die Streuamplitude unabhéangig vom Winkel ©.

Mit ro — oo und g — ¢ untersuchen wir jetzt die Streuung am Coulomb-Potential. In diesem
Spezialfall erhalten wir in erster Bornscher Naherung

(4.86)

Die Streuamplitude ist fur alle Energien winkelabhdngig.

4.3 Der Wirkungsquerschnitt

Wir entwickeln das kréftefreie, einfallende Wellenpaket nach ebenen Wellen oder Impulseigen-
funktionen,

. _ 1 —iZ®E i 13
lim g(r,1) = e / o) e~ eikr ¢ (4.87)
mit 20
12k
B(k) =% (4.88)
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und der Normierungsbedingung
/ e(R)? Pk =1 . (4.89)

Fur endliche Zeiten ¢ gilt fur die Wahrscheinlichkeitsamplitude

$(r, 1) = / c(k) e T ul) ¢k . (4.90)
Wir betrachten nun den Grenzfall ¢ — +oc. Hierbei kdnnen wir die asymptotische Entwicklung
fur u,(,;’) (r) einsetzen. Damit resultiert fiir die Wahrscheinlichkeitsamplitude

ikr

lim ¢(r,t) = = 5 / c(k) et 5R" <e“‘"‘+ fr(r) er >d3k : (4.91)

t—4co (27‘(’)

Diese besteht aus einem in der Einfallrichtung weiterlaufenden Paket und einer nach allen Rich-
tungen gestreuten Welle. Wenn wir annehmen, daR das einfallende Paket einen relativ scharfen
Impuls p, = 7k besitzt, so da die Funktion c(k) ein ausgepragtes Maximum fiir k = k,
aufweist, so kann man das Zerflielen des Wellenpakets vernachldssigen. Wir entwickeln die
Wahrscheinlichkeitsamplitude als Funktion von & um k. Wir machen eine Entwicklung in

E=k—k (4.92)
und wahlen den Einheitsvektor k
0
= — 4.93
€y ko ( )
Damit ist
k ~ ko + ek’ (4.94)
und entsprechend
E(k) =~ Ey + hvok’ . (4.95)

vy Ist die Einfallsgeschwindigkeit des Teilchens. Diese Entwicklung flhren wir weiter, indem
wir fur die Streuamplitude schreiben

fr(e) =|f|e* (4.96)
mit der gendherten Phase
a(k, e) ~ a(ko, e) + k' grad, o . (4.97)
Wir verwenden die Abkiirzung
ag(e) = grad, o . (4.98)
Somit haben wir ndherungsweise
fr(e) = fole) e'ade) (4.99)
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Dies setzen wir in (4.91) ein. Dabei ziehen wir die konstanten Terme vor das Integral. Es folgt

lim ¢(r,t) = 1 5 ei—°—°—(p e /c(k’ + k) ik’ (r—vot) 431!
t—+o00 (27’(’)5
1 ei(pQTF:EQt)
+——fole) [ (k' + keg) e eotrwot=adlel ) (4.100)
(27)2 r
mit p, = fiko.
Wir schreiben jetzt fiir die Einhullende des einlaufenden Wellenpaketes zur Zeit¢ = 0
1 -~
Alr) = —— / c(k' + ko) €T P’ (4.101)
(27)2
mit der Normierung
[1AmP dr=1 . (4.102)
Mit dieser Abkiirzung folgt fiir den auslaufenden Zustand
i(pgr—Eqgt)

lim g(r,t) =e T " A(r — vot) + fole) %A(eo (r — vet) + aole)) . (4.103)

t—+o00
Der erste Term entspricht dem ungestort durchlaufenden Paket. Die Einhiillende bewegt sich mit
der Einfallsgeschwindigkeit vy. Der zweite Term beschreibt die auslaufende Kugelwelle mit der
Gruppengeschwindigkeit vy. Die Einhullende ist durch jene der einfallenden Welle gegeben.

Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen in einem Detektor zu finden, der in der Richtung e so
aufgestellt sei, dal? die durchgehende Welle an ihm vorbeigeht, ist gegeben durch

w(e)dQ = dQ/|¢str.("'at)|2T2dT
0

= dQfu(e)” [ Aeo (r - wt) + @)’ dr . (4.104)
0

osr. bezeichnet den zweiten Term in (4.103). Das Absolutbetragsquadrat der Streuamplitude
mit der Dimension einer Flache ist der differentielle Wirkungsquerschnitt fiir die elastische
Streuung von Teilchen des Impulses p, = fik, in Richtung von e,

do.el

_ 2
o = h@l (4.105)
Das Integral Giber den raumlichen Winkel ist der totale elastische Wirkungsquerschnitt
¢ = / fole)2 d . (4.106)
Speziell fur das Coulomb-Potential folgt in erster Bornscher N&herung der differentielle Wir-
kungsquerschnitt
do.el q2 2 1
b B S _ 4.107
dQ <4E> sin? £ (4.107)
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4.4 Die S-Matrix und das optische Theorem

Fur den Mel3prozel? im Zusammenhang mit einer Streuung ist die Kenntnis des Zustandsvek-
tors |¢(t)) zu einer endlichen Zeit ¢ von unmaRgeblicher Bedeutung. Von besonderer Relevanz
hingegen ist der Zusammenhang zwischen den kréftefreien Zustdnden zu Beginn bei ¢ — —oo
und am Ende fur ¢ — +oo des Streuprozesses. Wir entwickeln den Anfangs- und Endzustand
nach den selben Basisvektoren |ul),

tl}fnoo‘(ﬁs(t» = ic(a) e u2> da (4.108)
tginoo ¢S(t)> = ié(a) e u2> da . (4.109)

Die Aufgabe zur Ldsung des Streuproblems besteht darin, die unbekannte Funktion é(a) aus
der vorgegebenen Anfangsverteilung c(a) zu berechnen.
Wir gehen nun ins Wechselwirkungsbild, fur das gilt

iHot

gV (D) =e"

$°(1)) . (4.110)

Damit resultiert

tlgnoo‘qﬁw(t» = ic(a) u2> da (4.111)

a

lim 6% (1)) = ié(a)

t—4o00

ul) da . (4.112)
Damit sind die kraftefreien Zustande zeitunabhdngig. Der Zeitpunkt g, an dem das Schrodinger-
Bild mit dem Wechselwirkungsbild tibereinstimmen soll, wird willkirlich zu £s = 0 gesetzt.

Im Wechselwirkungsbild besteht fur den Zustandsvektor zwischen zwei Zeiten ¢ und Z, der
Zusammenhang

87 (6)) = CV (t,10) |6" (t0)) (4.113)
OV (1)) = e ie " h Ve TR (4.114)

In (4.113) nutzen wir die Vollstandigkeit der Basisvektoren |u%) aus und projezieren mit (u2|.

Es folgt
(ud]¢™ (1)) = i@g C¥ (t,t0) ul, ) (u |#7 (k) ) dd’ . (4.115)
Aus (4.111) und (4.112) erkennen wir den Zusammenhang
c(a) = ,lim_ (ud]™ (t)) (4.116)
éa) = lim (ud|e™(®)) (4.117)
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Damit l&Rt sich aus (4.115) ableiten
é(a) = iS(a, a') c(a') dd’

mit
S(a,a") = lim <u2

t — +oo
tg & —oo

CY (t, to) ul )

(4.118)

(4.119)

Die Matrix S(a,a’) ist die Streumatrix oder S-Matrix. Wir schreiben die S-Matrix etwas um.

Es ist
. iHot _ iH(t—tg) _ iHglg
S(a,a) = lim <u2 er e koe houl
to:—z
. _iMgt | _iHl=te)| _iMgte |
= thni e R u le” T B leT T h gy
to:—g
) _ifigt | _inG=te)| _iFgrte
= thni ek ugleT T F o leT Tk Uy
to:—g
. _iBa=Ht i(Bar—#)t0 0
= thni e Ug |€ R Uy
{0 > oo

Zur Berechnung der Grenzwerte verwenden wir die Relation

oo

lim F(f) = lim ¢ / e~ F (¢ dt

t——+o0 e—>+0
0

mit £ > 0. Damit bekommen wir

_iB=1)t _ . 1€ 0
€ " u> o 51—1>I4I—10:|:(E_’}-[)+Z'5‘u>

. 1
- 61—1230 (1 * E-H=F iev) ‘u°>
— (1 + g(qﬁ)v) ‘u0> = ‘u(¢)>

lim
t—too

Mit diesen Ausdriicken kdnnen wir die S-Matrix schreiben als

S(a,d) = (ul [ul”)
Aus (4.122) folgt
ul?y =[ul?) + (67 = 65V [ul)
Mit
(ug| = (u| + (ul] v (659 - ¢{)
erhalten wir

(4.120)

(4.121)

(4.122)

(4.123)

(4.124)

(4.125)

(4.126)



Wir verwenden jetzt die Definition von G& und nutzen aus, daR
Eigenwert E, ist. Damit erhalten wir

ufz )> Eigenvektor von ‘H zum

+ _ aOY [P\ — T ( 1 _ 1 ) (+)
(ga ga ) Ug > 51_1>I_|I_10 E,—H+ie E,—H—e Uar >
—N
— lim s [ulD) = —2mis(B, — Eu) [ulD)
e—+0 (Ea—E('L) + g2 a a
(4.127)
Hierbei haben wir von der Darstellung der §-Funktion
é(z) = lim y(z,€) (4.128)
mit )
e
y(z,€) = e B (4.129)
Gebrauch gemacht. Fir die S-Matrix resultiert damit das Ergebnis
S(a,a’) = d(a,a’) — 2mi <u2 Vu((;r)> §(E, — Ey) . (4.130)

Der erste Term beschreibt wieder die durchgehende Welle, der zweite beschreibt die Streuwelle.

Wir verwenden als Basissystem |u0) Impulseigenvektoren |ug). Das Matrixelement <uk:e Vu,(,;’) >
war der Streuamplitude proportional,
47r2m (+)
fele) === (ug|Vug”) (4.131)
Wir flihren einen Operator T ein durch
T=V(1+6%V) . (4.132)
Damit bekommen wir
(u[Vul?) = (u|Tu ) (4.133)

Wir haben es jetzt mit Matrixelementen zwischen freien Zustédnden zu tun. Die S-Matrix schrei-
ben wir als
S(a,a') = 6(a,a") — 2mi (ul |T|uy ) 6(E, — Eu) . (4.134)

Aus der Unitaritdt der S-Matrix als Folge der Erhaltung der Gesamtwahrscheinlichkeit 143t sich
das optische Theorem ableiten. Als Basis betrachten wir Impulseigenvektoren. Damit lautet die
S-Matrix

S(k, k') = 6(k — k') — 2mi (wx [Vu ) 6(By — Bp) . (4.135)

Die Unitaritatsbedingung

iU(k, DU (K1) di = iU*(l, KUK dl = 5(k, k) (4.136)
I I
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impliziert dann fur die S-Matrix

/ Sk, k') S* (K", k') & = §(k — k") . (4.137)

Wir setzen (4.135) in (4.137) ein. Dies fuhrt auf die Beziehung

2ms (<uk ‘Vugj,)> - <uk~ Vugj) >*) 6(Ey, — Eyn)

= (2n)? /k, <uk ‘Vugj)> <uku

Um mit Hilfe der §-Funktion die Integration durchfiihren zu kénnen, nutzen wir aus, daf} gilt

Vu) 8By — Ey) (B — Ey) K . (4.138)

h2

E,=—k* . (4.139)
2m
Mit der Regel
5(x2—a2) _ 5(x—a)2—|i-<|5(x+a) (4.140)
(87
und )
d(A\z) = W(S(IE) (4.141)
folgt
(B, — Ey) = kh26(k Ky . (4.142)

Hierbei haben wir beriicksichtigt, daB k£ und &’ definitionsgemal nur positive Werte annehmen
konnen, so daB der Term d(k + £') keinen Beitrag liefert. In sphérischen Koordinaten schreiben
wir ferner

d*k' = K dk' dQ (4.143)

und integrieren liber den Radialanteil &’. Es folgt
L (G [sd? ) = o [ = 25 [ (e [l (e

h2
mit der zusatzlichen Bedingung

Vu) d (4.144)

QI

k| = K] = |K"] . (4.145)
In (4.144) wahlen wir speziell k = k". Somit erhalten wir

27rm

_%%@k‘v% / | uk‘vuk’) Q' . (4.146)

Fir die Streuamplitude in Vorwaértsrichtung mit g = k und entsprechend © = 0 gilt

Ar%m,

fk(@:()):_ 72

(u |Vug”) (4.147)
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Fir den totalen Wirkungsquerschnitt haben wir hingegen

e = [18e)F 801 = [ |57 (g Vi)

h
Damit ist die linke Seite in (4.146) proportional dem Imaginarteil der Vorwaértsstreuamplitude
wéhrend die rechte Seite proportional dem totalen Wirkungsquerschnitt ist. Damit haben wir
das optische Theorem abgeleitet. Es lautet

2
aQ . (4.148)

4
o = %% f(O@=0) . (4.149)

Es ist eine direkte Folge der Unitaritdt der S-Matrix. Dieses Theorem gilt auch fur nichtelasti-
sche Streuung.

4.5 Partialwellenanalyse der Streuung

Wir wenden uns der Losung der stationdren Schrodinger-Gleichung

V2 + k% =V (r)y (4.150)
mit - )
m D

zu, wobei wir das Potential V'(r) von Anfang an in Rechnung stellen. Die Eigenldsung von
(4.150) fur Zentralfelder V'(r) zur Energie E = ’i;—y’ff zum Quadrat des Drehimpulses L? mit
den Eigenwerten 72%£ (£ + 1) und zur Drehimpulskomponente L, = hm lautet

Yt (1,9, ) = Ro(r) Yem (0, 0) (4.152)
Setzen wir ferner
R, = % : (4.153)

so bekommen wir aus (4.150)

d2Ug g(f-i—l)

2 ] up=V(r)u, . (4.154)

Die allgemeine Losung von (4.150) kann nach dem Orthogonalsystem ,, (r, ¥, @) entwickelt
werden,

o0 £

Y, 9,0) =2 > Com Re(r) Yim(9,90) . (4.155)

£=0m=—/¢
Wir generieren die Gesamtldsung durch Uberlagerung von Zustanden, die sich durch den Wert
des Bahndrehimpulses ¢ und durch seine z-Komponente m unterscheiden.
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Fur den Streuprozel? wahlen wir die Richtung fir die einfallende Welle als die z-Richtung. Dann
mussen wir eine partikuldre Losung finden, die die asymptotische Form
ikr

$lr — 00) = € 4 f(9) =

(4.156)

besitzt. Dies ist eine Uberlagerung der priméren ebenen Welle und der gestreuten Welle. Diese
Losung besitzt Rotationssymmetrie um die z-Achse und héngt daher nicht vom Winkel ¢ ab.
Wir betrachten daher in der Entwicklung (4.155) nur die Glieder mit m = 0. Die gesuchte
Ldsung kdnnen wir somit darstellen als

’(/1(7", 19) = ZCg Rg(?") Pg(COS 19) . (4157)
£=0
Die Aufgabe der Streutheorie besteht nun in der Ermittlung der Koeffizienten Cy.

Zunéchst studieren wir im Rahmen einer Nebenbetrachtung die Asymptotik von R,(r) fir r —
oo. Fir r — oo kdnnen wir in (4.154) den Bahndrehimpulsanteil des effektiven Potentials sowie
das Potential selber vernachléssigen. Es resultiert

n? d?u
T _—FEy . 4.158
2m dr? “ ( )
Fir E > 0 folgt als Losung
u= Dy ¥ 4+ D, e " (4.159)
und somit . .
ezkr e—zkr
R=D, + D, (4.160)
T

Wir untersuchen stationdre Losungen, bei denen der Strom der einlaufenden Teilchen gleich
dem Strom der auslaufenden Teilchen sein muf3. Dies bedingt, da D, und D, vom Betrag her
gleich sein mussen,

|D1| = [Daof (4.161)
Setzen wir daher an

1 .

D, = —Ae* | (4.162)
2
1 .

D, = ——Ae™ | (4.163)
21

wobei A und « reelle GroRen sind, so folgt als asymptotische Losung fiir R(r)
sin(kr + «)
T

R(r) bildet eine stehende Kugelwelle. Die Phase « hdngt im allgemeinen vom Drehimpuls ¢
ab. Wir setzen

R=A (4.164)

¢
= —% +n (4.165)

150



wobei wir eine neue Phase 7, eingefuihrt haben.

Die Normierung fiir R,(r) kénnen wir so wahlen, daf

1
A= .
; (4.166)

wird. Damit haben wir die gesuchte asymptotische Form

sin (kr — %e + ne)
kr
Bei dieser Wahl der Normierung wird der asymptotische Ausdruck (4.157) fur v (r, 9)

Ry(r — o0) = (4.167)

9) = 3°C, Py(cosd it T emtbrt 4.168
¥(r = oo, )_Z% ePlcos ) — o — o ' (4.168)

Jetzt mul? C; so bestimmt werden, daf} die Asymptotik (4.168) mit (4.156) libereinstimmt. Zu
diesem Zweck entwickeln wir zunédchst die ebene Welle

eikz — eikr cos (4169)
nach Legendre-Polynomen. Es gilt
e =3 (20 + 1) €% jy(kr) Py(cos ) (4.170)
£=0

mit den sphdrischen Besselfunktionen j,(kr). Es ist
et =¢ . (4.171)

Wir haben hierbei die ebene Welle durch Uberlagerung stehender Kugelwellen reprasentiert.
Jeder Term in (4.170) ist eine Losung der Schrodinger-Gleichung (4.150) fir V' (r) = 0. Fir
groRe r gilt flr die spharischen Besselfunktionen

. r—00 1 . g4
Je(r) "= e sm(kr— 2) : (4.172)

Fur die Streuamplitude schreiben wir als Entwicklung in Legendre-Polynomen

oo

=3 2{—2 Pycosd) . (4.173)

Damit resultiert als asymptotischer Ausdruck fiir ¢ (r, )

o0 it | T35 gmikr iRt fo e*
=SSP 2€+1)e> - 2%k
Y(r — o0, 9) Z% t(cos?) | (2E+D)e 2ikr Sikr | T 2ik 7

(4.174)
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Jetzt vergleichen wir (4.174) mit (4.168). Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir

imd

Coe ™™ = (20+1)e? (4.175)
CoeTHim = (U+1)+f . (4.176)
Damit haben wir
fo=(20+1) (e —1) . (4.177)
Somit ist die Streuamplitude mit der Streuphase 7, verkniipft,
1 & 24
F) = 5% (2 +1) (%™ — 1) Py(cos V) . (4.178)
Das Absolutbetragsquadrat der Streuamplitude ergibt den differentiellen Wirkungsquerschnitt
do 2
— = . 4.17
g = [F @) (4.179)
Somit gilt
do _ 1 f: (2 + 1) (€™ — 1) Py(cos ¥) 2 (4.180)
dQ}  4k? |5
Bei den einzelnen Drehimpulsanteilen spricht man von den Partialwellenbeitragen. Mit
47
P} Q = 4.181
[ Pileost) a2 = 7, (4.181)
/Pg(COS 9) Pu(cosd) dQ = 0 furl#£/¢ (4.182)

erhalten wir den totalen Wirkungsquerschnitt
do 4 & . 9
o—/d—QdQ_ﬁ%(%—i— Dsin?n, . (4.183)

Wir definieren den Partialquerschnitt als

47

O-e:ﬁ(

20+ 1)sin’n, . (4.184)

Fir £ = 0 sprechen wir von s-Wellen-Streuung, fur ¢ = 1 von p-Wellen-Streuung usw. Die
s-Wellen-Streuung besitzt Kugelsymmetrie, die p-Wellen-Streuung hingegen Dipolsymmetrie.

Wir wollen nochmals den Zusammenhang zwischen dem Wirkungsquerschnitt und der Streu-
amplitude etwas beleuchten. Bei der Streuung interessiert uns die Zahl der gestreuten Teilchen,
die pro Zeiteinheit durch das Fldchenelement d.S hindurchgehen. Dabei steht das Flachenele-
ment dS senkrecht zu dem vom Streuzentrum aus gezogenen Radiusvektor. Diesen Teilchen-
strom bezeichnen wir mit d/V. dV ist proportional zu dS, umgekehrt proportional zum Quadrat
der Entfernung r vom Streuzentrum und proportional zum Teilchenstrom N im Primérstrahl,

_ do dS
dN = Nd—;r—2 . (4.185)

152



N ist die pro Zeiteinheit durch eine Einheitsfliche durchgehende Teilchenzahl. Der Propor-
tionalitatsfaktor S ist der differentielle Wirkungsquerschnitt. 95 ist der Raumwinkel d2, unter
welchem die Flache dS vom Streuzentrum aus erscheint. Das Verhaltnls bestlmmt die Wahr-
scheinlichkeit fur die Streuung in den Raumwinkel d€2. Die Dimension der Grolen ist

dim[dN] = % , (4.186)
. 1
dim [N] = o (4.187)
do] 9
dim [dQ] - m (4.188)
Die GrolRe
o= / 87 40 (4.189)

nennen wir den totalen Wirkungsquerschnitt. Die Streuwelle  schreiben wir im allgemeinen
als Summe aus zwei Anteilen,
v=y"+u , (4.190)

wobei 1° den einfallenden Teilchen und u den gestreuten Teilchen entspricht. Nehmen wir an,
daR die Teilchen sich in z-Richtung bewegen, so hat 1° die Form
eikz
A /L3

mit L3 = 1 m3. Die Wellenfunktion +° ist so normiert, daR die Dichte der einfallenden Teilchen

Y =

(4.191)

o =1m= (4.192)
ist. Wir haben ein Teilchen pro Volumeneinheit vorliegen. Mit
ih . .
=5 (WYY — 4V (4.199)
bekommen wir fiir den Strom
Neg =Tk \zpof = v |y?| (4.194)

mitv = % = ” . Damit hat N die Dimension SW

Die Funktion u, die den Zustand der gestreuten Teilchen darstellt, muB fiir groRe Abstéande r
die Form einer auslaufenden Kugelwelle haben,

u(r = 00,9 = f(9) (4.195)

Wir berechnen jetzt den Strom der gestreuten Teilchen in grof3er Entfernung vom Streuzentrum.

Es ist

1 v|f(9))”
= (4.196)

h | O L0
5= e [ v S| = P
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Daraus folgt fur den Strom durch die Flache dS
dN = J,dS = v [f(9)]* dQ

Aus (4.197), (4.192) und (4.185) bekommen wir schlieBlich den Zusammenhang

do dN 9
—dQ = — = Q
=" = f@)Pe

also y
g 2
5 = 1F®)
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5 Die Pfadintegral-Darstellung der Quantenmechanik

5.1 Vorwort zur Pfadintegral-Methode

Pfadintegrale erlauben eine alternative Beschreibung der Quantenmechanik und der Quanten-
feldtheorie. Im Vergleich zu den Formulierungen der Quantentheorie von Schrodinger oder Hei-
senberg ermoglicht die Pfadintegral - Methode vielfach ein anschaulicheres Verstdndnis quan-
tenmechanischer Phanomene. Jedoch muR betont werden, daR eine vollstdndige Aquivalenz
zur Schrodinger - Theorie besteht. Neue oder gar abweichende Resultate in bezug auf die Er-
kenntnisse der traditionellen Quantenmechanik sind daher nicht zu erwarten. AuBerdem sind
explizite Berechnungen mit Pfadintegralen zumeist ungleich komplexer und langwieriger ver-
glichen mit bekannten und erprobten Verfahren zur Losung der Schrodinger - Gleichung. Daher
werden Pfadintegral - Methoden oftmals nur formal angewendet. Generell tragt die Pfadintegral
- Methode aber zu einem grundsatzlichen Verstandnis der Quantenmechanik bei.

Pfadintegrale sind auch in der statistischen Physik von fundamentaler Bedeutung und haben ei-
ne weitverbreitete Anwendung beim Studium von Vielteilchensystemen. Technische Bedeutung
haben sie in jlingster Zeit dadurch erlangt, daR zahlreiche Prozesse in modernen Eichtheorien
bisher ausschlieBlich mit Pfadintegralen behandelt werden konnten.

Einigen Grundgedanken von Dirac folgend wurde die Pfadintegral - Darstellung der Quanten-
mechanik von Feynman eingefiihrt. An didaktischer Brillianz ist das Lehrbuch von Feynman
uber die Pfadintegral - Formulierung der Quantenmechanik nur schwerlich zu tbertreffen.

Schulman hat ein weiteres exzellentes Lehrbuch tiber Pfadintegrale geschrieben. Die Mono-
graphie von Schulman ist teilweise recht ambitios und somit gerade fur den Anfanger etwas
schwer verdaulich. Daher erscheint eine neue elementare Einfihrung in die Pfadintegral - Me-
thode durchaus gerechtfertigt. Gerade fiir Studenten ist eine ausfiihrliche Darstellung einzelner
Rechenschritte sehr hilfreich. Dies erhoht rein formal die Zahl der notwendigen Zeilen, um
einen gegebenen Sachverhalt zu erldutern. Aber letztlich bleibt bei diesem Vorgehen dennoch
mehr Zeit fur das physikalische Verstandnis der prinzipiellen Grundgedanken.

5.2 Quantenfluktuationen und die Summe Uber alle Pfade

Bei der Bestimmung des klassischen Pfades unter Verwendung des Variationsprinzips hatten wir
rein formal die Wirkung entlang verschiedener Pfade in der Umgebung des klassischen Pfades
miteinander verglichen. Der klassische Pfad folgte dann aus der Forderung eines Extremums
fur die Wirkung.

Interpretiert man die klassische Beschreibung in etwas tiberzogener Weise anschaulich, so scheint
die Natur fahig zu sein, verschiedene Wege beziiglich ihrer Wirkung miteinander vergleichen zu
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kdnnen, um schlieBlich fir das klassische System den Pfad extremaler Wirkung auszuwéhlen.
Diese Interpretation wird etwas verstandlicher, wenn man von dem quantenmechanischen Sach-
verhalt ausgeht, dal? jedes physikalische System Quantenfluktuationen unterworfen ist. Diese
Fluktuationen sind im klassischen Limes unbeobachtbar, da sie sich gerade zu einer Beschrei-
bung durch den klassischen Pfad mitteln. Eine solche, mit der Mechanik offensichtlich konsi-
stente Vorstellung ist jedoch nur dann wirklich gerechtfertigt, wenn sie auch quantenmechani-
sche Phanomene erklart, die einer rein klassischen Beschreibung nicht zugéanglich sind.

Um dies etwas ausfuhrlicher zu erlautern, betrachten wir die Elektronenbeugung am Doppel-
spalt. Entsprechend unseren Kenntnissen aus der Quantenmechanik, konnen Teilchen durchaus
auch Welleneigenschaften zeigen, die mit den mechanischen GrolRen Energie und Impuls durch
die De Broglie - Beziehungen verkniipft sind.

p = &k,
E = hw. (5.1)
Dabei ist 7 die Plancksche Konstante
h = 6.582173 x 10722 MeV s . (5.2)

Unter speziellen experimentellen Bedingungen zeigen Elektronen also ein dhnliches Verhalten
wie Licht. Fur Wellenphdnomene ist aber die Bedeutung verschiedener Wege aus der Optik
bekannt. Trifft eine Welle auf eine undurchldssige Wand W mit zwei Offnungen, so zeigt die
Intensitat I auf einem Beobachtungsschirm S hinter der Wand W die aus der Quantenmecha-
nik bekannten Interferenzbilder. Die schematische Versuchsanordnung und die dazugehorige
Intensitét I(x) ist qualitativ in der Figur angegeben.

Ein entscheidentes Ingredienz der Quantentheorie ist, daR die Gesetze fur die Kombinationen
von Wahrscheinlichkeiten nicht der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie entsprechen. Beim
Doppelspaltexperiment gilt fir die Gesamtwahrscheinlichkeit PP dafiir, daB das Elektron ausge-
hend von der Quelle @ und nach Passieren der beiden Offnungen in der Wand W am Ort z auf
dem Schirm S auftrifft,

P # P +P,, (5.3)

wobei Py die Wahrscheinlichkeit fir den selben ProzeB bezeichnet, wenn das Loch 2(1) ge-
schlossen wird. Aus der Quantenmechanik wissen wir, dal3 wir die Wahrscheinlichkeiten mit
Hilfe der Wahrscheinlichkeitsamplituden ermitteln konnen. Es gilt

P = [¢] (5.4)
mit
¢ = ¢+ 2. (5.5)
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Schematische Darstellung des Doppelspaltversuchs und der resultierenden Intensitét I(x) auf
dem Schirm S.

Ebenso ist
Po= |4,
P o= ¢ (5.6)
Offensichtlich ist aber generell
P =g+ # PL+P. (5.7)

Ebenso wissen wir aus der elementaren Darstellung der Quantenmechanik, dal die Amplitude
¢ proportional ist zu

b ~ ekl L ikls (5.8)

wobei die geometrische Bedeutung der Abstande [, und I, aus der Figur entnommen werden
kann. Die Amplitude auf dem Schirm ergibt sich also, wenn man den Wegen durch die Offnung
imits = 1, 2 die Amplitude e?*% zuordnet und iiber die beiden Moglichkeiten summiert.

Um den Doppelspaltversuch zu verallgemeinern, denken wir uns den Raum zwischen der Emis-
sionsquelle ¢ und dem Detektorschirm .S mit mehreren undurchldssigen Wanden aufgefllt. Je-
de einzelne Wand soll eine gewisse Anzahl von Lochern aufweisen. Wollen wir auch hier wieder
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die Gesamtwahrscheinlichkeit P(z) berechnen, so missen wir fir jede einzelne Mdglichkeit
des Weges des Elektrons die zugehorige Amplitude ¢; ermitteln. Es folgt dann

2

P = (5.9)

e

Wir superponieren also die Amplituden fiir die einzelnen Wege und bilden schlieRlich das Be-
tragsquadrat. Die néchste Figur zeigt schematisch verschiedene Pfade zwischen zwei vorgege-
benen Punkten in einem gegitterten Raum.

Dieses Gedankenexperiment 188t sich weiter verallgemeinern, indem wir uns den Raum voll-
standig gegittert vorstellen. Wir haben nun tber eine unendliche Vielzahl von Wegen r(t) des
Elektrons zu summieren. Die Gesamtamplitude erhélt man in Erweiterung der theoretischen
Beschreibung des Doppelspaltversuchs dadurch, dal? man jedem Weg eine Einzelamplitude zu-
ordnet und wieder Uber alle Alternativen des Weges summiert. Wir missen nun eine Regel
angeben, wie die verschiedenen Pfade zur Gesamtamplitude beitragen. Bei der Summation der
einzelnen Amplituden tragt jede mit dem selben Betrag aber mit unterschiedlicher Phase bei.
Diese Behauptung muB nattrlich noch verifiziert werden. Es gilt

¢ = > o). (5.10)
alle Pfade ¢

Schematische Darstellung drei alternativer Wege durch die Offnungen der Wande A, B, C, D.
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Das Hamiltonsche Variationsprinzip 1a8t uns vermuten, dal die Einzelamplituden durch die
Wirkung der entsprechenden Pfade bestimmt sind. In der Wellentheorie ist die Amplitude durch
den Ausdruck e?** = e*/? pestimmt. Er hat die Form e* Wirkuns/?

Da die Amplitude vom gesamten Pfad abhdngen muf3, ist es naheliegend, daR klassische Wir-
kungsfunktional .A[g(t)] zu benutzen und jedem Weg ¢(¢) eine Amplitude

¢Einzel [q] — ez’ Algl/h (5.11)
zuzuordnen. Die Gesamtamplitude ¢ ist dann gegeben durch

¢ = > A, (5.12)
alle Pfade ¢

Dal dieser Ausdruck im Kklassischen Limes & — 0 mit der Mechanik konsistent ist, sieht man
qualitativ sehr leicht ein: Fur Wirkungen A grof? verglichen mit 7 &ndert sich die Phase .A/h
bei infinitesimalen Variationen von ¢(¢) im allgemeinen sehr stark, so daf sich die Beitrdge
gegeneinander ausloschen werden. Es liegt eine destruktive Interferenz vor. Eine Ausnahme
macht nur die Umgebung des klassischen Pfades, da hier die Wirkung .A stationar ist und somit
die Amplituden aller benachbarten Wege konstruktiv interferieren kdnnen.

Die gesamte Ubergangsamplitude ¢, die wir auch Propagator nennen, hingt offensichtlich da-
von ab, wann und wo das Teilchen gestartet ist, und wann und wo wir die Wahrscheinlichkeit,
die durch das Betragsquadrat der Amplitude bestimmt ist, beobachten. Diese Abhdngigkeit von
den Anfangs- und Endpunkten bringen wir durch die folgende Notation explizit zum Ausdruck

G, thiqarta) = ¢ = D>, €A (5.13)
alle Pfade ¢

Die Vorschrift “Summe tber alle Pfade” miissen wir mathematisch noch genauer fassen. Dabei
werden wir von einer Formulierung im Phasenraum, also dem Produktraum aus Ortsraum und
Impulsraum, ausgehen.
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5.3 Repetitorium zur Greenschen Funktion in der Quantenmechanik

Die Grundgleichung der Quantenmechanik ist die Schrodinger - Gleichung

ih%z/}(r,t) = Ho@1). (5.14)

Betrachten wir die Bewegung eines Teilchens mit der Masse m in einem Potential V (r, t), so
gilt

H = Hy+V(r,t) (5.15)
mit
h2
Hy = ——V?. (5.16)
2m

Die Schrddinger - Gleichung ist eine Differentialgleichung erster Ordnung in der Zeit. Ken-
nen wir also die Wellenfunktion «(r,t) zu einer speziellen Zeit ¢ und fir alle r, so bestimmt
dies eindeutig die Wellenfunktion fir alle r und alle anderen Zeiten ¢'. Da die Schrddinger -
Gleichung auBerdem linear in ¢ ist, gilt das Superpositionsprinzip sowie ein linearer Zusam-
menhang zwischen den Wellenfunktionen zu verschiedenen Zeiten, beispielsweise zwischen
(r,t") und 1 (r, t). Dies impliziert weiter, dal 1) eine homogene Integralgleichung der Form

b t) = [ GOm0 bir,0) dr (5.17)
befriedigt. Hierbei erstreckt sich die Integration tber den ganzen Raum.

Die Gleichung (5.17) dient gleichzeitig zur Definition der Funktion G. G nennen wir die zum
Hamilton - Operator H korrespondierende Greensche Funktion. Mit Hilfe der Greenschen
Funktion G und dem Anfangswert ¢ (r, t) ist es uns moglich, die Wellenfunktion an allen Raum-
punkten r’ und zu allen Zeiten ¢’ zu bestimmen.

In den folgenden Betrachtungen beschranken wir uns zundchst auf die sogenannte retardierte
Greensche Funktion, die der einschréankenden Bedingung

G(r',t;r,t) = 0 fur <t (5.18)
unterworfen ist.

Um etwas vertrauter zu werden mit der Greenschen Funktion und fir spatere Anwendungen
ermitteln wir zunéachst im eindimensionalen Fall die Eigenfunktionsdarstellung der Greenschen
Funktion.
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5.4 Die Eigenfunktionsdarstellung der Greenschen Funktion

Wir wollen nun eine weitere wichtige Relation beziiglich der Greenschen Funktion ableiten,
die fir einige nachfolgende Rechnungen von Bedeutung ist. Wir betrachten zeitunabhdngige
Hamilton-Operatoren, d.h., es gilt die stationédre Gleichung

H¢y, = Endy (5.19)
und wir kdnnen die zeitabhdngige Wellenfunktion 1, (z, t) ansetzen als
Yn(z,1) = e WMt g (7). (5.20)
Die rein ortsabhdngigen Wellenfunktionen ¢,,(z) seien vollstdndig und orthonormal
[T @) b ds = G 5.21)

In dem durch die Basisfunktionen ¢, (z) aufgespannten Hilbert-Raum kénnen wir jede Funktion
f(z) darstellen als Superposition der Basisfunktionen

flz) = ian én(z) . (5.22)

Die Entwicklungskoeffizienten a,, lassen sich leicht bestimmen. Wir bilden

[ 6@ @ = Yo [7 @) 0u@) s = 3 b = . (629

Somit folgt zusammengefalit
Gy = /_ 410 f@)da. (5.24)

Setzen wir diesen Ausdruck in (5.22) ein, so fihrt dies offensichtlich auf die Idenditéat

flz) = g:lqsn(:c) /_Z¢Z(y)f(y) dy = /

oo

—Co0

S o@aw)| w62
n=1
Durch diese einfachen Umformungen haben wir eine Darstellung der §-Funktion gewonnen
8z —y) = D ¢al2) Pr(y), (5.26)
n=1

was naturlich durch die angenommene Vollstandigkeit der Basisfunktionen bereits impliziert
wurde.

Wir kdnnen nun die Greensche Funktion durch die Basisfunktionen ¢,, ausdriicken. Zum Zeit-
punkt ¢; gilt

fo) = Wlah) = S ene I (@) = 3 an gula) (5.27)
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fur eine Losung der Schrodinger-Gleichung. Es folgt

Cn = Gy e/MEt (5.28)
Zum Zeitpunkt ¢o > t; gilt analog
U(z,ts) Zc g (t/M)Ents On(x Z ay, eC/MEalti=t2) 4 (z). (5.29)
n=1

Nun nutzen wir die Relation (5.24) fir a,, aus. Wir erhalten

U(z,ts) = qu (—i/R)En(ta—t1) /_o; &5 (y) fly) dy

= 73 6ule) 63a) eI (g ay (5.30)
X n=1
Dies vergleichen wir mit der Definitionsgleichung der Greenschen Funktion
U(e,t) = [ Glaty,t) f(y) dy (531)

und ermitteln schlielich die Eigenfunktionsdarstellung fiir den Integralkern

G(IEQ,tQ;IEl,tl) = Z¢n($2) QS:(IEl) 6(_i/h)En(t2_t1) fur t2 > tl. (532)

5.5 Einfihrung der Pfadintegration —
Diskussionen im Rahmen des Hamilton-Formalismus

In der klassischen Mechanik kdnnen wir die Wirkung A[g(¢), p(t)] als Funktional der genera-
lisierten Koordinate ¢(¢) und des generalisierten Impulses p(t) ausdriicken. Unter Verwendung
der Hamilton—Funktion ist die Wirkung definiert durch das folgende Zeitintegral in den Grenzen
1a und [

Ala(t),p0)] = [ {p(0) ) — Hp(0), a(0), )} di 539

Die generalisierte Geschwindigkeit ¢(¢) ist hierbei eine Funktion des generalisierten Impulses,
d.h.¢ = 4(p).

Der Grundgedanke der Summation tber alle Wege im Phasenraum von ¢, nach g, kann in
eine mathematische Formulierung tbertragen werden, indem man die Zeitachse zwischen den
Zeitpunkten t, und ¢, diskretisiert. Wir betrachten die diskreten Zeitpunkte

tO = ta ’
tn = to+mne = to+ne mit n=12,...,N,
tnyr = ty - (5.34)
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Der Abstand zwischen jeweils zwei benachbarten diskreten Zeitpunkten ist einfach gegeben

durch
=ty T
T N1l T N+l (5:35)

Das Zeitintervall ' = t, — t, ist konstant. Die Diskretisierung der Zeitachse ist in der Figur
dargestellt.

€ € €

t I_t tl IIII tl t 1 IIII tl t 1 _t > t

0" ‘a 1 i i+1 N N+1" “b

Diskretisierung der Zeitachse. Im Bild ist die Zeitachse zwischen den Zeitpunkten ¢; und ¢;
bzw. zwischen ¢; ., und ¢ unterbrochen, was durch die doppelten schragen Linien angedeutet
wird.

¢, = q(t,) und p, = p(t,) kdnnen alle moglichen Werte annehmen, und wir miissen Gber
alle diese Werte integrieren. Die Endpunkte g, und ¢, bleiben aber fest, wéhrend hingegen tber
die Endimpulse px 1 auch integriert werden soll. Die (¢, ¢)-Ebene wird in der nachsten Figur
veranschaulicht. Ebenso wie die (¢, ¢)-Ebene kann natiirlich auch die (¢, p)-Ebene dargestellt
werden. Als entscheidender Unterschied ist jedoch zum Zeitpunkt ¢, = ¢y der zugehorige
Endimpuls py.; nicht fixiert sondern variabel. Also kann auch py., alle moglichen Werte
annehmen.

Das Wirkungsfunktional .A[p, q] geht bei einer stiickweisen, linearen Approximation des \Weges
in eine Funktion der 2N + 1 Stitzstellen ¢4, ...,qN,p1, .- ., N1 Uber.

A((h, ey GNPy - 7PN+1) =

N+1

qn — Qn— 1
E € |DPn c L 5 (H(pna An, tn) + H(pn, Gn—1, tn)) - (5-36)
n=1

Im geforderten Limes N — oo oder dquivalent ¢ — 0 mit der zusatzlichen Bedingung
(N +1)e = t, —t, = T reprasentiert die Funktion (5.36) immer besser das urspriingliche
Funktional.

Zusammen mit den Integrationen uber die Stutzstellen fuhrt dies zu der folgenden Definition
des Propagators und der Summe uber alle Pfade

7
Gy, ty; Gar ta) = > exp {ﬁA[p, q]}
alle Pfade von
g, Nach g
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Schematisch werden die Pfade zwischen den Punkten (t,, ¢,) und (¢;, ¢») angedeutet. Die End-

punkte ¢(t,) = ¢, und g(t,) = g, sind fixiert. An den diskreten Zeitpunktent = ¢; bist = ty
kdnnen die generalisierten Koordinaten ¢; jedoch alle Werte annehmen.

lim 70 70 ﬁdq dpn dpr+1

N—o0 =1 " 27Th/ 27(-7:1/
e—0 —oco —oco ™
. N41
7 n — On— 1
X exp{ﬁ Z € pn4q n-1 - _(H(memtn) +H(pn7%z—17tn)):|}
n=1 € 2
Dp 1
= | Dg—— — . 37
/ q%mem{hAmd} (5.37)

Wir haben dabei die abkiirzende Bezeichnung

N
Dq = lim [] dg. (5.38)

N—oo 7
e—0 n=1

eingefuhrt. Analoges gilt fir Dp. Wir integrieren tiber alle Phasenraumvolumenelemente dq,, dp,,
gemessen in Einheiten des Planckschen Wirkungsquantums & = 2rh. Die zusétzliche Integra-
tion Uber py .1 sagt aus, dal auch uber alle Endimpulse bei £ = £y, integriert werden muR.
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5.6 Die Wirkung in der klassischen Mechanik

Wir beginnen unsere formale Studien mit einem Riickblick auf die klassische Mechanik. Hier
haben wir gelernt, daf wir ein physikalisches System durch eine Lagrange - Funktion

L = Ligt) (5.39)

mit den generalisierten Koordinaten ¢ = ¢(¢) und den generalisierten Geschwindigkeiten
¢ = ¢(t) beschreiben kdnnen. ¢ kann dabei synonym fir einen Satz von N Variablen ¢; mit
1 = 1,..., N stehen.

Eine zentrale Rolle im Pfadintegral - Formalismus nimmt die Wirkung A ein, die als Zeitintegral
uber die Lagrange - Funktion zwischen den Zeitpunkten £, und £, definiert ist,

A= / L(g(t), §(t), 1) dt . (5.40)

Die GesetzmalRigkeiten fiir die Dynamik des Systems folgen aus dem Hamilton - Prinzip. Es
besagt, dal? die Wirkung .A fiir den klassischen physikalischen Weg

q = qu(t) (5.41)

extremal werden muR3. Dies bedeutet, daf fiir alle infinitesimalen Variationen d¢(¢) mit festge-
haltenen Endpunkten

dq(ts) 0 mit q(ta) = ¢,
6g(t) = 0 mit q(t) = @, (5.42)

die Variation 6.4 des Wirkungsfunktionals .4[g(¢)] verschwinden muR,

SA = 0. (5.43)

Wir fulhren die Variation aus. Es ist
A = Alg+6q]—Alg] = 0. (5.44)

Wir setzen die Definition (5.40) ein

tp
Alg+dq] = /L(q'+5q',q+5q,t)dt
ta

ty
. oL _ oL
- /lL(q, N t)+5qa—q,+5qa—q] dt

ta

ty
. OL oL
= Alq] +t[ [5q 3 + dq a—q] dt . (5.45)
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Nach partieller Integration erhalten wir bekanntermal3en

ty tp
d (0L oL

ta

oL

Alg+dq] — Alg] = dq 9

Der erste Term der rechten Seite ist null, da d¢g an den Endpunkten ¢, und ¢, verschwindet. Aus
dem Hamilton - Prinzip folgt so die Euler - Lagrange - Differentialgleichung

d (0L oL

Die Losung dieser Differentialgleichung bestimmt den klassischen Pfad ¢(t) = qx(t). Der

Ausdruck
0A d (0L oL
og ‘{%(aﬁ B aq} &4

stellt die Funktionalableitung der Wirkung .4 in bezug auf den Weg ¢ dar.

In der klassischen Mechanik ist also die Form des Wirkungsintegrals A = [ L dt von Interesse,
nicht aber unbedingt der Extremwert .A;; selber. Dieses Interesse leitet sich aus der Notwen-
digkeit ab, die Wirkung auch beziiglich benachbarter Wege ¢ = ¢x; + d¢ zu kennen, um den
Weg gx; der geringsten Wirkung bestimmen zu kdnnen. Wir werden noch sehen, da in der
Quantenmechanik beides — die Form des Wirkungsintegrals und der Wert des Extremums — von
Bedeutung sind.

Wir definieren nun den zu g konjugierten Impuls p durch
p= —. (5.49)
Wir erhalten die Hamilton - Funktion durch

H(p,q) = pg— L(g, ¢, t) (5.50)

mit ¢ = ¢(p). Die Hamiltonischen Bewegungsgleichungen lauten

0
i) = a—;f
pt) = —%—ZI. (5.51)

Sie kdnnen ebenfalls aus dem Extremalprinzip 6.4 gewonnen werden. Dazu muf} man die Wir-
kung durch p und ¢ ausdriicken,

Alg@), p0)] = [ {p(®)d(t) - H(p(t),a(t), 1)} dt, (552)
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mit der Vorschrift, dall sowohl die generalisierten Koordinaten ¢ als auch die generalisierten
Impulse p unabhéngig voneinander zu variieren sind.

Als erste Ubung wollen wir die klassische Wirkung fiir den harmonischen Oszillator und fiir
das freie Teilchen berechnen. Wir setzen hierbei der Einfachheit wegen ¢(t) = z(t).
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5.7 Die klassische Wirkung fiir den harmonischen Oszillator und
flr das freie Teilchen

Der harmonische Oszillator wird durch die Lagrange-Funktion

2
L::%#—%%? (5.53)

beschrieben. Die Lagrange-Funktion fiir ein freies Teilchen — ebenso wie die korrespondierende
Bewegungsgleichung — ergibt sich einfach durch den Grenziibergang w — 0,

L = %#. (5.54)

Um den klasssischen Pfad () fiir den Fall w # 0 zu erhalten, muf die aus (5.53) abgeleitete
Bewegungsgleichung

F4+wir = 0 (5.55)
mit den Randwerten
T(ta) = To, z(h) = T (5.56)
integriert werden. Die beiden freien Konstanten der allgemeinen Losung
z(t) = ¢ sinwt+ ¢y coswt (5.57)

werden durch die Randbedingungen (5.56) folgendermafen festgelegt

Ty COS Wi, — T, COS Wiy

“a = sin wT ’
¢ = Tq sinwtf, — xp, sinwi, , (5.58)
sin w1’
mit
T = t,—1t,. (5.59)

Dies kann leicht durch Einsetzen der Koeffizienten ¢; und ¢, in die allgemeine Losung (5.57)
unter Verwendung der trigonometrischen Relation

sinwT = sinwt, coswt, — coswty sin wi, (5.60)
gepruft werden.

Die Berechnung der Wirkung fur den klassischen Pfad

i
Ay = ' Ldt (5.61)

ta
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wird durch eine partielle Integration wesentlich vereinfacht

ty
ta L2 2

m . m b ;
= Exkl Tt N —_ 5 " Tl {IEkl + w2xkl} dt
m ) )
= 3 {zr(te) Tra(ts) — Tra(te) Tralta)} - (5.62)

In der zweiten Zeile verschwindet das Integral aufgrund der Bewegungsgleichung (5.55). Wir
schreiben den Ausdruck fiir den klassischen Pfad um

z(t) = {xp (coswt, sinwt — sinwt, coswt)/sinwT
+ z, (sinwty coswt — coswty sinwt)/sinwT'}

= {xpsinw(t —t,) + z,sinw(ty, — t)} /sinwT . (5.63)
Damit haben wir auch
T(t) = w{zycosw(t —t,) — z4cosw(ty — 1)} /sinwT . (5.64)

Diese Ausdriicke setzen wir in die Wirkung fiir den klassischen Pfad ein

Ay = % {zyw(zpcoswT — ) — T w(zp — 24 coswT)} /sinwT
= S?:ZJT {(:Ei + ) coswT — 2:Ea:vb} : (5.65)

Die Wirkung fur das freie Teilchens folgt nun sofort durch den Grenziibergang w — 0

_ m(m — 24)?
A = G (5.66)

Man beachte, daR bei der Wirkung fir den harmonischen Oszillator im Gegensatz zu der des
freien Teilchens die Orte absolut eingehen, da natiirlich z = 0 ausgezeichnet ist.
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o0
Berechnung des Integrals/ e dg

-0
1, bezeichne das bestimmte Integral

I, = / e~ dz , (5.67)
das von grundlegender Bedeutung ist fiir alle konkreten Berechnungen im Rahmen der Pfadin-
tegralmethode. Wir verwenden einen Kunstgriff, um I; zu ermitteln. Man kann (5.67) auch in
einer anderen Variablen ausdriicken

I, = / eV dy . (5.68)

Multiplikation von (5.67) und (5.68) ergibt

I = / e dx/ eV dy :/ / e eV dody
- / - / T e @) qpdy (5.69)

Dieses Integral erstreckt sich liber die gesamte zy-Ebene. Zur Integration in der Ebene fuihren
wir Polarkoordinaten r, 6 ein. Dann gilt z2 + y?> = r? und das Flachenelement lautet dFF =
dx dy = rdrdf. Um die gesamte Ebene zu erfassen, lauft & von 0 bis 27 und r von 0 bis co.
Damit folgt
9 2w oo 2 oo _y2
L = / / e rdrd0=27r/ e rdr, (5.70)
0 0 0

da sich die Integration Uber @ natirlich sofort ausfiihren lat. Der Faktor r im Integranden
vereinfacht nun die Auswertung des Integrals betrachtlich, denn es gilt offensichtlich

ie_r2 = —2re". (5.71)
dr
Wir erhalten
o0 1 d 2 2|00
1'2 — 2 / (__) T —_ — - = 72
h T | 5) | 7€ dr me |, T (5.72)
oder
I = / e dz = /7. (5.73)
Dae~® eine gerade Funktion ist, folgt auch
/ T e dg = 2 / Y e dp (5.74)
—0o 0
und somit
oo 1
/ e dn = SV, (5.75)
0
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© —az’+b
Berechnung des Integrals/ e~ T dr
-0

Damit das Integral konvergiert muR offensichtlich gelten @ > 0. Wir betrachten zun&chst den
Spezialfall b = 0. Mit Hilfe der Substitution u? = az? und dz = 1/+/a du folgt

™

I, = /_Z e~ dz f/ e du = |7, (5.76)

wobei wir das Resultat (5.73) verwendet haben.

Wir betrachten nun den allgemeinen Ausdruck mit b # 0 und fuhren eine quadratische Ergdnzung
des Exponenten durch

) 2 b2 2 b2
—az® +br = —(az® — bz + 1 —)+ P (ﬁx — 7) : (5.77)
Nun substituieren wir wieder u = y/az — b/(2/a) mitdz = 1/y/a du. Dies filhrt auf
oo 2 2 1 o0 2 2
I; = /_oo e W T gy = b7/ (1) % /_oo e du = \/geb /{a) (5.78)

o0

Berechnung des Integrals / eol#1=2)" gb(w2=2)* .
-0

Wir schreiben

a(z1—2)? eb z2—1x)2 dr =

o0 2 2 2 2
I, = / ea(wl 2zx1+a?) eb (z5—2xx2+1°) dr

[Lee e

—00 —00
oo 2 21 b2

/ e(a—l—b)w —(2ax1+2bzz)z+ax]+br; dr

—00

— eaw%—l—bw% /oo e(a+b)w2—(2aw1+2bw2)w dr . (579)
Das letzte Integral werten wir mit Hilfe der Relation (5.78) aus. Es folgt

(2az; + 2bzy)?
L = =< 2 +bz2 T 1
! \/a+beXp{ 4(a+1b)

_ ox — b%z2 — 2abz Ty
~ Vaxp P a+b

_ 1
= b exp

a+b
Damit ergibt sich zusammenfassend

ﬂ

+azl+ bx%}

ab(z] + x5 — 2x1x2)} ) (5.80)

0o —T ab
I, = /_oo ea(wl—w)2 eb(w2—$)2 dr = p—? exp {a (:El — :E2)2} . (581)
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5.8 Die Pfadintegraldarstellung des Propagators
unter Verwendung der Lagrange-Funktion

Wir wollen nun die Pfadintegraldarstellung unter Einbeziehung der Wirkung im Hamilton-
Formalismus zuriickfthren auf die urspriingliche Feynman—Formulierung. Dazu betrachten wir
ausschlieBlich Hamilton—Funktionen der Art

2

H(p,q,t) = 5+ V(a,1), (582)

die aber zur Beschreibung sehr vieler physikalischer Systeme geeignet sind.

Es konnen die NV + 1 Impulsintegrationen explizit ausgefiihrt werden. Der verbleibende Aus-
druck mit nur raumlichen Integrationen stellt die urspriingliche Feynman—Formulierung fiir den
Propagator G(gy, t; ga, t,) dar.

. _ Dp 7 [t
G(Qb7tb7Qa7ta) - Dq o7h eXp{h s [pq H(p7 q, t)] dt}
+oo +oo N N+1 d
. Di
am [ (o) (I057;)
i W p?
X exp 7 > pilg— 1) — 2m6—V(qi,ti)6
i=1
+oo +oo N N+1 d
. Di
an [ (o) (o)
i e m(Qi_qi—l) ?
. N41 R
X eXp{% > l%4(qz eqH) — Vg, t;) e]} . (5.83)
i=1

Die quadratische Erganzung im Exponenten hat somit NV + 1 separierbare GaulR—Integrale tiber
die Impulse p; erzeugt.

Wir verwenden nun die Integralbeziehung

oo

il — )2 R
_Zo exp{ ia(z —b) }d:v ot (5.84)
Dies fihrt uns direkt auf
00 . /2
dp; 1€ 2} 1 (m2rh ! _ ( m )1/2
I o2rh exp{ 2mh (pi — comst)”y = 2nh ( i€ >  \2rikie ) (5:85)
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Die N + 1-fache Impulsintegration liefert daher einen Faktor A~V+1 mit

-
A = mihe . 5.5
m
Fur den Propagator bekommen wir also
+oo -I-oo1 N "
G(Qb7tb;Qa7ta) = Z\}IE)I;O_ _/ A (HI)
i K [m ¢ — Gi-1\?
X eXp{ﬁ Z:ZI l; (f) —V(qi,ti)] 6}
ot tm
= oo (i) e -voola)
/ q exp n s 5 V(g,t)| dt
1 t
N /D'q eXp{%/tbL(q,q', ) dt} : (5.87)

Dies ist das gewiinschte Resultat. Es entspricht der urspriinglichen Feynman-Formulierung des
Pfadintegrals. In (5.87) ist also D'q in der diskretisierten Version durch

D'q ﬁ (5.88)

N—)oo
e—0

zu ersetzen. Der Exponent in der letzten Zeile von (5.87) ist wieder das klassische Wirkungs-
funktional, hier allerdings in der (g, ¢)-Formulierung mit der Lagrange-Funktion. Wéhrend die
Phasenraum-Formel fiir quantitative Berechnungen oftmals flexibler ist, ist die Lagrange—For-
mulierung fur das intuitive Verstandnis besser geeignet.

5.9 Die Ableitung der Pfadintegraldarstellung der
Greenschen Funktion aus der Schrodinger - Theorie

Feynman hat die Pfadintegrale als Ausgangspunkt benutzt und damit die Quantenmechanik ab-
geleitet. Man kann aber auch von der Kenntnis der Quantenmechanik ausgehen und die Pfadin-
tegrale ableiten. Wir starten von der Schrodinger - Gleichung. Zur Vereinfachung beschrénken
wir uns auf eine Dimension im Ortsraum. Dann gilt

y 0¥
= H 5.89
hor = Hy (5.89)
mit dem Hamilton - Operator
1 h* 0?
H=T = _—p? = —-—— — : :
+V o P +V 2max2+v (5.90)



Unser Interesse gilt nun dem Propagator oder der Greenschen Funktion. Die Greensche Funk-
tion erfillt die Gleichung

(Hw _ih %) Glotiy,to) = —iho(m— ) 6(t— 1) - (5.91)

Dies wollen wir kurz nachweisen. Einleitend hatten wir bemerkt, dal wir uns zunachst auf die
retardierte Greensche Funktion mit

G(z,t;y,tg) = 0 fur t < i (5.92)
beschranken. Dann gilt die Definitionsgleichung
Ot —to) b(a,t) = [ Cla,tiy,to) iy, to) dy, (599)

wobei © die Sprungfunktion bezeichnet. Auf diese Gleichung wenden wir nun den Operator

)
in 2 _H,
T

an. Dabei machen wir von dem Zusammenhang

4, O(1) = 4(7) (5.94)

zwischen der Ableitung der Sprungfunktion und der §-Funktion Gebrauch. Wir bekommen

/ (ih% — Hw) G(z,t;y,t0) Y (y, to) dy - (5.95)

Der zweite Term auf der linken Seite verschwindet aufgrund der Schrodinger - Gleichung
(5.89). Wir sehen nun, dal die Gleichung (5.95) befriedigt wird, wenn die Beziehung (5.91)
gilt.

Wir filhren nun den Greenschen Operator G(t, t¢) ein. Fur zeitunabhangige Hamilton - Opera-
toren laRt sich der Greensche Operator darstellen als

Gt to) = Ot —to) exp{—%H(t—to)} | (5.96)

Die Greensche Funktion ergibt sich in der Ortsdarstellung aus dem Matrixelement des Green-
schen Operators mit Eigenfunktionen des Ortsoperators
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In diesem Kapitel werden wir vielfach fiir die Wellenfunktionen die Diracsche bra({xz|)- und
ket(|y))—Schreibweise verwenden. Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit kdnnen wir ¢ = 0
setzen. Dann gilt furz > 0

G(z,ty,0) = (z[G(t,0)|y) = (zle”™/"|y) . (5.98)

Wir schieben nun einen vollstandigen Satz von Energieeigenzustanden |n) ein mitn = 0, 1,. ..
und

Hln) = E,|n). (5.99)
Die entsprechenden Wellenfunktionen sind
¢n(z) = (zln) . (5.100)

Damit bekommen wir aus (5.98)

G(z,t;y,0) = Z (z|n) (n|e_th/h|y) = Zqﬁn(:v) e~ Ent/h o5 (y) - (5.101)

n

Dies entspricht gerade der bereits abgeleiteten Darstellung der Greenschen Funktion durch Ei-
genfunktionen des Hamilton - Operators. Im folgenden gehen wir aus von

G(z,t;9,0) = (zle”™My) . (5.102)

Das Pfadintegral resultiert nun einfach aus der formalen ldentitét
oH o= (eH/(N+1))NJrl _ (5.103)
Wir substituieren A = 4t/% und schreiben

G(z,t;y,0) = (z|e ATTVI/INAD o= XMTHVI/INHD) o= XTHV)/(N+D |y (5,104)

wobei das Produkt im Matrixelement (N 4 1)-mal auftritt. Nun gilt

CANTHV)/(N+1) _ i AT+ V)/(N+D)]"

€ =
—0 n!
MT+V)/(N+1) X(T+V)?/(N+1)?
1— T + 5 +... =
1 AT WV n A2T? n A2y? n NTV n NVT
N+1 N+1 2(N+1)2 2(N+1)2 2(N+1)2 2(N+1)2

(5.105)
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Damit erhalten wir

)\2
“MTHVY/(N+1) _ —XT/(N+1) ,—AV/(N+1) AN L 5106
e e e +K (N +1)? + ( )

mit dem Kommutator

K = L{VT -TV) = L[v,T]. (5.107)

Dabei haben wir ausgenutzt

e AT/(N+1) o=AV/(N+1) _
. AT N AT N ) AV N A?V2 N _
N+1 2(N+1)2 7 N+1 2(N+1)2 ")
AT A2T? AV AV2 NTV
- + - + + +....
N+1 2(N+1)2 N4+1 2(N+1)2 (N+1)?

1

(5.108)

Als nachsten Schritt wollen wir nun den Term

N+1
N 1
[e—A(T+V)/(N+1)] o [e—/\T/(NH) e~ V/(NHD) L o (W)] (5.109)

ersetzen durch

[eAT/OV+D) AV )] M (5.110)

Diese Ersetzung ist bei der Einbeziehung von Operatoren nicht ganz trivial. Bei den notwendi-
gen Umformung missen wir sorgféltig auf die Reihenfolge der einzelnen Faktoren achten. Wir
betrachten zunéchst die folgende Differenz

(T e—AV/<zv+1>)N+1 _ (e_)‘(T+V)/(N+1))N+1 _

_)\(T+V)/(N+1)] [e—A(T+V)/(N+1)]N n

[e—)\T/(N-i—l) e~ AV/(N+1) _ o

e~ AT/(N+1) o=AV/(N+1) [e—)\T/(N-i—l) e~ AV/(N+1) _ e—A(T+V)/(N+1)] e MT+V)(N-1)/(N+1)
4.+ (e—)\T/(N—i—l) e—)\V/(N—l—l))N [e—)\T/(N—i—l) e AV/(N+1) _ e—)\(T—l—V)/(N—I—l)] _ (5.111)

Diese Gleichung ist formal eine Identitét. Es treten N + 1 Terme auf, die jeweils als Faktor den
Ausdruck

e~ AT/(N+1) =AV/(N+1) _ ,=MT+V)/(N+1)

e

enthalten. Diese Differenz ist von der Ordnung O(1/N?). Im Grenzfall N — oo verschwindet
diese Differenz. Somit bekommen wir
N
G(z,ty,0) = lim (z| (e—)\T/(N—I—l) e—,\v/(N+1)) i ly) . (5.112)

N—oo
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Dies ist die Trotter Produktformel. Von hier zu den Pfadintegralen sind es nur noch wenige
Schritte. Wir fligen in (5.112) jeweils eine 1 in Form einer Vollstandigkeitsrelation ein

/dxj ) (gl = 1 mit  j=1,...,N. (5.113)

Dies fiihrt schlieBlich auf

N
G(z,t;y,0) = A}i_r)réo/d:vl ...dzy H<$j+1|€_)\T/(N+1) e AV |y (5.114)
=0

Speziell gilt
Yy = Zo, T = IN41- (5.115)

Der Multiplikationsoperator V' ist diagonal im Ortsraum

e VI |y = |z;) e AV E/INFD (5.116)

Als néchstes bendtigen wir Matrixelemente des Operators exp{—AT/(N + 1)} im Ortsraum
zwischen verschiedenen Zustanden, zum Beispiel zwischen (n| und |£). Um diese zu ermitteln,
fihren wir einen vollstdndigen Satz von Impulseigenzustanden ein

1= [dplp) @l (5.117)
mit
(pl§) = %e‘i”g/"‘. (5.118)
Dies ergibt

le Ty = [ dp (e TV p) (ple)

_ ﬁ/"o dpe—)\p2/[2m(N+1)] eiP(n=6)/h (5.119)
Vi —00

Solche Gaul} - Integrale treten bei Pfadintegralen sehr hdufig auf. Wir benutzen die allgemeine

Formel
/°° eV HY gy — \/f ot?/(1a) (5.120)
—co a
und wir erhalten
B m(N+1) _. _ 2
(n|eXT/NFD¢) = —émr ) emm¥ -8 13 (5.121)
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Dieses Resultat setzen wir in den Ausdruck fir die Greensche Funktion G ein und bekommen

m(N + 1)>(N+1)/2

G(z,t;y,0) = A}i_rgo/d:vl...d:vzv< Y

N 2
m(zj4 — 2;)°(N+1)  AV(z))
X - - : 5.122
};IO P l 2R N+1 ( )
Wir setzen nun wieder
t hA
= = A2
T N+1 T i+ (6.123)
und fassen die Faktoren mit den Exponentialausdriicken zusammen
. m N\ (N+1)/2
Glz,4y,0) = A}l—rgo/dxl - doy (27rihe)
ie & Tipv1 —Zi\2
x exp{ > [%m (%) - V(xj)] . (5.124)
j=0

Dies ist der Pfadintegralausdruck fiir den Propagator. Wir nehmen nun an, die verschiedenen
Punkte y, =1, ..., zn, = sind durch Geraden miteinander verbunden. Dann haben wir einen
Streckenzug von y nach z vorliegen. Die Summe in der Exponentialfunktion kann dann als
Riemann - Summe eines bestimmten Integrals entlang des Pfades verstanden werden

N N2 : 2
e [%m (M) — V(:Ej)] — /d’]’ s (d_:v) — V() (5.125)
0 € J dr
Der Integrand ist gerade die klassische Lagrange - Funktion
L =11m do 2 — V() (5.126)
5 I : :

Das Integral selber ist die Wirkung. Damit ist das Argument der Exponentialfunktion gerade
i.A/h, wobei A entlang der einzelnen Geraden berechnet wird, die y, z1, z9,..., N,  Ver-
binden. Der Vorfaktor

1 m 1/2
A~ (2m'he) (5.127)

kommt bei dieser Rechnung automatisch heraus, ohne daf wir spezielle Annahmen machen
miussen. Erst dieser Normierungsfaktor macht aus dem Pfadintegral einen endlichen Ausdruck.
Letztlich haben wir wieder

1 rdy doy .
Gl,t;y,0) = Jim Z/%...%e“‘[w]/ﬁ. (5.128)
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o0 .
Berechnung des Integrals /O eW=e)t d¢

Wir fuihren die Integration explizit aus
[o0) . co .
I5 — / e(zw—e)t di = / et o—€t gt
0 0

[o.0) [o.0)
= / coswte tdt+1i / sin wt e~ dt
0 0

et o0 et o0
= ———(—ecoswt+wsinwt)| +i ———(—€esinwt — wcos wt)
w? 4 €2 0 w? 4 €2 0
€ w w — 1€ i
= =1 = . 5.129
w2+62+w2+62 7’(w-l—ie)(w—ie) w + i€ ( )
Zusammengefaft folgt also
I, = / L L (5.130)
0 W+ 1€
® —a/z2—ba?
Berechnung des Integrals /O e dz
Wir substituieren
y = zvb,
¢ = Vab. (5.131)
Dann haben wir [Schu 81]
o0 1 o0 2702 g2
I = [ et an = [Tt gy = (o). 5.132
6 0 € xz \/5 0 € Y f(C) ( )

Hier ist b eine Konstante. Von der Funktion f(c) bilden wir die Ableitung in bezug auf ¢

af 1 o0 2¢ —2 [y —y?
A - c . A1
% = 7 /0 ( y2> e dy (5.133)

Als neue Variable fliihren wir nun

2 =< (5.134)
Yy
mit
dz _ ¢
dy y?

ein. Dies bewirkt auch einen Vorzeichenwechsel aufgrund der nachfolgenden Anderung der
Integrationsgrenzen. Es folgt
of 2 o

= - 2 —2 =2 g = _9 . 1
e 75 Jo e dz f(c) (5.135)
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Diese Differentialgleichung in bezug auf ¢ &Rt sich sofort 16sen. Es resultiert

fle) = f(0)e™?, (5.136)

was sich durch Einsetzen in (5.135) leicht nachprifen 18Rt. f(0) ist ein GauR - Integral

T

f(0) = 0 (5.137)

Damit erhalten wir

— 1 —2¢c
fle) = 1€ (5.138)
und schlieRlich
Is = /oo e~ o/@ b g ,/E e~2Vab (5.139)
0 4p

®© _az? .n
Berechnung des Integrals NI dr

Es sei [Reif 75]
I(n) = / =97 g™ dg (5.140)
0

mitn > 0. Mit der Substitution
z = a %y (5.141)

bekommen wir firn = 0

oo

100) = a2 / eV dy = %\/g . (5.142)

0

Furn = 1 ergibt sich

I(1) = a_l/e_y2ydy =at [—5 eV =50 - (5.143)
0

Alle Integrale I(n) mit ganzzahligen » > 1 kdnnen dann auf die Integrale 7(0) und I(1)
zuriickgefuihrt werden, wenn man nach dem Parameter a differenziert. Tatsdchlich gilt

I(n) = —% (/Ooo e g2 drc) = _W' (5.144)
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Dies ist eine Rekursionsbeziehung, die wir so oft wie nétig anwenden kdnnen. Zum Beispiel

folgt

1(2) = _3[(0) _ _ﬁ 0 (a—1/2) — %a_?’p.

oa 2 da
Wir kdnnen aber auch in (5.140) substituieren
z = (u/a)'/?.
Somit folgt

dx = % a V212 dy

und weiter

oo

2 g2 () /e—u w20 g

I(n) = 5

Mit der Definition der Gamma - Funktion I'(z)

Betrachten wir noch einmal das Integral I(1), so gilt speziell

I; = /e‘“w2xd:v =0,

—00

(5.145)

(5.146)

(5.147)

(5.148)

(5.149)

(5.150)

(5.151)

da der Integrand eine ungerade Funktion von z ist. Hingegen folgt bei der entsprechenden Er-

weiterung der unteren Integralgrenze bei I(2)

Iy = /e_‘””2 2dr = ga_?’ﬂ.

181

(5.152)



5.10 Die Ableitung der Schrodinger - Gleichung aus
der Pfadintegraldarstellung der Greenschen Funktion

Als ndchsten Schritt wollen wir ausgehend von der Pfadintegralformulierung der Greenschen
Funktion die Schrodinger - Gleichung ableiten. Wir beginnen unsere formale Studien mit dem
bereits mehrfach erwéhnten linearen Zusammenhang

bants) = [ Glantym,h) blan,t) do (5.153)
der auch als Definitionsgleichung fiir die Greensche Funktion dienen kann. Diese Gleichung
erlaubt es, aus der Kenntnis der Wellenfunktion zum Zeitpunkt ¢; und der Greenschen Funktion

die Wellenfunktion zu allen Zeiten ¢, zu bestimmen.

Wir untersuchen nun den speziellen Fall, daR sich ¢, von ¢; nur um einen kleinen Wert e unter-
scheidet. Fur kleine Zeitintervalle e konnen wir nach (5.153) und mit Hilfe der Pfadintegraldar-
stellung der Greenschen Funktion schreiben

U(z,t+e) = /_o; % exp {e% L (:E—21—y, a ; y,t—i— %e)} ¥y, t) dy , (5.154)
wobei der Normierungsfaktor A zunéachst noch nicht spezifiziert werden muf.
Wir betrachten im eindimensionalen Fall die Lagrange - Funktion
L =1mi®—V(zt). (5.155)
Dies fihrt beziglich (5.154) auf
(z,t+e€) = /_o; % exp{% m(:ET;yV} exp{—% eV (x;y,t-i- %e)}

x(y,t) dy . (5.156)

Der Ausdruck (z — y)?/e tritt im Argument der ersten Exponentialfunktion auf. Weicht y sehr
stark von z ab, so ist dieser Ausdruck sehr grof3 und der Phasenfaktor weist entsprechenderweise
ein stark oszillierendes Verhalten auf. Nur wenn y nahe x ist, kdnnen wir signifikante Beitrage
zum Integral (5.153) erwarten. Wir fiihren daher eine Substitution durch

y=x+7, (5.157)

und wir nehmen an, dal} es nur fur kleine n wesentliche Beitrdge zum Integral (5.156) gibt.
Damit erhalten wir

oo

1 . .
(x,t+e) = / Ze“’"'”(?ﬁf) et VIQuAm2tte/2/R (1 4+, t) dy . (5.158)

—Co0
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Wir entwickeln nun 1 in eine Potenzreihe. Wir beschréanken uns auf Terme der Ordnung e, dies
impliziert Terme, die quadratisch in 5 sind. Den Ausdruck e V[(2z + 717) /2, t + €/2] kdnnen wir
durch den linksseitigen Wert e V'(z, t) ersetzen. Der Unterschied zwischen beiden Ausdriicken
ist von hoherer Ordnung in e oder in en. Bei dieser Reihenentwicklung bekommen wir also

vz, t) + eaa—t / ik g’ /(2he) [1 — %V(:E,t)
2
X ldz(z t)+7n 2_1/1 + iy’ g f] dn . (5.159)

Betrachten wir nur den fhrenden Term auf der rechten Seite, so tritt der folgende Faktor auf,
der mit ¢(z, t) multipliziert wird

1 7 . 1 [2mih
I / e/ (2he) g — T 7;2 € (5.160)

Auf der linken Seite steht aber nur ¢ (z, t). Damit auch im Grenzfall e — 0 beide Seiten von
(5.158) oder (5.159) ubereinstimmen, folgt

2mihe
m—

A =

(5.161)

Diese Normierungskonstante hatten wir bereits friiher abgeleitet. Jedoch haben wir hier einen
Weg beschritten, der geeignet ist, auch fur kompliziertere Lagrange - Funktionen die Normie-
rungskonstante A zu ermitteln. A muR jeweils so bestimmt werden, dal3 die Gleichung (5.158)
auch fir e — 0 gilt. Anderenfalls konvergiert das Pfadintegral nicht.

Ferner haben wir nach (5.159) die Integrale zu l6sen

70 %eimnz/(%e) ndp = 0 (5.162)
und
7 ix e’ (2he) 2 gy — %6 : (5.163)
Dies ergibt schlieRlich
prell oy leyy ke Oy (5.164)
Was die Terme in erster Ordung in e betrifft, ist diese Gleichung erfullt, sofern gilt
AW Y . (5.165)

Dies ist die Schrodinger - Gleichung.
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5.11 Ausfuhrung der Pfadintegration — Die freie Propagation

Wir fiihren nun die erste Pfadintegration konkret durch und betrachten als einfachstes Beispiel
die Propagation eines freien Teilchens. Die Lagrange - Funktion lautet demnach

mi? . (5.166)

00 00 0o i N1
G(Zp, ty; Toyte) = lim/ /.../exp{ﬁ Z(zi—xi_l)Q}
€ “

27rihe> —(N+1)/2

(5.167)
m

dri...dzy (

In (5.167) liegt ein Satz von GauR - Integralen der Form [ exp{—az? -+ bz} dz vor. Das Integral
einer Gaul} - Funktion fuhrt wieder auf eine Gaul? - Funktion. Damit kdnnen wir ein Integral
nach dem anderen ausfiihren. Wir verwenden die bereits bewiesene Integralformel

/ exp {a(:vl — x)2} exp {b(:vg — x)2} dz = a_—-ijrb exp {aa—fb(:vl — x2)2} (5.168)

und fuihren dann die folgende Integration durch

J ()™ eo{felon=n s on

. —1/2 .
_ (M) eXp{ n (xQ—x0)2}. (5.169)

m

Im néchsten Schritt multiplizieren wir dieses Resultat mit

omihe\ {ﬂ( B )2}
m exp e T3 T2

und integrieren wieder, dieses Mal aber tber die Variable z,. Das Resultat ist &hnlich wie in
(5.169), mit der Ausnahme, daR wir diesmal (z, — z4)? ersetzen durch (z3 — z4)? und daR an
zwei Stellen 2¢ durch 3e ersetzt wird. Wir bekommen also

omif - 3¢\ exp ] T (0w
m P 211 (3¢) Ta M0
und nach N Schritten

2mih - (N 4+ 1)e ml/2 im ( — 1p)?
m PP 2R(N + 1) TN+ T 0
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Es ist

(N+1)e = ty—t,. (5.170)

Damit bekommt man fiir die Amplitude schlie3lich

omiti(ty — o)\ im(zy — T4)?
T, ty) = | —— L . 171
G(IEb,tb,IE t ) ( m > exp 2h(tb _ ta) (5 )

G entspricht genau der Greenschen Funktion fir ein freies Teilchen, die auch im Rahmen der
Schrodinger - Theorie abgeleitet wird.

Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit erhalten wir durch Bildung des Absolutbetragsquadrates

m
P(ty,ty)de = ——F—— dz . 5.172
(tota) do = 5 3y & (6172)
Die Pfadintegralmethoden haben uns also dazu gedient, die Greensche Funktion zu ermitteln.
Mit der Kenntnis der Greenschen Funktion kdnnen wir nun zahlreiche Prozesse der Quanten-
mechanik, beispielsweise Streuprozesse, berechnen. In dem gerade diskutierten Fall der freien
Bewegung ist es natirlich sehr viel einfacher, die Greensche Funktion mit traditionellen Me-

thoden der nichtrelativistischen Quantenmechanik abzuleiten.

5.12 Abseparation des klassischen Pfades

Wir werden uns nun einige mathematische Techniken erarbeiten, um auch weitere Summen
uber Pfade ausfiihren zu kdnnen. Die Pfade nehmen eine relativ einfache Gestalt an, wenn
in der zugehorigen Lagrange - Funktion die Variablen und deren Zeitableitung hdchstens in
quadratischer Form auftreten. Dann sind die bei der Pfadintegration auftretenden Integrale vom
GauR-Typ.

Es sei
L =a)i®+b(t)iz+c@t)z®+dt)s+e(t)z+ f(2). (5.173)

Diese Lagrange - Funktion ist allgemeiner als notwendig. Um die Wirkung zu ermitteln, miissen
wir die Lagrange - Funktion tber die Zeit in den Grenzen zwischen ¢, und ¢, integrieren. Dabei
konnen wir den Term d(t) ¢ partiell integrieren. Es verbleibt dann eine Konstante sowie ein
Term proportional zu z, der natirlich mit dem urspriinglichen Term e(t)  zusammengefaf3t
werden kann. Dies impliziert, daB8 der Term d(¢) £ von Anfang an unberiicksichtigt bleiben
kann.
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Wir wollen den Pfadintegralausdruck fir die Greensche Funktion auswerten

.t
G(Tp, ty; Tay ta) = /exp{%/L(:t,x,t) dt} D'z(t) . (5.174)
ta

Es sei wieder z(t) der klassische Pfad zwischen den spezifizierten Endpunkten z, und =,
sowie

Akl[b, a] = A[:Ekl(t)] (5.175)

die Wirkung fur die Bewegung entlang des klassischen Pfades. Damit kdnnen wir einen belie-
bigen Pfad z(t) ausdriicken durch

r = IptYy. (5176)

Der Unterschied zwischen dem klassischen Pfad z;(¢) und dem aktuellen Pfad z(¢) ist y(¢). In
der diskretisierten Version ist dz; = dy; und im allgemeinen folgt

D'x(t) = D'y(t) . (5.177)

Fur das Wirkungsintegral folgt

tp

Alz(t)] = Alzg(t) +y(@)] = / {at) (8% + 260y +§7) +.. .} dt . (5.178)

ta

Wir fassen alle Terme zusammen, in denen y nicht auftritt. Es resultiert
Alzw(t)] = Aw - (5.179)

Alle Terme, die y oder 5 als linearen Faktor beinhalten, verschwinden nach der Integration.
SchlieBlich war nach dem Hamilton - Prinzip der klassische Pfad xy;(t) gerade durch diese
Bedingung bestimmt worden.

Damit folgt

Alz(t Akl+/ 09 +b(t) gy + c(t) v} dt (5.180)

Das Integral tber alle Pfade hangt nicht vom klassischen Pfad ab. Fiir die Greensche Funktion
haben wir daher

33

G(ba) = eXp{%Akz}jle {/ (8) 9+ (1) gy + () *) dt}] D'y(t) -

ta

(5.181)
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Figur 6: Aufgetragen sind der klassische Pfad z;(t) sowie ein aktueller Pfad z(¢) zwischen den
Endpunkten @ und b mit den Koordinaten (x,, t,) und (z;, ). Der Unterschied zwischen z(t)
und z(t) ist y(t). Ein positiver und ein negativer Wert von y(¢) sind schematisch durch die
Pfeile angegeben.

Da alle Pfade y(t) bei y = 0 starten und enden, kann das Integral {iber alle Pfade nur von den
Zeitpunkten ¢, und ¢, an den Endpunkten abhdngen. Damit folgt

G(Zp, tp; Tay o) = €xp {%Akl[b, a]} F(ty,ts) - (5.182)

Damit ist die Greensche Funktion G bestimmt bis auf eine Funktion F', die nur von ¢, und ¢,
abhangt. Ein dhnliches Vorgehen ist auch fur allgemeinere Lagrange - Funktionen mdglich. In
jedem Fall gilt fiir quadratische Formen in der Lagrange - Funktion G ~ exp{i Ay /h}.

Wir fiihren nun eine Naherungsbetrachtung beziiglich der Bewegung eines Teilchens in einem
duBeren Potential durch. Wir nehmen an, es gilt A > #. Dann tragen nur Pfade in der Né&he
des klassischen Pfades zum Pfadintegral bei. Wir entwickeln daher

2 3
V(z) = View+y) = View) +yV (@) + % V" (2x) + % V"z) +...  (5.183)

Insbesondere wenn die die dritte und alle hdheren Ableitungen des Potentials um den klassi-
schen Pfad sehr klein sind, erhalten wir wieder als sehr gute N&herung eine quadratische Form.
Dies entspricht gerade der Wentzel - Kramers - Brillouin (WKB) Naherung in der Quantenme-
chanik.
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5.13 Die Greensche Funktion fur das Potential
des harmonischen Oszillators

Fur den klassischen harmonischen Oszillator mit der Lagrange - Funktion
L = %m (:t2 —w2x2)

folgtmit T = ¢, — ¢, fur die klassische Wirkung

mw

Au = 2 sin(wT)

[(zi + x3) cos(wT) — 2:Ea:Eb] :
Dieses Resultat wurde bereits explizit abgeleitet.
Schreiben wir die Greensche Funktion in der Form

G(p, t; Tay ta) = /M F(ty 1)

mit

Pt = [ (oo{l [ a0 3 + 50 9w+ ett) 7] e} ) Dyte)

so folgt nach Einsetzen der klassischen Wirkung

1MW

G(zb,tb;xa,ta) = F(T) exp {W

Der Ausdruck fiir F'(T") mul noch ausgewertet werden.

Wir haben also das Pfadintegral fiir den harmonischen Oszillator

G(zp, ty; Ta,ta) = /wjb (exp {%/jb I:im(:t2 ) dt] }) D'z(t)

a

—

reduziert auf das Problem, die folgende Funktion zu berechnen

[

—
N[~

m(y? — w?y?) dt| }) D'y(t) -

[(zi + z3) cos(wT) — 2:Ea:Eb] } :

(5.184)

(5.185)

(5.186)

(5.187)

(5.188)

(5.189)

(5.190)

Wir losen dieses Pfadintegral mit einer Methode, die generell sehr wichtig ist fir die Handha-
bung von Pfadintegralen. Da alle Pfade y(t) von 0 bei ¢ = 0 nach 0 bei ¢ = T gehen, kdnnen

wir solche Pfade als Fourier - Sinusreihe ausdriicken mit der Fundamentalperiode T’

mrt

Z Gy, SIN ——
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Wir kdnnen dann die verschiedenen Pfade als Funktion der Entwicklungskoeffizienten a,, auf-
fassen.

Fir ein freies Teilchen haben wir bereits F'(T") ausgerechnet, es folgte

m
F(T) = 4/ ST (5.192)

Furw = 0 mul dies auch fur das Problem des harmonischen Oszillator ergeben.

Wir driicken nun das Integral tiber die Wirkung durch Fourier - Reihen aus

T T
9 nmw mm / nnt mmnt
dt = —_—— cos — cos —— dt

nm\?2
_ %TZ(?) a . (5.193)

Dabei haben wir ausgenutzt, dal} gilt

27
/cos(m:v) cos(nz) de = moy, fir m,n #0.
0

Fur den Potentialterm folgt dhnlich

/det = ITY a?. (5.194)

Das Einteilen der Zeitdauer 7" in diskrete Schritte der Lange e entspricht der Berlicksichtigung
einer endlichen Zahl N + 1 von Koeffizienten a,,. Das Pfadintegral wird dann

F(T) = j_Z_Z..._Z (exp{zg;—rgl(%)twl “i}>

daidaz  day

L (5.195)
mit
o
A= 2R (5.196)
m

J bezeichnet die Jakobi - Determinate der Transformation von den einzelnen y; auf die a;.
Das Resultat einer solchen Integration ist wieder die Losung eines Gaulf? - Integrals

7 im (n?r? L\ )| day n2x? L\
/exp{ﬁ< e —w)an} = <T2 —w . (5.197)

—0o0
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Damit ist das Pfadintegral proportional zu

N+41 /2 2 —1/2 N+L /2 -2 —1/2 N+1 w2 T2 —-1/2

n=1 n=1 n=1

Der erste Faktor auf der rechten Seite hdngt nicht von w ab und kann daher mit der Jakobi -
Determinante und anderen Faktoren zu einer Konstante C zusammengefal3t werden. Der zweite
Faktor hat als Grenzwert

. T -1/2
(Sm(w )> fir N - oo, d.h. ¢ - 0.
wT

Damit bekommen wir

. ~1/2
sm(wT)) , (5.199)

F(T) = C (T

wobei C unabhdngig von w ist. Fir das freie Resultat (w = 0) fanden wir das Resultat (5.192).
Damit folgt schliel3lich als vollstandige Losung fur den harmonischen Oszillator

1/2
mw

5.14 Die Eigenfunktionen fir das Potential des

harmonischen Oszillators

In guten Vorlesungen zur Quantenmechanik werden die Eigenfunktionen fiir das Potential
mw? z? (5.201)

des harmonischen Oszillators als Standardbeispiel abgeleitet. Wir rufen uns die erzielten Resul-
tate zuruick in das Gedé&chtnis.

Ausgehend von der stationdren Schrodinger - Gleichung

o,
2m O0z?

erhdlt man als Ldsung die Energieeigenwerte

He, = + imw?s® ¢, = E, én (5.202)
E, = hw(n+3) mit n =0,1,2,... (5.203)

sowie die Eigenfunktionen

b = (2 nt)™? (%)1/4 Ha(y) e™¥'12. (5.204)
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Hierbei haben wir die abkiirzende Bezeichnung

y = %x (5.205)

eingefiihrt. Die Hermiteschen Polynome H,,(y) sind gegeben durch

Ho(y) = 1,
Hi(y) = 2y,
Hy(y) = (2y)* -2,
Hy(y) = (2y9)° - 6(2y) (5.206)
und generell durch
H,(y) = (-1)"e L (5.207)

dy™
Die Figur zeigt ein Oszillatorpotential sowie schematisch die Lage der dquidistanten Energieei-
genwerte. Weiterhin ist die Grundstruktur der Eigenfunktionen ersichtlich.

Wir wollen nun zeigen, wie man diese Resultate auch durch die Kenntnis der Greenschen Funk-
tion ableiten kann. Fir die Greensche Funktion fanden wir mit Hilfe der Pfadintegralrechnung
die explizite Darstellung

1/2
mw
T: . = 9. F [
G(z9,T;21;0) (2m’h sin(wT)>

1MW
X €exp {W I:(IE% + IE%) COS(CUT) - 2151152] } . (5208)
Andererseits lai3t sich die Greensche Funktion allgemein durch die Eigenfunktionen und Ener-
gieeigenwerte in der folgenden Form ausdriicken

oo

G(z2, T;21,0) = exp{—%En T} bn(z2) @5 (21) - (5.209)

n=0

Wir verwenden nun die trigonometrischen Relationen
iwT (1 _ e—2in) ,
W

T (14 €724T) . (5.210)

i sin(wT) = se

cos(wT) =

1
2
1
2
Damit konnen wir Gleichung (5.208) schreiben als

1/2 ’ . —
G(x2,T;11,0) = (%) e~ WT/2 (1_6—2sz) 1/2

mw 1+ e~ 2T 47, To e—wT
X €Xp {_ﬁ [(z% +73) (1 _ 6—2in> T 1 — e—2wT - (5.211)
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Figur: Die Energieeigenwerte und Eigenfunktionen ¢,,(z) fir das Oszillatorpotential V (z) =

%mw2x2.

Wir wollen nun eine Reihenentwicklung dieses Ausdrucks vornehmen, so daR wir die einzel-
nen Terme in Gleichung (5.209) identifizieren konnen. Aufgrund des ersten Faktors e =%7/2 im
Ausdruck (5.211) ist klar, dal? die einzelnen Terme in der gesuchten Entwicklung die Faktoren

e—in/2 e—ian
aufweisen werden mitn = 0, 1, 2,.... Dies impliziert wiederum durch einen Vergleich mit
(5.209), daR die Energien in der Tat gegeben sind durch

E, = hw(n+3).

Um auch die Wellenfunktion zu ermitteln, missen wir die Entwicklung wirklich durchfiihren.
Wir entwickeln (5.211) bis zur Ordnung n = 2

mw\/?2 _. , MW
G(IEQ, T, 1, 0) — (E) e—sz/2 (1 + %6_2WT =+ .. ) exp {—ﬁ(ﬁf + IE%)
MW ,
— ?(IE% + 13) (6_2WT +.. ) +

2mw

h

1 % e—in+...} . (5.212)
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Die Entwicklung einer der Exponentialfunktionen in eine Reihe liefert

mw\ /2 mw , .
G(zo,T;21,0) = (E) exp{_ﬁ(ﬁ_i_xg)} o= iwT/2 (1+%e‘2Z“T) x

Am2w?

— i gy e 2T — e (xf + x%) e 2T o ] . (5.213)

h

2mw .
1+ —wT
l o Ttee o

\on dieser Entwicklung betrachten wir den Term niedrigster Ordnung und vergleichen ihn mit
dem entsprechenden Term niedrigster Ordnung in der Eigendarstellung (5.209) der Greenschen
Funktion. Es resultiert

(%) 1/2 exp {—7;—:(:16% + x%)} exp {—wT/2}
= exp {—%EoT} do(z2) dy(x1) - (5.214)

Daraus folgt offensichtlich Ey = #iw/2 und

do(z) = (%)1/4 exp{—mwx2} . (5.215)

2h

Als Phasenwahl haben wir ¢, reell gewdhlt. Dies stimmt mit unseren bisherigen Kenntnissen
aus der Quantenmechanik lberein. Der Term néchst hoherer Ordnung in dieser Entwicklung
lautet

exp {—iwT/2} exp {—iwT} (%)1/2 exp{—T;—;;(:E% +x§)} mwale
= exp {—%EIT} b1(22) & (71) - (5.216)
Daraus folgt sofort £, = 3 fiw und
¢1(z) = 2rgwx¢o(w)- (5.217)

Der néchste Term entspricht dem Energieeigenwert Ey = ghw. Der hierzu gehorige Teil der
Eigenfunktion, der von z; und z abhangt, lautet

mw /2 mw ;5 2miw? 5, 5, mw 4 o\ 1
(E) exp{—ﬁ (IE1+IE2)} [7# $1$2—7(IE1+IE2)+§ .

Dies mulR dasselbe sein wie ¢o(z2) ¢5(z1). Der Ausdruck in der eckigen Klammer kann umge-
schieben werden in

1 /2mw 2mw

5( h ‘"”%_1)( d ‘”3_1) '
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Damit ergibt sich

1 (2mw 9

$a(z) = VAN 1) do() - (5.218)

Auch dieses Resultat kann wieder verglichen werden mit der bekannten Losung der Schrodinger
- Gleichung. Wir finden vollstandige Ubereinstimmung. Die Fortfiihrung dieser Studien, um
auch die Eigenfunktionen ¢,,(z) mitn > 2 zu bestimmen, ist evident.

Damit haben wir gezeigt, dal3 die Greensche Funktion alle notwendigen Informationen enthilt,
um Eigenfunktionen und Energieeigenwerte ableiten zu kdnnen.
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6 Supersymmetrie

6.1 Einfihrung

Die Supersymmetrie (SUSY) in ihrer eleganten mathematischen Form mag fur den Anfénger
zundchst kompliziert erscheinen. Um so mehr erstaunt es, dal3 der Einstieg in dieses Forschungs-
gebiet schon mit Elementarkenntnissen aus der Quantenmechanik vollzogen werden kann. Die
in diesem Kapitel hergeleiteten Grundaussagen bleiben in allen noch so raffinierten SUSY-
Modellen giiltig. Diese Ausfiihrungen sind in leicht modifizierter Form dem Buch: H. Kalka,
G. Soff,
(Teubner, Stuttgart, 1997) entnommen.

Die Supersymmetrie beschreibt Transformationen von bosonischen in fermionische Zustéande
und umgekehrt. In der Quantenmechanik wird die SUSY-Transformation durch einen supersym-
metrischen Operator @) vermittelt:

@ |Boson)y oc |[Fermion) und @ |Fermion) oc |Boson) : (6.1)

Das Proportionalitatszeichen oc weist darauf hin, daf3 hier noch eine spezielle Normierung er-
forderlich ist.

Mit der Bezeichnung Boson und Fermion ist eine Reihe von grundlegenden physikalischen Ei-
genschaften verkntpft. Einen ersten Eindruck vermittelt die Tabelle, deren Begriffe spater noch
ausfuhrlich erklart werden. Die wichtigsten Fakten sind: Bosonen tragen ganz- und Fermionen
halbzahligen Spin; bei Drehungen verhalten sich daher Bosonen wie Tensoren und Fermionen
wie Spinoren. In der klassischen Physik werden Bosonen durch c-Zahlen beschrieben. Im Ge-
gensatz dazu verwendet man fur Fermionen eine neue Sorte von Zahlen: die Grassmann- oder a-
Zahlen. Nach der Quantisierung werden aus Zahlen Operatoren, die bei Bosonen Kommutator-
und bei Fermionen Antikommutator-Relationen geniigen. Unter dem Kommutator bzw. Anti-
kommutator zweier GroRen F' und G versteht man dabei:

Kommutator [F,G]:=FG - GF

(6.2)

Antikommutator | {F,G} := FG + GF

Die Konsequenzen dieser algebraischen Strukturen sind enorm: So folgt fur die Fermionen das
einschrankende Pauli-Prinzip, wonach jeder Zustand durch maximal ein Teilchen besetzt wer-
den kann. Bosonen hingegen diirfen in beliebiger Zahl quantenmechanische Zustande bevolkern.
\Vollkommen neue Einblicke liefert dagegen die Quantenfeldtheorie: Wie in der Abbildung ver-
anschaulicht, werden alle zwischen “Materieteilchen” (Fermionen) herrschenden Kréfte durch
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Die mathematischen und physikalischen Eigenschaften von Bosonen und Fermionen.

BOSON FERMION
Spin ganzzahlig Spin halbzahlig
Tensor Spinor
c-Zahl a-Zahl
Kommutator-Relationen Antikommutator-Relationen
Bose-Statistik Pauli-Prinzip
Ubermittler der Krafte Materieteilchen
klassischer Limes reines Quantenobjekt

den Austausch von Bosonen beschrieben. SchlielRlich sei erwdhnt, da Bosonen auch in der
klassischen Mechanik existieren, wahrend Fermionen reine Quantenobjekte sind.

Kurz und gut: Bosonen und Fermionen weichen in ihren Eigenschaften so stark voneinander ab,
dal3 eine fundamentale Symmetrie zwischen ihnen lange Zeit nicht zu erwarten war. Erst Mitte
der 70er Jahre ist es mit der Entdeckung der Supersymmetrie gelungen, diese beiden zueinander
vollkommen fremden Welten zusammenzufiihren. Die radikalen Konsequenzen dieser neuen
Symmetrietransformation werden wir Schritt fiir Schritt im weiteren kennenlernen.

/

Boson

Fermion Fermion

Die Kréfte zwischen den Materieteilchen (Fermionen) werden durch Bosonen tibertragen.

6.2 Das einfachste supersymmetrische Modell

Wir beginnen mit dem einfachsten supersymmetrischen Modell ohne Wechselwirkung. Wich-
tig ist, daB dieses Modell zwei Arten von Teilchen (Quasiteilchen oder Elementaranregungen)
beinhalten muf3: Bosonen und Fermionen. Dazu verwenden wir den Formalismus der zweiten
Quantisierung, welcher die Erzeugung und Vernichtung von Teilchen zul&ft.

Die Notation erfolgt in Dirac-Schreibweise mit |u), |v) als Zustdnde im Hilbertraum. Das
Skalarprodukt im Hilbertraum sei mit (u|v) bezeichnet, und es gilt (u|v)* = (v|u), wobei der
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Stern komplexe Konjugation bedeutet. Jedem Operator A 18Rt sich das Matrixelement (u|A|v) :=
{u|Av) zuordnen. Der zu A adjungierte Operator A ist durch die Beziehung (Afu|v) = (u|Av)
oder

(0] AMu)" = (u|Alv) (6.3)
definiert. Zu den wohl wichtigsten Operatoren der Quantenmechanik gehoren:

hermitesche Operatoren —= At=A
unitdre Operatoren — UlU=0U'=1

Hermitesche Operatoren besitzen reelle Eigenwerte; unitére Operatoren lassen das Skalarprodukt
invariant, (Uu|Uv) = (u|UTU|v) = (u|v). Der Operator heift positiv, wenn sein Eigenwert-
spektrum nichtnegativ ist.

6.3 Erzeuger und Vernichter

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Eigenschaften der Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren bereitgestellt. Dabei mussen wir zwischen bosonischen und fermionischen Operato-
ren unterscheiden.

Beginnen wir mit den Bosonen. In der sogenanten Besetzungszahldarstellung wird ein Zu-
stand |np) durch die Anzahl ng der Bosonen charakterisiert. Den Einteilchenoperator, der die
Bosonenzahl erhoht (erniedrigt), bezeichnet man als Erzeuger b* (Vernichter b):

bting) = Vg + 1|ng + 1) und b7 |ng) = /g |np —1).

Per Definition ist 5~|0) =0, was besagt, daB3 aus einem Zustand |0) ohne Teilchen, auch Vakuum
genannt, kein Teilchen entfernt werden kann. Wird nun mit dem Operator

Np = bth™ (6.4)

ein Boson zuerst vernichtet und danach wieder erzeugt, dann bleibt der Zustand bis auf eine
Skalierung unveréandert:

NB|TLB> = b+b_|TLB> = b+\/TLB |TLB - 1) = TLB|TLB> .

Da Ng die Teilchenzahl ng zum Eigenwert besitzt, bezeichnet man ihn als Teilchenzahl- oder
Besetzungszahl-Operator. Genauso berechnet man den Kommutator

[b_, b+] |TLB> = (b_b+ — b+b_) |TLB> = (TLB +1—- TLB) |TLB> = |TLB> .
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Das Ergebnis gehort zu den fundamentalen Vertauschungsrelationen, welche ein Bosonen-System
vollstandig definieren:

Bosonen: [b,b7]=1, [bh07]=[b70"]=0 : (6.5)

Die Symbole 1 und 0 bezeichnen hier den Eins- und Nulloperator.

Die Matrixelemente der Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren besitzen eine einfache Struk-
tur:

<nB|b_|nJIB> = v nJIB <TLB|TL]’3 - 1) = nJIB 6nan]’3—1 ’ (66)
(n|bT|ng) = \/np+1{(nplng +1) = \/ng + 18p, nr 41 - (6.7)
Das sind Matrizen mit Eintrédgen nur in einer Nebendiagonale. Mit (6.3) folgt aus (6.6) und (6.7)
(np|(67) ng) = (nplb~InB)" = /1B Oy s
= Vv ng +1 6n3,n]’3+1 = <nB|b+|nJIB> ’

also b+ = (b=)'. Wegen (67) = (5=) =5~ sind b+ und b~ zueinander adjungiert. Der Teilchen-
zahl-Operator ist hingegen hermitesch, da Njj = (b76~)" = (b)1(6+) =b+b~ = Np.

Durch wiederholtes Anwenden von b* auf den Vakuumzustand |0) kdnnen wir uns jeden belie-
bigen Zustand erzeugen:

1) =b"(0),

2) = L b1y = = bt o)

| ﬁ ﬂ ?

Ing) = (ng!) = (b7)"|0) . (6.8)

Da man hier wie auf einer Leiter von Zustand zu Zustand klettert, bezeichnet man ™ (aber auch
b~) oft als Leiter- oder Stufenoperator.

Fir die Fermioperatoren f* und f~, welche die Fermionenzahl nz erhdhen und erniedrigen,
gelten dhnliche Beziehungen wie bei den Bosonen:

ey = e +1lnp+1)  und  f7|np) = /g [np — 1) .
Der Teilchenzahl-Operator
Np = f*f~ (6.9)
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geniigt damit der Eigenwertgleichung Np|nr) = nr|nr). Im Gegensatz zu den Bosonen ge-
horchen Fermionen jedoch dem Pauli-Prinzip. Der Einteilchenzustandsraum wird demnach nur
von den beiden Elementen |0) und |1) = f*|0) aufgespannt. Da es keinen Zustand |2) gibt, mu3
die aufsteigende Leiter abbrechen,

12) = f*[1) = (fH)*]0) =0.

Das Pauli-Prinzip wird also durch die Forderung (f+)* = 0 erfiillt, die man auch als Anti-
kommutator { f*, f* } =0 schreiben kann. Per Definition soll ebenfalls f~|0) gelten. Insgesamt
haben wir also die folgenden Beziehungen

frloy=11) , f71)=10) und f7[0)=f[1)=0

Damit lassen sich im zweidimensionalen Zustandsraum die beiden Fermioperatoren als 2 x 2
Matrizen mit den Elementen (np|f*|n)) darstellen:

0 0 [0 1
f+:(1 0) und f_(o 0). (6.10)

Man erkennt sofort, dal8 die Erzeuger und Vernichter zueinander adjungiert sind: (fﬂt)T = fT.
Desweiteren findet man in dieser Darstellung die fundamentalen Antivertauschungsrelationen
fur

Fermionen: {f5/*}=1, (/%" ={f3/}1=0 (6.11)

Dem Einsoperator 1 entspricht dabei die zweidimensionale Einheitsmatrix.

Da Bose- und Fermioperatoren in unterschiedlichen Rd&umen wirken, gilt natiirlich

[6,f]=0. (6.12)

0 @
3 o
>
g )
L5} o
S | e
L

e e O

—0—00 @

Bosonen  Fermionen
Verteilung von Bosonen und Fermionen auf Energieniveaus.

199



Betrachten wir ein Ensemble aus zwei oder mehr Teilchen einer Sorte, dann verhalten sich Bo-
sonen und Fermionen unterschiedlich, wenn man sie in ein System mit verschiedenen Energie-
zustanden bringt. Das ist in der Abbildung angedeutet: Wahrend sich Fermionen aufgrund des
Pauli-Prinzips auf die verschiedenen Niveaus verteilen, neigen die Bosonen dazu, den Zustand
maoglichst geringer Energie einzunehmen und ihn mehrfach zu besetzen. Man sagt, Bosonen
und Fermionen gehdren unterschiedlichen Statistiken an.

6.4 SUSY-Operatoren

Supersymmetrie kann man nur in einem Modell studieren, welches sowohl Bosonen als auch
Fermionen enthalt; der Zustandsraum des einfachsten Modells wird daher von den Produkt-
zustanden

|ngnp) = |ng)|np) mit ng=0,1,...,00 und np=0,1 (6.13)

aufgespannt. Entsprechend der beiden Werte, die nz annehmen kann, unterscheidet man zwei
Klassen: die bosonischen Zustéande |Boson) mit nz =0 und die fermionischen Zusténde |Fermion)

Die einfachsten SUSY-Operatoren, welche bosonische und fermionische Zusténde ineinander
umwandeln, sind gegeben durch

Qi|nprr) o |np—1,np+1),

(6.14)
Q_|ngnp) o« |np+1,np—1),

wobei der Normierungsfaktor spater bestimmt wird. Der Operator (), vernichtet ein Boson und
erzeugt ein Fermion; der Operator ¢)_ bewirkt das Gegenteil. Da nz nur auf die Werte 0 und 1
beschrankt ist, folgt

Q_|Boson) = 0 und Q. |Fermion) =0, (6.15)
Q. |Boson) o |Fermion) ~ und  @_|Fermion) o |Boson) . '

Aus (6.14) ist ersichtlich, dall @, und Q_ Zweiteilchenoperatoren sind. Um ihre Eigenschaften
naher zu bestimmen, mussen wir sie auf die uns vertrauten Erzeuger und Vernichter zurtick-
fihren. Als naheliegender Ansatz fir beide SUSY-Operatoren empfiehlt sich

L=bFf" und Q_=bf. (6.16)

Entscheidend ist, dal beide Operatoren den gleichen Vorfaktor aufweisen, den wir hier aus
Griinden der Einfachheit mit 1 festgelegt haben. Q. und Q_ sind zueinander adjungiert, (Q. )=

Qs
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Die Fermioperatoren aus (6.11) verfiigen Gber die Eigenschaft ()2 =0 bzw. (f7)* =0, die
man Nilpotenz nennt. Wegen (6.16) Ubertrdgt sie sich auf die SUSY-Operatoren,

RQL=Q>=0. (6.17)

Die Nilpotenz von @ liefert uns den Schliissel beim Auffinden des supersymmetrischen Hamilton-
operators Hg. Supersymmetrie bedeutet: Bei jeder Transformation, welche die @)’s vermitteln,
bleibt die Energie des Systems erhalten. Die algebraische Bedingung, der Hg zu gehorchen hat,
ist demzufolge

[Hs,Q+]=0. (6.18)
Bereits der einfache Ansatz

Hs = {Q1,Q-} (6.19)
erfullt diese Forderung, denn es gilt wegen (6.17)
[Hs, Q1] = Q4Q-Q4 +Q-Q1Q4 —Q1Q,Q_-Q,Q_Q, =0,
[Hs, Q-] = Q:Q-Q-+Q-Q:Q- —Q-Q4Q- - Q-Q-Q, =0.

Mit den Gleichungen (6.16), (6.18) und (6.19) ist unser Ziel eigentlich schon erreicht und das
einfachste SUSY-Modell konstruiert — bis auf einen Schonheitsfehler: die Operatoren ¢+ sind
nicht hermitesch! Anstelle der beiden nicht-hermiteschen Operatoren ¢, und ¢)_ lassen sich
aber zwei hermitesche Operatoren einfiihren:

Qi=Q++Q- und Q=-1(Q+—Q-), (6.20)
die wegen (6.17) antivertauschen,
{Q17Q2} = i{Q+7Q—} _i{Q—7Q+}
= i{Q-H Q—} - i{Q-H Q—} =0. (621)

Fur den hermiteschen Operator @, gilt im Gegensatz zu (6.15) nun die SUSY-Transformation
(6.1), wobei @ = ;. Desweiteren erhélt der supersymmetrische Hamiltonoperator (6.19) eine
besonders einfache Gestalt:

He = @ = QF | . (6.22)

Die Forderung
[Hs, Q1] =[Hs,Q2] =0 (6.23)
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ist damit auch erfillt. Die Gleichung (6.22) besagt auBerdem, dal} zwei SUSY-Transformationen
hintereinander ausgefiihrt wieder den urspriinglichen Zustand (Energie-Eigenzustand) ergeben.

Unser Modell beruht auf zwei SUSY-Operatoren. Dabei haben wir die Wahl zwischen zwei
Sétzen, die sich zwar mittels (6.20) ineinander berfuhren lassen, in ihren Eigenschaften aber
doch sehr unterschiedlich sind:

Q-I— ’ Q— Ql ’ QQ
nicht-hermitesch (6.20) hermitesch
_ e
ﬂllpOtent {Ql; QQ} =0
Hs ={Q4,Q-} Hs = Q; =Q;
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