Das Kepler - Problem im Rahmen der

Allgemeinen Relativitatstheorie

Als ersten Test der Allgemeinen Relativititstheorie wollen wir die Bewegung eines
Testteilchens in einem Schwarzschild-Feld untersuchen. In den folgenden Studien wer-
den wir von der Schwarzschild-Metrik ausgehen. Das Schwarzschildsche Lingenele-
ment lautet
2 dr?
ds? = (1 _ —m) (da®)’ = —Z = (40 + sin0 dp?) (628)

1 — 2m
r

mit
m o= —. (629)

Als ersten Test wollen wir die Planetenbahn des Merkur berechnen. Insbesondere gilt
unser Hauptinteresse der beobachteten Perihelverschiebung. Das Perihel einer Plane-
tenbahn ist durch den Abstand nichster Annéherung von der Sonne definiert. Nach dem
klassischen 1/r2-Gesetz der Gravitation ist die Planetenbahn geschlossen und das Pe-
rihel befindet sich immer am selben Punkt im Raum. Die gemessene Perihelverschie-
bung des Merkur betrigt 43 (43 Bogensekunden) pro Jahrhundert. Dieser Wert liegt
um mehrere GroBBenordungen iiber der heutigen MeB3genauigkeit.

Wir wollen nun das relativistische Analogon zum klassischen Kepler-Problem betrach-
ten. Schon im Rahmen der klassischen Mechanik tritt eine Perihelverschiebung auf.
Diese wird bewirkt durch die gravitative Wechselwirkung mit den anderen vorhande-
nen Planeten sowie durch mogliche Abweichungen von einer sphirischen Geometrie.
Beispielsweise kann ein durch die Rotation der Sonne bewirktes Quadrupolmoment der
Sonne die sphirische Symmetrie stroren. Bereits Newton hatte herausgefunden, da83 ei-

244

ne Modifikation des Kraftgesetzes zu 1 /r**° nicht mehr zu geschlossenen Planetenbah-

nen fiihrt.

Um die Bewegungsgleichungen fiir den Merkur aufzustellen, werden wir wieder vom
Variationsprinzip ausgehen.

5/ ds = 0. (630)

Aquivalent dazu gilt

_1 .
5/{(1—2—m) 22 (1—2—m) 72y 92+sin29¢2}}d3 — 0 .(631)
T

7
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Die drei Euler-Lagrange Gleichungen fiir die Koordinaten §, , ¢ lauten

d .

s (r2 (9) = r?sind cosf p? | (632)
s

d 2 . 2 .

s (r sin (9(,9) =0, (633)
d 2 .

a Kl__m) t] — 0. (634)

ds r

Die entsprechende Gleichung fiir die Koordinate r haben wir nicht abgeleitet. Hier ist
es bequemer die Metrik durch ds* zu dividieren. Damit folgt

N 2\~ .
- (1 - —m) A - (1 _ —m) i =0 (07 4 sin’0 ¢?) | (635)

r r

Mit diesen vier Differentialgleichungen werden wir die Planetenbewegung beschrei-
ben. In der klassischen Mechanik haben wir gelernt, daf3 die Planetenbewegung in einer
Ebene liegt. Dies gilt auch im Rahmen der Allgemeinen Relativititstheorie, was wir
nun zeigen wollen. Als Anfangsbedingung wihlen wir durch Wahl der Achsen § =

7/2. Ebenso wihlen wir § = 0 fiir einen anfidnglichen Wert von s. Aus Gleichung
(632) folgt damit

r?f = 0 (636)
und somit

0 =0 (637)
fiir alle Werte von s. Damit haben wir auch das Resultat vorliegen, § = /2 fiir al-

le Werte von s. Gleichung (632) ist eine Differentialgleichung erster Ordnung, deren
Losung durch die Anfangsbedingung eindeutig fixiert ist. # = /2 ist eine offen-

sichtliche Losung. Wir setzen § = 7/2 in Gleichung (633) ein und integrieren
2

r‘¢o = h = const. (638)

Dies ist der Flidchensatz, der auch im Rahmen der Allgemeinen Relativitétstheorie Giiltig-
keit hat.

Die Gleichung fiir die Zeitkoordinate ¢ kann auch sofort integriert werden

2 .
(1 _ —m)t — [ — const. (639)

7
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Wir setzten diese drei Resultate in die Gleichung (635) ein.

o ! o\l . R
1:(1-—”‘) 02l2—<1——m) g (640)

r r r2

Dies ist eine Differentialgleichung zur Bestimmung von r(.s). Wir fithren nun eine Trans-
formation durch, indem wir r als Funktion von ¢ anstatt als Funktion von s betrachten.
Wir fiihren die folgende Bezeichnung ein

dr

r = i = % : (641)
Wir verwenden 7% ¢> = h und erhalten
o pr = My (642)
r
Damit wird aus Gleichung (640)
Die Substitution
ro= % (644)
mit
r o= —Z—; (645)
fithrt auf eine Differentialgleichung fiir ()
1—2mu = A1 =k — h2u? (1 = 2mu) . (646)
Dies reduziert sich auf
oo LD o, (647)
Wir integrieren und erhalten
0 = o+ [ du (62 l;_ Ly 222“ —ut 2mu3) o (648)

Dies ist eine exakte Losung des Problems. Wir haben damit ¢ als Funktion von r be-
stimmt. Um die Rechnungen etwas transparenter zu machen, werden wir einige Trans-
formationen durchfiihren. Zum Beispiel wollen wir gerne die klassische Ellipse wie-
derentdecken.
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Zunichst verwandeln wir die Differentialgleichung (647) in eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung durch Differentiation nach . Wir erhalten
2
20w = —mu’ —2uu + 6 1m u’
h?
Eine der moglichen Losungen bekommen wir, wenn wir den gemeinsamen Faktor «’

o' (649)

gleich null setzen. Aus v’ = 0 folgt v = const und damit » = const. Die Kreisbewe-
gung ist also eine Losung wie in der gewohnlichen klassischen Mechanik.

Eine andere mogliche Losung folgt nach Division durch v’

4w = %—I—SmuQ. (650)

Wir vergleichen dieses Resultat mit dem analogen Ausdruck aus der Newtonschen Me-
chanik. Dort galt

1 fr
W +u = el fu(Q) (651)
mit
H = r? o _ const (652)
dt '

Wir haben dieses Resultat zitiert, ohne es erneut abzuleiten. Eine ausfiihrliche Diskus-
sion des Kepler-Problems im Rahmen der Newtonschen Mechanik findet man in allen
guten Lehrbiichern zur klassischen Mechanik, so zum Beispiel in H. Goldstein, Klas-
sische Mechanik, (Akademische Verlagsgesellschaft, Wiesbaden, 1978). Fiir den Spe-
zialfall des Newtonschen Potentials

kM
ergibt sich
M
W' 4 u = ’}—2 (654)

H istdas Doppelte der konstanten Flichengeschwindigkeit. Der analoge Term zur rech-
ten Seite in (654) in der relativistischen Gleichung lautet m /A 2. Explizit folgt

M M
me_ _F - i . (655)

12 2 2 2
h? 24 (de 24 (de dt
ds dt ds

Wir fiihren nun eine Ndherungsbetrachtung durch. Wir wissen bereits, daB fiir langsam

bewegte Korper gilt
AN
(%) ~ 5 (656)
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Im Kapitel “Gravitation als metrisches Problem” hatten wir abgeleitet: (ds/dt)* =~
c® (1 4 €vp0). Wir setzen dies in (655) ein

m M M
— ~ = . 657
h? 4 (d_w)z H? 657)

dt

Wir sehen also, die relativistische Gleichung unterscheidet sich von der klassischen
Gleichung durch den zusitzlichen quadratischen Term 3mu?. AuBerdem tritt ein leicht
verschiedener konstanter Term 1 /1?* auf. Wir miissen nun sicherstellen, dal der Term
3mu? Klein ist gegeniiber dem fiihrenden Term. Das Verhiltnis der beiden Terme auf
der rechten Seite von (650) ist 3 u? h%. Mit

=t = Tt P (658)
folgt

1
2

3r2¢® ~ 3[r(de/dt))? y (659)

Sezten wir die entsprechenden Daten fiir die Merkur-Bahn ein, so ergibt sich unmittel-
bar als Zahlenwert fiir dieses Verhéltnis: 7.7 x 1073,

Die Interpretation der Gleichung (650) ist damit klar. Diese Gleichung entspricht der
klassischen Gleichung fiir ein Potential

fr) = —-+5 (660)
mit
v =mH* = k Mh*. (661)

Man beachte jedoch, daB} fiir verschiedene Werte von // die angezeigte Modifikation
des Newtonschen Gesetzes verschieden ist. Wir bringen das Potentialgesetz in die Form

kM h*
i) = M (1+_2) | (662)
r r
Ferner konnen wir schreiben
1 1 do\’ 1 1 w2
212 _ 2 L, o4y L 9 94 U
uh—r—zh_TQT(dt) cQ-rwcz—CQ. (663)
Hierbei bezeichnet v; die Umlaufgeschwindigkeit. Somit haben wir
M 2
fr) ~ =22 [1+”—§] . (664)
r C
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Da die Planetenbahn ungefihr kreisférmig ist, konnen wir annehmen

2nr

T entspricht dem Planetenjahr. Aus dem 3. Keplerschen Gesetz folgt r*/T? = const
und damit r (v;/¢)* = C.Damit gilt fiir f(r)

M C
_RM [1 ¢

fir) ~

In diesem Ausdruck ist die Winkelgeschwindigkeit eliminiert.

(666)

r r

Wir haben bereits gesehen, daB 3 m «? ein kleiner Term ist. Also werden wir ein storungs-
theoretisches Vorgehen anstreben. Wir definieren

m M
sowie die kleine dimensionslose Grofie
3 k% M?
Die relativistische Bewegungsgleichung nimmt dann die Form an
2
ull—l-u:A—I-%. (669)

Um diese Gleichung zu 16sen, machen wir den folgenden Ansatz fiir die Losung

u(e) = uo(p) + ev(p) + O(?) . (670)

Wir versuchen nun u,(¢) und v(¢) zu finden. Einsetzen des Ansatzes (670) in die Dif-
ferentialgleichung (669) liefert

2
€Ug

ug + ev’ +ug+ev = A—I—T—I—O(ez). (671)

Wir setzen zunichst die Terme nullter Ordnung gleich

ug+ug = A. (672)

Dies entspricht genau der Gleichung aus der Newtonschen Mechanik. Die Losung lau-
tet einfach

up = A+ B cos(e+9), (673)
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wobei B und ¢ beliebige Konstanten sind. Durch geeignete Wahl der Achsen kénnen
wir 0 zu null setzen und wir bekommen die Gleichung einer gewohnlichen Ellipse

uy = A+ B cosyp. (674)

Ebenso gehen wir vor beziiglich der Terme in erster Ordnung in e.
2 2

v+ = Yo _ A+ 2B cos p + — cos? (675)
A TN

Nun gilt

cos(2¢) = cosPp —sin’p = 2cos’p — 1. (676)
Damit erhalten wir

B? B?
" = A4+ — 2B — .
v+ ( + QA) + cos p + 54 cos(2¢) (677)

Um die allgemeine Losung zu ermitteln, bendtigen wir nur noch eine spezielle Losung
dieser inhomogenen Gleichung. Als Losungsansatz fiir diese lineare Differentialglei-

chung wihlen wir nun
U = Uy + Up+ V., (678)

wobei v,, v, und v. Losungen der folgenden Gleichungen sind:

B2
" . = A - 7
v, +v to (679)
vy +v, = 2B cose, (680)
B2
o + v, = 54 cos(2¢p) . (681)
Als Losungen finden wir leicht
B2
a — A PR
! T3a
v = Bpsingp,
2
ve = e cos(2¢p) . (682)

Die Superposition dieser Losungen ergibt die Gesamtldsung. Wir verbinden diese Losun-
gen mit der Losung zur Gleichung nullter Ordnung. Es folgt

2A 6A
+cBysing. (683)

B? B?
U = ug+ev = (A—|—6A—|—6—) + (B cosc,o—ﬁ— cos(2<,o))
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Mit dieser Losung konnen wir sofort die Perihelverschiebung berechnen. Nur der letzte
Term ist nicht periodisch. Wir bemerken, daf in erster Ornung in ¢ gilt

cos(p — €p) = cos cos(ep) +sing sin(ep) >~ cosp +epsing . (684)

Damit kann die Gesamtlosung geschrieben werden als

B? B?
u = A+ Bcos(p—ep)+e (A + 54" 54 cos(2<,o)) : (685)

Der letzte Term erzeugt nur eine periodische Variation im Radius des Orbits. Nun be-
deutet Perihel ein Minimum von r oder dquivalent ein Maximum von v = 1/r. Das

Maximum ist gegeben, wenn gilt

e(l—¢€) = 27mn (686)
oder nidherungsweise

p =2mn(l+e). (687)

Damit bekommen wir fiir die Perihelverschiebung
3r? M?
¢ H?

pro Umlauf. Im Erdjahrhundert ergibt dies genau die eingangs genannten 43”.

dp = 2me = 27 (688)

In der Tabelle fassen wir die beobachteten Verschiebungen des Perihels einiger Plane-
ten zusammen und vergleichen mit den theoretischen Resultaten aus der Allgemeinen
Relativititstheorie.

Planet | a (10° km) € Apg | N | Apry JANES
Merkur 5791 0.2056 | 0.1038 | 415 | 43.03 | 43.11 £0.45
Venus 108.21 0.0068 | 0.058 | 149 | 8.6 8.4 £4.8
Erde 149.60 0.0167 | 0.038 | 100 | 3.8 50+£1.2
Icarus 161.0 0.827 | 0.115 | 89 10.3 9.8 £0.8

Tabelle: a gibt die grole Halbachse der Planetenbahn an. ¢ ist die Bahnexzentrizitit,
Ay ist die Perihelverschiebung pro Umlauf, /V ist die Zahl der Uml4ufe pro Erdjahr-
hundert, Apy, ist die theoretische Perihelverschiebung pro Erdjahrhundert und Ay g,
ist die gemessene Perihelverschiebung pro Erdjahrhundert.
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Licht im Gravitationsfeld

In diesem Kapitel wollen wir die Ablenkung eines Lichtstrahls im Gravitationsfeld ei-
nes Himmelskorpers berechnen. Dabei werden wir von einer rein klassischen Betrach-
tungsweise des Lichtes ausgehen. Der Wellencharakter des Lichtes sowie jegliche Quan-
teneffekte werden vollstidndig vernachléssigt. Wir starten mit zwei entscheidenden An-
nahmen bei unserer klassischen Diskussion des Verhalten von Licht im Gravitations-
feld: (1) Wie fiir ein Teilchen mit Masse nehmen wir an, da3 die Trajektorie eines Licht-
strahls durch eine geoditische Linie in der vierdimensionalen Raumzeit beschreibar ist.
(2) Im Rahmen der speziellen Relativititstheorie liegt ein Lichtstrahl im auf dem Licht-
kegel, d. h. es gilt stets

ds* = 0. (689)

Wir nehmen nun zunéchst explizit an, daBl dieser Sachverhalt auch im Rahmen der All-
gemeinen Relativititstheorie seine Giiltigkeit behilt. Also auch in Riemannschen Rdum-
en werden wir von von der Annahme ausgehen, da3 Licht durch Null-Geoditen be-
schrieben werden kann. Ausgehend von diesen Annahmen werden wir die Lichtablen-
kung im Gravitationsfeld ermitteln. Der Vergleich zwischen theoretischen und experi-
mentellen Resultaten liefert eine Rechtfertigung dieser Annahmen.

Bei der Diskussion von Null-Geodédten miissen wir jedoch bedenken, dal wir hier den
Kurvenparameter s, den wir bislang in unseren Rechnungen benutzt haben, nicht mehr
verwenden konnen. Der Grund liegt offensichtlich darin, da3 auf einer Null-Geoditen
stets s = 0 gilt und daB eine Differentiation nach ds keinen Sinn ergibt. Wir miissen
statt dessen zuriickgehen zum urspriinglichen Konzept der Parallelverschiebung in Rie-

mannschen Riaumen.

Die Geoditengleichung ausgedriickt durch einen allgemeinen Kurvenparameter ¢ lau-
tet

d [doi dad dat
(l’) ri 8y, (690)

dg\dq) " " dq dq
Diese Gleichung folgt aus der Parallelverschiebung des Tangentenvektors dz/dq. Bei
der Parallelverschiebung bleibt die Linge des Vektors erhalten. Dies gilt insbesonde-
re auch fiir einen Nullvektor. Die Differentialgleichung (690) kann aus dem folgenden
Variationsproblem abgeleitet werden.

dz® dad
5/ P 1
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Unter Verwendung der Schwarzschild-Metrik finden wir fiir die Variablen ¢ und ¢ die

gleichen Bewegungsgleichungen wie zuvor fiir ein Teilchen mit Masse. Diese Bewe-

gungsgleichungen hatten wir bei der Diskussion der Perihelverschiebung der Merkur-

Bahn bereits abgeleitet. Es gilt

2y = h = const ,

(1)1 -

o~

= const .

Die Punkte iiber der Variablen kennzeichnen die Differentiation beziiglich ¢,

dr
dg

o=

Wie bei der Diskussion der Planetenbewegung soll auch hier gelten

Als Folge von ds = 0 folgt nun aber als vierte Bewegungsgleichung

-1 -1 72
0 = (1—2—m) 02l2—<1—2—m) 2

r r 2

(692)
(693)

(694)

(695)

(696)

In den weiteren Berechnungen gehen wir genauso vor wie bei der Berechnung der Pe-

rihelverschiebung, insbesondere substituieren wir

Aus Gleichung (696) folgt

- 2 h?
0 = c252—f2—<1——m) -
r/or
Weiterhin haben wir
dr dr du dr du dy I,
F=—=——=——-—=——uhu
dg du dq du dy dq u?

Dabei haben wir ¢ = h /r* ausgenutzt. Aus (698) ergibt sich

0=l —hu* — (1 —2mu) h?u? .
Die Ableitung nach ¢ liefert

0 = —iL22u’u"—2ﬁ2uu’+6mﬁ2u2u'
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oder
u (u”+u—3mu2) =0. (702)

Eine Losung absurder Art dieser Gleichung ist « = const. Dies wiirde implizieren, dall
Licht in einem festen Abstand r, um die Sonne kreist. Aufgrund von Drehimpulsargu-
menten kann diese merkwiirdige Losung jedoch verworfen werden. Es verbleibt

W +u = 3mu?. (703)

Alternativ konnen wir diese Gleichung auch aus der Bewegungsgleichung eines mas-
siven Teilchens im Schwarzschild-Feld ableiten. Hierbei gilt
' +u = %—I—SmuQ. (704)

Explizites Einsetzen der Konstanten 1 und / fiihrt auf

u"—l—u _

2 2
ﬂ(ds) Ly iMu (705)

At % c?
Wir spezialisieren unsere Betrachtungen auf einen Lichtstrahl und bekommen daraus

mit der Bedingung ds = 0 die Gleichung (703).

Wieder konnen wir zeigen, daB der Term 3mu? verglichen mit u sehr klein ist. Das
Verhiltnis der beiden Terme lautet 3mu. Mit der Definition des Schwarzschild-Radiuses
r, — 2m konnen wir dieses Verhiltnis ausdriicken durch

37
Smu = -2 (706)
2r
Dieses Verhiltnis entspricht also im wesentlichen dem Schwarzschild-Radius der Son-
ne von einigen Kilometern verglichen mit dem tatséichlichen Radius von R, = 7-10°
km.

Im folgenden betrachten wir 3mu? als Stérungsterm und fiihren die kleine GroBe ein

€ = 3m. (707)
Dies ergibt
W +u = eu?. (708)

Als Losungsansatz wihlen wir

U = ug+ev. (709)
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Diesen Ansatz setzen wir in die Differentialgleichung ein und erhalten unter Beibehal-
tung der linearen Terme in ¢

ug—l—uo—l—ev"—l—ev = eug. (710)
Wir setzen die Terme in nullter Ordnung in e gleich

ug +up = 0. (711)
Die allgemeine Losung lautet

up = A cos(p+9). (712)

Durch die Moglichkeit die Richtung der Achsen unseres Korrdinatensystems frei im

Raum wihlen zu konnen, bestimmen wir wieder § = 0. Damit bekommen wir

uy = A cosyp (713)
oder
L (714)
rcosp = —.
YT A

Diese Losung représentiert eine Gerade parallel zur y-Achse, was wir aus dem Zusam-
menhang r cos ¢ = x = const zwischen kartesischen und Kugelkoordinaten leicht
ersehen konnen. Wie erwartet ist in erster Ordnung der Lichtstrahl eine Gerade. Die
Konstante 1/A ist der Abstand nichster Anndherung des Lichtstrahls von dem Him-
melskorper. Wir bezeichnen diese Konstante mit r.

Wir betrachten nun die Terme linear in ¢

1 1
' +v = uy = —cos’p = —5 {1+ cos(2p)} . (715)
ro 2rg

Als Losungsansatz wihlen wir
v = a+ [ cos(2p), (716)

wobei o und [ zunédchst unbekannte Koeffizienten sind. Einsetzen des Losungsansatzes
in die Differentialgleichung ergibt

v"+v = a—30 cos(2p) . (717)
Der Koeffizientenvergleich mit (715) zeigt, da} gilt
1
o = ﬂ )
1
g = —@ . (718)
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Damit folgt

1 1 2 1
= — — — 2 = — — — 2 719
v 27“(2) 67“(2) COS( c,o) 37“(2) 37“(2) cos ¥ ( )
und insgesamt
1 € 9 2e
U = — COSY — — —_— . 720
ro v ST(QJCOS@—I_ST(Q) ( )

Die Storterme werden eine geringe Ablenkung im Gravitationsfeld bewirken. Wir wol-
len die totale Lichtablenkung berechnen. Fiir die Asymptoten giltr = oo und somit
u = 0. Einsetzen liefert
€ 9 1 2e
ﬁcos c,o—acoscp—ﬁ =0 (721)

oder einfacher

3
cosp — 2ro cosp—2 = 0. (722)
€
Dies ist eine quadratische Gleichung fiir cos ¢. Die Losung ist
/2 2\ 1/2
37 9 rg ! 37 8¢
= —+|-—+2 = — [1£[1+— . 723
o8y 2e (462+ ) 2e +9r(2) (723)

Damit cos ¢ stets kleiner als 1 ist, gilt als physikalische Losung das Minuszeichen vor
der Wurzel. Wir entwickeln in erster Ordnung in ¢

2 2
cosp = ——2 = (724)

3 To To

Aus diesem Resultat wird klar, da}  in der Ndhe von 7 /2 liegt, da m /rq sehr klein ist.
Als Ansatz wihlen wir daher

90:%”- (725)

Wir nutzen die trigonometrische Relation

cos(av + 3) = cosa cosff —sina sin 3 (726)
aus und bekommen damit sofort
) 2m
sind = — (727)
To
und weiter
2
5~ (728)

o
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Damit folgt fiir die totale Lichtablenkung als Winkel zwischen den Asymptoten
4w M

2

A =26 =

(729)

C"To

Aus dieser Gleichung ergibt sich fiir unsere Sonne numerisch eine Lichtablenkung von
A = 1.75", (730)

die bei Sonnenfinsternissen auch beobachtet worden ist. Fiir 4 haben wir den Sonnen-
radius eingesetzt. Der zur Zeit genaueste experimentelle Wert fiir die Lichtablenkung
im Gravitationsfeld der Sonne betragt 1.76” 40.02”. Dieser Wert ist also in exzellenter
Ubereinstimmung mit dem theoretischen Resultat. In Newtonscher Niherung betriigt
die Lichtablenkung genau die Hélfte des in (729) angegebenen Ergebnisses.
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Die Null-Geodate und das Fermatsche Prinzip

Wir leiten nun einen interessanten Zusammenhang ab zwischen dem Prinzip, daf3 sich
Licht entlang von Null-Geoditen in der vierdimensionalen Raum-Zeit ausbreitet und
einem altbekannten Theorem der klassischen Optik. Wir gehen von einem Linienele-
ment vom Schwarzschild-Typ aus

ds? = A2 dt* + g dzt dz* (731)

miti, & = 1, 2, 3. A% und g;; sollen nur von den rdumlichen Koordinaten z*
abhiéngen, d.h., die Metrik ist zeitunabhéngig. Der Weg eines Lichtstrahls ist dann cha-
rakterisiert durch die beiden folgenden Bedingungen fiir eine Null-Geodiite.

5/5(952',92;2',{) dg = 0, (732)

o dt\’ dz® da*
L' it d) = A2 (d—q) +gikd—3;diq =0 (733)

mit 7' = dx'/dq.
Wir wollen nun das Integral
J = /z(xi, 1) dq (734)

fiir die klassische Trajektorie des Lichtes vergleichen mit dem selben Integral fiir eine
beliebige Trajektorie, die in der Nihe der Null-Geoditen liegt und die die selben End-
punkte P; und P; im dreidimensionalen Raum hat. Dabei soll stets als Bedingung an
die Lichtgeschwindigkeit gelten £(x%, %, {) = 0. Es gibt viele nichtstationzire Kurven
dieser Art. Diese Trajektorien kdonnen starten zu verschiedenen Zeitpunkten ¢, bei P;
und koénnen auch enden zu verschiedenen Zeitpunkten ¢ bei P,.

Auf der einen Seite ist es evident, daf das Integral den Wert null ergibt, da entsprechend
der Vorraussetzung bereits der Integrand verschwindet. Auf der anderen Seite konnen
wir durchaus rein formal die Anderung des Integrals in der Niihe der Geod:ten berech-
nen, denn J bezieht sich auf konkurierende Trajektorien mit der Einschrénkung von

gemeinsamen Endpunkten. So finden wir formal

5/5(952',92;2',{) dg = /[‘% 5ot 95 it 4 OE il dg (735)

dxt oz ot
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Eine partielle Integration liefert

5/£dq _ [—5t]t2p2+/{l

t1,P)

oL d (0L
or  dg (a)] = (a ) &} 1a(730)

Aufgrund der Annahme verschwindet & z' an den Endpunkten. Wir beobachten, daf3
der Integrand auf der rechten Seite aufgrund der Euler-Lagrange-Gleichungen, die die
Null-Geoditen charakterisieren, verschwindet.

Wir betrachten nun speziell den letzten Term in (736)
d (L) _ 0 (737)
dg\ ot )]
Daraus folgt durch Integration
oL
ot
Dies ist die Euler-Lagrange-Gleichung fiir #(¢), da gilt 0£/dt = 0. Damit folgt

= [ = const . (738)

5/£dq: I [ = 14T, (739)

wobei §1" die Variation der Zeitdauer fiir die verschiedenen Wege von P; nach P ist.
Wir vergleichen nun die beiden Moglichkeiten 6.7 zu berechnen und erhalten als Re-
sultat: Der wirkliche Weg des Lichtes zwischen zwei gegebenen Endpunkten im drei-
dimensionalen Raum macht die Reisezeit des Lichtes zu einem stationdren Wert ge-
geniiber allen erlaubten Wegen. Dies ist genau das Fermatsche Prinzip oder das Prinzip
der geringsten Zeit aus der klassischen Optik.
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Die Schwarzschild-Losung in isotropen

Koordinaten

Wir hatten die Metrik aulerhalb eines Sternes der Masse M als Losung der Einstein-
schen Gleichung abgeleitet. Das Schwarzschild-Linienelement ist gegeben durch
2m 2 dr?
2 _ < 0\* _ 2 2 - 2 2

ds® = (1— r)(d:z;) o/ T (d@ —|—sm0dc,o) (740)
mit m = xM/c*. Der Schwarzschild-Radius ist rs = 2m. Bei der Ableitung des
Linienelementes waren wir von einer zeitunabhingigen Metrik und von einer sphéri-
schen Symmetrie des Problems ausgegangen. Charakteristisch fiir das Schwarzschild-

Resultat ist der singulidre Zusammenhang zwischen ds und den gewihlten Koordinaten
beir = 2m.

Wir wollen nun eine Koordinatentransformation durchfiihren. Eine Motivation dafiir
ist, daB singulédre Punkte einer Metrik nach einer Koordinatentransformation verschwin-
den konnen. Eine weitere Motivation besteht darin, da8 Kosmologen lokal gerne in ei-
nem Euklidischen System rechnen, d.h., wir wollen das Linienelement in der Form dar-

stellen

ds* = A(r) (d=°)" = B(r)do? (741)
mit

do? = dz* + dy® + dz* (742)
oder

do* = dr* 4 r* dO* 4 r* sin*0 dp* . (743)

Das Robertson-Walker Linienelement, das wir spéter noch ableiten werden, ist beispiels-
weise von diesem Typ. Die Koordinaten, die das Linienelement in diese Form bringen,
nennen wir isotrope Koordinaten. Wie wir aus der kartesischen Darstellung (742) er-
kennen, ist keine der rdaumlichen Koordinaten ausgezeichnet. Um das Schwarzschild-
Linienelement in isotrope Koordinaten zu transformieren, werden wir die Winkelantei-
le beibehalten, aber r durch p(r) ersetzen, so daB gilt

2
ds? — (1 N _m) ¢ dt* — N2 (p) [dp* + p* (d6 + sin®0 dip? )|
T
2m

- (1 - _) Edi* — N2 (p)do? . (744)

7
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Wir miissen nun also 7(p) und A(p) bestimmen. Vergleichen wir die Winkelanteile der
Linienelemente, so folgt sofort

P2 = A2 p? (745)

Der Vergleich der radialen Anteile fiihrt auf

dr?

— = N dp*. 746
L—2m/r P (746)
Aus diesen beiden Gleichungen folgt durch Elimination von A

+dr dp
I 747
T2 —2mr P (747)

Wir integrieren und finden

+ log[(r?® — 2mr 1/2—|— r—m)] = logp 4+ const . (748)
g

Zur Priifung des Resultates differenzieren wir die linke Seite.

% (r* — 2mr)_1/2 (2r —2m) +1
(r?2 —2mr)Y/2 4+ (r —m)

[(r—m)+ (r* — 2mr)1/2](r2 — 2mr)_1/2 _ 1
(r? — 2mr)2 + (r —m) (r? — 2mr)/2 "

(749)

Zur Bestimmung des Vorzeichens und der Konstanten in (748) betrachten wir grof3e
r > 2m. Damit ergibt sich

+ log(2r) = logp + const . (750)

Wir méchten erreichen, daB fiir grofle r die Variablen p und r gleich werden. Dies be-
deutet, wir miissen das positive Vorzeichen wihlen sowie

const = log?2 (751)
setzen. Damit haben wir

(12 —2mr) 24 (r —m) = 2p . (752)
Um diese algebraische Gleichung zu 16sen, stellen wir zunéchst fest, daf gilt

[(r —m) + V52 =2mr|[(r —m) — V52 —2mr] = m?. (753)
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Diesen Ausdruck dividieren wir jeweils durch die rechte und linke Seite von Gleichung
(752) und erhalten

2

(r—m)—vr2—=2mr = ZL— : (754)
P
Hierzu addieren wir die Gleichung (752) und bekommen
m2
r—m = p+—. (755)
4p
Dies fiihrt auf
m2 m 2
r:p+_+m:p(1+_) | (756)
4p 2p
Aus r? = )% p? folgt
r m 2
A:_:(H_) . (757)
p 2p
Damit konnen wir den Vorfaktor im Schwarzschildschen Linienelement schreiben als
(1 Qm) _ 2m _p(L+m/(2p))? —2m
: o1+ m/(2p))? o1+ m/(2p))?
ptmtm?/(dp) —2m  [L—m/(2p)]
> = > (758)
p(1 +m/(2p)) [1+m/(2p)]
Somit lautet schlieBlich das Linienelement in isotropen Koordinaten
1—m/(2p)] !
ds? = M Edt? — (1 + ﬁ) do? . (759)
1+ m/(2p) 2

Fiir m = 0 ergibt sich wieder exakt die Lorentz-Form. Diese Metrik hat keine Polstelle
mehr.
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Bemerkungen zur Konstanz der

Lichtgeschwindigkeit

In isotropen Koordinaten lautet das Quadrat des Schwarzschild-Lingenelementes

[1—m/(2r)]? m\?
st = (e (1 + E) do? (760)
mit
do? = dr* +r?do? + r?sin?6 dc,o2 . (761)

Hierbei haben wir wieder p in » umbenannt. Mit der Bedingung

. .. dt 2 d id k
L' it d) = A2 (d—q) +gikd—3;diq =0 (762)

und @' = dz'/dq folgt fiir das Quadrat der Lichtgeschwindigkeit

o (AN, ()L (=Y Y m
v (dt) +(dt) @) ¢ (1_2r) <1+§) - U6

v ist hierbei die Lichtgeschwindigkeit in diesem gewéhlten Koordinatensystem. Die ei-
gentlich wichtige Aussage ist, da Licht sich entlang von Null-Geoditen bewegt. In
dem gewihlten Koordinatensystem ist die Koordinatengeschwindigkeit des Lichtes an
allen gegebenen Punkten in allen Richtungen gleich. Aber die Geschwindigkeit hingt
vom radialen Abstand

r o= ettt 2 (764)

vom Gravitationszentrum ab. v ist aber unabgéngig von den Winkeln.

Der Lichtstrahl im (z, y, z)-Raum ist charakterisiert durch das Fermatsche Prinzip

P, P, 2 2 2
P AR N A U G (765)

Niherungsweise erhalten wir durch Taylor-Entwicklung

© L gpim (766)
v
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Symmetrien des Riemannschen

Krimmungstensors

Rijm = gim Yy,
P [jk,rm—gm - [, D)+ g (T3TS, — DT, ) 767

Bisher haben wir nur den Kriimmungstensor durch die Christoffel - Symbole ausge-

driickt. Wir betrachten nun den ersten Summanden:

Gim (9" [k} = [k iy + [k, T]gimgmﬂ
Der erste Ausdruck in der Klammer verschwindet wegen g;,,¢"™ = d!.

Gimp 18Bt sich aber durch Christoffel- Symbole ausdriicken:

Gim|l ! (glm|i + Gim)t — gmm) + L (gmm + Gim|i — glm|i)
2 2
1 . 1 .,
= 59md P (glp|i + Gipjt — gmp) + 59rid P (glp|m + Gmpll — glm|p)
Damit ist:
Gim (gmr [ka r])|l = [ka i]ll - F;r;c (gr’mF;i + grirym) (770)

Setzen wir diese Ausdriicke in (767) ein, so erhalten wir:

R = 7k 1y — 9om U305 — 607, 1

_ ([jl,ihk — G T T — gMF};mrj}) + g I T — g T7 T
1 1

= 5 (gki|j|l + Gjilklt — gjk|i|l) - 5 (gli|j|k + gjijk — gjl|i|k)
g (TR T = T3T7%)
1

= 5 (gki|j|l + G5lilk — Giklill — gliljlk)
g (Dl = D3I (771)
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Dabei wurde einmal m in r umbenannt. Aus diesem Ausdruck lassen sich sofort die

Symmetrieeigenschaften des Riemannschen Kriimmungstensors ablesen:

Ry

R

l Gik|l|; T Gij|kli — Guilkl; — ikl
2

e (T I7 — 3,17

Rijm

l Giklilt T Gitljlk — Gikljlt — Gijlilk
2

+gem (I TF = TRIT)

— R

(772)

(773)

Dabei wurde die Vertauschbarkeit der Ableitungen und die Symmetrie von g;; ausge-

nutzt.
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Symmetrien und Erhaltungssatze

Der Lagrange Formalismus erlaubt es in der Feldtheorie, systematisch die Konstanten

der Bewegung abzuleiten und zu identifizieren. Wir wollen nun ausgehend von ganz all-

gemeinen Annahmen zeigen, daf jeder kontinuierlichen Symmetrietransformation, die

die Lagrangedichte eines Systems invariant 146t, eine Konstante der Bewegung und ein
Erhaltunssatz zugeordnet ist. Dieser Zusammenhang fundamentaler Natur zwischen Sym-
metrien eines Systems und den entsprechenden Erhaltunssétze ist durch das Theorem von Noether

gegeben.

Ein physikalisches System sei durch die unabhingigen Variablen x,(k = 1,2,...,n)
und die abhdngigen Variablen ¢,(a = 1,2, ..., m) beschrieben. Die abhidngigen Varia-
blen (Felder) werden als Zustandsfunktionen des Systems bezeichnet.

Wir machen nun die Annahme, da} es eine Transformation gibt unter der das Wirkungs-
funktional eines Systems invariant bleibt. Dazu betrachten wir folgende infinitesimale

Symmetrietransformation:

@, = =z, + Sz, (774)

en(z) = pux) + dpa()

Die Variation der unabhéngigen Variablen dz, kann zum Beispiel eine Translation oder
eine Drehung sein und soll an dieser Stelle nicht niher spezifiziert werden, so daf} der
obige Ansatz ganz allgemein ist.

Die Invarianz der Wirkung .J unter der Transformation (774) bedeutet:

5] = /d4:1;’ c') — /d4:1; L(z) = 0. (775)

Bevor wir diesen Ausdruck niher untersuchen, ist es niitzlich die lokale Variation der
Zustandsfunktion d¢, an der Stelle = einzufiihren

Soaz) = wylz) — walz) (776)

Unter Benutzung von Gl. (774) erhiélt man folgenden Zusammenhang zwischen der lo-

kalen (¢) und der globalen Variation (§):

Spa(r) = @) — [ph(a") — dpa()]



= bpu(z) — Oz, 22 (777)

Dieses Ergebnis gilt bis zur 1. Ordnung in den Variationen 4. In der vorletzten Zeile
wurde die Taylorentwicklung von ¢/ (2') um ], = =, eingesetzt. Das obige Resultat
kann als Operatorgleichung interpretiert werden, d.h.

_ 0
0 = 0 — bz, — (778)
oz,
wobei die Einsteinsche Summenkonvention gelten soll. Als Néchstes betrachten wir
die Viererableitung der globalen Variation ¢:

a%wwn - a%[so;m—%(x))]

R CACH IR N de,(a) Oy (a)
N ax; oz, oz, ax;

- 5_8¢ny_+[8¢%xﬁ‘ghi__a¢gxg]

| Jz, | dx!, Oz, !,
0pu(0)] | dA)
=9 - : Sz,) + 0(8?%).
| Jz, | + Ox!) 8:1/'#( ) +0(5%) (779)

Man beachte, daf3 die globale Variation § mit der Ableitung 9, nicht vertauscht.
Wir untersuchen nun die Konsequenzen der Invarianz des Funktionals aus GI. (775).
Es gilt

0 = §J = /d4:1;’5£ + /d4:1;’£ _ /d“xﬁ, (780)

wobei die Lagrangedichte sich gemiB Gl. (774) transformiert, d.h. £'(z") = L(z) +
dL(z). Entsprechend erhdlt man folgenden Ausdruck fiir das transformierte Volumen-
element aus GI. (780):

a 7
d's' = Det (a—%) dir (781)
Ty

wobei der erste Faktor auf der rechten Seite dieser Gleichung die Jacobi Determinante
der Transformation ist. Eine kurze Rechnung ergibt unter Benutzung von Gl. (774)

0
4.1 2 4
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Wir setzen nun dieses Ergebnis in GI. (780) ein und erhalten

5J = /d4:1;5£ + /d4:1; lz + z-%((sxﬂ)l - /d4x5£
X

_ oL 0
4 . 4 _ .
— / d*x [5£ + o (5:1@)] + / d'z L — (6x,) , (783)

wobei wir im 1. Integral aus der 1. Zeile die Relation (778) eingesetzt haben. Wir be-
merken, daf die Zusammenfassung der letzten zwei Terme genau der Viererdivergenz
eines Vierervektors entspricht, d.h. 9(L - dz*)/dx*.

Im néchsten Schritt schreiben wir den 1. Term als

_ oL - oL _
5£(9‘9a7aﬂg‘oa) = agp : 599(1(1?) —I_ a(a 99 ) : 5(8#«99(1)
a uYa
oL oL _ oL _ oL _
— — o 6, o a # a)-
Do a(@m)] ® *l a(@m)] 2t Gy 00
(784)

Bei der Umformung des letzten Terms wurde die Tatsache ausgenutzt, daB ¢ mit der
Ableitung d,, vertauscht, da die lokale Variation gemif3 der Definition (776) lediglich
auf die abhingigen aber nicht auf die unabhingigen Variablen wirkt, d.h. §(d,p) =
9,(8p). Wihrend der 1. Term in der eckigen Klammer der obigen Gleichung genau
der Euler Lagrange Gleichung entspricht und somit identisch Null ist, bilden die letzten
beiden Terme erneut die Viererdivergenz eines Lorenz Vektors. Es folgt

_ oL _
0L = O |— dov,| .
R o
Einsetzen dieses Ergebnises in Gl. (783) ergibt:
oL -
0:5J:/d48“ Spa + L-a
T {8(8“9%) Yo + x } , (786)

oder nach Einsetzen der Relation (776)

oL oL
gl S - Sy = 0.
{a(augoa) 599(1 [a(a“@a) al/g‘oa g#l/ £‘| 5$ } 0 (787)

Das ist das beriihmte Noethersche Theorem, welches besagt, dal jeder kontinuierli-
chen Symmetrietransformationbei der das Wirkungsfunktional eines Systems invariant

bleibt ein erhaltener Strom zugeordnet ist.
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Offensichtlich stellt Gl. (787) eine Kontinuitétsgleichung dar. Der Ausdruck in der Klam-
mer entspricht einem Viererstrom, den wir f, nennen wollen. Wir integrieren diese
Gleichung nach den rdumlichen Variablen und erhalten sofort die zugehorige erhaltene
Ladung Q:

0 = /dva“fu(x) — /d3:1;80f0(:1;) - /d?’xﬁ-f(x)
— 9, /de folz) — ?{)dﬁ-f(x) _— /de folx) . (788)

Q = /dS:z; fo(z) = const . (789)

Das Oberflachenintegral, welches durch die Anwendung des GauB3sche Satzes resul-
tiert, verschwindet durch die Wahl einer geeigneten Integrationsoberfliche und der phy-
sikalischen Randbedingung, daf} die Felder lokalisiert sind. Wir betonen noch, daf} die
an dieser Stelle benutzten Bezeichnungen “Strom” und “Ladung” im weiteren Sinne
zu verstehen sind. Die eingefiihrte GroBe f,, kann sehr wohl eine Energie oder einen
Impuls représentieren, d.h. eine beliebige physikalische Grofle, die in einem System
erhalten ist.

Als illustratives Beispiel dieser Theorie, wollen wir den Energie-Impuls Tensor der klas-

sischen Elektrodynamik diskutieren. Als Spezialfall der Symmetrietransformation aus
Gl. (774) betrachten wir eine reine Translation. Damit lauten die Transformationsglei-
chungen

¥, = oz, + o (790)

I

/

pu(@) = pa(2)

Fiir beliebige Raum-Zeit Verschiebungen «,, besagt das Theorem von Noether, daf3 ein

Tensor, den wir 7, nennen, existiert mit

HT, = 0, (791)

oL
T, = ——-0p.s — guL 792
8 D) 7 o (792
der gemifB GI. (787) die Kontinuitédtsgleichung (791) erfiillt. Nach der rdumlichen In-

tegration von Gl. (791) erhalten wir in Analogie zu den Gleichungen (788), (789) als
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korrespondierende Erhaltungsgrée den Viererimpuls p,,

b = / Pe Ty, = const. (793)
Die nullte Komponente dieser Gleichung driickt genau die Energieerhaltung aus
3 3 a£ 3
poz/deooz/dx Ohps — L :/dx?—[, (794)
I(Dpa)

wobei H die Hamiltondichte und 9£/9(9,p,) = 7, den kanonisch konjugierten Impuls
reprasentieren. Daraus schlieen wir, daf Invarianz des Wirkungsfunktionals bei reinen
Translationen zur Energie-Impuls Erhaltunfg fiihrt.

Die Lagrangedichte der klassischen Elektrodynamik lautet

1
L = 6 F, e (795)

mit den antisymmetrischen Feldstédrketensor £, = d,A, — d,A,,, bzw.

0 — Els - Ey - EZ
B, 0  —-B B,
= . (796)
E, B. 0  -B
E.  —B, B, 0

Die Feldgleichung, welche die Zustandsfunktion A , erfiillt, ist die Maxwell-Gleichung:

DA, = — ju, mit "4, = 0. (797)

—

Der Zusammenhang zwischen dem Viererpotential A, = (®, A) und den Feldstiarken
E , B ist durch

—

— 1 —
EFE = —90A — VO
C
(798)
B = VxA,
gegeben. Die Lagrangedichte aus Gl. (795), ausgedriickt durch die Feldstirken, lautet

L = % (EQ _ 52) . (799)
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Die allgemeine Formel (792) ergibt folgenden Ausdruck fiir den Energie-Impuls Tensor
To:

1
T2 = — G F 0MAN — g L (800)

dessen Komponenten die folgende Struktur haben:

1 - . 1 = o
™ = —(E* + B — V- (®FE 801
o (5 + B+ —V-(2E), (801)
o = L (Ex B)y + R (A; E) (802)
 Arx ® 4m ‘ ’
™ — L (ExBy + — (Vx@B)y — 0 (@ E) (803)
4m ® 4m ‘ ’

mitV- £ = 0und 8,F = V x B. Ridumliche Integration der Gleichungen (801) und
(802) ergibt die folgenden Erhaltungsgrofen des elektromagnetischen Feldes:

1 — —

/ P = / Po (B? + B%) - Energie (804)
m

[aar = = [de(Ex By ~ ¢-Impuls . (805)
m

Ferner bemerken wir, daf die Kontinuitétsgleichung (791) die kovariante Verallgemei-
nerung des Poynting Theorems darstellt:

1 — — — — —
o - (B + B + v-[i(ExB)

T 4

wobei die einzelnen Terme dieser Gleichung der Energiedichte, Energieflul (Poynting-
Vektor S = ¢/ (4m) (E X 5) ) bzw. der Arbeit, die von den Feldern an den Quellen
verrichtet wird, entsprechen.

Wir fassen nun die Eigenschaften des Energie-Impuls Tensors 7', noch einmal zusam-
men:

(1) T, = 0, in Abwesenheit von Feldern.

(i1) 7}, 1st ein Tensor 2. Stufe, d.h. von Rang 2.

(iii) 7),, ist divergenzfrei, d.h. 9,T"" = 0.

(iv) 1, ist symmetrisch, d.h. 7, =1,,,.
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Alle diese Eigenschaften mit Ausnahme von (ii1) bleiben unveréindert in gekriimmten
Réumen. Die Verallgemeinerug von (iii) auf gekriimmte Rdume lautet nach der Erset-
zung der Ableitung J,, mit der kovarianten Ableitung D,

9o TP + 0, T + T, TP = 0, (807)

wobei die I}, Christoffel-Symbole représentieren. Die Benutzung der kovarianten Ab-
leitung D, ist eine Konsequenz der Forderung von lokaler Eichinvarianz, die an physi-

kalischen Theorien allgemein gestellt wird. Damit wird die Unabhéngigkeit der Theorie
von der lokalen Wahl der Koordinaten erreicht.
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Fragmente zur Kosmologie

Bevor wir uns ausgehend von der Allgemeinen Relativititstheorie mit konkreten kos-
mologischen Modellen befassen, wollen wir in diesem Kapitel in mehr oder weniger
fragmentarischer Form bereits etabliertes Wissen sowie auch gegenwirtige Spekula-
tionen tiber die Evolution des Universums zusammentragen. Dies bedingt, da3 wir an
dieser Stelle auf explizite Rechnungen und Beweise verzichten wollen. Wesentliche Er-
kenntnisse sind dem Buch

1. D. Novikov, Evolution of the Universe, (Cambridge University Press, Cambridge,
1983)

entnommen. Die globale Entwicklung des gesamten Universums soll diskutiert wer-
den. Ziel der Kosmologie ist es, mathematische und physikalische Modelle zu konstru-
ieren, die die generellen Eigenschaften der Struktur und der Entwicklung des Univer-
sums beschreiben. Hauptforschungsgebiete in der gegenwirtigen Kosmologie sind die
frithe Entstehungsphase des Universums und als bislang nur unbefriedigend erklértes
Phinomen die Bildung von Galaxien.

Das Universum als Ganzes ist eine Ansammlung von Galaxienhaufen. Die einzelnen
Galaxienhaufen unterscheiden sich dabei stark in ihrer Grée und in der Zahl der einzel-
nen Sterne. Die typische Lingenskala ist Megaparsec. Ein Parsec entspricht dem Ab-
stand, aus dem der Abstand Erde - Sonne unter einem Winkel von einer Bogensekunde
erscheint. Ein Parsec betrigt 3.26 Lichtjahre. Der Abstand einzelner Galaxienhaufen
betrigt typisch 30 Megaparsec (Mpc). Es gibt aber auch Haufen von Galaxienhaufen,
sogenannte Superhaufen. Aufgrund astrophysikalischer Beobachtungen ist das Univer-
sum im groBen Rahmen isotrop mit einer Genauigkeit von 10~2 — 10~*, Das Univer-
sum ist also eine inhomogene Struktur in kleinen Gebieten, aber homogen im Grof3en
mit einer typischen Langenskala von 1000 Mpc.

Es ist nun ein allgemeines Resultat der Newtonschen sowie der Einsteinschen Theorie:
Eine hohle, sphiérisch symmetrische Schale von Materie erzeugt kein Gravitationsfeld
in ihrem Innern. Aus dieser Erkenntnis heraus wurde schon friihzeitig die Behauptung
abgeleitet: Das Universum kann nicht stationér sein, da Gravitation in ihm wirkt. In der
Tat scheint auch die globale Struktur des Universums stark zeitabhiingig zu sein.

Die mittlere Materiedichte des Universums betrédgt etwa

p ~ 3-107° g/em? . (808)
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Diese Zahl ist jedoch aufgrund der Unkenntnis der Ruhemasse der Neutrinos und des
moglichen Vorhandenseins von Dunkelwolken mit einer groen Unsicherheit behaftet.
Die mittlere Materiedichte kann durchaus auch zwei Gro3enordnungen grof3er sein.

Es gibt Supergalaxien mit Massen, die 10'® Sonnenmassen entsprechen. Unsere Gala-
xis, die MilchstraBe, hat etwa 10'! Sonnenmassen. Der Virgo-Haufen ist beispielswei-
se ein Haufen von etwa 10* Galaxien. Es existieren auch Superhaufen, d.h. Haufen von
Haufen. In Dimensionen grof3er als 100 - 200 Mpc ist jedoch das Universum homogen.

Um die Bewegung von Galaxien in Haufen von Galaxien richtig beschreiben zu konnen,
scheint es notwendig zu sein, eine versteckte Masse in diesen Galaxienhaufen zu po-
stulieren. Die versteckte Masse konnte durchaus ein bis zwei Groenordnungen grofer
sein als die sichtbare Masse der Galaxien.

Basis fiir das Studium kosmologischer Probleme ist die Allgemeine Relativitétstheo-
rie von A. Einstein. Zu den Grundlagen der Einsteinschen Gravitationstheorie gehort
der empirische Sachverhalt: Trige und schwere Masse stimmen {iberein mit einer Ge-
nauigkeit besser als 1:10'?. Die moderne Kosmologie ist auch verkniipft mit den Ar-
beiten von A. A. Friedmann aus den Jahren 1922 - 24. Er konstruierte Modelle, die
die Bewegung von Matrie im gesamten Universum aufgrund der Gravitationswirkung
beschreiben. Friedmann zeigte, dal das Universum nicht in Ruhe sein kann, es ist kein
stationdres Gebilde. Das Universum muf3 entweder kontrahieren oder expandieren. Die
Dichte muf} also entweder abnehmen oder zunehmen. Die Einsteinschen Gleichungen
angewandt auf das gesamte Universum erlauben keine stationdren Losungen. Allein
schon die Entwicklung der einzelnen Sterne, der Verbrauch ihrer Energie, das Auftre-
ten von Prozessen wie den der Radioaktivitit ist unvereinbar mit der Stationaritét. Beim
Studium von Friedmann - Universen verwendet man als natiirliches Koordinatensytem

das mitbewegte Koordinatensystem der Galaxien.

Im Jahr 1929 entdeckte Hubble durch die Messung der Rotverschiebung die Expansion
des Universums. Die Geschwindigkeit entfernter Galaxien kann mit Hilfe des Doppler-
effektes bestimmt werden. Die Messung der Spektrallinien zeigt eine Rotverschiebung
auf. Die Fluchtgeschwindigkeit v der Galaxien ist umso grofer, je weiter sie voneinan-
der entfernt sind. Es gilt der einfache Zusammenhang

v=HR, (809)
wobei /1 die Hubble-Konstante bezeichnet. Ihr numerischer Wert betréigt

H ~ 75km s~ Mpc™' = [13-10° Jahre]™' . (810)
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Es ist jedoch keineswegs so, dal} sich alle Galaxien nur vor der Erde auf der Flucht be-
finden, sondern dal} jeder Beobachter in jeder Galaxie das gleiche Phianomen beobach-
ten wiirde. Auf niederigere Dimensionen iibertragen, dhnelt der Proze3 dem Abstand
von Punkten, die auf einem Luftballon, der aufgeblasen wird, aufgemalt sind. Als em-
pirischen Sachverhalt halten wir fest: Das Universum expandiert. Fiir die entferntesten
Galaxien erreicht die Expansionsgeschwindigkeit die Lichtgeschwindigkeit. Aufgrund
der Gravitationswechselwirkung wird die Expansion des Universums gebremst. Diese
Abbremsung der Expansion kann schon mit Hilfe der Newtonschen Gesetze berechnet

werden.

Aus dem Inversen der Hubble-Konstanten kann das Alter 7' des Universums abgeschétzt
werden.
T = S o~ ikm_1 s Mpe = 13107 Jahre . (811)
H 75

Diese Zahl ist jedoch mit einer Unsicherheit von etwa 7 Milliarden Jahre behaftet.

Daraus ergeben sich natiirlich sofort die Fragen: In was expandiert das Universum?
Warum expandiert das Universum? Was hat den Galaxien die Expansionsgeschwin-
digkeit gegeben? Was war “vor” der Entstehung des Universums? Mit diesen Fragen
verlassen wir den Bereich géngiger Physik. Weder die Newtonsche noch die Einstein-
sche Theorie konnen diese Fragen beantworten. Es bleiben offene Fragen nach dem
Ursprung der Welt, nach dem Ausloser. Was war ”vor” der Singularitit? Wie lautete
die Zustandsgleichung der Materie am Anfang?

Eine weitere wesentliche Frage, die letztlich auch unsere Weltanschauung préigen kann,

lautet: Wie sieht die Zukunft der Expansion unseres Universums aus? Entfernen sich

jeweils zwei Galaxien stets weiter voneinander weg? Oder dreht sich die Expansion

durch die Gravitationswechselwirkung in eine Kontraktion um? Dieses Problem ist eng

verwandt mit dem Raketenproblem aus der klassischen Mechanik. Eine Rakete kann

sich dem Gravitaionsfeld der Erde entziehen, wenn ihre Anfangsgeschwindigkeit groBer
als die Fluchtgeschwindigkeit ist. Ubertragen auf die Expansion des Universums exi-

stiert eine kritischer Wert py,;; der Materiedichte. Der numerische Wert betrégt etwa

g

—29
Pkrit = 10 3 -
CIIY

(812)

Daher hiingt die genau Bestimmung der mittleren Materiedichte im Universum eng zu-
sammen mit dem weiteren Schicksal des Universums. Ist die beobachtete mittlere Ma-
teriedichte kleiner als der kritische Wert so expandiert das Universum stets weiter. Auf-
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grund der gegenwértigen empirischen Daten entspricht dieser Sachverhalt den tatséchli-
chen Gegebenheiten. Der Zusammenhang zwischen der kritischen Dichte py,;; und der
Hubble-Konstanten lautet

8
0 = § K Pl - (813)

Die Kriimmung des Raumes ist negativ fiir p < piit, Sie ist positiv fiir p > py,ic. Wenn
die rdumliche Kriimmung des Universums negativ ist, erstreckt sich der Raum ins Un-
endliche und enthilt unendliche viele Himmelskorper oder Galaxien. Dieses Univer-
sum nennt man offen. Ist hingegen die rdaumliche Kriimmung positiv, so ist der drei-
dimensionale Raum geschlossen und endlich. Das geschlossene Universum ist jedoch
unbegrenzt. In einem geschlossenen Universum wiirde ein Flug immer geradeaus zum

Ausgangspunkt zuriickfiihren. In diesem Sinn ist das Universum geschlossen.

Als Analogie kdnnen wir eine zweidimensionale Kugelfliche betrachten. Der Ursprung
des Koordinatensystems sei der Nordpol. Die Linge des Aquators und die Flichen auf
der Kugel wachsen zuerst an, sei erreichen dann ein Maximum und werden schlielich
wieder null. Das geschlossene Universum enthilt eine endliche Zahl von Galaxien.

Es gibt das Problem der versteckten Masse im Universum. In diesem Zusammenhang
ist auch die nichtverschwindende Ruhemasse des Neutrinos von Bedeutung. Sie hitte
die kosmologische Konsequenz eines eventuell wieder kontrahierenden Universums.
Nach der gegenwirtigen Meinung gilt jedoch p ~ 0.1 pyyi¢.

Eine weitere wichtige Frage in diesem Zusammenhang lautet: Gravitiert das Vakuum?
Haben die virtuellen Teilchen im Vakuum eine Gravitationswechselwirkung? Kann die-
se Wechselwirkung verantwortlich sein fiir das kosmologische Glied in den Einstein-
Gleichungen, fiir den A-Term? Die ”Vakuumfliissigkeit” erfiillt uniform den gesamten
Raum. Der Vakuum-Druck miif3te mit in die Gravitationsgleichungen einbezogen wer-
den. Nach Zeldovich erzeugen die Vakuumeffekte eine repulsive Wechselwirkung. Die
Theorie der Vakuumgravitationswechselwirkung ist jedoch erst im Anfangsstadium.
Das kosmologische Glied ist vermutlich sehr klein. Abschédtzungen ergeben

A =3-10"em™2. (814)

Damit wire diese Repulsion auf der Erde etwa 10%* mal kleiner als die gravitative An-
ziehung und somit kaum mefbar.
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Anfang der 60er Jahre wurden Quasare entdeckt. Ihre Luminositét ist etwa 10 - 30 mal
grofer als die von Galaxien. Die groflten maximal gemessenen Entfernungen liegen bei
etwa 10'° pc.

Quasare emittieren etwa 100 mal mehr Licht als Galaxien. Der Hauptanteil kommt aus
dem Kern dieser exotischen Objekte. Quasare sind vermutlich Kerne von Galaxien in
einem extremen Stadium von Aktivitit. Quasare sind auch Quellen von extrem starker
Radiostrahlung.

Eine der zentralen Fragen der heutigen Forschung beschiftigt sich mit der Entwicklung
des Universums in der Nihe der Ursprungssingularitit. Verschiedene Modelle konnen
hierbei durchaus verschiedene chemische Zusammensetzungen des heutigen Univer-
sums bewirken. Als wesentliche Annahme im Friedmann-Modell geht die Homoge-
nitdt und Isotropie der Materie auch im Bereich der Singularitit ein. Im Bereich des
Ursprungs selber miissen natiirlich auch Quanteneffekte miteinbezogen werden. Das
Friedmann-Modell kann verfolgt werden bis die Dichte des Universums die Kernma-
teriedichte von p ~ 10'* g/cm? erreicht. Phaseniibergéinge der Materie spielen eine
wichtige Rolle in der Anfangsphase des Universums, zum Bespiel der Ubergang von
der Quark-Gluon Phase in die Kernmateriephase oder hadronische Phase.

Wichtige Variablen zur Beschreibung der Anfangsphase des Universums sind die Entro-
pie S sowie die Leptonenzahl L. L ist im wesentlichen die Differenz der Neutrinos und
Antineutrinos pro Baryon plus die Differenz der Zahl der Elektronen und Positronen
pro Baryon des Universums. Diese beiden Zahlen bestimmen im wesentlichen die che-
mische Zusammensetzung des Universums. Das urspriinglich hei3e Universum kiihlt
sich durch die Expansion langsam ab.

Die entdeckte 3° K Hintergrundstrahlung erlaubte eine Unterscheidung zwischen Mo-
dellen eines kalten und heiflen Universums in der Anfangsphase. Die Hintergrunds-
strahlung wurde von Gamov verhergesagt. Die Entdeckung dieser Strahlung erfolgte
durch A.A. Penzias und R.W. Wilson von den Bell Laboratories. Die Hintergrunds-
strahlung entspricht einer Planck- Verteilung um eine Temperatur von 2.9° K. Die Hin-
tergrundstrahlung ist isotrop besser als 10, Die totale Energiedichte der Hintergrund-
strahlung ist um einen Faktor 30 mal grof3er als die Energiedichte aller anderen Strah-
lung. Die Anzahl der Photonen pro cm® durch die Hintergrundstrahlung betriigt etwa
500. Jeder m® des Universum enthilt etwa 1 Atom, aber etwa 10° Photonen. Die Ener-
gie der Hintergrundstrahlung ist etwa um einen Faktor 10° mal kleiner als die mittle-
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re Massendichte des Universums. Eine Hintergrundsstrahlung bestehend aus Neutri-
nos sollte auch existieren, diese wurde jedoch bis jetzt noch nicht nachgewiesen. Ver-
gleicht man die Zahl der Neutrinos pro cm® mit der entsprechenden Zahl von Protonen,
so bekommt man etwa 10°. Hitte das Neutrino eine Ruhemasse, so wiirde die Gravi-
tation und die Masse des Universums dominiert durch Neutrinos. Dies wire eine spe-
kulative Erkldrung der vermuteten Dunkelmaterie. Wir wiirden demnach also in einem
Neutrino-Universum leben.

Ein ladungssymmetrisches Universum (Materie und Antimaterie kommt in gleicher Haufig-
keit vor) wiirde sich auch in der Hintergrundstrahlung zeigen. Die daraus resultierende
Modifikation wurde jedoch nicht nachgewiesen. Offensichtlich leben wir in einem la-

dungsunsymmetrischen Universum.

Die Bildung der Elementarteilchen erfolgte in der ersten Sekunde des Universums. In
den ersten 5 Minuten wurde der Kernbrennstoff der Sonnen erzeugt. Jedoch wurden
nur die leichtesten Elemente in der Anfangsphase erzeugt, keinesfalls aber die schwe-
ren Elemente. Die schweren Elemente werden im Sonneninnern und bei der Explosion
von Supernovae erzeugt. Das He/p-Verhiltnis ist signifikant fiir die ersten 5 Minuten.
In dem Zeitraum 10 s < ¢ < 100 s passierte die Elektron - Positron Annihilation. In
den ersten 10° Jahren wurde Wasserstoff neutralisiert. Das Ausflocken der Materie in
galaktische Objekte erfolgte erst spiter. Vermutlich fiihrten Gravitationsinstabilitdten
zum Ausflocken und zu einer Kondensation. Die mittlere Dichte der Materie in Ga-
laxien betriigt etwa p ~ 1072* g/cm?®. Die Gesetze der Gasdynamik beschreiben die
Kondensation der Materie. Die Gravitation bewirkt die Konzentration der Materie. Der
Gasdruck verhindert den Gravitationskollaps. Die Theorie der Galaxienbildung ist bis-
her keineswegs abgeschlossen, es ist ein dulerst aktuelles Forschungsgebiet. Das Re-
sultat hiingt stark von den Anfangsbedingungen ab, die aber nur ungeniigend bekannt
sind.

Aufgrund der Rechnungen von S. Hawking konnen sogar schwarze Locher zerstrah-
len. Ein schwarzes Loch emittiert Teilchen und Antiteilchen aus dem Vakuum mit einer
nichtverschwindenden Rate. Dies fiihrt zu einem stetigen Massenverlust des schwarzen
Loches. Wird keine Masse zugefiihrt, so fiihrt diese stetige Abstrahlung schlielich zum
Tod des schwarzen Loches. Jedoch betriigt die Zerfallszeit eines schwarzen Loches ty-
pischerweise 10%¢ Jahre.
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Einfiihrende Betrachtungen zur
Robertson - Walker Metrik

Bevor wir mit konkreten Losungen der Einsteinschen Gleichungen fiir kosmologische
Probleme starten, wollen wir einleitend einige allgemeine Annahmen erldutern. Wir
starten mit den folgenden Hypothesen:

1.) Die Materieverteilung des Universums ist homogen, so wie es auch der Beobachtung
in grolen Abstinden entspricht.

2.) Die Geometrie des Raumes sei bestimmt durch die Materieverteilung. Aufgrund der
ersten Annahme folgt, daB3 auch die Geometrie homogen ist.

Mach’s Orginalhypothese (Die Trdigheit eines einzelnen Korpers ist durch die Gegen-
wart aller anderen Korper im Universum bestimmt.) wird durch diese Annahmen nicht
direkt beriihrt.

Ferner machen wir die drei folgenden einschrinkenden Annahmen:

1.) Die Eigenzeit eines mitbewegten Koordinatensystems kann als globale Zeitkoordi-
nate dienen.

2.) Der dreidimensionale Raum, der zu konstanten Werten dieser Zeitkoordinaten gehort,
ist lokal isotrop.

3.) Zwei beliebige Punkte des dreidimensionalen Raumes zu einer festen Zeit sind dqui-

valent.

Wir wollen zunéchst Punkt 1.) etwas ausfiihrlicher diskutieren. Es stellt sich die Frage:
Was zeichnet diese eine Zeitkoordinate aus und fiihrt zu einer Preisgabe einer vollstiandig
kovarianten Behandlung kosmologischer Probleme. Die Wahl dieses mitbewegten Ko-
ordinatensystems (GauB3sches Koordinatensystem) bedeutet, dal zu einem gegebenen
Zeitpunkt die Materie im Universum im Mittel in Ruhe ist. Es ist das geoditische Ko-

ordinatensystem.

Wir betrachten beispielsweise eine endliche Region des Raumes, gefiillt mit einer dich-
ten Wolke freifallender Teilchen. Wir nehmen an, jedes Teilchen trage eine kleine Uhr
und trigt einen festen Satz rdumlicher Koordinaten z, die wir bei t = 0 der Uhr fest-
legen. Die Raum-Zeit-Koordinaten (2, t) eines Ereignisses seien dann so definiert, daf3
wir 7 als die rdumliche Koordinate des Teilchens nehmen und ¢ von der Uhr des Teil-
chens ablesen. Das gewihlte Koordinatennetz wird also durch die Wolke der Teilchen
mitgeschleppt, wihrend die Zeit durch Uhren festgelegt wird, die fest in diesem Netz
verankert wird. Dieses Koordinatensystem ist niitzlich fiir den gesamten Raumbereich,
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der durch die Teilchen besetzt wird und fiir die Zeitbereiche, in denen sich die Teilchen-
trajektorien nicht kreuzen.

Durch die Wahl dieses Koordinatensystems nimmt die Metrik eine besonders einfache
Struktur an. Wir betrachten nun eine dreidimensionale Hyperflache .5, die in einem vier-
dimensionalen Raum mit hyperbolischer Metrik (41, —1, —1, —1) eingebettet ist. Wir
nehmen an, daf jeder Vektor n‘, der normal zu S ist, die Bedingung erfiillt

n’no + (n'ny + n’ng +n’nz) > 0, (815)
d.h., er ist zeitartig. Daraus folgt, die Flache ist im Raum orientiert, sie ist raumartig.

*2 23, die jeden Punkt P* inner-

Wir fiihren in der Fliche S drei Koordinaten ein, z*!, «
halb S charakterisieren. Durch jeden Punkt * der dreidimensionalen Fldche S betrach-
ten wir die Geodaiten, die orthogonal zu S bei P* sind. Wir fiihren das riumliche Koor-
dinatensystem mit. Wir definieren jetzt unser Koordinatensystem folgendermafen: z°

sei die Bogenlinge entlang der Geoditen zwischen P* und P, 2! = 2*!, 2? = 2*?,

x® = z*°. Entlang einer solchen Geodéten haben wir also (dz°)? = ds? entsprechend
der Definition und somit goo = 1. Dies entspricht der Wahl des mitbewegten Koordina-

tensystems.

Die Wahl dieses Gauf3schen Koordinatensystems erlaubt uns neben go = 1 weitere Ein-
schriankungen der Metrik. Jeder Vektor in S mit der Struktur (0, a, b, ¢) mul} entspre-
chend der Konstruktion orthogonal sein zu einem Vektor (1, 0, 0, 0) tangential zur a°-
Linie am selben Punkt. Man kann nun zeigen, daf3 die Metrik die Bedingung erfiillen

muf}
go1 = go2 = goz = 0 (816)

auf der Hyperfliche S. Dies folgt aus einfachen differentialgeometrischen Uberlegungen.
In einem metrischen Raum sind die ¢;;-Koeffizienten lokal als das Skalar-Produkt der
Einheitstangentenvektoren entlang der Koordinatenlinien zu verstehen. g;; = ¢; -
e;. Diese Einheitstangentenvektoren bilden lokal auch einen tangentialen Euklidischen
Raum. Aufgrund der Wahl des Koordinatensystems ist offensichtlich go; = 0 innerhalb
S. Damit hat das Quadrat des Lingenelementes innerhalb von S die Form (dz°)? +
gix dx' dx*. Wir wollen nun zeigen, daB diese Struktur auch auBerhalb von S gilt. Wir
betrachten dazu die Gleichung der Geoditen

L L 817)
ds? Wods ds
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Entlang der Geoditen variiert nur 2°, und es gilt ds = dx°. Daraus folgt fira = ¢ =
1, 2,3und d2® = dsund dz°/ds = 1, daB gelten mu3

I, = 0 (818)
und somit
[00,i] = O (819)
und weiter
dgoi  Igoo
2 — - = 0.
oz Ozt (820)
Nun gilt fiir jede Geodiite aufgrund von ds = dz° das Ergebnis goo = 1. Daraus folgt
dgo;
= 821
900 (821)

entlang der z°-Linie. Daraus folgt weiter, daB die Elemente go;, goz, gos des metrischen
Tensors, die null sind auf .5, auch null bleiben in dem gesamten Bereich, der durch die
Geodaiten iiberdeckt wird. Die Metrik im vierdimensionalen Raum in Gauf3schen Ko-

ordinaten nimmt allgemein die Struktur an

ds? = (dz°)? 4 gi;(2°, 2", 2%, ) da' da? mit 4,5 = 1,2, 3. (822)

Aus der zweiten Annahme der lokalen Isotropie folgt, da die Raumkoordinaten in der

sphirisch symmetrischen Kombination auftreten miissen.

do* = (dz")? + (dz?*)* + (dz®)? (823)
oder dquivalent

do? = dr® + r? d6* + r?sin’0 dc,o2 . (824)
Damit ist das Linienelement in Gau3schen Koordinaten insgesamt ausdriickbar durch

ds® = (da®)? — %) do? | (825)

wobei (¢ nicht von § und ¢ abhéngt. Die exponentielle Schreibweise garantiert das Bei-
behalten der Signatur, somit verschwindet auch (det g¢;;) niemals.

Das dritte Postulat schlieBlich garantiert, da3 zwei Beobachter an verschiedenen Raum-
punkten dieselbe Physik feststellen. Der einzige Unterschied zwischen den beiden Be-
obachtern kann daher nur in der MefBskala liegen. Diese Skala wird bestimmt durch das
Verhiltnis
exp|[G(2°,1)]

exp[G(a®,ry)] (826)

150



Dieses Verhiiltnis ist unabhiingig von x°. Daher muB gelten

G(2% 1) = G(2° ry) + F(ri,ra) . (827)
Wir wihlen nun einen festen Wert von r,. Daraus folgt

G(a® 1) = g(«°) + f(r1) (828)
und

ds® = (da®)? — 90D o2 (829)

Diese Form basiert ausschlieBlich auf Symmetrieargumenten.
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Die Robertson - Walker Metrik

Wir machen nun weiterfiihrende Untersuchungen zum Friedmann - Modell des Univer-
sums. Unter der Annahme eines homogenen und isotropen Universums wollen wir in
diesem Kapitel die Einstein - Gleichung 16sen und die Metrik ermitteln. Ahnlich wie
beim Vorgehen zur Bestimmung der Schwarzschild - Metrik werden wir auch in die-
sem Fall zunéchst die nichtverschwindenden Christoffel - Symbole berechnen. Wieder
werden wir von dem Sachverhalt ausgehen, dal} alle diese Christoffel - Symbole in der
Geoditengleichung enthalten sind. Daher werden wir zuerst aus dem Variationsprinzip
die Euler - Lagrange - Gleichungen ableiten und durch Vergleich mit der allgemeinen
Struktur der Geodidtengleichung die Christoffel - Symbole festlegen.

Mit

€= () = e (#4707 417 sin?0 ) (830)
und

G(a®r) = g(a®) + f(r) (831)
gilt

5/£ds:0. (832)

Wir benutzen also wieder die Koordinaten z°, r, 6, . Daraus leiten wir nun die Eu-
ler - Lagrange - Gleichungen fiir die einzelnen Variablen ab. Die Euler - Lagrange -
Gleichungen fiir die Variablen z* lauten generell

d (8[,) oL _ 0 (833)

ds \oii] 9z

Beziiglich der Zeitkoordinate x° gilt offensichtlich
oL

90

= 23" (834)

und

d oL .
4 (@) _ 90 (835)

Weiter folgt
oL

Da®

= —g " (7;2 +r20% 4 r?sin0 992) . (836)
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Wir fassen (835) und (836) entsprechend (833) zusammen und bekommen so

79+ %g’ e (7;2 +r? 62 + r?sin?f 992) = 0. (837)
Hierbei definieren wir abkiirzend
d 0
9’(1’0) = @9(9‘? )7
d
! = — . 838
rey = g (338)

Beziiglich der Variablen r folgt
oL

o = —2¢57 (839)
und weiter

d oL d d

gy = —2ei i oed = 2efE el (9(e*) + £(r))

= 2697 =208 (g (%) i+ f(r)7) (840)

Weiter gilt

O o LGP (Pt sin® ) — 6 (200 4 20 sin® AN

or

Wir fassen die Terme (840) und (841) zusammen, dividieren durch (—2 eG) und erhal-

ten

1 .
P+ %f’ - (% 1+ ;) (7“2(92 + 7?2 sin%0 992) = 0. (842)

Beziiglich der Variablen § folgt
oL

= = 29070 (843)

00
und weiter

i@_ﬁ = —92p2 eGd—Gé—ZleGrfé—QeGrZé

ds 96 ds

= 20200 i+ fF) = 2e PP 0 —arief D). (844)

AuBerdem gilt

oL

20 = —272€% sinf cos O H? . (845)
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Zusammenfassen von (844) und (845) sowie Division durch (—2 e r?) fiihrt auf

é+2(%f’+%)w+g’¢oé—sm0cosego? = 0. (846)

SchlieBlich betrachten wir noch die Euler - Lagrange - Gleichung fiir die Variable .
Es gilt
oL
— = —2%024in%0 ® (847)
et
und somit
d oC

%% = —27%¢ 31n2(9g0(gx —|—f )—46Gsin20¢r7'“

— 4e%r? sinf Coseég'o— r?e%sin%0 & . (848)

AuBerdem gilt

oL

— = 0. 4
9 (849)

Wir dividieren (848) durch (—2 ¢ r? sin*0) und erhalten damit

1 .
c,'o‘+2(%f’+;)f¢+g’:i;0<,'o+2cot00<,‘o =0. (850)

Wir kdnnen nun die nichtverschwindenden Christoffel-Symbole direkt ablesen. Zur Er-
innerung geben wir noch einmal die Geoditengleichung an. Sie lautet

P4l aldt =0 (851)
mit
N
P = % (852)

Damit bekommen wir

F(IJI = %g/ eG

F(2)2 = ; g/ eG 7“2 ”

re, = ; g e r?sin?0 |
F(1)1 = fg )

Fil = % f,
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1

o= (),

1 1

Iy = ( f —|—r)sm(9
F(QJz = %glv

1
F%Z = %f/—l_;v

2, = —sinf cos,
FSS = %g/ ’
FS _ 1 g l
13 — 2 f + ”
r
IS5, = cotf.

Es ist ferner
= det(gix) = —e¥e 35 p*sin?0
und somit
V=g = 9?22 ging

Damit folgt weiter

3 3 '
log/—¢g = 5g(:){;o) + §f(r) + 2 logr + log |sin 6] .

Ferner ist leicht einzusehen, daf} gilt

60|i =0 )
denn es galt bereits I'y, = 0. Weiterhin haben wir

7

11

%GG(g//_I_ /2)_|_ f//7
7 1 1 pn 1 ! 1 2
21 = |[3€ “(g"+ 4" )= (5[ ‘|';f TE| T

; 1
3l = [% g+ g% — 2+ - . I )] r?sin?0 — cos?0 .

Wir benétigen ferner die folgenden Groen
i i 3
Foj‘réi = Z / )
Fi F] _ 1 /2 G 12 9 ! 1 2
i = 59 + f +2(3 '+ ;)
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1 !

5’2G+ f?+ +2L
o 1

[0y = %9’2 e“rt— 2yt (f+ ;)(%f’ + ;) + cot?d

2 2 1
— |:1 GGQIQ—%f/Q——f/——Q—I-—QCOtz@] T2
r r r

. . 1 2
Iyls = 3 Lg% r?sin?0 — 212 (% I+ ;) sin®f — 2 sin @ cos f cot §
_ 1 e} /2 1 g2 2 2 2
= -3 f ——f——z——zcotﬁ r?sin?f . (859)
r r

Damit haben wir Ausdriicke ermittelt, um die Feldgleichungen mit den noch unbekann-

ten Funktionen ¢(z°) und f(r) aufzustellen. Wir verwenden
I = (log \/—g) i
und schreiben
Rij = kau le + Ffjrik - karl“
ki !
= (log V —9) i Chip + DT, — T (10g V —9)”

Damit bekommen wir

3 3
Roo = §gu+zg/2
3 2 3
Ry = 5 //_r_z_%eG(g//+g/2)_%f”‘|‘%€Gg/2‘|‘Zf/2
2 2 f 3 3
+;f'+r—2—7—%g'€G§g'—%f'§f'
1 3
— f”‘|‘—f/—€G (%g//_l__gﬂ) )
r 4
Ebenso erhalten wir
1 1
R22 — —1—C0t2(9— leG(g"—I-g'Q)— lf//_l__f/_l__ 7“2
2 2 r T2

2 2 1
T |:%€Gg/2_%f/Z__z_;f/+r_2COt20:| T2

1 3 1 3 2
_ —g'eGr2—9’+r2 (%f/_l__) (_f/_l__)
r 2 r

2 2
1 3 [ 3
S R I R < A e ALy 12 12
= Lf VRS T +4g)1-

Dabei haben wir ausgenutzt, daf3 gilt

(1Og\/_)|2|2 _ (cos@) cos?f

= —1-— = —1—cot?d .
sin%f

sin #

156

(860)

(861)

(862)

(863)

(864)



Gleichermallen ergibt sich
1 G 12 1 " 1 / 2 1.2 2
Raz = —|:§€ (g —|—g)—(§f —|—;f)]rsm0—|—cos@

1 1 2 2 2
+ [5 e“ g’ — 5 A — = —2cot20] 2 sin?0
r r r

1 3 1 1 3 2
— §g'eGr2 sin20§g'—|—r2 (§f'—|— ;)sin20(§f'—|— ;)
0
+ sin# cos C?S
sin
) 1 1 3 f 1 3
— .2 29 | Z g1 = g2 ___G(_ " _/) ) 865
e PR A A N C AT (865)
Wieder wollen wir es dem fleiBBigen Leser iiberlassen zu priifen, daB gilt /2;; = 0 fiir

i # .

Um R ; ermitteln zu kdnnen, miissen wir mit Hilfe des metrischen Tensors ¢' einen

Index anheben. Zu diesem Zweck miissen wir erst ¢/ bestimmen. Aus

1 0 0 0
0 —e“ 0 0
= 866
= 0 0 —efy? 0 (860
0 0 0 —e% r?sin?f
folgt sofort
1 0 0 0
g 0 —e @ 0 0
Vo= _ 867
g 0 0 B 6r;; 0 ( )
B_G
0 0 T r2sin?f
Damit erhalten wir die Komponenten des gemischten Tensors 12! ;
3 3 0
RO — 2
0 59 T19
1 3 1
J 2L — (_ "2 /2) _ -G ( "noo- /) 7
| 59 + 39 e (Tt
1 3 1 1 31
o= By = (G0t 50t) =0 (G0t g ) e
Kontraktion ergibt den Skalar R
1 2
Ro= 30" +g%) =2 (40 +20) (869)
r
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Damit haben wir alle Gro3en berechnet, um die Einstein - Gleichung in expliziter Form

aufstellen zu konnen.

Die Einstein - Gleichung lautet
i 1 i i 8K
Wir erhalten somit

8 2o 3
—%T% - le_G (f”+f + f)——g’Q]JrA,

4 4
8Tk Mmoo 3
__Tl — -G I LA T/ A
2 ! le ( 4 + r N 4
8Tk 8Tk F 3
__T2 — __TB — -G J oy o2 A
¢z 2 2 P le (2 +2r g 47 4
] .
SR =0 fird £ (871)

Wir wollen nun die Bedingungen der lokalen Isotropie und die Konsequenzen auf den
Energie - Impuls Tensor Tij diskutieren. Wir verwenden ein Koordinatensystem, so daf3
der rdaumliche Teil des Quadrates des Langenelementes proportional ist zu

2 2 2
do? = (d:z;l) + (d:z;Q) + (d:z;?’) . (872)
Wir fiihren eine orthogonale Transformation (Rotation) der Koordinaten durch. Hier-
bei sollen sich die Raumkomponenten 7' des Energie - Impuls Tensors nicht dndern.
Es war ja angenommen worden, 7' sei invariant bei orthogonalen Transformationen.

Daher miissen alle Eigenwerte der Matrix 7" invariant bleiben bei orthogonalen Trans-

formationen und es muf gelten
" = Ad" (873)

wobei A ein Skalar ist, der nur von z° und r abhiingt. Da §” = ¢ haben wir mit (873)
eine Tensorgleichung vorliegen, die fiir jedes Koordinatensystem im dreidimensionalen
Raum gilt. Speziell gilt dies auch fiir Polarkoordinaten r, 6, . Damit gilt in jedem
Koordinatensystem

T, = T% = T5. (874)
Wir setzen dies in die Differentialgleichungen (871) ein. Es folgt beziiglich der unbe-
kannten Funktion f

"o

[ =0 (875)
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Wir fiihren die erste Integration durch. Es ist
= arel?. (876)

a ist eine Integrationskonstante. Wir beweisen dies durch Einsetzen in die Differenti-
algleichung (875). Zunichst gilt offensichtlich

' = aef/Q—l—%aref/Qf’. (877)
Damit folgt
12 !
"—f?—i = aef/z—l—%aref/zfl—%azrzef—aef/2 =0 (878)
’
und weiter
%aref/zarefm—%azrzef =0, (879)

was zu beweisen war. Wir behaupten nun, daf3 eine weitere Integration zu der allgemei-
nen Losung fiihrt

b?
ef = m, (880)
— T
4
das heift,
b?
f=In{—— 5 . (881)

(4]

Wieder ist b eine Integrationskonstante. Zum Beweis bestimmen wir f”.

= i {1n62 —1In(1 — %67“2)2} = -2 i In(1 — a—brz)

dr dr 4
abr
— m . (882)
4
Auf der anderen Seite gilt aber
abr
aref/2 == m . (883)

4
Damit ist auch dieser Beweis abgeschlossen.

Schreiben wir das Quadrat des Lingenelementes aus, so konnen wir die Konstante b2 in
der noch unbestimmten Funktion e#(*") absorbieren. Wir definieren eine neu Konstante
durch

b = — . (884)

-
ow| =
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Damit erhalten wir die von Robertson und Walker im Jahr 1935 abgeleitete Metrik. Das

entsprechende Quadrat des Lingenelementes lautet
1 2
ds? = (d:z;o)2 — ¢9(@o) yommra—sY do? |
(1+55)

wobei gilt £ = 0, 41, —1, entsprechend den drei Moglichkeiten ab = 0, ab <

(885)

0, ab > 0. Diese Werte beschreiben jeweils einen Euklidischen, einen sphérischen

oder einen pseudo - sphirischen Raum, was wir noch erldutern werden.

Aufgrund der abgeleiteten Differentialgleichungen gilt (siehe zum Beispiel die Diffe-
rentialgleichung fiir 7))

Lo, 3
GlLo= (2 = G o= (Z e f’) g =Lyt (886)
T

Auf der anderen Seite gilt aufgrund der expliziten Form von ef

e e

(1—%67"2)2 1 a*b*r? ab
= — |1 — 2+1—“—br2 ) (887)
(1 — & 7“2) 4
wobei wir fiir ' den Ausdruck (882) eingesetzt haben. Ausrechnen ergibt
1 b
A = Zcﬁﬁ—l—%(l—%rz) = % = const . (888)

Damit finden wir, daB der riumliche Teil von G* ; nicht nur isotrop ist, sondern sogar
konstant ist im ganzen Raum fiir einen gegebenen Zeitpunkt x°. Wir bekommen

a 3
Gll = G22 = G33 = e_g__g”__g/2

b 1 (889)
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Weitere Betrachtungen zur Robertson - Walker Metrik

Nachdem die Grundstruktur der Robertson - Walker Metrik abgeleitet ist, wollen wir
einige Schluffolgerungen ziehen. Um die Dynamik eines Teilchens in der Robertson -
Walker Metrik zu bestimmen, miissen wir die Geoditengleichung betrachten

¢! + I dat da” 0 (890)

ds? ik ds ds '
Wir betrachten nun die Geoditen zu festen Raumkoordinaten. Wir haben ein mitbe-
wegtes Koordinatensystem gewdhlt, in dem die Materie im Mittel in Ruhe ist. Es ist
wichtig zu verifizieren, daB alle Kurven 2! = const, #? = const, ° = const
auch tatsdchlich die Geoditengleichung befriedigt. Dazu miissen wir nur zeigen, dafl
die Christoffel - Symbole

ik

Féo = 97 (90k|0 =+ Grojo — 900|k) (891)

verschwinden. Dies folgt aber sofort aus der Struktur des Lingenelementes. Daraus
folgt in der Tat, daB die Robertson - Walker Metrik mit einer Darstellung der Welt ver-
kniipft ist, in der eine homogene Verteilung von Materie verankert ist mit einem mit-

bewegten Koordinatensystem.

Wir fiihren nun eine Modifikation des Lingenelementes durch. Mit der dimensionslo-
sen Koordinate

’
U = — (892)

o

folgt
dy? = :—2d02 = du? + u? (d0* + sin®0 dy?) . (893)
Ebenso deﬁniere(:n wir neu
R(t) = r2es@) (894)
mit¢ = 2°/c. Daraus folgt
du® + u? (d02 + sin?0 dc,oz)
{1 + %uz}Q

Jeder Punkt ist nun gekennzeichnet durch die mitbewegten Koordinaten u, 8, ¢, die

ds* = di* — R*(1) (895)

festliegen als Funktion der Zeit. Aber das physikalische Abstandsintervall

dx
1 k.2
+3u

R(1)

161



ist zeitabhingig. Jedoch ist das Verhiltnis dieses Abstandes zu R(¢), das wir spiter den

Radius des Universums nennen, zeitunabhingig.

Zum besseren Verstidndnis machen wir jetzt einige differentialgeometrische Studien. In

kartesischen Koordinaten gilt im vierdimensionalen Euklidischen Raum

ds* = (da®)" + (da")” + (de?)" + (da®)" . (896)
Eine Hyperkugel wird beschrieben durch

(:1;0)2 + (:1;1)2 + (:1;2)2 + (:1;3)2 = R? = const. (897)

Daraus folgt sofort

20de® +atdat + 2% de? + 2% da® = 0. (898)

Hiermit kénnen wir dz° in ds? eliminieren und wir haben
3 .12
i = Y (') + M . (899)
i=1 A4(x0)

Mit den iiblichen Kugelkoordinaten p. 8, ¢, definiert durch

' = pcospsind,

? = psingsind,

2 = pcosl, (900)
folgt

R = p* 4 (%) (901)
und

3 2
(dZ(l‘i)z) = (dp2)2 = (2pdp)* = 4p*dp* . (902)
=1
Damit wird das Quadrat des Langenelementes
2 2 22, o2 2y, PLdP?

ds* = dp* + p* (db —|—81n0d<,9)—|—R2_p2. (903)
Nun ist

d2+]§22 ’022 (1—|—R2_22)d,02 (RZI;’O_Z;’OZ)W

= (RQR_Z ,02) dp* = n _1]%_22 dp* . (904)



Somit haben wir schlieBlich
dp?

ds? = —
i 1 —p?/R?

+ p? (d02 + sin?6 dc,oz) )

Jetzt substituieren wir

VEkuR

P= 1452

Wir behaupten, dal3 gilt

ds? — 1R {du2 + u? (df* + sin’6 deo?) } ‘

X

(905)

(906)

(907)

Der Faktor vor (d6? + sin®0 dy?) ergibt sich einfach durch Quadrieren von p, was auf

p?* fiihrt. Somit bleibt noch zu zeigen, daB gilt
dp? _ k R? du?

T g

Aufgrund der Substitution (906) gilt offensichtlich

1 _ p?
(1—|—§u2)2 ku? R?
Damit folgt
dp? 02 02
— = kR du® = = du® .
1 —p?/R? ku? R? " wr

Weiter ergibt sich daraus

dp\* _(,_\ 2
du N R?2) wu?’

Jetzt rechnen wir explizit nach

dp kR VkuR ‘(_2%)

- k2 2
du 1+ Fu (1—|—§u2)
VER  IVEEWR

L+ 5u? (1+§u2)2
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Wir erhalten

dp\* k R? LE3 u* R? k?u? R?
(ﬁ) - et e (913)
(t+5e)” (1+5e) (1+5w)
Nach (911) gilt ausgeschrieben
dp\* k R? k?u? R
(—’0) - L (914)
du (1 + %uz) (1 + %uZ)
Damit folgt durch Vergleich von (913) und (914)
1 1
Zk?’u“Rz—k?u?R?—Zk?’u“R? = —k*u*R*, (915)
was die Beweisfiihrung abschlie3t. Wir bekommen also in der Tat
d 2 2 d(92 : 2(9 d 2
g5t = e | P E e (07 A sinT0dg) (916)

X

Aufgrund der Art und Weise wie dieses Linienelement erzielt wurde, nennen wir es
das Linienelement einer dreidimensionalen Hyperkugel mit dem Radius £, die in ei-
nem Euklidischen vierdimensionalen Raum eingebettet ist. In der Robertson - Walker
Metrik beschreibt der Fall £ = 1 daher eine dreidimensionale Hyperkugel, die isotrop
und homogen ist und deren konstante skalare Kriimmung R gegeben ist durch

1 k
— = —. 917
R? R3(t) O17
Fiir & = 0 verschwindet die Kriimmung und die Hyperkugel reduziert sich auf den

gewohnlichen Euklidischen Raum. Wegen des verwendeten Euklidischen Raumes bei
der Betrachtung der Hyperkugel diente diese Untersuchung dem mehr intuitiven Verstind-
nis der Robertson - Walker Metrik.
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Die Expansion des Universums

und die Rotverschiebung

Wir wollen nun zeigen, dafl wir mit Hilfe der Robertson - Walker - Metrik die Rot-
verschiebung des Lichtes erkldren konnen, das von entfernten Objekten emittiert wird.
Wir betrachten ein strahlendes Objekt, das beispielsweise ein galaktischer Nebel N,
sein kann. Ferner nehmen wir an, daf} dieses Licht in einem Nebel /V, beobachtet wird,
der den Ursprung eines mitbewegten Koordinatensystems darstellt. Der Nebel V. sei
charakterisiert durch die Abstandsmarkierung v oder dquivalnet durch eine andere zei-
tunabhingige Koordinatenmarkierung /, die bestimmt wird durch

" [du? +? (d6? + sin?0 ds?)]
dl = X = - . (918)
1 —|— 1 u2 1 —|— 1 u2

Ausgedriickt durch die universelle Zeitkoordinate ¢, die in der Robertson - Walker -
Metrik verwendet wird, wird das Licht zum Zeitpunkt ¢. in V. emittiert und zum Zeit-
punkt ¢, in N, beobachtet. Natiirlich gilt aufgrund der Kausalititsforderung ¢, > ¢..
Wie bereits bei der Diskussion “Licht im Gravitationsfeld” gehen wir von der Tatsache
aus, daB sich Licht auf Null - Geoditen bewegt. Es gilt also fiir das Licht ds* = 0. Nun
ist also

ds® = ¢ dtQ—RZ(t) d?* = 0 919)
und weiter

cdt

= dl

R0 (920)
oder

fed _ I (921)

R(t)

Dies verbindet die Raummarkierung / mit der Zeitdifferenz ¢, — ¢..

Als nichstes betrachten wir Licht, das in /N, zu einem versetzten Zeitpunkt ¢, + At.
emittiert wird. Dieses Licht wird in NV, zum Zeitpunkt ¢, + A¢, empfangen, wobei At,
durch die Relation

totAto
cdt

R(1)

=1 (922)

tet+Ate
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bestimmt wird. [ ist ja eine feste Abstandsmarkierung im mitbewegten Koordinatensy-
stem. Es sei nun At, die Periode eines physikalischen Vorgangs, der in /V, stattfindet.
Dieser periodische Vorgang wird in N, die scheinbare Periode At, haben. Der periodi-
sche Vorgang soll so ablaufen, da$ fiir das Inkrement der Abstandsmarkierung / gilt:
dl = 0. Aus dem Vergleich von (921) und (922) folgt sofort

/toﬂ _ to+Atoﬂ .
te R(?) tetAte Rty
Wir spalten den Integrationsbereich auf und bekommen
te-I-Ateﬂ—l_ to dt _ to ﬂ_l_ toyAtoﬂ 020
te h(?) tetAte k() tetAte h(?) o k()

Dies fiihrt auf

tet+Ate dt B toyAto dt (925)
ro ~ ] RO

te

At sei sehr klein, verglichen mit der Anderung von R(t). Damit erhalten wir nherungs-
weise
At, At,

R(t;)  R(l.)

=0. (926)

Im folgenden bezeichnen wir R(t,) = R, und R(t.) = R..Die Zeitdifferenzen
driicken wir durch Frequenzen aus

v R

= = =, 927

o TR (927)
Mit Hilfe von ¢ = A v konnen wir dies auf eine Relation beziiglich der Wellenldngen
umschreiben

A R

= = =, 928

N R (928)

Damit folgt als relative Verschiebung der Wellenlidnge im Vergleich zur Wellenlinge
bei der Emission
AX Ao — Ae R

iy :E_l' (929)

Als empirischen Sachverhalt stellt man nun fest, da das Licht, das in entfernten Ga-

z =

laxien emittiert wird, hier rotverschoben erscheint. Daraus schliefen wir, dafl R(t) an-
wachsen muf} und daf3 sich somit auch das Universum ausdehnt.
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Bereits im Jahr 1936 hat Hubble das Gesetz der Rotverschiebung entdeckt.
AN L
A T’

wobei [ den Abstand entfernter Galaxien von uns angibt. Fiir die Grofle 7' fand Hubble

(930)

den Wert T = 0.56 - 1017 s, was jedoch verglichen mit dem heute giiltigen Wert sehr

ungenau ist.

R(t)/c hat die Dimension einer Zeit. Wir betrachten im folgenden Zeitintervalle, die
klein verglichen mit dieser Zeit sind. Wir fiihren eine Potenzreihenentwicklung in der
Grofe ¢ (t, — t.)/ R, durch. Es gilt

1

t=to

_ LR (=te 1 l@_m’] lwr+...c931)

R, R,c R, c?

e | R, 2 R,

Als nichstes entwickeln wir

% oedt
C
— | 932
und
R
= 21 933
z R (933)
in Potenzen von
c(t, —te)
h = ——~ . 934
R (934)

Durch Integration der Taylor - Entwicklung von 1/ R(t) folgt
1 R/

l:h—|—§—°h2—|—.... (935)
&
Weiter ergibt sich
R R/ R (R/ )2 R//
- % _q = 0 -° of 0| RhZ.
z R 1 - h 4+ 2 [ R 5 (936)

Aus den beiden letzten Gleichungen konnen wir & eliminieren, d.h., & wird durch [ aus-
gedriickt. Es folgt

1
cz = Ryl+ (R} — RIR,) . (937)
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Es war

R 1 R*?
I? = h2—|-7°h3—|-zc—;h4 (938)
und
1 R?
R = R;h+§Toh2. (939)

Einsetzen dieser beiden Ausdriicke in (937) fiihrt ndherungsweise auf (936). Mit (937)
haben wir einen Ausdruck abgeleitet, der die Rotverschiebung mit der Abstandsmar-
kierung verbindet. Beide GroBen sind Observable fiir die Astronomen.

In Gleichung (937) betrachten wir nur die Terme niedrigster Ordnung. Das physika-
lische Abstandsintervall, da3 von den Astronomen gemessen wird, lautet

L ~ Rl ~ R,h = c(t,—t.) . (940)
Damit folgt
R R
~ 2 (R,I) ~ =L. 941
cz R (R, 1) R (941)
Mit
R,
T = 7 (942)

ist das genau das Hubblesche Gesetz. Zusammenfassend konnen wir feststellen, dal3
die Robertson - Walker - Metrik die Rotverschiebung erklirt.
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Standardmodell des Universums

In den nachfolgenden Untersuchungen zum Standardmodell des Universums werden
wir zunéchst das kosmologische Glied vernachlissigen, d.h., wir nehmen an, da} gilt
A = 0. Ferner beschrinken wir uns auf die einfachste Annahme beziiglich des Energie
- Impuls Tensors Tij. Wir setzten

T =»p (943)

und 7" = O fiir alle m, n # 0.

Wir hatten bereits die folgenden Beziehungen abgeleitet

ds* = (d:z;o)2 — Gl g2

= (da®)" = SO 4o (944)
mit
do? = dr* +r?do? + r?sin?6 dc,o2 . (945)
Es war ferner
0 1
ds* = (da®)” — et — do? (946)
1+i%)
d.h.,
i)~ !
10— (947)
(1+55)
ro st eine Integrationskonstante.
Mitu = r/ro und
1
dy? = — do? = du® +u? (d02 + sin?f dc,oz) (948)
To
sowie
RY(t) = rZesl) (949)
folgte
d 2 2 d(92 : 2(9d 2
05t = ap - gy | DA sinhde) (950)

)
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Es gilt £ = —1, 0 oder +1. Aufgrund der Einstein - Gleichung haben wir

STk
GOO — _C—QT% .

Setzen wir nun ein, was wir bereits iiber G und 7'} wissen, so ergibt sich

12 1
2 3 8
e—G (f//_l_f + f)__g/Z _ —%,0-

4 4
Ferner hatten wir bereits ermittelt
2
rg (1 + % %)
RA(1)

-G

sowie
1 1
nwo_ - o2 gy
I AR
Damit folgt aus (952) sofort

3 3 3
G0 = -G (_ 22 /) 2 /2‘
0 € 4f +rf 19

Als Losung fiir f(r) hatten wir gefunden

k r?

To
Es folgt
2 2kr
f/(r):_l kr2'42
+ 3 7z o
und weiter
3 3 3 k2r?/pd 3k /r?
Zf/2‘|‘—f/21 k/202_1 /k(:*?'
' (1+55) ik
Mit (953) erhalten wir

4 R(1) R(t
3k
R2(t)

3 3 3h2ezpz 3k {14+45]
-G [ 2 g2 2o — 0 "o
‘ <4f + rf) )
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Aus (949) resultiert

R(t)\* R(t
g(z°) = In (ﬁ) =2 lnﬁ (960)
To To
und somit
2R'(t)/ro 2R'(t)
100
9@ = TR <R ©61)
Es ergibt sich
3, 3R
19 T Ry 062
SchlieBlich haben wir
St o 3k 3 R
R o = R2(1) ta R2(t) 063
Es folgt mit 77", = 0 (keine Summation) fiir m # 0
1 1 3
0= Gn = (_ e f’) el g = gt (964)
4 r 4

Auch dieser Zusammenhang war bereits abgeleitet worden. Aus (961) bekommen wir

s 2 R'(t) 2 R

o R(t) & RAt)
Mit (947), (957), (962) und (965) ergibt sich aus (964)

y (1+kf)2{1 gy k/r(%?}
R2(1) 4 r2 4{1+§%} 1+§:—g
2 R" 2 R* 3 R?
02R+02R2 c? R2

1 1 kr? 2 R R"?
— RZ—(t){Zerz/rg—k(1+Z—2)}—————. (966)

(965)

Zusammengefal3t bekommen wir
0 k N R L2 R"(t)
N R*(t) R ¢ R(t)
SchlieBlich multiplizieren wir (967) mit 3 und addieren das Resultat zu (963). Es ergibt
sich

(967)

4Tk 3R"(t
c? P = 2 R(t) ’

~—

(968)
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Diese Gleichung sowie (963) werden der Ausgangspunkt weiterer Untersuchungen sein.

Die nichtstatischen Modelle des Universums sind gekennzeichnet durch die Zeitab-
hingigkeit von R. Als Losung der Einstein - Gleichung ist im Prinzip jedes R(?) er-
laubt, sofern die Rotverschiebung als physikalische Konsequenz resultiert und sofern
als physikalischer Parameter die Dichte p positiv bleibt. Aus der beobachteten Rotver-
schiebung haben wir bereits geschlossen, dal £(¢) anwachsen muf.

Aufgrund von Gleichung (968) erkennen wir ferner, daB gilt R”(¢) < 0. Daraus folgt,
daB sich die Expansion des Universums verlangsamt. Wir multiplizieren (967) mit ¢ R*(¢)

und bekommen

2RR'+R*+ke = 0. (969)
Diese Gleichung ist dquivalent zu

(RR*) + kR =0, (970)
was wir durch ausdifferenzieren

R°+2RR R"+kR = 0 (971)

leicht nachpriifen konnen. Die Integration liefert.

Do—kR
- C .

R? = 972
I 972)
Dy ist eine Integrationskonstante. Wir setzen dies in (969) ein. Es folgt
02
2R R" + E(DO —kR)+kc* =
D 2
SRR+ 225 — 9. (973)
R
Dies ergibt
Dy
R — _ S 2 (974)
Hieraus schlieBen wir, dal [y positiv sein muf3.
Wir setzen nun (974) in (968) ein. Dies fiihrt auf
4k 3Dy 1
- — — (975)

2 P T O R R
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und damit

4 2
Dy = (?” R ,0) o (976)

c?

Der Ausdruck in Klammer entspricht gerade der Gesamtmasse M des Universums. So-
mit haben wir die Massenerhaltung des Universums wihrend seiner Entwicklung nach-
gewiesen. Es ist damit

D, = M~ (977)

c2

Dieser Wert entspricht aber gerade dem Schwarzschild - Radius des Universums.
Wir betrachten nun die Félle k. = +1, 0 und —1. Fiir £ = 41 setzen wir an
R = Dgsin’r(t). (978)

Dies fiihrt sofort auf

D
R = 70 {1 — cos(27)} . (979)
Setzen wir zusitzlich
D
ct = 70 [27 —sin(27)] , (980)

so 10st dies die Differentialgleichung

DO 02
R

Wir wollen dies ausfiihrlich nachpriifen. Es ist

dR\* dR\? [ dt\*
(%) - (%) (%) | 082

Somit muf} gelten

dR\’ dR\®  (dt\* = Dy )
() = (5) /() =55 o

fiir £ = 1. Einsetzen von (979) liefert

R® = — k. (981)

dR\* B 2¢2 pe? 2¢* =+ cos(27)
dt 1= cos(27) <= 1 — cos(27)
{1 + cos(27)}

- 1 —cos(27) O84)
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Auf der anderen Seite gilt

dat _ D [2—2 cos(27)] = Do [1 — cos(27)] . (985)
dr 2¢ c
Damit haben wir
2 2
(ﬁ) _ Do [1 — cos(27)]? . (986)
dr c?
Ebenso erhalten wir
dR
— = Dy sin(27) (987)
dr
und damit
dR\" 2 . 2 2 2
- = Dgsin”(27) = D§[1 — cos*(27)] . (988)

Damit konnen wir den Beweis abschlieBen
(d_R)2 / (ﬁ)z _ {1 — cos*(27)} _ {1 — cos(27)} {1 + cos(27)}
dr dr {1 — cos(27)}? {1 — cos(27)}?
{1 + cos(27)}
{1 — cos(27)}

(989)

Wir haben die Parameterdarstellung einer Zykloide abgeleitet. Wir konnen also fest-
stellen, da3 R(¢) durch eine Zykloide représentiert wird. Die Zykloide geht durch 0 bei
t = 1 = 0. Dies ist zunéchst als unphysikalisch zu betrachten, da wir im Energie
- Impuls Tensor die Druckterme vernachlissigt haben. Im Bereich des Ursprungs mufl
der Einfluf3 des Druckes auf die Dynamik der Materie noch studiert werden. Der Radius
R(t) expandiert, erreicht ein Maximum mit dem Wert D, zum Zeitpunktt = Dy 7/2c
und kontrahiert dann wieder.

Wir studieren nun den Fall £ = 0. In diesem Fall gilt
Doz

R? =
R

(990)
Daraus folgt

RVR = \/Dge. (991)
Separation der Variablen fiihrt auf

VRAR = \[Dycdt . (992)
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Wir integrieren und bekommen

3
R?—RY? = SV Doe(t —to). (993)
Ry und ¢ sind Integrationskonstanten. Damit verschwindet der Radius (2 = 0) zu
einem Zeitpunkt
2 R/
ly, = tg— ——. 994
1 0 3¢ \/D_O ( )
Indem wir den Zeitursprung auf ¢; verschieben, erhalten wir eine einfachere Form
R — A2/3 (995)
mit
3 2/3
A= (Se) pott. (996)

Diese Losung beschreibt also ein Universum, das sich stetig in der Expansion befindet
und das plotzlich bei? = 0 beginnt. Es ist ein explodierendes Modell des Universums.

Wir verwenden die Hubble - Konstante in der niedrigsten Ordnung 7' = R/ R’. Damit

bekommen wir aus

8Tk 3 5 3k
2 P = R2 2 "+ R2 (997)
firk = 0
3
STk p = Tz (998)

Dies verbindet die Hubble - Konstante mit der Massendichte p. Mit
T = (41 £2)-10" s (999)
erhilt man als gegenwirtige Massendichte des Universums

p = (11 £0.5)-1072 2 (1000)

cIm
was mit den beobachteten Daten durchaus vertrédglich ist. Die Losung der Einstein -
Gleichung fiir A = k£ = 0 war das erste nichtstatische Resultat, das bereits im Jahr 1922
von Friedmann abgeleitet wurde. Mit minimalen Annahmen hat man ein physikalisch

akzeptables Ergebnis erhalten.
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SchlieBlich diskutieren wir noch den Fall £ = —1, der das géngige Weltmodell wider-
spiegelt. Aus

Do — kR
— C

R* = 1001
7 (1001)
wird
R? Dy
— = —+1. 1002
Diese Differentialgleichung wird geldst durch die Parameterdarstellung
D
c = 70 [sinh(27) — 27] ,
D
R = 70 [cosh(27) — 1] . (1003)
Wir verifizieren diese Losung. Wir gehen aus von
dR\’ dR\®  (dt\® Dy
) o= (= —] = ) 1004
(dt) (dr) /(dr) R ¢ (1004)
Es gilt
dt D 2R
— = Zlcosh(27) —1] = — (1005)
dr ¢ ¢
und
dR
o= Dy sinh(27) . (1006)
Damit folgt
dR\* D} sinh2(27') c? Doc? + Re?
1 = = 1007
(&) =" ; o
und weiter
D} sinh?(27) ¢
osinh 21)e 2y g (1008)
4R
Damit bekommen wir
D2sinh?*(27) = 4R Dy + 4R* . (1009)

Wir setzen R ein und erhalten

Disinh?(27) = 2Dg[cosh(27) — 1] + D3[cosh®(27) + 1 — 2 cosh(27)](1010)
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Dies ergibt schlieBlich die Identitét
DEsinh?*(27) = D3 cosh®(27) — D} . (1011)

Entsprechend dieser Losung wichst £(¢) monoton von null bis unendlich an. Das Mo-
dell erlaubt ein Anwachsen bis iiber den Schwarzschild - Radius des Universums hin-
aus. Die Geburt des Universums ist explosiv, da gilt R = oo bei R = 0. Natiirlich
ist das wieder eine illegale Extrapolation, da die Druckterme vernachlissigt wurden.
Mit Hilfe der Gleichung

8Tk 3 5 3k
Tt mall v (1012

und der Hubble - Konstante 1/7° = R’/R konnte man im Prinzip zwischen den drei

verschiedenen Fillen unterscheiden. Aus den experimentellen Daten folgt die Grof3e

3 3c?
P o (mm) i (1013)

Somit lieBe sich das Vorzeichen von k£ bestimmen, d.h., man konnte festellen, ob das
Universum sphirisch, Euklidisch oder pseudo-Euklidisch ist. Jedoch reicht hierzu die
gegenwirtige MeBgenauigkeit beziiglich p noch nicht aus. Zusammenfassend kénnen
wir aber feststellen, daB3 fiir den Fall A = 0 die Explosionsmodelle keineswegs unver-
traglich mit den empirischen Daten sind.
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Aufgabe: Symmetrien des Riemannschen

Krimmungstensors
Zeigen Sie, da3 der Riemannsche Kriimmungstensor

—I*

ov|o

Rt =T"

Voo ov|p

+ 10, Ty, =10, T,
die folgenden Symmetrien besitzt:

1. Antisymmetrie im letzten Indexpaar

2. Antisymmetrie im ersten Indexpaar

3. Zyklische Symmetrie

4. Symmetrie unter Vertauschung des ersten Indexpaares mit dem zweiten

Losung

1. Die Antisymmetrie im letzten Indexpaar ist trivial. Sie folgt direkt aus der Definition
des Riemannschen Kriimmungstensors.

2. Antisymmetrie im ersten Indexpaar.

Die kovariante Ableitung des metrischen Tensors g, verschwindet identisch. Damit
verschwindet auch die zweite kovariante Ableitung des metrischen Tensors

Gullplle =0 (1014)
Ebenso gilt
Guvllollp =0 . (1015)

Die Differenz der letzten beiden Ausdriicke 148t sich nach Definition durch Riemann-
Tensoren ausdriicken

0= Guliolle = Guvllolly = Jow Bjppo + Guo 1555 (1016)
woraus die Behauptung folgt:
Ryupcr - Ruupcr =0 . (1017)

3. Zyklische Symmetrie
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Wir betrachten zunichst die zweite kovariante Ableitung eines Skalars ¢. Es gilt

Pljpllc — Pllallp =0 - (1018)

Dann gilt auch fiir die dritte kovariante Ableitung

Plipllollr — Plieliollr =0 (1019)

Dies ist die erste der beiden Relationen, die wir spéter benotigen werden.
Als néchstes betrachten wir die zweite kovariante Ableitung eines kovarianten Vektors
a,. Nach Definition des Riemannschen Kriimmungstensors erhélt man

pllollr = Gplirlle = Ga Hppr (1020)
Wir wihlen den Vektor a, = ¢j,. Damit erhalten wir die zweite Relation

Pljpllollr — Pllolirlle = Plla ooy - (1021)

Wir permutieren in der letzten Relation (1021) die Indizes p, o, 7 und addieren alle
daraus entstehenden Relationen auf

ZSlgﬂ VOlla Bp(par) = ZSlgﬂ ) (@P(liolin = SPUlIm) - (1022)

P soll hierbei die Permutationen kennzeichnen. sign( P) ist +1, falls P eine gerade Per-
mutation der Indizes p, o, 7 darstellt, und —1 falls P eine ungerade Permutation ist.
Nun beachten wir, da ¢ p(||-|jpl0) = @PP(|jp|lo||7) flir eine gerade Permutation P’. Da-
mit ist ¢ p(|j7||,||-) ebenfalls in der Summe auf der rechten Seite von Gleichung (1022)
enthalten. Damit schreiben wir weiter

Z sign(P)da Bp(pon) Z sign(P) (Gp(iriolie) = SP(islirlin)) - (1023)
Wegen (1019) verschwindet der Ausdruck in der letzten Zeile identisch. Es folgt
0 = Z sign(P)d|jo Bp(pory
= O (R, + R, + RS, — RS, — RS, — R2,) (1024)

Verwenden wir die Antisymmetrie des Kriimmungstensors beziiglich Vertauschung im
letzten Indexpaar, so ergibt sich

0=y (R, + B, + R,,) (1025)

179



und, da ¢ und damit ¢y, beliebig vorgegeben worden sind,

0=R, + R

poT oTp

+ R

Tpo

(1026)

fiir jedes o.

4. Symmetrie unter Vertauschung des ersten Indexpaares mit dem zweiten

Dazu fiihren wir in der letzten Gleichung (1026) zyklische Permutationen der Indizes
apoTt durch und addieren die vier entstehenden Relationen auf

0 = +Rupor + Rugrp + Rorpe
+Rpgro + Roros + Rpaor
+Rorap + Rowpr + Ropro
+Rropo + Ropoos + Revap - (1027)

Bis auf vier Terme hebt sich alles weg. Es verbleibt die Gleichung
Raorp+ Rprao + Boapr + Brpoa =0, (1028)
und nach Verwendung der Antisymmetrie-Relationen im ersten und letzten Indexpaar
2(Roorp— Rrpao) =0 . (1029)

Daraus folgt die Symmetrie unter Vertauschung des letzten mit dem ersten Indexpaar.
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Aufgabe: Kovariante Ableitung und

Antisymmetrisierung

Zeigen Sie, da} unter Antisymmetrisierung der Indizes die kovariante Ableitung eines
kovarianten Tensors dritter Stufe gleich der gewohnlichen Ableitung ist, d. h. daB} gilt

{Aiklﬂm} = {Aikﬂm} (1030)
Losung: Die kovariante Ableitung eines Tensors dritter Stufe A,z ist definiert durch
Aikt|lm = Aiktjm — [ A — UL At = Th ) Ay (1031)

Ajplm 1t €in Tensor vierter Stufe, dessen Antisymmetrisierung gegeben ist durch

{Aiklﬂm} = % (Ailem + Ak + Aimrit — Aimie — Aitkljm — Akt
—Agim|li — Akmillt — Akitlm + Arim|t + Army)i + Ariilm
+ Ak + Akl + Atkm|li — Atkilim — Atim|lk — Atmk))i
— Akt — Amr)i — Antiie + Amikli + Ak + Amuﬂ@)ﬂ)
Wir behaupten nun
{Autpn} = { At } =0 (1033)

Damit miissen wir uns also nur mit der Antisymmetrisierung der Terme befassen, die
die Christoffel-Symbole beinhalten. Fiir diese Terme soll gelten

{F?m Ajkl} + {F‘;Qm Am} + {Ffm Ai; =0 (1034)
Wir betrachten zunichst den ersten Term der letzten Gleichung. Ausgeschrieben lautet

€r

{Ffm A]‘M} = FZm Ajkl — Fim A]‘k[ + Terme gleicher Gestalt

= (1Y, = I%,;) Aju + Terme gleicher Gestalt (1035)
Nun sind aber die Christoffel-Symbole symmetrisch unter Vertauschung der unteren
Indizes
P =T (1036)
Damit folgt
{1, A} =0 (1037)
und daraus
{Awm} = {Aitm} - (1038)
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Erganzungen zum relativistischen

Energie-Impuls Tensor

In unserer urspriinglichen Diskussion des Energie-Impuls Tensors waren wir von einer
idealen Fliissigkeit ausgegangen, d.h. es galt p = 0. In der inkohérenten, nichtwechsel-
wirkenden Materie hatten wir irreversible Vorgédnge vernachlissigt. Es galt

T9 = plx)u'(z)u’(z) (1039)
mit v = dx'/ds. Ferner hatten wir bereits die Relationen 7'%° = ~2p, 70" =
pv™/cund T™ = pov™v"™/c* mit m,n =1, 2, 3 diskutiert. Aus dem Verschwinden

der Divergenz des Energie - Impuls Tensors resultierten die Bewegungsgleichungen.
Aus

T = - l—"’+v-,m7] (1040)
c | Ot

folgte

dp =

— +V.pd =0 1041

5 TV v (1041)
und somit die Kontinuitdtsgleichung der klassischen Hydrodynamik. Aus

mi P dv™ = 7. m

i = 2| +v- Vv (1042)

ergab sich

oo™ -

; LFVom = 0. (1043)

Dies ist die Eulersche Ableitung, die den kriftefreien hydrodynamischen Fluf3 beschreibt.

Wir wollen jetzt innere Krifte, die mit dem Druck verkniipft sind, in Rechnung stellen.
Speziell betrachten wir eine ideale Fliissigkeit, die charakterisiert ist durch die Eigen-
dichte p(x), die Vierergeschwindigkeit des Flusses u(z) und durch ein skalares Druck-
feld p(x). Den Materieanteil des Energie-Impuls Tensors bezeichnen wir mit M =
pu'(z)u?(z). Wir wollen zeigen, daB durch Einbeziehung des Druckes in 7'/ nach Di-
vergenzbildung die richtigen Bewegungsgleichungen der klassischen Hydrodynamik
resultieren.

Wir betrachten zunichst den klassischen Limes kleiner Geschwindigkeiten und klei-
ner Drucke, so da wir Terme der Ordnung v?/c* und p (v/c) vernachldssigen konnen.
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Der Druck soll ferner nur den Materieflul beeinflussen, nicht aber die Elastizititseigen-
schaften der Materie. Viskosititseffekte werden vollstindig ausgeschlossen. Mit diesen
Annahmen konnen wir wieder fiir die Kontinuitdtsgleichung schreiben

a —
S v (p7) = 0. (1044)
ot
Die Kraftgleichung dndert sich nun zu
v - dp Dv™
v-Vo | = "= ——— = . 1045
p(m” ”) / oz~ "Dt (1045)

Die Beutung dieser Gleichung ist evident. Durch den Druckgradienten —dp/dx™ wird
ein Volumenelement beschleunigt und ein Beobachter in der Fliissigkeit erfdhrt die Be-
schleunigung Dv™ / Dt. Dies entspricht also gerade dem zweiten Newtonschen Gesetz.
Sollten dufere Krifte wirken, miifite man den Term mit /™ modifizieren. Diese Glei-
chung ist noch nicht relativistisch invariant. Wir miissen noch eine Tensorgestalt der
Gleichung (1045) ableiten, die die Bedingung der relativistischen Kovarianz befriedigt.

Die Kontinuitédtsgleichung ergibt sich aus der Forderung

Mofi = - (—'0 +V. (,017)) = 0. (1046)
c \ Jt
Die Bewegungsgleichung muB jetzt aber ausgedriickt werden durch
: p Dv™ p [V = 1 dp
™= = = — Vo | = ———— 0. 1047
I ¢ Dt c? ( ot Toe v ) c? dx™ 7 ( )

Bei Anwesenheit eines inneren Druckes ist /% also nicht divergenzfrei. Um dieses
Problem zu 16sen betrachten wir eine 3x 3 Matrix S™" mit der Eigenschaft
mn L Op
In = 2 gyem

Diese Matrix ist bekannt als der dreidimensionale Drucktensor, seine Divergenz stellt

(1048)

eine Kraft dar. Ein Drucktensor, der die Forderung (1048) erfiillt, ist gegeben durch

100
R R (1049)
C
00 1

Mit Hilfe des Drucktensors konnen wir die Bewegungsgleichung insgesamt schreiben
als

I¢ |n
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Wir erweitern S™" zu einer 4 x 4 Matrix

0 0 0 0
o plo1o0o0
SYo= = 1051
2o o010 ( )
0 0 0 1
Damit folgt
(M”—I—S”) = TZ|J =0, (1052)
|7 J
wobei T explizit ausgeschrieben lautet
L vefe vyfe wv./e 0000
) Je 00 0 0100
i | e + 2 (1053)
Uy/c 0 0 0 c 0 010
v./Je 0 0 0 0 0 01

Dies gilt im Rahmen unserer klassischen Nidherung.

T ist noch kein Tensor, denn die Relation zwischen ¢, p und 1'%/ ist nicht kovariant.
Wir wollen also verallgemeinern. Fiir M/ kennen wir das Resultat schon. Wir suchen
noch eine geeignete Form fiir 5*/. Es gibt nur zwei symmetrische Tensoren vom Rang
2, die mit der Fliissigkeit verkniipft werden konnen, néimlich ¢/ und v’ u/. Wir machen
als Ansatz

si = Llaw +5g7] (1054)

02
wobei « und (3 noch unbekannte Koeffizienten sind, die wir zu bestimmen haben. Fiir
kleine Geschwindigkeiten und Drucke miissen wir das klassische Resultat erhalten. Die
entsprechende Reduktion liefert

1 000 1 0
o 0000 0 —1
SY = = |« + 1055
c? 00 00 & 0 —1 ( )
00 00 o 0 0 -1
Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir @ = 1 und 5 = —1. Damit haben wir
s = (w' v/ — g¥) (1056)
und insgesamt fiir den vollstidndigen Energie - Impuls Tensor
19 = pulvd + 5 (ulu —gY) . (1057)
C
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Sterne, Weille Zwerge und Neutronensterne

In diesem Abschnitt wollen wir einige einfache Eigenschaften von Sternen und anderen
Objekten, die durch die Gravitation zusammengehalten werden, besprechen. Es sollen
hier nur sphirisch symmetrische und nichtrotierende Objekte betrachtet werden.

Eine gravitativ gebundene Gaskugel, die sich im Gleichgewicht befindet, muf fiir je-
des Volumenelement die nach innen gerichtete Gravitationskraft durch eine nach auflen
gerichtete Kraft kompensieren. Hier kommen der gaskinetische Druck und der durch
die vorhandene elektromagnetische Strahlung ausgeiibte Strahlungsdruck in Frage. Bei
normalen Sternen im Gleichgewicht liberwiegt der gaskinetische Druck und wir wollen
den Strahlungsdruck vernachlissigen.

Nach der Newtonschen Theorie betrigt die Gravitationskraft auf ein kleines Volumen-
element f - dr im Abstand » vom Zentrum der Kugel

GM d
Fpay = —2M0)o)Fdr (1058)
r
wobel
M(r) = /r 4 v p(r') dr’ (1059)
0

die Masse der innerhalb von r liegenden Kugel ist. Die durch den Druckgradienten her-
vorgerufene Kraft lautet

dP
F, = —fAP= —fd—dr. (1060)
T
Die Gleichgewichtsbedingung 0 = [, + F}, fiihrt damit auf
dP GM
__GMr)p (1061)
dr r2

Zu berechnen sind nun P(r), M(r) und p(r). Zusitzlich zu den beiden Gleichungen
(1059) und (1061) bendtigen wir also noch eine dritte Gleichung, die Zustandsglei-
chung der Materie, die den Zusammenhang zwischen Druck und Dichte wiedergibt:

P = P(p). (1062)

Dieser Zusammenhang kann im allgemeinen beliebig kompliziert sein und Material-
konstanten enthalten. Im Falle normaler Sterne ist wegen der hohen Temperaturen im
Inneren die Zustandsgleichung des idealen Gases eine sehr gute Ndherung:

r = 2ur (1063)

mo
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Allerdings wird nun zusitzlich die Funktion 7'(r) eingefiihrt. Zur exakten Behandlung
wiren nun detaillierte Kenntnisse iiber die Energieerzeugung in Sternen, den Energie-
transport an die Sternoberfliche und die Abstrahlung von der Oberfliche notig. Wir
wollen das Problem durch die Annahme einer konstanten Dichte

M
p= v = const (1064)

vereinfachen um wenigstens die Gro3enordnungen von Druck und Temperatur im Stern-

inneren abschitzen zu konnen. Gleichung (1059) vereinfacht sich damit zu

M(r) = M (1065)

und eingesetzt in die Gleichgewichtsbedingung (1061) erhalten wir

dP 3GM?*r
dr " AmRS (1060)
Integration fiihrt auf
3 GM?
P(r)= 5 @ " + P(0) (1067)

mit der Integrationskonstanten P(0), dem Druck im Zentrum. Dieser Zentraldruck kann
bestimmt werden durch die Forderung, dall der Druck an der Oberfldche des Sternes
verschwindet,

3 GM?
P(r=R)=0 = P(0) = & o (1068)

Die GroBen auf der rechten Seite der Gleichung kdnnen fiir die Sonne relativ leicht aus

astronomischen Beobachtungen bestimmt werden, wihrend der Druck im Sonneninne-

ren direkten Messungen nicht zugénglich ist. Einsetzen der Werte

My, ~ 2-10%¢g

Ry ~ 7-10"cm (1069)
ergibt
15 dyn 9
Py ~ 1.3-10" 2= ~ 1.3-10° atm (1070)
cm

sowie unter Ausnutzung der idealen Gasgleichung (1063)

T, ~ 107K (1071)
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Fiir my haben wir dabei die Protonenmasse eingesetzt. Damit diese hohe Temperatur
trotz der dauernden Energieabstrahlung aufrecht erhalten werden kann, muf3 im Son-
neninneren Energie erzeugt werden. Bekanntlich erfolgt diese Energieerzeugung durch
die Fusion von Wasserstoff zu Helium. Um fusionieren zu konnen miissen sich die Aus-
gangskerne so nahe kommen, daf die Kerne durch die starke Wechselwirkung zu ei-
nem grofen Kern gebunden werden konnen. Dazu miissen die Kerne die Coulomb-
AbstoBung iiberwinden:

Z2
Ee =22

~ MeV. (1072)

To
Die vorhandene thermische Energie ist mit der eben abgeschitzten Temperatur

FEy, = KT ~ keV. (1073)

Es gibt zwar in der Energieverteilung der Kerne stets auch einige Kerne mit etwas hoher-
er Energie, jedoch ist die Wahrscheinlichkeit, die notige Energie von MeV zu finden,
verschwindend klein. Quantenmechanisch konnen die Kerne trotzdem die Barriere mit
einer endlichen Wahrscheinlichkeit durchtunneln und eine Fusionsreaktion machen.

Man sieht, daB3 die Hohe der Coulomb-Barriere quadratisch mit der Kernladung geht
und daher bei “kleinen” Temperaturen wie in unserer Sonne die direkte Fusion von

Wasserstoff zu Helium iiberwiegt:
4p —* He + 2e™ 4 2 + 26 MeV. (1074)
Diese Nettoreaktion lduft in mehreren Schritten ab:
p+p — d+et+v
d+p — °He+~
“He +°He — *He+2p (1075)

Der erste Schritt lduft dabei am langsamsten ab, da dabei durch die schwache Wechsel-
wirkung ein Proton in ein Neutron umgewandelt werden muf3. Dies ist der Grund dafiir,
daB bei etwas hoheren Temperaturen eine andere Reaktion dominiert:

“"C+p — PN+y
PN — PC+et+v
PC+p — M"N+qy
UN4+p — PO+~
YO0 — PN4et+v
"N+p — "C+'He (1076)
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Der am Anfang dieses CNO-Zyklus benétigte Kohlenstoffkern wird also am Ende der
Kette wieder zuriickgeliefert; der '2C-Kern wirkt hier als Katalysator. Auch in dieser
Zerfallskette werden zwei Umwandlungen durch die schwache Wechselwirkung ver-
mittelt, jedoch sind die Kerne '°N und 0 abgesehen von dieser Zerfallsmoglichkeit
stabil und konnen sich daher fiir den Betazerfall Zeit lassen. In der direkten Fusion
zweier Protonen dagegen ist das Diproton vollig ungebunden und der schwache Zerfall
muf} wihrend der kurzen Zeit der gegenseitigen Annéherung passieren. Andererseits
sind im CNO-Zyklus schwerere Kerne beteiligt, so daf die Coulomb-Barriere hther
ist. Deshalb setzt der CNO-Zyklus erst bei hoheren Temperaturen ein, dominiert dann
aber.

Nicht die gesamten 26 MeV der Nettoreaktion (1074) stehen dem Stern zur Verfiigung.
Die entstandenen Neutrinos tragen einen kleinen Teil davon weg, da sie ungehindert aus
dem Inneren des Sternes entweichen konnen. Die von der Sonne emittierten Neutrinos
konnen sogar auf der Erde noch nachgewiesen werden. Damit kann man gewisserma-
Ben bis in das Zentrum der Sonne sehen, wo die Kernfusionen stattfinden. Allerdings
stellt man fest, dal im experimentell zugéinglichen Energiebereich nur etwa ein Drittel
der Neutrinos gemessen werden, die man theoretisch erwarten wiirde. Moglicherwei-
se ist also die Energieverteilung der Neutrinos anders als erwartet und die Modelle zur
Beschreibung des Sonneninneren sind mangelhaft. Eine andere diskutierte Moglichkeit
wire, dal die urspriinglich in der Sonne erzeugten Elektron-Neutrinos sich auf dem
langen Weg zur Erde in Neutrinos der beiden anderen Leptonenfamilien umwandeln.
Da es gerade drei Leptonenfamilien mit den Neutrinos v, v, und v, gibt, konnte dies
gerade den fehlenden Faktor drei der Sonnenneutrinos erkldren, denn Myon- und Tau-
Neutrinos konnen nicht nachgewiesen werden.

Bei noch hoheren Temperaturen im Sterninneren konnen schlieBlich auch noch schwe-
rere Kerne zur Fusion gebracht werden. Solche Reaktionen werden in Sternen wich-
tig, die bereits einen groflen Teil ihrer Wasserstoffvorrite aufgebraucht haben. Bei Er-
reichen von “°Fe kann allerdings durch weitere Fusion keine Energie mehr gewonnen
werden.

Irgendwann sind alle Energievorrite eines Sternes erschopft. Die Temperatur und damit
der Druck sinken; der Stern schrumpft. Diese Endphase kann sehr schnell durchlaufen
werden und ist ein dynamischer Prozef3. Beispielsweise kann es hier auch zu spekta-
kuldren Supernova-Explosionen kommen.

Ein moglicher Endzustand eines Sternes ist ein Weifler Zwerg oder — nach ldngerer
Abkiihlzeit — ein Schwarzer Zwerg. Ein volliges Zusammenfallen der Materie wird
dabei (bei nicht zu schweren Sternen) durch das Pauli-Prinzip verhindert.
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Bei groBer Verdichtung der Materie sind die Elektronen nicht mehr an den Atomen ge-
bunden sondern kénnen sich wie in Metallen frei zwischen den positiven Ionen be-
wegen. Der Hintergrund der positiven Ionen bildet einen Potentialtopf fiir die Elek-
tronen, die sich darin frei bewegen kénnen. Die Elektronen-Wellenfunktionen miissen
aber Randbedingungen an der Oberfliche des Potentialtopfes erfiillen. Dadurch sind
nur noch diskrete Zustidnde fiir die Elektronen erlaubt, denn es muf} (im eindimensio-
nalen Bild) ein Vielfaches der Elektronenwellenlénge genau in den Topf passen. Die
Elektronen miissen sich als Fermionen an das Pauli-Prinzip halten und diirfen jeden
dieser Zustdnde nur jeweils paarweise besetzen (mit je einem Elektron mit Spin nach
oben und Spin nach unten). Bei niedrigen Temperaturen 7' ~ 0 sind also genau die
untersten Zustinde von Elektronen besetzt.

Wird der Topf verkleinert, so werden auch die erlaubten Wellenlingen kleiner, was zu
hoheren Impulsen und damit hoheren Energien fiihrt. Mochte man also das Volumen
des Systems verkleinern, so mufl Energie zugefiihrt werden, was sich als Druck be-
merkbar macht. Wir wollen im folgenden den Fermidruck bzw. die Zustandsgleichung
eines solchen entarteten Elektronengases berechnen.

Zunichst bestimmen wir die Zahl der Zustinde d N in einem Volumen V' mit Impulsen
zwischen & und £ + dk. Es gilt

RPdN = 2.V -4nkidk, (1077)
—— —
Phasenraumvolumen
weil sich in jeder Phasenraumzelle der GroBe ~° nur hochstens 2 Elektronen mit an-
tiparallelen Spins befinden konnen. Die Gesamtzahl der Elektronen mit Impuls < £y,
dem Fermiimpuls, betrdgt dann

rdN 8w [ky
N = / Sl =V —/ k= Vi,
= Ve (1078)
Aufgelost nach dem Fermiimpuls erhalten wir
L 13
= 107
=3 (57) a07)
und
dky 1 ky
3T (1080)
Die gesamte Energie aller Elektronen erhalten wir durch
k 8m [ks(V)
E= /f —dk— vh—Z/ " Bk K dk. (1081)
0
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Der Druck ergibt sich nun als Energiednderung pro Volumeninderung:

oF E 8T dk E 87
- __,vipg 20 220 3
o=V s Bk T = & Sn Bk (1082)

Zur konkreten Berechnung bendtigen wir noch den Zusammenhang zwischen Impuls

und Energie:

2

k< m.c
E(k) = \/m2ct + k2c? m { 2Me (1083)

ke k> m.c

Da ohnehin nur Energiedifferenzen interessieren, haben wir im nichtrelativistischen Grenz-
fall die Ruhemasse der Elektronen weggelassen. In den beiden angegebenen Grenzfillen
ist die Integration zur Berechnung von £ sehr einfach und nach Einsetzen in (1082)
erhalten wir fiir den Druck des entarteten Elektronengases (n bezeichnet die Elektro-
nendichte N/V)

ST kS 1 /3\2%? h2
L n?/3 nichtrelativistisch
P 15R3 m, 20 \ 7w Me 1084
N o 1 /3\/3 L ( :
33 k?c = 3 (—) hen/®  extrem relativistisch.
Vis

Dabei geschieht der Ubergang von der nichtrelativistischen zur relativistischen Beschrei-
bung ungefihr bei dem Impuls

h 3 1/3
ko & moc = o (ﬂ) (1085)
2\
beziehungsweise bei einer zugehorigen Fermionendichte
8rm?2c?
ng = VE (1086)
~ 6-10* cm™ fiir Elektronen. (1087)

Dem nichtrelativistischen Grenzfall der Gleichung (1084) konnen wir entnehmen, daf3
zum Druck im wesentlichen nur die leichten Elektronen beitragen, denn der analoge
Ausdruck fiir den Protonendruck wére durch die groBere Protonenmasse um einen Fak-
tor 2000 unterdriickt. Andererseits ist die Masse des Sternes fast ausschlielich durch
die Masse der Nukleonen gegeben.

Nehmen wir an, dall der Stern im wesentlichen aus Wasserstoff aufgebaut ist, dann
enthilt er genauso viele Nukleonen (Protonen) wie Elektronen und wir erhalten eine
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Massendichte von

po = mMmyno (1088)
A~ 1000 kg/cm®  fiir WeiBe Zwerge. (1089)
Wir konnen nun die Zustandsgleichung (1084 ) in die Beziehung (1068) fiir den Zentral-

druck einsetzen und erhalten schlieBlich die Masse eines weillen Zwerges in Abhédngig-
keit von seiner Zentraldichte:

3 m 3/2 1/2 1/2
/7( ) (ﬁ) = Mo (ﬁ) falls p < po
po’ GBI2 \my Po Po

M = s/ (1090)
¢’ Me /
p1/2G3/2 = Me falls p > po
0

my

Dabei wurde R = (3M /47 p)'/? benutzt. Da bereits mehrere Niherungen eingegangen
sind, haben wir konstante Zahlenfaktoren in der Gréenordnung von 1 weggelassen.
Die hier eingefiihrte GroBe M ist die Chandrasekhar-Masse. Wie man sieht, wichst
die Masse des weillen Zwerges mit steigender Zentraldichte bis zur Chandrasekhar-
Masse an und bleibt dann konstant.

Wenn wir py und ng aus den Gleichungen (1088) und (1086) einsetzen, dann sehen wir,
daB die Chandrasekhar-Masse gar nicht von der Fermionenmasse — also von m. —
abhingt, sondern allein von der GroBe der Gravitationskonstanten und der Protonen-

masse bestimmt wird:

Ch 3/2
Mo = my, |5~ (1091)
P
~ 1.4 M, (1092)

Fiir p < po, das heif3t im nichtrelativistischen Fall, ist
RPpox M x p'? = R*p'? x R°M = const, (1093)

das heiB3t der Stern schrumpft, wenn seine Masse vergroBert wird.
Im extrem relativistischen Fall, p > pg, gilt sogar

R oc M = M. (1094)

das heif3t bei konstanter Masse kann der Stern beliebige Radien annehmen. Bei einer
kleinen Storung kollabiert der Stern bereits.
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Bei sehr hohen Dichten kommt noch ein weiterer Aspekt ins Spiel. Wenn némlich die
Fermienergie der Elektronen die Massenditferenz zwischen Neutron und Proton iiber-
steigt, dann ist kein (3-Zerfall des Neutrons mehr moglich, weil die energetisch erlaub-
ten Zustinde des erzeugten Elektrons bereits alle besetzt sind. Es wird sogar der um-
gekehrte Prozel3 stattfinden:

pt+te +1.3MeV — n+v (1095)

so dal} die Zahl der Elektronen abnimmt. Dies senkt allerdings auch den Fermidruck
der Elektronen, und der Stern ist nicht mehr stabil. Er kollabiert und es werden prak-
tisch alle Protonen in Neutronen umgewandelt. Es sind nun zwar auch keine Elektronen
mehr vorhanden, aber da auch die jetzt vorhandenen Neutronen Fermionen sind, kann
jetzt der Fermidruck des entarteten Neutronengases (bei nicht zu schweren Systemen)
den volligen Kollaps verhindern und es bildet sich ein Neutronenstern. In den obigen
Gleichungen ist nur m, durch m,, ~ m,, zu ersetzen.

Da die Chandrasekhar-Masse unabhéngig von der Fermionenmasse war, ist die Grenz-
masse fiir Neutronensterne im Rahmen unserer Betrachtungen die gleiche wie fiir wei-
Be Zwerge. Lediglich die Massendichte pq skaliert mit (1m,/m, ) und der Radius mit
me/m,. Die typische Dichte eines Neutronensternes wire also

po ~ 10'® g/cm? fiir Neutronensterne (1096)

Der typische Radius eines Neutronensternes ergibt sich zu 5 km, was bereits vergleich-
bar ist mit dem Schwarzschildradius, der in der gleichen Grof3enordnung liegt. Bei einer
genaueren Untersuchung sind also Effekte der allgemeinen Relativititstheorie in Rech-
nung zu stellen. AuBerdem ist zu beachten, dal die Neutronen wegen der bei hohen
Dichten einsetzenden starken Wechselwirkung nicht mehr gut durch ein freies Fermio-
nengas beschrieben werden konnen. Bessere Abschidtzungen liefern fiir Neutronenster-
ne eine etwas groBBere Grenzmasse von etwa zwei Sonnenmassen.

Bei groBBeren Massen kann der Fermidruck der Neutronen der Gravitation keinen Wi-
derstand leisten und das System kollabiert vollig. Es ist aber zu beachten, daB der Uber-
gang von Sternen zu Weillen Zwergen oder Neutronensternen ein dynamischer Prozel3
ist, der sehr heftig und explosiv verlaufen kann (Supernova), wobei gro3e Materiemen-
gen in das Weltall geschleudert werden konnen. Daher muf nicht jeder Stern mit ur-
spriinglich mehr als zwei Sonnenmassen als schwarzes Loch enden.
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Hydrodynamik in gekriimmten Raumen

Die Hydrodynamik dient zur Beschreibung von Fliissigkeiten und Gases, die im lokalen
thermodynamischen Gleichgewicht stehen. Die Beschreibung erfolgt mittels einer Rei-
he von Feldern, nidmlich dem Geschwindigkeitsfeld u*(z), dem Druckfeld p(x), dem
Dichtefeld p(z) und dem Temperaturfeld 7'(x). Der Wert des Feldes gibt den Gleich-
gewichtswert von mittlerer Geschwindigkeit, Druck, Dichte und Temperatur des Gases
in einem kleinen Volumen um den raum-zeitlichen Punkt = an. Wir betrachten zunéchst
die Beschreibung in einem flachen, nichtgekriimmten Raum. Da alle diese Felder lokale
GroBen beschreiben, ist es immer moglich, sie in einem mitbewegten (Gau3schen) Ko-
ordinatensystem zu betrachten, wo der metrische Tensor an einem Punkt keine Kriimmung
enthalt.

Im folgenden fiihren wir die Dichte aufgrund ihrer Transformationseigenschaften hin-
sichtlich der Lorentz-Gruppe (also im flachen Raum) ein. Dichten spielen eine zu Vo-
lumen duale Rolle: das Produkt aus einer Dichte und einem Volumen ergibt eine ska-
lare physikalische Grof3e, z.B. eine Anzahl von Teilchen oder eine Energie. Kennt man
das Transformationsverhalten des Volumens, so muf3 die Dichte gerade die dazu duale
GroBe sein.

Im dreidimensionalen Raum wird eine Dichte durch die Gleichheit

(Anzahl in dV') = (Dichte) - dV/ (1097)

definiert. Da das dreidimensionale Volumenelement dV im dreidimensionalen Raum
ein Skalar ist, ist auch die Dichte ein dreidimensionaler Skalar. Im vierdimensionalen
Raum dagegen hat das 3-Volumenelement das Transformationsverhalten eines Vierer-
vektors. Wir ersehen das daraus, daf die Translation eines dreidimensionalen Volumens

um einen Vierervektor dz* ein vierdimensionales Volumen aufspannt:
(4-Volumen) = (3-Volumen); - dz". (1098)

Ein dreidimensionales Volumen im vierdimensionalen Raum hat daher den Transfor-
mationscharakter eines Vierervektors; nur so 14t sich zusammen mit dem Vierervek-
tor der Translation ein Skalar bilden. Dies ist analog zu einer zweidimensionalen Fléache
im dreidimensionalen Raum, die durch ihren Normalenvektor charakterisiert wird. Der
Normalenvektor dV; charakterisiert die “Ausrichtung” des 3-Volumens; fiir ein senk-
recht zur Zeitachse stehendes (also nur zu einem Zeitpunkt definiertes) Volumen ist der
Normalenvektor parallel zur Zeitachse

av; = (d[V],0,0,0), (1099)
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wenn |V'| den Betrag des dreidimensionale Volumens angibt. Befindet sich das Volu-

men in einem bewegten Koordinatensystem, so existiert es aufgrund der Lorentz-Transformation
nicht gleichzeitig, sondern zu verschiedenen Zeitpunkten, und der Vektor hat rotierte
Komponenten. SchlieBlich gibt es auch zeitartige 3-Volumen; sie entsprechen dem Teil

des vierdimensionalen Raumes, der von einer zweidimensionalen Fldche in einem be-
stimmten Zeitraum durchlaufen wird.

Definiert man eine vierdimensionale Dichte analog zum dreidimensionalen Raum, d.h.,

fordert man, daf} das Produkt aus Dichte und 3-Volumen ein Skalar sei,

(Anzahl in dV') = (Dichte); dV*, (1100)

so wird die Dichte ebenfalls durch einen Vierervektor beschrieben. (Im gekriimmten
Raum ist das 4-Volumen allein kein Skalar, sondern muf3 mit \/—¢ multipliziert wer-
den.) Wir bezeichnen die Teilchenzahldichte mit »n*; die Anzahl der Teilchen in einem
kleinen 3-Volumen dV; ist also

AN = n'dV. (1101)

Der Vektor n' gibt dann die Dichte der Weltlinien der Teilchen an; er ist parallel zur
Tangente an die Weltlinien.

Wir haben schon gesehen, daB sich die Erhaltung der Teilchenzahl in der Kontinuitéts-
gleichung

nip =0 (1102)

manifestiert. Dies folgt aus dem GauB3schen Integralsatz. Betrachtet man némlich ein
3-Volumen zu zwei verschiedenen Zeitpunkten und formt im vierdimensionalen Raum
aus thnen durch Verbindung ihrer Rénder ein abgeschlossenes 4-Volumen /1, so ist die
Nettozahl der Teilchen, deren Weltlinienden Rand von H, 9 H, durchdringen, durch

AN = [ n'dV; (1103)
oH

gegeben. Die Integration lduft iiber das raumlichen 3-Volumen zu beiden Zeitpunkten
und iiber das zeitartige 3-Volumen, das sie verbindet. Letzteres entspricht der Ober-
flache des raumlichen Volumens in ihrer Existenz iiber den Zeitraum zwischen den bei-
den Zeitpunkten. Aus dem GauB3schen Satz folgt

AN = [ widn (1104)
H

und damit die genannte Kontinuitédtsgleichung fiir den Fall, da genausoviele Teilchen
das 4-Volumen H verlassen wie sich hineinbewegen. Dies entspricht der Situation, da3
die Weltlinien der Teilchen nicht enden diirfen.
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Im flachen Raum lautet die Kontinuitétsgleichung

;L onY

omi = 2
T

Wir konnen daher die Zeitkomponente ° mit der Teilchenzahldichte und die Raum-

+V-7=0. (1105)

komponenten 77 mit dem FluBvektor identifizieren. Man schreibt dann

n' = nu' , wu' =1 , nin' = n? (1106)

und bezeichnet das skalare Feld n(z) als Teilchenzahldichte und das 4-Vektorfeld u*(z)
als Geschwindigkeitsfeld.

Neben der Teilchenzahldichte n'(x) ist zur thermodynamischen Beschreibung minde-
stens noch der isotrope Druck p(x), ein Skalar, erforderlich. Beide zusammen erlauben
es, den Energie-Impuls-Tensor (oder, streng gesprochen, seine Dichte) im Ruhesystem

als
b 00 0
2
Tii gp/oc /02 8 (1107)
pc
0 0 0 p/c

zu schreiben. SchlieBlich wird als dritte thermodynamische Grundgroé8e die Tempera-
tur 7" oder die Entropiedichte s benotigt; dann ist das Gas vollstindig beschrieben.

Um das System der hydrodynamischen Gleichungen abzuschlieBBen, mufl man auch den
Zusammenhang zwischen Dichte, Druck und Temperatur kennen, die Zustandsgleichung.
Sie hingt von der Wechselwirkung der Teilchen ab; im einfachsten Falle ist sie die ei-
nes idealen Gases. Betrachtet man den Endzustand der Sternentwicklung, in dem alle
Energie durch Strahlung aus dem Stern gewichen ist, kann man sich behelfen, indem
man die Temperatur zu Null setzt und die Zustandsgleichung des entarteten Fermigases
gebraucht. In allen anderen Fillen setzt die Berechnung die Kenntnis des Energietrans-
ports im Stern voraus.

Die Dichte des Energie-Impuls-Tensors eines Gases ist gegeben durch
T — (p n %) Wi — pg (1108)
C

wenn u' das 4-Geschwindigkeitsfeld, p das Druckfeld und p das Dichtefeld ist. Energie-
Impuls-Erhaltung wird durch die Gleichung

TV =0 (1109)

sichergestellt: die kovariante Divergenz des Energie-Impuls-Tensors verschwindet.
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Wir betrachten die Konsequenzen dieser Gleichung fiir die Stromung eines Gases. Dazu
setzen wir (1108) in (1109) ein

[(/J 4 %) i _pgw‘]
c 17
P i P i ; P i g
= (ot &) vt (o+ B) v + (o4 ) wel

— pig”

p ; P j i P i
- [(H:z)nj“]*(ﬂ*:z) fu]u + (o4 ) iy

— pig? (1110)

g
T [|5

Es ist zweckmiBig, den Vierervektor, den die Divergenz eines Tensors darstellt, bezo-
gen auf die Vierergeschwindigkeit u' zu betrachten: wir projizieren zunichst auf w’;
spéter betrachten wir die Komponenten senkrecht dazu.

wl™y = (’0 + c_2)||‘uj * <'0 * c_2) “ii ¥ (’0 * c_2) u'y|ju’
J

— pyg”ui (1111)
Im dritten Term ist
mw”:}(mw) =0 (1112)
79 Il ’

da das Produkt «,;u* = 1 eine Konstante ist. Damit erhilt man schlieBlich
Jo Py
wp = - (,0 + 6—2) (LR (1113)

Die kovariante Ableitung auf der rechten Seite 148t sich auf das Dichtefeld umschrei-
ben, wenn man beachtet, daf3 der Teilchenzahlstrom erhalten ist

nm:QwQW:a (1114)
Dann gilt

(nu )y = 0 = nyu’ + nay; (1115)
und daher

ui); = T”Z“] (1116)
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Wir finden schlieBlich die Kontinuitédtsgleichung der Hydrodynamik im gekriimmten
Raum:

2
wpy; = _etp/e u'ny;. (1117)
n
Das hier auftretende Konstrukt v’ J; mit einer beliebigen GroBe f bedeutet die Ande-
rung der GroBe entlang der Weltlinie, an die u* Tangente ist, also die Anderung pro
Eigenzeitintervall d7 auf dieser Weltlinie

dp _p+p/ctdn
dr n dr’

Diese Gleichung driickt die Erhaltung von Masse-Energie aus; anders als die nichtre-

(1118)

lativistische Hydrodynamik erlaubt sie die Umwandlung von Masse in Energie.
Wir wenden uns nun den Komponenten von 7"/ ; senkrecht zu u* zu. Dazu verwenden
wir den Projektionstensor

Pij = Gij — UUy. (1119)

Angewandt auf einen beliebigen Vektor, projiziert er auf die zu u; senkrechte Kompo-
nente. Angewandt auf die Divergenz des Energie-Impuls-Tensor finden wir

PijTijk = (,0 + c%) (uinkuk — uiujujnkuk)
—p|: + Uiukak
= (/J‘ + %) ui||kuk =Pl T+ (ukak) Ug, (1120)

wobei ein Term wieder aufgrund von (u;u’|;) = 0 verschwindet. Nullsetzen liefert die
Eulersche Gleichung der Hydrodynamik in gekriimmten Raumen

P
(/J + 0—2) ukuink =Pl — (ukpnk) u; (1121)

Auf der linken Seite driickt der Ausdruck u* wg| die Anderung der Vierergeschwin-
digkeit entlang der Weltlinie, also die Viererbeschleunigung aus; die linke Seite stellt
also das Aquivalent von “Masse mal Beschleunigung” dar. Die rechte Seite kann um-
geschrieben werden

D — (Ukp”k) U; = (gik - uzuk) Pk (1122)

Sie stellt die Projektion des Druckgradienten senkrecht zur Vierergeschwindigkeit dar,
im mitbewegten Koordinatensystem also den dreidimensionalen Druckgradienten und
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damit die wirkenden Kraft. Die Eulersche Gleichung driickt also das Erste Newton-
schen Gesetz aus: die Beschleunigung eines Fliissigkeitsvolumens ist gleich der Kraft,
die Kraft ist durch den Druckgradienten gegeben. Sie unterscheidet sich vom nichtre-
lativistischen Fall durch die explizite Kovarianz und durch die triige Masse der inneren
Energie p/c? auf der linken Seite.

Diese beiden Gleichungen stellen die Grundlage der Hydrodynamik in gekriimmten
Réiumen dar. Sie sind insbesondere durch Reibungsterme zu ergiinzen, die nicht aus der
Erhaltung von Energie und Impuls folgen. Im folgenden betrachten wir nur den Fall ei-
nes statischen Sterns, in dem die riumlichen Komponenten des Geschwindigkeitsfeldes
verschwinden. Dann gilt

1
\/9007

; 0 042 0
uzuizlzuuozgoo(u) —— y =

(1123)

wenn wir die Metrik diagonal wihlen. Ebenso verschwinden die zeitlichen Ableitungen
p|jo des Dichtefeldes und pjjo des Druckfeldes, und die Kontinuitétsgleichung ist immer
erfiillt.
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