Kosmologische Modelle

Gerhard Soff

Institut fiir Theoretische Physik
Johann Wolfgang Goethe - Universitat
Frankfurt am Main

Vorlesung im Sommersemester 1989



Vorbemerkungen

Die Vorlesung “Kosmologische Modelle” ist als direkte Fortsetzung der Vorlesung “All-
gemeine Relativititstheorie” gedacht. Wir wollen auf den bereits diskutierten mathe-
matischen Relationen und physikalischen Implikationen aufbauen. So werden wir bei-
spielsweise von der Kenntnis der Einsteinschen Gleichung und der unterschiedlichen,
bereits abgeleiteten Losungen ausgehen. Fiir das erginzende Literaturstudium gelten
die gleichen Vorschldge wir fiir die Vorlesung “Allgemeine Relativitétstheorie”.

Wir werden zunéchst weitere Konsequenzen aus der Robertson-Walker Metrik studie-
ren. Dann soll die Schwarzschild-Losung fiir das Innere eines Sterns abgeleitet wer-
den. Dies erlaubt es schlieBlich, den moglichen Kollaps eines Sterns theoretisch zu ver-
folgen, bis hin zur eventuellen Formation von Schwarzen Lochern. Weiterhin wollen
wir uns dem Phinomen der Gravitationswellen zuwenden sowie weitere Losungen der

Einstein-Gleichungen untersuchen.



Wiederholung einiger Resultate
zur Robertson - Walker Metrik

Wir sind von der einschrankenden Annahme eines homogenen und isotropen Univer-
sums ausgegangen. Durch Losung der Einstein - Gleichung hatten wir bereits die Ro-
bertson - Walker Metrik abgeleitet,

_
E)

mit k£ = -1, 0 oder +1. Wir hatten neu definiert

ds® = (d:z;o)z—eg(l’o) do? (1)

RY(t) = r2ett") ()

Durch Verwendung neuer Koordinaten konnten wir fiir das Quadrat des Langenelemen-
tes schlieBlich die Form erzielen

3)

ds* = *dt* — RY(t) {M e (dl + sin 0 dp?) }

i+ e

mitu = r/ro. Mit 7% = pund T = 0 fiiralle m, n # 0 fanden wir die Beziehungen
0 n g

Sk 3k 3 R*(1)

-0 _ = 4

2" T Ro 2RO @
und

ATk 3 R'(t)

@’ T TaRM) )

die Ausgangspunkt fiir das Studium des Standardmodells der Kosmologie waren.



Die de Sitter - Losung

Die erste nichtstatische Losung der Einstein-Gleichung wurde von de Sitter im Jahr
1917 angegeben. Es wurde von de Sitter postuliert, da} die niherungsweise gefundene

Relation
R(t) 1
R(t) — T ©)

wobei 7' die Hubble-Konstante bezeichnet, exakt gelten soll. Die elementare Integrati-
on von (6) liefert sofort

R = Ryelm, 7

wobei R, eine Konstante ist. Dieses Modell weist keine Singularitit auf, d.h. R(¢) wird
niemals null oder unendlich in einer endlichen Zeit. Es gibt keinen Urknall und keinen
Kollaps. Dieses Modell hat somit sehr dsthetische Charakterziige, bewirkt jedoch recht
drastische Konsequenzen fiir die Massendichte p. Damit bekommen wir

Ark 3R"(t) 3
—0p = A-— = A— 8
2 P 2 R(t) T2’ ®)
drk k R*(t) — R(t) R"(t ke e2t/T
K, b RW-ROR(W kT ©
c R3(t) c? R2(t) R
Gleichung (8) impliziert p = const. Aus (9) folgert man p — 0 fiir{ — oo. Fiir

positive Werte von p bleibt als Schlufolgerung p = 0 fiir alle ¢ und ebenso £ = 0. Die
de Sitter - Losung représentiert daher ein leeres Universum mit einer zeitabhéngigen
Metrik. Die Raumdimensionen sind Euklidisch, es gibt aber eine expandierende Skala.

Das gegenwirtige Universum kann daher im Rahmen dieses Modells nur als lokale
Storung der de Sitter - Geometrie verstanden werden, die im GroBen gilt. Die de Sitter
- Geometrie wird dem Universum von auflen aufgepfropft.

Der Betrag der kosmologischen Konstante folgt aus (8)

3 1 1
2 T? (1.3-10%%)2 (Lichtjahre)? (10)

Dies stimmt in der Gro3enordnung mit der Entfernung der weitesten Sterne iiberein.



Das Modell eines ‘‘gleichbleibenden Zustandes”

fur das Universum

Im Jahr 1948 haben Bondi und Gold ein kosmologisches Modell vorgeschlagen, das
nicht auf den Einsteinschen Gleichungen beruht. Es wird kein spezieller Zusammen-
hang zwischen Materie und Geometrie postuliert. Es wird aber postuliert, dafl die Mas-
sendichte p konstant ist und daf ferner an jedem Raum-Zeit-Punkt das gleiche Hubble-
sche Gestz gilt. Alle Raum-Zeit-Punkte sollen dquivalent sein. Daher heif3t dieses Po-
stulat auch das perfekte kosmologische Postulat. Diese Postulate verletzen offensicht-
lich die Energieerhaltung, denn die beobachtete Expansion des Universums und For-
derung p = const sind nur miteinander vertrédglich, wenn stindig mit einer konstanten

Rate Materie erzeugt wird.

Im Rahmen eines einfachen Modells betrachten wir zunichst einen Beobachter, der
sich im Zentrum einer Kugel mit dem Radius r befindet. Wir beschrinken uns ferner
zunéchst auf rein Euklidische Geometrie. Aufgrund der Expansion des Raumes wird
Materie aus dieser Kugel mit dem festen Radius r herausflieBen. Die Rate fiir diesen
FluB betriigt 4 7 r v p, wobei v die radiale Geschwindigkeit der Materie bei r ist. Um
die Massendichte konstant zu halten, muf} daher innerhalb der Kugel Materie mit einer
konstanten Rate 4?” r® () erzeugt werden. Q bezeichnet hierbei die mittlere Rate fiir die
Erzeugung von Materiedichte. Wir setzen die Ausdriicke fiir die beiden Raten gleich.
Damit folgt

drripv = 4%7“3@. (11)
Wir verwenden nun das Hubblesche Gesetz in der Form

v = r/T. (12)
Somit bekommen wir

Q = 3p/T. (13)

Mitp = 6-10-° Wasserstoff-Atome/cm?® erhalten wir als Zahlenwert Q ~ 10~(15+2)
Wasserstoff-Atome/(cm? Jahr). Dabei haben wir fiir die Hubble-Konstante 77 = 1.3 -
1019 Jahre verwendet. Diese kleine Erzeugungsrate ist nicht nachweisbar. Das Modell
weist als sehr dsthetische Eigenschaft keine Singularitit auf. Es gibt keinen Anfang und
kein Ende des Universums. Es ergibt sich aber sofort die Frage, in welcher Form die
Materie erzeugt wird.



Wir wollen nun einen mathematischen Rahmen fiir diese Theorie erstellen. Diese Theo-
rie 1dBt sich sicherlich nicht in Einklang mit der Einsteinschen bringen, da in dieser ja
explizit die Gesamtenergieerhaltung gilt. In der Einsteinschen Theorie gilt der Zusam-
menhang

STK
2

TY = GY . (14)

C
Die rechte Seite hat eine verschwindende Divergenz. Im Rahmen der neuen Theorie

wollen wir eine formale Aquivalenz herstellen. Wir subtrahieren von 7' einen Tensor
C'%, der fiir die Materieerzeugung verantwortlich sein soll.

STK

(T”——C”) - G, (15)

02
Da 7" und G symmetrisch sind, sollte auch C'*/ symmetrisch sein. Damit ist aber of-
fensichtlich C*/ noch nicht eindeutig bestimmt. Es miissen weitere Forderungen gestellt
werden. In dem mitbewegten Gaul3schen Koordinatensystem, das wir verwenden, gibt
es einen ausgezeichneten Vektor

D' = (1,0,0,0). (16)
Wir wollen nun D' mit C'/ in Beziehung setzen. Der einfachste Ansatz lautet

C9 = LA (DWW 4D = LA (g7 D+ g7 DY) - (17)
A ist zunéchst ein konstanter Skalar, den wir spiter festlegen werden. Homogenitéit und
Aquivalenz aller Welt-Punkte, die wir forderten, bestimmen die Metrik vollstindig. Da
diese Forderungen auch die Robertson - Walker - Metrik fixiert hatten, muf} die Me-
trik in dem nun diskutierten Modell ebenfalls vom Robertson - Walker - Typ sein. Da

wir auch eine konstante Expansionsrate gefordert haben, muf3 weiterhin die de Sitter -
Losung gelten,

R(t) = Roe'lT. (18)

Als weitere Annahme setzen wir k£ = 0, das heift, die dreidimensionale Welt ist eukli-

disch. Wir schreiben nun die Robertson - Walker - Metrik in der Form

2 _ 2 _ % 2 2 2
ds® = duxg 7 (d:z;l + dz; + d:z;3) (19)
0

mit xy = ct. Daraus ergibt sich
R\? R\? R\?
o= 1 (=), (=), (= 2
i (’ (f%) ’ (f%) ’ (f%) ) ’ (20)
.. RO 2 RO 2 RO 2
Vo= |1, — | —= — | = — = . 21
g (’ (R)’ (R)’ (R) 1)



Wir wollen nun das mathematische Problem angehen, den Tensor C' “J 30 zu bestimmen,
daf} die modifizierten Einstein - Gleichungen fiir ein Universum mit Robertson - Wal-
ker - Metrik gelten, in dem p = const gilt. Der Ricci-Tensor G/ ist vollstéindig durch
die Metrik bestimmt, der Energie - Impuls Tensor ist durch die Materieverteilung im
mitbewegten Koordinatensystem festgelegt. Es gilt

T = p&, &, . (22)

Wir betrachten zuerst den gemischten Tensor G ; und tibernehmen die Ausdriicke fiir
G% und G", mitn = 1, 2, 3 aus den fritheren Rechnungen zur Robertson - Walker Me-
trik. Fir k£ =0 gilt

STk 3 R’z(t)
= -G = 2
C2 p 0 C2 RQ(t) 9 ( 3)
: R*(t)  2R"(t)
0 = G, = — 24
! 2 R (t) 2 R(t) 24
Mit R = R exp{t/T} ergibt sich sofort
Gy = YRR (25)
Unter Verwendung von Tij = pd' 50j konnen wir die modifizierten Einstein - Glei-
chungen nach Cij auflosen.
i i &
Cj - Tj + STK G J
3 3 3 3
_ _ _ — — ) 26
(,0 STtrT? SarT? SrrT? 87T/<;T2) (26)

Mit Hilfe von g% ziehen wir den zweiten Index hoch und erhalten mit B = 3/(87xT'?%)
.. RO 2 RO 2 RO 2
ci = (p—B,(=2) B, (=2) B, (=2) B).
(’0 ’(R) ’(R) ’(R) 7

Bisher haben wir noch nicht von der Bedingung (17) Gebrauch gemacht. Per Definition
gilt

DY, = D+, D" (28)

7

Um den Tensor DiH ; ermitteln zu konnen, miissen wir zunichst die nichtverschwin-

denden Christoffel - Symbole berechnen. Dazu fiihren wir eine Nebenrechnung durch.



Mit Hilfe der Geoditengleichung wollen wir die Christoffel - Symbole bestimmen. Wir

starten vom Variationsprinzip

5/[:1';3—

Mitzg = ct folgt d/dxy = %d/dt. Als Euler-Lagrange-Gleichung fiir x, folgt

R*(t
R<><¢§+¢g+¢§> ds = 0. (29)

2
0

. 2R()R(1),. i .
24 —I—%(ajf%—x%—l—x%) = 0. (30)
Dies fiihrt auf (7,5 = 1,2,3)
R(t) R'(t) RN 1
po. — MU, (—) 5. I
t c R? I Ry/) T " @D
Die Euler-Lagrange-Gleichung fiir x, lautet
d [Rt) . 2RR . R
Dies fiihrt sofort auf (2,5 = 1,2,3)
; R 1
Damit folgt
: 1 1 1
Dy o= (0, —, —, = - 4
Il ( Tl e CT) (34
Da Din ;und Dlli beide symmetrisch sind folgt
C', = ADY;. (35)
Durch Vergleich erhalten wir schlielich
3
p - 87T/£T2 9 (36)
3c
A = — . 7
8rrT 37)
Somit ist die Hubblesche Konstante die einzig wesentliche Grofe, die in dieser Theorie
erscheint.
SchlieBlich betrachten wir noch die Divergenz von T% = pdi, §’;. Dies muf gleich

der Divergenz von C" sein, da G* divergenzfrei ist. Es gilt

Tij — Tij

Il s

+ T8 T T T (38)
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Wir verwenden die bereits berechneten Christoffel-Symbole. Es ist 7% = p und
T4 = 0fiiri # 0, j # 0.Somit folgt 7%, = 0. Da das Christoffel-Symbol I'? ,

li
verschwindet, trigt nur der letzte Term zur Divergenz bei. Es folgt

ij 3p
Ebenso gilt
cY, = CH +Th,Cm 4T, Ccm. (40)
Es galt

y 3 Ro\? 3 Ro\? 3 Ro\* 3
s = oot (8 s (5 s () 2}
ST R ST R ST R ST

firi = jund C* = 0fiiri # j. Offensichtlich ist C/, = 0. Damit haben wir

Cy = Dy O I, 0 (42)
Der erste Term tragt bei fiir: = 0, m = 3 = 1, 2, 3. Er liefert den Beitrag

1 3
— .3
cT 8SmrT?

Der zweite Term trdgtbei fiirm = 0; 5 = 1, 2, 3;2 = 0 und liefert somit den Beitrag
3 3 3
cT P cT 8STmrT?
Zusammengefallt folgt

i = 3;(1,0,0,0). (43)

Ils c

Damit sind die Divergenzen wirklich gleich wie gefordert. Man kann Tiﬂ ;= Cif i
als Quellenvektor des Energie-Impuls Tensors verstehen, in der gleichen Weise, wie
man s° = [ iﬂj als Quelle des Minkowski-Tensors /'*/ versteht. Die explizite Form
von C*; zeigt, daB im mitbewegten System Materiedichte in Ruhe erzeugt wird mit
der Rate Q@ = 3p/T. Dies ist der gleiche Wert, den wir friiher einfacher abgeleitet
hatten. Mit p = 3/(87xT?) folgt Q@ = 3p/T = 9/(87xT?*). Damit haben wir ein
konsistentes mathematisches Weltmodell aufgebaut.



Wiederholung einiger Resultate
zur Robertson - Walker Metrik

Wir sind von der einschrankenden Annahme eines homogenen und isotropen Univer-
sums ausgegangen. Durch Losung der Einstein - Gleichung hatten wir bereits die Ro-
bertson - Walker Metrik abgeleitet,

_
E)

mit k£ = -1, 0 oder +1. Wir hatten neu definiert

dst = (@)} = erte) o (44)

Rt) = et (45)

Durch Verwendung neuer Koordinaten konnten wir fiir das Quadrat des Langenelemen-
tes schlieBlich die Form erzielen

(46)

ds* = *dt* — RY(t) {M e (dl + sin 0 dp?) }

i+ e

mitu = r/ro. Mit 7% = pund T = 0 fiiralle m, n # 0 fanden wir die Beziehungen
0 n g

Sk 3k 3 R*(1)
2, = = 47
2" = ot R “7)
und
ATk 3 R'(t)
- 2 48
C2 p C2 R(t) b ( )

die Ausgangspunkt fiir das Studium des Standardmodells der Kosmologie waren.



Die de Sitter - Losung

Die erste nichtstatische Losung der Einstein-Gleichung wurde von de Sitter im Jahr
1917 angegeben. Es wurde von de Sitter postuliert, da} die niherungsweise gefundene

Relation
R'(t) _ l 49)
R(t) T’

wobei 7' die Hubble-Konstante bezeichnet, exakt gelten soll. Die elementare Integrati-
on von (49) liefert sofort

R = Rye'T, (50)

wobei R, eine Konstante ist. Dieses Modell weist keine Singularitit auf, d.h. R(¢) wird
niemals null oder unendlich in einer endlichen Zeit. Es gibt keinen Urknall und keinen
Kollaps. Dieses Modell hat somit sehr dsthetische Charakterziige, bewirkt jedoch recht
drastische Konsequenzen fiir die Massendichte p. Damit bekommen wir

ATk 3R"(t) 3
—0p = A-— = A— : 1
2 P 2 R(t) c2T? 1
Die Addition der beiden folgenden Gleichungen, die wir bereits abgeleitet haben,
k R* 2 R'(t)
0 = A-— — 2
[m@+@m+@3@ ’ (52)
8Tk 3k 3 R”
?”“_'ﬁm@+53mﬂ’ )
fiihrt sofort auf
STk 2k 2 R*(t) 2 R'(t
= = mpta 2()——2 . (54)
c R2(t) ¢ R%(t) ¢ R(1)
und damit auf
4 k R*(t) — R(t) R"(t ke e2t/T
tn kRO ROR) ke 55
c? R3(t) c? R2(t) R

Gleichung (51) impliziert p = const. Aus (55) folgert man p — 0 fiir{ — oc. Fiir
positive Werte von p bleibt als Schlufolgerung p = 0 fiir alle ¢ und ebenso k& = 0. Die
de Sitter - Losung représentiert daher ein leeres Universum mit einer zeitabhéngigen
Metrik. Die Raumdimensionen sind Euklidisch, es gibt aber eine expandierende Skala.

Das gegenwirtige Universum kann daher im Rahmen dieses Modells nur als lokale
Storung der de Sitter - Geometrie verstanden werden, die im GroBen gilt. Die de Sitter
- Geometrie wird dem Universum von auflen aufgepfropft.

10



Der Betrag der kosmologischen Konstante folgt aus (51)

3 1 1
A = = . 56
2 T? (1.3-10%%)2 (Lichtjahre)? (56)

Dies stimmt in der Gro3enordnung mit der Entfernung der weitesten Sterne iiberein.
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Das Modell eines ‘‘gleichbleibenden Zustandes”

fur das Universum

Im Jahr 1948 haben Bondi und Gold ein kosmologisches Modell vorgeschlagen, das
nicht auf den Einsteinschen Gleichungen beruht. Es wird kein spezieller Zusammen-
hang zwischen Materie und Geometrie postuliert. Es wird aber postuliert, dafl die Mas-
sendichte p konstant ist und daf ferner an jedem Raum-Zeit-Punkt das gleiche Hubble-
sche Gestz gilt. Alle Raum-Zeit-Punkte sollen dquivalent sein. Daher heif3t dieses Po-
stulat auch das perfekte kosmologische Postulat. Diese Postulate verletzen offensicht-
lich die Energieerhaltung, denn die beobachtete Expansion des Universums und For-
derung p = const sind nur miteinander vertrédglich, wenn stindig mit einer konstanten

Rate Materie erzeugt wird.

Im Rahmen eines einfachen Modells betrachten wir zunichst einen Beobachter, der
sich im Zentrum einer Kugel mit dem Radius r befindet. Wir beschrinken uns ferner
zunéchst auf rein Euklidische Geometrie. Aufgrund der Expansion des Raumes wird
Materie aus dieser Kugel mit dem festen Radius r herausflieBen. Die Rate fiir diesen
FluB betriigt 4 7 r v p, wobei v die radiale Geschwindigkeit der Materie bei r ist. Um
die Massendichte konstant zu halten, muf} daher innerhalb der Kugel Materie mit einer
konstanten Rate 4?” r® () erzeugt werden. Q bezeichnet hierbei die mittlere Rate fiir die
Erzeugung von Materiedichte. Wir setzen die Ausdriicke fiir die beiden Raten gleich.
Damit folgt

drripv = 4?”7«3@. (57)
Wir verwenden nun das Hubblesche Gesetz in der Form

v = r/T. (58)
Somit bekommen wir

Q = 3p/T. (59

Mitp = 6-10-° Wasserstoff-Atome/cm?® erhalten wir als Zahlenwert Q ~ 10~(15+2)
Wasserstoff-Atome/(cm? Jahr). Dabei haben wir fiir die Hubble-Konstante 77 = 1.3 -
1019 Jahre verwendet. Diese kleine Erzeugungsrate ist nicht nachweisbar. Das Modell
weist als sehr dsthetische Eigenschaft keine Singularitit auf. Es gibt keinen Anfang und
kein Ende des Universums. Es ergibt sich aber sofort die Frage, in welcher Form die
Materie erzeugt wird.

12



Wir wollen nun einen mathematischen Rahmen fiir diese Theorie erstellen. Diese Theo-
rie 1dBt sich sicherlich nicht in Einklang mit der Einsteinschen bringen, da in dieser ja
explizit die Gesamtenergieerhaltung gilt. In der Einsteinschen Theorie gilt der Zusam-
menhang

STK
2

TV = GV, (60)

C
Die rechte Seite hat eine verschwindende Divergenz. Im Rahmen der neuen Theorie

wollen wir eine formale Aquivalenz herstellen. Wir subtrahieren von 7' einen Tensor
C'%, der fiir die Materieerzeugung verantwortlich sein soll.

STK

(T”—C”) = G, 61)

02
Da 7" und G*/ symmetrisch sind, sollte auch C'*/ symmetrisch sein. Damit ist aber of-
fensichtlich C*/ noch nicht eindeutig bestimmt. Es miissen weitere Forderungen gestellt
werden. In dem mitbewegten Gaul3schen Koordinatensystem, das wir verwenden, gibt
es einen ausgezeichneten Vektor

D' = (1,0,0,0). (62)
Wir wollen nun D' mit C'/ in Beziehung setzen. Der einfachste Ansatz lautet
Vo= LA(DW D) = LA (g7 D, +gm DY) (63)

A ist zunéchst ein konstanter Skalar, den wir spiter festlegen werden. Homogenitéit und
Aquivalenz aller Welt-Punkte, die wir forderten, bestimmen die Metrik vollstindig. Da
diese Forderungen auch die Robertson - Walker - Metrik fixiert hatten, muf} die Me-
trik in dem nun diskutierten Modell ebenfalls vom Robertson - Walker - Typ sein. Da
wir auch eine konstante Expansionsrate gefordert haben, muf3 weiterhin die de Sitter -
Losung gelten,

R(t) = Roe'lT. (64)

Als weitere Annahme setzen wir k£ = 0, das heift, die dreidimensionale Welt ist eukli-

disch. Wir schreiben nun die Robertson - Walker - Metrik in der Form

2 2 RQ(t) 2 2 2
ds* = dof— —p (dz? + da? + da?) (65)
0

mit xy = ct. Daraus ergibt sich
R\? R\? R\?
= (17 (&) (&) "(E)) , 0
.. RO 2 RO 2 RO 2
= L e L e L 7
g (1’ (R)’ (R)’ (R) 7
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Wir wollen nun das mathematische Problem angehen, den Tensor C' “J 30 zu bestimmen,
daf} die modifizierten Einstein - Gleichungen fiir ein Universum mit Robertson - Wal-
ker - Metrik gelten, in dem p = const gilt. Der Ricci-Tensor G/ ist vollstéindig durch
die Metrik bestimmt, der Energie - Impuls Tensor ist durch die Materieverteilung im
mitbewegten Koordinatensystem festgelegt. Es gilt

T = p&, &, . (68)

Wir betrachten zuerst den gemischten Tensor G ; und tibernehmen die Ausdriicke fiir
G% und G", mitn = 1, 2, 3 aus den fritheren Rechnungen zur Robertson - Walker Me-
trik. Fir k£ =0 gilt

STk 3 R’z(t)
= — GO =
C2 P 0 C2 RQ(t) 9 (69)
: R*(t)  2R"(t)
0 = G, = — 70
! 2 R (t) 2 R(t) (70)
Mit R = R exp{t/T} ergibt sich sofort
i 3
Gy = _C2T25]' (71)
Unter Verwendung von Tij = pd' 50j konnen wir die modifizierten Einstein - Glei-
chungen nach Cij auflosen.
i i &
Cj - Tj + STk G J
3 3 3 3
_ _ _ — — ) 72
(,0 STtrT? SarT? SrrT? 87T/<;T2) (72)

Mit Hilfe von g% ziehen wir den zweiten Index hoch und erhalten mit B = 3/(87xT'?%)
.. RO 2 RO 2 RO 2
cY o o= -B,\—) B, |—=) B, |—) B]|.
(p ’(R) ’(R) ’(R) (7)

Bisher haben wir noch nicht von der Bedingung (63) Gebrauch gemacht. Per Definition
gilt

DYy = D+, D" (74)

7

Um den Tensor DiH ; ermitteln zu konnen, miissen wir zunichst die nichtverschwin-

denden Christoffel - Symbole berechnen. Dazu fiihren wir eine Nebenrechnung durch.
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Mit Hilfe der Geoditengleichung wollen wir die Christoffel - Symbole bestimmen. Wir

starten vom Variationsprinzip

5/[:1';3—

Mitzg = ct folgt d/dxy = %d/dt. Als Euler-Lagrange-Gleichung fiir x, folgt

R*(t
R()(¢§+¢§+:i;§) ds = 0. (75)

2
0

. 2R()R(1),. i .
27 —I—%(ajf%—x%—l—x%) = 0. (76)
Dies fiihrt auf (7,5 = 1,2,3)
R(t) R'(t) RN 1
ro - MOAW s <—) 5 77
" c R? ! Ry/) T 7
Die Euler-Lagrange-Gleichung fiir x, lautet
d [Rt) . 2RR . R
—2£ R% 1 = -2 cR% $0$1—2R—%$1 = 0. (78)
Dies fiihrt sofort auf (2,5 = 1,2,3)
; R 1
Damit folgt
» 1 1 1
Dy o= (0, —, —, = - 80
Il ( Tl e CT) (80)
Da Din ;und Dlli beide symmetrisch sind folgt
C', = ADY;. (81)
Durch Vergleich erhalten wir schlielich
3
— - 2
p 87T/£T2 Y (8 )
3c
A = — :
8rrT (83)
Somit ist die Hubblesche Konstante die einzig wesentliche Grofe, die in dieser Theorie
erscheint.
SchlieBlich betrachten wir noch die Divergenz von T% = pdi, §’;. Dies muf gleich

der Divergenz von C" sein, da G* divergenzfrei ist. Es gilt

Tij — Tij

Il s

+ T8 T T T (84)
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Wir verwenden die bereits berechneten Christoffel-Symbole. Es ist 7% = p und
T4 = 0fiiri # 0, j # 0.Somit folgt 7%, = 0. Da das Christoffel-Symbol I'? ,

li
verschwindet, trigt nur der letzte Term zur Divergenz bei. Es folgt

ij 3p
Ebenso gilt
cY, = CH +Th,Cm 4T, Ccm. (86)
Es galt

y 3 Ro\? 3 Ro\? 3 Ro\* 3
s = ot (8 s (5 s () 2}
ST R ST R ST R ST

firi = jund C* = 0fiiri # j. Offensichtlich ist C/, = 0. Damit haben wir

4, = Iomar o (88)
Der erste Term tragt bei fiir: = 0, m = 3 = 1, 2, 3. Er liefert den Beitrag

1 3
— .3
cT 8SmrT?

Der zweite Term trdgtbei fiirm = 0; 5 = 1, 2, 3;2 = 0 und liefert somit den Beitrag
3 3 3
cT P cT 8STmrT?
Zusammengefallt folgt

N 3
i = ;(1,0,0,0). (89)

Ils c

Damit sind die Divergenzen wirklich gleich wie gefordert. Man kann Tiﬂ ;= Cif i
als Quellenvektor des Energie-Impuls Tensors verstehen, in der gleichen Weise, wie
man s° = [ iﬂj als Quelle des Minkowski-Tensors /'*/ versteht. Die explizite Form
von C*; zeigt, daB im mitbewegten System Materiedichte in Ruhe erzeugt wird mit
der Rate Q@ = 3p/T. Dies ist der gleiche Wert, den wir friiher einfacher abgeleitet
hatten. Mit p = 3/(87xT?) folgt Q@ = 3p/T = 9/(87xT?*). Damit haben wir ein
konsistentes mathematisches Weltmodell aufgebaut.
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Die Godel - Metrik

Die Losung von Godel der Einstein-Gleichung, die wir nun behandeln wollen, ist nicht
vom Typ der Robertson - Walker Metrik. Insbesondere wollen wir durch das Studium
der Godelschen Losung auch den Zusammenhang zwischen dem Machschen Prinzip
und der Allgemeinen Relativititstheorie etwas beleuchten. Im Jahr 1949 hat Godel ei-
ne Losung der Gravitationsgleichung gefunden, die nicht auf den vereinfachenden An-
nahmen, wie sie etwa der Robertson-Walker Untersuchung zugrunde liegen, beruht.

Die Behauptung lautet, daf3 die folgende Metrik konsistent mit der Einstein-Gleichung
ist

ds® = (d:z;o + e d:z;2)2 — (d:z;l)2 — ; 2ax! (d:z; ) (dx3)2 . (90)
Hierbei ist « eine Konstante mit der Dimension einer inversen Lénge. Der Godel-Kosmos
ist ein homogener, aber anisotroper Raum. Der Godel-Kosmos ist zwar kein realisti-
sches Weltmodell, besitzt aber eine Reihe interessanter Eigenschaften. Es ist eines der
wenigen Weltmodelle, die rotierende Materie enthalten. Um zu beweisen, dal3 (90) eine
Losung der Gravitationsgleichung darstellt, miissen wir wieder die Christoffel-Symbole
und den Ricci-Tensor ermitteln. Zu diesem Zweck betrachten wir die Geodétenglei-

chung.
Die Euler-Lagrange Gleichungen, die das Variationsproblem
5 / ds = 0 1)
befriedigen, lauten
d -
. (i + e i?) =0, (92)
—Qi ( ) — 2:%i%q e + (:i;z)Qozezwl 93)
ds B ’
d azt c2 _ax _
g{e (:1;—|— z°e )}—0, 94)
d /.4
. () = 0. (95)
Wir formen dieses Gleichungssystem um
T —I—:L'zew —|—oze°””1 it it = 0, (96)
251 — 23032 qe* — (:JZ;Z)2 ae?® =0 ) 97)

e il (:1; + = :L'ZGW)—I—er (:}Z;O—I—;:Jc2 aa! —|— tae® '1) = (98)
B =0. (99)
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Dies fiihrt auf

. . . 1., .
4202 2t +ae® 21 3? = 0,
2
-1 L .o .2 20! (22
4+ ae™ 'z —I—%ozew (:1;) =
azl -0 -1

P —2ae 2% =0,

P2 =0.

Aus diesem Gleichungssystem ergeben sich alle nichtverschwindenden Christoffel-Symbole

F81 = F(lJo = a,

F?z = F(2J1 = %aeaxla
F(1J2 = F%o = %aeaxla
r, = %ozezwl ,

r, = F%o — —qeT

Alle anderen Christoffel-Symbole verschwinden.

Wir verwenden nun die Definition von R;;

R; =17 I+ — 17 1.

(100)
(101)
(102)
(103)

(104)
(105)
(106)
(107)
(108)

(109)

Jeder dieser Terme stellt eine 4 x4 - Matrix dar. Es gibt nur wenige nichtverschwinden-

de Einzelterme. Wir betrachten zunéchst

e, = afirs =1,

[" = 0 fir & # 1.

Fiir die nichtverschwindenden Komponenten ergibt sich

m — m _ 1 2 azt
02lm = taom T & € )
m _ 2 2azt
F22|m = a‘e ,

re I o= —aof

On om ”

m n _ 1 .2 2ot
re 15, = Jae ,

n m 1 2 azt

an FOZ - 50& € )

n m _ 1 2 200!
| B e sa’e
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Dies liefert sofort den kontrahierten Riemannschen Tensor

1 0 e 0
0 0 0 0

RZ] = —Oé2 eole 0 e?al’l 0 (118)
0 0 0 0

Um den Skalar R’ , berechnen zu konnen, miissen wir erst noch den metrischen Tensor

g;; invertieren. Es ist

1 0 e**
0 -1 0 0
i = 1 1 . 119
g] e 0 %GQOZJJ 0 ( )
0 0 —1
Daraus folgt
eO[l’l
g = 120
V=g 7 (120)

. 0 —1 0 0

U= . 121

g e~ ) e (12D
0 0 0 1

Der Beweis erfolgt am einfachsten durch Priifung der Relation
9% gin = ;. (122)

Wir erhohen nun einen Index von £2;; und kontrahieren dann. Damit erhalten wir das

simple Resultat

R. = —a?. (123)

Wir haben nun alle relevanten geometrischen Gréen berechnet und betrachten jetzt
den Energie-Impuls Tensor 7;;. Fiir eine Materieverteilung in Ruhe (wir benutzen mit-
bewegte Koordinaten) gilt

T = pu'v! = p&,d,. (124)
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Mit Hilfe des metrischen Tensor erniedrigen wir die Indizes.

I 0 e 0
0o 0 0 0
Ty = pgiogjo = 125
PIOGi0 = P ot aet (125)
0o 0 0 0
Wir bemerken, da3 7;; proportional zu £2;; ist
Oé2
R, = ——T,;. (126)
P

Wir wollen nun die Resultate der Rechnung zusammenfassen. Aufgrund der Einstein-
Gleichung gilt

S8TK
2

R+ (A=1R" ) gy = ——-T); . (127)

Setzen wir unsere Resultate, die wir unter Verwendung der Godelschen Metrik abgelei-
tet haben, in (127) ein, so sehen wir, daf} in der Tat die Godelsche Metrik die Einstein-
Gleichung befriedigt, falls gilt

Oé2

A = —— 12
5 (128)
2
8
“ @ _ (129)
P c
Falls « =0 ist, folgt A = p = 0, dh., der Raum ist flach. Damit kann « als

Parameter betrachtet werden, der die Abweichung des Raumes von einer flachen Metrik
beschreibt.

Wir hatten ein mitbewegtes Koordinatensystem gewdhlt, in dem die Materieverteilung
in Ruhe ist. Der Energie-Impuls Tensor 7% = pu‘wu’ ist jedoch genau derselbe, den
wir bei der Diskussion kosmologischer Modelle im Rahmen der Robertson - Walker
Metrik verwendet haben. Damit haben die Feldgleichungen

S8TK
2

Rij + (/\ — %R) 9i; = — TZ (130)

zwei total verschiedene Losungen fiir dasselbe 77;.

Entsprechend der Machschen Orginalhypothese aus dem Jahr 1883 ist die Trégheit ei-
nes Korpers bestimmt durch die Anwesenheit aller anderen Korper im Universum. Ein-
stein bezeichnete etwas allgemeiner die Forderung, dal die Geometrie des Raumes durch
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die Materieverteilung festgelegt wird, als Machsches Prinzip. Aufgrund des Machschen
Prinzips erwarten wir also, daf} die Materieverteilung des Universums eindeutig die
Geometrie des Universums fixiert. Aus der Mehrdeutigkeit der Losung der Einstein-
Gleichung folgt aber, dal das Machsche Prinzip nicht in den Feldgleichungen enthal-
ten ist. Offensichtlich muB} eine globale Bedingung, wie zum Beispiel eine Rand- oder
Anfangsbedingung, zusitzlich angegeben werden, um das Machsche Prinzip zu befrie-
digen.

Wir wollen nun einige eigentiimliche Eigenschaften der Godel-Metrik nédher untersu-
chen. Wir wollen zeigen, dafl die Weltlinien, die die Materie in Ruhe im Gddelschen
mitbewegten Koordinatensystem (z°, z', x*, x?) charakterisieren, nicht iiberall ortho-
gonal zu einer einparametrigen Familie von dreidimensionalen Hyperfldchen sein konnen.
Diese wichtige Eigenschaft der Metrik unterscheidet die Godel-Losung von jeder Losung,
die auf einem GauB3schen Koordinatensystem basiert mit oo = 1 und go; = 0. Das
Gaullsche Koordinatensystem ist im Einklang mit der Robertson - Walker Metrik. Es
ist daher evident, daf nun die Existenz eines Koordinatensystems mit einer ausgezeich-
neten universellen Zeitkoordinate ausgeschlossen ist.

Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis durch. Wir nehmen an, eingebettet im vierdi-
mensionalen Raum gibt es eine Familie /' von dreidimensionalen Hyperflichen, die
parametrisiert sind durch A. Es gilt eine Gleichung in der Form

Fz") =X = 0. (131)

F st eine feste Funktion. Ein spezieller Normalenvektor zu einem Element der Familie
F, die den Weltpunkt z* enthilt, ist F,(x*). Daraus folgt, jedes beliebige Vektorfeld
v, daf liberall orthogonal zu den Elementen von [ ist, kann geschrieben werden als

v, = LF,. (132)
[ ist eine beliebige skalare Funktion.

Wir betrachten nun ausgehend von dem beliebigen Vektor v* den vollstindig antisym-

metrischen Tensor
Qppy = {UM UV|W}

1
31 {Uu (Vuly = Vap) F 00 (Vg1 = V) + 0 (Vg — UVW)} ‘ (133)
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Fiir das spezielle Vektorfeld (132) ist dieser Tensor identisch null, denn es ist

oy = (R = by By + LFpy

o = (UF) = by By + 1 (134)
und damit

U Wy = Oqpp) = LB (L Fly = 1 F)

vy (Valu = vuly) = LE (L Fly =y Bl

Oy (Vpp —Op) = L (L Fly =L F) - (135)

Die Summe dieser Terme ergibt null. Daher ist eine notwendige kovariante Bedingung,
daB ein Vektorfeld v, liberall zu einer einparametrigen Familie /' von dreidimensiona-
len Hyperflachen orthogonal ist

Gy = {vavipf = 0. (136)

Fiir den Fall der Godel - Losung sind wir an dem speziellen Vektor interessiert, der die
Materie in Ruhe reprisentiert

v = (1,0,0,0),
v, = (1,0,e,0). (137)

Evidenterweise gilt fiir diesen Vektor

1
e firy = 2,v =1
Uy, = ’ 138)
i { 0 sonst (
und daher folgt fiir den Tensor a,,, -,
—é ae™  fiir gerade Permutationen von 0, 1, 2
Ay = ta ¢ fiir ungerade Permutationen von 0, 1,2 . (139)

0 sonst

Da a,,~ nichtidentisch null ist, beendet das den Beweis. Wir haben somit einige mathe-
matische Klimmziige unternommen, um zu zeigen, daf3 die Weltlinien, die die Materie
in Ruhe im Godelschen mitbewegten System charakterisieren, nicht iiberall orthogonal
zum dreidimensionalen Raum sein konnen. Dies unterscheidet die Godelsche Losung
von jeder Losung, die auf dem GauBBschen Koordinatensystem basiert, wie zum Bei-
spiel die Robertson - Walker Metrik.
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Um uns ein etwas besseres Verstindnis der Godel - Metrik erarbeiten zu konnen, be-
trachten wir im Rahmen der klassischen Mechanik die Metrik auf einer rotierenden
Scheibe. Dazu fiihren wir im Laborsystem Zylinderkoordinaten ein mit

r = T Ccosp,

y = rsing (140)
und der tiblichen z-Koordinate. Das Quadrat des Lingenelementes lautet dann einfach

ds? = di* — (dr? +r?dg? + d2?) (141)

Wir fiihren nun eine Transformation in ein neues Koordinatensystem mit den Koordi-
naten ¢, r, ¢, z durch. Dieses neue System soll gegeniiber dem Inertialsystem mit der
Winkelgeschwindigkeit «w um die z-Achse rotieren. Also gilt

Y = E_th
¥ = ptuwt,
dpg = de+wdt. (142)

Damit erhalten wir fiir das Quadrat des Lingenelementes
ds* = Adt* — (dr2 +7r? dc,o2 +2wr? de dt + W rtdt? + de)
= (02 — w? 7“2) dt? — (dr2 +r? dc,o2 +2wr? de dt + de) . (143)

Vergleichen wir diese Metrik mit der Godel - Metrik, so konnen wir eine formale Ver-
wandschaft feststellen. Dies legt die Vermutung nahe, da3 die Godel - Losung etwas mit
einer Rotation zu tun hat. Dies muB} in kovarianter Weise nachgewiesen werden. Der
Tensor a,,~, erweist sich auch bei der Betrachtung des Rotationsverhaltens von Vektor-
feldern als niitzlich. Wir konstruieren einen neuen Vektor

eBuvy eBuvy
___a S

Damit verbinden wir einen Vektor 27 mit einem gegebenen Vektor v,,. Die Gegenwart

0 — . {vwm}- (144)

des antisymmetrischen Tensors ¢°#*7 / /=g legt die Vermutung nahe, daB ° verkniipft
ist mit der gewohnlichen Rotation von v,,. Dies ist in der Tat der Fall, was man leicht
sieht, wenn man sich auf den flachen Raum mit \/—¢g = 1 beschrinkt und sich die
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Komponenten von 27 explizit betrachtet. Der kontravariante Vektor 27 = (Q°, ﬁ),
der verbunden ist mit v, = (vy, —%) ist dann gegeben durch

00 = —¢F-(Vx7), (145)
QO = —coo(VxT)—c(Tx0)—c(Fx V). (146)
In einer Nebenrechnung wollen wir diese Behauptung verifizieren. Nach (145) gilt
0 = —¢ {vl (v3)2 — va)3) — v2 (Va1 — vip3) + v (Va1 — v1|2)} ) (147)
Nach (144) folgt nach expliziter Auswertung
0 = ¢ {vl (U2|3 — v3|2) + vy (U3|1 — v1|3) + vg (U1|2 — v2|1)} , (148)

was mit (147) iibereinstimmt.

Um (146) zu beweisen, betrachten wir nur die Komponente *. Es ist

(0 % 17)1 = WUy V30 — V3 V3o (149)
Mit

(FX V) = vy05— 3, (150)
folgt

(0 % 6)1 Vg = V2 Vg3 — V3 Vg2 - (151)

Damit haben wir
Qb = —c {(Uo V3|2 — Vo U2|3) + (Uz Usjo — U3 U2|o) + (Uz Vo|3 — U3 U0|2)} (152)

Andererseits gilt aufgrund (144) nachdem wir explizit die einzelnen Komponenten aus-
multipliziert haben

Q' = ¢ {—Uo V3|2 + Vo V2|3 + V3 V2)0 + V3 Voj2 — V2 Vo|3 — V2 U3|0} ) (153)
was identisch ist mit (152). Damit sind die obigen Behauptungen verifiziert worden.

Um die Interpretation von ° etwas transparenter zu machen, betrachten wir den Fall
eines Vektorfeldes v,,, das ein uniformes Feld darstellt, das entgegen dem Uhrzeigersinn
mit der Winkelgeschwindigkeit w um die z-Achse rotiert.

Vg = 1,

7 o= v = (—y, ——, 0) . (154)
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Damit finden wir

0 = o0,
QO = —¢(Vx7) = (0,0, 2w) . (155)
Damit ist die uniforme Rotation charakterisiert durch 27 = (0, 0, 0, 2w).

Wir wollen nun Q7 benutzen, um die Bewegung der mitbewegten Materie im Godel
- Universum zu studieren. Wir bemerken zunéchst, daB der kovariante Geschwindig-
keitsvektor v, des mitbewegten Materiefeldes in der Robertson - Walker Metrik die
selben Komponenten hat wie der kontravariante Vektor v# = (1, 0, 0, 0). Daraus
folgt a,,, = 0und Q° = 0.Jedoch ist in der Godel - Metrik a,,., verschieden von
null. Wir finden aus (120), (139) und (144)

eBuvy
Qf = ¢ ﬁ auw~ = (0,0,0, \/gozc) : (156)
Dies ist genau die Form wie zuvor Q° = (0, 0, 0, 2w). Dies fiihrt uns schlieBlich zu

der SchluBfolgerung, da3 die mitbewegte Materie im Gddel - Universum eine Rotation
um die z-Achse mit der Winkelgeschwindigkeit w = ac/+/2 ausfiihrt.

Aus (123) und (129) folgt

— R
w = j—; = 2/mkp = ¢ 5 L (157)

Die mitbewegte Materie im Godel - Universum erféhrt also eine intrinsische uniforme

Rotation. Jedoch sollte aufgrund des Machschen Prinzips die Gesamtmasse des Uni-
versums die Geometrie festlegen. Man wiirde erwarten, dafl die Masse in einem spezi-
ellen Koordinatensystem ruht und daf dieses System inertial wére. Fiir das Godelsche
Universum gilt dies jedoch nicht. Es stellt sich natiirlich sofort die Frage: Wie kann die
gesamte Masse rotieren und gegen was rotiert die Gesamtmasse des Universums?

Als nichsten Punkt betrachten wir die Bewegung eines Testteilchens im Godelschen
Universum. Wir hatten die Gleichungen fiir die Geodéten bereits abgeleitet. Wir inte-
grieren (92), (94) und (95)

%+ e i = a, (158)
e (4 1it e ) = e (a—1ite™) = b, (159)

25



= 1. (160)
Aus (101) folgt

P4 abi? =0 (161)
und hieraus

i+ abz? = d. (162)

a, b, d und [ sind Integrationskonstanten. Aus diesen Gleichungen ist leicht zu ersehen,
dafB sich ein Teilchen in Ruhe mit

= (s, A, B, C) (163)
und
& = (1,0, 0, 0), (164)

wobei A, B, und C Konstanten sind, entlang einer Geoditen bewegt fiir die folgende
Wahl der Konstanten

a = 1,

[l = o0,

b = e,

d = abB. (165)

Wir fragen uns nun, was passiert, wenn sich das Teilchen anfangs nicht in Ruhe befin-
det, sondern eine gegebene Anfangsgeschwindigkeit im mitbewegten System aufweist.
Speziell nehmen wir an, daB wir ein Teilchen vom Ursprung z' = 0 zu einer Target-
Galaxis in radialer Richtung bei z° = (A, 0, 0) schieBen. Die Anfangsbedingungen
sind dann

=0, i =0, 3 =0 i’ = 0. (166)

a = b =1,
d =g,
[ = 0. (167)
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Man wiirde nun erwarten, das Teilchen bewegt sich auf einer Geraden zu der weit ent-
fernten Galaxis. Die Losung der Bewegungsgleichungen sollte also die Form haben

= (:1;0(3), z'(s), 0, 0) : (168)

Dies ist jedoch nicht der Fall in einem Godelschen Universum. Um dies zu veranschau-
lichen, verwenden wir Storungstheorie und nehmen ferner an, « sei ein kleiner Para-

meter. Wir beginnen mit o = 0. Die Losung ist elementar
= (s, Bs, 0, 0) . (169)

Fiir den flachen Raum ist also unsere Annahme erfiillt. Wir entwickeln nun die Losun-
gen der Differentialgleichungen in erster Ordnung in o.

Pl = —azti?, (170)
it -3 = —ax?, (171)
P2 =0. (172)
Aus (159) folgt
(1+az)(1-L1i?(1+aa")) = 1 (173)
und somit
axl—%:i;Q—%:i;ZOle—%axl:ijz = 0. (174)
Dies ergibt
i* = 2a2' (1-4%) . (175)

In diese Gleichungen substituieren wir die Losungen (169) sowie eine Korrektur in er-
ster Ordnung gegeben durch o y*. Es folgt

¥ = 5+ay0,

v = fBstay,

= ay?,

= ay’. (176)

Wenn wir uns auf Terme erster Ordnung in « beschriinken, fiihrt dies zu einem Satz von
Gleichungen fiir die y*. Wir bekommen aus (170)

l+ay’+ay* -1 = —a(fs+ay')ay®. (177)
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Daraus folgt

9’ +yt =0,
g = 20s,
gt =0,
7 o= 0. (178)

Da die Terme nullter Ordnung in (176) die Anfangsbedingungen erfiillen gilt fiir s =0

y* = 0,
go= 0. (179)

Damit erhalten wir als Losung in erster Ordnung
at = (3 — af3s?, Bs, afs?, 0) . (180)

Dies folgt durch Integration von (178) und einsetzen in (176). Diese Losung unterschei-
det sich also vom geraden Strahl mit x> = z® = 0. Das Teilchen spiralisiert nach
auBen. Anders ausgedriickt lautet dies, die Materie des Universums rotiert um den Weg

eines Teilchens.

Wir kénnen das einschrinkende Machsche Prinzip so formulieren: Die Materievertei-
lung des Universums bestimmt das Tréagheitsverhalten eines Teilchens, aber beide diirfen
nicht umeinander rotieren. Die Godel - Losung ist zwar im Einklang mit der Allgemei-
nen Relativitiitstheorie, erfiillt aber nicht das einschrinkende Machsche Prinzip. Wir
kommen zu der wichtigen Schluf3folgerung, da3 das Machsche Prinzip als zusétzliche
globale Randbedingung an die Allgemeine Relativititstheorie gestellt werden muf3.
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Die kosmologische Konstante

Das Hauptproblem der Kosmologie besteht darin, die Metrik im vierdimensionalen Raum
im Grof3en zu bestimmen. Die Metrik ergibt sich durch Losung der Einsteinschen Glei-
chung. Aus der Metrik folgen die Bewegungsgleichungen. Beispielsweise bewegen sich
Licht oder Galaxien entlang von Geoditen.

Im Gegensatz zu unseren Studien im Rahmen der Schwarzschild-Losung, bei der wir
von der Kenntnis des Energie - Impuls - Tensors ausgegangen waren, miissen wir bei
der Diskussion kosmologischer Modelle Metrik und Energiedichte zusammen in der
vierdimensionalen Welt bestimmen. Um die mdglichen Formen der kosmologischen
Metriken zu limitieren, wird zumeist die Forderung der raumlichen Isotropie gestellt.
Leider erlaubt es die experimentelle Genauigkeit noch nicht, die verschiedenen Model-
le deutlich voneinander zu unterscheiden.

Die Einstein-Gleichungen lauten in allgemeiner Form

: : : ] :
R, —LRg,+ng, = —Z570 (181)

2 J

A wir die kosmologische Konstante genannt. Wir haben diese Gleichung bereits gelost
ohne jedoch explizit das kosmologische Glied zu beriicksichtigen. So ergab sich bei-
spielsweise die Schwarzschild - Losung. Stellen wir nun das kosmologische Glied in
Rechnung, so erkennen wir sofort, dal die Losung des flachen Raumes fiir ein lee-
res Universum nun keine Losung mehr ist. Der leere Raum ist charakterisiert durch
R, = 0und 7", = 0. Daraus folgt jedoch sofort A = 0.

In Betrachtungen kosmologischer Modelle miissen wir A mit beriicksichtigen, fiir lo-
kale Probleme bleibt der kosmologische Term unwichtig. Wir wollen nun einige Impli-
kationen des kosmologischen Terms aufzeigen. Dazu setzen wir in den Einsteinschen

Gleichungen Tij = 0. Durch Kontraktion finden wir

R,—LRg, +Ag; = 0. (182)
Mit ¢, = 4 folgt

—R+4A = 0 (183)
und daher

R = 4A. (184)
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Dies ergibt

i = Agij .

(185)
Wir wollen diese Gleichung l6sen, so wie wir es fiir den radial symmetrischen Fall ohne
kosmologisches Glied getan haben. Dort galt

ds? = e di — M) dr? —v? (d0? + sin®0 di?) (186)
Im Rahmen der Ableitung der Schwarzschild - Losung hatten wir die folgende Glei-
chung abgeleitet

Roo = — (% o eu—A)/ T (% I//2 ey—/\)
/ !
1.,/ v—A v+ A 2
_(21/6 )( : +;) 0. (187)
Verallgemeinert gilt nun
R = Agoo (188)
mit goo = €”. Durch Ausdifferenzieren bekommen wir
—%I/" eV %I/’ v (I// _ )\/) + %Vﬂ v
oo (VN2 .
_ (%1/'6 )( St ] = A (189)
und somit nach elementaren Umformungen
1" 1 12 1/ \/ 2V A
e —51/)\—|——:—2Ae. (190)
T
Ebenso hatten wir friither aus der Gleichung fiir /2,1, abgeleitet
I/” + )\” 2 1 1 2 1 2 2
= 1 )\// I - )\/ -
( 2 r2) RO E S
N2
%X(”J“ i ) — 0. (191)
2 r

Dies ergibt nach Umsortieren der Terme

!
I/” %I// 1 )\/ I//

0. (192)
’
In modifizierter Form gilt nun

Ry = Agn = —Aet.

(193)
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Dies fiihrt nach (191) zu
2N
r
Wir ziehen die beiden Gleichungen (190) und (194) voneinander ab. Es folgt

A Y DY = —2A¢€. (194)

V+ XN = 0. (195)
Dies impliziert
v+ X = const = logk . (196)

Wir haben aber nun nicht die Moglichkeit, den Wert dieser Konstanten zu bestimmen,
denn wir kénnen nicht mehr den Lorentz - Charakter der Losung im Unendlichen for-
dern. Daher schreiben wir nun

A= logk—v. (197)

Wir setzen dies in (190) ein und erhalten

2 21//

1/"—|—%1/ —%I/’(logk)/—l-%l//l//—l-T = —2Ake™". (198)
Dies ergibt

el’l/"—l—l/’Ze”—l—QTl/e” = —2Ak. (199)
Jetzt ist

(&) = eV (200)
und weiter

(e”)" = (e” 1/')/ — Ve et (201)

Damit formen wir die linke Seite von (199) um

2
(e”)"—l—— (e”)/ = —2Ak. (202)
r
Jetzt ist aber auch
1 v 1 vy/ 1 ! v
(e} = () 4 ()
1 1
— ll//ey—l——I//ey—l——rl///ey—l—l//zey
r r r
2

= e+ e + V? e (203)

7

31



und damit
1

—(re”)" = —2Ak.
-

Somit folgt
(re”)" = —2Akr

und dadurch durch elementare Integrationen
(rel/)’ = _Akrz —I_ﬁ )
T3
re’ = oz—l—ﬁr—/\kg.

« und [ sind Integrationskonstanten.

Als nichstes betrachten wir die Feldgleichung
Ry = Aga.

Wir gehen aus von dem bekannten Ausdruck fiir Ros.

N+
2

2
do?
= —Ar?.

R22 =

(log |sin §]) + (e_A r)/ — 2¢™M 4 cot?h + ey (

Wir verwenden nun v + A = logk. Esist \' + 1/ = 0. Weiter gilt
02
pTE) (log |sin0|) + cot?0 = —1,

denn es ist

d
— (logsinf) = coté

df
und
d
%Cotﬁ = —cot?h—1.
Somit bekommen wir
2
— 1+ (e_Ar)/—Qe_A +Zre = —Ay?
r
und schlieBlich

(e_Ar)/ = 1—Ar?.
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Aus (214) folgt

(e tosi+ r)' = 1 — A2 (215)
und weiter
(re’) = k(1 —Ar?). (216)

Wir vergleichen dies mit (206) und schlieBen

k= . 217)
Aus (207)und A = log k& — v folgt
8} T2
Vo= k(14— —-A— 218
e ( + = 3 ) (218)
beziehungsweise
2
A o r
= 14+ ——A—. 219
c + kr 3 (219)
Angesichts des Linienelements in der Form
ds? = e’ A dt? — et dr? — 12 (d02 + sin?f dc,oz) (220)
konnen wir die Zeiteinheit immer so wihlen, da3 £ = 1 ist. Daher haben wir
2
8} T
S R N (R 221
¢ + kr 3 ¢ (221)
Die Schwarzschild-Metrik war bestimmt durch
2m 2 dr?
2 _ < 0\* _ 2 2 - 2 2
ds® = (1— r)(d:z;) T 2m/r r (d@ —|—sm(9dc,o). (222)

Jetzt haben wir ein dhnliches Resultat abgeleitet, nur das der Faktor (1 — 2m/r) durch
(1 — 2m/r — Ar?/3) ersetzt wird. Wichtig ist: Im Fall m = 0 erhalten wir nicht die
Lorentz-Metrik. Wir wollen fiir m = 0 den rdumlichen Teil des Linienelementes be-
trachten
2 dr? 2 102 2 2 2

dl- = W—I—r df* 4+ v sin“f de” . (223)
Wir sehen jetzt: Es tritt eine radiale Kraft auf, die vom Symmetriezentrum weggerich-
tet ist. Fiir kleine Werte von m konnen wir Storungstheorie verwenden, um die dyna-
mischen Konsequenzen der Schwarzschild-Metrik bei Anwesenheit eines kosmologi-

schen Terms zu diskutieren. Wir haben
2m 1

oo = 1 ===~ §Ar2 : (224)
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Aufgrund des Zusammenhangs mit der Newtonschen Theorie gilt

2p
Daher folgt, da3 ndherungsweise gilt
kM 1 5,
p = —— — =Acr* . (226)
r 6
Selbst bei Abwesenheit der Masse M am Ursprung, erfihrt ein Testteilchen eine radiale
Beschleunigung
1 2
a = g/\c r. (227)

Dies zeigt, der Ursprung des Koordinatensystems ist dynamisch verschieden von allen
anderen Punkten im Raum und ist kein beliebiger Punkt im dreidimensionalen Raum.

Als Nebenbemerkung erwihnen wir: Die Losung des Linienelementes kann realisiert
werden durch eine radial symmetrische Massenverteilung um den Ursprung, die im In-
nenraum leer ist und somit einer sphérischen Hohlung entspricht. A priori wissen wir
nicht, was unser Universum “umgibt”, d.h. die Losung mit kosmologischen Glied kann
durchaus der Realitit entsprechen.
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Statisches Modell des Universums

Wir modellieren nun das Universum, in dem wir von einem Fliissigkeitskontinuum aus-
gehen, dall aus Galaxien besteht. Die Fliissigkeit wird beschrieben durch eine mittlere
Dichte p und einem mittleren inneren Druck p, beides konnen Funktionen der Zeit aber
nicht des Raumes sein. Dies fiihrt uns zu einer einfachen Form von Tij . Das mitbewegte
Koordinatensystem (Gauf3sches Koordinatensystem) fiihrt fiir die Koordinaten der Ga-

laxien zu

=i = i =0, geo = 1. (228)

T = putul + % (ul ul — g”) . (229)
c
Wir bekommen
i i i P i P

Jetztistaber u' = 1fiir: = Oundu’ = O fiir: # 1. Dies ergibt
j = PUlgjou 2 U \gjou 2%

und somit 79 = p; T = —& = T% = T%. Wir bemerken, daB dies konsistent
ist mit der Robertson-Walker-Metrik, da 7% = 7% = T%und 7%, = 0fiir: # j.

Die relative GroRe von p und p/c? kann abgeschiitzt werden. Wir nehmen an, der Druck
wird durch die Zufallsbewegung der Galaxien erzeugt, d.h. durch die lokale Abwei-
chung vom mittleren Zustand. Aus der kinetischen Gastheorie entnehmen wir den Zu-

sammenhang

= (232)

p 07
p 3

mit & = < v? >/2. Angewandt auf das galaktische Gas des Universums gilt also

p/c? v’
=

1
; 5 (233)

Die stochastischen Geschwindigkeiten sind in der Regel klein gegeniiber der Lichtge-
schwindigkeit c. Daraus folgt, die Druckkomponenten des Energie-Impuls Tensors sind
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klein gegeniiber den Dichtekomponenten. Wir hatten

0 R*(¢)
G(e%r)  _ 234
‘ ATy 9
2
o) = B (235)
o
1
fr) — 2
‘ [+ kr (1) (239
Wir verwenden 7 und ' ;. Es gilt
STk 0
—pr = —A=GY. (237)
C
Es war
12 /
2 3
G = @ (f” + 5+ i) - 29" (238)
4 r 4
wobei e~ durch (234) bestimmt ist. Wir hatten ferner
" 1 p12 1 /
=35/ ‘|‘;f- (239)
Dies ergibt
3 3 3
@ = e (S0 r) =14 (240)
4 r 4
Es gilt
flr) = =2 1In[1 + kr?/(4r3)] (241)
und
-2 2kr
Fr) = — 0 - =5 (242)
( ) 1+ i%g 4rk
und weiter
3 3 3 EXr?/rd 3k/r2
SRty =t T/ZOQ_ /:7?2. (243)
r (1+5) 145
Dies fiihrt auf
G <§f/2_|_§f/) _ 3 R[rg 3k A+ kr?/(4rg)]
4 r 4 R%(1) R3(t)
3k
= - ) 244
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Jetzt berechnen wir noch den Ausdruck % ¢'%. Mit

g(z°) = In (@)2 = an@

o o
folgt
o 2R()/re  2R(Y)
g'(=") =
cR(t)/ro cR(t)
und somit
3 12/ 0 Rlz(t)
— = 33—
79 2 R (1)

Somit folgt nach dieser etwas lidnglichen Algebra

STk 3k 3 R(1)
T A= = At |
2 P 0 B ZOREENTI0

Ferner gilt die Gleichung

c?

02
Also muB noch %, berechnet werden mitz = 1, 2, 3. Es war
Gll = G22 = G33
— e—f (lfﬂ + lf/) e~ _g// o
4 r
Wir verwenden (236) und (242) sowie

, 2 R'(t) 2 R
T2 R(t) & RAMit)

Damit folgt zusammengefal3t

3 0
49

N 1

_ {ik%?/rg K[+ kr2/(4rg)]} o TRy

bORAY)
Dies fiihrt auf

c? c?

R(1) T @ RAt) | ER(1)

87w (ﬁ) — ALG = A—[ Ey () +23H(t)] .

(245)

(246)

(247)

(248)

(249)

(250)

(251)

(252)

(253)

Fiir weiterfiihrende Rechnungen wollen wir noch ein dquivalentes Gleichungssystem
ableiten. Wir betrachten Linearkombinationen der beiden Gleichungen (248) und (253)

Ark 3p 3R"(t)
SULLY (PO R .
2 (,0 + 2 ) 2 R(t)
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Diese Gleichung enthilt keine erste Ableitung. Ebenso bekommen wir

Arr; k R*(t) — R(t) R"(t)
o %)::R%w N (255)

c?

Diese Gleichung enthilt keinen kosmologischen Term. Wir konnen schon jetzt wichtige
SchluBfolgerungen aus diesen Gleichungen ziehen. Wir kdnnen (255) umformen in

d |1 R(@)| Kk Ark I
dat lc_z R(t)] TRl & (””c_z) ‘ (256)

Wir differenzieren (248) nach ¢ und erhalten

8w dp 6k L, 6K d (1 R’)

(257)

2 dt T R3 R di\c R

Wir setzten (256) ein

87k dp 6k 6R | kK 4wk I

et (b ()

c? dt R3 + R {R2 c? Pt c? }
_I_

%) . (258)

dp R P
Lo 3= LA
d R (’0 + ) (259)

Dies ist dquivalent zu

d 3
SR+ L =0 (260)
Ausrechnen fiihrt auf

dp
dt

Nach Division durch R? erhilt man (259).

R4+ R R+ 23R = 0, 261)
C

Wir betrachten nun ein Volumenelement in mitbewegten Koordinaten. Der geometri-
sche Inhalt ist proportional zu R* aufgrund der Struktur der Robertson-Walker-Metrik.
V(t) sei das Volumen, dann ist M = pV  der Masseninhalt und die obige Gleichung

kann geschrieben werden als

1
dM + < pdV = 0. (262)
C
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Da aber Mc? den Energieinhalt des Elementes und p dV die Arbeit gegen die Druck-
krifte angibt, sehen wir, dal die Energiebilanz im Rahmen der kosmischen Evolution
erhalten bleibt.

Wenn wir die Zustandsgleichung der Flissigkeit p = p(p) vorgeben, so konnen wir
aus (260) die Abhéngigkeit von 2 in bezug auf p bestimmen. Wir kdnnen (260) um-
schreiben in

dR 1 dp ]
— 4= |———| =0 (263)
R 3 [p+p(,0)/02

Dies folgt sofort aus (259). Damit folgt wiederum der Zusammenhang von / und p

durch simple Integration.

Im druckfreien Fall ergibt sich sofort

R®p = const. (264)
Weiter folgt

3pR*dR + R*dp = 0 (265)
und damit

v Ldo (266)

R 3p

Im Fall eines idealen Gases mit p = «p erhalten wir
RA+/) 5 — const . (267)

Im Fall, daB der Druck ginzlich durch Strahlung erzeugt wird, haben wir p = ¢%p/3
und somit R* p = const. Haben wir einmal R(p) oder p( R) fixiert, so folgt aus

72
87K [ 3k 3R (t)] 268)

oTh A
2 P Hen T R

die Zeitabhédngigkeit des Radius. Welche Freiheiten haben wir also im Rahmen der Ein-
steinschen Theorie kosmologische Modelle zu konstruieren? Wir konnen die Zustands-
gleichung p(p), die kosmologische Konstante A und die Signatur & = +1 oder 0 vor-
geben. Damit sind alle physikalischen und geometrischen Gro3en bestimmt. Auf der
anderen Seite sind wir natiirlich nicht sicher, da8 jedes solches Modell auch physika-

lisch sinnvoll ist.
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Wir wenden uns nun explizit dem statischen Modell des Universums zu und setzen
R(t) = const. Damit folgt aus den obigen Gleichungen, dafl auch p und p zeitun-
abhingig sind. Weiter folgt 7, = R.. Somit findet die beobachtete Rotverschiebung
keine Erkldrung in der Geometrie des Raumes.

Wir fiigen eine historische Bemerkung zur Frage an, warum es wiinschenswert ist, ein
endliches Universum zu haben. Bereits im Rahmen der klassischen Physik wurden zahl-
reiche Paradoxien entdeckt, sofern man die Annahme eines unendlichen, homogenen
Universums machte. Das bekannteste Beispiel ist das Olbers-Paradoxon. Wir nehmen
eine homogene Materieverteilung in der Welt an. Jedes Volumenelement 4V soll Strah-
lung in alle Richtungen mit der Rate ; dV emittieren. p ist die Emissionswahrschein-
lichkeit. Das Strahlungsgesetz folgt dem r ~2-Verhalten. Wir betrachten einen Beobach-
ter an einem Punkt des Universums. Die Kugelschale mit dem Radius » um ihn herum
hat das Volumen 47 2 dr, die total abgestrahlte Energie ist ;2 47 r2 dr. Der Beobachter
erhélt davon p(47 r?dr)/r* = 4mudr. Die Integration iiber alle r ergibt einen un-
endlichen Wert. Als SchluBfolgerung gilt: Das Weltall wire unendlich hell. Ahnliches
folgt auch aus dem Gravitationsgesetz und immer dann, wenn das r~2-Gesetz gilt.

Im statischen Fall gelten die Gleichungen
8Tk 3k

Ak 3p
(o) -

Beziiglich der kosmologischen Konstanten A konnen wir nun zwei Félle unterscheiden.
1.) A = 0. Daraus folgt, das Weltall muf} leer sein, wenn p und p nicht negativ sein
sollen. Aus (269) folgt dann auch £ = 0. Dies ist der flache Raum, in dem die spezielle
Relativititstheorie gilt. Ein geschlossenes Universum bedeutet aber k£ = 1. Rein mathe-
matisch betrachtet, konnen wir auch die folgende SchluBfolgerung ziehen. Aus

pt5 =0 (271)

p = ——. (272)
Die physikalische Interpretation bleibt hier natiirlich offen. Unter der Annahme A =0
folgt aus der Gleichung (269)

3kc?

R?* =
STrp

(273)
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Fir £ = 41 haben wir

[ 3
R = ¢ . (274)
STKp

Dies fiihrt auf 2 ~ 10° — 10! Lichtjahre fiir p = 10727 — 103! g/cm?®. Dies
] g

stimmt zufdllig mit den Erfahrungswerten iiberein. Die weitesten Sterne weisen eine

Entfernung von etwa 16 - 10° Lichtjahre auf.

2) A # 0. Aus (248) und (253) folgt

STk 3k
8Tk p k
Daraus bekommen wir, indem wir jeweils die linke Seite null setzen
3k
Vi < A< R 277)

A ist damit von der Groenordnung des Quadrates des inversen Radius des Universums.
Daher kann A in unserem Sonnensystem keine Rolle spielen. Aus

ATk P\ Kk
& (’” * c_z) IO (278)

erhalten wir
5 kc?

_ 27
Tnnp 1 /@) ¢

und somit £ = +1 fiir positiven reellen Radius. Da physikalisch p gewohnlich viel
groBer ist als p/c? folgt, R ist ungefihr genauso groB wie im Fall A = 0.
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Die innere Schwarzschild-Losung

Wir haben bereits die zeitunabhéngige, radial symmetrische Losung der Einsteinschen
Feldgleichung fiir den freien Raum behandelt. Nun werden wir die zeitunabhéngige
Losung ableiten, die die gleichen Symmetrieeigenschaften aufweist und die das Gra-
vitationsfeld im Inneren einer Kugel beschreibt. Diese innere Schwarzschild-Losung
stammt ebenfalls aus dem Jahr 1916. Als einfaches Modell eines Sterns nehmen wir
eine inkompressible Fliisigkeit in Form einer homogenen Kugel mit dem Radius ¢ an.
Innerhalb von r, wird die Metrik die innere Schwarzschild-Metrik sein, auflerhalb von
ro wird sie stetig anschlieBen an die Metrik des freien Raums.

Wir hatten gezeigt, dall wir die zeitunabhiingige und radial symmetrische Metrik in die
Form bringen konnen

e 0 0 0

0 —¢* 0 0
o= : 280
= 0 0 —r? 0 (250

0 0 0 —r2?sin?f
Dies fiihrt zu dem Linienelement
ds®> = e’ cdt? — {GA dr? + r? (d02 + sin?0 dc,oz)} . (281)

Die Funktionen v(r) und A(r) miissen noch bestimmt werden. Wir nehmen vereinfa-
chend an: Die Fliissigkeit ist in Ruhe. Wir erlauben jedoch eine variable Dichte p(r)
und einen variablen Druck p(r). Der Energie-Impuls-Tensor zur Beschreibung dieser
Fliissigkeit wurde bereits diskutiert. Er lautet

p
Ty = puivj+ 5 (wivj — gy) (282)
mit den Vierergeschwindigkeiten u;. 7;; wurde aus der Hydrodynamik entnommen. 77;
ist divergenzfrei, d.h., es gilt T”i i = 0. Dieser Tensor liefert eine kovariante Be-
schreibung der Eigenschaften einer Fliissigkeit unter dem Einfluf3 einer eigenen inneren
Kraft.
Da die Materie in Ruhe sein soll, gilt fiir die Komponenten der Vierergeschwindigkeit

u' = (u° 0,0,0) . (283)

Auf der Trajektorie eines jeden Materieteilchens in der Fliissigkeit gilt als Relation zwi-
schen der Eigenzeit und der Koordinatenzeit

ds* = goo (da®)" = goo & dt? (284)
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und es ist
ds 1

dr = — = = /gooda" . (285)
C C
Aus (u°)? = ¢* (dt/ds)? folgt sofort
2
o2 L ofds\T 0\ 2

1 = (u) c—z(%) = Joo (u) . (286)
Weiterhin konnen wir ableiten

Uo = 9o: u' = Yoo u’ = v/ oo \/Goo u’ = v goo - (287)
Damit konnen wir 7;; sofort in die Form bringen

Ty = p oo P 0 gom (288)

N 0 02 9mo  Gmn
mitm,n = 1, 2, 3. Aufgrund der expliziten Form des metrischen Tensors reduziert
sich dies auf

T — (pe”, Doy B2 B mﬂe) (289)

C C C

fiir eine perfekte Fliissigkeit in Ruhe. Wenn wir dies in die Feldgleichungen einsetzen,
sollten wir in natiirlicher Weise eine Beziehung zwischen den geometrischen Funktio-

nen v(r) und A(r) und den Fliissigkeitsparametern p(r) und p(r) erhalten.

Um die linke Seite ausgedriickt durch v(r) und A(r) zu bekommen, ist es zunéchst
zweckmiBig den kontrahierten Riemann-Tensor [2;; zu berechnen. Da wir bereits for-

mal alle Komponenten von £;; berechnet haben, ist dies sehr einfach. So hatten wir

v=A\/ 2 py—A v—2A V/ + )\/ 2
Rop = —(%y’e )—I—%l/e —%I/’G ( 5 —|—; . (290)
Da wir nicht mehr im freien Raum sind, gilt nun Ryy # 0. Ausrechnen ergibt
X2
Roo = _%Vuey—/\ _ %I/’ (I// _ )\/)eu—/\ 4 %Vﬂ eV %I/’ e? = (V ; 4 ;)
1 !
-2 v 1 AV 1 12 v
= ¢ s T 7 Y- - — 291
‘ [ > Tiv T r] (230
Ebenso folgt
I/” + )\” 2 1 2 1 2 2
R — I N | )\// — ] - )\/ =
11 ( 5 7“2) s A+ 1 v+ 1 + 2
"EXN 2
— 3N (V R —) (292)
2 r
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und

d? ) IURY -
Ry = oI5 (log |sin §]) + (e Ar) — 2™ + cot?d
N2
b e (” A —) . (293)
2 r
Diese Gleichungen vereinfachen sich zu
1 1 N
R = %V"—ZA’V'JFZV'?—? (294)
und
Ry = e M |1+ir/ —LrX|—1. (295)
Natiirlich gilt wie friiher
R33 = R22 Siﬂ20 . (296)
Die linke Seite der Feldgleichungen ist durch den Ricci-Tensor gegeben
Gij = Rij — %gij . (297)
Als niichstes miissen wir zunichst den Riemann-Skalar R = R, berechnen. Unter
Verwendung des metrischen Tensors
gij = (e”, —et, —r?, —p? sin20),
. 1 1
i Vo _emA 298
g (e T T r2sin29) (298)
erhohen wir einen Index. Es ist R%, = ¢° Ryo. Somit folgt
_ vl 1,5
ROO — ¢ A [_?+ZA/V/__ ! _7] 7
1 1 1 )\/
Rl — oA V___)\// oz
! ‘ [ 2 10V rl
Loy
By, = By =~ {e? [T jrd/ = prX] — 1) (299)
Wir summieren auf
A " 1/ 1 1,12 v =N 2 2
R = —e V=NV SV 42 + =+ —=. (300)
2 2 r T2 T2
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Damit 148t sich der Ricci-Tensor schreiben als

N 1 1
Goo = Roo— 3900 R = e’ (———I-—) — =

r r r
7| 1
G = Ru—%guR = ————Q—I-—zeA,
r r r
2 2 2
Gy = Rzz—%gzzR = e l%l/)\'—%1/’2—%1/"—%(1/—)\/) )
G33 = R33— %gggR == G22 Siﬂ20 . (301)

Somit lauten die Einsteinschen Gleichungen mit den obigen Ausdriicken fiir 7’;; und
G;; explizit

8Tk 1 N 1
87K p 1 (1
g = g (72*7)’ 09
_ &T_ﬁﬁ — A ly/ N — ly/2 . ly//_l v\ 304)
¢ 4 4 2 2 r '

Das gleiche Resultat wie (304) erhalten wir auch aus der Gleichung fiir G35. Somit ha-
ben wir drei unabhingige Gleichungen vorliegen. Es gibt aber vier unbekannte Funk-
tionen A(r), v(r), p(r), p(r). Wir haben aber auch noch die Freiheit, spezielle An-
nahmen tiber die physikalische Natur der Fliissigkeit zu machen. Wir konnen némlich
noch die Zustandsgleichung der Flussigkeit vorgeben: p = p(p). Aus den Gleichun-
gen (303) und (304) konnen wir p eliminieren. Es folgt

e 1, 1, 1 VN1
c 2 N . 305
2 gt T Ty T T (305)

Diese Gleichung verkniipft nur die geometrischen Funktionen A(r) und v/(r). Wir konn-

ten hier v/(r) beliebig vorgeben und finden A(r) durch Losen der gewohnlichen Diffe-
rentialgleichung erster Ordnung. Daraus konnen wir dann p(r) und aus der Gleichung
(302) p(r) berechnen. Daraus folgt auch die Zustandsgleichung p(p). Der Satz von Funk-
tion A\, v, p, p, den man durch diese Prozedur erhilt, stellt eine spezielle Losung der
Feldgleichungen dar. Es muB natiirlich noch gepriift werden, ob diese Losung auch phy-
sikalisch ist, d.h. ob gilt p(r) > 0, p(r) > 0.

Es werden nun einige allgemeine Untersuchungen durchgefiihrt, die niitzlich fiir einige
nachfolgende Betrachtungen sind. Wir addieren die Gleichungen (302) und (303). Mit
STk

C = —— (306)

c?
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folgt
P e v
—op+l) = e (307)
& r
Daraus schlieBen wir '+ X > 0 fiir jede physikalisch sinnvolle Losung. Als néchstes

differenzieren wir (303) nach r und erhalten

p(r) 2 NN 2
C = —— — —+—=——.
c? r3 e r? + r + r3 + r: r (308)
Mit (305) konnen wir »”'(r) aus dieser Gleichung eliminieren. Damit folgt
p'(r) AN A 2 v
CTa T e at e et me T g
T A I 7S W 70 (N
BRI R R
—A 4 ! /
= — (A _ 3
e 5 (N +1) (309)
Wir kombinieren dieses Resultat mit (307) und bekommen
p(r p(r
c(z) = —3v(r) (,o(r) + iz)) . (310)

Diese Gleichung fiihrt direkt auf »/(r), wenn die Funktionen p(r) und p(r) bekannt sind.

Wir machen jetzt eine spezielle Annahme, indem wir von einer inkompressiblen Fliissig-

keit ausgehen, d.h.
p(r) = po = const . (311)

Dies impliziert nicht notwendigerweise, dall die physikalische Fliissigkeitsdichte kon-
stant ist, da das Konzept der Dichte von der Metrik abhéngt und diese durchaus inner-
halb der Fliissigkeit variieren kann. Der Fall p, = const wurde bereits von Schwarz-
schild diskutiert. Wir multiplizieren nun (302) mit »* und erhalten

Cpor® = e M1=Nr)—1 = (¢7r) 1. (312)

Die Integration ergibt

r?  const

6_/\ = 1—|—Cp0§—|—

Wir fordern nun, dal die Metrik regulir ist im gesamten Innenbereich des Sterns, also

(313)

auch bei 7 = 0. Dies bewirkt: const = 0. Fiir const # 0 wiirde folgen ¢* = 0 und
damit ¢ = det |g;x| = 0. Wir definieren

. 3 2
=2 (314)

8TK po
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R hat die Dimension einer Lange. Wir kdnnen dann schreiben

r2\ 7
—911 _= 6/\ — (1— EQ) . (315)

Wir betrachten nun wieder die Beziehung (310). Es folgt

p(r) 1.
Zpotpy VW (316)
und damit
In'(¢® po + p(r)) = —=1/(r). (317)

Integration der logarithmischen Ableitung ergibt
p _ D —v/2
Dot = —Ze. (318)

D 1st hierbei eine Integrationskonstante. Die linke Seite dieser Gleichung trat bereits
einmal bei (307) auf. Damit finden wir

—-A

“(X4v) = e = —C (p0+§) (319)
und weiter
rDe? = N — (e_A)/ . (320)

Da e bereits bekannt ist, haben wir nun eine einfache Differentialgleichung fiir v/(r)

vorliegen. Wir setzen ¢~ ein

2

rDe? = (1 — ;2) V() + 2 (321)

Diese Differentialgleichung wollen wir nun l6sen. Wir setzen

2 +(r). (322)
Dies ergibt
/
N = e (323)
2
und weiter
T2 r
(1—]%2)7’(7“)—%?7 = irD. (324)
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Wir sehen sofort, daf3 eine offensichtliche Teillosung dieser inhomogenen Differential-
gleichung ist

v = SDRY. (325)

Die entsprechende homogene Differentialgleichung

(1 — ]7:; ) u'(r) + ! u(r) =0 (326)

hat die allgemeine Losung

2 1/2
u(r) = B (1 — ]%2) . (327)

Daher nimmt die Funktion v(r) = ¢"/? die Gestalt an

. 72\ 12
DRQ—B(l— - ) , (328)
e

eu/? —

nO =

wobei B wieder eine Integrationskonstante ist. Damit haben wir auch die letzte unbe-
kannte Komponente des metrischen Tensors bestimmt

2

1/2
ipie_p(i-" / (329)
2 E2 .

I
goo = € =

Abkiirzend fiihren wir die neue Bezeichnung ein
A=1DR. (330)

Damit bekommen wir schlieBlich

2 1/272 2\t
A—B(I—A—) ] czdtQ—(l— A) dr?
R2 R2

— % (d0? + sin®0 dy?) . (331)

ds® =

Diese Beziehung ist das wesentliche Resultat unserer Betrachtungen. Hierbei sind A

und B zunichst beliebige Konstanten. Sie miissen durch Randbedingungen an der Ober-
fliiche der Kugel bestimmt werden, d.h. zusitzliche physikalische Uberlegungen miissen
herangezogen werden. Weiterhin bemerken wir, dal das Linienelement nur bestimmt

werden kann bis

A 3¢
r= k= 25 (332)
8TK po
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An diesem Punkt wird ¢;; unendlich und g ist nicht ldnger reell.

Man beachte jedoch, daB » nur eine Markierungskoordinate ist. Wir kénnen auch eine

neue radiale Variable wihlen

r

r? —1/2 r
l:/(l—A) dr = R arcsin — .
R2 R

0

Damit wird aus dem Quadrat des Lingenelementes
l 2
ds® = [A — B cos T] cdi?
R

. l
— |dl? + R?sin?— (d0* + sin?0 dp? ] .
a4 it (4 4 )

Es gilt dabei
{ T r2 r2
COS — = cosarcsin — = cosarccosy/l — — = 1 ——=.
R R R2 R2
Ferner ist
! r
sl = = —
also
27 2l 2
R sin“— = r°.

Ebenso haben wir
dl = e
e
dr R2

2 2] 2
dl* = 1—]%2 dre .

also

In dem Ausdruck (334) sind die scheinbaren Divergenzen verschwunden.

(333)

(334)

(335)

(336)

(337)

(338)

(339)

Wir konnen die innere Schwarschild-Metrik besser verstehen, wenn wir sie in isotro-

pe Form bringen. Isotrope Koordinaten sind dadurch ausgezeichnet, daf3 die Lichtge-

schwindigkeit in allen Richtungen die gleiche ist. Dies bedeutet, wir suchen eine radiale

Variable L, so da3 der raumartige Anteil des Linienelementes bis auf einen Faktor mit

dem euklidischen Element

dL? + L* (d0* + sin®0 dp?)
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tibereinstimmt. Dazu setzen wir [ = [(L) und

{I()}? = E sinzi (340)
= 7 5
d.h.
| = 2R arctan L . (341)
Daraus folgt
2R
' = . 42
I (342)
Nach (340) gilt
[ L 2R L 2L
St R 14+ 12 R 14 L2 (343)
Nun gilt
)
sin E = sin(2 arctan L) = 2 sin(arctan L) cos(arctan )
L 1 2L
_ _ . (344)

2
VI+L2V1+L2 1+ 12
Wir wollen jetzt noch zeigen, da3 wir mit dieser Substitution das Linienelement in iso-
tropen Koordinaten erhalten. Es gilt
1— 12\’
ds* = [A-B 2 dt?
@ = (amnig)
4E2 2 2 2 : 2 2
S n [dL? + L* (d0* + sin®0 di?)| . (345)
Dazu miissen wir nur noch zeigen

[

cos = = cos(2 arctan L) = Cosz(arctan L)— sin2(arctan L)

1 L? 11— 12
= — = , 346
14+ L% 1+12 14 L? (346)

Damit haben wir drei verschiedene Formen des Quadrats des Lingenelementes abge-

leitet, die alle verschiedene Grundstrukturen haben.
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Studien zur inneren Schwarzschild - Losung

In den folgenden Diskussionen werden wir wieder zu unserer urspriinglichen radialen
Koordinate r zuriickkehren, denn wir wollen die innere Schwarzschild-Lésung mit der
duBeren verbinden. Dieses Vorgehen wird es uns erlauben die bislang noch unbestimm-
ten Integrationskonstanten A und B zu fixieren. In unseren Studien sind wir stets von ei-
nem Modellstern ausgegangen, der durch eine perfekte Fliissigkeitskugel mit dem Ra-
dius ro beschrieben wird. Ferner gilt normalerweise ro < R. AuBerhalb der Kugel gilt
fiir das Quadrat des Bogenldngenelementes

2m dr?
ds? — (1_ ) 2 52 L2 2 - 9 2
S - ¢ dit 71—2771/7“ T (d@ + sin Gdgo) (347)
mit
kM

Um die Konstante A zu bestimmen, nehmen wir nun an, daf} der Druck der Fliissigkeit
an der Oberflidche null wird und somit stetig in den Auflenraum iibergeht.

Wir hatten die folgende Gleichung abgeleitet

¢ (L4p) = —pei. (348)
C

—v/2

Wir setzen e ein und erhalten

=)
¢ (L+p) = s (349)
¢ A= B |1 -2/

Mit der Forderung p = 0 beir = r( folgt
-D

A= B[ —r2/i2]"

Es galt A = % D R?und 2 = —3/(C p) = 3c*/(87kp). Damit ergibt sich
3
C=__ 351)
p R?
und
2A
D=2, (352)
R2
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Dies fiihrt auf

2A
3 = (353)

A-B1—ri2]"

oder

}1/2

A = 3B[1—r}/R? (354)

Somit verbleibt nur noch die unbestimmte Konstante 5 in der Metrik. Um die Kon-
stante B zu bestimmen, stellen wir eine weitere physikalische Forderung. Bei r = g
soll die innere Schwarzschild - Losung stetig an die dullere Schwarzschild - Losung
anschlieBen. Wir vergleichen die Koeffizienten von dr? bei r = ry.

2 2% M 2
o 0 (355)

ro ro ¢ R2

Ebenso vergleichen wir die Koeffizienten von dt?

2
9 271/2 2
1 (A_Bll_g;] :432(1_;). (356)
o

Daraus folgt

1
B* = - 7
1 (357)
und weiter
1
B = —.
5 (358)
Das Vorzeichen von B ist willkiirlich gewihlt. SchlieBlich haben wir
3 r2 1z
A= -|1-=2 .
5 [ RQ] (359)
Es galt R* = 3¢?/(87kp). Einsetzen in (355) liefert
4
M = ?” r3p . (360)

Wir haben nun das Linienelement innerhalb und au8erhalb eines Sterns, dargestellt durch
eine perfekte Fliissigkeit, vollstindig bestimmt. Es gilt

2
ds® = §¢1—i—3—1¢1—7:2 chtZ—LA
2 Rz 2 R2 1—r2/R?

— 12 (d0* + 5in?0 dy?) fitrr < 1, (361)
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mit

Y 3c2
 Smep
sowie
2m dr?
2 _ 2 12 2 2 - 2 2
dS —(1—T)Cdt—m—r(d0 —|—Sll’l0dg@)
furr > rg, (362)
mit
M
m = —.

Wir konnen nun die Schwarzschild - Losung verwenden, um Grenzwerte fiir die Mas-
se einer Fliissigkeitskugel abzuleiten. Als erstes bemerken wir, daf3 die dullere Schwar-
schild - Losung auf Werte von r beschriinkt ist, die groBer als der Schwarzschild - Ra-

dius sind.
26M
ro > 2m o= o (363)
C
Dies beschriankt M auf
2
M < (364)
2K

Die innere Losung hingegen ist nur giiltig fiir » < R. Eine Verbindung der beiden
Bogenlingenelemente ist also nur moglich fiir

A 3c2
2 R? = . 365
ro < Smrp (365)
Wir verwenden nun einfach
3M
= 366
P 47‘[‘7“8 ( )
und setzen das in (365) ein
3¢2 4mrd
2« — =2 367
o < St 3M ( )
Dies ergibt
02
M < —rg. (368)
2K
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Dies ist genau die gleiche Beschridnkung fiir M, die wir aus der Betrachtung des duf3e-
ren Linienelementes gewonnen hatten. Bei kleineren Radien als dem Schwarzschild -
Radius erzeugen wir einen katastrophalen Effekt in der Metrik.

Einen stengeren Grenzwert fiir M erhalten wir aus der Druckgleichung

P -D
A= B 1 -2/}
mit
3
pR?
und
D = 24/R*. (371)

Damit der Druck innerhalb der Fliissigkeit niemals unendlich grofl wird, darf der Nen-
ner in (369) nicht verschwinden. Dies ist gewéhrleistet, wenn A groBer als B ist. Somit
folgt

3 ré 1
—/]l - = > = 372
5 o 5 (372)
und damit
rl 1
11— =2 > —. 373
= > (373)
Dies fiihrt auf
8 4 c?
2 — R? 374
o < 9 3TKp (374
Wir setzen p ein
2 3
9 c® 4mrg
- ) 375
o < 3k 3M ( )
Damit bekommen wir sofort
4 2
M < S0 (376)
9 k
Dieser Wert ist geringfiigig kleiner als der bereits gefundene Grenzwert.
Wir betrachten den Koeffizienten K von dz° bei r = 0.
3 2 1
K =212 _ 2 (377)
2 R 2
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Einsetzen von (374) fiihrt auf
3 s 1 3 [1 1
h 1__A___:_Jj__:0, (378)
2 9 2 2 29 2

Also ist K stets positiv.

Nun wollen wir die Dichte p festhalten und einen Grenzwert fiir die Masse bestimmen.
Aus p = 3M/(47rg) folgt

SM 1/3
- (_) . (379)
dmp
Einsetzen in die Relation M < ¢*ro/(2k) liefert
2 SM 1/3
M= = (—) . (380)
2k \4mp
Daraus folgt
3
M? = — : 381
32 mpK3 (381)
Aus der Bedingung M < 3c’ro/x folgt
16 c°
M = ——— . 382
2437 pr> (382)

Als néchsten Punkt wollen wir die physikalischen Konsequenzen der Annahme einer
konstanten Dichte untersuchen. Dazu betrachten wir zunichst die “physikalische” Dich-
te in der Fliissigkeit, die Masse dividiert durch das Volumen. Das physikalische radiale
Intervall ist nicht das Koordinatenintervall dr, sondern

ds, = /g1 dr . (383)

Dies fiihrt auf

2 —-1/2
ds, = (1— - ) dr . (384)
2

Ahnlich folgt fiir die Koordinaten 6 und ¢

dsg = /g2 df = rdb, (385)
ds, = /gszdp = rsinfdy . (386)

55



Das physikalische Volumenelement ist daher

—1/2
dV = ds,dsgds, = ( ) r? sin @ df dp dr . (387)

)22
Dies unterscheidet sich von dem gewohnlichen Volumenelement r? sin 8 df dy dr durch
den Faktor (1 — 2/ R?)=1/2, der groBer als 1 ist. Fiir das totale Volumen erhalten wir

r? sin 0 df dc,o dr ro r? dr
(1- %)

Wir substituieren nun

-
sinae = —, 389
7 (389)
i Lo (390)
sinag = —.
’ R
Dies ergibt
Vo= 4r /aO sin’a da | (391)
0
denn es ist
(1 — 7“2/]%2)1/2 = (1 — sin2a) v cos o (392)
und mitr = R sino folgt
d N
o R cosa. (393)
do
Die Volumenintegration ergibt dann
V = 2nk? (ag — sin g cos )
. r r 2\ /2
= 27R® |arcsin — — — (1 — A—O) . (394)
R R R?

Fiir die meisten Fille ist rq/ R eine kleine Zahl, so daB wir eine Taylor - Entwicklung
durchfiihren knnen

9\ 1/2 3 5
o o L o o 1 (To) 1-3
2212 = — - — —
arcst R( Rz) R—I— R) 2‘3—|- 3 2‘4‘5—|-
3

+.... (395)



Dies ergibt schlieBlich fiir das Volumen

AT 3 /ro\?
v = Tl —(T) . 396
3 TO[ Tol\e) T ] (396)
Daher ist die mittlere Dichte < p > der Kugel
M 3M 3 To 2
= —=—|1—-— (= R 7
Pz Vo drrd 10 (R) + ] 397
Wir verwenden p = 3M/(47rg) und bekommen
M 3 To 2
<p>= —=p|l—— (= A 398
P v l 10 ( R) " ] (598)

Daher unterscheiden sich die mittlere Dichte und p um Terme der Ordnung 3/ }?. Be-
wirkt durch die Kriimmung des Raumes unterscheiden sich < p > und p.

Wir berechnen nun den Massendefekt

3 2
VoM = Vp [ﬁ(%)) +] (399)

Dieser Massendefekt kann dem Verlust an Energie durch das Zusammenpacken der
Materie aufgrund der eigenen Gravitationsenergie zugeschrieben werden. In der klas-
sischen Mechanik hat eine Kugel mit dem Radius » und der homogenen Dichte p an
der Oberflache das Potential

4 3 4
Vi(r) = —/i—w,or— = —ﬂrzp. (400)
3 r 3
Wenn wir den Radius um dr vergroBern, bringen wir die Materie dM = 4nr?pdr

vom Nullniveau auf das Energieniveau V' (r) und verlieren die Energie

_167T2/<;,02 4

dE(r) = dM V(r) = — 7 dr . (401)
Daher ergibt sich als Energieverlust durch das sphérische Packen durch Gravitation
ro 16
E = / dE = ——m2kprd . (402)
0 15
Der Massendefekt ist aber in erster Ndherung
4 3 pPRTK 16
AM = ?rg,oﬁrg ( 32 ) = szﬁpzrg/cz (403)
und somit
E
AM = —— . (404)
C

Der Massendefekt wird also durch die Einsteinsche Energie - Massen - Relation in Rech-
nung gestellt.
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Einfiihrung in die Physik der Schwarzen Locher

Als Schwarze Locher bezeichnet man Losungen der Einsteinschen Feldgleichungen,
die das Gravitationsfeld kollabierender Massen beschreiben. Dieses Feld wird durch
drei Parameter gekennzeichnet: durch die Masse M, den Drehimpuls [ und die elek-
trische Ladung (). Da aber - wie neuere Studien gezeigt haben - die Maximalladung
eines Schwarzen Loches nur in der Groenordnung von etwa einem Coulomb liegen
kann, hat der dritte Parameter keine weitreichenden Konsequenzen. Ein Beobachter
im AuBenraum kann diese drei Parameter durch Beobachtung der Bahnkurven ungela-
dener bzw. geladener Teilchen bestimmen. Andere Charakteristika der urspriinglichen
Massenverteilung - etwa gravische, elektrische und magnetische Multipolmomente -
gehen wihrend der dynamischen Phase des Kollaps verloren. Sie werden abgestrahlt.
Etwaige physikalische Eigenschaften, die die Quelle des Feldes vor dem Kollaps hat-
te (Baryonenzahl, ...) gehen ebenfalls beim Kollaps verloren. Als Nebenbemerkung
erwihnen wir: Das Verhiltnis zwischen Drehimpuls und dem durch die Rotation er-
zeugten magnetischen Moment gleicht dem anomalen magnetischen Moment des Elek-
trons. Schwarze Locher stellen also eine sehr eingeschrinkte Menge der moglichen
Endzustéinde dar.

Schwarze Locher enthalten einen geschlossenen Ereignishorizont. Innerhalb dieser Flidche
ist das Gravitationsfeld so stark, da3 Teilchen, Lichtstrahlen und innen erzeugte zeitabhingi-
ge Felder das Gebiet nicht mehr verlassen konnen. Teilchen und Lichtstrahlen von au-

Ben konnen den Horizont durchdringen; sie brauchen dafiir von einem entfernten Beob-
achter aus gesehen unendliche lange Zeit. Ein Beobachter kann den Horizont in endli-
cher Eigenzeit liberwinden und sich im Prinzip jedenfalls von der Richtigkeit der Theo-

rie liberzeugen. Er kann aber nie nach auen dariiber berichten.

Im Innern des Ereignishorizonts gibt es eine echte Singularitit des Gravitationsfeldes,
die sich wihrend des Kollaps bildet. Gliicklicherweise ist die Welt so beschaffen, daf3
wir wegen des Ereignishorizonts diese Singularitit nicht sehen konnen (“‘cosmic cen-

sorship”), sie ist fiir die Physik in der AuBBenwelt ohne Bedeutung.

Wenn ein rotierender Stern sich sehr stark zusammenzieht, wird er wegen der Drehim-
pulserhaltung immer schneller rotieren und eventuell in einzelne Stiicke zerreilen. Nur
der Kern zieht sich weiter zusammen. Ein Stern kann im allgemeinen nur dann extrem
kontrahiert werden, wenn er Drehimpuls an seine Umgebung abgeben kann. Dies kann
durch MassenabstoBung oder durch Gravitationswechselwirkung mit anderen Massen
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geschehen.

Wir betrachten nun Nachweismoglichkeiten fiir die Existenz von Schwarzen Lochern.
a) Einzelne Schwarze Locher im interstellaren Medium senden elektromagnetische Strah-
lung aus, wenn das umgebende Gas in das Loch hineinféllt und sich dabei aufheizt.
Diese Strahlung kann im Prinzip gemessen werden.

b) Wenn ein Schwarzes Loch Teil eines Doppelsternsystems ist, dann zeigt der Haupt-
stern eine scheinbar unbegriindete periodische Doppler-Verschiebung, die auf einen un-
sichtbaren Begleiter schliefen 148t. Falls aus der Dynamik des Doppelsternsystems auf
eine Masse M > 3 M, des Begleiters geschlossen werden muf3, so kann es sich bei
diesem Begleiter nicht um einen Weillen Zwerg oder Neutronenstern handeln.

c¢) Ist das Schwarze Loch Teil eines engen Doppelsternsystems, bei dem der Abstand
der beiden Sterne mit dem Radius des Hauptsterns vergleichbar ist, so strémt Materie
vom Stern auf das Schwarze Loch iiber. Diese Materie heizt sich dabei so stark auf, daf3
Rontgenstrahlen emittiert werden.

Rontgenquellen mit den gesuchten Eigenschaften wurden 1972 entdeckt. Seit 1973 weil3
man mit einiger Wahrscheinlichkeit, da Cygnus X1 tatsdchlich ein Schwarzes Loch
mit einer Masse von M = 14 Mg, ist. Die Schwierigkeit bei der Identifikation besteht
generell in der Abgrenzung von der Moglichkeit eines Weilen Zwergs oder eines Neu-
tronensterns. Helligkeitsunterschiede der beiden Partner stellen eine weitere Schwie-
rigkeit dar. Der eine Stern kann den anderen Stern vollig iiberstrahlen. Im Fall von Cy-
gnus X1 146t sich die rasche Fluktuation im Rontgenspektrum und auch die Spektral-
verteilung der Strahlung sehr gut durch Materie erklédren, die in ein Schwarzes Loch
hineinféllt und dabei bis auf einige Millionen Grad aufgeheizt wird. Auch hier 148t sich
aus der Dynamik des Systems die Masse der Rontgenquelle ermitteln, wobei als Un-
tergrenze M = 6 Mg und als wahrscheinlichster Wert M = 14 M, fiir Cygnus X1
folgt. Sowohl die Masse als auch die Spektralcharakteristik weisen daher bei Cygnus
X1 auf ein Schwarzes Loch hin.

Ist in einem Doppelsternsystem ein Partner ein Schwarzes Loch, so kann die Ablen-
kung der Lichtstrahlen am Schwarzen Loch und ein moglicher Gravitationslinseneffekt
zu dessen Indentifikation beitragen. Weiterhin erwéhnen wir, dal die Metrik innerhalb
eines rotierenden Schwarzen Loches noch nicht bekannt ist. AuBerhalb des Ereignisho-
rizonts gilt die sogenannte Kerr - Metrik. Da jedoch die Innenraumldsung noch nicht
abgeleitet werden konnte (sofern sie liberhaupt existiert), ist auch keine stetige Anpas-
sung an die Aulenraumlosung moglich. Generell muf3 noch bemerkt werden, dafl ohne
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die Einbeziehung von Quanteneffekten, die Theorie der Schwarzen Locher unvollkom-
men bleibt.

Die Explosion von Roten Riesen kann die Erzeugung von Weillen Zwergen oder Neu-
tronensternen bewirken. Zur Beschreibung dieser Sterne benotigen wir realistische Zu-
standsgleichungen. Die Dichte fiir WeiBe Zwerge betrigt etwa p ~ 10° g/cm?, die
Dichte fiir Neutronensterne betriigt etwa p ~ 10'* g/cm?®. Dies entspricht etwa der nor-
malen Kerndichte. Wir wollen nun einige qualitative Aspekte der Zustandsgleichung
diskutieren. Wesentliche Eigenschaften des Sterns werden durch die Zentraldichte p.
bestimmt. Damit der Stern stabil ist muf} es einen Radius r geben, so daB gilt p(r¢) =
0. Der Sternradius und die totale Sternmasse m(ro) hidngen von p. ab. Weille Zwer-
ge entsprechen dicht gepackten Atomen. Da dies ein atomphysikalisches Problem ist,
konnen in diesem Fall einigermallen realistische Zustandsgleichungen angegeben wer-
den. Trdgt man die Masse der Sterne als Funktion von p. auf, so steigt die Masse mo-
noton an fiir 10° g/cm® < p. < 10? g/cm?®. Die maximale Masse fiir einen WeiBen
Zwerg betrdgt 1.2 M. Dies ist die Chandrasekhar-Grenze. Weile Zwerge mit hoher-
en Massen sind instabil und stellen daher ein zeitabhingiges Problem dar. Diese theo-
retische Vorhersage entspricht auch den bisherigen Beobachtungen. Fiir groBere Mas-
sen werden die Elektronen iiber den inversen (3-Prozess von den Protonen absorbiert,
es entstechen Neutronen. Ein Neutronenstern hat typischerweise eine Ausdehnung von
10 km. Pulsare sind Neutronensterne in schneller Rotation. Bei Neutronensterne ist die
Zustandsgleichung leider weniger gut bekannt. Die Bestimmung dieser Zustanfsglei-
chung ist eine der Hauptaufgaben der gegenwirtigen Kernphysik. p = 10'% g/cm?
und M = 2.5 M scheinen obere Grenzen fiir Neutronensterne zu sein. Als Grenz-
masse fiir einen Stern hatten wir bereits abgeleitet

168
M? —. 4
< 243w p r3 (405)

Als nichsten Punkt betrachten wir die Metrik Schwarzer Locher unter Verwendung der
Schwarzschild - Losung. Im Schwarschildschen Linienelement tritt eine Singularitéit
bei r = 2m auf. Bei diesem Radius ist ¢y, singulir, wihrend gy verschwindet. Aus
goo = 0 folgt, daB} die Oberfliche bei r = 2m eine Oberfliche unendlicher Rot-
verschiebung ist, denn die Rotverschiebung wird durch g festgelegt. Dies entspricht
gerade dem Unterschied zwischen Eigenzeit und Koordinatenzeit. Licht, das von einem
Atom auf dieser Oberfliche emittiert wiirde, wire nicht sichtbar, da es bis zur Nullfre-
quenz verschoben wiire.
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Fiir» < 2m @ndern sich die Vorzeichen von ¢ und ¢y4. ¢;; wird positiv und gop wird
negativ. Dies zwingt uns dazu die physikalische Bedeutung von ¢ und r als Zeit- und
als radiale Markierung innerhalb des Schwarschild - Radius neu zu iiberdenken. Eine
Weltlinie entlang der ¢-Achse mit r, , ¢ = const hat ds? < 0 und ist daher eine
raumartige Kurve, withrend fiir eine Weltlinie entlang der r-Achse gilt ds? > 0. Dies
ist daher eine zeitartige Kurve. Daher ist es natiirlich nun r als Zeitmarkierung und ¢ als
radiale Markierung fiir Ereignisse innerhalb des Schwarzschild - Radius zu betrachten.

Nun verfolgen wir ds /¢ als Eigenzeitintervall entlang der Weltlinie eines Teilchens und
fordern ds? soll positiv sein entlang eines solchen Weges. Daraus folgt, ein Teilchen
kann sich niemals an einem konstanten Wert von r innerhalb des Schwarzschild - Ra-
dius aufhalten, denn dies wiirde ds® < 0 bedeuten.

All dies zeigt, daB3 inder Tatr = 2m ein ungewohnlicher Radius ist, aber dies bedeutet
noch nicht notwendigerweise, dal die Raum-Zeit Geometrie bei r = 2m singulér
wird. Diese Singularitit hdngt hauptséchlich mit der Wahl der Koordinaten zusammen.
Dies 148t sich zeigen, wenn man die Invarianten R°;, R, R*/* oder g berechnet. Diese
GroBen bleiben bei » = 2m endlich.

Wir werden zunéchst das Verhalten eines Testkorpers verfolgen, der in die Schwarz-
schild - Singularitit féllt. Danach werden wir die Kruskal-Koordinaten (1960) einfiihren,
die keine Singularititen auBler der am Ursprung enthalten. Wir werden sehen, daf3 die
Schwarzschild - Koordinaten gut geeignet sind, die Geometrie im Bereich 2m < r <
oound —oco < t < oo zu beschreiben. Aber eine andere Wahl ist besser geeignet
fiir das Innere der Schwarzschild - Kugel.

Wir betrachten die radial, zum Zentrum hin gerichtete Bewegung im Rahmen der Schwarzschild-
Geometrie. Die Euler-Lagrange Gleichungen fiir » und ¢ als Funktion von s hatten wir
bereits abgeleitet. Wir hatten

2 .
(1 _ —m) [ =1 = const, (406)
r
2m\ ! 2m\ ! h?
1:(1——m) c2z2—(1——m) R (407)
r r r
Radiale Bewegung impliziert fiir den Drehimpulsterm 7 = 0. Ferner wollen wir fiir

grofie Werte von r haben ¢ = s/¢, also die Relation der speziellen Relativititstheorie

erzielen. Daraus folgt sofort /| = 1/c. Somit ergibt sich
. 1 2m\ !
i = 1 (1 _ —m) , (408)

C r
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o= (409)

Zwei Standpunkte zur Beschreibung der radialen Bewegung sind nun von Interesse.
Einer ist die radiale Position als Funktion der Eigenzeit s/c des Testteilchens. Eine an-
dere radiale Position wird als Funktion der Koordinatenzeit bestimmt. Dies entspricht
einerseits dem Eigensystem des Testteilchens sowie andererseits dem System eines Be-
obachters in Ruhe, der weit weg von der Zentralmasse den Fall betrachtet.

Wir wollen zunichst 7 als Funktion von s bestimmen. Aus

2
poo Y (410)
NG
folgt
d
TV (411)
V2m
Integration ergibt
2 1 3/2 3/2\ _
s = () = s, (412)
wobei ry die Anfangsposition bei s ist. Es tritt keine Singularitit bei »r = 2m auf.

Das Testteilchen kann stetig in endlicher Eigenzeit nach » = 0 fallen.

Wir beschreiben jetzt die Bewegung ausgedriickt durch die Koordinatenzeit ¢. Wir bil-
den dr/dt

(413)

—_ = - = — — 1 - —
dt t ¢ T r

Die Integration 146t sich im Prinzip analytisch durchfiihren. Wir wollen hier jedoch nur

dr T 2m ( Qm)

die Grenzfille r >> 2mundr ~ 2m betrachten. Zunichst haben wir

-1
—cdt = dr L(1_2_m) R A
2m r 2m r (1 —2m/r)

= dr/— (414)
2m r —2m
Firr > 2m folgt
edi ~ L — (415)
2m
und daher
2 3/2 3/2
—c(t—ty) =~ drm G (416)



Dies ist das gleiche Ergebnis wie in (412). Fiir » ~ 2m haben wir hingegen

2
—edt ~ dr T (417)
r—2m

Damit folgt

—c(t—1to) =~ 2mIn(r—2m) (418)
und weiter

e~ C=)/2m oy (419)
Daraus wird ersichtlich, daf} als Funktion der Koordinatenzeit der Radius r = 2m

angendhert, aber niemals ganz erreicht wird.
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Die Kruskal - Metrik

Wir wollen nun die Kruskal - Koordinaten einfiihren, um die gesamte Schwarzschild -
Geometrie befriedigend beschreiben zu konnen. Zunéchst betrachten wir die Lichtaus-
breitung, ausgedriickt durch Schwarzschild - Koordinaten. Die Weltlinien des Lichtes
sind charakterisiert durch ds* = 0. Daraus folgt fiir die radiale Bewegung eines Licht-
strahles

(1—2—m) Adt* — (1—2—m) 1 dr* = 0. (420)

r r

Die Koordinatengeschwindigkeit des Lichtes ist damit gegeben durch

4) -2

Bei r = 2m verschwindet die Koordinatengeschwindigkeit des Lichtes. Dies ist ei-
ne unerwiinschte Eigenschaft der Schwarzschild - Koordinaten. Wir wollen nun eine
Tranformation von den Koordinaten » und ¢ auf die Koordinaten « und v durchfiihren,
so daf} das Linienelement die Form annimmt

ds® = f*(u,v) (dv2 — duz) —r? (d02 + sin?f dc,oz) . (422)

Berechnen wir wieder die radiale Geschwindigkeit des Lichtes, so folgt

0 = f*u,v) (dv2 — duz) (423)
und damit
du\’
(%) =1, (424)

vorausgesetzt f* hat keine Nullstellen. Daher haben wir in den v und v Koordinaten
keine derartige Schranke wie bei den Schwarzschild - Koordinaten.

Wir werden nun Differentialgleichungen ableiten, die die Transformation von r, ¢ nach
u, v erlauben und die die Funktion f bestimmen. Die Winkelkoordinaten § und ¢ wer-
den nicht gedndert. Die Fundamentaltransformation des metrischen Tensors

azk ozl
i = 57 9.1 M (425)
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und des Linienelements fiihrt auf die folgenden Differentialgleichungen

2m oo\’ ou\’
-2 = | (as) ‘(@)]’ 0

- = G- ()]

= mar oo @29

Die Vorzeichen von v und v werden durch diese Gleichungen nicht fixiert. (426) resul-
tiert aus dem ggo-Anteil des metrischen Tensors, (427) folgt aus dem ¢;,-Anteil, und
(428) wird durch den Mischterm bestimmt. (428) ergibt sich aus dem Zusammenhang

02° 970 ozt ozt

go1 = @@900 + @@gu . (429)

Wir fiihren einen neuen radialen Parameter ¢ und eine Funktion F'(¢) ein
§ = r+2mlog|—— 1], (430)
Pe) = % (“31)

Hierbei haben wir angenommen, daf3 eine Funktion f gefunden wird, die nur von r
abhiéngt. Genau diese Annahme wird uns auf die Kruskal - Form fiihren und die Ko-
ordinatensingularitit bei » = 2m beseitigen.

Damit konnen wir die obigen Differentialgleichungen schreiben als

oo\’ ou\’
() - () = ror Y

Dies entspricht (426). Es ist

1 r
dT %—1 o
r 1

= = 4
r—2m 1 —2m/r (433)

a\* (o) [ac)’?
() = () () -
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Damit haben wir aus (427)

sowie nach (428)

ou Jdu ov Jv
— = — —. (436)
dx0 9¢ dx0 9¢
Wir addieren (432) und (435) und alternativ addieren bzw. subtrahieren wir dazu das
Doppelte von (436). Es folgt

ov v\’ ou ou\’
- = 4= 437
(8:1;0 + ag) (8:1;0 + ag) ’ @37

v v\’ du  ou\’
EA e I e i (438)
oz I dxb  0¢

Fiir die erste Gleichung wihlen wir ein positives Vorzeichen der Wurzel, fiir die zweite

Gleichung ein relatives Minuszeichen der Wurzel. Die Wahl des gleichen Vorzeichens
wiirde die Jacobi - Determinante zum Verschwinden bringen. Es folgt daher

dv  Jv Ju  Jdu
920 + 8_5 = 90 + a_f ) (439)
v v Ju  Jdu
50 9 = o0 T o (440)
und weiter
v du (441)
dzv  9¢’
v ou
— = —. 442
o0& oz° (442)
Die letzte Gleichung fiihrt auf
g 0 a 0 a 0 a0
¢ ga_ Lo _ 29 (443)
dz° 0z° dz° 9¢ O& 0z° o0& ¢
Wir bekommen also
Fu _Tu (444)
81'02 852 - ”
ﬁ 8_% =0 (445)
ax02 852 — .
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Daher erfiillen v und v beide die Wellengleichung in z° und £. Die allgemeine Losung
der Wellengleichung ist aber eine beliebige zweifach differenzierbare Funktion von 2 °+
¢. Damit lauten die Losungen

v = h(&+2%) +g(é—2"), (446)
u = h(E+2%) —g(é -2, (447)

wobei 4 und g noch zu bestimmen sind. Gleichung (436) ist automatisch erfiillt. Wir
behaupten nun, die Gleichungen (432) und (435) fiihren auf

— A (E+2°) g (€ —2") = F(€). (448)

Dies wollen wir rasch beweisen. Es ist

B Bh(E+a%) | Dgle—29)
dx0 0z + 0z ' (449)
Mitp = £+2°% ¢ = £—2%und Op/dz® = 1,0p/IE = 1,0q/0¢ = 1,0q/02° = —1

folgt

v Oh(p) 9g(q)

= 4
00 dp Jdq (450)
und weiter
o\’
— | = K447 =2k .
( 8:1;0) +g9 g (451)
Genauso gilt
du  Oh(E+a%)  dg(é —a°)
dz dxY B dxY (452)
und
ou _ Oh n 9g (453)
dz®  Idp g
Dies ergibt
du ’ 12 12 I
— ] = h"+4¢ " +2h g . (454)
00
Also folgt in der Tat zusammengefal3t
—4h' g = F(§), (455)

wobei der Strich die Ableitung in bezug auf das Argument bedeutet.
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Wir teilen nun die Regionen auf und betrachten zunéchst das Gebiet r > 2m. Aus der
Definition von F' erkennen wir, dal es positiv ist. Wir differenziern (455) nach £ und
2% und erhalten

oh' aqg’
F/ — _4_ /_4h/_ — _4h// /_4h/ 1 456
(€) Tl o€ g g (456)
und
F/(f) h// g//
= 7T 7 457
G @57
sowie
1" 1
0 = Z— - (458)
g
Die Addition von (457) und (458) fiihrt auf
llog F(&)]' = 2 [log H'(¢ +4%)]" . (459)

Wir betrachten nun £ und y = ¢ + 2° als unabhiingige Variable. Daher miissen beide
Seiten von (459) konstant sein. Wir benennen const = 77. Aus (459) und (458) sehen wir,
daf} die Losungen Exponentialfunktionen sind. Die Losungen lauten

hly) = 3¢€",
g(y) = _%6771/7
F(§) = n*e™™. (460)

Damit folgt beziiglich (457)

2 2
om = L1 9y 461)
noon
und beziiglich (458)
2 2
0=1L_1 (462)
nooon

Das relative Vorzeichen von £ und ¢ ist negativ, vorbestimmt durch /' > 0. Aus den
Definitionen von ¢ und F'(£) sowie aus (460) folgt schlieBlich

r 2mn
u = (2— — 1) e coshna® |
m
7 2mn
vo= (2— — 1) e" sinh na |
m
2 1—4mn
o= 2R (L—1) 2 (463)
n‘r \2m
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Wir priifen nach, ob dies in der Tat die richtigen Losungen sind. Es muf} gelten

(a”)Z—(a“)z _ p(e = 12 (464)

a0 a0 F2r)
Es ist
% = (ﬁ — 1) o e n coshna’ |

(%)2 = (ﬁ — 1)4%7 e* n* cosh®na? |

(%)2 = (ﬁ — 1)4%7 e* n? sinh*na® . (465)
Somit folgt

= S

2m

und weiter

Sl = (1—2mfr) o (467)

was zu beweisen war. Damit bleibt nur noch die Bestimmung des bisher beliebigen Pa-
rameters 1. Dazu fordern wir, daB f* keine Nullstelle oder Singularitit bei r = 2m
aufweist. Damit folgt 7 = 1/4m. Damit verschwindet auch ds* nur auf dem Lichtke-

gel.

Die gesuchte Transformation lautet schlie8lich

0
u = ,/L—ler/‘lm coshx—,
2m 4m

0

vo= ,/L—ler/élm sinhx—,
2m 4m

32m?
/e =

-
Der damit definierte Bereich der «, v - Ebene gilt fir r > 2mundu > |v]|. Fir

g7/ (468)

jedes endliche z° korrespondiert die Grenzlinie r = 2m in der r, ¢ - Ebene zum Punkt

0

v = v = 0inderu,v-Ebene. 2z° — oo entsprichtu = vund 2° — —oo entspricht

u = —v.
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Wir invertieren die Transformation

W —p? = (L—l) /2

0

— tanh — (469)

Am

S|

Daraus folgt, die Linien mit konstantem r entsprechen Hyperbeln und die mit konstan-
tem z° entsprechen Strahlen (Geraden) durch den Nullpunkt. Fiir » — 2m nihern sich
die Hyperbeln den Geraden © = |v|, aber fiir » = 2m degenerieren die Hyperbeln

zum Punktvw = v = 0.

Fiir » < 2m miissen wir dieselbe Ableitung wiederholen. Nun ist /' negativ. Es folgt,
daf} nun das relative Vorzeichen von ¢ und / positiv gewihlt werden muf3. Mit den sel-
ben Rechenschritten wie zuvor erhalten wir jetzt

0

u = J1— L erfam sinhx—,
2m dm
0
vo= 1= L er/im coshx—,
2m dm
32m3
o= e (470)

7

Nach dieser Transformation entspricht » < 2m dem Bereich v > |u/|, dies bezeich-
nen wir als den Bereich II. Die beiden gefundenen Transformationen schlieBen an den
Grenzen 2° = cound 2° = —oo aneinander an. Wir kehren auch diese Transformation
fiir » < 2m um und finden
v —u? = (1 — L) erl?m
2m

0

— tanh — . (471)

4dm

SIS

Damit erhalten wir wieder Hyperbeln und Strahlen in II fiir konstante Werte von » und

t. Der Ursprung r = 0 entspricht der Hyperbel v? — u? = 1.

In Kruskal - Koordinaten erhalten wir also fiir das Linienelement

ds® = f*(u,v) (dv2 — du2) —r? (d92 + sin?0 dc,oZ) (472)
mit

= EZL (473)

7
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als Losung der Einstein - Gleichungen. Diese Losung ist nirgends singulidr aufler am
Ursprung. Nur entlang der Hyperbel v? — u? = 1, dies entspricht r = 0, erhalten
wir eine Singularitiit des Riemann-Tensors. Lichtstrahlen mit ds?* = 0 bewegen sich
auf Geraden (du/dv)* = 1. u dient somit als globale radiale Koordinate, wihrend v

eine globale Zeitmarkierung ist.

Wir wollen nun im Rahmen der Kruskal - Koordinaten das Schicksal eines Lichtstrahles
verfolgen, der in ein Schwarzes Loch féllt. Dies entspricht der Linie A im Diagramm.
Er hat die Steigung -1. Ausgedriickt durch v und v ist die Trajektorie also recht einfach.
Er beginnt bei » > 2m und endlichem z°, geht nach » = 2m und schneidet die Linie

Y — 0. Danach fillt r weiter, aber auch 2° sinkt. Wir kénnen also das Verhalten

bei x
des Lichtstrahls nach der z° = oo Linie untersuchen. Auch dies zeigt, daB x° keine
geeignete Zeitmarkierung ist. Auch fiir Lichtstrahlen, die von innen emittiert werden
und sich auf die Schwarzschild - Kugel zu bewegen, bleiben die Kruskal - Koordinaten
sinnvoll. Wir betrachten den Lichtstrahl B. » wiichst an, aber x° fillt; dann hat er die
Linie 2° = —oo zum AuBenraum zu kreuzen, wo die Ausbreitung wieder normal ist.
Vom AuBenraum her ist klar, dal Licht von innen von der Schwarzschild - Kugel total
absorbiert wird. Da Licht wihrend seiner Ausbreitung den Ursprung der Zeit 2° =
—oo kreuzen muB, bleibt zweifelhaft, ob es jemals beobachtet werden kann. Hieraus
folgt die Bezeichnung “Schwarzes Loch”. Fiir alle massiven Teilchen gilt natiirlich das
Gleiche, da sie sich innerhalb des Lichtkegels bewegen (dv/du)? > 1. Das Schwarze

Loch ist eine Ein-Weg-Membran.
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Erganzungen zum relativistischen

Energie-Impuls Tensor

In unserer urspriinglichen Diskussion des Energie-Impuls Tensors waren wir von einer
idealen Fliissigkeit ausgegangen, d.h. es galt p = 0. In der inkohérenten, nichtwechsel-
wirkenden Materie hatten wir irreversible Vorgédnge vernachlissigt. Es galt

T9 = plx)u'(z)u’(z) (474)
mit v = dx'/ds. Ferner hatten wir bereits die Relationen 7'%° = ~2p, 70" =
pv™/cund T™ = pov™v"™/c* mit m,n =1, 2, 3 diskutiert. Aus dem Verschwinden

der Divergenz des Energie - Impuls Tensors resultierten die Bewegungsgleichungen.
Aus

T — Z |22 v. o5 47
|2 c [at + pU] ( 5)
folgte
dp =
LAV pi =0 476
5 TV v (476)
und somit die Kontinuitdtsgleichung der klassischen Hydrodynamik. Aus
mi P dv™ = 7. m
i = 2| +v- Vv (477)
ergab sich
oo™ -
(;t LFVom = 0. (478)

Dies ist die Eulersche Ableitung, die den kriftefreien hydrodynamischen Fluf3 beschreibt.

Wir wollen jetzt innere Krifte, die mit dem Druck verkniipft sind, in Rechnung stellen.
Speziell betrachten wir eine ideale Fliissigkeit, die charakterisiert ist durch die Eigen-
dichte p(x), die Vierergeschwindigkeit des Flusses u(z) und durch ein skalares Druck-
feld p(x). Den Materieanteil des Energie-Impuls Tensors bezeichnen wir mit M =
pu'(z)u?(z). Wir wollen zeigen, daB durch Einbeziehung des Druckes in 7'/ nach Di-
vergenzbildung die richtigen Bewegungsgleichungen der klassischen Hydrodynamik
resultieren.

Wir betrachten zunichst den klassischen Limes kleiner Geschwindigkeiten und klei-
ner Drucke, so da wir Terme der Ordnung v?/c* und p (v/c) vernachldssigen konnen.
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Der Druck soll ferner nur den Materieflul beeinflussen, nicht aber die Elastizititseigen-
schaften der Materie. Viskosititseffekte werden vollstindig ausgeschlossen. Mit diesen
Annahmen konnen wir wieder fiir die Kontinuitdtsgleichung schreiben

dp =
— 4+ V- (pd) = 0. 479
o+ V(o) @79
Die Kraftgleichung dndert sich nun zu
v - dp Dv™
v-Vo | = "= ——— = . 480
p(m” ”) / oz~ "Dt (450)

Die Beutung dieser Gleichung ist evident. Durch den Druckgradienten —dp/dx™ wird
ein Volumenelement beschleunigt und ein Beobachter in der Fliissigkeit erfdhrt die Be-
schleunigung Dv™ / Dt. Dies entspricht also gerade dem zweiten Newtonschen Gesetz.
Sollten dufere Krifte wirken, miifite man den Term mit /™ modifizieren. Diese Glei-
chung ist noch nicht relativistisch invariant. Wir miissen noch eine Tensorgestalt der
Gleichung (480) ableiten, die die Bedingung der relativistischen Kovarianz befriedigt.

Die Kontinuitédtsgleichung ergibt sich aus der Forderung

Mofi = - (—'0—|-V-(,017)) = 0. (481)
c \ Jt
Die Bewegungsgleichung muB jetzt aber ausgedriickt werden durch
: p Dv™ p [V = 1 dp
™= = = — Vo) = ———— 0. 482
I ¢ Dt c? ( ot Toe v ) c? dx™ 7 (482)

Bei Anwesenheit eines inneren Druckes ist /% also nicht divergenzfrei. Um dieses
Problem zu 16sen betrachten wir eine 3x 3 Matrix S™" mit der Eigenschaft
mn L Op
In = 2 gyem

Diese Matrix ist bekannt als der dreidimensionale Drucktensor, seine Divergenz stellt

(483)

eine Kraft dar. Ein Drucktensor, der die Forderung (483) erfiillt, ist gegeben durch

100
R R (484)
C
00 1

Mit Hilfe des Drucktensors konnen wir die Bewegungsgleichung insgesamt schreiben
als

miogmn — ) (485)

I¢ |n
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Wir erweitern S™" zu einer 4 x 4 Matrix

0 0 0 0
o plo1 00
gii - 2 486
2o o010 (486)
0 0 0 1
Damit folgt
(MY +57) =T =0, (487)
|7 J
wobei T explizit ausgeschrieben lautet
L vefe vyfe wv./e 0000
g . 0 0 0 01 0 0
T = | " e + 2 (488)
Uy/c 0 0 0 c 0 010
v./Je 0 0 0 0 0 01

Dies gilt im Rahmen unserer klassischen Nidherung.

T ist noch kein Tensor, denn die Relation zwischen ¢, p und 1'%/ ist nicht kovariant.
Wir wollen also verallgemeinern. Fiir M/ kennen wir das Resultat schon. Wir suchen
noch eine geeignete Form fiir 5*/. Es gibt nur zwei symmetrische Tensoren vom Rang
2, die als Basistensoren mit der Fliissigkeit verkniipft werden kdnnen, namlich g” und

u' w’. Wir machen als Ansatz

si = Dlau'ul + g7 (489)

02
wobei « und (3 noch unbekannte Koeffizienten sind, die wir zu bestimmen haben. Fiir
kleine Geschwindigkeiten und Drucke miissen wir das klassische Resultat erhalten. Die
entsprechende Reduktion liefert

1 000 1 0
o 0000 0 —1
SY = = |« + 490
c? 00 00 & 0 —1 (430)
00 00 o 0 0 -1
Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir @ = 1 und 5 = —1. Damit haben wir
SYo= c_Q(u u]—g]) (491)
und insgesamt fiir den vollstidndigen Energie - Impuls Tensor
T = ,oui uw + % (uZ w — gij) . (492)
C
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Gravitationskollaps eines Gasballes

Bei der Explosion eines Roten Riesen mit einem dichten Kern hoher Masse gibt es kei-
nen stabilen Endzustand. Ein Gravitationskollaps findet statt . Da der Druck nicht in
der Lage ist, den Kollaps aufzuhalten, vernachlidssigen wir ihn in der folgenden Be-
trachtung. Wir studieren den Kollaps eines sphérisch symmetrischen Gasballes, der frei
zusammenfillt. Der Radius sei r;, die homogene, aber zeitabhingige Dichte sei p. Die
duBere Metrik ist wieder die Schwarzschild - Metrik. Die innere Metrik sei diesmal vom
Robertson - Walker Typ und wir nehmen in diesem Bereich wieder ein mitbewegtes Ko-
ordinatensystem an, in dem das Gas in Ruhe ist. Der einzige Unterschied zur kosmo-
logischen Behandlung ist, daB sich die mitbewegte radiale Koordinate « auf den endli-
chen Bereich bis u, erstreckt. u,; wird im mitbewegten Koordinatensystem betrachtet.
Die physikalische Bewegung des Gasballes wird durch R(#) bestimmt. Wir konnen die
mathematischen Betrachtungen aus den friiheren Diskussionen einfach iibernehmen.
Wir setzen £ = 0 und A = 0. Somit gilt im AuBBenraum

dr?

2m
2 _ 2 1,2 2 2 -2 2
und im Innenraum
ds® = A2dr? — RQ(T) {du2 + u? (d02 + sin?0 dc,oz)} ) (494)

Ferner gelten wie bei unseren kosmologischen Betrachtungen die Gleichungen

8Tk 3R"*
2 p= R2e¢27
Ak 3R"

Die Robertson - Walker Zeitkoordinate wurde mit 7 bezeichnet, um sie von der Schwarz-
schild - Koordinate ¢ zu unterscheiden. Fiir uns besteht somit die Aufgabe, ein abge-
schnittenes Friedmann - Universum an die dullere Schwarzschild - Metrik anzuschlie-
Ben. Wir setzen « und r in Relation und miissen zeigen, daf die Metriken stetig inein-
ander tibergehen. Wir identifizieren

ra(t) = R(T)uq. (496)

(497)
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Daraus folgt

Do
R/ 2 — 0™%q 2 4
(uqg R') R c (498)
Dies hat die Losung
3
(ug R)** = (uq R(0))** — 5\/D0 uler . (499)
Zur Priifung differenzieren wir
3 3
5 (uq R)1/2 Ruy = —§\/D0 ul ¢ (500)
Daraus folgt
D 3
R = 220d 2 (501)
Ug R

was zu beweisen war. Das Minuszeichen in der Losung bewirkt das Zusammenfallen.
Zunichst bemerken wir, dafl die Robertson - Walker Zeitkoordinate dieselbe ist wie die
Eigenzeit, somit sind ¢ und s austauschbar. Weiter sehen wir, R’ wird niemals null, es
sei denn fiir K = oo. Dy hatten wir bestimmt als

4
Dy = (—” R ,0) 2 (502)

3 c?

Wir wollen nun zeigen, daB v Dy zweimal die totale geometrische Masse des Gasballes
ist. Das invariante dreidimensionale Volumenelement der Robertson - Walker Metrik
ist

dV = /=gdudfdy = R*u?® sinfdudbdy . (503)

Dies wollen wir uns noch mal rasch in Erinnerung rufen. Wir betrachten eine Koordi-
natentransformation z° — z‘ im vierdimensionalen Raum. Dabei transformiert sich
der metrische Tensor entsprechend
dz® 9P

a7t ok P

Die Determinante der rechten Seite ist gerade das Produkt der Determinanten der Ein-

ik = (504)

zelmatrizen. Damit gilt

2z7\\°
g =49 (det (—)) . (505)
oz’
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Wir ziehen die Wurzel

V=V

wobei der letzte Faktor das Inverse des Absolutbetrages der Jacobi - Determinante ist.

; (506)

Das vierdimensionale Volumenelement ist gegeben durch
dV = dl’o dl’l dl’g dl’g . (507)

Es transformiert sich wie

_ ozt z2,...)
dV = |——1—21dV .
d(at, x2,...) (508)
Somit folgt also
V—gdV = J/—gdV . (509)

/—g dV ist also in der Tat eine skalare Invariante, es ist das invariante vierdimensio-

nale Volumenelement.

Fiir die Masse der Gaswolke folgt

Ug
4
M = pV = 47T/,0R3u2du = ?ﬁuiRSp. (510)
0

Das Doppelte der geometrischen Masse ist damit

2 2 4
om = c—fM - c—’j (?”33,0) wd = u® Dy . (511)
Damit konnen wir schreiben
Do u’ 2mc?
Ry = 212 = 12
(Ud ) udR ¢ udR (5 )
und
3
(ug R)** = (ug R(0))** — SVamTe. (513)

Jetzt miissen wir noch verifizieren, dal die innere und duflere Losung wirklichbeiry; =
uq R(7) ineinander tibergehen. Die Bewegung im Aufenbereich wird durch die Geoditen-
gleichung beschrieben

2m ! om\~! ., K
1:(1——m) c252—(1——m) P2 (514)

r r 2
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mit/! = 1/cund h = 0. Damit folgt

P e (515)
T
und weiter
ary\° 2
. (ﬂ) _ (516)
ds Ty

Dies ist die selbe Gleichung wie (512) mit c7 = s.

Was sind nun die physikalischen Eigenschaften des Kollapses vom Auf3enbereich aus
betrachtet? Das Resultat entspricht unseren fritheren Diskussionen. Man beobachtet asym-
ptotisch das Schrumpfen zum Schwarzschild - Radius r; = 2m. Beobachtet von
einem mitfallenden Beobachter wiirde der Kollaps in endlicher Eigenzeit zum Radius

r = 0 erfolgen und keine Singularitiit auBBer der Ursprungssingularitit tritt auf. Fiir die
Fille £ = +1 gelten die gleichen qualitativen Schlufolgerungen.

Der Kollaps eines galaktischen Nebels hat beziiglich der theoretischen Behandlung den
Vorteil, daB die kritische Dichte etwa p ~ 1072 g/cm?® betriigt. Hier konnen Druckter-
me vernachlédssigt werden. Hingegen ist die kritische Dichte beim Kollaps einer Sonne
etwap = 5-10' g/cm®, wobei Druckterme eine wesentliche Rolle spielen.

Ein Teilchen an der Sternoberflidche geht nach endlicher Eigenzeit durch den Schwarschild-
Radius hindurch und erreicht zur Eigenzeit s = 7 (R*/8m) '/2 den Punktr = 0, wobei
R der urspriingliche Radius ist. Ein Signal hingegen, das im Augenblick des Durch-
gangs durch den Schwarzschild - Radius emittiert wird, erreicht einen Beobachter im
AuBenraum erst bei ¢ = oo. Fiir den Au3enraumbeobachter tritt nie der Fall ein, daf3
nur ein Schwarzes Loch, also eine Singularitit, zuriickbleibt. Der kollabierende Stern
sendet vielmehr zu allen Zeiten Licht aus. Allerdings ist dieses Licht zunehmend rot-
verschoben, wobel fiir radial emittierte Lichtstrahlen die Rotverschiebung exponentiell

mit der Zeit zunimmt.

Auch die Leuchtkraft des Sterns nimmt rapide ab, wobei die zunehmende Rotverschie-
bung als auch die Tatsache wichtig ist, daf in gleichen Eigenzeitintervallen von der
Sternoberfldche ausgehende Photonen in immer groeren Zeitintervallen beim entfern-
ten Beobachter ankommen. Die Berechnung der Leuchtkraftabnahme ergibt ein expo-
nentielles Verhalten als Funktion der Zeit. Der Stern erlischt also nach auf3en hin sehr
schnell. Daher ist auch die Bezeichnung “Schwarze Locher” fiir kollabierende Ster-
ne gerechtfertigt, wenngleich diese Objekte nie wirklich schwarz werden. Dynamische
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Rechnungen zeigen, daB fiir einen Stern von etwa der Dichte der Sonne (p ~ 1 g/cm?)
die Kollapszeit etwa eine Stunde betrigt, falls der innere Druck einmal verschwindet.

Aufgrund des Hawking - Effekts zerstrahlen auch Schwarze Locher in einer Zeitspan-
ne von etwa 7 ~ 10% (M/M) Jahre. Die quantentheoretische Durchrechnung des
Effekts 1a6t folgende heuristische Deutung zu. Das Gravitationsfeld beeinfluflt durch
seine Gezeitenkrifte die Vakuumschwankungen eines betrachteten Testfelds (zum Bei-
spiel des Elektron-Positron Felds). Wihrend normalerweise virtuelle Paare des frei-
en Testfeldes nur eine durch die Energie - Zeit - Unschirferelation beschrinkte kleine
Lebensdauer haben, konnen unter dem Einflufl des Gravitationsfeldes (wie auch unter
dem EinfluB} anderer an das Testfeld koppelnder dullerer Felder) Paare reell werden,
wobei der Energiepreis auf verschiedene Weise bezahlt werden kann. Eine Moglich-
keit dafiir besteht in der Nichtstationaritét des duBeren Feldes, das dadurch Energie ins
Testfeld pumpen kann. Beim Kollaps astrophysikalischer Objekte ist dieser Beitrag je-
doch klein und in der stationdren Endphase zu vernachlédssigen. Eine andere Moglich-
keit bietet sich bei solchen stationdren dulleren Feldern, in denen der Wert der erhalte-
nen Teilchenenergie in gewissen Raumbereichen negativ sein kann. Hier konnen vir-
tuelle Paare durch “Vakuumtunneln”, also der spontanen Paarerzeugung, reell werden.
Bei Schwarzen Lochern etwa kann ein Partner eines virtuellen Paares, das nahe dem
Horizont entsteht, durch den Horizont tunneln und so in eine Region gelangen, in der
Zustinde negativer Energie (negativ gegeniiber der asymptotischen Region) moglich
sind. Dadurch kann der Energiepreis fiir die Paarerzeugung bezahlt werden und der
andere Partner kann, das effektive Potential der Schwarzschild - Metrik mit einer ge-
wissen Wahrscheinlichkeit iiberwindend, in die asymptotische Region entweichen. Der
FluB negativer Energie durch den Horizont vermindert dabei die Masse des Loches.
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Sterne, Weille Zwerge und Neutronensterne

In diesem Abschnitt wollen wir einige einfache Eigenschaften von Sternen und anderen
Objekten, die durch die Gravitation zusammengehalten werden, besprechen. Es sollen
hier nur sphirisch symmetrische und nichtrotierende Objekte betrachtet werden.

Eine gravitativ gebundene Gaskugel, die sich im Gleichgewicht befindet, muf fiir je-
des Volumenelement die nach innen gerichtete Gravitationskraft durch eine nach auflen
gerichtete Kraft kompensieren. Hier kommen der gaskinetische Druck und der durch
die vorhandene elektromagnetische Strahlung ausgeiibte Strahlungsdruck in Frage. Bei
normalen Sternen im Gleichgewicht liberwiegt der gaskinetische Druck und wir wollen
den Strahlungsdruck vernachlissigen.

Nach der Newtonschen Theorie betrigt die Gravitationskraft auf ein kleines Volumen-
element f - dr im Abstand » vom Zentrum der Kugel

Fgrav = - “ M(T)rpz(r) f dr ) (517)
wobei
M(r) = /r 4 v p(r') dr’ (518)
0

die Masse der innerhalb von r liegenden Kugel ist. Die durch den Druckgradienten her-
vorgerufene Kraft lautet

dP
F, = —fAP=—f—dr. (519)
dr
Die Gleichgewichtsbedingung 0 = [, + F}, fiihrt damit auf
dP GM
o ﬂ (520)
dr r2

Zu berechnen sind nun P(r), M(r) und p(r). Zusitzlich zu den beiden Gleichungen
(518) und (520) bendtigen wir also noch eine dritte Gleichung, die Zustandsgleichung
der Materie, die den Zusammenhang zwischen Druck und Dichte wiedergibt:

P = Plp). (521)

Dieser Zusammenhang kann im allgemeinen beliebig kompliziert sein und Material-
konstanten enthalten. Im Falle normaler Sterne ist wegen der hohen Temperaturen im
Inneren die Zustandsgleichung des idealen Gases eine sehr gute Ndherung:

r = 2ur (522)

mo
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Allerdings wird nun zusitzlich die Funktion 7'(r) eingefiihrt. Zur exakten Behandlung
wiren nun detaillierte Kenntnisse iiber die Energieerzeugung in Sternen, den Energie-
transport an die Sternoberfliche und die Abstrahlung von der Oberfliche notig. Wir
wollen das Problem durch die Annahme einer konstanten Dichte

M
p= v = const (523)

vereinfachen um wenigstens die Gro3enordnungen von Druck und Temperatur im Stern-

inneren abschitzen zu konnen. Gleichung (518) vereinfacht sich damit zu

M(r) = =M (524)

und eingesetzt in die Gleichgewichtsbedingung (520) erhalten wir

dP  3GM?r (525)
dr — 47RS
Integration fiihrt auf
3 GM?
P(r)= o o ! + P(0) (526)

mit der Integrationskonstanten P(0), dem Druck im Zentrum. Dieser Zentraldruck kann
bestimmt werden durch die Forderung, dall der Druck an der Oberfldche des Sternes
verschwindet,

3 GM?
P(r=R)=0 = P(0) = & (527)

Die GroBen auf der rechten Seite der Gleichung kdnnen fiir die Sonne relativ leicht aus

astronomischen Beobachtungen bestimmt werden, wihrend der Druck im Sonneninne-

ren direkten Messungen nicht zugénglich ist. Einsetzen der Werte

My, ~ 2-10%¢g

Ry ~ 7-10"cm (528)
ergibt
15 dyn 9
Py ~ 1.3-10 — R 1.3 - 107 atm (529)
cm

sowie unter Ausnutzung der idealen Gasgleichung (522)

T, ~ 107K (530)
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Fiir my haben wir dabei die Protonenmasse eingesetzt. Damit diese hohe Temperatur
trotz der dauernden Energieabstrahlung aufrecht erhalten werden kann, muf3 im Son-
neninneren Energie erzeugt werden. Bekanntlich erfolgt diese Energieerzeugung durch
die Fusion von Wasserstoff zu Helium. Um fusionieren zu konnen miissen sich die Aus-
gangskerne so nahe kommen, daf die Kerne durch die starke Wechselwirkung zu ei-
nem grofen Kern gebunden werden konnen. Dazu miissen die Kerne die Coulomb-
AbstoBung iiberwinden:

Z2
Ee =22

~ MeV. (531)

To
Die vorhandene thermische Energie ist mit der eben abgeschitzten Temperatur

FEy, = KT ~ keV. (532)

Es gibt zwar in der Energieverteilung der Kerne stets auch einige Kerne mit etwas hoher-
er Energie, jedoch ist die Wahrscheinlichkeit, die notige Energie von MeV zu finden,
verschwindend klein. Quantenmechanisch konnen die Kerne trotzdem die Barriere mit
einer endlichen Wahrscheinlichkeit durchtunneln und eine Fusionsreaktion machen.

Man sieht, daB3 die Hohe der Coulomb-Barriere quadratisch mit der Kernladung geht
und daher bei “kleinen” Temperaturen wie in unserer Sonne die direkte Fusion von

Wasserstoff zu Helium iiberwiegt:
4p —* He + 2e™ 4 2 + 26 MeV. (533)
Diese Nettoreaktion lduft in mehreren Schritten ab:
p+p — d+et+v
d+p — °He+y
*He +°He — *He+2p (534)

Der erste Schritt lduft dabei am langsamsten ab, da dabei durch die schwache Wechsel-
wirkung ein Proton in ein Neutron umgewandelt werden muf3. Dies ist der Grund dafiir,
daB bei etwas hoheren Temperaturen eine andere Reaktion dominiert:

“"C+p — PN+y
PN — PC+et+v
PC+p — M"N+qy
UN4+p — PO+~
YO0 — PN4et+v
"N+p — "C+'He (535)
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Der am Anfang dieses CNO-Zyklus benétigte Kohlenstoffkern wird also am Ende der
Kette wieder zuriickgeliefert; der '2C-Kern wirkt hier als Katalysator. Auch in dieser
Zerfallskette werden zwei Umwandlungen durch die schwache Wechselwirkung ver-
mittelt, jedoch sind die Kerne '°N und 0 abgesehen von dieser Zerfallsmoglichkeit
stabil und konnen sich daher fiir den Betazerfall Zeit lassen. In der direkten Fusion
zweier Protonen dagegen ist das Diproton vollig ungebunden und der schwache Zerfall
muf} wihrend der kurzen Zeit der gegenseitigen Annéherung passieren. Andererseits
sind im CNO-Zyklus schwerere Kerne beteiligt, so daf die Coulomb-Barriere hther
ist. Deshalb setzt der CNO-Zyklus erst bei hoheren Temperaturen ein, dominiert dann
aber.

Nicht die gesamten 26 MeV der Nettoreaktion (533) stehen dem Stern zur Verfiigung.
Die entstandenen Neutrinos tragen einen kleinen Teil davon weg, da sie ungehindert aus
dem Inneren des Sternes entweichen konnen. Die von der Sonne emittierten Neutrinos
konnen sogar auf der Erde noch nachgewiesen werden. Damit kann man gewisserma-
Ben bis in das Zentrum der Sonne sehen, wo die Kernfusionen stattfinden. Allerdings
stellt man fest, dal im experimentell zugéinglichen Energiebereich nur etwa ein Drittel
der Neutrinos gemessen werden, die man theoretisch erwarten wiirde. Moglicherwei-
se ist also die Energieverteilung der Neutrinos anders als erwartet und die Modelle zur
Beschreibung des Sonneninneren sind mangelhaft. Eine andere diskutierte Moglichkeit
wire, dal die urspriinglich in der Sonne erzeugten Elektron-Neutrinos sich auf dem
langen Weg zur Erde in Neutrinos der beiden anderen Leptonenfamilien umwandeln.
Da es gerade drei Leptonenfamilien mit den Neutrinos v, v, und v, gibt, konnte dies
gerade den fehlenden Faktor drei der Sonnenneutrinos erkldren, denn Myon- und Tau-
Neutrinos konnen nicht nachgewiesen werden.

Bei noch hoheren Temperaturen im Sterninneren konnen schlieBlich auch noch schwe-
rere Kerne zur Fusion gebracht werden. Solche Reaktionen werden in Sternen wich-
tig, die bereits einen groflen Teil ihrer Wasserstoffvorrite aufgebraucht haben. Bei Er-
reichen von “°Fe kann allerdings durch weitere Fusion keine Energie mehr gewonnen
werden.

Irgendwann sind alle Energievorrite eines Sternes erschopft. Die Temperatur und damit
der Druck sinken; der Stern schrumpft. Diese Endphase kann sehr schnell durchlaufen
werden und ist ein dynamischer Prozef3. Beispielsweise kann es hier auch zu spekta-
kuldren Supernova-Explosionen kommen.

Ein moglicher Endzustand eines Sternes ist ein Weifler Zwerg oder — nach ldngerer
Abkiihlzeit — ein Schwarzer Zwerg. Ein volliges Zusammenfallen der Materie wird
dabei (bei nicht zu schweren Sternen) durch das Pauli-Prinzip verhindert.

83



Bei groBer Verdichtung der Materie sind die Elektronen nicht mehr an den Atomen ge-
bunden sondern kénnen sich wie in Metallen frei zwischen den positiven Ionen be-
wegen. Der Hintergrund der positiven Ionen bildet einen Potentialtopf fiir die Elek-
tronen, die sich darin frei bewegen kénnen. Die Elektronen-Wellenfunktionen miissen
aber Randbedingungen an der Oberfliche des Potentialtopfes erfiillen. Dadurch sind
nur noch diskrete Zustidnde fiir die Elektronen erlaubt, denn es muf} (im eindimensio-
nalen Bild) ein Vielfaches der Elektronenwellenlénge genau in den Topf passen. Die
Elektronen miissen sich als Fermionen an das Pauli-Prinzip halten und diirfen jeden
dieser Zustdnde nur jeweils paarweise besetzen (mit je einem Elektron mit Spin nach
oben und Spin nach unten). Bei niedrigen Temperaturen 7' ~ 0 sind also genau die
untersten Zustinde von Elektronen besetzt.

Wird der Topf verkleinert, so werden auch die erlaubten Wellenlingen kleiner, was zu
hoheren Impulsen und damit hoheren Energien fiihrt. Mochte man also das Volumen
des Systems verkleinern, so mufl Energie zugefiihrt werden, was sich als Druck be-
merkbar macht. Wir wollen im folgenden den Fermidruck bzw. die Zustandsgleichung
eines solchen entarteten Elektronengases berechnen.

Zunichst bestimmen wir die Zahl der Zustinde d N in einem Volumen V' mit Impulsen
zwischen & und £ + dk. Es gilt

RPdN = 2.V -4nkidk, (536)
—— —
Phasenraumvolumen
weil sich in jeder Phasenraumzelle der GroBe ~° nur hochstens 2 Elektronen mit an-
tiparallelen Spins befinden konnen. Die Gesamtzahl der Elektronen mit Impuls < £y,
dem Fermiimpuls, betrdgt dann

rdN 8w [ky
N = / Srdk=vt | k= Vi,
=) Ve VEk (537)
Aufgelost nach dem Fermiimpuls erhalten wir
L 13
=3 (57) e
und
dky 1 kg
PR AT (539
Die gesamte Energie aller Elektronen erhalten wir durch
k 8m [ks(V)
E= /f —dk — vh—Z/ " Bk K dk. (540)
0

84



Der Druck ergibt sich nun als Energiednderung pro Volumeninderung:

oF E 8w dk E 8
— oz - k2L = 2 T (kK 41
ov = v TV s B G =y~ g Bk G+

Zur konkreten Berechnung bendtigen wir noch den Zusammenhang zwischen Impuls

und Energie:

2

k< m.c
E(k) = \/m2ct + k2c? m { 2Me (542)

ke k> m.c

Da ohnehin nur Energiedifferenzen interessieren, haben wir im nichtrelativistischen Grenz-
fall die Ruhemasse der Elektronen weggelassen. In den beiden angegebenen Grenzfillen
ist die Integration zur Berechnung von F sehr einfach und nach Einsetzen in (541) er-
halten wir fiir den Druck des entarteten Elektronengases (n bezeichnet die Elektronen-
dichte N/V)

ST kS 1 /3\2%? h2
L n?/3 nichtrelativistisch
P 15R3 m, 20 \ 7w Me (543)
N o 1 /3\/3 L
ke = - (= hen/®  extrem relativistisch.
3hp3 7 8 \r

Dabei geschieht der Ubergang von der nichtrelativistischen zur relativistischen Beschrei-
bung ungefihr bei dem Impuls

h 3 1/3
ko o mee = - (ﬂ) (544)
2\ m
beziehungsweise bei einer zugehdrigen Fermionendichte
8rm?2c?
ng = VE (545)
~ 6-10% cm™ fiir Elektronen. (546)

Dem nichtrelativistischen Grenzfall der Gleichung (543) konnen wir entnehmen, dal
zum Druck im wesentlichen nur die leichten Elektronen beitragen, denn der analoge
Ausdruck fiir den Protonendruck wére durch die groere Protonenmasse um einen Fak-
tor 2000 unterdriickt. Andererseits ist die Masse des Sternes fast ausschlielich durch
die Masse der Nukleonen gegeben.

Nehmen wir an, dall der Stern im wesentlichen aus Wasserstoff aufgebaut ist, dann
enthilt er genauso viele Nukleonen (Protonen) wie Elektronen und wir erhalten eine
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Massendichte von

po = mMmyno (547)
A~ 1000 kg/cm®  fiir WeiBe Zwerge. (548)
Wir kénnen nun die Zustandsgleichung (543) in die Beziehung (527) fiir den Zentral-

druck einsetzen und erhalten schlieBlich die Masse eines weillen Zwerges in Abhéngig-
keit von seiner Zentraldichte:

3 m 3/2 1/2 1/2
/7( ) (ﬁ) = Mo (ﬁ) falls p < po
po’ GBI2 \my Po Po

M= o (549)
¢’ Me
W = MC falls P > Po
0

my

Dabei wurde R = (3M /47 p)'/? benutzt. Da bereits mehrere Niherungen eingegangen
sind, haben wir konstante Zahlenfaktoren in der Gréenordnung von 1 weggelassen.
Die hier eingefiihrte GroBe M ist die Chandrasekhar-Masse. Wie man sieht, wichst
die Masse des weillen Zwerges mit steigender Zentraldichte bis zur Chandrasekhar-
Masse an und bleibt dann konstant.

Wenn wir pg und ng aus den Gleichungen (547) und (545) einsetzen, dann sehen wir,
daB die Chandrasekhar-Masse gar nicht von der Fermionenmasse — also von m. —
abhingt, sondern allein von der GroBe der Gravitationskonstanten und der Protonen-

masse bestimmt wird:

Ch 3/2
Mo = mp(mQG) (550)
p
~ 14M, (551)

Fiir p < po, das heif3t im nichtrelativistischen Fall, ist
Rpox M xp'’? = RpY*x R*M = const, (552)

das heiB3t der Stern schrumpft, wenn seine Masse vergrofert wird.
Im extrem relativistischen Fall, p > pg, gilt sogar

RPp oc M = Mg, (553)

das heif3t bei konstanter Masse kann der Stern beliebige Radien annehmen. Bei einer
kleinen Storung kollabiert der Stern bereits.

86



Bei sehr hohen Dichten kommt noch ein weiterer Aspekt ins Spiel. Wenn némlich die
Fermienergie der Elektronen die Massenditferenz zwischen Neutron und Proton iiber-
steigt, dann ist kein (3-Zerfall des Neutrons mehr moglich, weil die energetisch erlaub-
ten Zustinde des erzeugten Elektrons bereits alle besetzt sind. Es wird sogar der um-
gekehrte Prozel3 stattfinden:

pt+te +1.3MeV — n+v (554)

so dal} die Zahl der Elektronen abnimmt. Dies senkt allerdings auch den Fermidruck
der Elektronen, und der Stern ist nicht mehr stabil. Er kollabiert und es werden prak-
tisch alle Protonen in Neutronen umgewandelt. Es sind nun zwar auch keine Elektronen
mehr vorhanden, aber da auch die jetzt vorhandenen Neutronen Fermionen sind, kann
jetzt der Fermidruck des entarteten Neutronengases (bei nicht zu schweren Systemen)
den volligen Kollaps verhindern und es bildet sich ein Neutronenstern. In den obigen
Gleichungen ist nur m, durch m,, ~ m,, zu ersetzen.

Da die Chandrasekhar-Masse unabhéngig von der Fermionenmasse war, ist die Grenz-
masse fiir Neutronensterne im Rahmen unserer Betrachtungen die gleiche wie fiir wei-
Be Zwerge. Lediglich die Massendichte pq skaliert mit (1m,/m, ) und der Radius mit
me/m,. Die typische Dichte eines Neutronensternes wire also

po ~ 10'® g/cm? fiir Neutronensterne (555)

Der typische Radius eines Neutronensternes ergibt sich zu 5 km, was bereits vergleich-
bar ist mit dem Schwarzschildradius, der in der gleichen Grof3enordnung liegt. Bei einer
genaueren Untersuchung sind also Effekte der allgemeinen Relativititstheorie in Rech-
nung zu stellen. AuBerdem ist zu beachten, dal die Neutronen wegen der bei hohen
Dichten einsetzenden starken Wechselwirkung nicht mehr gut durch ein freies Fermio-
nengas beschrieben werden konnen. Bessere Abschidtzungen liefern fiir Neutronenster-
ne eine etwas groBBere Grenzmasse von etwa zwei Sonnenmassen.

Bei groBBeren Massen kann der Fermidruck der Neutronen der Gravitation keinen Wi-
derstand leisten und das System kollabiert vollig. Es ist aber zu beachten, daB der Uber-
gang von Sternen zu Weillen Zwergen oder Neutronensternen ein dynamischer Prozel3
ist, der sehr heftig und explosiv verlaufen kann (Supernova), wobei gro3e Materiemen-
gen in das Weltall geschleudert werden konnen. Daher muf nicht jeder Stern mit ur-
spriinglich mehr als zwei Sonnenmassen als schwarzes Loch enden.
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Freier Fall im Kruskal-Diagramm

Wir hatten gesehen, dall im Schwarzschildschen Linienelement die Koordinate r inner-
halb des Schwarzschild-Radius zeitartig wird. Kruskal fiihrte im Jahr 1960 neue “Zeit”-
und “Radial”’-Koordinaten » und v ein, die - wie wir abgeleitet haben - zu den Schwarz-

schild - Koordinaten ¢ und r in folgender Beziehung stehen (¢§ = % =)
1/2
1 {
u = |—-1 /4 cosh [ -2 , (556)
2¢ Arg
1/2
1 {
v = |——1 M€ ginh |- (557)
2¢ 4re
fiir » > rs. Ebenso gilt fiirr < r;
1/2
1 {
w o= [1-—) Megnh- 2, (558)
2¢ Arg
1/2
1 {
v = [1—— /%€ cosh - . (559)
2¢ Arg

Man iiberzeugt sich leicht davon, dal diese Transformation immer reell ist. Das Lini-
enelement schreibt sich dann

ds* = f(u,v) (dv? — du?) —r* (d0® + sin®0 dip?) (560)
mit
EINEPR SV (561)
26
und
f‘2 — 32 53 r2 6—1/25 . (562)

Das Kruskal-Diagramm hat im Vergleich zu den Schwarzschild-Koordinaten folgende
Eigenschaften:

1) Linien mit » = const gehen iiber in Linien mit ©? — v? = const, also in Hyperbeln.
2) AuBen, d.h. r > 7, istu? —v? > 0.

3)Firr = r,istu? —v? = 0.

4) Firr =0 gilt u® — v* = —1.

5) Linien mit ¢ = const gehen iiber in Linien mit u/v = const, also Geraden.

6) Fiirr > r; gehen Linien mit ¢ = 0 in Linien mit v = 0 iiber.
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7) Fir r < ry gehen Linien mit ¢ = 0 in Linien mit v = 0O tiber.

8) Linien mit{ = oc gehen iiber in Linien mitu = v.
Fiir radiale Lichtsignale gilt d§ = dy = 0und ds = 0. Hieraus ergibt sich

du® = dv? (563)
oder

du = Zdv. (564)

Dies sind stets 45°—Linien. Im Kruskal-Diagramm ist also ein Lichtkegel recht einfach.

Wir betrachten nun die moglichen Bahnen des Lichtes in der Néhe eines Schwarzen
Loches. b bezeichne dabei den Sto3parameter. Ohne eine konkrete Ableitung in diesem
Fall durchzufiihren geben wir die folgenden Sachverhalte an:

Fiir b* > 27r?/4 haben wir es mit normaler Lichtablenkung zu tun.

Fiir b* < 27r?/4 findet ein Spiralisieren durch den Ereignishorizont bei r = r statt
bis hin zu r = 0.

b* = 27r? /4 ist ein kritischer Fall. Das Licht kann spiralisieren bis hin zum kritischen
Kreisradius r = 2 r,. Diese Bahn ist jedoch instabil gegeniiber kleinsten Stérungen.
Es tritt dann entweder der Fall ins Zentrum oder das Entweichen ins Unendliche ein.

Schwarze Locher erscheinen groBer als sie sind. Schicken wir ein urspriinglich paral-
leles Lichtbiindel an einem Schwarzen Loch vorbei, so betrigt der kritische Stopara-
meter fiir den Einfang b, = r,+/27/4 und nicht r, oder % .
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Die Gleichung von Tolman, Oppenheimer und
Volkoff

Bei der Diskussion von Sternmodellen ist die Gleichung des sogenannten hydrostati-
schen Gleichgewichts von Tolman, Oppenheimer und Volkoff aus den Jahren 1934 -
39 von Bedeutung. Diese Gleichung wollen wir jetzt ableiten. Bei der Diskussion der
inneren Schwarzschild - Losung fanden wir

p'(r) L,
—_— = —— : 565
¢2p 4 p(r) 3/ 1) (63
Dies ergibt sofort

d_p 1 dv

— (2 -
dr (c,o—l—p)2 dr (566)

Ferner galt ebenso urspriinglich

_\ Y const

-1 -0,
c csz

Aus der Forderung der Regularitit der Metrik bei » = 0 hatten wir die Konstante be-

(567)

stimmt, es gilt const = 0. Unter Beriicksichtigung der konstanten Dichte p konnen wir
(567) schreiben als
178
=1 [T, (568)
r C

0

Dies ist die eigentliche Urform von (567). Wir definieren nun eine GroB3e M, durch

M, = / dxr? pdr (569)
0
Damit konnen wir (568) ausdriicken durch
2cM,
e =1 T (570)
c°r

Weiterhin hatten wir bereits die Gleichung

87K p 1 o f 1
T e T (72*7) (571)
abgeleitet. Wir 1osen diese Gleichung nach v’ auf
dv 1 8k y 1
— = (——I——rp)e - —. (572)
dr r ct r
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Jetzt kombinieren wir schlieBlich (570), (572) und (566). Wir erhalten die gesuchte
Gleichung von Tolman, Oppenheimer und Volkoff

dp 9 1 (1 8Tk ) 1 1
dr —(c,o—l—p)2 r+ ct P 1_2fi\24r_r
gy Rl
2’2 r (1 — —zjgr)
4nk .2 wM,
AN
P oy (573)
)
Also zusammengefal3t
dp p\ dmerh + %
i G R S

7’02

Die Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gleichung stellt den Zusammenhang zwischen dem
Druck und der Massendichte her.
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Bemerkungen zum Gravitationskollaps

Eine gesamte Galaxis kann relativ leicht zu einem Schwarzen Loch fiihren. Typischer-
weise geniigt schon ein linearer Kontraktionsfaktor von ungefiihr 10, um die gesamte
Galaxis innerhalb ihres Ereignishorizonts zu bringen. Dabei ist noch nicht einmal die
dichteste Kugelpackung erreicht. Ohne Relativbewegungen der Sonnen und ohne Ro-
tation der Galaxis wiirde dieser Gravitationskollaps auch stattfinden. Quasare, die 1963
entdeckt wurden, konnen moglicherweise solche kollabierende Galaxien darstellen.

Aus
2% M A
om = 0~ = 28 (575)
2
c dmp
folgt
3c° 16 8 Mg :
» = g~ 2 s (57) 70

Die kritische Dichte einer Galaxis liegt bei p ~ 1072 g/cm?, also etwa bei der Dichte
von Luft.

Erfahrungsgemilf existieren Sterne, nachdem sie sich aus Wasserstoff und Staub gebil-
det haben, sehr lange. Es gelingt ihnen also fast immer, im Wechselspiel der anziehen-
den Gravitationskraft, des abstoBenden, temperaturabhiingigen Drucks und der ausge-
henden Strahlung einen relativ stabilen Zustand zu finden.

Der erste stabile Zustand wird erreicht, wenn die Gravitationsanziehung die Sternma-
terie so weit verdichtet und erhitzt hat, dal die Umwandlung von Wasserstoff in Heli-
um fiir lange Zeit eine ausreichende Energiequelle ist, um eine Abkiihlung zu verhin-
dern und den nétigen Druck, also eine hinreichend grof3e thermische Geschwindigkeit
der Sternmaterie, zur Kompensation der Schwerkraft aufrechtzuerhalten. Die mittlere
Dichte eines solchen Sterns hat die GroBenordnung 1 g/cm?. Ein typisches Beispiel ei-

nes solchen Sterns ist unsere Sonne.

Ist der Wasserstoff des Sterns verbraucht, kann der Stern (eventuell erst nach einer in-
stabilen, mit Explosionen verbundenen Phase) auf andere nukleare Prozesse umschal-
ten und Kerne hoherer Ordnungszahl erzeugen. Diese Prozesse werden aber jeweils nur
kiirzere Zeit dauern und schneller nacheinander durchlaufen werden. Bei hinreichend
massereichen Himmelskorpern ist der dann entstehende Druck so grof3, dal die Kerne

92



ihre Elektronen verlieren und ein entartetes Elektronengas entsteht. Die Dichte dieses
Sterns liegt bei 107 g/cm?. Sterne solcher Dichte sind als WeiBe Zwerge schon gefun-
den worden. Auflerordentlich wichtig ist in diesem Zusammenhang die Tatsache, daf3
Weile Zwerge oberhalb 1.2 Sonnenmassen nicht stabil sein konnen. Ihr Radius betragt
hochstens 5000 km. Sterne groerer Masse miissen also entweder nach der Wasserstoff-
Verbrennung einen Teil ihrer Masse absto3en oder einem anderen Endzustand zustre-
ben.

Ist der Druck (die Masse des Sterns) gro3 genug, kann das dadurch geschehen, daf aus-
gehend z.B. von *°Fe die Elektronen und die Protonen der Kerne sich in Neutronen um-
wandeln und der ganze Stern am Ende aus Kernmaterie dichtester Packung besteht. Die
Dichte solcher Neutronensterne liegt bei 10'* g/cm?®. Auch Neutronensterne diirfen die
Masse unserer Sonne nicht wesentlich tiberschreiten.

Wenn es einem massereichen kugelsymmetrischen Stern nicht gelingt, auf seinem Weg
zum Neutronenstern geniigend Masse auszustoBBen oder abzustrahlen, gibt es fiir ihn
keinen stabilen Endzustand. Er wird irgendwann den Zustand erreichen, in dem der
Druckgradient die Gravitationsanziehung nicht mehr kompensieren kann. Er wird sich
infolgedessen stindig weiter zusammenziehen, sein Radius wir den Schwarzschild -
Radius r = 2m unterschreiten und r = 0 zustreben: Der Stern erleidet einen Gravita-
tionskollaps.

Bei der Betrachtung einer homogenen Gaskugel als einfaches Modell eines Sterns hat-
ten wir unter Einbeziehung des Druckes p die folgende Beziehung zwischen der Maxi-
malmasse M und dem Radius r eines Sterns abgeleitet

4 2
Y (577)
9 kK
Losen wir dies nach r auf, so folgt
9 Mk 9 9
rg > 1—2: §2m: grs. (578)

Der kritische Radius eines Sterns ist also groBer als der Schwarzschild - Radius.

Zur Beschreibung des Sternkollaps verwendet man oft GauB3sche Koordinaten wie bei
der Robertson - Walker Metrik. Die Koordinate 7 ist dabei die Eigenzeit der im Koor-
dinatensystem ruhenden Teilchen. Die Kurven u = const, # = const, ¢ = const sind die
Geoditen. Im Innenraum hat man eine Friedman - Metrik, im Auflenraum eine Schwarz-

schild - Metrik vorliegen.
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Wir betrachten den Kollaps eines Gasballes. Der Kollaps starte bei sehr groen negati-
ven Zeitwerten und werde von einem Astronomen beobachtet, der sich bei konstanten
Abstand r = rp befindet. Seine Weltlinie ist eine Hyperbel. Was beobachtet nun dieser
Astronom innerhalb seiner Koordinatenzeit?

Zunichst breiten sich Lichtsignale immer unter einem Winkel von 45° aus. Sie konnen
daher einen Beobachter nur dann treffen, wenn der Radius /2 des Objekts groBer als 7
ist. Fiir & = r, brauchen die Lichtsignale unendliche lange Zeit, und fiir # < r;
erreichen die Signale den Beobachter tiberhaupt nicht mehr. Dahingegen empfingt der
kollabierende Stern immer Lichtsiganle, die vom Beobachter ausgehen.

Wir machen nun — ohne explizite Ableitungen durchzufiihren — einige ergéinzende Be-
merkungen zur Kerr - Metrik, die erst 1963 — also fast 50 Jahre nach der Schwarzschild
- Metrik — gefunden wurde. Die meisten uns bekannten Sterne rotieren relativ zum lo-
kalen Inetrialsystem (relativ zum Fixsternhimmel) und sind infolgedessen nicht kugel-
symmetrisch. Thr Gravitationsfeld wird also nicht durch die Schwarzschild - Losung
beschrieben. Die Kerr - Metrik beschreibt das AuB3enfeld eines rotierenden Sterns. Die
Kerr - Metrik ist nicht zeitumkehrinvariant ({ — —1), aber invariant gegeniiber Zeit-
umkehr und gleichzeitiger Umkehr des Rotationssinns.

Wenn sich ein Teilchen — aus dem Fernfeld kommend — sich der Singularitit der Kerr -
Losung nihert, stoBt es zuerst auf die Grenzfliche der Stationaritiit. Zwischen ihr und
der Fliache r = r4 liegt die sogenannte Ergosphére. Teilchen und Lichtstrahlen konnen
von auflen in sie eindringen und sie wieder verlassen. Folgender ungewohnlicher Pro-
zess ist dabei denkbar. Ein Teilchen mit positiver Energie, zerfillt in der Ergosphire in
zwel Teilchen. Eines der Teilchen kann die Ergosphire wieder verlassen, unter Umstédnden
mit einer groleren Energie als das urspriingliche Teilchen. Energielieferant fiir diesen
Prozess ist die Rotation der Quelle.

Die Flidche bei » = r kann zwar von auB3en mit Teilchen oder Photonen iiberschritten
werden, es ist thnen aber unmoglich den Innenraum wieder zu verlassen. r = 7 ist

ein Ereignishorizont.

Wir erwihnen die folgende Spekulation. Es konnte sogenannte primordial (uranfing-
liche) Schwarze Locher geben, die schon zu Beginn des Universums existierten. Bei-
spielsweise konnte es Schwarze Locher ohne Materie geben. Dann gébe es wohl Teile
des Universums, die unendlich ausgedehnt sein konnten, die fiir den Beobachter immer

verschlossen blieben. Wir konnen sie niemals sehen und niemals beieinflussen.
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Abschlieend zu diesem Kapitel wollen wir uns noch einmal die etwas merkwiirdi-
gen Gebiete III und IV im Kruskal-Diagramm anschauen. Die Gebiete III und IV, in
die man durch weiteres Variieren der Koordinaten v und v gelangen kann, sind isome-
trisch (metrisch ununterscheidbar) zu I und II. Die maximale Erweiterung der Schwarz-
schild - Losung enthélt den duBeren (r > 2m) und den inneren (r < 2m) Teil der
Schwarzschild-Metrik genau je zweimal.

Aus der mathematischen Darstellung der Zusammenhangsverhéltnisse der Teilgebiete
der Schwarzschild-Losung konnte man den Eindruck gewinnen, daf} es einem Beob-
achter moglich sei, von unserer Welt (Gebiet I) durch die Schwarzschild-Singularitit
r = 2m und den Innenraum (Gebiet II) in eine andere Welt (Gebiet I11) zu gelangen,
die wieder AuBlenraum einer Schwarzschild-Metrik ist. Da dieser Beobachter ja allein
bis zum Erreichen von » = 2m unendliche lange Zeit braucht (gemessen an der Ei-
genzeit zuriickgelassener Beobachter), wire er fiir die Zuriickgebliebenen fiir immer

verschwunden.

Als Extremfall betrachten wir das Verhalten von Licht im Kruskal - Diagramm. Trigt
man in das Kruskal - Diagramm alle Nullgeoditen ein, die im Gebiet I radial einlau-
fen (¢ wichst, » nimmt ab) oder radial auslaufend sind (¢ wichst, » nimmt zu), und
verlingert sie liber r = 2m hinaus, erhélt man folgendes Ergebnis: Alle radial einwérts
gehenden Lichtstrahlen durchstolen » = 2m (fiir¢ = oc), dringen in das Gebiet 11 ein
und enden in der Singularitidt » = 0; alle auswérts laufenden Lichtstrahlen kommen
aus dem Gebiet I'V bzw. der dortigen Singularitét.

Man kann also keine radial gerichteten Lichtstrahlen aus unserer Welt (I) in das Gebiet
III oder IV schicken; nur II ist erreichbar, und wenn das Photon dort ist, kann es der
Singularitit » = 0 nicht entgehen. Fiir Objekte mit Masse gelten die gleichen prinzipi-
ellen Uberlegungen. Ein Beobachter endet stets bei r = 0 im Gebiet II; III und IV kann

er nie erreichen.

Aus unserer Welt I konnen wir II beeinflussen, aber nicht III und I'V. Wir konnten aber
im Prinzip vom Gebiet IV beeinfluit werden, jedoch nicht von II und III. Fiir uns ist II
ein Schwarzes Loch (alles kann hinein, nichts heraus), und I'V ein Weiles Loch (nichts
kann hinein, alles nur heraus). Natiirlich ist die Betrachtung der Gebiete 11l und I'V bis
jetzt nur mathematische Spielerei.
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Linearisierung der Feldgleichungen

Die Feldgleichungen sind in ihrer vollstindigen Form nichtlinear. Dies impliziert, daf3
das Superpositionsprinzip nicht gilt. Die physikalische Ursache der Nichtlinearititen
ist durch die Riickkopplung der Gravitation gegeben, die ihrerseits Arbeit leisten kann.
Die damit verbundene Energie generiert wieder Gravitation. So dient das Feld teilweise
als Quelle fiir sich selbst.

Linearisiert man die Feldgleichungen, so ergeben sich betréachtliche Vereinfachungen.
Diese Linearisierung kann fiir schwache Felder angewendet werden und behilt auch
nur dort ihre Giiltigkeit. Wir machen den Ansatz

gii = ¢+ e (579)
In diesem Kapitel benutzen wir Minkowski-Koordinaten:ct, z, , y, z,d.h., es gilt gZ(jL) =
(=1, =1, =1, —1) = —4¢;;. Die Feldgleichungen lauten im freien Raum allgemein

0 = Ry = DYy — T, + DL — TLT, (580)

(L)
g
beiden Terme linear in ¢ sind. Die beiden letzten Terme in (580) enthalten Terme der

Die Ableitungen der Koeffizienten g;;” verschwinden. Dies bedeutet, dall die ersten

Ordnung £?; Terme dieser Ordnung werden vernachliissigt. Damit erhalten wir in erster
g g g

Ordnung in e
Ty =Ty, = 0. (581)

Wir nutzen nun aus, daf gilt

I, = 1 (log 9Dy, - (582)
Daraus folgt fiir (581)
% (log |g|)|k|l - F{ku = 0. (583)
Es ist nach (579)
1 — €700 —&%01 —&%02 —&%03
—£ 1 —¢ —& —&
|g| _ |_gij| _ Y10 711 Y12 713 (584)
—&720 —&%21 1 — €%22 —&7%23
—&730 —&731 —&732 1 — €733
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In niedrigster Ordnung in ¢ folgt

lg| = (1 —ev00)(1 —ev11)(1 — ev22)(1 — e733)
~ 1 —e(yo0 + Y11 + Y22 + ¥33)
= 1—eTry, (585)

wobei Tr~ die Spur der Matrix v bezeichnet. Wir entwickeln log |¢| in eine Taylor-
Reihe. In erster Ordnung in ¢ folgt

log|lg| = log(l —eTry) = —eTry (586)
und somit
3
5 (loglglyy = —ge(Tey)uy = =3 it - (587)
=0

Das Christoffel-Symbol F{ .. kann geschrieben werden als

F{k = gjm [lkv m] = % (Q(L)jm + €’ij)(€ Ymllk T € Ymkjl — €’Ylk|m) . (583)
(L)

Wir benutzen die explizite Form von g;;” und erhalten in erster Ordnung in ¢

F{k = _% (5 Yitk + €Yk — €’Ylk|j) . (589)

Somit ist weiter
. 3
F?ku = - Z % (5 Yitk T € Vgl — 571k|j)|], . (590)
J=0

Zusammengefalt lauten die linearisierten Feldgleichungen

3 3
> Vil = Z(’ijlllj‘|"Ylj|k|j—’7kl|j|j) : (591)
7=0

7=0
Dies ist natiirlich keine kovariante Theorie mehr. Die linearisierten Feldgleichungen
sind ein Satz von partiellen Differentialgleichungen fiir die 10 unbekannten Koeffizi-
enten ;. In den folgenden Kapiteln werden wir diese Gleichungen untersuchen, ver-

einfachen und 16sen.
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Das zeitunabhangige, sphirisch symmetrische
Feld

Wie bei unseren Diskussionen statischer Gravitationsfelder gehen wir aus von
2 0 2 m n
ds* = goo (d2®)" + gpun da™ da”™ . (592)

wobei die Koeffizienten goo(2” ) und ¢y, (2”*) nur von den raumlichen Koordinaten =™

abhéngen. Es ist xo = ucf und damit folgt
ds? = —qgoo & dt* + gy daz™ da" (593)

mit einer negativ definiten g;,-Matrix. Wir machen den Ansatz

goo = —1+ea (594)
mit ¢ = 7go und 7o; = 0 und schreiben ¢,,,, in der Form (m, n = 1, 2. 3)

Wir starten von den Feldgleichungen

3 3
S v = 2 (v + Vs — Vealis) (596)
7=0 7=0
Wir betrachten die £ = [ = 0 Komponente
3 3
Z’VJ‘J'IOIO = Z (’Yj0|0|j + Yojjol; — ’Yoo|j|j) . (597)
7=0 7=0

Die Koeffizienten +,; hidngen nicht von z° ab. Damit verschwindet die linke Seite in
(597) sowie die ersten beiden Terme der rechten Seite. Es bleibt

3 3
Z’Yooljlj = Zalklk =0 (598)
7=0 k=1
oder
Via = Vi = 0. (599)

Dies ist die Laplace-Gleichung.
Unter Verwendung der Koordinaten (ct, x, y, ) hatten wir friiher gefunden

2
goo = 1+ C—f (600)
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Dies wird jetzt in Minkowski-Koordinaten zu

2
oo = —1— = (601)
Damit ist
2
Yoo = €a = —c—f. (602)

Vie = 0. (603)

Dies entspricht der klassischen Theorie. Aus der klassischen Theorie wissen wir, daf ¢
tiberall null ist, wenn es im Unendlichen verschwindet; es sei denn, die Laplace - Glei-
chung bricht an irgendeiner Stelle im Raum zusammen. Dies impliziert, dafl es einen
Punkt oder ein Gebiet geben muf} mit 6299 # 0. Die gleiche Aussage gilt natiirlich
auch fiir yoo = «. Wir wihlen jetzt die isotrope Form der Metrik

ds* = —goo & dt* — gy (da® + dy? + d=?) . (604)
Der radiale Abstand ist 7 = [22 + y? + 2?]'/2. Aufgrund der radialen Symmetrie gilt

goo = —1l4cea(r),

gn = —l4¢eb(r), (605)
d.h., v;(r) = (a(r), b(r), b(r), b(r)) und v;; = O firalle: # j.In der klassischen
Mechanik gilt ¢ = —x M /r. Wir haben jetzt

ca(r) = XM (606)

c2r

Wir miissen somit noch b(r) bestimmen. Wir betrachten dazu die linearisierten Glei-
chungen fiir 711 = ~22 = ~33. Wir setzen & = [ = m und erhalten

3

3
> Vit = 22 (Vimimls + Vsl = Yromils) (607)
7=0

7=0

Ausgedriickt durch a(r) und b(r) wird die linke Seite

3 3
Z’ijlmlm = Yoom|m + Z Yonlmlm = Qlmlm + 3 Ojmm - (608)
7=0

n=1
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Da ;; diagonal ist und symmetrisch in : und j sowie zeitunabhingig ist, wird die rechte

Seite zu
3
3
= 2bjpm — Z b - (609)
n=1
Damit konnen wir die linearisierten Gleichungen schreiben als
3
n=1

oder

Am|m + b|m|m + 62[) = 0. (611)

Wir summieren iiber alle m-Werte und beriicksichtigen VZ2a = 0.Dies ergibt

V2 = 0 (612)
und somit
(a + b)|m|m = 0. (613)

a + b ist demnach eine lineare Funktion der Koordinaten. Daraus folgt, daf3 sie iiberall

verschwinden muf3, wenn sie im Unendlichen null ist. Hieraus schlieBen wir

a = —b. (614)
Somit haben wir abschliefend v;; = (a, —a, —a, —a) fir: = jund

9; = (=1+ea, -1 —ca, =1 —ca, —1 —ca) (615)

fiir+ = 7. Es gilt zusammengefalit

ds? = (1 —ca)cdt* — (1 + za) (da® + dy? + d=?) . (616)
Abschlielend folgt
d = (14 Q—f) i~ (1- Q—f) (de? + dy? + d=?)
C C
26 M 26 M
_ (1— i )c2dt2—(1+ " )da2. 617)
cr cr

Dieses Resultat stimmt mit der Schwarzschild - Losung iiberein.
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Die Weyl-Losung der linearisierten

Feldgleichungen

Wir wollen nun eine spezielle Klasse von Losungen der linearisierten Gleichungen ab-
leiten, die von Weyl gefunden wurde. Wir definieren den vierdimensionalen D’ Alembert-
Operator durch

3
D%y = = > Ywj)y - (618)

7=0

Damit lassen sich die linearisierten Gleichungen schreiben als

3 3 3
O i+ D gkl + D Viklls — 2 Vi = 0. (619)
7=0

i=0 i=0

Dies laBt sich in etwas symmetrischerer Form ausdriicken durch

3 3
[jVM+EZQMj—%%m%p+ijﬁhu—%%mxl:0 (620)
7=0

=0
Wir definieren eine vierkomponentige Grofle durch

3

o= = (il — i) - (621)

i=0

Damit bekommen wir aus (620)

D%y = 7o + Tpr - (622)
Dies ist vollstdndig dquivalent zu den urspriinglichen Feldgleichungen.
Wir folgen nun Weyl und setzen 7; versuchsweise an als

o= 0% . (623)
Einsetzen in (622) liefert

D%y = B oy + 0% gy - (624)
Dies fiihrt offensichtlich auf die Losungsmoglichkeit

Yol = ikt Prp (625)
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wobei die ¢; vier beliebig bestimmte Funktionen sind. Um dies zu zeigen setzen wir
(625) in (619) ein

3
Oy + ) (vmku T Vil — ’ijlkll)

7=0

3
2
0%y + ) (‘Plljlklj + ipkl; T Pk T PR~ Pililkl ‘lejlkll)

7=0
= O%yu— (Dz Yir t+ 0? S«Qk|l) . (626)

Wir haben von der Vertauschbarkeit der gewohnlichen Ableitung gebrauch gemacht.
Aufgrund von (624) ist das null. Die Unterklasse der Losungen (625) sind die Weyl-
schen Losungen der linearisierten Gleichungen.

Nun betrachten wir eine beliebige Losung ~;; der linearisierten Gleichungen. Zu diesen
Losungen betrachten wir den Satz 75, zugeordneter Funktionen

3
e = _Z(’ijlj - %’mG) : (627)
7=0

Wir kdnnen auch einen Satz zugeordneter Funktionen ¢; definieren, die durch die vier
Gleichungen bestimmt sind

Py = 7. (628)

Mit diesen ¢, die wir aus den Orginallosungen v;; der Feldgleichungen gewonnen ha-
ben, kdnnen wir nun neue Losungen der Feldgleichungen vom Weyl-Typ generieren

%(dw) = Qi+ Pk - (629)
Es gilt
3
= 3 G- 1)
]:0
= - Z;J (‘Pkljlj + ikl — 3 Pililk — %%‘ulk)
=
_ gty (630)
Zu den ,y](dW) gehort der selbe Satz zugeordneter Funktionen 75, wie zu den 7. Somit

entspricht jeder Losung der linearisierten Gleichung eine eindeutig assoziierte Weyl-
Losung.
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Es gibt noch eine weitere Losung, die assoziiert ist mit den beliebigen Losungen vy,
und die letztlich die physikalisch interessante ist. Wir betrachten die Differenz der Or-
ginallosung und der Weyl-Losung

=) = A 631)

Wegen der Linearitét der Gleichungen ist dies auch eine Losung. 4y; ist durch v;; ein-
deutig bestimmt. Wir haben nach (622)

D%y = T+ ik - (632)
Ahnlich folgt aus den Definitionen der ,(dW) und der ¢; nach (623) - (625)

(W)
!

D%y’ = Do+ 0% e = Ty + T - (633)

Daraus folgt offensichtlich

Dies ist die uns bekannte Wellengleichung. Die Storung 4; propagiert mit der Licht-
geschwindigkeit c.

Als néchstes wollen wir einen Satz von Gleichungen ableiten, der die Komponenten
41 miteinander verkniipft. Der Satz von Funktionen 7, der zu den 4;; gehort, gehorcht
den Gleichungen

0%4 = Fp+ 7 = 0. (635)

Dies hatten wir weiter oben bereits bewiesen. Vektorfelder in Riemannschen Riumen
mit der Differentialeigenschaft

Sk + e = 0 (636)

heiBen Killing-Vektorfelder. Sie spielen eine wesentliche Rolle in der Differentialgeo-
metrie. Im Rahmen unserer Niherungen konnen wir die 7, als Felder von Killing-Vektoren
verstehen. Wir zeigen nun, daf ein Feld solcher Vektoren, das tiberall regulér ist und das
im Unendlichen in einem Raum, der asymptotisch pseudo-Euklidisch ist, verschwindet,
identisch null ist. Wir differenzieren (635) nach =" und erhalten

el + Tippr = 0. (637)
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Wir nutzen wieder aus, da3 gewohnliche Ableitungen vertauschen. Durch zyklisches
Vertauschen den Indizes &, [ und r bekommen wir

T + Tire = 0,
Tt + Trep = 0,
Topepl + Tepr = 0. (638)

Wir konnen dies in Matrixform schreiben.

110 Pl
1 0 1 il

Dieses Gleichungssystem hat nur dann eine nichtverschwindende Losung, wenn die
Determinante der Koeffizientenmatrix verschwindet. Die Determinante ist aber 2, d.h.,
es gilt

T = 0. (640)

Durch Integration folgt, 7 ist eine lineare Funktion, d.h. fiir groBe Argumente folgt ent-
weder null, eine Konstante oder unendlich. Nun soll das Gravitationsfeld asymptotisch
verschwinden. Aus dieser Forderung erhalten wir

Fo= 0. (641)

Somit ist abschlieBend

3
feo= 3 (g — $3m) = 0. (642)

=0

Dies ist der gesuchte Satz von Verkniipfungsgleichungen fiir die Komponenten 4y;.
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Zur Struktur der linearisierten Gleichungen

Wir wollen nun zeigen, dafl die 4, die physikalisch relevanten Losungen darstellen.
Wir betrachten den Riemannschen Tensor

Rikjl = ;’k|l — im + FZJF% — Fijrﬁ . (643)
Linearisieren ergibt als Niherung

Rikjl - ;’k|l - im : (644)
Wie wir bereits abgeleitet haben lauten in erster Ordnung in ¢ die Christoffel-Symbole

[y = —te (%’ﬂk + Yik)y — ’iju) : (645)
Einsetzen in den Riemannschen Tensor liefert

Rikﬂ = —z¢ (%’j|k|l + Yiklilt — ’ij|i|1) +35¢ (%’k|l|j + Yitlkl; — ’Yk1|¢|j)

= 1 (%’l|k|j + ViRl — Yijlkll — 7kl|i|j) - (646)

Diese Gleichung gilt fiir jede Stormatrix +,;. Fiir den Spezialfall der Weylschen Losung

Yij = il T @5 (647)
folgt
R = e (o + enamti + @itete + oriipn
= Piljlkll — Pililkli — Pkllili — 991|k|i|j) = 0. (648)

Die Weyl-Losung ergibt also einen exakt verschwindenden Riemann-Tensor. Die Weyl
- Losung entspricht keinem Gravitationsfeld, sie ist vielmehr eine kiinstliche Eigen-
schaft des gewihlten Koordinatensystems, aber keine physikalische Eigenschaft des
Raumes.
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Gravitationswellen

Die linearisierten Gleichungen konnen in knapper Form geschrieben werden als

mit der Verkniipfungsgleichung

3
Z(’ijlj_ %’mlk) = 0. (650)
7=0

Hierbei haben wir einen Wechsel in der Nomenklatur durchgefiihrt und dnderten 4 —
~. Es gelten Euklidische Randbedingungen im Unendlichen. Der Riemannsche Tensor

lautet in erster Ordnung in €
Rikﬂ = %5 (%’llklj + Viklill — Yijlkll — ’Yk1|¢|j) . (651)

Der Teil des Tensors, der mit der Weylschen Losung korrespondiert, verschwindet iden-
tisch. Aufgrund von (649) folgt

DR, = 0. (652)

Damit gehorcht der Riemann-Tensor selber, der ein absolutes Kriterium fiir die Exi-
stenz eines Gravitationsfeld liefert, der Wellengleichung. Wir haben bisher festgestellt,
daB sich Gravitation mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitet. Jedoch haben wir noch nicht
die Existenz von Gravitationsstrahlung nachgewiesen, die auch Energietransfer invol-

viert.

Wir wollen nun die allgemeinen Eigenschaften einer Losung mit Ebenen Wellen be-
trachten. Dazu studieren wir das Verhalten von (649) und (650) bei Koordinatentrans-

formationen.
T = o' —epiz). (653)

Dies impliziert

dz :
L (654)
0x
Weiter gilt
dz' O’
gk = — — Jij 655
Gk = 51 o Gii (655)
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und damit

(52'1 +e %u) (5jk +e 99]‘|k) 9ij

= Gk T ewiy &g +e Pilk 5i19¢j

ik

= Gk + € wii gik + €Lk Gis
>~ ik — EPEI — E Pk - (656)

Wir erhalten also nach dieser einfachen Rechnung in niedrigster Ordnung

gii = g —< (v + i) (657)
oder
Yii = Yij — (%’u + %‘ﬁ) : (658)
AuBerdem folgt aus (654) ndherungsweise
0 0
= a0 (659)

Damit ist in niedrigster Ordnung der d’ Alembert-Operator O? eine Invariante und wir

konnen schreiben
T % = 0%y — 07 (o5 + witi) - (660)

Ahnlich folgt fiir (650)

3
Z (%lj - %%J‘lk)
7=0

N

>~ (el — 3 visle)

0

o
Il

J=0

3
- Z% (‘Pkljlj + ‘leklj) +3 (‘lejlk + ‘lejlk)
iz

I
]

(’ijlj - %%ﬂk) + 0% ¢y (661)

0

o
Il

Somit sind die linearisierten Gleichungen dann und nur dann invariant bei Koordina-

tentransformationen, wenn gilt

D2p, = 0. (662)

In der linearisierten Theorie haben die Losungen mit Ebenen Wellen die interessante
Eigenschaft, da der Riemann-Tensor hochgradig degeneriert ist, d.h., nicht alle Kom-
ponenten des metrischen Tensors treten in R’ ;, auf. Wir wollen dies fiir eine Ebene
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Welle in z-Richtung demonstrieren. Solch eine Welle ist charakterisiert durch die Tat-
sache, daf alle Variablen +;; nur von den Koordinaten 2% = ictund 2! = z abhingen.
Die Komponenten des metrischen Tensors haben verschwindende Ableitungen in y und
z-Richtung, d.h. ;52 = 7;;3 = 0. Wir nutzen diese Bedingungen aus und schreiben die
21 nichtverschwindenden Komponenten von £2;;;; auf. Innerhalb unserer Nidherungen
gilt in niedrigster Ordnung

Ryt = =Ry, . (663)
Es ist

Rikjl = %5 (%’Hkly‘ + Viklir — Yijlkll —’Yk1|i|j) . (664)
Damit folgt

R, = Ry, = R'Yyy = R4, = RA,, = Ry = 0. (665)
Beispielsweise gilt

Rlys = %5(’713l2l2+’722|1|3—’712|2|3—’723|1|2) = 0. (666)

Alle Ableitungen mit der Ausnahme der nach O und 1 verschwinden. Ferner folgt

31030 = % € (’710|0|3 + Ys0[1j0 — Y13Jojo — ’Yoo|1|3)
= % € (’730|1|0 - ’713|0|0) )
Rlolo = % € (’710|0|1 + “Y10[1j0 — Y11jojo — ’Yoo|1|1)
= %5 (2 Y1ojojr — Y11jojo — ’Yoo|1|1) )
Rl310 = % € (’713|1|0 - ’Y3o|1|1) )
Rlozo = % € (’720|1|0 - ’712|0|0) )
Rlzlo = % € (’712|1|0 - ’720|1|1) . (667)

Ebenso haben wir

32020 = _% € Y2200 5
R2030 = _% € Y23|0j0 5
33030 = _% € ¥33|0j0 5
Rlzzo = % € Y220001 5
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1 1
Ry = 2 € 723l0]1 >

31320 = % € Y3201 5

31330 = % € ¥33|o1 »

Rlzlz = _%5’722|1|1 )

R1213 = —%5’723|1|1 )

31313 = —% €Y33|1)1 - (668)
Wir schreiben nun die linearisierten Gleichungen in der Form R;; = 0. Zum Beispiel
gilt

Ry =R, =Ry =0. (669)

Eine dhnliche Betrachtung der Feldgleichungen zeigt, da3 auch alle anderen Kompo-
nenten des Kriimmungstensors aus (667) identisch verschwinden und es bleiben nur die
bereits berechneten Komponenten (668) iibrig. Es verbleibt also nur die letzte Gruppe
(668). Sie beinhaltet die Komponenten v22, Y23, Y32, V33. Wir konnen also die Storung
in zwei Teile aufspalten

Yii = Y (1) +75(2) (670)
mit
0O 0 0 0
0O 0 0 0
v (1) = 671)
0 0 722 7o
0 0 732 733
und

Yoo “Yoir “Yo2 o3
Y10 Y11 Y12 Y13

%’j(2) = . (672)
Yo Y21 0 0

Yo Y:1 0 0

Der Kriimmungstensor von v;;(2) ist identisch null. Es sollte also ein Koordinatensy-
stem existieren, in dem nur <25, 723, Y32, 33 von null verschieden sind. Wir werden
ein solches Koordinatensystem konstruieren. Eine solche Form nennen wir eine kano-

nische Wellenl6sung. Mit der Abhingigkeit
v = vilat —et) = qylat +iaf) (673)
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wird die Wellengleichung automatisch erfiillt. Wir fiihren die Notation ein
3
Z’m = Try = 1. (674)
7=0

Somit folgt aus

3
> (Vesls = 3 3s1k) = 0 (675)
j=0

explizit

Yoojo + Yo1|1 — %F|0 =0

Yiojo + Yiip — %Fu =0

Y2ojo + Yoip = 0

Yaojo + Yaip = 0. (676)
Aufgrund der funktionalen Abhéngigkeit der ;; verwenden wir nun ~;;; = 7';; und
Yijlo = 7'y mity'; = d/d(x" + ia®) y;;. Damit folgt weiter aus (676)

1700 + 701 — %irl =0

i7/10 ‘|"Y/11 - %F/ =0

1750+ =0

iv350+75 = 0. (677)

Da alle 7;; im Unendlichen bei Euklidischen Randbedingungen verschwinden, kann der
ganze Satz von Differentialgleichungen sofort integriert werden. Wir lassen einfach die
Ableitungsstriche weg. Wir multiplizieren die 2. Gleichung von (677) mit : und addie-
ren sie dann zur 1. Gleichung. Es folgt

©Y00 + 111 — %0 — 1 Y11 — 122 —17y33 = 0 (678)
und somit

Y22 = —733 - (679)
Damit gilt auch

I'=Try = q00+ 71 - (680)

Wir 16sen die erste Gleichung von (677) nach 7y, auf
Yo1 = %ir—i%o = %i(’711—’700) . (681)
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Aus den beiden letzten Gleichungen folgt

Y20 = 1721,

Y30 = i’ygl. (682)

Wir fassen die einzelnen Resultate zusammen

Yoo %@ (’711 - ’Yoo) 1Yz 113

v = %Z’(’Yln - ’Yoo) Y11 Yz 1713 ‘ (683)
Y12 Y12 V22 Y23
1713 Y13 Y23 —722

Dies ist die allgemeinste Losung in einem beliebigen Lorentz-dhnlichen Koordinaten-
system. Wir wollen dies nun in eine kanonische Form bringen, in dem die Extrakompo-
nenten von (683) verschwinden. Wir beschrianken uns auf Transformationen (653) mit
0% p; = 0, damit die linearisierten Gleichungen auch in transformierten Koordinaten
ihre Form beibehalten. Wir fordern

Yoo = Y11 = Y12 = Y13 = 0. (684)

Entsprechend (658) miissen dann die ; den Gleichungen erster Ordnung gehorchen

Yo = 3700 ; (685)
Y1 = %’711 ) (686)
Y1+ P2n = M2, (687)
Y13+ Y31 = M3 - (688)

Wenn wir nun die ¢; so wihlen, daB sie die funktionale Abhéngigkeit ;(x' + 7 2°)
haben, dann gilt auch stets 0% ; = 0. Damit brauchen wir blo8 fiir (685) eine Funktion
F(Z) zu suchen mit F'(Z) = ~oo(Z), dann wird go(z' +12°) = —17 F(a' +i2°)
(685) befriedigen. Wenn wir also die Funktionen F'(Z), G(Z), H(Z) und K (Z) wihlen

mit

F(Z) = 00(2),
G'(2) = m(2),
H'(Z) = m(2),
K'(Z) = ms(Z), (689)

111



dann folgen aus den Gleichungen (685) - (688) die folgenden Funktionen
go = —siF(z' +iz"),
pr = 3G +ia%),
0y = H(z'+i2?%,
w3 = K (:1; + 12 ) ) (690)
Aus den Transformationsgleichungen
Vi = Yij — (%’u + %u) (691)

folgt dann schlieBlich wie beabsichtigt

0O 0 O 0
0O 0 O 0
Yij = (692)
0 0 722 723
0 0 723 —722

Wir wollen nun abschlieBend die Bewegung eines Testteilchens im metrischen Feld
(692) einer Ebenen Welle untersuchen. Die Trajektorie wird beschrieben durch die Geodéten-
gleichung

Pt +Tratd = 0. (693)

Da die Metrik (692) eine sehr einfache Struktur hat, lassen sich auch die Christoffel-
Symbole sehr einfach berechnen. In erster Ordnung in e galt

F;k = —% € (%’jlk + ikl — ’iju) . (694)
Jetzt haben wir

F?j = _% = (’YOZ'IJ‘ + Yojli — %'J‘IO) = %f‘?%ﬂo ) (695)
da alle ~o; verschwinden. Ahnlich folgt

FZ - _% < (’Yh'lj + Yl — ’mu) = %ff%m . (696)
Auf der anderen Seite wissen wir, da +;; eine Funktion von z' 4 iz? ist. Daraus folgt

Yijlo = 1Y (697)
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und weiter

L= (698)
Somit folgt auch sofort aus den Geoditengleichungen mit (698)

1’43t = 0. (699)
Eine erste Integration liefert

i+ il = A, (700)

wobei A eine Integrationskonstante bezeichnet. Wir wollen nun die Bewegungsglei-
chung (693) fiir m = 1 betrachten

2 2
i le [7’22 ((ﬁ) — (&) ) + 2y, 92;3] _ 0. (701)
Auch fiir m = 2, 3 betrachten wir die Bewegungsgleichungen. Es ist
= —%e (v + ) (702)

mit k& =2, 3. Es folgt
Pt — ey it =0 (703)

mit k= 2,3, wobeiz =2,3 und j = 0,1 ist. Da gilt y;40 = 7 viep = 1+';, finden wir

it = eny (12043 i = e (18043 (Yot + Y gd?) (704)
Mit (700) wird daraus

i = e A (Vi + 957 (705)
und

i = e A (Vi +758°) = cA (Vii? —75d’) . (706)

Die Form, in die wir die Gleichungen fiir 2!, 2% und 2> gebracht haben, erlaubt sehr
interessante Schlulfolgerungen beziiglich der Natur der Metrik der Ebenen Welle. Fiir
kleine Geschwindigkeiten und schwache Felder gilt —° = ¢i ~ 1und #* ~ v¥/c
mit £ = 1,2,3. Daraus lernen wir fiir die Beschleunigungsgleichungen

2
w1 eV
" - o)

B = o(i). (707)
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Die Beschleunigung in x'-Richtung ist also viel kleiner als in 22 oder z*-Richtung fiir
v < c. Wir konnen eine dhnliche Behauptung fiir die Komponenten der Geschwindig-
keit aufstellen. Wir multiplizieren (705) mit % und (706) mit 2>, Die Addition liefert

L@+ ()] = ealra () - () rovmi#] . 09

Der Vergleich mit (701) liefert nach erfolgter Integration

143"+ (%) 4 (&) = const (709)
oder
1 2\ 2 3\ 2
4AU— + (U—) + (U—) ~ const (710)
C C C
und damit

2
v o ((ﬁ) ) _ 711)
C C

Die Geschwindigkeit in z'-Richtung ist also sehr klein. Eine Ebene Welle erzeugt eine
viel stirkere transversale als longitudinale Bewegung. Die Bewegung ist dominanter-

weise transversal.

In Analogie zur klassischen Elektrodynamik lassen sich nun auch linear polarisierte
Ebene Wellen (usw.) untersuchen. Dies wollen wir hier jedoch nicht weiter verfolgen.
Der Experimentator Weber hat versucht Gravitationswellen auf piezoelektrischem We-
ge nachzuweisen mit zwei in Koinzidenz geschalteten Aluminiumbehéltern. Dieses Ex-
periment ergab zunichst auch ein positives Resultat. Jedoch haben nachfolgende Expe-
rimente mit groBerer Nachweiswahrscheinlichkeit ein negatives Resultat ergeben. Ge-
genwirtig wird an der Entwicklung von Gravitationswellendetektoren gearbeitet, um
die Gravitationswellen, wie sie beim Gravitationskollaps und bei Supernovaexplosio-

nen auftreten, nachzuweisen.
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Wurmlocher

In diesem Kapitel wollen wir abschlieBend rein qualitativ einige Sachverhalte aus der
aktuellen Forschung auffiihren. Eines der faszinierensten Spekulationsobjekte stellen
dabei sicherlich die Wurmlocher dar. Wurmldcher sind Briickenverbindungen zwischen
entfernten Regionen von einem oder mehreren Universen. Diese Briicken werden zu-

weilen auch Einstein-Rosen-Briicken genannt.

Ein Schwarzschild-Wurmloch, entstanden durch die Formation von Schwarzen Lochern,
kann beispielsweise zwei entfernte Regionen in einem einzigen, asymptotisch flachen
Universum verbinden. Das einzelne Universum weist dann eine mehrfache Verbindung
auf, wobei zwei Punkte A und B durch den raumartigen Weg tiber den Schwarschild-
Schlund miteinander verbunden werden konnen oder iiber die asymptotisch flache Re-
gion. Es ist natiirlich auch eine Topologie mit mehrfachen Verbindungen denkbar. Ein
Wurmloch kann aber auch, dargestellt auf einer raumartigen Hyperflache mit ¢ = const,

zwel getrennte asymptotisch flache Universen miteinander verbinden.

Wichtig is es in diesem Zusammenhang festzuhalten, daf in den Regionen Il und IV in
der Kruskal-Darstellung der Schwarzschild-Geometrie der Ubergang ¢ — ¢ + At eine
raumartige Bewegung und nicht eine zeitartige Bewegung darstellt. Dies bedeutet auch,
daf} eine raumartige Hyperflache mit ¢ = const, die sich von der Region I durch v =v =
0 in die Region III erstreckt eben nicht statisch ist. Ein Wurmloch ist ein dynamisches
Objekt.

Wir wenden uns nun dem Mikrokosmos zu. In der Quantentheorie des Raumes unter-
liegt auch die Geometrie des Raumes Quantenfluktuationen. Die metrischen Koeffizi-
enten unterliegen Quantenfluktuationen in der Ordnung

I*

dg = 712
g Ausdehnung des betrachteten Objektes (712)

mit der Planck-Linge

I
I = 5~ 16 x 107 em. (713)
C

Diese Quantenfluktuationen der Geometrie werden generell erwartet unabhéngig bei-
spielsweise von der Existenz von punktformigen Teilchen. Dennoch wird vereinzelt
spekuliert, dal auch punktférmige Elementarteilchen solche Wurml6cher bilden und

somit mit anderen Raumregionen in Kontakt stehen konnten. Auch Wurmlcher konnen
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natiirlich in Form von Quantenfluktuationen stindig entstehen und vergehen. MaB3geb-
lich dafiir ist die Planck-Skala:

Planck-Zeit: 7% = /hix/c® ~ 5.4 x 107 sec ,
Planck-Masse: M* = y/he/k ~ 22 x 107 g, (714)

Planck-Dichte: p* = M*/L** = /(hr?) ~ 52 x 10¥g/cm? .
g

Wurmlocher sind Topologie-dndernde Konfigurationen in der Euklidischen Quanten-
gravitation. Nach S. Coleman, Why there is nothing rather than something: A theory of
the cosmological constant, Nuclear Physics B310 (1988) 643, verschwindet die kosmo-
logische Konstante A falls Wurmlocher existieren. Als Wurmlocher werden somit mi-
kroskopisch auch Feldkonfigurationen verstanden, die in der Euklidischen Pfadintegral-
Formulierung der Quantengravitation auftreten. Zwei asymptotisch flache Riume konnen
durch eine enge Rohre miteinander verbunden werden. Es kann auch unverbundene
oder halbe Wurmlocher geben. Ebenso kann es auch abgeschlossene Baby-Universen
(Miniuniversen ohne Kontakt mit anderen Universen geben) geben. Nach diesem Vor-
stellung gleicht das Universum mehr einem 16chrigen Schaum. Es existiert auch die bis-
lang unbewiesene Behauptung, dal geometrische Fluktuationen in kleinen Bereichen
fiir den Verlust von Quantenkohirenz in gro3en Bereichen verantwortlich ist.
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