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Vorbemerkungen

Im Rahmen dieser Vorlesung soll eine Einfuihrung in die Grundprinzipien der statistischen Phy-
sik und der elementaren Thermodynamik erfolgen. Diese Vorlesung ist im allgemeinen fiir Stu-
denten des 5. Semesters vorgesehen, also fiir den Zeitrahmen nach dem Vordiplom im Rahmen
des Hauptstudiums. Grundsatzlich ist es sinnvoll, daB bereits profunde Kenntnisse der Theore-
tischen Mechanik, der Theoretischen Elektrodynamik und der Quantenmechanik vorliegen, so-
wie dal} die Grundvorlesungen der Experimentalphysik erfolgreich absolviert wurden. Da auch
bereits der Grundkurs in Mathematik abgeschlossen wurde, sind die zu erwartenden mathe-
matischen Hurden deutlich niedriger als beispielsweise bei der Theoretischen Elektrodynamik
oder der Quantenmechanik einzuschatzen. Da ferner in den einzelnen Bereichen elementare
Einfuhrungen gegeben werden, ist es durchaus moglich, die Vorlesung tber Thermodynamik
und Statistische Physik parallel zur Quantenmechanik zu horen.

Die Vorlesung tiber Thermodynamik und Statistische Physik bildet eine Basis fir das Verstand-
nis vieler festkdrperphysikalischer Phanomene. Aber auch in der modernen Kernphysik und
Hochenergiephysik spielen Elemente der Statistischen Physik eine zunehmend bedeutend wer-
dende Rolle. An der Front der gegenwaértigen Quantenfeldtheorie findet gar eine Verschmelzung
mit statistischen Betrachtungsweisen statt.

Inhaltlich wollen wir die folgenden Teilbereiche behandeln.

1. Makroskopische Systeme und die Grundgesetze der Thermodynamik

N

. ldeales Gas und Entropie

w

. Mikrokanonisches und groRkanonisches Ensemble

o

. Zustandssumme und Quantenstatistik

o1

. Systeme wechselwirkender Teilchen

(2]

. Kinetische Theorie der Transportvorgange

Beziiglich der ergédnzenden Literatur geben wir die folgenden Empfehlungen:
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Schwerpunktmallig werden wir den Ableitungen in dem Lehrbuch von F. Reif folgen, daB als
weltweit anerkanntes Standardwerk auf diesem Gebiet gilt. Es wird auch fir diese Vorlesung
angestrebt, ein Script zu erstellen, das im World Wide Web fiir jedermann zur Verfligung ge-
stellt werden soll. Dieses Script ist kein Originalwerk, sondern basiert im wesentlichen auf den
angegebenen Monographien. Es findet eine enge Anlehnung an die im Literaturverzeichnis auf-
gefiihrten Blicher 1-3 statt. Als Vorlesungsmitschrift reflektiert es die in den jeweiligen Vorle-
sungen présentierten Inhalte. Bei der Erstellung der Ubungsaufgaben und bei der Betreuung der
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Ubungsgrupen haben mitgewirkt: Dr. Guinter Plunien, Dipl.-Phys. Ralf Schiitzhold, Dipl.-Phys.
Sven Zschocke und Dipl.-Phys. Jens Giesemann. Mein ausdriicklicher und besonderer Dank gilt
Frau Dipl.-Ing. Gundula Schadlich fiir das Erstellen der umfangreichen LATEX-Texte sowie fir
das Zeichnen der zahlreichen Figuren mit Hilfe des Software-Pakets ,,Corel Draw*. Ferner dan-
ke ich Herrn Dr. Jorg Bergmann sowie Herrn Dr. Mathias Schleif fir das technische Erstellen
einiger Passagen des Latex-Textes.

Die Inhalte der Vorlesung Thermodynamik und Statistische Physik reprdsentieren einen essen-
tiellen Anteil des Prifungsstoffes in der Diplompriifung in Theoretischer Physik. Ahnliches
gilt fir den Teilbereich Theoretische Physik im Rahmen des Rigorosums als Bestandteil der
Doktorprifung.

Friher gab es im Rahmen des Pflichtlehrplans in Theoretischer Physik auch die Vorlesung Ther-
modynamik und Statistische Physik Il. Dies ist substituiert worden durch eine Vorlesung Theo-
retische Physik*, die den zweiten Teil der Thermodynamik und Statistische Physik beinhalten
kann, aber auch andere moderne Bereiche aus der Theoretischen Physik —z.B. Quantenfeldtheo-
rie — betreffen kann. Konsequenterweise enthélt die jetzige Vorlesung tiber Thermodynamik und
Statistische Physik in komprimierter Form auch Elemente des zweiten Teils dieser Vorlesung.
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1 Makroskopische Systeme und die Grundgesetze der
Thermodynamik

1.1 Elemente der Statistik

Als einfaches Anfangsbeispiel wollen wir uns mit der eindimensionalen Zufallsbewegung oder
mit dem ,,random walk* befassen. Wir fiihren dabei die Binomialverteilung als Wahrscheinlich-
keitsverteilung ein.

Bei Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen gehen wir von einem Ensemble aus, wobei man darunter
die Gesamtheit einer grolRen Anzahl N von gleich praparierten Systemen versteht. Elementar-
begriffe aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung lassen sich am einfachsten anhand des Beispiels
des Wirfeln illustrieren. Die Wahrscheinlichkeit P, mit einem Wirfel eine 6 zu wirfeln, ist
P = 1/6. Dies heif3t, daf} im Durchschnitt 1/6 der Wiirfe zu einer 6 flihrt. Es tritt bei N Ver-
suchen (Wiurfeln) V;-mal das Ereignis i (also ¢ = 1,2, 3, 4,5 oder 6) auf. Dann ist die Wahr-
scheinlichkeit eines Ereignisses
N;

Notwendigerweise tritt eines der Ereignisse ¢ auf. Es gilt als Normierung

=1
Daraus folgt
6
=1

Die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit p; durch NV Wiirfe kann auf zwei Arten realisiert wer-
den, die wir mit

e Zeitmittel
e Ensemble-Mittel

bezeichnen. Dabei bedeutet Zeitmittel, daR der gleiche Wirfel unter gleichen Bedingungen N-
mal geworfen wird. Beim Ensemble-Mittel nehmen wir N gleichartige Wiirfel und fiihren mit
jedem Wiirfel einen Wurf aus.

Bei einem random walk in einer Dimension betrachten wir N Verschiebungen. Jede einzelne
dieser Verschiebungen habe die konstante Lange /. Die fundamentale Annahme besteht darin,
dal’ aufeinanderfolgende Verschiebungen statistisch unabhédngig sind. Die Verschiebung nach
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rechts sei durch die Wahrscheinlichkeit p gegeben, dementsprechend sei die Verschiebung nach
links durch die Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p gegeben. Jede einzelne Verschiebung ist, unge-
achtet dessen, was vorher geschah, durch die jeweiligen Wahrscheinlichkeiten p bzw. ¢ cha-
rakterisiert. Nach insgesamt N solcher Verschiebungen eines Teilchens befindet es sich an der
Stelle

x=ml (1.4)
wobei m ganzzahlig und
~N<m<N (1.5)

ist. Der Startpunkt war bei z = 0. Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeit Py (m) daflr be-
rechnen, dal sich das Teilchen nach N solcher Verschiebungen an der Stelle z = mi befindet.
n, bezeichne die Anzahl der Verschiebungen nach rechts und n, die entsprechende Anzahl von
Verschiebungen nach links. Selbstverstandlich gilt dann als Normierung

N = niy+ng . (16)

Nun ist die Wahrscheinlichkeit flir eine bestimmte Folge mit n, Verschiebungen nach rechts und
no Verschiebungen nach links einfach durch das Produkt der jeweiligen Wahrscheinlichkeiten,
d.h. durch

pp...D qq...q =p"q (1.7)
S—— S——

n, Faktoren ny Faktoren

gegeben. Aber es gibt natiirlich verschiedene Moglichkeiten, N Verschiebungen so durchzufihren,
dal3 »; von ihnen nach rechts und n, nach links gerichtet sind. Die Anzahl dieser verschiede-
nen Moglichkeiten ist durch N!/(n1!ns!) gegeben. Wir wollen diese Zahl der Méglichkeiten
verstehen. Das Problem besteht also darin, herauszufinden, auf wieviel verschiedene Weisen
N Obijekte, von denen n; einem Typ (1) und ny einem zweiten Typ (2) angehdren, auf insge-
samt N = n; + no Platze verteilt werden konnen. Objekte, die einem Typ angehdren, sollen
ununterscheidbar sein. Zundchst kénnen die verfugbaren Platze auf

N(N=1)(N=2)...1=N! (1.8)

mogliche Weisen besetzt werden. Bei dieser Abzdhlung wird aber jedes einzelne Objekt als
unterscheidbar angegeben. Da aber die n; Objekte des ersten Types ununterscheidbar sind,
ergeben alle n;! Permutationen dieser Objekte nichts Neues.. Genauso fiihren die n,! Permu-
tationen der n, Objekte des zweiten Types stets wieder zu derselben Situation. Folglich ist die
Anzahl der verschiedenen Anordnungsmoglichkeiten von N Objekten die Gesamtzahl N! der



verschiedenen Permutationen der NV Objekte dividiert durch die Anzahl n,!n,! der nichts Neues
liefernden Permutationen der Objekte jedes einzelnen Typs.

Somit erhalten wir schlieBlich fir die Wahrscheinlichkeit Wy (n;) dafir, da das Teilchen um
insgesamt N Verschiebungen n; nach rechts und n, nach links erfahrt, durch Multiplikation
von p™¢™ mit N!/(ni!ny!). Es gilt

N!

Wx(ng) = pMg™ . (1.9)
n1! TZQ!
Diese Wahrscheinlichkeitsfunktion heil3t Binomialverteilung. Mit (1.6) haben wir
N! N
=—————p"¢ ™ . 1.10
Wi (n1) (N = P (1.10)

Der Name Binomialverteilung riihrt daher, da3 (1.10) ein typisches Glied in der als Binomial-
satz bekannten Entwicklung von (p + ¢) darstellt,

(+ )N _ é\]: N! n N-—n
pra = n!(N—n)!pq

n=0

N
::2<Z>wfﬂ. (1.11)

n=0

Damit ist auch die Wahrscheinlichkeit Py (m) dafur, daf sich das Teilchen nach N Verschie-
bungen an der Stelle x = ml befindet, durch Wy (n) gegeben, also

Py(m)=Wy(m) . (1.12)
Wir verwenden hierbei
m=n; —ny , (1.13)

d.h., m gibt die resultierende (nach rechts in Einheiten von [ positiv gemessene) Verschiebung
an. Mit (1.13) haben wir

m:;N+m (1.14)
und
ngN—m . (1.15)
Einsetzen in (1.9) liefert
Py(m) = ak F N2 (1 — )V (1.16)

(N +m)/2]H[(N —m)/2]
Speziell firp =¢q = % erhalten wir die symmetrische Form

N! "
}WW”:KN+mywuN-mwsz> ‘ (117)
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1.2 Mittelwerte

Es sei u eine Variable, die die M diskreten Werte w1, us, ..., uy, Mit den entsprechenden Wahr-
scheinlichkeiten P(u,), P(us), ..., P(u,,)annehmen kann. Der Mittelwert oder Durchschnitts-
wert von u wird mit @ bezeichnet und ist durch

P(uy) uy + P(ug) ug + - - - + Plupr) up

7 — 1.18
P(uy) + P(ug) + - - - P(un) (1.18)
definiert oder
M
U= (1.19)
Ist allgemeiner f(u) irgendeine Funktion von u, so ist der Mittelwert von f(u) durch
M
flu) == (1.20)

M
£ P

M

definiert. Nun ist > P(u;) die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB u irgendeinen seiner moglichen
i=1

Werte annimmt, und die muB gleich 1 sein,

M
S Plu)=1 . (1.21)

Dies ist die Normierungsbedingung. Damit haben wir fiir (1.20)

flu) = > Plui) f(u) - (1.22)

Sind f(u) und g(u) irgendzwei Funktionen von u, so gilt

fw)+gw) = ;P(ui) [f (ui) + g(ui)]

M M

= Z:P(Uz') flus) + 3~ Plug) g(us) (1.23)

i=1

oder

f(u)+g(u) = fu) +g(u) . (1.24)

Ist ferner ¢ irgendeine Konstante, so gilt offensichtlich

cfw)=cflw) . (1.25)
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Wir betrachten nun die Streuung von u. Wir messen v vom Mittelwert aus und betrachten die
Differenz

Au=u—17 . (1.26)

Dann ist

Au=uv—u=u—u=0 . (1.27)
Der Mittelwert der Abweichung vom Mittel verschwindet.

Ein weiterer wichtiger Mittelwert ist das Schwankungsquadrat von u,

M
(Au)? =>" P(u;) (ui —w)* >0 . (1.28)
=1
Diese Grolle kann niemals negativ sein, da jeder Term in der Summe einen nichtnegativen
Beitrag liefert. Nur falls u; = @ fir alle Werte u; gilt, verschwindet das Schwankungsquadrat.
Das Schwankungsquadrat ist ein MaR fur die Breite einer Verteilung. Es gilt

(u—1)2 =u2—2uu+7u2 =u?— 20T+ 0’ (1.29)
und damit
(u—u)?2=u2—u" . (1.30)

Da die linke Seite positiv sein muB, folgt

E> (1.31)
Es galt
N! Non,
=———ph¢g" " 1.32
W (n1) oI P (1.32)

mit der Abkiirzung W (n,) = W (n,). Wir priifen nun die Normierungsbedingung nach,
N
S Wim) =1 . (1.33)
n1=0
Mit Hilfe des Binomialsatzes erhalten wir

N N!

N (5 | N—-ny — N: ]_N = 1 . 134
mzzo nl!(N—”l)!p ! v .
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Als néchstes berechnen wir die mittlere Zahl 72; der Verschiebung nach rechts.

N N N' N
= W(ny)n = —_— Mg ™M
1 mz:o (n1) m nlzzonl!(N_nl)!p q 1
Einer der Faktoren kann durch Differentiation generiert werden
0
(O _ 711
mp p ap (™)
Folglich bekommen wir
N N' n1 N—n N N' a n N-—n
0| & N!

a N N-1
= —_— =
pap(p+Q) pN(p+q)
Mit p + g = 1 erhalten wir schlieBlich
n = Np

und ebenso

Fur die Gesamtverschiebung resultiert

m=n —ny =71~ =N(p—q)

N
nt = ) W(n)ni
n1=0
il N’ n1 N—n1 .2

Wir nutzen aus, dal3 gilt

2. ni a ni 8 ? n1
np- - =m pa—p P = p(‘?_p p

n1 N—ni

|

(1.35)

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)

(1.43)



Damit konnen wir schreiben

N N! O\ . Nems
mZ::onl!(N—”l)! <p5_P> P a (p

(1.44)
Wieder nutzen wir aus, dal’ gilt p + ¢ = 1. Also folgt
ni = p[N+pN(N —1)]=Np[l+pN —p]
= (Np)*+ Npg=m;+ Npg . (1.45)
Somit resultiert zusammengefaft
(An1)2 = Npg . (1.46)
Mit
A*ny = \/(Any)? (1.47)
ist ein gutes MaR fir die relative Breite einer Verteilung
A'm _ vNpg _ fa 1 (1.48)
1 Np p VN
Insbesondere folgt fiir p = ¢ = 3
Aﬁ*i“ = \/% . (1.49)

Die relative Breite nimmt also mit 1/+/N ab.

Wir wollen nun fiir groe N die binomiale Wahrscheinlichkeitsverteilung W (n,) ndhern. Wenn
N sehr grof3 ist und wir ein Gebiet in der Umgebung der Stelle betrachten, wo 17 sein Maximum
annimmt, so ist die relative Anderung von W bei einer Anderung von n; um eins dort sehr klein

(W(ny+1) —W(ny)| < W(ny) . (1.50)

In guter N&herung kdnnen wir dann T als stetige Funktion der kontinuierlichen Variablen n;
ansehen. Die Stelle n; = 7y des Maximums von W ist dann ndherungsweise bestimmt durch

aw

— = 151
a0 (1.51)
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bzw.

dinW
dnl B

0 . (1.52)
Hierbei ist die Ableitung an der Stelle n; = 7m; zu nehmen. In der Umgebung von 7z; setzen wir
ng =", +n (1.53)

und entwickeln In W (n) um die Stelle 7z; in eine Taylorreihe. In IV ist eine langsamer verénder-
liche Funktion als W, so dal die Potenzreihenentwicklung fir In W schneller konvergiert. Ent-
wickelt man In W in eine Taylorreihe, so erhélt man

1 1
InW(n,) = InW(m,) + Bin + 532772 + 6B3n3 NI (1.54)
mit
d*In W
By = 1.55

By, ist die k-te Ableitung von InW an der Stelle n;, = 7. Da wir um eine Extremstelle
entwickeln, gilt B; = 0. Da die Extremstelle ein Maximum ist, muf} B, negativ sein, d.h.
By = —|By|. Mit W = W (m) gilt in niedrigster Ordnung

W(n,) =W e alBn* (1.56)

Damit haben wir eine gaulRformige Struktur erreicht. Wir wollen nun die Entwicklung fur In W
etwas genauer untersuchen. Es gilt

InW(n) =InN!—Inny! —In(N —ny)!+n;Inp+ (N —ny)Ing . (1.57)

Wir nehmen an, daf gilt » > 1. Somit konnen wir nahern

dinn!  In(n+1)! —Inn! 1)!
nnt Wt Dizlont DY) (1.58)
dn 1 n!

Fur sehr grol3e n gilt somit

dlnn!

o ~Ilnn . (1.59)
Mit dieser Relation folgt weiter
1
dan =—Inny +In(N —ny)+Inp—1Inqg . (1.60)
U3

Durch Nullsetzen der ersten Ableitung erhélt man den Wert n, = @y, fiir den W sein Maximum
annimmt,

In IM 7—’] —0 (1.61)



oder
(N —m)p=mgq . (1.62)
Somit haben wir
m=Np . (1.63)

Die weitere Differentiation von (1.60) ergibt

W 1 1

1.64
dn? nn N-m (1.64)

Hier setzen wir m; = Np ein und erhalten

1 1 1 /1 1
Bo—_ 1 _ L 1.65
> "Np N-Np N< * ) ’ (1.65)

also

1
By=— . 1.66
= (1.66)

Die Normierungskonstante W ermitteln wir aus der Normierungsbedingung, wobei wir n; als
kontinuierliche Variable ndhern
N oo
S Wn) ~ /W(nl) dny = / W(m +n)dyp=1 . (1.67)
n1=0 0
Als Naherung erstrecken wir auch die Integralgrenzen ins Unendliche

+0oo
_ _ /2
W / e~ IB2lP gy — T éﬁ . (1.68)

Damit haben wir schlieRlich

| Bs|

Wng) = [ 15 2 em sl Bllmm)t (1.69)
Einsetzen von m; und B- liefert
- — Np)?
— (2rNpq) /2 _ (- Np°| 17
W (n1) = (2mNpq) exp{ SN (1.70)

Wir nutzen nun noch aus, daf gilt m; = Np und (An;)2 = N pq. Damit wird aus (1.70)

W(n,) = [27T(ATL1)2]_1/2 exp {—%} . (1.72)
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Dies ist die Gaulische Wahrscheinlichkeitsverteilung. Wir wollen jetzt (1.70) als P(m) schrei-
ben. Fiir die Anzahl von Rechtsverschiebungen hatten wir n, = (N + m). Damit kdnnen wir
ausdriicken

m—Np=3[N+m—2Np= L [mn—Np—q] - (1.72)

Somit konnen wir (1.70) umformen in

Pm) = Wn) =W (N';m)
= (2rNpg)™'/* exp {_ "= fjs\J[\giq— Q)]Z} : (1.73)

Aus m = 2n; — N ersehen wir, dall m nur ganzzahlige Werte annimmt, die einen gegenseitigen
Abstand von Am = 2 haben. Wir wollen dieses Ergebnis nun mit der eigentlichen \Verschie-
bungsvariablen z ausdriicken, z = ml. = wird demnach nur in Abstdnden von 2/ liegende,
diskrete Werten annehmen. Wenn N sehr grof3 ist, gilt ferner

|P(m+2) — P(m)| < P(m) . (1.74)

Deshalb kann P(m) als eine stetige Funktion von x angesehen werden. Da m nur ganzzahlige
Werte mit einem Abstand vom Am = 2 annimmt, enthélt das Gebiet der Lange dz insgesamt
dx/(21) mogliche Werte von m, die alle mit ungefahr derselben Wahrscheinlichkeit P(m) auf-
treten. Somit erhdlt man die Wahrscheinlichkeit dafir, daB sich das Teilchen irgendwo in dem
Gebiet zwischen z und = + dz befindet, einfach dadurch, dal man P(m) aufsummiert iber alle
Werte von m, die in dx liegen, d.h. daB man P(m) mit dz/(2[) multipliziert. Die Wahrschein-
lichkeit ist proportional zu dx und I&R3t sich als

dx

P(z)der = P(m)Q_l

(1.75)

schreiben. Die GrolRe P, die unabhangig von der Intervallange dz ist, heilst Wahrscheinlich-
keitsdichte. Man beachte, dal? sie mit einem differentiellen Wegelement der Lénge dz multipli-
ziert werden muf3, um die Wahrscheinlichkeit selbst zu ergeben. Wir multiplizieren (1.73) mit
dx/(21) und erhalten die Wahrscheinlichkeitsdichte

1 2 2
P(x) = —(z—n)?/(20%) 1.76
(1) = o= (1.76)
mit den Abkirzungen
= (p—q¢)Nl (1.77)
o = 2¢/Npgl . (1.78)
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(1.76) entspricht der GauBschen Wahrscheinlichkeitsverteilung. Es ist

+00
/ P(x)dx =1
—00
Wir setzen
y=c—p
und berechnen den Mittelwert
400
T = /ac’P(a:) dzx
B -
- / r e~ @=m?/(20%) g0
2ro

2o

1 +o0 +0o0
- {/@“;wm%%dy+¢t/6;wuw%d4

(1.79)

(1.80)

(1.81)

Da der Integrand in dem ersten Integral eine ungerade Funktion von y ist, verschwindet das

erste Integral aus Symmetriegriinde, und wir erhalten

T=U

Zur Berechnung des Schwankungsquadrates verwenden wir die Integralbeziehung

—+00

1= / e~ 22 dg = ﬁ a3?
Damit kdnnen wir schreiben
+o0
@=nP = [(@-w*P@)de

-0

1 P
= y2 eiyz/(2o—2) dy

QWU_

oo

L ]

Somit erhalten wir

(Az)? = (z — p)? = 0
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Folglich ist o einfach die mittlere quadratische Abweichung von = vom Mittelwert der Gaul3-
Verteilung. SchlieBlich berechnen wir noch die Wahrscheinlichkeiten dafir, einen x-Wert in
einem Bereich von ein, zwei oder drei Standardabweichungen um z herum zu finden. Es ist

ptko 0.683 k=1
/ P(x)de = { 0.954 k=2 (1.86)
u—ko 0.997 k=3

Dies bedeutet konkret, dal? ein Ereignis auBerhalb von drei Standardabweichungen sehr un-
wahrscheinlich ist.

0

1.3 Berechnung des Integrals/ e dg
—0o0

1 bezeichne das bestimmte Integral

I = /°° e d | (1.87)

das von grundlegender Bedeutung ist fiir alle konkreten Berechnungen im Rahmen der Pfadin-
tegralmethode. Wir verwenden einen Kunstgriff, um 7; zu ermitteln. Man kann (1.87) auch in
einer anderen Variablen ausdriicken

I, = /_°° e dy . (1.88)

Multiplikation von (1.87) und (1.88) ergibt

I = / e v dm/ e ¥ dy :/ / e eV drdy
_ / / e~ @) d dy . (1.89)

Dieses Integral erstreckt sich liber die gesamte zy-Ebene. Zur Integration in der Ebene fuhren
wir Polarkoordinaten 7, # ein. Dann gilt z? + y?> = r? und das Flachenelement lautet dFF =
dr dy = rdrdf. Um die gesamte Ebene zu erfassen, lduft # von 0 bis 27 und r von 0 bis oco.
Damit folgt

2 poo 00
I = / / e rdrdd = 27T/ e rdr, (1.90)
o Jo 0

da sich die Integration Uber # natlrlich sofort ausfuhren I1aRt. Der Faktor » im Integranden
vereinfacht nun die Auswertung des Integrals betrdchtlich, denn es gilt offensichtlich

d 2 2

%e_r = —2re " . (1.91)
Wir erhalten
o0 1 d 2 200
o= o [P0 [Ler] ar = m e - |
h ), 5) | 7:¢ dr me | T (1.92)



oder

I, = / e dr = 7. (1.93)
Da e~ eine gerade Funktion ist, folgt auch
/ e dr = 2 / T e dy (1.94)
—00 0
und somit
oo 2 1
/ e Vdr = 5\/7? (1.95)
0

1.4 Berechnung des Integrals /Zoe“””2 2" dz

Es sei [Reif 75]
I(n) = /e"” 2" dx (1.96)
0

mitn > 0. Mit der Substitution

r = a %y (1.97)
bekommen wir firn = 0
7 2 1 /7
I — —1/2/ -y — _\/j_ ]
0) =a eVdy = 54/~ (1.98)
0
Furn = 1 ergibt sich
-1 b a2 -1 1 2 © 1 -1
I(1) = a /eyydy:a [——ey] = -a . (1.99)
; 2 0 2

Alle Integrale I(n) mit ganzzahligen n > 1 konnen dann auf die Integrale 7(0) und (1)
zuriickgefiihrt werden, wenn man nach dem Parameter a differenziert. Tatsdchlich gilt

I(n) = —% (/Ooo e g2 dac) = —% . (1.100)

Dies ist eine Rekursionsbeziehung, die wir so oft wie notig anwenden kdnnen. Zum Beispiel
folgt

01(0) VT O (i VT s
I2) = —— = = =% %(a ) =Ta3/. (1.101)
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Wir konnen aber auch in (1.96) substituieren

z = (u/a)'/?. (1.102)
Somit folgt
dr = %a‘lﬁ u % du (1.103)
und weiter
1 o
I(n) = ga 20D [ermyt2omn gy (1.104)

0

Mit der Definition der Gamma - Funktion I'(z)

D(z) = / e~y duy (1.105)
0
1Rt sich (1.104) dann schreiben als
i 1 1
1) = [ amds = 5F(%) RGRLE (1.106)
0

Betrachten wir noch einmal das Integral 7(1), so gilt speziell
I = / e pdr = 0, (1.107)

da der Integrand eine ungerade Funktion von z ist. Hingegen folgt bei der entsprechenden Er-
weiterung der unteren Integralgrenze bei 1(2)

Iy = / e~ 12 o — ga—w. (1.108)

—0oQ

1.5 Grundzlge der Statistischen Physik

Wir wollen nun Systeme besprechen, die aus sehr vielen Teilchen bestehen. Eine typische Teil-
chenzahl ist die Loschmidtsche Zahl

L =6.02252- 102 mol* . (1.109)

1 Mol entspricht 12 g von '2C.
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Wir fuhren zundchst den Begriff Mikrozustand ein. Ein Mikrozustand ist durch eine vollstdndige
mikroskopische Beschreibung des Systems gegeben. Als Beispiel fir solche Systeme dienen
uns eine Gruppe von N Wiirfeln, ein ideales Gas und ein Spinsystem.

Fur ein System aus N Warfeln ist ein Mikrozustand r durch die Angabe der N Augenzahlen
definiert

r = (7’),1,7’1/2,...,77,]\]) 5 (1110)
n o= 1,2,...6 . (1.111)

Fir unterscheidbare Wiirfel gibt es 6 verschiedene Zustande .

Das betrachtete physikalische System hange von f Freiheitsgraden ab, die durch die verallge-
meinerten Koordinaten ¢ = (q1,. .., ¢y ) beschrieben werden. Die Hamiltonfunktion H (g, p)
des abgeschlossenen Systems héangt von diesen Koordinaten und den kanonischen Impulsen
p = (p1,...,ps) ab. Im Hamiltonoperator # (¢, p) sind die entsprechenden Operatoren einzu-
setzen. Wir betrachten sowohl die quantenmechanische wie die klassische Beschreibung von
Mikrozusténden.

In der Quantenmechanik wahlen wir als Mikrozusténde die Eigenzustdande des Hamiltonopera-
tors. Fir ein System mit f Freiheitsgraden hangen sie von f Quantenzahlen n,, ab. Der Mikro-
zustand ist durch

r=(ny,ng,...,ng) (1.112)
definiert. Die Eigenzustande sind durch
Hlr)y=E|r) (1.113)
gegeben. In Koordinatendarstellung lautet dies

H(q,p)¥r (¢,1) = Evipr (¢,1) (1.114)

Im Rahmen der Quantenmechanik stellt eine Wellenfunktion 1, (¢,t) eine vollstdndige Be-
schreibung des Systems dar. So legt aufgrund der zeitabhangigen Schrodinger-Gleichung
N (g,1)

th——p— =H(@p)¥(¢1) (1.115)

die Vorgabe von ¢ (g, t,) zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢, die Wellenfunktion % (¢, ¢) und
damit die Erwartungswerte aller MeRgroRen zu beliebigen Zeiten fest. Fur ein System in ei-
nem endlichen Volumen sind alle Quantenzahlen n, ..., n diskret. Jede Quantenzahl nimmt
abzahlbar viele Werte an. Diese Werte konnen endlich oder unendlich viele sein. So hat zum
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Beispiel die m Quantenzahl der Winkelabhangigkeit Yy, (1, ¢) der Wellenfunktion bei gegebe-
nem Wert ¢ nur 2/ + 1 Werte, die /-Quantenzahl dagegen unendlich viele Werte.

Im idealen Gas bewegen sich N Atome in einem Kasten mit dem Volumen V. Die Wechselwir-
kung zwischen den Atomen werde vernachldssigt, so daf sich jedes Atom unabhéngig von den
anderen innerhalb des Kastens bewegt. Der Impuls des v-ten Teilchens sein . Es gibt insge-
samt 3V kartesische Impulskomponenten. Der Kasten habe ein kubisches Volumen V' = L3,
Ein Teilchen kann sich im Innern frei bewegen, am Rand muR seine Wellenfunktion aber ver-
schwinden. Aus dieser Bedingung folgt, daf? jede Impulskomponente nur die Werte

mh

mitk =1,2,...,3N undn, = 1,2, ... annehmen kann. Damit ist ein Mikrozustand r durch
r = (’I’Ll,ng,...,TLgN) (1117)

mit n, = 1,2,... gegeben. Es gibt unendlich viele Mikrozustande r, denn jede Quantenzahl
ny kann die Werte 1, 2, ... annehmen. Bei vorgegebener Energie ist die Anzahl der moglichen
Mikrozusténde aber endlich.

Ein simples quantenmechanisches Beispiel ist ein System aus NV unabhdngigen Spin-% Teilchen,
fur das nur die Spinfreiheitsgrade betrachtet werden. Mi3t man bei Anlegen eines Magnetfel-
des die Spineinstellung, so ist in bezug auf die Mefrichtung nur die parallele oder antiparal-
lele Einstellung jedes einzelnen Spins mdglich. Wir kennzeichnen diese Einstellung durch die
Quantenzahl s, = i% fur jeden einzelnen Spin. Ein Zustand des Gesamtsystems ist durch

7= (821,522 ---,5N) (1.118)
mit s, = +1 festgelegt. Es gibt 2V solche Zusténde.

Sofern quantenmechanische Effekte keine Rolle spielen, kdnnen wir das betrachtete System
klassisch betrachten. In der klassischen Mechanik wird der Mikrozustand eines Systems mit
den generalisierten Koordinaten ¢, . . ., gy und den generalisierten Impulsen py, . .., p; durch

T:(Q1""anap1>"'apf) (1119)

festgelegt. Wir fiihren den 2 f-dimensionalen Phasenraum ein, der durch die ¢; und p; aufge-
spannt wird. Jedem Zustand r entspricht ein Punkt im Phasenraum. Fur N Gasatome hat er 6 N
Dimensionen. Hier sind die Koordinaten und Impulse jedoch kontinuierliche Grofzen. Fir eine
statistische Behandlung ist eine Abzahlbarkeit der Zustdnde r vorteilhaft. Eine exakte Angabe
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der ¢; und p; ist jedoch unabhéngig voneinander nicht moglich. Aufgrund der quantenmechani-
schen Unschérferelation kdnnen Ort und Impuls nicht genauer als

ApAq > g (1.120)

festgelegt werden. Die Untersuchung einfacher quantenmechanischer Systeme — wie z.B. der
unendliche Kasten oder der eindimensionale Oszillator — zeigt, dal’ es pro Phasenraumflache
2mh gerade einen quantenmechanischen Zustand gibt. Wir kdnnen uns dann den Phasenraum in
Zellen der GroRe 27h zerlegt denken.

Der Mikrozustand eines Systems von Teilchen kann einfach auf folgende Art beschrieben wer-
den: Man numeriere und indiziere in einer zweckmaRigen Reihenfolge alle moglichen Quan-
tenzustédnde des Systems mit » = 1,2, 3, ... Der Systemzustand wird dann durch die Angabe
der speziellen Zustandsnummer r des Zustandes beschrieben, in dem das System vorgefunden
wird. In der klassischen Mechanik ist das Vorgehen vollig analog. Nachdem der Phasenraum
des Systems in geeignete Zellen gleicher GroRe eingeteilt worden ist, kann man diese Zellen in
beliebiger Weise mit dem Index » numerieren. Der Systemzustand wird dann durch die Angabe
des Index r der Zelle beschrieben, in dem sich der reprasentative Punkt des Systems befindet.
Eine Zelle im Phasenraum ist das klassische Analogon zum Quantenzustand.

Wir behandeln jetzt den Makrozustand eines Systems. Im allgemeinen ist es kaum maoglich,
den Mikrozustand eines Vielteilchensystems anzugeben. So ist auch bei der klassischen Be-
schreibung von 1024 Atomen die vollstandige Angabe aller Orte und Geschwindigkeiten wenig
sinnvoll. Auch bei quantenmechanischen Mikrozustanden gibt es standig Ubergange zwischen
entarteten Zustdnden, deren zeitlicher Verlauf fur die Beschreibung des Gesamtsystems rela-
tiv irrelevant ist. Wir werden uns jetzt mit der Frage beschaftigen, welche Mikrozustdnde mit
welchem statistischen Gewicht auftreten. Wir beschreiben nun den Zustand des Systems durch
die Angabe der Wahrscheinlichkeit P, fur die Mikrozustéande r. Der so festgelegte Zustand des
Systems heilst Makrozustand. Der Makrozustand ist gegeben durch

{PT}:(Pl’P27P3,...) . (1121)
Die Definition der Wahrscheinlichkeit setzt eine grof3e Anzahl M gleichartiger Systeme voraus,
von denen M, im Mikrozustand r sind,
. M, M,

Die Gesamtheit der M gleichartigen Systeme, die die P, festlegen, nennt man statistisches En-
semble. Der Makrozustand wird durch ein statistisches Ensemble reprasentiert. Das statistische
Ensemble ist eine begriffliche Voraussetzung fir die Definition der P,, also fur die statistische
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Behandlung. Im folgenden benutzen wir bevorzugt das Ensemble-Mittel. Wir halten fest: Ein
Mikrozustand ist ein bestimmter, mikroskopisch vollstandig definierter Zustand. Im Makrozu-
stand ist dagegen lediglich festgelegt, mit welcher Wahrscheinlichkeit die moglichen Mikro-
zusténde auftreten.

Wir betrachten nun abgeschlossene Vielteilchensysteme. Das System hat keine Wechselwirkung
mit anderen Systemen, das System ist von seiner Umgebung isoliert. Als empirischen Sachver-
halt konstatieren wir nun: Bei einem abgeschlossenen Vielteilchensystem streben die makro-
skopisch melRbaren GrolRen gegen zeitlich konstante Werte. Diese makroskopischen Grof3en
sind zum Beispiel der Druck, die Temperatur, die Dichte oder die Magnetisierung. Den Ma-
krozustand, in dem die makroskopischen GroRen konstante Werte erreicht haben, nennen wir
Gleichgewichtszustand oder kurz Gleichgewicht. Der Gleichgewichtszustand ist ein spezieller
Makrozustand.

Fur den Gleichgewichtszustand des abgeschlossenen Systems stellen wir folgendes Postulat
auf: Ein abgeschlossenes System im Gleichgewicht ist gleichwahrscheinlich in jedem seiner
zuganglichen Mikrozusténde.

Dieses Postulat stellt die Verbindung zwischen den zugénglichen Mikrozustdnden r und ma-
kroskopischen GrofRen des Gleichgewichtszustandes her. Dieses grundlegende Postulat ist ein
Basiselement, auf dem die Statistische Physik aufgebaut ist. Diese Annahme kann nicht direkt
uberpriift werden. Jedoch lassen sich aus dieser Hypothese empirisch nachprifbare Aussagen
ableiten. Eine eigentliche Verifikation des grundlegenden Postulats ist jedoch nicht mdglich.

Als einfaches physikalisches Beispiel betrachten wir die Spineinstellungen von 4 Elektronen im
Magnetfeld. Die Energie E, im Mikrozustand ist

E, = —-2ug Zsz,y . (1.123)

Dabei ist .z das Bohrsche Magneton und B die magnetische Induktion. Im betrachteten Gleich-
gewichtszustand sei £ = —2up . Aufgrund dieser Vorgabe kann das System in einem der vier
Mikrozustande

r=MAND, LD, (LD, (L) (1.124)

sein. Das grundlegende Postulat besagt, daB P, = ; fiir alle angegebenen Mikrozustande r ist.
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1.6 Zustandssumme

Wir wollen nun P, fiir den Gleichgewichtszustand bestimmen und fuhren dabei die Zustands-
summe ein. Das grundlegende Postulat lautet:

(1.125)

p_ const fur alle zugénglichen Zustande
"o fiir alle anderen Zustinde

Der Hamiltonoperator oder auch die Hamiltonfunktion des Systems hangen im allgemeinen von
einer Reihe von &ulleren Parametern ab,

H=H(z)=H (x1,29,...,%n) . (1.126)

Fir ein Gas hangt H vom Volumen V' und der Teilchenzahl N ab, also z = (V, N). Weitere
dulRere Parameter konnen zum Beispiel die elektrische oder magnetische Feldstarke bzw. die
Gravitationswechselwirkung sein. Da wir Gleichgewichtszustande betrachten, beschranken wir
uns auf statische Felder.

Fur abgeschlossene Systeme ist die Energie E eine ErhaltungsgroRe. Somit sind nur Mikro-
zustande r zuganglich, fir die E, mit der erhaltenen Energie E Ubereinstimmt. Aus dem Ha-
miltonoperator oder der Hamiltonfunktion folgen die Energiewerte der Mikrozusténde r

E,=E.(x)=E, (Tp,.--,Tpn) - (1.127)

Im quantenmechanischen Fall sind die Mikrozusténde » = (n,...,ny) die Eigenzusténde des
Hamiltonoperators, H(z) |r) = E,(x)|r). Die E,(x) sind dann die Eigenwerte des Hamil-
tonperators. Nun kann im allgemeinen die Energie £ nur mit einer endlichen Genauigkeit 6
bestimmt werden. Hierbei wird angenommen

SE<E . (1.128)

Wir bezeichnen die Anzahl der Zustande zwischen E — §E und E als mikrokanonische Zu-
standssumme 2 (E, z),

Q(E,z) = 3 1. (1.129)
T
E—-SE<Ez)<E

Die Zustandssumme ist sowohl fiir quantenmechanische wie fiir klassische Mikrozusténde defi-
niert. Im klassischen Fall wird jede Phasenraumzelle als ein Zustand gezahlt. Die Zustandssum-
me €2 ist gleich der Anzahl der zugéanglichen Zusténde des abgeschlossenen Systems. Aufgrund
des grundlegenden Postulats sind alle Q(E, ) Zusténde gleichwahrscheinlich. Damit haben wir

L fir E-6E<E.(2)<FE

P.(E,z) = { O(E,z) (1.130)
0 sonst.
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Aus den P, und somit aus Q(E, z) lassen sich alle moglichen statistischen Mittelwerte berech-
nen. Durch die P, ist das statistische Ensemble definiert. Es besteht aus einer groRen Anzahl
M von Systemen, von denen M, = M P, im Zustand r sind. Das hier betrachtete statistische
Ensemble wird mikrokanonisches Ensemble genannt. Physikalisch ist dieses Ensemble durch
die Bedingung definiert, dal3 das System abgeschlossen ist.

Fur die statistische Behandlung ist die Unterscheidung zwischen Mikro- und Makrozustéanden
von zentraler Bedeutung.

Mikrozustand: 7= {n,...,ns}, == (21,...,2,)
Makrozustand: {P,} = (P, P,...), = (21,...,2,)
(1.131)

Das Gleichgewicht eines abgeschlossenen Systems ist ein spezieller Makrozustand. Der Gleich-
gewichtszustand ist durch die GroRen E und z festgelegt. Alle makroskopischen GroRen, die
im Gleichgewichtszustand festgelegt sind, nennen wir ZustandsgrofRen. Dazu gehoren zunéchst
einmal die GroRen E und z, aber auch alle GroRen, die im Gleichgewichtszustand eine Funktion
dieser GroRen sind, y = y (E, x ). Im Gleichgewichtszustand gibt es n + 1 geeignete Zustands-
groen y = (y1, ..., Yns1 ). SO kann der Zustand eines Gases einmal durch E, V und N, und
zum anderen durch 7', P und Nfestgelegt werden. Die Temperatur 7" und der Druck P werden
noch definiert werden.

Der Ubergang von der mikroskopischen zur makroskopischen Beschreibung impliziert eine dra-
stische Reduktion der Anzahl der betrachteten Variablen. Wéhrend man zur Festlegung des Mi-
krozustandes f Zahlenwerte (z.B. f = 10%*) bendtigt, sind es fir den Gleichgewichtszustand
eines Gases meist nur drei Werte fur £, V und N.

1.7 Zustandssumme des idealen Gases

In diesem Abschnitt werten wir die Zustandssumme €2 eines idealen, einatomigen Gases aus.
Die auBeren Parameter sind dabei das Volumen V' und die Teilchenzahl N. Ausgehend vom
Hamiltonoperator #(x) = H(V, N) laRt sich die statistische Behandlung von Gleichgewichts-
zusténden in folgendem Schema darstellen:

S=S(E,V,N)
H(V,N) = E,(V,N) 25 Q(E,V,N) 25 { E = E(T,V,N) (1.132)
P = P(T,V,N)
Dabei werden wir als Definition die Entropie einfuhren
S=kInQ(F, ) (1.133)
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mit der Boltzmann-Konstante
k=1.38054-10"2JK™' . (1.134)

Hierbei steht J fur Joule und K fiir die Temperatureinheit Kelvin. Die Definition der Temperatur
erfolgt durch

1 0S(F,x)
= 1.1
T(E,x) OF (1135)
Fir z = V erhalten wir den Druck durch
0S(E,V)
P=T— -~ 1.1
oV (1.136)

Die Schritte, die wir durchfiihren, sind also die folgenden:
1. Bestimmung der Eigenwerte E,.(z) aus dem Hamiltonoperator #(z).
2. Berechnung der Zustandssumme Q(E, x) aus den Energieeigenwerten E,.(x).

3. Bestimmung der Entropie S und aller anderen makroskopischen GroRen und Beziehun-
gen. Hierzu gehoren die sogenannte kalorische Zustandsgleichung E = E(T,V, N) und
die thermische Zustandsgleichung P = P(T,V, N).

Wir werden zunéchst das ideale Gas charakterisieren und den Unterschied zu einem realen
Gas herauspraparieren. Im idealen Gas wird die Wechselwirkung der Gasteilchen untereinan-
der nicht berticksichtigt. Die Wechselwirkung in einem realen Gas kann vernachlassigt werden,
wenn die Dichte klein und die Temperatur grof3 ist. Es werden keine Rotationen und Vibratio-
nen der Gasmolekiile berticksichtigt. Die Diskussion beschrankt sich auf einatomige Gase. Es
werden keine inneren Freiheitsgrade der Atome berilicksichtigt. Bei sehr hohen Temperaturen
(etwa 10 000 K) gilt diese Naherung nicht mehr,

Das entsprechende quantenmechanische Problem reduziert sich auf die Diskussion eines Teil-
chens in einem unendlich hohen Potentialtopf. Der Hamiltonoperator ist

H(N,V) = Z—:l (—;—mA,, +U (7, )) = Z_:l hv) . (1.137)

Hierbei ist A, der Laplace-Operator des v-ten Teilchens. Das Potential U (7, ) ist Null im In-
neren des Volumens V' und unendlich sonst. Die Energieeigenwerte lauten

U ID oF Ly line (1.138)
E(V,N)=Y2r =y "2 p2 1.138
=2 —omlI2 "
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Der Potentialtopf sei kubisch mit V' = L3. Wir berechnen zunéchst die Anzahl ®(E) der
Zustande zwischen 0 und F,

®E,V,N)= S 1 . (1.139)

E,(V,N)XE
Die gesuchte Zustandssumme ist dann
Q(E) = ®(E) — ®(E - 6E) . (1.140)

Wir betrachten den quasiklassischen Grenzfall mit n, > 1. In diesem Grenzfall kann man

die Summe in (1.139) durch Integrale ersetzen. Wir ersetzen die Integrationsvariable n, durch

_ ah
Pk = Ty

Die Integrale erstrecken wir von —oo bis +oo anstelle von 0 bis co. Wir korrigieren dies durch
einen Faktor 3.

To- o T

E,<E

Q

1
23—N/dn1"'/dn3N 1 . (1.141)
Randbedingung dabei ist stets E, < E. Ausgedriickt durch den Impuls haben wir
VN
®(E,V,N) = W/dpl"'/dp3N 1 (1.142)

mit 3" p? < 2m E. Ausgenutzt wurde V = L3. Den Faktor V" kann man durch Ortsintegrale
k
Uber den zugéanglichen Raum ausdriicken,

L L
1
@(E,V,N) = W/dpl"'/dpgN/d$1"'/d$3N 1 (1143)
0 0
Phasenraumvolumen
= (2rh)eN . (1.144)

Das Phasenraumvolumen wird in Einheiten der Planck-Konstanten » = 27h gemessen. Die
Impulsraumintegration ergibt das Volumen einer 3 N-dimensionalen Kugel mit dem Radius

R=V2mE (1.145)
Dieses Volumen ist proportional zu R3¥ . Bis auf einen numerischen Vorfaktor ¢ haben wir also
®(E,V,N) =cVNE2N (1.146)
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Dieses Ergebnis gibt bereits die vollstdndige E- und V' -Abhédngigkeit an.
Aus der Definition von €2 und @ folgt
Q(E,V)=®(E,V)—-®(E -6E,V) . (1.147)

Wir wollen uns nun klar machen anhand von simplen numerischen Beispielen, dal} ndherungs-
weise gilt

Q(E,V) ~ ®(E,V) (1.148)

Wir werden sehen, dall ®(E) viel groler als ®(E — JE) ist. Als Zahlenbeispiel setzen wir
3N/2 =10**und 6E/E = 10~°. Damit ist

®(E) = const B = const (E — §E)'*" (E —EéE ’
1 1024
- (1 - 10—5) 2E—0E)
> [exp (107°)]' (8 - o)
= exp (10) ®(E — 6E) > ®(E — 0E) . (1.149)

In diesem Fall betrégt also der relative Fehler der Naherung (1.148) 10~'°. Damit resultiert fir
die Zustandssumme €2 des idealen Gases

N
an(E,V):%lnE-I—Nan—i-lnc . (1.150)

Im Gegensatz zu €2 selbst, hat In 2 eine gemaRigte Abhangigkeit von der Energie £ und vom
Volumen V. Daher sind auch Taylorentwicklungen von In €2 moglich.

Fur das klassische, einatomige ideale Gas haben wir

Q(E, V) =cVVNEIN (1.151)

1.8 1. Hauptsatz

Wir wollen nun die Energie fur den Makrozustand eines Vielteilchensystems studieren. Die
Energiednderung des Systems wird in Wéarme und Arbeit aufgeteilt. Liegen Energien E,.(z)
der Mikrozustande r fest und sind die Wahrscheinlichkeiten P, und die duReren Parameter x
gegeben, so liegt auch der Mittelwert E, der Energie des Makrozustandes fest. Es ist

E, =S B E(z1,...t)) =Y B E(x)=E . (1.152)
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Dieser Ausdruck ist auch giltig fir einen Makrozustand, der ein Nichtgleichgewichtszustand
ist. In der Bezeichnungsweise ersetzen wir E, oftmals schlichtweg durch E.

Wir betrachten nun den Ubergang von einem Makrozustand ¢ zu einem anderen Makrozustand
b. Fiir diesen ProzeR des Ubergangs von einem Anfangs- zu einem Endzustand fiihren wir die
Energiednderung

AE=E, - E, (1.153)

ein. Hierbei missen wir natirlich die Einschrankung des abgeschlossenen Systems aufgeben.
Die E, (x) des Systems bleiben gleich, denn sie sind durch die Eigenwerte des Hamiltonopera-
tors gegeben. Hingegen konnen sich die dulReren Parameter = oder die Besetzungswahrschein-
lichkeiten P, andern.

AFE kann in zwei Beitrage aufgespalten werden. Diese Aufteilung wird durch die experimen-
telle Bedingung definiert:

1. Energielbertrag bei konstanten daufleren Parametern x
2. Anderung der duBeren Parameter bei gleichzeitiger thermischer Isolation des Systems.

Im ersten Fall kann beispielsweise fiir ein Gas das Volumen V" und die Teilchenzahl N konstant
gehalten werden. Die unter diesen Bedingungen Ubertragene Energie A E definieren wir als die
vom System aufgenommene Warmemenge AQ,

AE=AQ . (1.154)

AQ kann dabei positiv oder negativ sein. Die Energieanderung durch Modifikation der duf3eren
Parameter x4, ..., z,, bei gleichzeitiger thermische Isolation, also AQ = 0, definieren wir als
die vom System geleistete Arbeit AW

AE = —AW . (1.155)

Als Beispiel konnen wir die Expansion eines Gases studieren. Die geleistete Arbeit AW > 0
verringert die Energie des Gases. Im allgemeinen wird ein System sowohl Wéarme aufnehmen
oder abgeben wie Arbeit aufnehmen oder leisten kdnnen. Somit gilt

AE = —AW +AQ . (1.156)

Diese Beziehung bezeichnen wir als ersten Hauptsatz. Der 1. Hauptsatz ist der Energiesatz fir
die Makrozustande des betrachteten Systems. Er gilt fir beliebige Makrozustdnde a und b.
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1.9 Exakte und nicht exakte Differentiale

Als mathematischen Einschub betrachten wir nun infinitesimale Groflien ¢ G, die keine exakten
oder vollstandigen Differentiale sind.

Es sei F' eine Funktion von zwei unabhéngigen Verénderlichen F' = F(z,y). Somit sind die
Werte von F' durch x und y bestimmt. Geht man von (z, y) zu einem Nachbarpunkt (z+ dz, y +
dy) Uber, so &ndert sich der Wert von F' um den Betrag

dF = F(z + dz,y + dy) — F(z,y) . (1.157)
Dies kann in der Form
dF = A(z,y) dz + B(z,y) dy (1.158)
mit
oF oF
A= — B=— 1.159

geschrieben werden. Hier ist dF einfach die infinitesimale Differenz zwischen zwei benachbar-
ten Werten der Funktion F'. Die Grolle dF ist also ein tbliches Differential, das exaktes oder
vollstandiges Differential genannt wird. Das Linienintegral 1angs eines Weges in der zy-Ebene
von (z;,y;) nach (zy,yy) ergibt fir die Anderung von F

f f
AF:Ff—Fi:/dF:/(Adx-i-de) . (1.160)

7

Das Integral hangt nur vom Anfangs- und Endpunkt der Integration und nicht vom Weg ab,
auf dem man zur Auswertung vom Anfangs- zum Endpunkt tibergeht. Nicht jede infinitesimale
GroRe ist ein exaktes Differential. Wir betrachten beispielsweise die GroRe

dG = A(x,y)dz + B'(z,y)dy (1.161)

wobei A’ und B’ Funktionen von x und y sind. Obgleich ¢ G eine infinitesimale GroRe ist, folgt
daraus nicht notwendig, daB sie ein vollstandiges Differential ist. So muf3 es z.B. keine Funktion
G = G(z,y) geben, deren Differential

dG = G(z +dz,y + dy) — G(z,y) (1.162)
mit (1.161) Ubereinstimmt. Gleichermal3en ist es im allgemeinen nicht so, dal’ das Linieninte-

gral von @& G, das von einem Anfangspunkt 7 zu einem Endpunkt f fuhrt,

! f
/ dG = / (A" dz + B' dy) (1.163)

i
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unabhéngig vom speziell gewdhlten Weg ist. Eine infinitesimale GroRe, die kein exaktes oder
vollstéandiges Differential ist, wird als nichtexaktes Differential bezeichnet. Wir bezeichnen die
GroRe durch einen Querstrich: d .

Wir wollen dies anhand eines konkreten Beispiels illustrieren. Es wird die infinitesimale GroRRe

dG =ads+ B2 dy = ads + Brd(Iny) (1.164)
y

betrachtet. « und g seien Konstanten. Der Anfangspunkt 7 sei (1,1) und der Endpunkt eines
Weges in der x, y-Ebene sei (2, 2)

y
A
3+
b f
2 -+ >
A A
1T >
I a
t t } » X
1 2 3

Es werden nun zwei Wege gewdhlt: ¢ — a — fund: — b — f. Hierbei ista = (2,1) und
b = (1,2). Damit folgt

/ IG = a+28l2 (1.165)
iaf

G = pm2+a (1.166)
ib

Da sich die Ergebnisse unterscheiden, ist die Grolie d G kein exaktes Differential. Hingegen ist
die infinitesimale GroRe

ir=%C% %04+ P4y (1.167)
Y

T T
ein exaktes Differential der wohldefinierten Funktion
F=alnz+pfIny . (1.168)

Das Linienintegral Gber dF' zwischen ¢ und f ist daher unabhdngig vom Weg und hat den Wert

I !
/dF:/E:(oH—ﬁ)an . (1.169)

X
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1.10 Quasistatische Prozesse

Nach diesem mathematischen Einschub wollen wir entsprechende physikalische Implikationen
behandeln. Dazu betrachten wir zunéchst quasistatische Prozesse. Ein besonderer Spezialfall
wechselwirkender Systeme ist der, bei dem der Wechsel eines Systems A unter Arbeitsleistung
oder Warmeaustausch so langsam gefiihrt wird, da A dem Gleichgewicht wahrend des ganzen
Prozesses beliebig nahe bleibt. Wie langsam ein solcher ProzeR zu fiihren ist, um quasistatisch
zu sein, hangt von der Relaxationszeit 7 des Systems ab, die das System ben6tigt, um nach
einer plotzlichen Storung das Gleichgewicht zu erreichen. Haben die duReren Parameter eines
Systems die Werte x4, ..., x,,, dann ist die Energie des Systems in einem bestimmten Quanten-
zustand

E, =E. (x1,...,z,) . (1.170)

Wenn sich die x; &ndern, so gilt dies auch fur E, (z;). Bei der Anderung um einen infinitesimalen
Betrag folgt flir die Energieanderung

" OF.

dE, = r

Z 0z,

a=1

dz, . (1.171)

Die Arbeit @ W, die das System leistet, ist, wenn es im Quantenzustand r verbleibt, gegeben
durch

dW, = —dE, = Z KXoy dzq (1.172)
mit
X,, = —aE’" (1.173)
’ 0T,

Dieser Ausdruck wird generalisierte Kraft im Zustand r genannt. Wenn z,, einen Abstand be-
zeichnet, dann ist X, einfach eine gewohnliche Kraft. Es wird nun die statistische Beschreibung
eines Ensembles aus dhnlichen Systemen betrachtet. Wenn die duReren Parameter des Systems
sich quasistatisch verandern, dann haben die generalisierten Krafte zu jeder Zeit wohldefinier-
te Mittelwerte. Die makroskopische Arbeit ¢ W, die von einer infinitesimalen quasistatischen
Anderung der duReren Parameter herriihrt, ist durch die Abnahme der mittleren Energie tiber die
Anderungen der Parameter berechenbar. Aus dem Mittelwert iiber alle zugénglichen Zustinde
r ergibt sich

dWwW = Z ?ad:va (1.174)
a=2
mit
Ta = —aET . (1.175)
0%,
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Dies ist die mittlere generalisierte Kraft. Die makroskopische Arbeit W bei einer endlichen
quasistatischen Anderung der duBeren Parameter kann durch Integration ermittelt werden. Als
einzigen &ulReren Parameter wollen wir zunéchst das Volumen V' des Systems betrachten. Die
geleistete Arbeit bei der Volumendnderung von V' nach V' + dV kann aus der elementaren
Mechanik als das Produkt aus einer Kraft und einer Verschiebung berechnet werden. Als simple
Annahme sei das System in einem Zylinder eingeschlossen. Wenn das System im Zustand r ist,
wird der Druck auf den Stempel mit der Flache A mit p, bezeichnet. Dann ist p, - A die Kraft.
Der Abstand des Stempels vom Boden des Zylinders ist s, das zugehorige Volumen ist V' = As.
Wir verdndern s sehr langsam um ds. Das System verbleibt dabei im Zustand r und leistet die
Arbeit

dW, = (p,A)ds =p.(Ads) =p,dV . (1.176)

Da auch gilt d W, = —dF,., folgt daraus

)
Pr=""5y

(1.177)

Dies ergibt sich, da auch gilt

OFE,
oV
Somit ist p, die zum Volumen V' konjugierte Kraft. Falls das Volumen quasistatisch gedndert
wird, verbleibt das System stets im inneren Gleichgewicht, so daR sein Druck einen wohldefi-
nierten Mittelwert 7 besitzt. Die vom System geleistete makroskopische Arbeit bei quasistati-
schen Verdnderungen des Volumens ist dann durch den mittleren Druck bestimmt

dW = —dE, =

av . (1.178)

aw =pdvV . (1.179)

Im Systemzustand r hangt im allgemeinen die Arbeit ¢ W, und der zugehdrige Druck p davon
ab, wie das Volumen verandert wird. Ist z.B. das System in einem Quader eingeschlossen, so
kann die Arbeit ¢ W, davon abhdngen, welche der Wande bewegt wird, weil der Druck auf
die verschiedenen Wande nicht gleich sein muf3. Betrachtet man die infinitesimale vom System
beim Ubergang von i nach f geleistete Arbeit ¢ ¥, so ist im allgemeinen d W = 3. X, dz,
keine Differenz zwischen zwei GroRen, die sich auf benachbarte Makrozustande beziehen. An-
ders als die Energie ist die geleistete Arbeit keine Zustandsgrofe des Systems. Vielmehr ist & W
typischerweise davon abhdngig, welcher Prozel3 7 und f verbindet. Die Arbeit d W ist somitim
allgemeinen ein nichtexaktes Differential. Die gesamte Arbeit, die vom System beim Ubergang
aus irgendeinem Makrozustand 7 in irgendeinen Makrozustand f geleistet wird, ist

!
Wi = /dW . (1.180)
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Der Wert dieses Integrals héngt im allgemeinen vom speziellen ProzeR ab, den das System
zwischen irgendeinem Makrozustand 7 und einem anderen Zustand f durchlduft.

In infinitesimaler Form schreibt man den 1. Hauptsatz oft als
dE = —-dW +dQ . (1.181)

Jetzt betrachten wir besonders einen Kreisprozef3. Ein solcher Prozel fiihrt von einem Gleichge-
wichtszustand a tiber andere Zustéande wieder zuriick zu a. Jede ZustandsgroRe hat im Zustand
a einen eindeutigen Wert. Ihre Gesamtéanderung bei einem Kreisprozef3 ist daher null. So gilt
fur die Energie bei einem Kreisprozel}

fﬂE:o . (1.182)

Dagegen gilt fur die aufgenommene Warme und fur die geleistete Arbeit im allgemeinen bei
einem Kreisprozel

f@@%o, (1.183)
fdw¢o. (1.184)

W und @ sind keine Zustandsgrofien.
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2 ldeales Gas und Entropie

2.1 Thermische Wechselwirkung zwischen makroskopischen Systemen

Wir betrachen zwei makroskopische Systeme A und A" und deren thermische Wechselwirkung.
Die Energien dieser Systeme seien E und E’. Die Anzahl der Zusténde zwischen E und E+0E
sei Q(FE); gleiches gilt fur das System A’.

Die Annahme der thermischen Isolation beider Systeme mul aufgegeben werden, da sonst kein
Energieaustausch stattfindet. Das zusammengesetzte System bezeichnen wir mit

A =444 . (2.1)

FUr das zusammengesetzte System gelte der Energieerhaltungssatz, und wir nehmen ein addi-
tatives Verhalten der Energien an

E® = E+ E' = const. (2.2)

So kann beispielsweise stets der Hamilton-Operator des zusammengesetzten Systems geschrie-
ben werden als

HO =g+ g +HN 2.3)

Dabei hdngt H nur von den Variablen, die A beschreiben, ab; H' nur von denen, die A’ be-
schreiben. Der Wechselwirkungsteil H int héngt von den Variablen beider Systeme ab. Es wird
angenommen, dal aufgrund dieser schwachen Wechselwirkung H int vernachldssigbar klein ist
gegenuber H und H'. Ferner wird angenommen, daf} die Systeme A und A’ im Gleichgewicht
miteinander sind. Aufgrund der Verkniipfung der Energien E' und E' durch

F'=FE% _F (2.4)

ist die Anzahl der dem Gesamtsystem A zuganglichen Zustande Q(¥)(E) eine Funktion ei-
nes einzigen Parameters E. Das grundlegende Postulat fordert, daB ein System im Gleichge-
wicht gleichwahrscheinlich in seinen zugénglichen Zusténden angetroffen wird. Es sei P(E)
die Wahrscheinlichkeit dafiir, da das System so vorgefunden wird, dall A eine Energie zwi-
schen E und E + § E besitzt. Dann muf3 aufgrund des grundlegenden Postulates gelten

P(E)=CQYE) (2.5)

wobei C' eine Proportionalitdtskonstante ist. Genauer kann P(E) geschrieben werden als

(2.6)



mit
Ok = ; QO (E) (2.7)
und daher
cl=0p . (2.8)
Ferner ist offensichtlich beziiglich des Systems A’
YE)=QEY-F) . (2.9)

Jeder mogliche Zustand von A kann mit jedem moglichen Zustand von A’ zu verschiedenen
Zustanden von A kombiniert werden. Die Zahl der Zusténde des Gesamtsystems ist multipli-
kativ aus denen von A und A’ zu ermitteln,

QOE)=QE)YEY -E) . (2.10)
Damit ergibt sich weiter
P(E)=CQE) Y(E®Y -E) . (2.11)

Nun soll die Abhédngigkeit von P(E) von der Energie E untersucht werden. Da A und A’
Systeme mit sehr vielen Freiheitsgraden sind, wissen wir, daR Q(E) und Q'(E") extrem rasch
wachsende Funktionen ihrer Argumente sind. Mit zunehmender Energie E nimmt Q(E) extrem
schnell zu, gleichermaBen nimmt Q' (E©) — E) extrem schnell ab. Das Produkt beider Funk-
tionen zeigt ein sehr scharf ausgeprégtes Maximum. Um die Lage des Maximums von P(FE)
zu bestimmen, oder — was gleichwertig ist — die von In(P(E), muR der Wert E = E bestimmt
werden, fir den gilt

Oln P 1 oP
0F  POE (212
Nun gilt
InP(E)=InC+InQ(E)+1InQ'(E") (2.13)
mit E' = E© — E. Die Maximumsbedingung lautet dann
OmQ(E) OmQ(E),
5t ap (1) =0 (2.14)
oder
B(E)=B'(E") . (2.15)



Hierbei haben wir die Abkiirzung

0In (2
B(E) = 5

eingefiihrt. 8 hat die Dimension einer reziproken Energie. Wir fiihren einen dimensionslosen
Parameter 7" durch die Definition

(2.16)

kT

=

(2.17)

ein. Dabei ist k£ die bereits erwdhnte Boltzmann-Konstante mit der Dimension einer Energie.
Wir kdnnen dann auch schreiben

1 oS

T= 35 ° (2.18)
wobei die Abkirzung

S=kInQ (2.19)

eingefuhrt wurde. Die GroRe S ist die Entropie. Die Bedingung fiir das Maximum der Wahr-
scheinlichkeit P(F) ist durch die Bedingung

S + S' = maximum (2.20)
ersetzbar. Die Gesamtentropie wird maximal. Nach (2.15) impliziert dies die Bedingung

T=T . (2.21)

2.2 Druck

Bevor wir uns weiter ausfuhrlich mit den Eigenschaften der Entropie beschaftigen, fihren wir
zundchst als weitere makroskopische GroRe den Druck ein. Als Beispiel betrachten wir ein
Gas in einem zylindrischen Geféall mit einem beweglichen Kolben. Der veranderliche dufRere
Parameter ist die Position z; = L des Kolbens. Das Gas ubt eine Kraft K auf den Kolben aus.
Dies ist eine gewohnliche mechanische Kraft. Bei einer Verschiebung des Kolbens um dzx leistet
das Gas die Arbeit

d“Wdexz%dV:pdx ) (2.22)

Dabei ist F' die Flache des Kolbens, und es ist dV = F dz. Das Verhdltnis K /F wird in der
Mechanik als Druck definiert. Auch das Volumen V' kann an Stelle von z als auRerer Parameter
betrachtet werden. Der Vergleich mit

=1
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mit

X, = _3Er(x1,...,xn) (2.24)
6$i
zeigt, dal® wir den Druck ausdriicken kdnnen durch
OE, (V)
pP=_ 2.2
ov (2.25)

Dies entspricht der mikroskopischen Definition des Druckes. Die Beziehung ¢ W = P dV gilt
fur beliebige Volumenanderungen. Wir wollen jetzt einen einfachen Ausdruck fiir den Druck
eines idealen Gases ableiten. Dabei gehen wir aus von einer quantenmechanischen Behandlung.
Der verénderliche dulRere Parameter sei wieder z; = L. Der mikroskopische Zustand r fir N
Gasteilchen ist durch

r = (nl,...,ngN) (226)

definiert. Wir fiihren den Zéhlerindex v = 1, ..., N fir die Teilchenzahl und j = 1, 2, 3 fur die
kartesischen Komponenten ein. Der Impuls

ﬁl/ = (p31/—2;p31/—1ap3u) (227)

des v-ten Teilchens hat die kartesischen Komponenten

mh
P3vtj-3 = 7 Mavtj-3 - (2.28)
J

Hierbei gehen wir von einem quaderférmigen Volumen aus mit V' = L, Ly L3. Der Energieei-
genwert des Zustandes ist

N ﬁ 2 N 3 h2ﬂ_2 )
B=SPC o L 2.29

Es wird angenommen, daR die Volumenanderung quasistatisch erfolgt. Daher sind Anderungen
in den Quantenzahlen » — 7' zu vernachlassigen. Jedoch wéchst der Impuls mit abnehmenden
L. Bei einer quasistatischen Anderung von x; = Ly gilt

OF, 2 N K2p2

dW =
W 0L, L1 12m L2

n2 _,dL; . (2.30)

Im Gleichgewicht sind alle mdglichen Zustande gleichwahrscheinlich. Dies gilt auch fur alle
Impulsrichtungen. Daraus folgt, dal3 die mittlere kinetische Energie der Bewegung fiir alle drei
Raumrichtungen gleich ist, also

N 2 N 2
hm Rm 1~ E
=_E =7 2.31
Z2 " le,jz_jsz? T 3T Ty (23D
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Diese Mittelung impliziert, dal3 sich nach jeder Verschiebung des Kolbens wieder ein neuer
Gleichgewichtszustand einstellt. Schliel3lich erhalten wir

2 B 2F
=— —dLi=-— . 2.32
daw 73 dl, 3vdV (2.32)
Vergleichen wir dies mit @ W = P dV/, so resultiert
2 FE
=-—= 2.33
3V (233)

fur das ideale Gas. Bei einer Betrachtungsweise im Rahmen der klassischen Mechanik kénnen
wir die gleiche Gesetzmaligkeit deduzieren.

2.3 Reversible Prozesse
Bei der Diskussion des idealen Gases hatten wir gefunden, daf? gilt
Q(E) ~ BTV (2.34)
Mit der Zahl der Freiheitsgrade f = 3N lautet dies
Q(E) ~ E (2.35)
Allgemeiner gilt
QE) ~ EY | (2.36)
wobei v eine Zahl der GroRenordnung 1 ist. Wir untersuchen die adiabatische, quasistatische
Expansion eines Gases, also einen Prozell mit
a@ = 0 (2.37)
aw = pdV . (2.38)
Die erste Bedingung bedeutet adiabatisch, die zweite quasistatisch. Als physikalisch reversiblen

Prozel} betrachten wir ein Gas in einem Kolben, wobei die bei der Expansion geleistete Arbeit
an der Kolbenwand in einer Feder gespeichert wird.

EEEEE T

>
reversibel

Zum abgeschlossenen System gehore eine Feder, die die bei der Expansion geleistete Arbeit
speichert. Diese gespeicherte Arbeit kann spater dazu verwendet werden, das Gas wieder zu
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komprimieren, also den Proze umzukehren. Wir betrachten eine Expansion vom Anfangszu-
stand a zum Endzustand 5. Dabei sind die Gleichgewichtszustande « und b durch

Ea: Vaa N — Eb7 ‘/;)7 N (239)

festgelegt. Auch alle Zwischenzustande seien Gleichgewichtszustéande. Fir ein ideales Gas be-
rechnen wir die Anzahl der zugdnglichen Zustédnde im Anfangs- und Endzustand, also €2, und
Q. Wir gehen aus von

an(E,V):%InE+N1nV+Inc . (2.40)

Zum abgeschlossenen System gehort auch noch die Feder. Eine eindimensionale Feder hat je-
doch nur einen Freiheitsgrad, der bei der Berechnung von 2 gegeniiber f = 3N Freiheitsgraden
der NV Atome zu vernachlassigen ist. Aufgrund des 1. Hauptsatzes ist die Energiedanderung

dE=dQ —dW = —dW = —pdV = —ggdv . (2.41)

Daraus resultiert fiir die Anderung von In

mQ(E +dB,V +dV) = %1n(E+dE)+N1n(v+dV)+1nc

3N 2dV

= e (i-222
> [E(1-57)
+Nln[V(1+d7V>]+lnc
3N 3N 2dV
+NIn(1+dV)+Inc

3N 2dV

_ 1nQ(E,V)+71n(1—§7)

+N1n (1+d7V) . (2.42)

Bei der Entwicklung nach Potenzen von dv" heben sich die linearen Terme auf
dv?
ImQE+dE,V+dV)=InQ(E,V)+ O vz : (2.43)
Daraus resultiert
dinQ . ImQE+dE)V +dV) —InQ(E, V)
dv - dvso dv

Dies bedeutet, daB 2 bei der quasistatischen und adiabatischen Volumenanderung um dV" kon-
stant ist. Dies gilt fiir jeden beliebigen Teilabschnitt dV' eines Prozesses a — b, so dal gilt

=0 . (2.44)

Q= Q, (2.45)

41



Die quasistatische und adiabatische Kompression und Expansion sind also reversibel.

Wir betrachten generell einen ProzeR, der von einem Gleichgewichtszustand a zu einem anderen
Gleichgewichtszustand b fuhrt. Anfangs- und Endzustand werden dann durch ein Ensemble
mit Q, und €2, gleichwahrscheinlichen Mikrozustdnden beschrieben. Wir nennen den ProzeR
reversibel falls gilt

Qp = Q4 (2.46)
und irreversibel falls gilt
Qy>Q, . (2.47)

Ein reversibler Prozel kann im abgeschlossenen System auch in umgekehrter Richtung ablau-
fen.

2.4 Weitere Betrachtungen zur Entropie

Bei der Ableitung der Entropie hatten wir uns mit wechselwirkenden Systemen befaf3t. Wir
betrachten erneut den Ausdruck

Q(E)Q (E© - E)

P(E) = 2.48
Bezuglich der Zustandssumme gehen wir jetzt aus von der Relation
Q(E) =cE" | (2.49)
Somit erhalten wir
InP(E) =vfInE +7f'In (E® — E) + const . (2.50)
Fur das Maximum dieser Verteilung gilt
din P(E) _ 7f v
i F Fo_p Y- (231)
Fiir die Stelle E = E des Maximums haben wir
E EO_F FE
r_rrmr_ B (2.52)
f I! f!
Wir entwickeln In P(E) in einer Taylorreihe
. (B-E)
lnP(E):lnP(E) — kg £ (2.53)
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Die GroRe AFE ist durch die zweite Ableitung von In P(E) bestimmt

1 ?mmQ ?lnQY
N _< o5 " oE" )E_E (2:54)
= ;—€+2—’; : (2.55)
Aus (2.53) erhalten wir
~\ 2
P(E) = P(E) exp{(E_E)} . (2.56)
2 AE?

Hieraus erkennt man, daB die Stelle des Maximums E zugleich der Mittelwert ist. Mit der
Abschétzung

AE = (T—f + Lf’) <z (2.57)

ersehen wir, dal3 fur ein Vielteilchensystem die relative Breite aulRerordentlich scharf ist. Mit
f ~ 10?* haben wir

AE 1

=< ——=~ 1077 2.58
7 7 (2.58)

Dies impliziert, dal fast alle der
QQ' =00 P(E) (2.59)

Mikrozustande bei E = F liegen. Daher ist im Gleichgewicht E = E und ferner
Q) = Q(E) + nQ (E© - E) = maximal . (2.60)

Mit (2.49) folgt hieraus

E F

—=— . 2.61

P (2.61)
Dies ist die Gleichgewichtsbedingung bei Warmeaustausch. Die Energie teilt sich durch den
Warmeaustausch so auf, dal3 die Anzahl der moglichen Zustdnde maximal ist. Bei dieser Auf-
teilung ist die Energie pro Freiheitsgrad in beiden Teilsystemen gleich. Es galt S = £1In Q und

1 _ 88 ; ini
7 = 5 Wir haben ferner definiert

1
B = T (2.62)
Somit haben wir
1 0In )
KT~ OF (2.63)



Dies fihrt auf

I OlncEYf . Olnc

1 OlnE ~f
kKT OF oFE N

Damit resultiert schlieRlich

_£
qf

Bis auf die Boltzmann-Konstante £ und den numerischen Faktor - ist die Temperatur gleich
der Energie pro Freiheitsgrad. Es wére durchaus auch naheliegend £ = 1 zu setzen und daher
die Temperatur in Joule zu messen. Dieses Verfahren wird insbesondere in der Kernphysik
angewandt.

kT (2.65)

Die Entropie fur zwei Teilsysteme ist eine additive GroRe. Mit
Q0 = (2.66)
folgt
SO =kmmQO® =kIn(QQ) =k(InQ+InQ)=S+5" . (2.67)

Die Entropie ist ein Mal fiir die Unordnung des Systems. Vollkommene Ordnung besteht darin,
dal? es einen moglichen Mikrozustand des Systems gibt mit Q@ = 1. Dies bedeutet S = 0.
Je mehr Mikrozusténde €2 zugénglich sind, umso ungeordneter ist der Gleichgewichtszustand,
denn im Gleichgewichtszustand sind alle ©2 Zusténde gleichberechtigt vertreten.

Die Definitionen von Entropie S und Temperatur 7" setzen ein Vielteilchensystem im Gleichge-
wicht voraus.

2.5 Die Abhangigkeit der Zustandsdichte von aul3eren Parametern

Wir wollen nun zeigen, daB gilt

oG _ % (2.68)
ox

wobei X der Mittelwert der zu dem duReren Parameter x konjugierten Kraft ist. Hierbei ist

— OF,
X =—
o0x

Die Kennzeichnung als Mittelwert bei den generalisierten Kraften wird oft weggelassen, d.h.

(2.69)

X=X . (2.70)

44



Mit der Zustandssumme

QE,z) =QE,z1,29, +,Tp) = > 1 (2.71)

rE—dE<E.(z)<E
folgt fiir die partielle Ableitung nach z
OlnQ(E,z) InQE,r; +dw, 20, -+, 2,) —InQE, 21,29, -+, Tp)

2.72
8.1'1 diCl ( )
Zur Auswertung bendtigen wir
QE,z, +dzy, -, 1) = > 1= > 1 . (273
riE—dE<E;(r1+dz1,z2,2n)<E rE—dE<E;(x)+dE,
dE, gibt dabei an, wie sich die Energie E, beim Ubergang von z; nach z; + dz; dndert,
E,
ag, = 25@) . (2.74)
8:61

dE, kann positiv oder negativ sein. Werden in das Intervall § E gleich viele Zustdnde r hin-
eingeschoben wie hinausgeschoben, dann andert sich €2 nicht. Es kommt nur auf die mittlere
Verschiebung an. Wir ersetzen daher dE, durch dE,. Wir haben somit

> 1= > 1

Q(Eaxl +dl’1,"‘,$n)

rE—SE<E,(z)+dE,<E r:E—dE,<E,(z)<E—dE,
= QE —dE,,x1, - -,T,) . (2.75)
Jetzt gilt der Zusammenhang
dE,
ag = B @) X e (2.76)
6331
Somit haben wir
dE,
=7 2.77
dxy X, ( )
Dies setzen wir in (2.75) und (2.72) ein. Es resultiert
OmQ(E,z) = IQE—dE,,z)—InQ(F,z)
8331 N d—E/Xl
0lnQ(E,x
_ aEE—) X, = BX, . (2.78)
Somit konnen wir die verallgemeinerten Krafte auch schreiben als
InQ(FE
X, = 2mUE,2) (2.79)

821?1'
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2.6  Wechselwirkende Systeme im Gleichgewicht

Wir betrachten einen quasistatischen ProzeR, in dem ein System A durch Wechselwirkung
mit dem System A’ von einem Gleichgewichtszustand (E, Z, ..., Z,) in einen infinitesimal
benachbarten Gleichgewichtszustand (E + dE,z, + dzy,...,Z, + dz,) gebracht wird. Wir
untersuchen, wie sich die Zahl der dem System A zuganglichen Zustdnde andert. Mit Q =
QE, z1,...,x,) folgt

0lnQ)  _ " 0In{)
InQ) = E T . .
dln g E + Y 7, (2.80)
Mit 631%1-9 = Bz, wird daraus
dinQ =3 <dE + Z)_(ada‘:a> : (2.81)

Der letzte Term ist gerade die makroskopische Arbeit ¢ . Somit haben wir
dinQ = B(dE+dW) = pdQ . (2.82)

Diese grundlegende Beziehung gilt fur jeden infinitesimalen quasistatischen ProzeR. Mit kT =
% und S = & 1n Q) folgt daraus

dQ =7TdS =dE+dW (2.83)
oder
aQ
ds = - - (2.84)

Im speziellen Fall des thermisch isolierten Systems, d.h. wenn der Prozel} adiabatisch ist, ist die
aufgenommene Warmemenge d Q = 0. Dies bedingt dS = 0. Falls sich die duBeren Parameter
in einem thermisch isolierten System quasistatisch verandern, so gilt stets AS = 0.

In (2.84) ist d @ kein vollstandiges Differential. Hingegen ist dS ein vollstdndiges Differential.
Die Entropie ist fir jeden Makrozustand eine charakteristische Funktion, und dsS ist die Dif-
ferenz zweier Werte der Entropie fur benachbarte Makrozusténde. Falls die Multiplikation mit
einem Faktor aus einem nichtexaktem Differential ein vollstandiges macht, heif3t dieser Faktor
ein integrierender Faktor fiir das nichtexakte Differential. 7! ist also ein integrierender Faktor
furd Q.

Wir betrachten nun Gleichgewichtsbedingungen. Es wird das Gleichgewicht zwischen zwei
Systemen A und A’ betrachtet. Die duBeren Parameter seien die Volumina V' und V. Es ist

E+E = EO =const |, (2.85)
V+V' = VO =const . (2.86)
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Die Anzahl der dem zusammengesetzten System A(©) zuganglichen Zustinde ist gegeben durch
QOEO® VO = Q(E, V)Y (E, V') . (2.87)
Fur den Logarithmus folgt
QO =InQ+InQ (2.88)
oder
SO =545 . (2.89)
Das Maximum von Q) oder S ist durch die Bedingung
dinQ® =d(InQ+1InQ) =0 (2.90)

bestimmt. Fir beliebige dE und dV gilt

dln 2 dln
dlnQ = o5 dE + 57 dv

= BdE+BpdV . (2.91)

Hierbei haben wir benutzt 222 = X mit X = p und z = V. Analog folgt fiir 4’
dinQ = B/ dE' + B dV' = —B'dE — g'p'dV | (2.92)
da giltdE' = —dE und dV' = —dV. Damit wird aus (2.90)
(B—B)E+ (Bp—Bp)dV =0 . (2.93)

Dies muf3 fir beliebige Werte von dE und dV erfiillt sein. Durch Koeffizientenvergleich resul-
tiert

B—B =0 , (2.94)
Bp—pp = 0 . (2.95)
oder
g =6, (2.96)
p = p . (2.97)

Die Temperaturen der Systeme sind im thermischen Gleichgewicht. Die mittleren Driicke sind
im mechanischen Gleichgewicht.
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2.7 Hauptsatze

Wir wenden uns nun dem 2. Hauptsatz der statistischen Physik zu. Der 2. Hauptsatz besteht
aus zwei Teilen, wobei wir den 2. Teil bereits behandelt haben. Dieser 2. Teil lautet: Jedem
Makrozustand eines Gleichgewichtssystems kann eine GroRe S, die Entropie, zugeordnet wer-
den. Wenn das System nicht abgeschlossen ist und einen quasistatischen infinitesimalen Prozel3
durchlduft und dabei die Warmemenge d @ aufnimmt, so gilt

_d@
ds === . (2.98)

Die absolute Temperatur 7 ist eine charakteristische GroRe fir den Makrozustand eines Gleich-
gewichtssystems.

Wir betrachten nun die Anndherung an das thermische Gleichgewicht von zwei Systemen. Wir
hatten schon betont, da das Maximum von P(E) an der Stelle E = E extrem scharf ist. Daher
ist die Wahrscheinlichkeit dafir, dall im Gleichgewicht bei thermischem Kontakt der Systeme
A und A’ die Energie E von A ganz in der Nahe von E und die von A’ ganz in der Nihe von
E' = E© — E ist, auBerordentlich groB. Die zugehdrigen mittleren Energien der Systeme im
thermischen Kontakt entsprechen diesen Energien

FE = E | (2.99)
E' = E . (2.100)

Jetzt seien A und A’ anfanglich getrennt im Gleichgewicht und voneinander isoliert. Ihre Ener-
gien sind E; und E’;. Der Kontakt werde so hergestellt, dal’ die Energie ausgetauscht werden
kann. Die Zusténde beider Systeme werden sich so andern bis schlieBlich die mittleren Energi-
en E; und E'; angenommen werden. Die folgt der Forderung, daR die Wahrscheinlichkeit P (E)
maximal wird, und es ist

E; = E; (2.101)
E, = E} . (2.102)
Das Maximum von P(E) bedingt
Br="8 . (2.103)
Es war
InP(E) =Inc+InQ(E) +InQ(E') . (2.104)

Bei Gleichverteilung ist die Wahrscheinlichkeit des Endzustandes maximal und dadurch, daR
sich die Zahl der Zustédnde erhoht, niemals kleiner als die Ausgangswahrscheinlichkeit. Mit
(2.104) und S = k1n 2 kdnnen wir dies schreiben als

S(B)+8 (B)) > 8(E)+5(E) (2.105)
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Wiéhrend des Energieaustausches zwischen A und A’ bleibt die Gesamtenergie stets erhalten.
Somit gilt

Ej+E,=E +E . (2.106)

Die Entropiednderungen der Systeme sind

AS = S(B;)-5S(E) , (2.107)
AS'" = S'(E}) -9 (E) . (2.108)

Aus (2.105) wird damit
AS+AS >0 . (2.109)

Zusammenfassend erhalten wir damit den ersten Teil des zweiten Hauptsatzes: In jedem Pro-
zel3, der in einem thermisch isolierten System ablduft und von einem makroskopischen Gleich-
gewichtszustand ausgehend in einem solchen endet, kann die Entropiedifferenz nicht negativ
sein.

AS >0 . (2.110)
AS = 0 gilt fur reversible Prozesse.

Wir wenden uns jetzt dem 3. Hauptsatz zu. Quantenmechanische Systeme haben blicherwei-
se genau einen Zustand mit der niedrigst moglichen Energie. Dies ist der Grundzustand des
Systems. Dieser Zustand ist vom ersten angeregten Zustand durch eine endliche Energieliicke
E:, — E, getrennt. Fir geeignete Werte von E und § E gilt dann

QE) =1 (2.111)
far
E-SE<E,<E<BE, . (2.112)
Somit folgt
S(E) = kInQ(E) =50 . (2.113)

Im Gegensatz hierzu hatten wir bisher immer Systeme und Energien betrachtet, fir die sehr
viele Zustande im § E-Intervall liegen. Bei diesen niedrigen Energien gilt

Q(E) ~ (E — E))" . (2.114)
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Daraus resultiert

1 aan ’yf E—Ey
L -~ I B . 211
T "% “E_E i (2.115)

Q(E) = 1fur E — E,. Also folgt % — oo fir E — E,. Fir T — 0 geht auch die Entropie
S — 0.

S0 . (2.116)
Dies wird das Nernstsche Theorem genannt.

Experimentell 188t sich 7" = 0 nicht exakt erreichen. Der derzeitige Weltrekord liegt bei einigen
Nanokelvin. In vielen makroskopischen praktischen Anwendungen wird man etwa 7' ~ 103
K als gleichwertig zu T' — 0 behandeln. Bei solchen Temperaturen befinden sich in der Regel
Festkorper im Grundzustand. Dies gilt beispielsweise aber nicht unbedingt fiir die Ausrichtung
von Spins in Atomkernen. Fir diese Kernspins kann eine Temperatur von 10~3 K noch eine sehr
hohe Temperatur sein, bei der alle moglichen Spinzustdnde zuganglich sind. Fir N Kerne mit
Spin % bedeutet dies, daB alle €, = 2V Spineinstellungen gleichwahrscheinlich sind. In diesem
Fall geht die Entropie fir kleine Temperaturen gegen den Wert

So=klnQy = Nkln2 . (2.117)

Der Wert S, héngt nur von der Art der Atomkerne, nicht aber von den anderen Parametern wie
zum Beispiel dem Volumen des Systems ab. Damit erhalten wir den dritten Hauptsatz:

Die Entropie eines Gleichgewichtssystems hat die Grenzeigenschaft
s7% s, . (2.118)
Dabei ist Sy eine von allen Parametern des betrachteten Systems unabhédngige Konstante.

SchlieBlich wenden wir uns noch dem nullten Hauptsatz zu, der zuweilen in den Lehrbiichern
aufgefihrt wird. Wir betrachten nun drei Systeme A, B und C' im Gleichgewicht. Wenn man
weil, dal A und C nach thermischem Kontakt im Gleichgewicht bleiben, so gilt 34 = S¢.
Gleiches soll fir B und C gelten: 8z = . Dann aber kann man schlieRen, dalk 54 = 55 gilt,
so dal die Systeme A und B ebenfalls im Gleichgewicht bleiben, nachdem sie in thermischen
Kontakt gebracht worden sind. Damit lautet der nullte Hauptsatz der Thermodynamik:

Sind zwei Gleichgewichtssysteme mit einem dritten im thermischen Gleichgewicht, so sind sie
auch untereinander im thermischen Gleichgewicht.
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2.8 Statistische Berechnung thermodynamischer Grolien

Aus der Kenntnis der Anzahl der Zustédnde Q2 = Q(F, x4, - . ., x,,) eines Systems konnen zahl-
reiche makroskopische GroRen berechnet werden, die das System im Gleichgewicht charakte-
risieren. Wir hatten

0ln

g = 55 (2.119)
_ 10InQ2
X, = — ) 2.12

Diese Beziehungen gestatten es, aus €2 die absolute Temperatur und die mittleren generalisierten
Kréfte des Systems zu berechnen. So folgt beispielsweise fur z; = V als zugehorige mittlere
generalisierte Kraft der mittlere Druck p

10InQ)

P= % ov

(2.121)

Mit (2.120) wird die mittlere generalisierte Kraft, die dulReren Parameter und die absolute Tem-
peratur miteinander verbunden. Solche Beziehungen werden Zustandsgleichungen genannt. So
ist beispielsweise die Abhangigkeit

p=p(T,V) (2.122)
eine Zustandsgleichung.

FuUr einen quasistatischen Prozel’ hatten wir die Entropiednderung

T T i=1

Da aber die Entropie S eine Funktion der Energie und der duf3eren Parameter ist, gilt flr ihr
vollstdndiges Differential

0S\ = [0S
=|=—=|dE Ti - 2.124
ds <8E>d +i221<333i>dx ( )
Ein Koeffizientenvergleich ergibt

1 08
T = 35 (2.125)

X; 0SS
T = o (2.126)

Dabei sind die Ableitungen an der Stelle E = F und Z; = #; zu berechnen, wobei die Tilde den
betrachteten Gleichgewichtszustand kennzeichnet. Dies ist identisch mit den friiher gefundenen
Beziehungen.
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Wir erldutern dies am Beispiel des idealen Gases. Fur ein ideales Gas bestehend aus N Mo-
lekiilen in einem Volumen V ist die Grol3e €2 von der Form

Q~VVY(E) . (2.127)
Dabei ist x(E) eine von V' unabhéngige Funktion der Energie E des Gases. Somit gilt
InQ=NInV +1Inx(E)+ const . (2.128)

Daraus ergibt sich somit unmittelbar fir den mittleren Druck des idealen Gases

N1 N
p=—— = —kT 2.129
oder
p=nkT . (2.130)

Dabei istn = % die Anzahl der Molekiile pro Volumeneinheit. Dies ist die Zustandsgleichung
fiir ein ideales Gas.

Wir fiihren die Molzahl v ein. Damit gilt zusammen mit der Loschmidtschen Zahl L
N=uvL . (2.131)
Ferner fuhren wir die Gaskonstante R ein durch
R=kL . (2.132)
Damit erhalten wir aus (2.129)
pV =vRT . (2.133)

Man beachte, daR weder die Zustandsgleichung noch die Konstante R von der Art der Molekdile

abhéngt, aus denen das Gas besteht. Mit 3 = 2122 haben wir

5= Olnx(E)

- JE ’
wobei der Wert der Ableitung an der Stelle E = E der mittleren Energie des Gases zu nehmen
ist. Die rechte Seite ist eine Funktion von E und nicht von V. Somit ist 3 = 3(F) oder

(2.134)

E=E(T) . (2.135)

Die mittlere Energie eines idealen Gases hangt nur von der Temperatur ab. Bei festgehaltener
Temperatur gilt

pV = const . (2.136)
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Dies ist das Boyle-Mariottsche Gesetz. Die Temperaturskala wird so geeicht, dal} am Tripel-
punkt des Wassers, bei dem alle drei Phasen, also fest, fliissig und gasformig, im Gleichgewicht
koexistieren konnen, exakt gilt

T =273.16K . (2.137)
Die Celsius-Skala © ist durch die Relation
© = (T —273.15)°C (2.138)
definiert. Die Gaskonstante hat den numerischen Wert

R = (8.3143 £0.0012) Jmol 'K . (2.139)
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3 Mikrokanonisches und gro3kanonisches Ensemble

3.1 Hamilton-Mechanik

In der Lagrange-Mechanik wird der Zustand eines Systems durch die S generalisierten Ko-
ordinaten ¢ = (q1,¢2,---,¢s) und S generalisierten Geschwindigkeiten 7= (G1,Ga, - - - ,q;)
beschrieben. S = 3N — k ist die Dimension des Konfigurationsraumes fiir N Teilchen unter
k Zwangsbedingungen; 3N ist die Zahl der kartesischen Koordinaten. Durch den Ubergang
von kartesischen zu den generalisierten Koordinaten haben wir die unhandlichen Zwangskréafte
eliminiert, welche in der Newton-Mechanik auftraten.

In der Hamilton-Mechanik werden generalisierte Geschwindigkeiten durch generalisierte Im-
pulse ersetzt

(@,¢,t) = (4,P,1)

g und 7 werden als voneinander unabhingige Variable aufgefait. Der Ubergang wird durch eine
Legendre-Transformation vollzogen.

3.1.1 Legendre-Transformation

Eine Legendre-Transformation f(z) — g¢(u) ist definiert durch den Variablenwechsel

d
o) = () ~va = f(a) ~ 20 (31)
mit v = df /dz. Daraus folgt dg/du = —z. Die Rucktransformation ist eindeutig, wenn

d*f/dz? # 0, d. h., wenn u # const.
Das 4Rt sich verallgemeinern fiir eine Funktion zweier Variabler f(z,y) mit dem Differential

df = u(z,y)dx +v(z,y) dy (3.2)

u(x,w:(g—g)y , v(x,w:(g—;)m | @3

Dazu betrachten wir z als passive und y als aktive Variable. Die Legendre-Transformation ist
dann gegeben durch

und

g(a,v) = fla,y) — vy = [(0,y) — v (g—;j) . (3.4

Wir transformieren nun die Lagrange-Funktion,
L:L(qla"'aQSa(jla"'astat) (35)
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mit den ¢y, ..., g, als aktive Variable, welche durch die generalisierten Impulse

oL

= — L =1,... :
9 ? ooy S (3.6)

Di

ersetzt werden sollen. Die negative Legendre-Transformierte ist dann nichts anderes als die
Hamilton-Funktion

S
H(qla"'aqsapla"'apsat) :Zpi(ji_L(q11"'aQSaq.1a"'aq.sat) . (37)
i=1

3.1.2 Poisson-Klammern

Jede beliebige mechanische Observable ist als Phasenraumfunktion

f(@,t) = f(q, 5, t) (3.8)
im 2S-dimensionalen Phasenraum darstellbar. Ihre totale zeitliche Ableitung lautet
df S <8f . Of . ) of
— = ¢+ 5P|+ = - 3.9
dt ]z_‘; og; 7 " op; V) Tt (39)

Unter Berticksichtigung der kanonischen Gleichungen folgt daraus

g_i<af OH  Of aH>+g

dt = \dq; dp; Op; dq;) = Ot

3.10
8(]]' 8pj 8pj qu ( )

=1

Nun definieren wir die Poisson-Klammer firr zwei skalare Funktionen f(q, 7, t) und ¢(q, p, t)

als
5. (of 89 Of 09)
, = L =22 22 3.11

Mit dieser Definition erhalten wir fur die Zeitableitung von f die abkirzende Schreibweise
df of

E :{faH}q,p"‘E

Die Bedeutung dieser Schreibweise liegt darin, daf die Poisson-Klammer von der (g, 7')-Wahl

unabhangig ist. Das werden wir weiter unten nachweisen. Zunéchst einige wichtige Spezi-
alfélle:

(3.12)

CI] = {q]a H}q,p ) (313)
pj = {p]7 H}q,p . (314)

Die néchsten drei Beziehungen bezeichnet man als fundamentale Poisson-Klammer:
{Qia Qj}q,p =0 ) (315)
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{pivpj}q,p =0 , (316)
{Qiapj}q,p = 5ij . (317)
Wir begriinden (3.17). Dazu setzen wir in (3.11) f = ¢; und g = p; ein

S (0q; Op;  Oq Op;\ &
(it =3 (—q Op; _ Ou ﬂ) S b)) =0y (318)
k=1

Oqx Opx  Opk Oax) (=

3.1.3 Unabhéangigkeit bei kanonischen Transformationen
Nun beweisen wir, dall der Wert der Poisson-Klammer unabhéngig von dem Satz kanonischer

Koordinaten (g, 7') bzw. (@, P) ist.

1. Zunachst zeigen wir, da fiir zwei kanonisch konjugierte Variablensatze (g, 7) und (Q, P)
mit H (7, 7) = H(Q, P) und den kanonische Gleichungen

OH OH
= S el 3.19
9k e Pk YR ( )
sowie
: OH : OH
Qk_a—Pk’ Pk——@ (3.20)
die fundamentalen Poisson-Klammern unverandert bleiben.
{Qian}q,p = O )
{Pi’Pj}q,p =0 ,
{Qian}q,p = 5ij . (3.21)
Der Beweis lautet
. d o S 10Q; . 0Q; . ) S <8Qi 0H 0Q); 6H>
i = —ilg,p)= + - e
“ dtQ (7.7) ,;1 (8% qk Opx, ,;1 Oqr Opr  Opr Ogx
_ ilaQi (aﬁl 0Q @@)_ (aH 0Q.  0H @)1
w1 L0% \0Q Op, ~ OF Opy 0@ Oqx aPl Oqk
_ i laﬁ (aQi 0Q  0Q; a@) L oH <6Qz oP,  9Q; @)1
0Q: \ Oqr Opr  Opr Ogy b \ dq, Opr,  Opr O
= Y [-P{Qi Qiep + Q{Qi. PYay] - (3.22)
!
Der Vergleich liefert:
{Qian}q,p =0 ) (323)
{Qi,P}ep = da - (3.24)

Uber P, findet man analog die dritte Klammer.
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2. Nun seien F' und G beliebige Phasenraumfunktionen, dann gilt

M«

{F, G}q,p =

0q; Op;  Op; Og;

PF (96 00, 06 o _or (96 o0
0q; \0Q, Op;  OF, Op; Op; \0Q; 0g;

<8F 0G  OF 86‘)

<.
Il
—

oG

~M tMm

(50, Qa5 (R Py ).

Setzen wir jetzt F' = @}, und benutzen (3.21), so folgt

oG
{G, Qr}gp = ~9p,

andererseits setzen wir F' = P, und erhalten

g
OQ

Diese beiden Zwischenergebnisse werden oben eingesetzt:

oG oF 0G oF
k=% (50 (55) * 57 301) = (F-Cor

{G’ Pk}qap =+

o )|

8—Pl 8(]j

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

Das war zu beweisen. Wir konnen jetzt die Indizes am Klammersymbol weglassen.

3.1.4 Algebraische Eigenschaften

Die Poisson-Klammer besitzt formale Eigenschaften, die tber die klassische Mechanik hin-
ausgehen. Sie werden beispielsweise auch bei der Konstruktion der Quantenmechanik benutzt.

Diese algebraischen Eigenschaften sind:

Antisymmetrie: {f,9} = {9, f}, {f,f}=0

Linearitat: {eifi +eafa, g} = alfi, 9} + c2{ fo, 9}
Nullelement: {¢,9} =0 c: Konstante
Produktregel: {f,gh} = g{f, b} +{f,g9}h

Jacobi-ldentitat: {f,49,h}} + {9, {h, f}} +{h,{f,9}} =0

Die letzten beiden Eigenschaften werden im Folgenden bewiesen.
Beweis der Produktregel:

_ ¥ of d(gh) Of 9(gh)
B dg; Op;  Op; Og

(3.29)



Of Oh _Of dg ,  Of Oh 8f8gh>

- Z<ga—qiapi+ —————

i 3_% 5—171 g Op; 0q;  Op; Og;

_ of oh  Of Oh of dg Of Og
- ;g (8%‘ opi  Opi 8%’) +Z (5%‘ Opi  Op; a%) h

= g{fihy+{f.g}h . (3.30)

Beweis der Jacobi-ldentitat
Durch Einsetzen der Definition der Poisson-Klammer erhalt man

ey = {rx(pe - 2o

— \Oqx Opr  Opr Og
B of & (dg dh g Oh\ Of 8 (g Oh  Dg Oh
- %,}(a—qiapi (a—%a—m‘a—mﬂ‘a@a—qi(a—%a—pk‘a—pka—%))
<8f 829 Oh Of dg O*h  Of d%g Oh

= > - < - - 4 _-J

=<\ 0q; Op; Oqi Op  Oq; g OpiOpr  Oqi OpiOps Vg
_Of 99 &h _Of &g Oh _0f 8y &h
0q; Opy, OpiOqr  Op; 0q;0qy, Opx  Op; gy, Oq;Opy,
of 9%g Oh N of dg 8%h )

3—1%' 3%31% 3—% Opi 5—1% 3%‘3%

(3.31)

Bei zyklischer Vertauschung der drei GroRRen f, g, A und Addition heben sich alle Terme auf
und wir erhalten (3.29).

3.1.5 Integrale der Bewegung

Es sei F' = F(q, p,t) eine physikalische GroRe, die fur alle Zeiten denselben Wert hat

dF
— .32
dt 0 (3.32)

dann nennt man F' Integral der Bewegung. Wegen

dF oF

— ={F H}+ — .
= ARH (3.33)
reduziert sich diese Aussage auf
oF
HF}=— . 34
{H.F} =~ (3:34)

Héngt F' nicht explizit von der Zeit ab, dann haben wir mit { H, F'} = 0 ein kompaktes Kri-
terium fiir die Entscheidung, ob ein Integral der Bewegung vorliegt oder nicht. Fir FF = H
gilt
dH 0H
— = 3.35
dt ot ( )
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3.1.6 Poissonscher Satz

F und G seien Integrale der Bewegung:

aF oG

Wegen der Jacobi-Identitat
0 = {F{G,H}}+{G,{H,F}} +{H,{F,G}}
= 2% 6% e (3.37)
N "ot T Ot TR '
bedeutet das
{H,{F,G}} = %{F, G} . (3.38)

Die Poisson-Klammer zweier Integrale der Bewegung ist selbst wieder ein Integral der Bewe-
gung.

3.1.7 Kanonische Transformationen

Kanonische Transformationen sind Transformationen des 2.5-dimensionalen Phasenraumes, wel-
che den Variablen p'und ¢ neue Variable

Q=Q(q,pt) und P=P(qpt) (3.39)

derart zuordnen, daB zu jedem H (g, 7, ) eine neue Hamilton-Funktion H(Q, P, t) existiert, fiir
die die kanonische Gleichungen
oH : oH

D= — (3.40)

Qk = 3—Pk 3 an

erfillt sind, wenn sie beziiglich der alten Variablen gelten:

oH . _ oH

, = — 3.41
Or D Bar ( )

gr =

Kurz gesagt: Kanonische Transformationen lassen die kanonischen Gleichungen invariant. (Sie
lassen ebenfalls die Poisson-Klammern invariant.)

Die kanonischen Gleichungen (3.40) und (3.41) sind dann gleichwertig, wenn die ihnen zuge-
ordneten Variationsprobleme

5/ qk: qk: =0 (342)

und

/ (Qk, Qr, t) (3.43)
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aquivalent sind. Diese Aquivalenz ist nun nicht nur fir L = L vorhanden, sondern auch dann,
wenn sich L und L durch die Zeitableitung einer beliebigen Funktion F (g, Q, t) unterscheiden:

. 4R
L=i+%1 3.44
+ (3.44)
Es gilt ja dann
t ty ~
"Ldt:/detJrFlﬁg (3.45)
ta ta

und bei der Variation gibt F} keinen Beitrag, weil die Variationen der ¢, bzw. Q)4 an den Inte-
grationsgrenzen beim Hamilton-Prinzip immer verschwinden.
Ersetzen wir jetzt die Lagrange-Funktion in (3.44) durch die Hamilton-Funktion,

: : ~ dF
Sopde —H=3 PQu—H+—" (3.46)
k k

fuhren die Zeitableitung von F aus und ordnen um, so erhalten wir

OF' OF'
dgy + 3" ——2dQy + ——dt . (3.47)
k

~ oF:
dFl:Zpdek_ZPdek+(H_H)dt:Z ! an ot

v Ou
Ein Koeffizientenvergleich der Differentiale dg, dQ\ und dt ergibt:

OF; F; ~ F'
:_1’Pk:__31 H=H+al
Oqk

20, ¥ (3.48)

Dk

Diese Gleichungen sind die gesuchte Konstruktionsvorschrift fur kanonische Transformationen:
Man gebe sich eine beliebige Erzeugende F; (¢, Q, t) vor, bestimme gemaR (3.48) die Funktio-
nen px(q, @, t) und Py(7, @, t) bzw. deren Umkehrfunktionen Q. (g, 7,¢) und ¢4(Q, P, t) und
berechne dann H(Q, P, t).

Die (g, @)-Abhéngigkeit der Erzeugenden F; ist eigentlich durch nichts ausgezeichnet. Mit
Hilfe von Legendre-Transformationen lassen sich drei weitere Erzeugenden finden:

oF,

FQ((T’P'at):Fl(q_:(\jat)_z%@k:Fl(q_:@7t)+ZPka ) (349)
k k k
L = L= oF, L=
FS(paQat):Fl(%Qat)_Za—quk:Fl(an:t)_Zkak ) (350)
k k
Fy(p, P,t) = Fi(§, Q. 1) + D (PeQk — prai) - (3.51)
k

Die Erzeugenden verkniipfen jeweils eine neue und eine alte Koordinate. Die aktuelle Problem-
stellung entscheidet, welche Form am giinstigsten ist.
Die abgeleiteten Formeln sind in der folgenden Tabelle zusammengefafit:
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Q P
Fi(7, G, 1) Fy(, P, t)
q
Fg(ﬁ’,é,t): F4(p7Pat):
p
G =52, Po=—55" | g =—52, Qp =55
Die Zeitabhangigkeit ist in allen vier Fallen gleich (: = 1, ...4)
~ OF:
H=H : 3.52
+ 5 (3.52)
3.1.8 Beispiele fiir kanonische Transformationen
1. Vertauschung von Impulsen und Orten
Wir wéhlen
S
Fi(7,Q,1) == ¢Q; (3.53)
j=1
und haben dann mit
(‘3F1 aFl
pj=—-—=-Q;, P=——— =g 3.54
J aq] J aQ] J ( )
eine Vertauschung von Impulsen und Orten erzeugt:
(¢.7) = (P,-Q)

Damit wird klar, dal} die begriffliche Zuordnung ¢ = Ort und " = Impuls im Rahmen der
Hamiltonschen Mechanik ziemlich wertlos geworden ist. Man sollte ¢ und p'als abstrakte, vollig

gleichberechtigte Variable ansehen.

2. ldentische Transformation

Wir wahlen
. S
FQ(cfaPat) = ZQJI)]
7j=1
und finden die identische Transformation
6F2 oF,
] - aqj J ’ Q] Pj

=q;.

(3.55)

(3.56)



3. Punkttransformation

Wir wahlen
. S
B(q,Pt)=) f;(d,t) P; (3.57)
7=1
und erhalten
R,
Qj = G—P] = f](Qa t) . (3.58)

\on dieser Punkttransformation sind auch die Impulse betroffen:

_ 0F, 3fl
= — = . 3.59
bj = aq] Z aq] ( )

Diese Beziehungen sind nach den P, aufzuldsen.

3.1.9 Hamilton-Jacobi-Theorie

Die kanonischen Gleichungen werden am einfachsten, wenn man durch eine kanonische Trans-
formation H = 0 erreichen kann; wir kdnnten sie dann wegen der kanonischen Gleichungen
Qr = 0H /8P, und P, = —9H /8Q, sofort durch

Qi = const, P, = const (3.60)

I6sen. Wir wollen jetzt die Bedingungen ableiten, die die Erzeugende einer solchen Transfor-
mation erfullen mufi.
Wahlen wir Fy(q, P, t). Dann folgt aus

e = % , (3.61)
dk
und IR
H=H+ =2 3.62
+ 5 (3.62)

die Hamilton-Jacobi-Gleichung

=0 . (3.63)

OF: OF: OF:
H<Q1a"'aQSa 2 2 ) =2

8¢ Oy, ot

Anstelle eines Systems von 25 gewdhnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung haben wir

nun eine partielle Differentialgleichung 1. Ordnung zu I6sen. Sie ist nicht-linear, da H quadra-

tisch von den Impulsen und damit von ‘98—? abhangt. Sie enthélt insgesamt S + 1 verschiedene
J

62



Ableitungen der gesuchten Funktion F5,, demnach treten S + 1 Integrationskonstanten «; auf.
Die Losung hat die Struktur

Fy(qi, -, g5, tlaq, ..., as) + oy, (3.64)

wobei ag,1 unwichtig ist, da in die Transformationsformeln nur die Ableitungen von F5 einge-
hen.
Um die physikalische Bedeutung von F; zu untersuchen, bilden wir die Zeitableitung von Fy
langs einer Bahnkurve. Allgemein gilt
dF;, oF, oF,
= P+ == . 3.65
ot Zakq’“ 255, 5 (3.65)

Die folgende Anmerkung verdient Beachtung. Wir hatten den Ubergang von der Lagrange-
Funktion L, die von den Variablen ¢; und ¢; abhangt, zur Hamilton-Funktion H, die von den
Variablen ¢; und p; = 0L/0q; abhéngt, mittels einer Legendre-Transformation vollzogen. Es
war

H(Qla"'aanpla"-apSat) :Zpi(h_L(q1a"'aqs’a(215"'aCjS7t) . (366)
=1

Auch der Ubergang von E = E(S, V) zu

H=H(S,p) (3.67)
mit
H=FE+pV (3.68)
und
OF
)

entspricht wieder einer Legendre-Transformation. Gleiches gilt fiir die anderen thermodynami-
schen Potentiale.

3.2 DerI'-Raum

Wir hatten bereits konstatiert, dal} es eine bemerkenswerte Eigenschaft der Poisson-Klammer
ist, daf’ ihr Wert nicht von dem speziellen Satz kanonisch konjugierter Koordinaten und Impuls
E abhdngt. Die Zeitabhdngigkeit der Phasenraumfunktion ist determiniert durch

dF OF
o =R HY

- (3.70)
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In einem isolierten System wird die Observable F' nicht explizit von der Zeit abhéngen, jedoch
andert das System im Laufe der Zeit seine Position im Phasenraum, @ = 7(¢). Damit &ndern
sich natirlich auch die Werte von F' zeitlich. Experimentell bestimmt man haufig auch nur
zeitliche Mittelwerte, die wir definieren durch

to
— 1
F= t—/F(q",ﬁ) dt . (3.71)
0
0

to ist ein betrachtetes Zeitintervall. Es gilt eine plausible Hypothese, die jedoch nicht streng
beweisbar ist, es ist die Quasiergodenhypothese:

Die im Phasenraum an die H(q, p) = E-Hyperfliche gebundene Phasentrajektorie kommt im
Laufe der Zeit jedem Punkt dieser Flache beliebig nahe. Legt man um einen Phasenpunkt
7 = (¢,p) ein Raster A%g ASp, so laBt sich eine von der GroRe des Rasters abhangige Zeit
to angeben, innerhalb derer die Trajektorie den Raster mindestens einmal durchlaufen hat.

Es gibt aber auch als Gegenbeispiele nicht-ergodische Systeme, bei denen dieser Sachverhalt
nicht zutrifft.

Wir zerlegen den Phasenraum in Volumenelemente A¥g A®p und zdhlen, wie haufig die System-
Trajektorie innerhalb der Zeit ¢, die einzelnen Elemente durchquert hat. Wir definieren nun ei-
ne Dichteverteilungsfunktion p(g, 7, to) dadurch, daB 5(q, 7, to) A®q A®p die Haufigkeit angibt,
mit der die Trajektorie das Volumenelement Aq A%p um den Phasenpunkt (g, p) in der Zeit ¢,
passiert hat. Diese tatsachliche Zahl hangt von t, ab und wird mit ¢, wachsen. Wir normieren
daher die Dichteverteilung und wahlen gleichzeitig das Phasenraumvolumen infinitesimal klein
(A%g A®p — d°q d°p). Die Normierung erfolgt durch

p(d, B, to)
=TT Gt (472
Die Quasiergodenhypothese fordert nun, daB fur ¢, — oo die Verteilungsfunktion makroskopi-
scher Systeme mit S — oo von den Anfangsbedingungen unabhéngig wird,

Jim 5(q, pto) = p(q,0) - (3.73)
0—>00

Dies ist eine entscheidende Voraussetzung fur die Gultigkeit der Statistischen Physik makro-
skopischer Systeme.

Wir betrachten nun ein statistisches Ensemble und ersetzen das Zeitmittel durch das Schar-
mittel. Zu einem gegebenen Zeitpunkt besetzen die Ensemble-Systeme bestimmte Punkte des
Phasenraumes. Es interessiert nun vor allem die lokale Dichte der Phasenraumverteilung. Wir
zerlegen den Phasenraum wieder in Volumenelemente

S
dl' = d°qd°p = dq, dgs...dqs dpy dps...dps = H dg; dp; (3.74)

Jj=1
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Man spricht auch vom I"-Raum. Wir definieren nun eine neue Verteilungsfunktion

ﬁ((haaqs’plapS’t) :ﬁ((j‘aﬁ:t) (375)
durch die Forderung, dal3
dZ = p(g,pt) ¢ d°p (3.76)

die Zahl der Systeme darstellt, die sich zur Zeit ¢ im Volumenelement dI" um den Phasenpunkt
(¢, p) aufhalten. Selbstverstandlich ist dann

z= [ [ p@5.t) d*adp 377)

die zeitunabhangige Gesamtzahl der Ensemble-Mitglieder. Wir normieren die Verteilungsfunk-
tion durch

- ...
p@.p,t) = - pa. 1) - (3.78)

Dies ist die Wahrscheinlichkeitsdichte dafir, zur Zei ¢ ein Ensemble-Mitglied in der Phase
7 = (g, p) anzutreffen.

3.3 Liouville-Gleichung

Wir wollen nun einige allgemeine Eigenschaften der Dichteverteilungsfunktion p(q, p, t) ablei-
ten. Wir flihren die 2s-dimensionale Phasenraumgeschwindigkeit & = (g1, g, ---, 4s, D1, P2, ---, Ds)
ein. Damit 463t sich eine Stromdichte definieren durch

j=p7 . (3.79)

Hierbei bewegen sich Phasenpunkte durch den Phasenraum. Sei nun G ein beliebiges Gebiet im
Phasenraum mit der Oberfldche S(G), dann ist

= / s -7 (3.80)
s(@)

mit dS = dS 7 und der Oberflichennormalen 7 die Zahl der pro Zeiteinheit durch die Ober-
flache S stromenden Phasenpunkte. Diese Zahl ist gleich der sich pro Zeiteinheit &ndernden
Zahl der Phasenpunkte im Gebiet G,

S 0
[ aS-i=—= [dad'pp@pt) - (381)
G
Mit Hilfe des Gaulischen Satzes 1aBt sich das Oberflachen- in ein Volumenintegral verwandeln,

/ dqd®p [%p((j’, pt) + div]‘] =0 . (3.82)
G
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Hierbei ist

0 0o 0 0
V= <8—(11""’ 8q5’8—m""’8—p3> (3.83)
und demnach
w7 =32 | o i) + o )] (3.8
j=1 9q; Ip;

Da (3.82) fur beliebige Gebiete des Phasenraums gilt, erfiillt die Dichteverteilungsfunktion eine
Kontinuitatsgleichung

gt (q,7,t) +div(7- p(q,p,t)) =0 . (3.85)

Mit (3.84) 4Rt sich dies weiter umformen in
5 dg; 6@-)
o (g i)+ 5 (G + o 559
Aufgrund der Hamilton-GIelchungen
OH

)y = — , 3.87
p 94, (3.87)
. 0OH
W= 5 (3.88)
verschwindet der letzte Term in (3.86). Es verbleibt die Liouville-Gleichung
dp op ) op .\ _
0 8t+2< apjp]> =0 . (3.89)

Das totale Zeitdifferential der Dichteverteilungsfunktion verschwindet. Es gilt demnach fir alle
Zeiten t

p(q (1), (t),t) = p(7(0),7(0),0) . (3.90)

Ein mitbewegter Beobachter sieht in seiner Umgebung stets eine zeitlich konstante Dichte von
Ensemble-Phasenpunkten. Das Ensemble bewegt sich im Phasenraum wie eine inkompressible
Flussigkeit. Die Liouville-Gleichung kann mit Hilfe der Poisson-Klammer kompakter formu-
liert werden

3p+{ JHY=0 . (3.91)

Eine weitere dquivalente Formulierung ist auch

dp

ot
Fur die Diskussion im Rahmen der Quantenstatistik ist die Darstellung (3.91) von besonderem
Interesse, da aufgrund des Korrespondenzprinzips hier die Poisson-Klammern nur durch den
entsprechenden Kommutator ersetzt werden muR.

+3-Vp=0 . (3.92)
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3.4 Mikrokanonische Gesamtheit

Das Grundproblem der Statistischen Physik besteht nun darin, die Dichteverteilungsfunktion
p(q, p, t) eines statistischen Ensembles zu finden, wobei fiir die Gleichgewichtsstatistik nur sta-
tionare Verteilungen von Interesse sind. Wir betrachten isolierte Systeme mit

E < H(q,p)<E+E . (3.93)

Aufgrund des grundlegenden Postulats kommen alle zuganglichen Mikrozustéande mit der glei-
chen a priori Wahrscheinlichkeit vor. p(g, 7, t) ist die Wahrscheinlichkeitsdichte dafur, zur Zeit
t ein Ensemble-Mitglied in der Phase 7 = (¢, /) anzutreffen. Fiir die Dichteverteilungsfunktion
eines statistischen Ensembles resultiert

(3.94)

. po=const fir E < H(q,p)< E+JFE
p(q.p,t) =

0 sonst

Die Konstante p, ist durch die Normierung der Verteilung bestimmt. Eine wichtige Konstante
der Bewegung eines isolierten Systems ist die Hamilton-Funktion

H(q,p') = E = const. (3.95)
Hangt die Dichteverteilungsfunktion eines statistischen Ensembles nur tGiber H von ¢ und p'ab,

p=pH(TD)) (3.96)

so ist die Verteilung stationar. Stationare Verteilungen sind wichtig zur Beschreibung von Syste-
men im thermodynamischen Gleichgewicht. Die Verteilungsfunktion (3.94) ist eine stationare
Verteilung. Man nennt das durch (3.94) definierte statistische Ensemble eine mikrokanonische
Gesamtheit. Diese besetzt homogen das Phasenvolumen

F(E):/ / dSqdSp . (3.97)
E<H(§,5)<E+6E

Bei Systemen aus N Teilchen ohne Zwangsbedingungen ist
S=3N . (3.98)

Fir die klassische Observable F' = F(q,p’) lautet nun der Mittelwert Gber der mikrokanoni-
schen Gesamtheit
J J d%qd®p F(q,p)

E<H(§,p)<E+IE

/ dSqdsp

E<H(q,p)<E+OE

(f) = (3.99)
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In der mikrokanonischen Gesamtheit ist der besondere Gesichtspunkt fir die zum statistischen
Ensemble gehdrenden Systeme, dal? sie, abgesehen von einer kleinen Unschérfe § E/, sdmtlich
dieselbe Energie haben. In der mikrokanonischen Gesamtheit gilt

V = const., N = const., E = const. (3.100)

Aus den vorgegebenen GrolRen E, V und N werden die Entropie und die Grundrelationen der
Thermodynamik abgeleitet.

3.5 Warmekapazitat und spezifische Warme

Wir betrachten ein makroskopisches System, dessen Zustand durch seine absolute Temperatur
und durch einen anderen Satz makroskopischer Parameter y beschrieben werden kann. Wird
eine infinitesimale Warmemenge d @@ zugefiihrt, wahrend y festgehalten wird, so hangt die re-
sultierende Temperaturdnderung des Systems d7" von 7" und y ab. Wir definieren

dQ
Cy = (d—T>y (3.101)

im Limes d @ — 0 als die Wéarmekapazitat des Systems. Die Grole C,, hdngt von der Natur des
Systems und seinem speziell betrachteten Makrozustand ab, d.h.

Cy=Cy(T,y) - (3.102)

Bei gegebenem d @@ hangt d7" von der Materialmenge ab. Man definiert daher zweckmaRig eine
spezifische Warme, die nur von der Natur der Substanz und nicht von der vorhandenen Menge
abhéngt. Wir dividieren C,, durch die Molzahl v. Demnach ist die spezifische Warmekapazitat
pro Mol oder die Warmekapazitdt pro Mol

_ 1., 1/(dQ
Entsprechend ist die spezifische Warme pro Masseneinheit
, 1 1 aqQ

Wir missen darauf achten, welcher spezifische Parameter y konstant gehalten wird. Wir wahlen
die Bezeichnung ¢y, wenn das Volumen konstant gehalten wird, und c,, wenn der Druck kon-
stant gehalten wird.

Aufgrund von d¢ @ = T'dS kdnnen wir auch schreiben

S
C,=T (8_T>y . (3.105)
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Ist y = V/, so kann das System wegen dVV = 0 keine Arbeit leisten, d.h. d W = 0, und es ist
d @ = dE. Damit folgt

oS OF
or=1(5),- (57), - S

Wir betrachten nun den quasistatischen ProzeR eines Ubergangs vom Zustand a zum Zustand b.
Fur die Entropie folgt aufgrund des zweiten Hauptsatzes

b

&—&:/%3. (3.107)

a

Der Ubergang ist dabei eine Folge von Gleichgewichtszustinden. Wird der Makrozustand nur
durch die Temperatur charakterisiert und werden die anderen Parameter y festgehalten, so folgt
unter Verwendung der Warmekapazitét C\, (T')

T !
S(Ty) — S(T,) = / %dT’ . (3.108)

In dem Spezialfall, daB8 C,, in dem betrachteten Temperaturintervall unabhangig von 7" ist, gilt

S(Ty) — S(T,) = C,In % . (3.109)

Zur Illustration betrachten wir ein einfaches System aus /N magnetischen Atomen mit dem Spin
%. Weil man von diesem System, dal3 es bei hinreichend niedrigen Temperaturen ferromagne-
tisch ist, dann miissen alle Spins fiur 77 — 0 vollstdndig ausgerichtet sein, so daf die Zahl
der zuganglichen Zustédnde gegen 2 — 1 geht, oder S = kIn2 — 0. Dagegen missen bei
geniigend hohen Temperaturen die Spins vollstandig willkirlich orientiert sein, so daf Q = 2V
und S = k£ N In 2 ist. Damit mul3 die Warmekapazitat die folgende Gleichung erfiillen

TO(T
/ ;,,)dT':kNlnz : (3.110)
0

Dies mufB unabhdngig von der Temperaturabhéngigkeit von C(7") giiltig sein.

3.6 Extensive und intensive Parameter

Die makroskopischen Parameter, die den Makrozustand eines homogenen Systems festlegen,
kdnnen in zwei Klassen eingeteilt werden. Es sei y ein solcher Parameter. Man stelle sich das
System zum Beispiel durch Einfuihren einer Trennwand in zwei Teile getrennt vor.
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y1 und y, seien die Werte dieses Parameters fiir die beiden Untersysteme. Zwei Falle kdnnen
dann auftreten:

1. y1 + yo = y. Der Parameter y wird extensiv genannt.
2. y1 = yo = y. Der Parameter y wird intensiv genannt.

Somit sind das Volumen V' und die Gesamtmasse M eines Systems extensive Parameter. Die
Dichte o = % eines Systems ist ein intensiver Parameter. Die innere Energie E eines Systems
ist eine extensive GroRe. Ahnlich ist die Warmekapazitat C' = %—? eine extensive Grole. Die
spezifischen Warmen % und % sind intensive GroRen. Die Entropie ist ebenfalls eine exten-
sive Grolie. Dies folgt schon aus der statistischen Definition. Die Entropie pro Mol § ist eine
intensiver Parameter,

5= 2 (3.111)
v
Aufgrund des 1. Hauptsatzes ist
dQ=dE+dW . (3.112)
Wenn es sich um einen quasistatischen ProzeR handelt, gilt
dQ =TdS . (3.113)
Die Arbeit bei einer Volumenanderung ist
dW =pdv . (3.114)
Somit erhélt man die fundamentale thermodynamische Beziehung
TdS = dE + pdV . (3.115)

Ausgehend von dieser Relation werden wir einige weitere Erkenntnisse ableiten. Fir ein ideales
Gas gilt

pV =vRT (3.116)
und
E=ET) . (3.117)
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Die innere Energie E von v Molen irgendeines Gases kann allgemein als eine Funktion von T’

und V betrachtet werden.

E=E(T,V)

) o))

Aus (3.115) und (3.116) folgt

Damit resultiert

1 VR
ds = TdE-l— 7dV

Mit (3.119) erhalten wir
1 (OF 1 (OF VR
= — | —= T ~ | = il

Auf der linken Seite steht das totale Differential. Somit ist

S=S(T,V) ,

oS 0S
o5 (2) or+ (%) o
Der Koeffizientenvergleich von (3.121) und (3.123) liefert
(o), - 7 (&)
or), T\or), ’
(25) - L(2E) Lo
ov ), T\oV), V
Sofern die gemischte zweite Ableitung stetig ist, gilt

PSS  0%S
oVoT  OToV

(ov), Gr), = r), (@),

Angewandt auf (3.124) und (3.125) ergibt dies

und es gilt

oder expliziter

1L(OEN_[_L(0E\ 1(0OE\ |
T\avor) | ™ \ov)," T \aTov

(3.118)

(3.119)

(3.120)

(3.121)

(3.122)

(3.123)

(3.124)

(3.125)

(3.126)

(3.127)

(3.128)

Fur die zweite gemischte Ableitung von F in (3.128) gilt aber ebenfalls die Vertauschbarkeit

der partiellen Ableitungen. Somit resultiert sofort

OF
<W>T—°

Damit ist die Energie in der Tat unabhéngig von V.
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3.7 Spezifische Warme des idealen Gases

Die bei einem infinitesimalen quasistatischen Prozel} aufgenommene Warmemenge ist aufgrund
des ersten Hauptsatzes durch

¢Q = dE + pdV (3.130)

gegeben. Wir wollen einen Ausdruck fiir die molare spezifische Warme ¢y bei konstantem
Volumen herleiten. Dann ist dV' = 0, und es ist weiter d Q = dE. Somit erhalten wir

_1(dQ) _1(oE
Cy = ; (d—T>V = y (aT)V . (3131)

cy kann natdirlich eine Funktion von 7" sein, aber wegen
E =E(T) (3.132)

ist sie fiir ein ideales Gas unabhédngig von V. Aufgrund von (3.132) haben wir auch

dE:(a—E> ar . (3.133)
Vv

or
Mit (3.133) und (3.131) kdnnen wir schreiben
dE = veydT . (3.134)

Wir wollen nun einen Ausdruck fur die molare spezifische Warme c, bei konstantem Druck her-
leiten. Der Druck ist konstant, aber das Volumen &ndert sich im allgemeinen bei Warmezufuhr.
Der Ausdruck (3.134) fur dE gilt nach wie vor, und man erhalt

d@Q = veydT + pdV . (3.135)

Aufgrund der Zustandsgleichung des idealen Gases gilt

pdV =vRdAT . (3.136)
Damit bekommen wir
d@Q = veydT + vRAT . (3.137)
Nach Definition gilt
1/d@Q
%= (d—T> . (3.138)
p
Somit gilt
p=cy+R . (3.139)
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Wir haben damit die Erkenntnis gewonnen
¢ > cv (3.140)

Die molaren spezifischen Warmen eines idealen Gases unterscheiden sich also um die Gaskon-
stante R. Das Verhéltnis -y der spezifischen Wé&rmen ist dann durch

vz o4 B (3.141)
Vv Cy

gegeben. Wir wenden uns jetzt der mikroskopischen Berechnung der spezifischen Wérme zu
und betrachten monoatomare ideale Gase, wie z.B. Edelgase. Fir die Anzahl der Zustande in

einem kleinen Energiebereich 6 F gilt

Q

Q(E,V)=BVNET | (3.142)

Hierbei ist B eine von E und V' unabhdngige Konstante. Folglich ist

N
an:1nB+N1nV+37lnE : (3.143)
FUr den Temperaturparameter 3 erhalten wir
o0lnQ 3N 1
b= =%F (3.144)
Dies bedingt mit 8 =
3N 3N
=— =—"—kT . 3.145
55~ 2 (3.145)

Dies ist der direkte Zusammenhang zwischen der inneren Energie und der absoluten Tempera-
tur. Mit N = v L 3Rt sich dies ausdriicken als

E= gu(Lk)T _ gyRT . (3.146)
Fur die molare spezifische Warme bei konstantem Volumen eines monoatomaren Gases ergibt
sich dann
1 (OF 3
_ (%) _°2p 147
v v <8T>V 2R (3 )
Ferner folgt
3 )
¢ =-R+R=_-R (3.148)
2 2
und schliel3lich
vz 5 (3.149)
Cy 3

Dies ist fur Edelgasatome auch in sehr guter Naherung erfullt.
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3.8 Adiabatische Expansion und Kompression

Wird die Temperatur eines idealen Gases konstant gehalten, so gilt

pV = const

(3.150)

Wir betrachten nun aber adiabatische Bedingungen, d.h. das Gas wird durch eine Wand ther-
misch von seiner Umgebung isoliert. Bei der Ausdehnung wird es auf Kosten seiner inneren
Energie Arbeit leisten, was eine Anderung der Temperatur bedingt. Fir den adiabatischen Pro-
zel3 wollen wir einen Zusammenhang zwischen dem Druck p und dem Volumen V' ableiten.

Fir einen adiabatischen Prozel gilt d @ = 0. Damit haben wir
0 =veydT + pdV
Aus der Zustandsgleichung
pV =vRT
folgt
pdV + Vdp = vRAT
Wir I6sen nach d7" auf und setzen in (3.151) ein
C_V

0 = 7 (pdV + Vdp) + pdV

Cy Cy
= {(—=+1)pdV +—=Vd
<R+ )p TRY®
oder
(v + R)pdV +cyVdp =0

Wir dividieren beide Seiten durch cypV und erhalten

v _dp _,

mit
_Cv—l-R_C_p
N Cy _CV

(3.151)

(3.152)

(3.153)

(3.154)

(3.155)

(3.156)

(3.157)

(3.158)

Zumeist ist v weitgehend unabhéngig von der Temperatur. Dann erfolgt durch Integration

v¥InV + Inp = const
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oder
pV7 = const . (3.160)
Wegen p = “EL gilt weiter
V7T = const . (3.161)

Wir wollen jetzt noch die Entropiedifferenz zwischen zwei beliebigen Makrozusténden (7', V)
und (7p, Vo) fur v Mole eines Gases ermitteln. Wir gehen aus von

TdS = dE+pdV |, (3.162)
pV = vRT | (3.163)
dEl = veydl . (3.164)
Dies fiihrt auf
TdS = vey (T)dT + ”ﬁTdv (3.165)
oder
dr dv
= vey(T) — - . .
dS = vey(T) T +vR % (3.166)

Wir wahlen als Standard- oder Ausgangszustand einen Makrozustand des Gases, bei dem v
Mole des Gases bei der Temperatur 7; ein Volumen V; einnehmen. Die molare Entropie ist sq.

v Mole des Gases werden durch eine Trennwand abgespalten, diese haben eine Entropie vsg
und nehmen ein Volumen V})% ein. Die Temperatur dieser » Mole Gas soll auf den Wert T’
anwachsen. Das Volumen bleibe dabei konstant. Anschliel3end &ndern wir das Volumen langsam
auf den Wert V', wahrend die Temperatur konstant bei 7" gehalten wird. Dann folgt

T \4
T’ dv’

S(T,V:iv) —vsy = v / CVJ(,, Va1 + vR 7 (3.167)

To Vo%

Das letzte Integral kann sofort ausgefiihrt werden
rodv v
V()%
- V-l (VOK)
A0
= In V_ In Yo . (3.168)
14 1Z0)
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Damit bekommen wir

S(T,Viv)=v d7’ + Rln— — Rln — + s

T . ” (3.169)

/T ey (T") v A
To I

Alles was sich auf den Standardzustand mit (v, 7o, Vi, so) bezieht, fassen wir in einer Konstan-
ten zusammen. Dann haben wir

ey (T")
TI

S(T,Viv)=v [ d7"+ RInV — Rlnv + const] ) (3.170)
Ist ¢,y unabhéngig von der Temperatur, so folgt weiter

S(T,V;v)=v[ecyInT+ RInV — Rlnv + const] (3.171)

flr ¢y = const.

3.9 Allgemeine Beziehungen fir ein homogenes System

Wir betrachten ein homogenes System, dessen Volumen V' der einzige dullere Parameter ist.
Wir gehen aus von

dQ =TdS =dE +pdV . (3.172)
Es folgt
dE = TdS — pdV (3.173)
d.h. esist
E=E(S,V) (3.174)
und damit
dE = <g—§)vds+ (%)de . (3.175)

Der Koeffizientenvergleich liefert

OF
<£> =T (3.176)

oF
(WL - —p . (3.177)
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Die Parameter 7', S, p und V' auf der rechten Seite von (3.173) kdnnen nicht beliebig variiert
werden. Vielmehr mul3 gewdhrleistet sein, dal} ihre Kombination das Differential dE ergibt.
Die zweiten Ableitungen sind unabhéngig von der Reihenfolge

*E _ O°E
VoS 9SOV

0 oF 0 oF
(Wl (ﬁ)v - (%X (W)S | (3179

Mit (3.176) und (3.177) ergibt sich

ory op
(5v).=(58), - (3460

Diese niitzliche Beziehung spiegelt lediglich die Tatsache wieder, dal® dE das vollstandige Dif-
ferential einer wohldefinierten Grolie F ist, die den Makrozustand des Systems charakterisiert.
Als unabhéngige Variablen hatten wir jetzt S und V' betrachtet. Man kann auch zu den un-
abhédngigen Variablen S und p tibergehen. Hierzu nutzen wir aus

(3.178)

bzw.

pdV =d(pV) — Vdp. (3.181)
Dies fuhrt auf
dE = TdS — pdV = TdS — d(pV) + Vdp (3.182)
oder
d(E+pV)=TdS+Vdp . (3.183)
Dies konnen wir umschreiben in
dH = TdS + Vdp (3.184)
mit der Definition
H=E+pV . (3.185)
H ist die Enthalpie, und es ist
H=H(S,p) (3.186)
und
dH = <8—H> ds + (6_H) dp . (3.187)
oS » op ) 4
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Der Koeffizientenvergleich liefert

OH
(a—H> =V . (3.189)
op )

Beziiglich H missen wieder die gemischten Ableitungen vertauschen. Es folgt

or ov
()-3),

Als nédchstes betrachten wir 7" und V' als unabhéngige Variable. Wieder ausgehend von der
Fundamentalrelation schreiben wir

dE = TdS — pdV = d(T'S) — SdT — pdV (3.191)
oder
dF =d(E —TS) = —=SdT — pdV . (3.192)
Hierbei haben wir die freie Energie F' eingefuihrt durch
F=E-TS . (3.193)

Mit 7" und V" als unabhéngige Variable gilt

F=F(T,V) (3.194)
und
oF oF
dF = (8—T> § dT + <W>T dav . (3.195)
Somit resultiert
oF
- = — A
( 8T) i S (3.196)
oF
— = —-p . 197
&), - -
Die Gleichheit der gemischten Ableitungen
0*F 0?F
ovVoT — oToV (3.198)
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bedingen

oS Op
(ov). - (), o
SchlieRlich betrachten wir noch die Kombination 7" und p als unabhéngige Variable. Wir schrei-
ben

dE = TdS — pdV = d(T'S) — SdT — d(pV) + Vdp (3.200)
oder
dG = —SdT + Vdp (3.201)
wobei wir per Definition die freie Enthalpie eingefiihrt haben. Es ist
G=FE-TS+pV . (3.202)
Es gelten offensichtlich die Zusammenhange

G = F+pV |, (3.203)
G = H-TS . (3.204)

Da wir 7" und p als unabhdngige Variable betrachten, gilt

G =G(T,p) (3.205)
und fur das totale Differential
oG oG
dG = | — | dT — i :
G <8T> d +<8p>po (3.206)
p
Der Koeffizientenvergleich liefert
oG
(8—T)p = =-S5 , (3.207)
<§> =V . (3.208)
op ),
Die Gleichheit der gemischten Ableitungen
0’°G 0’°G
opdT — 9T dp (3.209)
bedingt dann
0S ov
_ <%>T _ (8—T>p . (3.210)
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Diese gesamte Diskussion basierte auf der Grundgleichung der Thermostatik
dE =TdS — pdV . (3.211)

Wir stellen nochmals die wichtigsten Beziehungen zusammen, die auch Maxwellsche Relatio-
nen genannt werden

), -3,
@), - (),
). - ),
&), -6,

Die Maxwell-Relationen konnen sich mit Hilfe eines Schemas gemerkt werden.

S H P

E G

V F T

In den Ecken dieses Schemas stehen die Grolien, deren Differentiale derart linear kombiniert
werden, so daB das Differential der GroRRe zwischen ihnen gebildet wird. Die Differentiale der
oberen Zeile sind positiv, die der unteren Zeile negativ zu nehmen. Die Koeffizienten vor den
Differentialen finden sich am anderen Ende der Diagonalen. Als Beispiel haben entsprechend
dem obigen Schema

dG = S(—dT) +Vdp . (3.216)

Es erscheint wesentlich, nochmals zu rekapitulieren, warum diese Zusammenhénge bestehen.
Eine vollstandige makroskopische Beschreibung eines Systems im Gleichgewicht ist moglich,
wenn man die Anzahl Q der dem System zugénglichen Zustande oder gleichbedeutend die
Entropie S = k1n € als Funktion der Energie E und eines duRBeren Parameters, des Volumen
V', kennt. Sowohl die Temperatur 7" als auch der mittlere Druck p lassen sich durch In € oder S
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ausdriicken. Es ist

1 oS
0S

Fir das totale Differential von S gilt

s s
ds = (a—E>VdE+ (W)Edv
- lap4Llay (3.219)
T T ‘ '

Dies ist aber die Grundgleichung.

3.10 Spezifische Warme

Wir betrachten eine homogene Substanz, deren einziger dullerer Parameter das Volumen V' sei
und untersuchen die Beziehung zwischen der molaren spezifischen Warme cy- bei konstantem
Volumen und der molaren spezifischen Wérme ¢, bei konstantem Druck. Die Berechnungen
lassen sich in der Regel unter der Annahme eines festen Volumens durchfiihren, wahrend Mes-
sungen einfacher bei konstantem Druck vorzunehmen sind. Wir wollen deshalb ¢y und ¢, in
Beziehung setzen. Die Warmekapazitdten sind definiert durch

_(dQ\ _..(0S
Cy = (d—T>V_T<8—T>V , (3.220)

tQ\ .. [0S

Experimentell lassen sich die Temperatur 7" und der Druck p kontrollieren. Wir verwenden
daher

S=S(T,p) . (3.222)
Damit bekommen wir
dQ=TdS =T @ d7T + % dp (3.223)
oT » op )
oder
oS
dQ =T7dS =C,dT' +T (—) dp . (3.224)
op ),
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Wir wollen nun d @) durch d7" und dV ausdriicken. Dazu formen wir dp um

— T4S — 05\ |(2 Op
dQ =TdS = C,dT + T <8p>T KaT)VdT-F (av)TdV]

Konstantes Volumen impliziert dV = 0. Division durch d7 liefert Cy,,

oS 0S op
), o (3
or), ° dp ) \0T ),

g—i ist schwer meRbar. Aber wir kdnnen die Maxwellschen Relationen benutzen

o8\ __ (v
p ), B orT »
Per Definition flihren wir den Ausdehnungskoeffizient ein,

v\ar),

(),
op ),

Somit ist

(3.225)

(3.226)

(3.227)

(3.228)

(3.229)

Die Ableitung (%)V bei konstantem Volumen 1413t sich ebenfalls nicht leicht bestimmen. Wir

konnen dV durch d7" und dp ausdriicken

v v
dv = (6—T>pdT+ <%>po

Fir dV = 0 erhalten wir aus 3

(3.6

Wir definieren nun die isotherme Kompressibilitat als intensive GrolRe durch
p=_L(9V
V\op ),
<<'9_p> _e
or), =

Cv = Cp+T(-Va) (2)

Damit erhalten wir

Dies ergibt schlieBlich fur Cy

oder
2

C,—Cy=VTS
K

Hier sind die GroRen leicht zu messen.
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3.11 Das chemische Potential

Bislang hatten wir nur monoatomare Systeme mit konstanter Teilchenzahl betrachtet. Dies wol-
len wir dahingehend verallgemeinern, dal? wir nun verschiedene Molekiilsorten betrachten, die
sich ineinander umwandeln kénnen. Die Teilchenzahl wird variabel.

Wir untersuchen ein homogenes System mit der inneren Energie E und dem Volumen V, das
aus m verschiedenen Molekdlarten besteht. IV, sei die Anzahl der Molekiile der i-ten Sorte. Die
Entropie des Systems ist dann eine Funktion der folgenden Variablen

S=S(E,V,Ni,No,...,Ny) . (3.236)

Die Molekilzahlen kdnnen sich zum Beispiel infolge von chemischen Reaktionen dndern. Im
allgemeinen Fall ist die Entropiednderung bei einem infinitesimalen quasistatischen Prozef3

ds = (a_s) dE + <8—5> dvV +>° <85> T\ (3.237)
OF V,N oV E,N i=1 ON; E,V,N

Fur den einfachen Fall, daB alle Zahlen N; fest gehalten werden, besagt die Fundamentalglei-
chung der Thermostatik

_dQ _dE+pdV
ds = - =7 - (3.238)

Fur diesen Fall gilt dV; = 0 V4. Der Koeffizientenvergleich von (3.238) mit (3.237) ergibt dann

as) 1
— = = (3.239)
<8E VN T
85) D
el = Z (3.240)
(o)., = &
Wir flihren jetzt die Abkiirzung ein
0S
p;=-T <—> . (3.241)
! aNj E,V,N

Die GroRe 1, heildt chemisches Potential der j-ten Molekiilsorte und hat die Dimension einer
Energie. Damit bekommen wir fir dS

L i Pav S Hign
ds = TdE+ TdV ; TdNZ (3.242)
oder .
dE =TdS —pdV + > pdN; . (3.243)
i=1
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Dies ist gerade eine Verallgemeinerung der Fundamentalgleichung der Thermostatik. Das che-
mische Potential kan in vielen zu (3.241) dquivalenten Formen geschrieben werden. Man neh-
me z.B. an, daf3 in (3.243) alle unabhéngigen Variablen aufer N, konstant gehalten werden, d.h.
dS =dV =0und dN; = 0 Vi # j. Dann resultiert aus (3.243)

OF

Wir konnen (3.243) aber auch in der Form schreiben

dE-TS)=dF = -SdT'—pdV + > _p;dN; . (3.245)

=1

Wenn wieder alle Variablen auBer IV; konstant gehalten werden, so folgt unmittelbar

OF
= | = . 24
. <3Nj > T,V,N (5:240

Man kann (3.243) auch mittels der freien Enthalpie ausdriicken

dE—-TS+pV)=dG = -SdT + Vdp+ > _ p; dN; . (3.247)

1=1

Demnach kann man also auch schreiben

oG
/.1,] = (a—]\fj>T,p,N . (3248)

Ist nur eine chemische Verbindung der j-ten Sorte vorhanden, dann ist
G=G(T,p,N;) . (3.249)

Aufgrund von (3.247) ist G eine extensive GroRe. Wenn alle unabhé@ngigen Parameter mit dem
Faktor oo multipliziert werden, d.h. wenn N; mit o multipliziert wird, dann mu G' mit dem
gleichen Faktor o multipliziert werden. Also mulR G' proportional zu N; sein und kann in der
Form

G(T,p,N;) = N;g(T,p) (3.250)

geschrieben werden, wobei g(7, p) von N; nicht abhéngt. Also ist

0G
== = g(T i 3.251
11 <3N1>T,p 9(T,p) (3.251)
Das chemische Potential ist gerade die freie Enthalpie
G
- 252
I=N (3.252)
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pro Molekil. Da die Gesamtenergie

E=F(S,V,Ny,...,Ny) (3.253)
eine extensive GroRe ist, gilt
E(aS,aV,aNy,...,aNy ) =aE(S,V,Ny,...,Ny,) . (3.254)
Ist speziell
a=1+7 (3.255)

mit |y| < 1, dann wird aus der linken Seite von (3.254) E (S + S,V + vV, N1 + vNy,...).
Dies kann man um den Wert E(S, V, Ny, ...) mity = 0 entwickeln. Aufgrund von (3.254) gilt
demnach die Forderung

OF oF ™ ([ OF
o <—> 7S + <—) W ( ) WNi=(1+7)E  (3.256)
95 V,N oV S,N ; ON; S,V,N
oder OF OF " [ OF
E = <—> S + (—) V4> ( ) N; . (3.257)
oS V,N ov S,N i=1 aNl S,V,N

Hierin sind aber die Ableitungen gerade durch die entsprechenden Koeffizienten von (3.243)
gegeben. Daher ist (3.257) aquivalent zu

oder

Ist eine einzige Art von Molekiilen vorhanden, dann reduziert sich (3.259) auf die bekannte
Beziehung

= (3.260)
Gleichung (3.258) besagt, daf
dE:TdS+SdT—pdV—Vdp+zuidNi+ZNid,ui . (3.261)
Nach wie vor mul} aber (3.243) gelten. So erhélt man das allgemeine Resultat
SdT —Vdp+ 3 Nidp; =0 . (3.262)

Dies ist die Gibbs-Duhem-Beziehung.
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3.12 Phasengleichgewicht

Wir hatten bereits das Problem des Gleichgewichts zwischen zwei Phasen fir den Fall be-
handelt, daB sich das System mit einem Reservoir bei konstanter Temperatur und konstantem
Druck im Gleichgewicht befindet. Das Gesamtsystem wird nun als isoliert betrachtet. Das Ge-
samtsystem besteht aus N Molekiilen, es hat die Gesamtenergie E und das Gesamtvolumen V.
Zwischen den beiden Einzelsystemen und dem Gesamtsystem besteht die Beziehung

Ei+Ey,=FE = const ,
Vi+ Vo=V = const |,
Ni+ Ny=N = const . (3.263)

Die Entropie des Gesamtsystems ist eine Funktion dieser Parameter. Die Gleichgewichtsbedin-
gung erfordert, daB die Entropie maximal ist, also

S = S (E1, V1, Ny, Ey, Vo, Ny ) = Maximum . (3.264)

Aufgrund der extensiven Grolie gilt
S =51(F1,Vi,N1 )+ S2 (Ea, Vo, No) . (3.265)

Damit lautet die Extremalbedingung
dS=dS; +dS, =0 . (3.266)

Dabei missen die Bedingungen (3.263) erfillt sein. In differentieller Form resultiert

dE; +dE; =0 , dVi+dVo=0 , dN;+dN.=0 . (3.267)
Mit 1 ;
_ 1 PN Bigay
dS = dF + Zdv ; LN, (3.268)
wird aus (3.266)
_ (1 D1y, M1 )
ds = ( -dB: + Favi —
1 P2 M2 ) _
+ (T2 4B, + 224V, - F2aN, ) = 0 (3.269)
oder

- (ﬂ - @) dN, =0 . (3.270)



(3.270) muR fiir beliebige Anderungen dE;, dV; und dV; gelten. Also miissen die Koeffizienten
einzeln verschwinden. Wir erhalten daher

7o =0 (3.271)
%—% -0 (3.272)
%—% - 0 (3.273)
oder
T =T |, (3.274)
pio= p2 o, (3.275)
b= g (3.276)

Die Temperaturen und mittleren Drucke der Phasen miissen gleich sein. Aber im Gleichgewicht
missen auch die chemischen Potentiale beider Phasen gleich sein.

3.13 Kanonisches Ensemble

GemadR dem Grundpostulat der Statistischen Physik wird ein isoliertes System im Gleichge-
wicht durch ein mikrokanonisches Ensemble représentiert. Ein System im thermischen Kon-
takt mit einem Warmreservoir wird durch ein kanonisches Ensemble dargestellt. Es wird nun
der Fall eines kleinen Systems A betrachtet, das mit einem Warmereservoir A’ in thermischer
Wechselwirkung steht. Dabei soll A wesentlich weniger Freiheitsgrade haben als A’. Die Wech-
selwirkung zwischen beiden Systemen sei aber schwach, so dal3 ihre Energien additiv sind. Die
Gesamtenergie des zusammengesetzten Systems habe einen festen Wert £, so daR der Ener-
gieerhaltungssatz lautet

E,+FE =E© (3.277)

Wir wollen die Frage studieren: Wie groR ist im Gleichgewicht die Wahrscheinlichkeit P, dafir,
das System A in irgendeinem Mikrozustand r der Energie E, vorzufinden?

Wenn A in dem fixierten Zustand r ist, dann ist die Zahl der zugénglichen Zusténde des zusam-
mengesetzten Systems A(®) gerade so groB wie die Anzahl '(E') der dem System A’ zugangli-
chen Zustinde, wenn deren Energie bei E' = E(®) — E, liegt. Entsprechend dem grundlegenden
Postulat ist die Wahrscheinlichkeit P, dafir, daR A im Zustand » vorgefunden wird, proportional
zur Zahl der Zustinde des zusammengesetzten Systems A unter der angegebenen Nebenbe-
dingung. Daher gilt

p=CQ(EY-E) . (3.278)
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Die Konstante C’ ergibt sich aus der Normierungsbedingung

SP=1 . (3.279)

Jetzt soll gelten E, < E(. Wir entwickeln den Logarithmus von Q'(E’) um E' = E(©),

Oln QY
! p(0) _ - 1 (0)) _
InQ (E ET) an(E ) [8E’ LET (3.280)
Die Ableitung
Oln¢Y
l o ]0 = B (3.281)

wird an der festen Stelle E' = E(® berechnet und ist somit eine von der Energie F, unabhangige
Konstante. 3 = (kT)~! entspricht der konstanten Temperatur des Warmereservoirs A’. Somit
bekommen wir

¢ (E® - E,) =In® (V) - BE, (3.282)

oder
o (E<°) - E) =Q (E<°> ) e PEr (3.283)
Da O (E(O)) von r unabhangig ist, erhalten wir
P.=Ce PP . (3.284)
Aus der Normierungsbedingung folgt

Ccl=N e (3.285)

Damit bekommen wir die kanonische Verteilung
efﬂE’“

b=
)

(3.286)

Diese Wahrscheinlichkeit ist ein sehr allgemeines Ergebnis von grundlegender Bedeutung fir
die statistische Mechanik.

Der Exponentialfaktor e=#Z- wird Boltzmann-Faktor genannt. Ein Ensemble aus Systemen im
Gleichgewicht, die alle mit einem Warmereservoir bekannter Temperatur 7" in Kontakt stehen
und die die Wahrscheinlichkeitsverteilung (3.286) aufweisen, heil3t kanonisches Ensemble. Das
mikrokanonische Ensemble war gekennzeichnet durch E = const. Das kanonische Ensemble
ist charakterisiert durch T &~ const. (3.286) gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, das System A
in einem bestimmten Zustand r der Energie E, vorzufinden. Aus der Wahrscheinlichkeitsver-
teilung (3.286) konnen verschiedene Mittelwerte einfach berechnet werden.
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Sei z.B. y eine Grol3e, die den Wert 3, im Zustand r des Systems A annimmt, dann gilt
> e_ﬂEryr

y:

Wir wollen nun einige Mittelwerte im kanonischen Ensemble berechnen. Firr den Energiemit-

telwert folgt

_ XePPE,

E = S (3.288)
Die Summe im Zahler kann durch die Summe im Nenner ausgedriickt werden.

0 0
7ﬂE7‘ _— 7ﬁEr e
Er e E,. = ET 8,36 8ﬂZ . (3.289)

Dabei haben wir per Definition die Zustandssumme Z eingefihrt durch
Z=YeP" | (3.290)

Z ist eine fundamentale Grof3e in der statistischen Physik, da sich aus ihr viele thermodynami-
sche GroRen ableiten lassen.

Fur den Energiemittelwert folgt

E__ia_z__alnz
- Z0B 0B

(3.291)

Die kanonische Verteilung stellt eine Verteilung von Systemen tiber mogliche Energien dar. Wir
kdnnen auch das Schwankungsquadrat der Energie berechnen. Es ist

(AE?=(E-E) =B 2EE+E =F? - F (3.292)
Wir mussen also E2 und E~ ermitteln. Es folgt
Y e PP E?
72— rz p— (3.293)

Es ist 9
erre—g (Beorn) = () e em

Somit erhalten wir
— 1 0°Z

2 -
= (3.295)
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Dies laBt sich mit Hilfe der Produktregel umschreiben in

8 (102\ 1 (02\® OE
R Mialhded =) = =
E 85(,5%)—#22(%) aﬁ+E : (3.296)
Somit folgt fur die mittlere quadratische Abweichung
OE 0’lnZ
ARy =——=""=Z 297
(AB) = =50 = 55 (3.297)
Da (AFE)? niemals negativ sein kann, folgt
OF
— < 2
95 = 0 (3.298)
oder 9
E
— > . .
5T 2 0 (3.299)

Das System besitze einen dufieren Parameter. Die Verallgemeinerung auf mehrere Parameter
ist evident. Wir betrachten eine quasistatische Veranderung des dueren Parameters von z auf
x + dz. Die Energie fur den Zustand r &ndert sich um den Betrag

_ OE,
- Oz

Fir die am System geleistete makroskopische Arbeit d W erhalten wir aus

d,E,

dz . (3.300)

i=1
mit
x, = b (3.302)
63@

den Zusammenhang
> e PEr (—%dx)
daw = = i (3.303)
Hierbei wurde der Mittelwert mit der kanonischen Verteilung ermittelt. Wir driicken den Zahler
wieder durch die Zustandssumme Z aus

oF 10 102
—BE; T _ __ 7 —-BE, _ _ — 7%
E e 9z =~ 5o E e =73 . (3.304)

T T

Damit bekommen wir weiter
1 0Z 10lnZ

dz . (3.305)
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Wegen

dW = X dz (3.306)
kdnnen wir also auch schreiben | O 2
J— n
X== 3.307
b Oz ( )
Ist z.B. z = V/, so erhalten wir einen Ausdruck fir den mittleren Druck
10lnZ
dW =pdV = = d ) 3.308
W =pdV 5oV 1% ( )

Wir weisen nochmals darauf hin, dal3 in der statistischen Physik alle wichtigen physikalischen
GroRen vollstandig durch In Z ausgedriickt werden kdnnen. Z ist eine Funktion von § und z,
da E, = E,(z). Somit folgt weiter

0ln Z Oln Z

Z= . .
dln 5 dx + 98 ds (3.309)
Mit (3.305) und (3.291) kdnnen wir dies umschreiben in
dinZ =BdW - EdB . (3.310)
Den letzten Term formen wir um
din2 = 8dW —d (EB) + BdE (3.311)
oder
d(In 2+ pE) =g (dW +dE) = BdQ . (3.312)
Nach dem 2. Hauptsatz der Thermodynamik haben wir
dQ
ds = T (3.313)
Der Vergleich mit (3.312) liefert
S=k(lnZ+pE) . (3.314)
Wegen
kB=T"" (3.315)
resultiert
TS=kTlhZ+E (3.316)
oder
F=FE-TS=-kThZ . (3.317)

In Z hédngt also in einfacher Form mit der freien Energie F' zusammen.
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3.14 GrolRkanonisches Ensemble

Wir studieren nun Systeme mit einer unbestimmten Anzahl von Teilchen. Ein System A mit
gegebenem festen Volumen V' sei mit einem groRRen Reservoir A’ in Kontakt, mit dem es nicht
nur Energie, sondern auch Teilchen austauschen kann. Daher sind weder die Energie E noch
die Teilchenzahl NV von A fest. Hingegen sind die Gesamtenergie £©) und die Gesamtzahl der
Teilchen N(© des zusammengesetzten Systems A(®) = A + A’ fixiert. Es ist

E+E =E% = const , (3.318)
N+N =NO = const . (3.319)

Dabei sind E' und N’ die Energie und die Teilchenzahl des Reservoirs A’. Innerhalb des be-
trachteten Ensembles fragen wir nun nach der Wahrscheinlichkeit dafiir, das System A in ir-
gendeinem speziellen Zustand r vorzufinden, in dem es die Energie E, besitzt und NV, Teilchen
enthalt. Es sei Q'(E’, N') die Anzahl der dem Reservoir A’ zugénglichen Zusténde, falls es N’
Teilchen enthdlt und eine Energie im Bereich um E’ besitzt. Falls A in dem speziellen Zustand
7 ist, so ist die Anzahl der dem zusammengesetzten System A() zuganglichen Zustinde gera-
de durch Q' gegeben. Die Wahrscheinlichkeit P, dafiir, A im Zustand r vorzufinden, ist somit
proportional zu dieser Zahl. Es gilt

P, (E,, N,)=C"S) (E(O) — E,,NO _ Nr) . (3.320)

C" ist eine Proportionalitdtskonstante. Fir die Zahl f der Freiheitsgrade gilt wieder f(A) <
f(A") sowie E, < E© und N, < N©. Die Taylor-Entwicklung von In )’ liefert als niedrigste
Terme

In O
nQ (B® - E,NO - N,) = @ (EO,NO) - oln E,
SE"
E'=E(0)
In O
_ [‘9 n ] N (3.321)
ON N'=N()

Die Ableitungen in Klammern sind Konstanten, die das Reservoir A’ kennzeichnen. Wieder
bezeichnen wir

Oln QY
B = l ] (3.322)
OF" | ol pwo
und fihren die Bezeichnung ein
In Q'
o= [‘9 nt ] (3.323)
ON'" | v n©
Mit dem chemischen Potential x ist
a=-—0Bu . (3.324)
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Aus (3.321) folgt
Q' (E<°> — E,,NO _ N,) = (E<°>, N© ) e PE—aN: (3.325)

Damit haben wir
ef,BErfaNT

P, (3.326)

= S e—BEr—aN;
T

Hierbei haben wir durch die Summe im Nenner den Normierungsfaktor festgelegt. Die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung (3.326) heil3t grotkanonische Verteilung. Mit (3.324) konnen wir schrei-

ben
e_ﬁ(ET_u'N'I‘)

T

Ein Ensemble von Systemen, das gemaR dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung verteilt ist, heif3t
groRkanonisches Ensemble. In groRkanonischen Verteilungen ist die mittlere Teilchenzahl N
und die mittlere Energie E bekannt. Sie bestimmen sich geméaf

; e—,BEr—aNT Er

F = “emmman (3.328)

Z e—,BEr—aNTNT
= . (3.329)

Z e—,BET—aNT
T

3.15 Der Gleichverteilungssatz

Wir gehen von den folgenden Voraussetzungen aus: Die Energie eines Systems sei eine Funkti-
on von f generalisierten Koordinaten ¢, und f generalisierten Impulsen py,

E=FE(q,---,95,p1,---,05) - (3.330)
Die Gesamtenergie soll sich nun in eine Summe der Form
EZEZ' (pi)—i—E'(ql,...,pf) (3331)

aufspalten, wobei ¢; nur die eine Variable p; enthadlt und der restliche Teil E’ nicht von p;
abhangt. Ferner sei die Funktion e; quadratisch in p;,

E; (pz) = pr2 y (3332)
wobei b irgendeine Konstante ist.

Wir wollen nun die Frage untersuchen, wie grof3 der Mittelwert von ¢; im thermischen Gleich-
gewicht ist, sofern die angegebenen Bedingungen erflllt sind. Wenn sich das System bei der
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Temperatur 7' = (kﬁ)’1 im Gleichgewicht befindet, ist die Verteilung auf seine mdoglichen
Zustande durch die kanonische Verteilung gegeben. Der Mittelwert z; resultiert dann definiti-
onsgemaR aus

Ofo e*/)’E(tn ----- pf)gz. dgy - - - dpy
. , (3.333)
f e*ﬁE((II;---:pf )dql PP dpf

Hierbei haben wir die Zustandssumme durch die Phasenraumintegrale substituiert. Den Mittel-
wert g; kdnnen wir umschreiben in

[ e PE+E) g, dg, - - - dpy
[ e=BEFENdg, - - dpy
e Peie;dpi [ e dg, - - - dpy

&

= . 3.334
[ eF= G, [ % g, - dy (5339
Die letzten Integrale im Zdhler und Nenner kiirzen sich heraus. Es verbleibt
—Beic. dps;
g =l adn (3.335)

C e Pedp,

Wir formen diesen Ausdruck um, indem wir den Zéhler auf Ableitungen des Nenners zurlickfiihren,

b Uem)

g = T eFadp, (3.336)
oder o
g = 9 In / e Peidp; (3.337)
T T 8B J p’L . "
Zur Auswertung des Integrals setzen wir (3.332) ein. Es folgt
/ e Peidp, = / e’ﬁbp?dpi = 6’% / e’byZdy , (3.338)
waobei wir die Substitution
y = B2p; (3.339)
eingefiihrt haben. Also ist
7 1 T e
—Beidm. — _ — —by
ln_/ e Fidp; 5 Ing + lno[e dy . (3.340)
Im letzten Term tritt 5 nicht mehr auf. Somit erhalten wir
_ 0 1 1
f= =55 (—5 In ,6> - 55 (3.341)
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oder .
g = 5I~cT } (3.342)

Dies ist der sogenannte Gleichverteilungssatz der klassischen statistischen Mechanik. Dieses
Ergebnis gilt recht allgemein. Der Mittelwert jedes unabhdngigen quadratischen Terms der Ge-
samtenergie ist 2 k7.

3.16 Verschiedene Anwendungen

Als erstes Anwendungsbeispiel betrachten wir die mittlere kinetische Energie eines Molekiils in
einem Gas der Temperatur 7". Mit der Masse m des Molekiils und mit dem Schwerpunktsimpuls
P = md lautet die Kinetische Translationsenergie K

K = % (P2 +p2+p2) - (3.343)
Die Voraussetzungen des Gleichverteilungssatzes sind erfullt. Da (3.343) drei quadratische Ter-
me enthélt, folgt aus dem Gleichverteilungssatz unmittelbar

K= ng . (3.344)

Bei einem idealen, einatomigen Gas ist die gesamte Energie kinetische Energie, so daR die
mittlere Energie pro Mol einfach durch

E=1 (ng) _ gRT (3.345)
gegeben ist. Die molare spezifische Wéarme bei konstantem Volumen ist dann
OFE 3
Cy = (6—T>V = §R : (3.346)

Der Gleichverteilungssatz gilt in der klassischen Mechanik, hat aber in der Quantenmecha-
nik nur limitierte Rechtfertigung. Als quantenmechanisches Beispiel wollen wir den eindimen-
sionalen harmonischen Oszillator betrachten. Der harmonische Oszillator soll sich mit einem
Warmereservoir der Temperatur 7" im Gleichgewicht befinden. Fiir die Energie des Oszillators
gilt

E = » + Lo (3.347)

2m = 2

Die Federkonstante wird hier x genannt, um sie von der Boltzmann-Konstante zu unterscheiden.
Die Bedingungen des Gleichverteilungssatzes sind beziiglich der kinetischen und der potentiel-

len Energie erfullt. Es folgt
Eyin = -1 =5kT (3.348)
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Also folgt fur die mittlere Gesamtenergie
— 1 1
E = §kT + 5lcT =kT . (3.350)

Wir wollen dieses Beispiel auch im Rahmen der Quantenmechanik untersuchen. Fir die Ener-
gieniveaus des quantenmechanischen harmonischen Oszillators gilt

B, = (n + %) hew (3.351)

mit
n=0,1,23,.. (3.352)

und

K
w= \/% . (3.353)

Fur die mittlere Energie des harmonischen Oszillators folgt dann

> e P E,
_ 2 107 0
E=r=2_ -~ == "Iz 3.354
Y e—BEn Z 08 0p ( )
n=0
mit
Z =3 e P =" em(ntl/2phe (3.355)
n=0 n=0
Dies schreiben wir um in
D S e (e Y S S I (3.356)
n=0

Diese unendliche Summe ist eine konvergente geometrische Reihe mit dem Grenzwert

1
_ ,—Phw/2
Z =e = (3.357)
Somit folgt weiter
1
InZ = —i,ﬁhw —In (1 — e*ﬁh“’) ) (3.358)
Fur die mittlere Energie resultiert
— 0 1 e P
F=——hZ=—-|—hw— ———— -
95 n ( 2hw 1_€_ﬂhw) (3.359)



und weiter

— 1 1

Wir betrachten jetzt zwei Grenzfélle. Im Hochtemperaturlimes gilt

hw
hw=-—<1 . 3.361
Bhw = 1 < (3.361)
In diesem Falle folgt
— 1 1 1 1 1
E=hw|= Nhw|z+— | hw|—]| . 3.362
v 2+ (1+ﬁhw+...)—1] “ [2+ﬁhw] “ [ﬁhw] ( )
Somit haben wir
E = 1_ kT | (3.363)
g
was mit dem klassischen Ergebnis tUibereinstimmt. Im Niedertemperaturlimes haben wir
hw
Bhw = T >1 (3.364)
und somit
s (3.365)
Dies ergibt schlieflich
— 1
E = hw (5 + e—ﬂﬁw> . (3.366)

Dieses Ergebnis weicht deutlich vom klassischen Resultat ab. Im Grenzwert 7' — 0 folgt die
Nullpunktenergie %hw des Grundzustandes.

Wir wollen nun weitere Anwendungsbeispiele der kanonischen Verteilung behandeln. Zunédchst
befassen wir uns mit dem Paramagnetismus. Wir betrachten einen Stoff, der Ny magnetische
Atome pro Volumeneinheit enthélt und der sich in einem duReren Magnetfeld H befindet. Jedes
Atom habe den Spin %, der einem ungepaarten Elektron entspricht, sowie ein inneres magneti-
sches Moment p. Das magnetische Moment eines jeden Atoms kann parallel oder antiparallel
zum &uBeren Feld H ausgerichtet sein. Wie groB ist das mittlere magnetische Moment 7 in
Richtung von H eines solchen Atoms bei der Temperatur T? Die Wechselwirkung unter den
Atomen werde vernachlassigt. Bei paralellem Spin zu H istdie magnetische Energie des Atoms

e, = —pH | (3.367)
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bei antiparallelem Spin folgt
e_=pH . (3.368)
Fur den Fall (3.367) gilt die Wahrscheinlichkeit, ein Atom in diesem Zustand vorzufinden
P, = Ce P+ = CePrH (3.369)
mit 3 = (kKT)~*. Fir den Fall (3.368) folgt analog
P_=Ce P =Ce P | (3.370)

Der (+)-Zustand ist wahrscheinlicher. Also muR das mittlere magnetische Moment 7z, in die
Richtung des duReren Feldes H weisen. Der wesentliche Parameter ist der Quotient aus der
magnetischen Energie und der thermischen Energie
uH
=puH = — . 3.371
y=pbp T (3.371)
Fir den Mittelwert 7, gilt

_ P+ P (—p)  €PrH — e PuH uH
e S R prper e L (3.372)

Die Magnetisierung M, das mittlere magnetische Moment pro Volumeneinheit, ist dann in der
Richtung von H durch

My = Nofig (3.373)
gegeben. Es gelten die Grenzfalle
tanhy = fur 1
amy =y N y<lb, (3.374)
tanhy =1 fur y>1
Somit resultiert
2
__ pH " wH
fn = 7 fur T <1 (3.375)
_ N uH
Im Hochtemperaturfall (3.375) folgt weiter
— H
My = xH fiir ’Z—T <1 . (3.377)

Dabei ist die magnetische Suszeptibilitat xy unabhangig von H. Wir haben fir y

_ Nop®
kT

(3.378)
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Die Abhdngigkeit x ~ 1/, die nur fir hohe Temperaturen gilt, ist das Curie-Gesetz. Im Nie-
dertemperaturfall (3.376) haben wir

- H
My = Nop fiir ’Z—T >1 . (3.379)

Daher wird M, fir tiefe Temperaturen magnetfeldunabhingig und gleich dem Maximum der
Magnetisierung, die eine Substanz aufzeigen kann. Dies entspricht der Sattigung.

Als néachstes Anwendungsbeispiel betrachten wir ein Gas aus zweiatomigen Molekdlen bei
der Temperatur 7" im Volumen V. Die Wechselwirkung zwischen den Molekiilen werde ver-
nachldssigt. Damit ist die Gesamtenergie gleich der Summe der Einzelenergien. Wir behandeln
das Problem im Rahmen der klassischen Mechanik. Die Energie eines Molekiils ist durch die
Kinetische Energie determiniert

1 p?
E=-mi?=-"—

2™ T om
Ist die Lage des Molekils zwischen 7 und i + d7" und der Impuls zwischen p und p’'+ dp, so
lautet das Phasenvolumen

(3.380)

dl = d&®r &®p . (3.381)

Die klassische Wahrscheinlichkeitsverteilung ist gegeben durch
P(7,7) d*r &% _ oty zd P e=trt/m) (3.382)

h gibt die GrolRe der Phasenraumzelle an, C' ist eine Normierungskonstante. Um die Wahr-
scheinlichkeit P(p’) d®p dafiir zu finden, da das Molekil unabhéngig von seiner Lage einen
Impuls im Bereich zwischen p'und p’ + dp’besitzt, muR Gber das Volumen integriert werden

d’p = / P(F,7) d*r d*p = C"e 7"/ gip (3:383)

Aquivalenterweise kann man dies durch die Geschwindigkeit & = 5/m ausdriicken. Die Wahr-
scheinlichkeit P (%) d®v dafiir, daR das Molekiil eine Geschwindigkeit im Bereich zwischen o
und ¥’ + dv besitzt, lautet dann

P@)d* = P(p)d®p=C"e P12 Py | (3.384)

Das Ergebnis (3.384) ist die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung fiir molekulare Geschwin-
digkeiten. Wir erweitern die betrachtete Situation unter Einbeziehung des Schwerefeldes fiir das
ideale Gas. Wir stellen ein homogenes Gravitationsfeld, das in z-Richtung wirkt, in Rechnung.
Dann gilt fur die Energie eines Molekiils

+ mgz (3.385)
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mit der Endbeschleunigung g. Analog folgt fir die Wahrscheinlichkeitsverteilung
- = d3T d3 — m)+mgz
P(Fp)d*r d°p = CTpe Blv*/(2m)+my]
= C'drdPp e PPICm) g=pmez (3.386)
Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung hangt von der z-Koordinate ab. Die Wahrscheinlichkeit

P(p) d*p dafiir, daR ein Molekil unabhéangig von seiner Lage einen Impuls im Bereich zwi-
schen g und p'+ d3p besitzt, ist wie zuvor gegeben durch

PF)d'p= [ P75 drdp . (3.387)
14

Aufgrund des Produktes der beiden Exponentialfunktionen resultiert
P(p) d®p = C" e PP 1Cm) g3y (3.388)

Dies bedeutet, daB die Impulsverteilung und daher auch die Geschwindigkeitsverteilung genau
die gleiche wie ohne Beriicksichtigung des Schwerefeldes ist. SchlieBlich konnen wir die Wahr-
scheinlichkeit P(z) dz dafir angeben, daB ein Molekdil in einer Hohe zwischen z und z + dz
vorzufinden ist, und zwar unabhangig von der z- und y-Koordinate und unabhéngig vom Im-
puls. Durch Integration folgt

P(z)dz = / / P77 dPrdp . (3.389)
(.9) /(7)
Es ergibt sich offensichtlich
P(z)dz =C"e P97 dy . (3.390)

Fir einen Behdlter fiir das Volumen mit konstanter Querschnittflache ist C" eine Proportiona-
litdtskonstante. Damit folgt

P(z) = P(0) e-m92/(FT) (3.391)

Dies ist die barometrische Hohenformel. Die Wahrscheinlichkeit dafir, ein Molekil in der Hohe
z vorzufinden, nimmt exponentiell mit der Hohe ab. Beschrieben wird die Luftdichte in Abhén-
gigkeit von der Hohe tiber der Erdoberflache bei angenommener konstanter Temperatur. Gerade
diese letzte Annahme muf3 aber relativiert werden.

Als nédchstes Beispiel betrachten wir ein aus /V identischen, einatomigen Molekiilen der Masse
m bestehendes Gas, das in einem Behélter mit dem Volumen V' eingeschlossen ist. Die Gesamt-
energie des Gases ist dann durch

N =2

Di S o .
E = e Ty 3.392
;2m+U(7‘1;T2’ s T ) ( )
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gegeben. Wir wollen das Problem zundchst klassisch behandeln. Die klassische Verteilungs-
funktion Z’ lautet

1 /. . . . d3ry...d3ry dPpy...d?
7= [exp {85 (2 + .t ®) + U (@, )| | S0 5 303)
oder
g }%N / e—HICmt g3, / Pl g3y / e BUTL7N) B ey (3.394)

Im Gegensatz zu den Kinetischen Energien ist U nicht einfach eine Summe von Einteilchen-
energien. Dies ist der Grund dafir, warum die Behandlung eines nichtidealen Gases mit U # 0
relativ kompliziert ist. Fir ein verdiinntes Gas und U = 0 resultiert einfach

/ &Pry... / Pry=VV (3.395)

In diesem Fall 1413t sich die Zustandssumme schreiben als

7' = ¢V (3.396)
oder
InZ'=NIn(¢ (3.397)
mit
(= % / =PI 3 (3.398)

Dieses Integral a6t sich leicht ausfuhren. Es ist

I = / e—B/Cmp? g3,

—Q

_ / e=BlemWE g3y, / e~Plem} oy / e~ B/Cmw? g3y,
3
w2m
_ _ 3.399
V) e:359)
Also haben wir
3/2
2mm
= A4
¢ v( > ﬁ> (3.400)
und weiter
3 3 2mm
Iz =NV = mp+ S (S| (3.401)
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Aus dieser Verteilungsfunktion lassen sich unmittelbar eine Reihe weiterer physikalischer Grof3en
berechnen. Der mittlere Gasdruck ist gegeben durch

10lnZz

1N
B - 3.402
Also gilt erneut
pV = NkT . (3.403)
Die mittlere Gesamtenergie des Gases lautet
0 3N
E=——InZ =-==N=s 3.404
mit der mittleren Energie pro Molekil
E= ;kT . (3.405)
Die Wéarmekapazitat bei konstantem Volumen ist dann durch
oF 3 3

gegeben, wobei v die Anzahl der Mole und L die Loschmidtsche Zahl ist. Damit ergibt sich
wieder fir die molare spezifische Wérme bei konstantem Volumen

cy = gR (3.407)
mit der Gaskonstanten
R=kL . (3.408)

Die Schwankung der Gesamtenergie des Gases, welches sich mit einem Warmereservoir der
Temperatur 7" in Kontakt befindet, &Rt sich ebenfalls leicht berechnen. Das mittlere Schwan-
kungsquadrat der Energie war durch

OFE
2 — _
(AE) 95 (3.409)
gegeben. Dabei ist V konstant zu halten. Mit 3 = (kT)~! erhalten wir
OE\ oT OE
AE? = — | —=| = =kT?| = | =kT? . .
(AE) <6T)V 95 k <8T)V kT?CYy (3.410)

Somit ist die Schwankung der Energie irgendeines Systems ganz allgemein mit dessen Warme-
kapazitat bei konstantem Volumen korreliert. In dem speziellen Fall eines aus /N einatomigen
Molekdilen bestehenden idealen Gases erhdlt man

(AE)? = gNkZTQ : (3.411)
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Fur die mittlere quadratische Abweichung
AE = [aEp"” (3.412)

bezogen auf die mittlere Energie E folgt daraus

,/3N/<,-2T2
; N (3.413)

E  3NkT

Wenn N von der GrolRenordnung der Loschmidtschen Zahl ist, ist der Ausdruck sehr klein.

Als néchstes Anwendungsbeispiel wollen wir uns mit der spezifischen Wérme von Festkorpern
beschéftigen. In einem Festkdrper kdnnen die Atome frei um ihre Gleichgewichtslage schwin-
gen. Dies sind die Gitterschwingungen, in quantisierter Form sind dies die Phononen. Wir
betrachten kleine Schwingungen um die Gleichgewichtslage, d.h. die potentielle Wechselwir-
kungsenergie kann in eine Taylor-Reihe entwickelt werden. Wir brechen diese Entwicklung
nach Gliedern der zweiten Ordnung ab. Die Gesamtenergie der Gitterschwingung kann dann in
der einfachen Form

EZ(

dargestellt werden. Wir haben uns auf die Betrachtung von L Atomen eines Mols beschrénkt.
Die Gesamtenergie hat damit die Form von 3L unabhéngigen eindimensionalen harmonischen
Oszillatoren. Bei hohen Temperaturen kann der Gleichverteilungssatz angewandt werden. Fir
die mittlere Energie pro Mol resultiert

) (3.414)

E = 3LkT = 3RT (3.415)
oder
B =3l (%kT - 2) . (3.416)
Damit erhélt man fiir die molare spezifische Wéarme bei konstantem Volumen
oF
Cy = (8_T>V =3R . (3.417)

Dieses empirisch fur viele Festkorper verifizierte Gesetz ist das Dulang-Petitsche-Gesetz. Diese
Ergebnisse gelten nicht bei wesentlich niedrigeren Temperaturen.

Einstein machte die Annahme, dal} alle Atome im Festkdrper mit der selben Kreisfrequenz w
schwingen. Dann ist k; = mw? flr alle 4. Flr die mittlere Gesamtenergie der 3L quantenme-
chanischen Oszillatoren resultiert

— 1 1
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Damit ist die molare spezifische Warme des Festkorpers in diesem einfachen Einstein-Modell

durch
o <6E> (aﬁ) 0B 1 <6E>
Vv e R e _ P e — N
or /., og ), or kK12 \ 0B/,
3L hw eP hw
= — 7 l— (ePho — 1)2] (3.419)
oder
®E 2 6@E/T
gegeben. Dabei haben wir die charakteristische Einstein-Temperatur durch
O = %w (3.421)

eingefihrt. Fur hohe Temperaturen k7T >> hw oder T >> © folgt wieder das klassische Ergeb-
nis, d.h. Cy — 3R.

3.17 Paramagnetismus

Wir verbleiben bei Anwendungsbeispielen der kanonischen Verteilungsfunktion. Wir haben Pa-
ramagnetismus bereits fiir den einfachen Fall des Spins s = + kennengelernt. Jetzt wollen wir
dies auf den Fall beliebiger Spins verallgemeinern. Wir betrachten ein System von N nicht-
wechselwirkenden Atomen in einer Substanz der absoluten Temperatur 7" und in einem &uf3e-
ren Magnetfeld H, das in z-Richtung zeigen moge. Die magnetische Energie einen Atoms ist
gegeben durch

e=—ji-H |, (3.422)

wobei ji das magnetische Moment des Atoms ist. Als Zitat aus der Atomphysik verwenden wir,
daB das magnetische Moment proportional zum Gesamtdrehimpuls % des Atoms ist. Es ist

i=guj - (3.423)
1o ist das Bohrsche Magneton
h
Ho = —— (3.424)
2mc

Es ist eine atomare Standardeinheit fiir das magnetische Moment. Der g-Faktor des Atoms oder
der Landé-Faktor ¢ ist eine Zahl von der GroRenordnung 1. Fir ein einzelnes Elektron ist g = 2.
Das Magnetfeld H ist die lokale magnetische Feldstéarke. Dies stimmt nicht notwendigerweise
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mit der dulReren Magnetfeldstarke Uiberein. Wir vernachldssigen hier jedoch das von den anderen
Atomen generierte magnetische Feld. Der Unterschied zwischen &ufleren und lokalem Feld
wird zunehmend bedeutungsloser, je kleiner die Konzentration der magnetischen Atome ist.
Wir erhalten somit

e=—guoj - H=—guHj, . (3.425)
Es ist in der Quantenmechanik
J:=m (3.426)
mit
—j<m<j . (3.427)
m kann somit (25 + 1)-Werte annehmen.

—

ZAH

©

Fur die moglichen magnetischen Energien haben wir

e=—guHm . (3.428)
Die Wahrscheinlichkeit P, dafiir, daf} sich ein Atom in einem Zustand m befindet, ist durch
Py, ~ e Pem = Pgmoim (3.429)
determiniert. Die z-Komponente des magnetischen Momentes ist in diesem Zustand

te = gpom . (3.430)

Die mittlere z-Komponente des magnetischen Momentes ist deshalb

i 'eﬂguonguom
o = = . (3.431)

J
3 efguoHm
m=—j
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Hierbei 4Rt sich der Z&hler durch Ableitung des Nenners nach dem Feld H ausdriicken. Es ist
j
> ePorotimy ) im = — —— (3.432)
m=—j
mit
j
Z= Y efowotim (3.433)
m=—j
Z ist die Verteilungsfunktion der Einzelatome. Somit haben wir

1198Z 10z

I, =—=———= 3.434
W= 870H B 0H (3.434)
Zur Berechnung von Z fiihren wir die Abkiirzung
guoH
n = Byto T (3.435)

ein. n gibt wieder das Verhéltnis von magnetischer Energie zu thermischer Energie an. Damit
gilt

j . . .
Z=Y em=eM e 4 el | (3.436)

m=—j

Diese geometrische Reihe ist leicht aufzusummieren. Haben wir die geometrische Reihe
S=a+af+af’+..+af" (3.437)

vorliegen mit dem Faktor f, so bestimmen wir die Summe wie folgt: Wir multiplizieren (3.437)
mit f

fS=af+af’+..+af" +af*tt . (3.438)
Wir subtrahieren (3.438) von (3.437) und erhalten
1-fS=a—af" (3.439)

und daher
1 o fn—l—l
=a——— . 3.440
S=a =7 ( )
Somit bekommen wir fir (3.436) mit f = e’ und a = e~
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Wir erweitern mit e="/2 und erhalten

e n(i+1/2) _ gn(i+1/2)

Z= e—n/2 — en/2
oder
, _ Sinh(j + 3)n
sinh %7)
mit
) ¥ — e~ ¥
sinhy = 5

Also gilt weiter
. o1 Lo 1
In Z = Insinh (] + 5) 1 — Insinh "

Fur das mittlere magnetische Moment in z-Richtung resultiert

_ _laan_laan@_ 0lnZ
F==%5"80 ~— 5 an aH M 4y

Folglich ist

Ky = glo

(3 +5)cosh (j+5) 1 Leosly
sinh (j+ 1) n sinh 57

Dies laf3t sich schreiben als

7, = gioj B;(n)
mit der Brillouin-Funktion

1 1 1 1 1
Bin)==|(i+= th(' —> — —coth =
() ; [(] + 2) coth {j + 3 )0 — 5 coth on

Es ist

coshy e’ +e™

cothy = sinhy ev—eY

Wir konnen Grenzfélle untersuche. Fir n > 1 folgt

=3 [(+2) -3

Fur n < 1 folgt durch Taylor-Entwicklung

I+l

B;(n) 3
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Wenn sich in der Volumeneinheit NV Atome befinden, wird das magnetische Moment pro Volu-
meneinheit, also die Magnetisierung

M, = N, = Ngpoj Bj(n) - (3.453)
Fir n < 1 18Rt sich diese Beziehung schreiben in der Form
M,=xH (3.454)
mit der magnetischen Suszeptibilitat

2 2. .

g ugi(j+1)

- NI RV T
X 3T

Die Proportionalitdt x ~ 1/7 ist wieder das Curie Gesetz. Fir > 1 erhalten wir hingegen

(3.455)

M, = Nguoj - (3.456)
Man hat es hier mit einem Sattigungsverhalten zu tun, bei dem die z-Komponente des magne-

tischen Momentes jedes einzelnen Atoms ihren maximal moglichen Wert besitzt.

3.18 Die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung

Wir betrachten nochmals ein Molekil der Masse m in einem verdiinnten Gas. Dies ist ein weite-
res Anwendungsbeispiel der kanonischen Verteilungsfunktion. Es sei f (7, 7 )d3r d3v die mittle-
re Anzahl von Molekiilen mit einer Lage 7" und 7+ di” sowie mit einer Geschwindigkeit zwischen
v und ¥ + dv. Dann ist

(77 drd®v=Ce ™ Pdrddy . (3.457)
Die Proportionalitatskonstante C folgt aus der Normierungsbedingung
[ / FED)Brdv=N | (3.458)

wobei N die Gesamtzahl der Molekiile im Volumen V" ist. Somit folgt

00 3
C/ﬁe’ﬂm”2/2d37d3v = CV(/eﬁmvgﬂdvz)

2T 3/2
= CV (6—m> =N . (3.459)

Mit

(3.460)

<=
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haben wir daher

3/2
C=n (g_m) . (3.461)
m
SchlieBlich folgt die Maxwell-Verteilung
e m —Bmuv? m —mw?
f(@)=n (é—ﬁ) e P/t — (27rkT> e /(KT (3.462)

Da f nicht von 7 abhdngt, wurde dieses Argument weggelassen. AuBerdem gilt f(7) = f(v),
d.h. f hdngt nur vom Betrag von # ab.

Aus (3.462) konnen wir sofort die mittlere Anzahl von Molekilen pro Volumeneinheit mit
einer Geschwindigkeitskomponente in z-Richtung im Bereich zwischen v, und v, + dv, und
mit beliebigen Geschwindigkeitskomponenten in y- und z-Richtung ableiten. Es folgt

3/2 .
g(vw) de _ n( m ) / / e—m/(ZkT)(vi-l-’U%-l-'uf) d’de”UydUZ
vy Ju,

2kT
— ( m )3/2 e_mvg/(%T)dU 7e—mv§/(2kT) dv 706—mv§/(2kT) dv
2kT zi yi ?
2
m 3/2 2 2nkT
= _mvm/(2kT)
n (27rkT) e dv, ( - ) . (3.463)
Damit ist
m 1/2 2
— —mugz /(2kT)
g(vg) =n <27rkT) e . (3.464)

Dieser Ausdruck ist so normiert, daf gilt
/ g(vz)dv, =n . (3.465)

Aufgrund der symmetrischen Struktur (3.464) ist

1 o
= / g(vy) vy dv, =0 . (3.466)
Hingegen haben wir
vZ = l/gvz ) v dvm—g . (3.467)
n e m
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Das gleiche Ergebnis konnen wir nattrlich auch sofort aus dem Gleichverteilungssatz ableiten.
Hiernach haben wir

1 1
Smw? = kT . 4
5V = 3 kT (3.468)

Wir kdnnen mit F'(v) dv auch leicht die mittlere Anzahl von Molekiilen pro Volumeneinheit mit
einem Geschwindigkeitsbetrag v = |#| im Bereich zwischen v und v + dv ableiten.

YA

<l

v+dv

Wir stellen d3v in Kugelkoordinaten dar. Offensichtlich ist dann

F(v)dv =4r f(v)v*dv . (3.469)

Mit (3.464) haben wir

3/2 ,
F(v) = 4mn ( o ) v?e ™ /CKT) (3.470)

Auch dies wird haufig als Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung bezeichnet. Die Normie-
rung lautet nun

/F(v) dv=n . (3.471)
0
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4 Zustandssumme und Quantenstatistik

4.1 Die Dirac-Schreibweise

Wir wollen jetzt einige mathematische Prinzipien der Quantenmechanik in knapper Form zu-
sammenfassen und dabei die dul3erst pragnante

(bral - - - ¢ - - - |ket) -Schreibweise (4.1)

einfihren. Dieses Kalkul ist zur abstrakten Formulierung besonders geeignet, weil es sehr 6ko-
nomisch, eindeutig und inhaltlich dquivalent zur ,,Integralschreibweise™ ist. Den heuristischen
Standpunkt einnehmend, werden wir hier auf die Ausbreitung tiefergehender mathematischer
Aspekte verzichten und auf entsprechende Literatur verweisen'?2, in der der notwendige Apparat
zur Funktionalanalysis dargelegt wird. Ausgangspunkt der abstrakten Quantenmechanik ist das
Postulat: Ein Quantensystem werde durch einen Hilbertraum # charakterisiert. Jeder mogliche,
reine Zustand + in dem sich das Quantensystem befinden kann, werde durch ein Element (Zu-
standsvektor oder kurz Vektor) des Hilbertraums beschrieben. Dirac folgend notieren wir fiir
die Elemente des Hilbertraums:

v — ) ,Kket*-Vektor. (4.2)

Wir definieren den Hilberraum A im folgenden durch Auflisten der Axiomatik. Anschlief3end
sollen dann erste Konsequenzen gezogen werden.

Al: H istein linearer Vektorraum tiber dem Korper C der komplexen Zahlen.
Fur Elemente des Hilbertraumes notieren wir

D), 1X) 5 1) 5.y lp) €H (4.3)

Es sind zwei Verknupfungen, eine Addition und eine Multiplikation, erklart, beztiglich derer H
abgeschlossen ist, d.h. die Resultate dieser Verkniipfungen sind ebenfalls Elemente von #. Die
Addition ,,+“ erfullt die folgenden Eigenschaften:

DY+ X)) =|x)+ o) =[x +¢)  (Kommutativ-Gesetz) (4.4)
(I8) +1x)) + [¥) = [8) + (Ix) + [#)) (Assoziativ-Gesetz) (4.5)
¢) +10) = [¢) (Existenz eines Nullelements) (4.6)

|6) + |—¢) = |0) (Inverses) 4.7)

LS. GroBmann, ,,Funktionalanalysis®, (AULA-Verlag, 1988)
2J. Weidmann, ,,Lineare Operatoren in Hilbertraumen*, (Teubner-Verlag 1976)
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Die Existenz eines zu |¢) inversen Elements |—¢) erlaubt die Einfiihrung einer Subtraktion in
dem Sinne, das gelten soll:

@) +|=d) = |¢)—1¢)=0 , (4.8)

By +1-x) = o)) =1lo—x) - (4.9)

Die Multiplikation von Elementen des Hilbertraums mit Elementen ¢y, co,...,c,... aus dem
Korper der komplexen Zahlen ist durch die Eigenschaften charakterisiert:

c(lo)+1x)) = clo)+clx)=led) +lex) (4.10)

(cite)|d) = cil|d)+cld) =lag) +][cd) (4.11)

(cica) ) = cile2l®)) (4.12)

lj¢) = o) . (4.13)

Letztere Gleichung definiert ein neutrales Element beziiglich der Multiplikation. Obige Axio-
matik (4.4 — 4.13) ist uns sehr wohl geldufig vom (blichen linearen Vektorraum, z.B. dem
R"™. Der Hauptunterschied ist, daf die Definition von A Uber den Korper der komplexen Zah-
len geschieht. Ebenso Ubertragt sich der Begriff der linearen Unabhéngigkeit. Eine Menge
{len), n=1,2,..., N € N} von Zustandsvektoren heift linear unabhéngig falls gilt:

N
Yanlea)=10) = =0V n=1.--N . (4.14)
n=1

Hierlber definiert sich die Dimension von H als die Maximalzahl linear unabhéngiger Vektoren
aus H. Falls N < oo, so ist ‘H endlich-dimensional, d.h. die Dimension ist abzahlbar. Existieren
aber unendlich viele linear unabhéngige Elemente |p,) € H, so ist # unendlich-abzahlbarer
Dimension. Dies bedeutet auch, daB jede endliche Untermenge {|¢,,), n =1,2,..., M < oo}
von Zustandsvektoren linear unabhdngig ist.

Wir erinnern uns, dal3 zur Beschreibung der klassischen Physik, z.B. im Konfigurationsraum,
der Abstandsbegriff unerlaBlich war. Dazu war der Ubergang vom linearen Vektorraum zu ei-
nem affinen Raum mittels der Definition eines geeigneten Skalarproduktes notwendig. Dies
begegnet uns im Rahmen der Quantenmechanik in Gestalt des Axioms

A2: H ist ein unitdrer Raum.

Wir definieren ein Skalarprodukt als eine Abbildung, die jedem Paar |¢), |v)) € H eine kom-
plexe Zahl ¢ € C zuordnet:

(¢,9) == (o) =ceC . (4.15)

Dabei haben wir die Notation

¢ — (o] , n(bra

“-Vektor (4.16)
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den sogenannten (bra|-Vektor eingefiihrt. Das Skalarprodukt (4.15) erfillt die Eigenschaften:

(Plp) = (vlo)" (4.17)
(@lv+x) = (@) +{2lx) (4.18)
(Plev) = clolp) =(cd[¢) (4.19)
(lp)y 2 0V |p)er (4.20)
W) = 0 = [¥=]0) . (4.21)

Mit Hilfe des definierten Skalarprodukts lassen sich einige wichtige Begriffe einfuihren.
Orthogonalitét: Zwei Zustandsvektoren |¢) und |¢)) aus H heiRRen orthogonal, falls gilt:

(Plp)=0 . (4.22)
Ferner 186t sich der Begriff der Norm oder L&nge ||| des Vektors |+) definieren:

[l = /(W ) = Ve . (4.23)
Jeder Vektor |¢) # |0) 1aBt sich auf Eins normieren:

) —> lg) = |‘|ff”= 9 ey =1 . (4.24)

(9l9)

Die oben eingefuhrte Norm impliziert auch einen Abstandsbegriff. Sie erfllt zusatzlich die
Schwarzsche Ungleichung

LIl > [ )] (4.25)
sowie die Dreiecksrelation
[l + 18ll > 1y + oIl > ([l = [loll] - (4.26)

Ganz im Sinne der durch (4.9) eingefiihrten Subtraktion versteht sich der Abstand zwischen
zwei Vektoren [¢) und |¢) als

19 — ol = /(] — (@) (1) — 6)) = (¥ — gl — o) . (4.27)

Gegeben sei ein Zustandsvektor |¢/) zusammen mit einer Folge {|v,)} von Vektoren aus H,
so ermoglicht obiger Abstandsbegriff die Definition des Begriffs der Konvergenz. Die Folge
{|1m)} konvergiert stark gegen [1)), falls gilt:

lim 14 — ] =0 . (4.28)

n—oo

Der Begriff der Cauchy-Folge Uibertrdgt sich in bekannter Weise: Die Folge {|«,,) } heilt Cauchy-
Folge, falls zu jedem reellen € > 0 ein N(g) € N existiert, so daR fir alle n,m > N(e) gilt:
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Es ist anschaulich Kklar, daf} die bisherige Axiomatik im Falle endlich-dimensionaler Hilber-
trdume vollig ausreicht. Mit Hilfe des oben eingefiihrten Skalarprodukts 1aBt sich nun eine
Orthonormalbasis {|¢,) ,n = 1,..., N} des N-dimensionalen Hilbertraums konstruieren. Wir
sprechen von einem vollstdndigen Orthonormalsystem, falls sich jeder Zustandsvektor |¢) € H
als Linearkombination

N
[y = cnlen) o @ €C , (nlom) = bmn (4.30)
n=1
darstellen 1aRt. Die Entwicklungskoeffizienten ¢,, (c-Zahlen) lassen sich gemaR
N N
m=1 m=1

als Komponenten des Vektors [¢) beziiglich der Basis {|¢,)} deuten. Um den Ubergang von
endlich-dimensionalen Hilbertraumen zu abzahlbar-unendlich-dimensionalen Hilbertrdumen zu
gewabhrleisten, mit solchen haben wir es in der Quantenmechanik meistens zu tun, missen wir
zwei weitere Axiome fordern.

A3: H ist separabel

Dieses Axiom besagt, dal? es eine abzéhlbare Menge M von Elementen aus # gibt, die tberall
in H dicht ist. Dabei bedeutet die Begriffsbildung ,.dicht*, daB zu jedem |¢/) € H und zu jedem
e > 0ein |¢,) € M gefunden werden kann, welches die Bedingung || — ¥,,,|| < ¢ erfillt,
also beliebig nahe an |v) liegt. Ergénzend zur Separabilitat fordern wir als letztes Axiom:

A4: H ist vollstandig.

Es besagt, dal’ jede Cauchy-Folge {|¢,,)} C M gegen ein |¢)) € H konvergiert. Damit ha-
ben wir alle Axiome des Hilbertraumes zusammengestellt. Die fir alle weiteren Entwicklun-
gen essentielle Konsequenz der Axiome Al bis A4 ist die Sicherstellung der Existenz eines
vollstdndigen Orthonormalsystems {|¢,)}, welches den gesamten Hilbertraum # aufspannt.
Jeder abstrakte Zustandsvektor |¢) 1&Rt sich in der Form darstellen:

) = Yoealon) (4:32)

wobei die Notation ¥ sowohl den Fall der Entwicklung nach abzéhlbar-unendlichen (eigent-
lichen) Zusténden |, ) als auch den Fall kontinuierlicher (uneigentlicher) Zustdnde abdecken
soll. Konkret schreiben wir:

> : |gn) — eigentliche Zustdnde; n diskret
I: und dim(#) unendlich-abz&hlbar. (4.33)
fdn : Jp,) — uneigentliche Zustdnde, n kontinuierlich
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Die Orthonormalitétsrelation verstehen wir entsprechend:

Omn : eigentliche Zustéande
(9l on) = 8 (m]n) = e .. (4.39)
d(m —mn) : uneigentliche Zustande
Aus der Gleichung (4.32) erhalten wir nach Projektion mit (¢, | die Vektorkomponente:
(oml ) = Yoen (ml 00 = Yoom 6 (mlm) = G (4.35)

n n

Setzen wir diese Beziehung fur die Koeffizienten ¢, in die Entwicklung (4.32) ein, so erhalten
wir formal:

) = Yo (enl 0} lon) = YLlion) (onlv) (4.36)
Hieraus 1aRt sich die folgende Darstellung des Einheitsoperators identifizieren:
=Y len) (enl (437)

wobei die Schreibweise das dyadische Produkt aus den Basiszusténden |y, ) bedeutet. Die Glei-
chungen (4.34) und (4.37) fassen den Begriff des vollstandigen Orthonormalsystems noch ein-
mal in der abstrakten Dirac-Schreibweise zusammen. Jeder einzelne Summand in (4.37) hat
eine anschauliche Bedeutung. Angewendet auf einen Zustand |«)) projeziert er gerade die Vek-
torkomponente ( ¢, | 1) in Richtung des Basisvektors |¢,,) heraus. Dies fuhrt uns auf den Begriff
des Projektionsoperators oder kurz Projektors P,,

’ﬁn = |§0n> <§0n| ) 75n |¢> = ‘(Pn> <(pn‘ 1l}> . (438)

Er besitzt offensichtlich die folgenden Eigenschaften:

P2=P,Pn = |on) (@nl ©n) (@n| = [0n) (n| = Pn (4.39)

=1

[P P =0 (4.40)

Die Beziehung (4.39) bezeichnet man als die Idempotenz. Sie ist fir beliebige Projektoren
charakteristisch.

Mit Hilfe der \Vollstandigkeitsrelation (4.37) lassen sich Skalarprodukte zwischen abstrakten
Zusténden |¢) und [¢)) auswerten. Es 18Rt sich gemal

@16 = (8[1]w) = Xenl &) (walv) (4.41)

n

uber die Vektorkomponenten (p,| ¢) und (v, |v) bezlglich der Basis |, ) berechnen, indem
wir zwischen dem bra-Vektor (¢| und dem ket-Vektor |+/) die ,,vollstandige 1 einschieben®.
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Wir wollen jetzt die Wirkung linearer Operatoren im Hilbertraum im Rahmen der Dirac-Notation
darlegen. Ein Operator .4 vermittelt eine eindeutige Abbildung des Hilbertraumzustandes [1)
auf den Zustand [}, d.h.

W) = Alp) = |Ag) . (4.42)
Lassen wir einen Operator A auf einen ket-Vektor wirken, so sagen wir: ,,.A wirkt nach rechts”.
Lineare Operatoren sind charakterisiert durch die Eigenschaft

./Zl (Cl ‘7/)) + Cy |¢>) = Cl./zl ‘lb) + CQA ‘¢> =C ‘A¢> + Cy ‘A¢> . (443)

Nachdem wir die Wirkung linearer Operatoren auf Vektoren des Hilbertraums erklart haben,
kénnen wir ebenfalls mit Hilfe des Begriffs der Norm die Beschranktheit von A definieren. Ein
Operator A heift beschrankt, falls gilt:

'l = | (Al)| < Cliell (4.44)

Dabei ist C fiir alle Vektoren i) aus dem Definitionsbereich D ; von A eine feste Zahl.
Die Beschranktheit eines Operators hat die unmittelbare Konsequenz, dal3 fiir eine gegebene
Cauchy-Folge {|v,,)}, die gegen den Zustand [¢)) € D ; konvergiert, auch die Cauchy-Folge
{Wn) = ‘flwn>} gegen das Bild |¢') = ‘flw> konvergiert. Der zu A adjungierte Operator
At vermittelt eine eindeutige Abbildung zwischen bra-Vektoren. In der Dirac-Schreibweise
driicken wir das folgendermalien aus:

W = (W A") = (Ay| . (4.45)

Anwenden des adjungierten Operators auf einen bra-Vektor bedeutet: ,,.A wirkt nach links*.

4.2 Statistischer Operator

Wir wenden uns nun der Quantenstatistik zu. Die Quantenmechanik ist aufgrund der statisti-
schen Interpretation der Wellenfunktion inhérent eine statistische Theorie. Bezuiglich des Ergeb-
nisses eines Mel3prozesses konnen nur statistische Aussagen gemacht werden. Die Unscharfere-
lation fiihrt die prézise Festlegung von Phasen 7 = (¢, ') ad absurdum. Die zweite Unsicherheit
resultiert aus der unvollstandigen Information im Fall makroskopischer Systeme, die statistische
Konzepte erzwingt.

Zur Auswertung von Mittelungsprozessen fiihren wir den statistischen Operator ein. Wir ver-
wenden die Diracsche bra- und ket-Schreibweise. Einem reinen Zustand laRt sich stets ein
Hilbert-Vektor |¢) zuordnen. Es sei F eine Observable mit der Eigenwertgleichung

F 1 fa) = fulfn) (4.46)

116



mit

Die Eigenzusténde {| f,) } mdgen ein vollstandiges, orthonormiertes System (VON) darstellen.
Dann I&Rt sich jeder Zustand |«) als Linearkombination der |f,,) schreiben,

mit
e = (fal ¥) . (4.49)
Fur den Mittelwert von F gilt
(F) = (w|#|w) =X (0|#] f2) (fal 9)
= D @ lfa) (fal®) =D faleal® (4.50)
Hierbei haben wir die Vollstandigkeitsrelation

ausgenutzt.

Bei einem gemischten Zustand liegt keine vollstandige Information iber das zu beschreibende
System vor. Steht einer quantenmechanischen Beschreibung nur ein unvollstandiger Satz von
Angaben tber das System zur Verfligung, so verwenden wir statistische Verfahren. Ein entspre-
chendes Konzept benutzt die Dichtematrix, die auch Dichteoperator oder statistischer Operator
genannt wird. Ein System in einem gemischten Zustand ist nicht durch einen Hilbert-Vektor
beschreibbar. Es sei aber die folgende Aussage mdglich: Das System befindet sich mit der
Wahrscheinlichkeit p,, in einem reinen Zustand |¢,,,) mitm = 1,2, ... Dabei ist

0<pn<1 , (4.52)
Spm=1 . (4.53)

Wenn das System sich in einem reinen Zustand |+,,,) befdnde, so wiirde fir die Observable A
der Erwartungswert (t,,| A |1,,) gemessen. Unsere unvollstandige Information Uber das Sy-
stem erzwingt nun aber eine zusatzliche statistische Mittelung, da wir nur die Wahrschein-
lichkeiten p,,, kennen, mit der das System tatsdchlich diesen Zustand annimmt. Im gemischten
Zustand ist der Erwartungswert von A
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Es treten hier zwei unterschiedliche Mittelungstypen auf. Die statistische Mittelung tber die
Gewichte p,,, resultiert aus unserer unvollstdndigen Information. Zuséatzlich gibt es prinzipiell
die quantenmechanische Mittelung. Die quantenmechanische Mittelung kénnen wir mit dem
vollstdndigen Orthonormalsystem |b;) schreiben als

(Wl Altm) = Y (] b A (B ) (4.55)
2,7
mit
Aij = (bi| Alb;) . (4.56)
Die statistische Mittelung betrifft die Erwartungswerte und fuhrt nicht zu Interferenzerschei-
nungen der reinen Zustande. Der gemischte Zustand resultiert also aus einer inkohérenten Su-

perposition von reinen Zustanden. Eine einheitliche Bearbeitung der beiden unterschiedlichen
Mittelungsprozesse gelingt mit Hilfe des Statistischen Operators

0= P |¥m) (Y| (4.57)

Wir wollen einige Eigenschaften des statistischen Operators diskutieren. Es seien die |¢,,) ein
vollstandiges Orthonormalsystem. Dann haben wir

<A> = Zzpm <wm‘ (Pi> <(:0i ‘A‘ 90j> <(10j ‘wm>

= D {0i M @) X Pm (95 [om ) (Yl 92)
= ZAiiji = Z (Ao);; (4.58)
mit
0 = D P A@j [Ym) (Y| 03) - (4.59)

Mit p lassen sich Erwartungswerte von Observablen berechnen
(A) =Sp(0A) = Sp(Ao) . (4.60)

Die Spur ist unabhédngig von der verwendeten Orthonormalbasis. Offensichtlich gilt aufgrund
der Definition
o=o (4.61)

d.h. g ist hermitesch. Ferner ist o positiv definit, denn es gilt fiir einen beliebigen Zustand |)

(plole) = pm (@ [bm)> >0 . (4.62)
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Der Erwartungswert von g im normierten Zustand |¢) stellt die Wahrscheinlichkeit dafir dar,
das System in diesem Zustand anzutreffen. In der Quantenmechanik wurde der Projektor

P = [¥) (¢ (4.63)

eingeflihrt. Der Erwartungswert (¢ |P| ) in einem reinen Zustand |¢) entspricht der Wahr-
scheinlichkeit, mit der |¢) in |¢) enthalten ist. Fir den Erwartungswert in einem gemischten
Zustand bekommen wir

P) = () (w0
= 59 (S 190 6 ) ()
= S (ol ) (0 ) (0
= 5 (0 ) () im0
= Y Wlolen) (ealv) (4.64)

n

Somit gilt auch
(P)=(loly) - (4.65)

Mit dem vollstandigen Orthonormalsystem |¢,,) folgt

Spo = Z<¢n|9‘(pn>zz<§0n |¢m><wm‘§0n>pm

n n,m

- S <wm|\(; ool )

/

1

= me (Vm| Ym) - (4.66)
Also haben wir
Spo=1 . (4.67)
Dies folgt auch aus
(A) =Sp(0A) (4.68)

mit A = 1.

Auch reine Zustande lassen sich als Spezialfall im Dichtematrixformalismus behandeln. Hierbei
ist p,=1 und p,, = 0V m # n. In diesem Fall haben wir

op =) W[=P . (4.69)
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Uber o? lassen sich reine und gemischte Zustinde voneinander unterscheiden. Es ist

QZ = anpm |wn> <wn |wm> <¢m‘

3

Daraus folgt
Spo® = piSp(oy,) =D v - (4.71)
n T’ n
Es gilt aber
<=1, (4.72)

da 0 < p, < 1. Somit haben wir

Spe?=3p? = { =1 fir einen reinen Zustand 4.73)

< 1 fur einen gemischten Zustand

Da sich Uiber den statistischen Operator p alle experimentell Giberpriifbaren Aussagen fir ein ge-
gebenes physikalisches System berechnen lassen, gilt: Zwei gemischte Zusténde sind identisch,
wenn sie durch denselben statistischen Operator beschrieben werden.

Im Schrodinger-Bild gilt furr die Zeitableitung der Wellenfunktion
ihi(t) = HIw@) - (4.74)
Unter Ausnutzung der Hermitezitat des Hamilton-Operators folgt
—ih (b(0)] = (o) (4.75)
Bezuglich des statistischen Operators folgt daraus
o = Xpn ([dn) Wl + [9n) (¥m])
= = o () il = o) (il ) (4.76)

Die Gewichte sind zeitunabhadngig, da sich der Informationsstand erst bei der ndchsten Mes-
sung andern kann. Die Bewegungsgleichungen sollen aber fir Zeitrdume gelten, in denen kein
MeRprozel? stattfindet.

Es folgt daher fiir den statistischen Operator als Bewegungsgleichung

b=—3(Hd . @)
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Dies ist die von Neumann-Gleichung. Sie ist das quantenmechanische Analogon der Liouville-
Gleichung

o=—{H, 0} (4.78)
mit der Hamilton-Funktion H. Wir nehmen nun im folgenden an, daf3 es sich bei | E,,,) um einen
Eigenzustand des Hamilton-Operators ‘H zum Eigenwert E,,, handelt. Es ist also

und weiter
e P |E,) = e P |Ey) (4.80)

wobei e=#* durch die zugeordnete Reihenentwicklung definiert ist. Weiter gilt dann
€Y | Em) =3 e | Ep) (4.81)

und schlieRlich
e PN Ep) (Em| = e PP |E) (En| (4.82)

Wir hatten in der statistischen Physik den Ubergang von der mikrokanonischen Gesamtheit
zur kanonischen Gesamtheit vollzogen. Die mikrokanonische Gesamtheit mit ihren Variablen
E,V, N ist der Beschreibung von isolierten bzw. quasiisolierten Systemen angepal’t. Dies ent-
spricht eher selten der experimentellen Situation. Haufiger ist sicher der Fall eines Systems mit
fester Teilchenzahl N und konstantem Volumen V' im thermischen Kontakt mit einem Warme-
bad der Temperatur 7. Die kanonische Gesamtheit beschreibt das zu den Variablen 7, V, N
gehorende statistische Ensemble.

Wir hatten bereits die Energiedarstellung der Zustandssumme im Rahmen der kanonischen Ge-
samtheit behandelt. Es war
Z(T)=> e . (4.83)

Wir kdnnen dies auch darstellungsunabhangig formulieren durch
Z(T) =Spe™ P | (4.84)
In der Energiedarstellung bekommen wir wieder
Z(T) = Y (Ea|e™| En)
=3 < E, |e=#En En> =Y e P, (4.85)

(4.84) ist die Zustandssumme der kanonischen Gesamtheit. Betrachten wir (4.82), so erkennen
wir aufgrund der Vollstandigkeitsrelation, dal gilt

e 1Y | Ep) (Bl =77 (4.86)
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Bis auf die Normierungsbedingung entspricht dies dem statistischen Operator des kanonischen
Ensembles. Der statistische Operator ist festgelegt durch

e PH

0= Spe i (4.87)
Selbstverstandlich gilt wieder
Spo=1 . (4.88)
Offensichtlich vertauscht o mit dem Hamilton-Operator #, d.h.
lo,H] =0 . (4.89)

Fir den quantenmechanischen Erwartungswert einer beliebigen Observablen F mit der kano-
nischen Gesamtheit finden wir in analoger Weise den Ausdruck

F) =Sp(oF P (E%H}—) 4.90
(Fy=5p(oF) = " SpeFH (4.90)

So liest man dieser Darstellung beispielsweise direkt die innere Energie ab
E= (M) - —% W Z(T,V) . (4.91)

Eine dhnlich allgemeine Beziehung wollen wir jetzt fur die groBkanonische Gesamtheit ablei-
ten. Die grolRkanonische Gesamtheit soll auch in der Quantenstatistik Situationen beschreiben,
bei denen das zu untersuchende physikalische System sowohl thermischen- als auch Teilchen-
austauschkontakt mit der Umgebung aufweist. Durch thermischen Kontakt mit einem Warme-
bad wird die Temperatur 7" wie in der kanonischen Gesamtheit vorgegeben, wahrend die Ener-
gie des Systems zu diesem Zweck fluktuieren kann. Neu ist der Teilchenaustauschkontakt mit
einem Teilchenreservoir, der fiir ein chemisches Potential . sorgt, wohingegen die Zahl N der
Teilchen veranderlich ist. Die Zustandsvariablen der grol3kanonischen Gesamtheit sind 7', V, p.

Im groRkanonischen Ensemble betrachten wir Eigenzustédnde | E,,,(N)) des Hamiltonoperators
# und des Teilchenoperators AV,

H|EW(N)) = En(N)|E.(N) (4.92)
N|Ew(N)) = N|En(N)) . (4.93)

Wir setzen vorraus, daR 7 und A~ kommutieren, d.h.
[H,N]=0 . (4.94)
Fur den statistischen Operator o der groRkanonischen Gesamtheit bietet sich der Ansatz

0 =22 Pm(N) |En(N)) (En(N)| (4.95)
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an. Die verbleibende Aufgabe besteht darin, die Wahrscheinlichkeiten p,,,(N) aufzufinden, mit
denen sich das System in den Zusténden |E,,,(N)) befindet.

Wir hatten bereits in der Energie-Teilchenzahl-Darstellung die Zustandssumme Z,(7, V') des
grolRkanonischen Ensembles bestimmt. Es ist

o

Zy(T,V) =Y > exp{—B(En(N)—uN)} . (4.96)
N=0 m

Es wird Uber alle Zustande m und lber alle Teilchenzahlen N summiert. Dies laft sich auch

schreiben als

Z,(T,V) = f: NZ(TV) (4.97)

N=0
wobei Z die kanonische Zustandssumme des N-Teilchensystems ist,

Z(T)=> e Pt . (4.98)
Ferner ist
z=ePH (4.99)

die Fugazitat.

In Operatorform konnen wir (4.96) allgemein als Zustandssumme der grolRkanonischen Ge-
samtheit schreiben
Z,(T, V) =spe Pm0) (4.100)

Damit konnen wir auch den statistischen Operator der groRkanonischen Gesamtheit ausdriicken
durch

o~ B(H-uN)
_ : 4.101
0 Spe P i) (4.101)
Damit berechnet sich der Mittelwert einer beliebigen Observablen F' durch
Sp <e_’B(H_“N )]-")
F)=Sp(oF) = - 4.102
(F) p (oF) Sp e—ﬂ(H—uN) ( )
In der Energie-Teilchenzahl-Darstellung bedeutet dies
(F)= = 3 Y e BB N p -y (4.103)
9 N=0 m
mit
Foum(N) = (En(N)| F |En(N)) (4.104)
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4.3 Quantengase

Wir wollen nun die quantenmechanischen Eigenschaften eines Vielteilchensystems diskutieren.
Als essentielle Approximation werden wir zunéchst die Teilchenwechselwirkung untereinander
vernachldssigen. Wir behandeln also ein freies System und ein ideales Gas.

Bei Quantengassen haben wir es mit ununterscheidbaren Teilchen zu tun. Teilchen werden als
identisch bezeichnet, wenn sie in allen ihren Teilcheneigenschaften — dies sind Masse, Ladung,
Spin, magnetisches Moment — tibereinstimmen. Es gibt keine MelRvorschrift, die die Teilchen
individuell identifizierbar macht. Die Teilchen sind nicht numerierbar.

Ein Einteilchenproblem wird geldst durch
HY |6Q) = eai ) - (4.105)

Die Eigenzustande |¢{") des Einteilchen-Hamilton-Operators H sollen ein vollstandiges Or-
thonormalsystem darstellen. «; représentiert einen vollstandigen Satz von Quantenzahlen, z.B.
a; = (n,1, my, ms) oder o; = (ky, ky, k., ms). Der obere Index 7 numeriert formal die Teilchen
durch. MeRgroRen dirfen spater von dieser Numerierung nicht abhdngig sein. Bei N unter-
scheidbaren Teilchen ist die Numerierung natirlich sinnvoll und erlaubt. Die Zusténde solcher
Systeme sind dann direkte Produkte der Einteilchenzustéande

[on) = |Pay - - Pan) = |00) 102) .. ) (4.106)

oder Linearkombinationen aus diesen. Bilden die |¢,,) eine Basis im Einteilchen-Hilbert-Raum,
so tun dies die Produktzustdnde (4.106) im N-Teilchen-Raum. Im Fall identischer Teilchen
sorgt das Prinzip der Ununterscheidbarkeit fur spezielle Symmetrieeigenschaften. Die Ver-
tauschung von je zwei Teilchennummern in (4.106) darf hochstens das Vorzeichen des N-
Teilchenzustandes andern. Dies erfordert eine passende Symmetrisierung bzw. Antisymmetri-
sierung des Zustandsprodukts

) = o). I = - PPl [ - 1el)) - @aom)
Summiert wird in (4.107) Uber alle Permutationen des N-Tupels (1, 2, ..., V) der oberen Teil-
chenindizes. Der Exponent p ist die Zahl der paarweisen Vertauschungen (Transpositionen), die
die Permutationen P aufbauen. Die Zustande eines bestimmten Systems identischer Teilchen
sind samtlich symmetrisch, also vom Typ |<p§$)>, oder samtlich asymmetrisch, also vom Typ
|go§v_)). Der Symmetriecharakter ist zeitlich unverdnderlich und durch keine Operation zu wech-
seln. Als empirischer Befund sowie aufgrund des Spin-Statistik-Theorems von W. Pauli kdnnen
wir einen Teilchentyp einer Statistik zuordnen.

124



Identische Teilchen mit ganzzahligem Spin, d.h. s = 0,1, 2, .. ., werden durch den Raum # ()
der symmetrischen Zustande |ga§;’)) beschrieben. Beispiele hierfiir sind Photonen (s = 1), Pio-
nen (s = 0), a-Teilchen (s = 0) und Gluonen (s = 1). Identische Teilchen mit halbzahligem
Spin, d.h. s = 1,3, ..., werden durch den Raum #(~) der antisymmetrischen Zustande |go§\7))
beschrieben. Beispiele hierfiir sind Elektronen, Neutrinos, Protonen, Neutronen und Quarks.
Alle diese Teilchen haben Spins s = 1.

Eine Besonderheit erkennt man an (4.107) fur Fermizustande. Diese antisymmetrischen Zustande
lassen sich als Slater-Determinante schreiben.

o) 0@ ..o D)
o) =] 5 5 . (4.108)
o) 1@y o el

Die Slater-Determinante ist Null, sobald zwei Zeilen gleich sind. Das ist der Fall bei zwei identi-
schen Sétzen von Quantenzahlen o; = «;. Diese Aussage ist Ausdruck des Pauli-Prinzips: Zwei
identische Fermionen konnen nie in allen ihren Quantenzahlen lbereinstimmen. Fir Bosonen
gibt es diese Beschrankung nicht. Wir reduzieren den Ausdruck (4.108) auf zwei Teilchen. Es
folgt

o) 1165 162)
2
20 [05))  108)
1
= 5 (Il 1) = 168 165D)) - (4.109)

Wir wenden uns jetzt der Formulierung des statistischen Problems zu. Wir betrachten ein Gas
aus identischen Teilchen in einem Volumen V' im Gleichgewicht bei der Temperatur 7. Wir
indizieren die moglichen Quantenzustdnde eines Teilchens mit » oder s, die entsprechende
Energie ist .. Die Anzahl der Teilchen im Zustand r sei n,. Wir indizieren die moglichen
Quantenzustande des gesamten Gases mit R. Die Wechselwirkung zwischen den Gasteilchen
werde vernachldssigt. Die Gesamtenergie des Gases im Zustand R ist dann additiv. Es seien ny
Teilchen im Zustand r = 1, ny im Zustand » = 2 usw. Damit folgt

ER:7’L151+7’LQ€2+7’L353+... :angr . (4110)

Die Summe erstreckt sich tiber alle moglichen Zustdnde r eines Teilchens. Fur die Teilchenzahl
gilt

Sn,=N . (4.111)

r
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Um die thermodynamischen Funktionen des Gases zu berechnen, mufl man die Zustandssumme
auswerten

Z =Y e PPr =3 g Amertment-) (4.112)
R

Hierbei lauft die Summe Uber alle moglichen Zustdnde R des Gases, d.h. ber alle moglichen
verschiedenen Werte der Zahlen nq,no, ns . ... Fir die mittlere Anzahl von Teilchen in einem
Zustand s kann man schreiben

Z nse—/j(nlal—i—ngag—i—...)

— _ R
ns = Zefﬂ(nlsl—knzsﬁ—...) (4113)
R
Daher gilt
1 1 0 1 07
= _ L ot —B(niei+nzea+...) — _ _— 4.114
s Z%( 5665>e BZ e, (114
und weiter
10lnZz
Ty = —— 4.115
n 3 o, ( )

So kann die mittlere Teilchenzahl in einem gegebenen Einteilchen-Zustand s auch durch die
Zustandssumme Z ausgedriickt werden. Wir kdnnen auch in dhnlicher Weise einen Ausdruck
fur das Schwankungsquadrat der Teilchenzahl im Zustand s ableiten. Es gilt

(An,)? = (n, —m,)2 =n2 —7; . (4.116)

Per Definition kénnen wir fiir n2 schreiben

> TL? 6—3(n161+n262+---)

n} = RE o Bnieitnzest) (4.117)
Daher ist
n_§ = % ( ) ( % 31) e~ Bnicitnzert...)
= % (‘% 2 Z (4.118)
Dies kann geschrieben werden als
n = 52% % (4.119)
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Wir formen dies um in einen Ausdruck, der 7, enthalt. Es ist

= _ 1[0 (10z2) 1 YA
T B2 |0e, \Z ey ) Z2 \ O,

® N

_ % lai (%rglsz ) + ﬁ%ﬁ] . (4.120)

Damit bekommen wir
(An,)? = % azljgz (4.121)

oder auch mit (4.115)
(Bny)? = —% gz (4.122)

Durch Auswertung der Zustandssumme konnen wir die verschiedenen physikalischen GrofRRen
determinieren. Wir missen jetzt spezifizieren, was wir mit der Summe uber alle Zustdnde des
Gases meinen. Im Rahmen der Maxwell-Boltzmann-Statistik summieren wir tber alle mogli-
chen Teilchenzahlen jedes Zustandes, also

n,=0,1,2,3,... fir jedes r . (4.123)
Als Nebenbedingung gibt es eine feste Gesamtzahl der Teilchen

Sn,=N . (4.124)

Die Teilchen werden hierbei aber auch als unterscheidbar betrachtet. Hier weil? man, welches
Teilchen sich im welchem Zustand befindet. Jede Permutation von zwei Teilchen in verschie-
denen Zustanden wird wie ein neuer Zustand des gesamten Gases gezéhit.

Im Rahmen der Bose-Einstein- und Photonen-Statistik miissen die Teilchen als ununterscheid-
bar betrachtet werden, so daf lediglich die Angabe der Besetzungszahlen {ny, ny, ns, ...} aus-
reichend ist, um den Zustand des Gases zu kennzeichnen. Es wird Uber die Teilchenzahl jedes
Einteilchenzustandes summiert. Die moglichen Werte sind

n,=0,1,2,3,... fur jedes r . (4.125)
Ist die Gesamtteilchenzahl fixiert, so miissen diese Zahlen der Einschrankung

Sn.=N (4.126)

genugen. Im Fall der Photonen-Statistik muR diese Nebenbedingung nicht erfillt sein, da durch
Kommunikation mit den Wanden des betrachteten Behalters mit dem Volumen V' Photonen
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emittiert und absorbiert werden kdnnen. Auch im Rahmen der Fermi-Dirac-Statistik muissen
die Teilchen wieder als ununterscheidbar betrachtet werden. Hier mu bedacht werden, daR
jeder Zustand nur mit maximal einem Teilchen besetzt sein kann. Also gilt fiir n,

n, =0,1 fur jedes r . (4.127)

Zwischen der Bose-Einstein-Statistik und der Fermi-Dirac-Statistik besteht ein tiefgreifender
Unterschied, der besonders augenfallig im Grenzfall T — 0 wird. Bei fester Teilchenzahl ist
im Bose-Einstein-Fall die Situation die, dal3 fir 77 — 0 alle Teilchen den energetisch tiefsten
Zustand besetzen. Alle Teilchen sind in diesem Zustand mit der Energie ;. Aufgrund des Pauli-
Prinzips ist dies fur Fermionen nicht moglich. Entsprechend der Teilchenzahl werden alle Zu-
stande aufgefiillt, beginnend vom energetisch niedrigsten Niveau. Jeder Zustand kann nur mit
einem Teilchen besetzt werden. Im Bose-Einstein-Fall ist die Gesamtenergie fur 7" — 0 durch
die Grundzustandsenergie determiniert

E=Ne, . (4.128)

Wir wollen nun den Fall beliebiger Temperatur 7" betrachten. Wir wollen die mittlere Teilchen-
zahl in einem bestimmten Zustand s berechnen. Es gilt

Z ns e_,B(nlEl+n252+---+n555+...)

— n1,N2,...
s = Z e—ﬂ(nlsl+n262+...+ns£s+...) (4129)

n1,N2,...

Dies kdnnen wir umordnen in

niF£Ns
Z Ng 67*3”8 €s Z efﬂ(n151+n252+...)
n s n1,n2,...
" niZns : (4.130)
Ze—ﬂns €s Z e*ﬁ(ﬂ151+n252+...)
s n1,M2)-..

4.4 Photonen-Statistik

Wir betrachten jetzt den Fall der Bose-Einstein-Statistik, ohne dal wir die Teilchenzahl fixieren.
Fur die mittlere Teilchenzahl im Zustand s resultiert einfach

Z nse_lgnsfs
Ns

Ns
Dies schreiben wir um in

—L) (L) X efse
_— ( ﬂ);aes_)ﬂ:;:: — _%8(2 In (Z e_ﬂnsss) : (4.132)

Ns

Ng
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Die letzte Summe ist eine unendliche geometrische Reihe, die aufsummiert werden kann. Es ist

o
1
Z e—,angs — 1 + e_ﬂss + 6_2/353 + [ . (4133)
1 — e Fes

ns=0

Daher folgt weiter
6_/358

ng =

8 —PEs —_
(=) = =

(4.134)

™| =

Dies ergibt schlieflich
1

=— 4.1
o= (4.135)

3|

Das ist die Plancksche Verteilung.

4.5 Fermi-Dirac-Statistik

Wir diskutieren jetzt eine Fall, bei dem die Gesamtteilchenzahl fest ist. Jetzt sei N, = 0 oder
N, =1 fir jedes r. Stets gilt die Bedingung

Sn.=N . (4.136)
Als Abkiirzung schreiben wir
'n'i?é’ns
Zy(N)= Y e Plmertmert) (4.137)

Mn1,Mn2,...
wenn N Teilchen Uber die restlichen Zustande verteilt werden, d.h.
r#s
Z n,=N . (4.138)

Wir bekommen dann mit n, = 0 und 1 explizit

0+ePeZ(N-1)

T, = ) 4.139
" Z(N) +e P2, (N - 1) (4.139)
Dies schreiben wir um in )
s = 5w - . (4.140)
[y e + 1

Wir wollen nun eine Beziehung zwischen Z,(N — 1) und Z,(V) ableiten. Fir den Fall AN <«
N qilt

In Z
InZ,(N — AN) = InZ,(N) - a{;v *AN
= InZ,(N) - a,AN (4.141)
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mit

Oln Z
= s 4.142
Also haben wir
Z(N — AN) = Z,(N)e 2N | (4.143)

Da aber Z,(NN) eine Summe Uber sehr viele Zustdnde ist, erwartet man, dafl die Ableitung des
Logarithums nach der Gesamtzahl der Teilchen N unempfindlich gegentiber dem speziellen
Zustand s ist. Wir wollen daher die Naherung einfuihren, daB «; unabhéangig von s ist, also

s = Q (4.144)
und IIn 2
n
= 4,145

wobei Z die volle Zustandssumme ist. Fir AN = 1 erhalten wir aus (4.140)

_ 1
ng = m . (4146)

Dies ist die Fermi-Dirac-Verteilung. Wir wollen jetzt noch den Parameter « aus der Nebenbe-
dingung ermitteln, dal’ auch fir die Mittelwerte gilt

Y m, =N (4.147)
oder .
— = 4.148
; eOH',BET + 1 ( )
Fur die freie Energie gilt
F=—-kThZ . (4.149)
Also ist (4.145)
1 OF I
= iroN = kT OH (4150

mit dem chemischen Potential x pro Teilchen. Damit schreiben wir die Fermi-Dirac-Verteilung

als
1

ns = eBles—n) + 1
Fir e, — oo erhalten wir m;, — 0. Der Nenner wird niemals kleiner als Eins. Daher gilt

(4.151)

0<m, <1 . (4.152)
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4.6 Bose-Einstein-Statistik

Hier gehen die Summen Uber alle Werte von n, mitn, = 0, 1,2, 3, ... Wir fiihren die Summen
uber n, explizit aus
0+ePeZ(N—1)+2e2Z(N—2)+---

e : 4.1
Ng ZS(N) —|—€—5€sZS(N_ 1) +€_2’BESZS(N—2) 4. ( 53)

Wieder verwenden wir die Ndherung o, = o und bekommen so

Z4(N) [0 + e P 4 2220 L ]
Z [1 + e Bese—a 4 g—2Besg—2a 4 .. ]

S (4.154)
Dies ergibt
) nsefns(a+ﬂss)

M= M (4.155)

Ng

Dies entspricht (4.131) mit dem Unterschied, daB wir e durch (« + Be) substituieren missen.
Die Rechnung ist ansonsten dquivalent zu der der Photonen-Statistik. Dies fiihrt auf die Bose-

Einstein-Verteilung

1
ng = m . (4156)

7, kann sehr grol} werden. Den Parameter o bestimmen wir durch die Bedingung

1

zr: ey N . (4.157)
Wieder resultiert « = —p 3, und daher lautet die Bose-Einstein-Verteilung

s = L 4.158

Mo = Ch =1 (4.158)

Im Falle von Photonen missen die Summen ohne Einschrankungen beziiglich der Teilchenzahl
N ausgefuhrt werden, so da Z(N) oder Z(N — 1) nicht von N abhdngen. Damit ist & = 0,
und die Bose-Einstein-Statistik reduziert sich auf die Planck-Verteilung.

4.7 Weitere Betrachtungen zur Quantenstatistik

Wir haben die wesentlichen Ziige der Quantenstatistik idealer Gase erarbeitet. Wir wollen jetzt
nicht nur die Verteilungsfunktionen 7,, sondern auch die thermodynamischen Funktionen und
die Fluktuationen der Teilchenzahl fiir einen gegebenen Zustand ermitteln.

Wir beginnen mit der Diskussion des klassischen Falls der Maxwell-Boltzmann-Statistik. Hier
lautet die Zustandssumme
Z =7 e Plmeatmeat) (4.159)
R
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Die Summe geht tber alle Zustdnde R des Gases. Die Teilchen sind hierbei unterscheidbar.

Gibt es im ganzen N Molekule, dann gibt es flr ein vorgegebenes Zahlentupel {n,no, ...}

insgesamt L‘) Maoglichkeiten, die Teilchen so auf die gegebenen Einteilchenzustdnde zu

(nl!ng!-
verteilen, daB n; Teilchen im Zustand 1, n, Teilchen im Zustand 2 etc. sind. Wegen der Un-
terscheidbarkeit der Teilchen entspricht jede dieser moglichen Anordnungen einem bestimmten

Zustand des Gases. Daher konnen wir (4.159) explizit schreiben als

N!
Z= ————— ¢ Almertmat) 4.160
i gl (4160
Es gilt die einschrankende Bedingung
n,=N . (4.161)
Wir schreiben (4.160) um in
N! ni na
_ —Pe1 —Be2 ...
Z = n; P (e77)™ (e7#=) . (4.162)
Dies ist gerade das Ergebnis einer Polynomialentwicklung von
Z = (6_/351 + 6_/382 + .. .)N . (4163)
Damit ist
InZ=NlIn (Z e_ﬂ5’> . (4.164)

Dies fiihrt sofort auf
10lmzZ 1 —pfePe

T, = — - 4.165
" B Oe, LAY e Per ( )
oder
. e_/Bss
Ng = NZ o—Ber (4166)
Wir kdnnen jetzt auch das Schwankungsquadrat der Teilchenzahl ermitteln. Es ist
5 1 ong N [—pePes  —Be=PesePes
(Ans) = —— [ ep— — — 5
B Oes B | e Per (3 e—Ber)
ﬁQ
- T, — 2 4.167
= (4.167)
Also haben wir .
(Any)? =7, (1 - "N) T, (4.168)

Im letzten Schritt haben wir ausgenutzt, da gilt 7, < N. Dies gilt nicht, wenn die Temperatur
extrem niedrig ist. Das relative Schwankungsquadrat ist dann

(A_”;) _ 1 (4.169)

n Ng
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Im Fall der Photonenstatistik ist die Zustandssumme durch

Z =) e Plmertnaart-) (4.170)
R

gegeben mitn, = 0,1, 2, ..., ohne daB eine weitere Einschrdnkung gilt. Explizit folgt

Z = Z e—ﬂn1616—ﬂn2€2e—ﬂn363 . (4171)

n1,12,...

Z = (i e—ﬂnm) (i e—ﬂﬂzEz) (i e—ﬂnsse,) (4.172)

n1=0 nao=0 n3=0

oder

Jede Summe ist gerade eine unendliche geometrische Reihe, deren erstes Glied 1 ist. Das
Verhiltnis zweier aufeinanderfolgender Terme in der ersten Summe ist e~?1. Also folgt

Z= (1 —iﬂ&) (1 —<1aﬁ62> (1 —iﬁfs) (4.173)

nZ=-YIn(1-e?). (4.174)

oder

Damit resultiert erneut
10lnZ e Pe

"B Oey 11— ePes

(4.175)

ng =

oder
1

ST B — 1
Dies ist wieder die Planck-Verteilung. Wir ermitteln jetzt das Schwankungsquadrat der Teil-
chenzahl. Es gilt

(4.176)

n

10m efes
Ang)Y? = —=22 = 4.177
(&ns) BOes  (efes — 1) ( )
Dies kdnnen wir durch 7 ausdriicken. Wir bekommen
— (P —1)+1
oder
(An,)? =7, (1+7,) . (4.179)
Das relative Schwankungsquadrat ist dann
An,)? 1
(Z) =—+1 . (4.180)
m; T

Dies ist groler als der entsprechende Ausdruck im Maxwell-Boltzmann-Fall. Wenn man es mit
Photonen zu tun hat, wird das relative Schwankungsquadrat nicht beliebig klein, auch nicht fur
ns > 1.
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Im Fall der Bose-Einstein-Verteilung hatten wir

_ 1
s = athe 1

mit
a=—Fu
Daraus ermitteln wir das Schwankungsquadrat der Teilchenzahl. Es ist

= a+fPes
(Bn)? = loms 1 e <6a+ﬁ>

_B a‘5‘5 B 5 (€a+ﬂ55 — 1)2 655
Ferner gilt
ptBes (ea+ﬂfs - 1) +1
(eOH‘ﬂfs - 1)2 = (eOH-,BEs — 1)2 = Ng + ns

Damit bekommen wir weiter

(4.181)

(4.182)

(4.183)

(4.184)

(4.185)

Hierbei haben wir als Naherung den Term g—g vernachlassigt. Fir das relative Schwankungs-

quadrat resultiert schlieBlich

An,)? 1
n; Mg

Dies ist das gleiche Resultat wie fiir die Photonen.

Fur die Fermi-Dirac-Verteilung gilt

1
eatBes 41
Daraus folgt fuir das Schwankungsquadrat der Teilchenzahl

ng =

(An)’ 10m, 1  exthes oo L8
ns = —— = —
Boe, ~ Bentte +1)° \Oe,
Jetzt ist
a+pfes a+fes _
eoth (eatP= +1) -1 B

= =Ns—N

(ea+/3€s + 1)2 - (€a+’365 + 1)2
Damit haben wir

1 do

1+ =

(An,)* =7, (1 —7,) 5 855> ~Ts (1 —75)

/N

Fur das relative Schwankungsquadrat resultiert

(An,)? 1 .
n m,

Fur m, — 1 verschwindet das Schwankungsquadrat.
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4.8 Der klassische Fall der Quantengase

Bei der Diskussion der Quantenstatistik hatten wir beziieglich der mittleren Besetzungszahl 7,
des Zustandes r den folgenden Ausdruck abgeleitet.

1
ﬁr = m . (4192)

Das positive Vorzeichen bezieht sich auf die Fermi-Dirac-Statistik, das negative auf die Bose-
Einstein-Statistik. Wenn das Quantengas aus einer festen Zahl NV von Teilchen besteht, so ist
der Parameter « aus der Bedingung

_ 1
;nr = ; m =N (4193)

festzulegen.

Im Kklassischen Fall der Maxwell-Boltzmann-Statistik galt fur die Zustandssumme

N
Z=(eF et 4 .)N = (Z e_ﬂ’”> . (4.194)

Damit folgt weiter

InZ =N In (Z e—ﬂfr) . (4.195)
Das Argument des Logarithmus
A=Y e (4.196)
ist gerade die Zustandssumme eines einzelnen Teilchens.
Den klassischen Grenzfall erzielen wir aus der Quantenstatistik, wenn in (4.192) gilt
e®ther > 1 fur alle r. (4.197)
Dann folgt im Fermi-Dirac- wie auch im Bose-Einstein-Fall
= P (4.198)

Der Parameter « ist dann aufgrund von (4.193) festgelegt durch

Z o Ber _ o Z e B — N (4.199)
Somit haben wir
N
o — o= (4.200)



Dies ergibt fur den Mittelwert 72,

67/351‘
M= N (4.201)

Dies stimmt exakt mit dem Resultat der Maxwell-Boltzmann-Verteilung berein. Im Maxwell-
Boltzmann-Fall waren die Teilchen unterscheidbar. Gibt es im ganzen N Molekiile, dann gibt es
fur ein vorgegebenes Zahlentupel {ny, n, ...} insgesamt N!/(n;! ny! ...) Moglichkeiten, die
Teilchen so auf die gegebenen Einteilchenzustdnde zu verteilen, dal’ n; Teilchen im Zustand 1,
no Teilchen im Zustand 2 etc. sind. Wegen der Unterscheidbarkeit der Teilchen entspricht jede
dieser moglichen Anordnungen einem bestimmten Zustand des Gases. Uber alle diese Zustinde
mufld summiert werden,

N

Z = ———— e Ametmat.) (4.202)
n1yM2y.. 77,1! 77,2! .
Es gilt die einschrankende Bedingung
n, =N . (4.203)
Wir schreiben die Zustandssumme um in
N' ni n2
_ —Be —fes
Z=Y Tl (e772)™ (e7P=)™ ... (4.204)

n1,M2;...

Dies ist gerade die Polynamialentwicklung von (4.194). Im Rahmen der Maxwell-Boltzmann-
Statistik betrachtet man die Teilchen als unterscheidbar, und jede beliebige Anzahl von Teilchen
kann sich im gleichen Einteilchenzustand s befinden. Diese klassische Beschreibung stellt kei-
ne Symmetriebedingung an eine Wellenfunktion, wenn zwei Teilchen vertauscht werden. Diese
Beschreibung ist quantenmechanisch nicht korrekt, aber interessant fiir Vergleichszwecke. In
der Quantenmechanik — dies ist die Beschreibung, die wirklich gilt — sind die Teilchen unun-
terscheidbar. Als Ergebnis erhdlt man keinen neuen Zustand des Gases, wenn man zwei solcher
Teilchen vertauscht. Beim Zahlen der moglichen Zustdnde des Gases kommt es also nicht dar-
auf an, welches Teilchen in welchem Zustand ist, sondern nur, wie viele Teilchen es in jedem
Einteilchenzustand s gibt.

Wenn wir den klassischen Grenzfall fiir die quantenmechanischen Zustandssummen Zgg oder
Zwp fur N identische Teilchen betrachten, so kdnnen wir aufgrund der Ununterscheidbarkeit
nicht die Zustandssumme Zy; fir die Maxwell-Boltzmann-Statistik erhalten. Vielmehr gilt

imes ass. Limes Z
Zlgkll)ass.L ) — Z](aklé L ) — ]i\[/['B . (4205)

Hierbei entspricht der Faktor V! einfach der Anzahl der mdglichen Permutationen der Teilchen.
Diese Permutationen sind jedoch physikalisch bedeutungslos, wenn die Teilchen identisch sind.
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Die unterschiedlichen Z&hlweisen der Zusténde in den drei Féllen macht man sich am besten
anhand eines simplen Beispiels klar. Wir betrachten ein Gas aus nur zwei Teilchen, die A und B
genannt werden. Es seien drei Quantenzustdnde verfuigbar, d.h. s = 1, 2, 3. Es sollen die mogli-
chen Zusténde des gesamten Gases aufgezahlt werden. Dies entspricht der Frage, auf wie viele
verschiedene Arten kann man die beiden Teilchen A und B auf die drei Einteilchenzustande mit
s =1, 2, 3 verteilen.

Maxwell-Boltzmann-Statistik: Die Teilchen werden als unterscheidbar angesehen. Jede Anzahl
von Teilchen kann in jedem Zustand sein.

1 2 3  Zustand

AB - -
- AB -
- - AB
A B -
B A -
A - B
B - A
- A B
- B A

Jedes der beiden Teilchen kann in irgendeinem der drei Zustdnde untergebracht werden. Es gibt
im ganzen 9 mogliche Zustande fur das Gas.

Bose-Einstein-Statistik: Die Teilchen sind ununterscheidbar. Jede Anzahl von Teilchen kann in
irgendeinem Zustand sein. Die Ununterscheidbarkeit impliziert B=A. Damit werden die drei
Zustande im Maxwell-Boltzmann-Fall, die sich nur durch Vertauschung von A und B unter-
scheiden, jetzt nicht langer als verschieden gezéhit. Es folgt

1 2 3  Zustand
AA — —

— AA —

- - AA

A A -

A - A

A - A

- A A
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Es gibt jetzt drei verschiedene Arten, die Teilchen in den gleichen Zustand zu plazieren. Ebenso
gibt es drei verschiedene Arten, die beiden Teilchen in verschiedene Zustanden zu plazieren.
Daher gibt es im ganzen 6 verschiedene Zustande fiir das Gas.

Fermi-Dirac-Statistik: Die Teilchen sind ununterscheidbar. Aufgrund des Pauli-Prinzips kdnnen
nicht mehr als ein Teilchen in einem Zustand sein. Die drei Zustande im Bose-Einstein-Fall, in
denen sich zwei Teilchen im gleichen Zustand befanden, dirfen im Fermi-Dirac-Fall nicht mit-
gezaht werden. Es gilt

1 2 3 Zustand
A A -
A - A
- A A

Es gibt jetzt im ganzen nur 3 mogliche Zusténde fir das Gas.

Ferner betrachten wir das Wahrscheinlichkeitsverhéltnis R fir die Wahrscheinlichkeit dafir,
dafl? zwei Teilchen im gleichen Zustand gefunden werden zu der Wahrscheinlichkeit daftir, dal
die zwei Teilchen in verschiedenen Zustdnden gefunden werden. Es folgt fur die drei Félle

3 1
RMB - 6—5 ;
3
RBE = gzl )
0
Rep = =0 (4.206)

Somit ist im Bose-Einstein-Fall bei den Teilchen eine grolere relative Tendenz vorhanden, sich
im gleichen Zustand anzusammeln als in der klassischen Statistik. Auf der anderen Seite gibt es
im Fermi-Dirac-Fall eine eindeutig grolRere Tendenz der Teilchen, in verschiedenen Zustanden
getrennt zu bleiben als in der klassischen Statistik.

4.9 Leitungselektronen in Metallen

Wir wollen jetzt Folgerungen aus der Fermi-Dirac-Verteilung ziehen. Als ein erstes Anwen-
dungsbeispiel studieren wir Leitungselektronen in einem Metall. Als Néherung vernachléssigen
wir die gegenseitige Wechselwirkung der Elektronen. Die Elektronen kénnen daher wie ein
ideales Gas behandelt werden.

Fur die mittlere Teilchenzahl im Zustand s hatten wir die Fermi-Dirac-Verteilung abgeleitet

I
eotpes +1 B eﬂ(gs_li) +1

Ng =

(4.207)
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Hier hatten wir die Definition benutzt

=" =—kTa . (4.208)

Die GroRe p ist das chemische Potential des Gases. Sie heif3t auch die Fermienergie des Sy-
stems. Der Parameter o bzw. g ist durch die Bedingung bestimmt

_ 1
zs:ns = g m =N . (4209)

N ist die Gesamtzahl der Teilchen im Volumen V. Aufgrund von (4.209) ist ;. eine Funktion
der Temperatur.

Wir wollen nun die Fermi-Funktion studieren. Sie ist definiert durch

1

Die Energie ¢ wird dabei auf den niedrigst moglichen Wert ¢ = 0 bezogen. Wir betrachten den
Grenzfall kleiner Temperaturen mit

1
= ) 4211
Bu o7 > 1 ( )

Fiir e < p haben wir in diesem Grenzfall F(¢) = 1. Fir ¢ >> p hingegen gilt F(g) = e#(#=2),
was exponentiell abféllt. Fire = pist F = % Die Breite des exponentiellen Abfallsum e = p
von F'(e) — 1 auf F () — 0istdurch kT determiniert. Fir 7 — 0 entartet die Fermi-Funktion
zu einer Kastenfunktion, und es folgt

F(e) "2 0(u—e¢) (4.212)

mit der Sprungfunktion ©. Als Konsequenz des Pauli-Prinzips hat das Fermi-Dirac-Gas im
Gegensatz zum Bose-Einstein-Gas selbst fir 7" = 0 eine grol3e mittlere Energie.

Wir wollen nun die Fermienergie p = i, eines Gases bei der Temperatur 7" = 0 berechnen. Die
Energie jedes Teilchens ist mit seinem Impuls durch
B p2 B hZK,Q
- 2m 2m

(4.213)

verknupft. Bei 7" = 0 sind alle Zustande niedrigster Energie bis zur Fermienergie u aufgefllt.
Diese Energie entspricht dem Fermi-Impuls der Grolie p'= A&, so dal gilt

_ PE _ R’k
Ho 2m 2m

(4.214)
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Somit sind bei 7" = 0 alle Zustéande mit x < xr besetzt und alle mit &k > xr leer. Das Volumen
einer Kugel vom Radius xr im #-Raum ist Zm«3,. Wir wollen nun die Zahl der Translations-
zusténde pro Volumeneinheit im K-Raum ermitteln. Fir die Wellenfunktion freier Teilchen gilt

W = T = gilkomtryy+raz) (4.215)

Aufgrund der Randbedingungen fiir den Behalter mit dem Volumen

V =L,L,L, (4.216)
muR gelten
2
Ky = L—an , (4.217)
2m
= T (4.218)
_ o (4.219)
K, = L—znz . .

mit n,, n,, n, € Z. Die Komponenten von i = g sind somit in diskreten Einheiten quantisiert.
Entsprechend gilt fur die Teilchenergien

B /o o o\ 2mR* (n: nl n?
5:%(Hm+my+/ﬁz): - L_§+L_§+L_§ : (4.220)
Die Anzahl An, von moglichen ganzen Zahlen n,, fir welche «, im Bereich zwischen &, und
ke + dr, liegtist einfach

L
Ang, = —Zdk, . (4.221)
2m

Die Anzahl von translatorischen Zustinden o (¥) d®&, fur die # im Bereich zwischen & und
K + d& liegt ist durch das Produkt der Anzahl der mdglichen ganzen Zahlen in den Intervallen
der drei Komponenten gegeben,

o @R = AngAnyAn, = (&dl-@c) (&dliy) (;—zdlﬁz>
T

2 2T
L,L,L,
Also ist v
gd?"‘: (2 )3 d3r . (4.223)
™

Es gibt also %g Translationszustande pro Volumeneinheit im &-Raum. Die Fermikugel vom

Radius xx enthélt daher (2m) *V (47k3) Translationszustinde. Aufgrund des Spinfreiheits-
grades ist die Gesamtzahl von Zusténden in dieser Kugel doppelt so hoch. Bei 7" = 0 muR die
Gesamtzahl der Zustande gleich der Gesamtzahl der Teilchen sein, also

Vo4
2 5 (gmf> =N (4.224)
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Daraus folgt

N4
K = (3727)3 . (4.225)
Damit resultiert fir die de Broglie-Wellenldnge A, die dem Fermi-Impuls entspricht,
1
2 2 3
Ap= o T (K) . (4.226)
kro (3n2)s \N

SchlieBlich erhalten wir fiir die Fermi-Energie bei 7' = 0

m o, B2 [, GN\3
_ — - ) 4.227
Ho QmﬂF 2m (37r V) ( )

4.10 Die Strahlung des schwarzen Korpers

Wir betrachten nun elektromagnetische Strahlung, die sich im thermischen Gleichgewicht in
einem Hohlraum mit dem Volumen V' befindet. Die elektromagnetische Strahlung wird durch
Photonen reprasentiert. Die Wande des Hohlraums werden auf der absoluten Temperatur 7" ge-
halten. Dabei werden kontinuierlich Photonen von den Wanden absorbiert und wieder emittiert.
Es gilt die Photonenstatistik mit ununterscheidbaren Teilchen. Die Zahl der Photonen ist nicht
konstant, sondern hangt von der Temperatur 7" ab. Der Zustand s eines jeden Photons wird
durch den Impuls und durch die Polarisation angegeben. Zur Ermittlung des Strahlungsfeldes
berechnen wir die mittlere Anzahl 7z; von Photonen in jedem moglichen Zustand. Das Ergebnis
ist die Plancksche Verteilung

1

= 4.228
o (4.228)

n

wobei £, die Energie des Photons im Zustand s ist. Die elektrische Feldstirke E, die assoziiert
ist mit der elektromagnetischen Strahlung, erfullt die Wellengleichung

1 0°E
’F = = = :
\Y% 2 9 (4.229)
Dies wird durch ebene Wellen befriedigt,

E = AF™vt) = Fi(7)e ™ (4.230)

Hierbei befriedigt der Wellenvektor & die Bedingung
=2 (4.231)

C

mit k = |&|. In (4.230) befriedigt der zeitunabhdngige Anteil EO(F) die zeitunabhédngige Wel-
lengleichung

op W=
V*E, + gEo =0 . (4.232)
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Das Photon weist dabei die folgende Energie € und den folgenden Impuls 5 auf,

e = hw , (4.233)

p = hk (4.234)
Damit haben wir

. hw

pl=— - (4.235)

R-E=0 . (4.236)

Dies impliziert, daf3 E senkrecht auf der durch 7 fixierten Ausbreitungsrichtung steht. Fir jedes
K lassen sich daher nur zwei unabhangige Komponenten von E senkrecht zu & determinieren.
Dies entspricht den beiden mdoglichen Polarisationsrichtungen. Wieder gilt die Quantisierung
in einem endlichen Volumen. Es sei f(#) d®& die mittlere Anzahl von Photonen pro Volumen-
einheit mit einer festen Polarisationsausrichtung, deren Wellenvektor zwischen < und K + d&
liegt. Es gibt (27) =2 d®& Photonenzustdnde dieser Art pro Volumeneinheit. Jedes Photon hat
eine Energie ¢ = hw = hck. Die mittlere Photonenanzahl mit einem bestimmten z-Wert ist
dann gegeben durch
1 d®K

R PR = G Gy (4.237)

Esist f(K) = f(x). Um den Polarisationsfreiheitsgrad zu beriicksichtigen, multiplizieren wir
dies mit einem Faktor 2. Es folgt

8t w?dw

2 f(k) (4nk* dk) = (@mc)? P — 1

(4.238)

Es sei nun u(w; T') dw die mittlere Energiedichte, d.h. die mittlere Energie pro Volumeneinheit,
der Photonen beider Polarisationsrichtungen im Frequenzbereich zwischen w und w + dw. Jedes
Photon hat die Energie fw. Die Zahl der Photonen hatten wir bereits ermittelt. Damit erhalten
wir

t(w;T)dw = [Qf(li) (47K? dli)] hw

— 8:_371 (k) w® dw . (4.239)

Hierbei haben wir verwendet, da gilt x = w/c. Somit haben wir

T dw e 4.240
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Der wesentliche Parameter ist dimensionslos,

hw
= fhw=— . 4.241
= Phw = (4.241)
7 reprasentiert das Verhaltnis von Photonenenergie zu thermischer Energie. Wir konnen @ durch

71 ausdriicken

4 3
W(w; T) dw = —— <_> eﬂ"_ Sy (4.242)

Die Gesetze (4.240) oder (4.242) sind das Plancksche Gesetz fir die spektrale Verteilung der
Strahlung eines schwarzen Korpers.

Die graphische Auftragung des Gesetzes (4.242) weist ein Maximum bei
n=n~3 (4.243)

auf. Die nach (4.241) zugehorige Frequenz bei vorgegebener Temperatur 7' bezeichnen wir
mit &. Wir kdnnen dann die folgende Konsequenz ableiten. Wenn bei einer Temperatur 73 das
Maximum bei &, und bei einer anderen Temperatur 75 bei &, auftritt, dann muf}

ha hay
gelten oder
% - % (4.245)

Dies ist das Wiensche Verschiebungsgesetz. Die gesamte mittlere Energiedichte u, aller Fre-
quenzen ist

wo(T) = / Ww;T)dw . (4.246)
0
Wir bekommen somit
— 11 4 T 773
W0(T) = 5 G 67 0/ —Tdn (4.247)

Der letzte Faktor ist als bestimmtes Integral einfach eine Konstante. Somit fihrt uns dies auf
(T)=CT* (4.248)

wobei C' eine Konstante ist. (4.248) heif3t das Stefan-Boltzmann-Gesetz. Wir wollen das Integral
in (4.247) auswerten. Es ist

I= / Y . (4.249)
0



Wir nutzen aus, daB gilt e=® < 1, und schreiben den Integranden um in

x3 ef:cxii -z ,.3 — —2x
] - [_es_°¢ :L'[l—l-e +e +]
= Z e "yt (4.250)
n=1
Damit wird
oo X o 1 o0
=y / e de =Y = / e Yy dy (4.251)
n=1 0 n=1 n 0
mit y = nx. Jetzt ist allgemein
/ etr™dr = m! . (4.252)
0
Damit haben wir mitm = 3 und 3! =6
|
I= — 4.253
6 n; i (4.253)
Die Reihe kann aufsummiert werden, es ist
00 1 7T4
— = . 4.254
nzl nt 90 ( )
Somit haben wir schlieBlich
4
m
I=— . 4.255
T (4.255)
Fur die mittlere Energiedichte erhalten wir daher
72 (KT)*
an(T) = — 4.256
“0lT) =15 (hep (4:256)

Wir wollen jetzt den Strahlungsdruck ermitteln, den die Strahlung auf Hohlraumwande austibt.
Bei der Diskussion und Ableitung der Maxwell-Relationen hatten wir die Beziehung

OF
(W) = (4.257)

vorliegen. Der Beitrag eines Photons im Zustand s zum Druck ist durch —de,/0V gegeben.
Daher ist der mittlere Druck von allen Photonen

p= ijﬁs (%) (4.258)
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mit
1

s = e — 1

(4.259)

Um —0e,/0V zu berechnen, betrachten wir der Einfachheit wegen den Hohlraum als einen
Wiirfel mit den Kantenléngen L, = L, = L, = L. Das Volumen ist V' = L3. Weiter ist

1/2
€s = hw:hcmzhc(ﬁi-l—ﬁ;-l—mg)/

2 1/2
= hec (%) (ni + nZ + nz) / . (4.260)
Also ist
g, =CL'=CV1/3 (4.261)

mit einer Konstanten C. Weiter folgern wir

gi; _ _%cv—‘l/3 - _%% . (4.262)
Dies fuhrt auf
p=Ym (%%) :%gﬁﬁs:%E . (4.263)
Dies ergibt schlieflich
p= %HO . (4.264)

Der Strahlungsdruck ist somit sehr einfach mit der mittleren Energiedichte der Strahlung ver-
knupft.

4.11 Der harmonische Oszillator

Die Diskussion des harmonischen Oszillators reprasentiert ein zentrales Element der Quanten-
mechanik. Es gibt eine Vielzahl von Anwendungen in der Molekilphysik, bei Kristallschwin-
gungen und der Kernphysik. Auch fiir das Verstandnis der Quantenfeldtheorie ist die Studie des
harmonischen Oszillators von besonderer Bedeutung. Wir verbleiben zunéchst bei der Diskus-
sion des eindimensionalen harmonischen Oszillators.

Die riicktreibende Kraft K = —kx des harmonischen Oszillators fuhrt zu der potentiellen
Energie
1 2 1 2,2
V(z) = 3 kax® = gmw e (4.265)
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mit der Schwingungsfrequenz w = /k/m. Wir wollen nun die Eigenwerte und Eigenvektoren
des Hamilton—Operators
Pl
H = 5 + 5 MW
ermitteln, das heif3t, wir wollen die Schrodinger—Gleichung

72 (4.266)

o1
<— + - muw? 332) UV=FEV¥ (4.267)
2m 2
I6sen. Wir definieren dazu den nichthermiteschen Operator
. 1 i
b= — |Vmwi+—p| . 4.268
= <\/— . p) (4.268)

Aufgrund der Hermitezitat von z und p lautet der adjungierte Operator

AR (Wx . \/;mga) . (4.269)

Durch Addition bzw. Subtraktion erhalten wir die Auflésung nach z und p

h ~ ~
,/— b+ bf 4.270
b= 1 Wgw bh—bt) . (4.271)
7

Aus den Vertauschungsrelationen zwischen z und p kénnen wir die Vertauschungsrelationen
zwischen b und b' ableiten. Wir notieren

8>
Il

pi—ip= %{(6 —bN)(b+0b") — (b+bN)(b—b")} = —ih. (4.272)

Damit erhalten wir
1 oms msn mmr aan UV
—ih§ (blfr —bPb+bbt — bTb) = —z’i‘z(blfr - bTb) = —ih (4.273)
und weiter
[13, 6*] =1 sowie [5*,13*] = [6, B] =0 . (4.274)

Wir kdnnen nun den Hamiltonoperator 7 fiir den harmonischen Oszillator ausdriicken durch
die Operatoren b und b'. Es ist
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#o= M (i)
= MLt 814 b0+ 810)
= M Gt} (4.275)

Die Terme proportional zu b2 bzw. (b')2 haben sich weggehoben. Wir nutzen nun die Vertau-
schungsrelationen (4.274) aus und schreiben den Hamilton—-Operator damit um

N 1 PN IS 1 SN apa 1
%:§hw(b*b+1+b*b):§hw(2b*b+1)=hw(bfb+§> . (4.276)

Wir definieren nun den Operator

n=>bb . (4.277)
Damit lautet der Hamilton—Operator
. 1
H=hw (n + 5) . (4.278)
Der Operator 7 ist hermitesch, denn
at=(10) =btb=n . (4.279)

Wenn es nun gelingt, den Operator 7 zu diagonalisieren, dann ist auch das Eigenwertproblem
gelost. Zu diesem Zweck untersuchen wir die Vertauschungsrelationen zwischen 7 und b bzw.
b'. So gilt beispielsweise

ba=bblb=(b'b+1)b=nb+b (4.280)
Ebenso ist
bta=0btbtb=0t(bb' —1)=nbt —bF . (4.281)
Zusammengefalt kdnnen wir damit schreiben
[6,7] =b (4.282)
und
|6, 2] = b . (4.283)

Wir betrachten nun die Vertauschungsrelation von 5% bzw. (b1)2 mit 7. Es folgt
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S
S

Pi=bba=>0(M+1)b=(_b+nb+b)b=nb’+20" . (4.284)

Ebenso resultiert

OH2h = btbta =bf (—bt +abh)

= —bfot +abtbt — bt bt =4 (012 —2(01)? . (4.285)

Zusammenfassend schreiben wir
[132,ﬁ] = 20?2 (4.286)
(62 0] = —2(0h? . (4.287)

Per vollstandige Induktion kommen wir nun allgemeiner auf das generelle Resultat

b%,2] = qb? (4.288)
[(Bh%,n] = —q ()7 . (4.289)

Wir wenden uns jetzt dem Eigenwertproblem von % zu. Es seien n die Eigenwerte des Opera-
tors 7, wobei in diesem Stadium der Rechnung n eine beliebige reelle Zahl sein kann. |u,,) sei
der zugehorige Eigenvektor; die Eigenwertgleichung lautet somit

n|uy) =nlu,) . (4.290)

Wir wenden nun die Operatorrelation (4.288) auf den Eigenvektor |u,,) an,

A0 u,) = (677 — qb%) |up) = (n — q) [B9up) . (4.291)
Dies impliziert, daB b7 |u,,) ebenfalls Eigenvektor von 7 ist, aber mit dem Eigenwert n — q.
Daraus schlief3en wir
09 u,) = C(n,q) [Un_g) - (4.292)
Hierbei ist C'(n, ¢) ein aus der Normierungsbedingung zu bestimmender Faktor. Wenden wir
jetzt (4.289) auf den Eigenvektor |u.,) an, so resultiert
(01 un) = (BN 7 + ¢ (1)) [un) = (n+¢) [(B) wn) - (4.293)

Dies bedeutet, |(51)? u,,) ist ein Eigenvektor von 7 mit dem Eigenwert  + ¢. Somit muR gelten
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(1) un) = C'(1,) [unq) - (4.294)

Wiederum bestimmt sich C'(n, ¢) aus der Normierungsbedingung. Wir erhalten damit fur den
Operator n die Reihe von Eigenwerten mit den zugehdrigen, noch nicht normierten Eigenvek-
toren:

Eigenwerte:
cooon+q,...,n+1nn—1,....,n—gq,... (4.295)
Eigenvektoren:
IO unYs - 1B U, (), (D), (DT ), (4.296)
Der Operator bt erzeugt also einen Eigenvektor mit einem um eins groReren Eigenwert. Wir
nennen b einen Erzeugungsoperator. Der Operator b erzeugt einen Eigenvektor mit einem um
eins kleineren Eigenwert. Wir nennen b einen Vernichtungsoperator. Wir betrachten nun die
Lange der Eigenvektoren. Insbesondere studieren wir den Eigenvektor |I3‘14rl up). Wir stellen

jetzt die folgende Behauptung auf: n ist nicht-negativ ganzzahlig, das heilit n = 0,1,2,....
Zunéchst zeigen wir: die Eigenwerte n sind nicht-negativ. Wir gehen aus von

n = (Up |7 ) = (Un|D' D ) = (btn|bun) = ||bun|? >0 . (4.297)

Als Spezialfall von (4.291) und (4.293) kdnnen wir schreiben
Albuy) = (n—1)bu,) (4.298)
albtu,) = (n+1)]0 u,) . (4.299)

Fir den Fall ¢ = 1 berechnen wir jetzt die Normierungskonstanten C’(n, 1) und C'(n, 1). Wir
verwenden dabei

bol —bfb=1 (4.300)
und somit
bbf =bTb+1=n+1 . (4.301)
Es ist
IC'(n, )P = |C"(n,1)]* (unt1|tns1)
N————

=1
= {(C'(n,1) Ups1 |C' (0, 1) Upi1) = (b, [BF wy,)
= (un|bbl |up) = (up|(R+1) ju) =n+1 . (4.302)
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Ebenso resultiert

Cn, 1P = 1C(n.1)]* {un—1|un-1) = (unlbuy)

= (up|bF b |un) = (un|ft up) =n . (4.303)

Damit haben wir also
ZA)T ‘un> = Vn+ 1 ‘un—f—l) ) (4304)
blus) = vVolua1) . (4.305)

Die willkirliche Phase der Wellenfunktion haben wir dabei aufer acht gelassen. Die Koeffizi-
enten C' und C" wurden positiv reell gewdhlt. Im ndchsten Schritt zeigen wir, dal’ der kleinste
Eigenwert von 7 auf das Resultat nn,i, = 0 fuhrt. Wir wissen, dal3 gilt

b |un) = v/ [tn_1) (4.306)

mit n > 0. Wenn wir nur b oft genug anwenden, muf3 so ein minimales n = nmin Mit

b |t ) =0 (4.307)
geben. Daraus folgt
0 = <B u”min|5u”min> = <u”min‘iﬂi)‘u”min>
= (Uny |7 [Un ) = Pmin (4.308)

Die Zahl Null ist also der kleinste Eigenwert des Anzahloperators 7. Wir schreiben

) =10) . (4.309)

Wir nennen |0) den Grundzustand oder Vakuumzustand. Es ist nicht der Nullvektor! Der Grund-
zustand ist auf 1 normiert,

oy=1 . (4.310)

SchlieRlich beweisen wir noch, daf3 es Eigenzusténde |u,,) mit nicht—-ganzzahligen n nicht geben
kann. Es sei | ) ein Eigenzustand zu 7 mit

n|¥)y = (m+z) |¥) mitmeN,0<z<1 . (4.311)
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Nach Voraussetzung hat |®) eine endliche Norm. Wir wenden jetzt den Operator b 7-mal auf
|¥) an.

ATOY = (—mb™ + b7 A) )

= (-m+m+az)|m0) . (4.312)

Im ersten Schritt haben wir die allgemeine Kommutatorrelation

AT =" h —mb™ (4.313)
ausgenutzt. Wir sehen also, der Zustand \Em ) ist Eigenzustand von 7 mit dem Eigenwert
(=M + m + z). Wir betrachten nun die Norm des Zustandes 5™** |¥). Es folgt

@O = (6T U(b b (6T )
= (—m+m+z) ™V ) (4.314)

Der Vorfaktor (- + m + x) ist nach Voraussetzung nie Null. Ansonsten steht links und rechts
die Norm eines Zustandes. Die Norm des Zustandes |5™ ! ¥) existiert genau dann, wenn die
des Zustandes |5™ ¥) existiert. Damit kann man per Induktion weiter schlieRen, daB fiir be-
liebige 7 € N die Norm des Zustandes 5™ |¥) endlich ist. Fiir m > m + 1 filhrt dies zu
verschiedenen Widerspriichen. Mit (4.312) und (4.297) konnte die Norm negativ werden. In
(4.314) gébe es einen negativen Eigenwert n von n, was wir bereits ausgeschlossen haben. Den
einzig konsistenten Rahmen bietet = = 0.

Es ist

167 w2 = (BT |07 wy) = (057 un b7 uy)
= (B up bt Db uy) = (b up|n b uy,)
= <6q un|(n - CI) I;q un> = (n - Q) ”Bq un”2 : (4315)

Weil die Lénge eines Vektors nicht negativ sein darf, darf auch (n — ¢) nicht negativ werden.
Da q eine positive, ganze Zahl ist, missen die Eigenwerte n positiv ganzzahlig sein, also

n=012.. . (4.316)

Diese Eigenwerte und nur diese gewahrleisten, dal® die Lange der Eigenvektoren nicht nega-
tiv wird. FUr gma = n verschwindet die Lange ||6"+! u,||, das heift [|6"+! u,|| = 0. Damit
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verschwinden auch alle Eigenvektoren |b™ u,,) mit m > n + 1. Mit der Buchstabenwahl fiir
7 = bt b hatten wir bereits die Eigenwerte (4.316) prajudiziert. Aus der stationdren Schrodinger-
Gleichung

hw (n + %) un) = E [uy) (4.317)

erhalten wir nun als Energieeigenwerte

1
E, = hw (n + 5) . (4.318)

Das Energiespektrum ist diskret. Die Energieeigenwerte des harmonischen Oszillators sind also
dquidistant. Den Abstand Aw zweier benachbarter Energieterme nennt man ein Schwingungs-
quant. Die Zahl n nennt man die Anzahl der Schwingungsquanten, und 7 ist der Operator der
Anzahl der Schwingungsquanten. Verkirzt sagt man, 7 ist der Anzahloperator. Die Schwin-
gungsquanten einer bestimmten Frequenz w bezeichnet man auch als Phononen dieser Fre-
quenz. Im Unterschied dazu sind Photonen Schwingungsquanten des elektromagnetischen Fel-
des.

Es ist wichtig zu bemerken, dal3 die tiefste Energie des harmonischen Oszillators nicht bei Null
liegt. Diese niedrigste Energie folgt fir n = 0 und ist gegeben durch

Ey = %hw . (4.319)

Diese Nullpunktsenergie ist eine direkte Folge der Unscharferelation. Fir £ = 0 mite schon
nach der klassischen Mechanik z verschwinden, damit V'(z) = 0 ist, sowie auch p verschwin-
den, damit T = p?/2m = 0 ist. Dies bedeutet aber eine gleichzeitige scharfe Angabe von
kanonischen GroRen, was nach der Unschéarferelation verboten ist. Daher ist die Energie £ = 0
nicht moglich. Diese Argumente gelten nicht nur spezifisch fur das Potential des harmonischen
Oszillators, sondern sie gelten fiir eine beliebige Potentialmulde. Gebundene Zustande miissen
stets eine Nullpunktsenergie besitzen.

Wir vergleichen nochmals die Energieeigenwerte fur das eindimensionale Kastenpotential mit
unendlich hohen Potentialwénden, fir das Coulomb-Potential und fir den harmonischen Os-
zillator. Besonderes Augenmerk legen wir auf die Abhangigkeit des Energiewertes von der
Quantenzahl n mit jeweils n € Z und n > 0.

Eindimensionales Coulomb—Potential Eindimensionaler
Kastenpotential fur die Zentral- harmonischer
der Breite a ladung Ze Oszillator

_ RW%a? o _ Z%*m 1 _ 1
E,= LTy n B, =450 1 En—hw(n+7)
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Wir wollen nun einen ersten Blick auf die Normierungskonstante der Zustdnde werfen. Der
Operator b ist ein Vernichtungsoperator eines Schwingungsquants oder Phonons. Es gilt

blun) = C |uy 1)
Aus der Normierungsbedingung
! 1 Ay
1 1 n
= fop (el = g Calmen) = o
folgt
O =n

und damit weiter

b Un) = \/ﬁ Up—1)

Der Operator b ist der Erzeugungsoperator eines Schwingungsquants. Es ist

bt ‘un> =C' |Un+1>

Mit der Normierungsbedingung

1 1
1 = (un+1 |un+1> ‘01‘2 < Un|b Un> ‘0,‘2 <un|bbT Un>

n+1
c?

= (T b+ 1) u) =

C)2 (un|(n + 1) up) =

IC’P

folgt

IC'?=n+1

und somit

bt [un) = Vi + 1 [tpy1)

Der tiefste Eigenzustand ist definiert durch

blug) =0
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Durch n-malige Anwendung von b auf lug) 18Rt sich jeder Eigenvektor |u,) generieren. Der
tiefste Zustand |ug) sei normiert, ||uo|| = 1. Aus der n-maligen Anwendung von (4.327) folgt
beziiglich des normierten Eigenzustandes |u,,) zunéchst

1 .
|U'1> = \/m |b]L U’O) ) (4329)
1 - 1 1 .
— T — _— _— |(p")2
und generell
]. ’\T n
un) = N [(0")" uo) - (4.331)

Die Wirkung des Orts- und Impulsoperators auf die Eigenzustédnde erhalten wir, indem wir z
und p durch b und b ausdriicken. Es resultiert

Fhi) = g (V) + VAT ) (4.332)
Bl = A (V) ~ VAT ) (4.333)

Die Eigenvektoren |u,) des hermiteschen Hamilton—Operators # bilden einen vollstandigen
Satz orthonormierter Basisvektoren des Hilbert-Raums

(Un|tm) = Opm — Orthonormalitat | (4.334)
> |up){un) =1 — Vollstandigkeit . (4.335)
n=0

Damit kdnnen wir jeden beliebigen Vektor |¥) des Hilbert-Raums nach Eigenvektoren |u,,) des
harmonischen Oszillators entwickeln. Es ist

¥) = i |Uun) ¥y, (4.336)
n=0
mit
U, = (u,|T) . (4.337)
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4.12 Die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators

Der Operator b bewirkt in der Ortsdarstellung, dal3 einer Funktion

< uw‘@ > = 90(33)

die Funktion

bole) = <udlbp>= (m ; ii) ol2)

zugeordnet wird. Wieder definieren wir die dimensionslose Grofie

=

Damit bekommen wir

und

(4.338)

(4.339)

(4.340)

(4.341)

(4.342)

Aus blug(z) > = 0 folgt in der Ortsdarstellung < u,|ug > = uo(z) die Differentialgleichung

(z + d%) uo(2) = 0.

Durch Trennung der Variablen erhalten wir

dUO
— = —zdz
Ug

und weiter durch Integration

1 2
Inug = _52 + const.

Damit haben wir

uo(2) = coe 2.

Die Normierungsbedingung
1 = 70|u0(x)\2dx = \00\2,/i 70@” dz
J mw_oo
h hm
= ‘00‘2\/—\/7? = |Co|2\/—
mw mw

mw 1/4
Cy = (—) .
0 hm

fuhrt schlieBlich auf
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(4.344)

(4.345)

(4.346)

(4.347)
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Aus

1 -
Up > = —— [bT™ug > 4.349
erhalten wir die angeregten Energiezustande u,,(z). Somit gilt
_ C() d " _22/2

Dies wollen wir etwas umformen. Dazu bemerken wir die folgenden Identitédten fur eine belie-
bige Funktion ¢(z)

d _ +22/2 d —22/2
(Z dz> oz) = =P )
d\’ d?
_ 22/2 —22/2
(Z_E> o(z) = +et*/ e [e /QO(Z)]- (4.351)
Zunachst gilt
e 0()] = —ze () +e =2 Lz (4.352)
dz dz
Also ist in der Tat
e L[ P o(n)] = 2p(2) — L p(a) (4359
dz dz

Es ist

d
= e () - s(-r)e () - e
2
—32/2i —z2/2d_
ze e (2) +e dZQGO(Z)

+e @ap(z) (4.354)

Andererseits ist

= 2(2) — 2pl2) — - (z(2) + ()
= 2o(z) 2 (e) — pl2) + rl2). (4.355)



Damit ist (4.351) nachgewiesen. Allgemeiner gilt nun

d " 2 dn 2
v _(_1\n,t2/2 Y | 272
(z dz) o(z) = (=1)"e T [e (p(z)] . (4.356)
Mit
p(z)=e "/ (4.357)
nimmt (4.350) die Form an
. C() n +22/2 dr _52
un(z) = \/2”—71!(_1) e TRt (4.358)
Jetzt nennen wir o
H,(z) = (_1)%“2@6—32. (4.359)
Damit lauten die normierten Oszillatoreigenfunktionen in der Ortsdarstellung
mw\/4 1 2
(2) = H, —2%/2 4.360
@) = (Gr) g el (4.360)

Die Funktionen H,(z) sind Polynome n-ten Grades. Es sind die Hermiteschen Polynome. Die
ersten Polynome lauten explizit

Hy = 1,

H, = 2z

Hy, = (22)*-2,

H; = (22)° —6(22),

H, = (22)*-12(22)?+12,

Hs = (22)° —20(22)* + 60(22). (4.361)

Die Orthonormierungsbedingung der u,,(x) Ubertrdgt sich auf die Hermiteschen Polynome in
der Form

/ ¢ " Hy(2) Hu(2) dz = 2"/ G- (4.362)

Die Eigenfunktionen w,,(z) fur die niedrigsten Zusténde sind in der nachfolgenden Figur auf-
getragen.

Fiir = — 400 klingen die Eigenfunktionen wie z"e2"/2 ab. Das Quadrat u2 (z) gibt die Wahr-
scheinlichkeitsdichte an, das Teilchen an einem Ort z anzutreffen, wenn unmittelbar vorher der
Energiewert E,, festgestellt wurde.

Wir wollen abschliefend noch eine Rekursionsformel fiir die Hermite-Polynome ableiten, die
es in einfacher Weise ermoglichen wird, aus der Kenntnis der niedrigsten Hermite-Polynome
fur beliebige n die Hermite-Polynome zu berechnen. Dabei gehen wir aus von

blug > = v/1ltn_1 >, bt |up > = V4 1|upg > . (4.363)
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Abbildung 1: Die Eigenwerte E,, und Eigenfunktionen u,(z) = ¢,(x) fir das Oszillatorpo-
tential.

Dies Ubertragen auf die Ortsdarstellung fiihrte auf

bun(z) = — (z + i) Un(2) = VAt

V2 dz
b un(z) = % (z = diz) un(z) = Vn+ 1upi- (4.364)

Wir addieren beide Gleichungen. Dies ergibt
V22 Un(2) = V0 + Luny(2) + Vioun1(2). (4.365)

Wir setzen hierin (4.360) ein und dividieren durch (mw/(hr))"/* e=%"/2. Damit erhalten wir

1 1 1
V22——H,(2) =vn+1 H,.1(2) ++/n H, 1(z). (4.366)
v 2nn! (2) V2" (n + 1)! #(2) /2" H(n —1)! 1(2)
Wir multiplizieren mit v/27+1n! und bekommen so
22 Hy(2) = Hyy1(2) + 2n Hyp—1(2). (4.367)
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SchlieBlich haben wir die gesuchte Rekursionsformel

H,.1(2) =22z H,(2) — 2nH, 1(2). (4.368)
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4.13 Bose-Einstein-Kondensation

Ein nichtrelativistisches ideales Bose-Gas in einem Wirfel mit dem Volumen L3 sei durch das
grolRkanonische Ensemble mit der Zustands-Summe

Zak =[] 3 e Pm (4.369)

a ng=1
beschrieben, wobei die Energien bei periodischen Randbedingungen durch
hQ

EN =
“ 9m

2m\? 2 2 2
(f) (nm +n, + nz) (4.370)

mit o = (ng, ny,n,) € Z? gegeben sind. Damit die groRkanonische Zustandssumme konver-
giert, darf das chemische Potential x nicht groRer als die kleinste Energie ¢,, d.h. die Grund-
zustandsenergie €, = 0, sein. Bei niedrigen Temperaturen tritt bei einem solchen System ein
interessanter Effekt auf — die Bose-Einstein-Kondensation (BEK). Dabei bezeichnet die BEK
die makroskopische Besetzung des Grundzustandes, d.h. der Erwartungswert (N,) ist von der-
selben GroRenordnung wie die Gesamtteilchenzahl N: (Ny) = O (N). Da sich bei verschwin-
dender Temperatur 7" = 0 sowieso alle Teilchen im Grundzustand befinden (N, (" = 0)) = N,
ist ein solches Verhalten auch von der klassischen Maxwell-Boltzmann-Statistik zu erwarten.
Die Temperatur T}, bei der dies eintritt, kann abgeschéatzt werden, indem man fordert, dal3 der
Boltzmann-Faktor der Grundzustandsenergie bedeutend groRer ist als alle anderen, d.h.

e Bleo—n) 5 o Bler—n) ’ (4.371)
1 > efa | (4.372)
Ber > 1 . (4.373)
Uber Be; = 1 ergibt sich die Temperatur zu
h* 4r?
kgTy = — —= 4.374
T = 57 (4.374)

Ublicherweise ist die Temperatur T, — bei der aus rein klassischer Sicht eine makroskopi-
sche Besetzung der Grundzustandsenergie zu erwarten ware — in der GroRenordnung Ty =
O (1072°K). Es wird jedoch eine makroskopische Besetzung des Grundzustandes bei viel hoher-
en Temperaturen vorausgesagt. Um diesen rein quantentheoretischen Effekt zu studieren, be-
trachten wir die Bose-Einstein-Verteilung

1

{No) = 1 (4.375)

Aufgrund von ¢ = 0 kann der Grundzustand nur dann stark besetzt sein: (Ny) = O (N) > 1,
wenn |Su| < 1 gilt. In diesem Fall kann der Erwartungswert wie folgt entwickelt werden:

1 1

W =51~

(4.376)
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Da p < 0 gilt, konnen alle weiteren Erwartungswerte durch

1 1
(Nox0) = =7 S e 1 (4.377)
abgeschatzt werden. Damit gilt
1

a>0 a>0

Die im letzten Schritt eingefiihrte kritische Teilchenzahl N¢ héngt durch 8 von der Temperatur
T und Uber die Einteilchenenergien £, vom Volumen V' — jedoch nicht mehr vom chemischen
Potential ;. — ab. Wenn nun die Gesamtteilchenzahl NV diese kritische Teilchenzahl N¢ (V,T)
Ubersteigt, so kann die Differenz AN = N — Nc(V,T) = O(N) nicht in den Zusténden
mit « > 0 stecken, sondern muR den Grundzustand besetzen: (Ny) > AN = O (N). In der
Realitét tritt die Bose-Einstein-Kondensation jedoch im allgemeinen nicht durch Zufiihrung
von Teilchen, d.h. Erh6hung von N, sondern durch Abkihlung des Gases, d.h. Erniedrigung
von N¢ (V, T), auf. Uber N¢ (V, Tc) = N kann die kritische Temperatur bestimmt werden, bei
der die Bose-Einstein-Kondensation einsetzt.
Wenn man annimmt, daB 7¢ > Ty gilt, so kann fiir die Berechnung von N¢ (V, T') die Integral-
Né&herung

;0 ~ (25 +1) # / Pp (4.379)
benutzt werden. Dabei bezeichnet (2s + 1) den Spin-Faktor, der fir Bosonen (s ganzzahlig) die
Werte 1,3,... annehmen kann.
Es ist anzumerken, dal die Integralndherung aufgrund von T¢c > T,, d.h. Sce; < 1, fir alle
Zustande mit « > 0 — aber nicht fiir den Grundzustand o« = 0 — giiltig ist.
Die kritische Teilchenzahl ergibt sich damit zu

Vv 7Odp 4mp?
(rh) 5 e (B27) =1
da die Energien e, weder vom Spin s noch von der Richtung des Impulses p'abhéngen. Mit der
Substitution z = 8p?/ (2m) erhélt man

Ne(V,T) = (25 +1) : (4.380)

3
ksT\?* /3
Ne(V,T) = (25 +1)V (%) ¢ (5) . (4.381)
Hierbei bezeichnet ¢ (z) die Riemannsche ¢-Funktion
=1
((2) = el (4.382)
n=1
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Mit Hilfe dieser Funktion kann das Resultat des verbleibenden Integrals dargestellt werden

()= [Fae s (4.383)

Die kritische Temperatur ergibt sich somit zu

_ 2mh? N/V
keTec = ((23 y: <%)> : (4.384)

Es ist anzumerken, dal’ dieses Ergebnis stark von der Energie-Impuls-Beziehung des Bose-
Gases und dessen Dimension abhangt, da fur hoher- oder niederdimensionale Systeme andere
Potenzen des Impulses im Zahler des Integranden in Gleichung (4.380) auftreten und abwei-
chende Dispersionsrelationen den Nenner verandern wiirden.

T

3
Fir Temperaturen oberhalb des kritischen Wertes T > Tc gilt N < N¢ = (T—C) ? und somit

muR das chemische Potential 1 einen endlichen negativen Wert annehmen, was (Ny) < N

3
impliziert. Fir T < T¢ jedoch gilt N > N¢ = (Tlc)z und die Differenz AN = N — N¢ =

N [1 — (Tlc) 5Jbbevblkert den Grundzustand: (Ny) > AN, was fu = O (1/N) bedeutet.
Insgesamt ergibt sich also folgendes Bild (Abb. 2):

<N T>TC

(No) =1 [1 ~ ( Tgc )3 (4.385)

T < T

Abbildung 2: Besetzung des Grundzustandes bei der BEK
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Wenn man die makroskopische Besetzung des Grundzustandes als neue Phase auffal3t, welche
durch den Ordnungsparameter UIVV—” beschrieben wird, so stellt man fest, dal3 es sich bei der
Bose-Einstein-Kondensation um einen Phaseniibergang zweiter Ordnung handelt, da % als
Funktion der Temperatur stetig bei 7¢ ist — aber nicht differenzierbar.

Nun kann die Gultigkeit der Integralndherung, d.h. der Annahme 7T > Ty, untersucht werden.
Diese beiden Temperaturen vergleichend (siehe Gleichung (4.374)) stellt man fest, daR

keTy = 0(%2 H) , (4.386)
keTo = 0(%2 [gr) (4.387)

gilt. Somit gilt fur groRere Teilchenzahl N > 1 tatsdchlich T > T, d.h. die makroskopi-
sche Besetzung des Grundzustandes tritt bei bedeutend hdheren Temperaturen ein, als es aus
klassischer Sicht zu erwarten ware (BEK).

4.14 \WeilRe Zwerge

Es ist Ublich, die Sterne in einem Hertzsprung-Russel-Diagramm einzuordnen, in dem die ab-
solute Helligkeit M\ Uber der invers zur Temperatur dargestellten Spektralklasse aufgetragen
wird (Abb. 3).

. o 3 .
! &} ie
10+ 4 |
g v
.. . ‘
Zr weille Zwerge S
A ! BN .

16 L L L T B
0580 BS AD A5 FO F5 G0 KO KSMO

Spektralklasse

Abbildung 3: Hertzsprung-Russel-Diagramm (nach Scheffler, Elsasser)

Die meisten Sterne lassen sich in der sogenannten Hauptreihe V einordnen, in der sich auch
unsere Sonne befindet. Bei diesen Sternen wird der Gravitationsdruck, der den Stern zusam-
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mendriickt, von dem Druck des Gases aufgrund der hohen Temperatur kompensiert. Es wer-
den jedoch auch weitere Objekte beobachtet — die sogenannten weillen Zwerge — die nicht
in dieser klassischen Weise stabil sein konnen, da deren Gravitationsdruck im \ergleich zur
Temperatur zu groR ist. Die Stabilitat dieser Objekte war ein Rétsel, das von der klassischen
Thermodynamik nicht geldst werden konnte, sondern erst von der Quantenstatistik. Es stellte
sich heraus, dal der Nullpunkts-Druck des Elektronengases — ein reiner Quanteneffekt (Pauli-
Prinzip) — fur die Stabilitat der weillen Zwerge verantwortlich ist.
Um die Stabilitatsbedingung aufzustellen, muR der Gravitationsdruck berechnet werden. Abhéngig
von der konkreten Dichteverteilung innerhalb des Sterns ist dessen Gravitationsenergie gegeben
durch ,

Egay = -0 (G%) , (4.388)
wobei G die Newtonsche Gravitationskonstante, /M die Masse und R den Radius des Sterns
bezeichnet.

Mit dem ersten Hauptsatz

dEcrar = —PeradVaen (4-389)
erhélt man tber
M2
dEgay = O (G —dR) (4.390)
R2
und dVsen = O (R?dR) den Gravitationsdruck des Sterns zu
M2
Perav = —O (Gﬁ> . (4.391)

Dieser Druck soll nun durch den Druck des Elektronengases innerhalb des weillen Zwerges
kompensiert werden. Da Elektronen als Fermionen dem Pauli-Prinzip gehorchen, kénnen sich
— selbst bei verschwindender Temperatur — nicht alle Elektronen im Grundzustand befinden,
was einen endlichen Nullpunktsdruck zur Folge hat.

Um den Wert dieses Druckes abzuschdtzen, betrachten wir ein ideales Fermi-Gas, welches
durch die groRkanonische Zustandssumme

Zok =[] (1 +PEm) (4.392)
beschrieben wird. Der Druck dieses Gases ergibt sich zu
In Z
p(T,V, ) = koT [ 21020 (4.393)
v ),
Fur Fermionen in einem hinreichend groBen Volumen ist die Integralndherung gerechtfertigt:
InZek = Y In(1+4ePEm) (4.394)
%4
— 9 / &pln (1 +e_ﬂ(8”_“)) , 4.395
(27Th)3 b ( )
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wobei der Faktor 2 von dem Spin s = der Elektronen herriihrt. Wir nehmen an, dal3 die
Energie nur vom Betrag des Impulses p’ nd nicht von dessen Richtung oder dem Spin abhangt:

TV
(2m

Nun fihren wir eine partielle Integration durch, bei der der vordere Faktor abgeleitet und der
hintere Faktor integriert wird. Da der Integrand an den Grenzen p = 0 sowie p = oo aufgrund
von p? sowie e #¢» verschwindet, gelangen wir zu

In ZGK =

/dpln 1 + e Aler “)) p? (4.396)

BV 70 p? dsp
In Zox = 5y / DT g (4.397)

Da In Zgk nur im Vorfaktor vom Volumen V' abhdngt, wenn 7" und p konstant gehalten werden,
ergibt sich der Druck zu

17 de
TV, :—/d By 4.398
p(T,V, ) 327 | png (p) p ™ (4.398)

wobei die Fermi-Dirac-Verteilung n? (p) mit dem vorderen Faktor identifiziert werden konnte.
Fur tiefe Temperaturen ndhert sich diese Verteilung einer Stufenfunktion an

ng " (p) = Ok —p) (4.399)

wobei pe den Fermi-Impuls darstellt, fir den gilt ¢ (pr) = er = (T = 0). Somit erhédlt man
den Nullpunktsdruck

de
T =0 / Crps 4.400
Wie wir spéter sehen werden, erweist es sich als notwendig, die relativistische Energie-Impuls-

Beziehung
gp = \/P*c? + m2ct (4.401)

zu verwenden. Mit der Substitution z = p/ (mc) erhdlt man

p(T=0) = 37r2h3 / _1”2 (4.402)
4.5
— ;”2‘7;3 flae) . (4.403)

Die Funktion f (z¢) kann geschlossen angegeben werden, nimmt aber einen etwas komplizier-
ten Ausdruck an. Der Fermi-Impuls pg — und damit 2z — kann Uber die Gesamtteilchenzahl

bestimmt werden: o1
N(T,V,p) = d3pn? p) . 4.404
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Fur T = 0 ergibt sich

4 3
= WPF ) (4.405)
d.h. .
N L
e = (37%3—) ' (4.406)
V
Aufgrund von V' ~ R3 ist z invers proportional zum Radius R
1
TN (4.407)
Daher geht der Gravitationsdruck mit der 4. Potenz in ¢
Do ~ —Tf (4.408)

Um die Stabilitdt des weil3en Zwergs zu gewahrleisten, muR dieser Druck durch den Druck des
Fermi-Gases p ~ f (xg) kompensiert werden.
Im nichtrelativistischen Limes xg < 1 kann im Nenner der Integraldarstellung der Funktion
f (zg) in Gleichung (4.402) der Term x? gegenuber der 1 vernachlassigt werden — wodurch
man

frr< 1) ~ 2} (4.409)

erhdlt. Im ultrarelativistischen Fall hingegen dominiert der Term z2 und das Integral fir f (xf)
ergibt naherungsweise
Fzg>1)~ap . (4.410)

Weiterhin ist f (zg) monoton steigend, da der Integrand positiv ist. Somit erhélt man Abb. 4.
Um das Diagramm Ubersichtlicher zu gestalten, wurde f (xf) /x¢ aufgetragen. Man erkennt,

/(zF)

4
=

Gravitationsdruck
flr Masse M,

Gravitationsdruck //’

fur Masse M, Stabilitat

TF

Abbildung 4: Stabilitat der weiRen Zwerge
dal’ der Gravitationsdruck eines weil3en Zwerges der Masse M, fir ein bestimmtes z¢ von dem
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Quantendruck des Fermi-Gases der Elektronen (Pauli-Prinzip) kompensiert werden kann, was
die Existenz dieser Objekte erklart.

Fur die groRere Masse M, jedoch existiert kein Wert von zg, d.h. kein Radius R, bei dem
der Gravitationsdruck von dem Druck des Fermi-Gases kompensiert werden kann. Die Gren-
ze zwischen diesen beiden Regionen wird Chandrasekhar-Grenze genannt. Oberhalb dieser
Grenzmasse kann kein weiller Zwerg aufgrund des Nullpunkts-Drucks des Fermigases stabil
sein. Objekte mit solch hohen Massen konnen Neutronensterne oder schwarze Ldcher bilden.
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5 Systeme wechselwirkender Teilchen

5.1 Realistische Teilchensysteme

Bislang haben wir uns zumeist mit dem idealen Gas beschéftigt, bei dem die Wechselwir-
kung zwischen den Teilchen vernachldssigt wurde. Bei realen Systemen wie z. B. Festkdrpern
oder Flissigkeiten missen wir die interatomare Wechselwirkung in Rechnung stellen. Oftmals
kdnnen wir realistische Vielteilchensysteme naherungsweise beschreiben. Zuweilen fiihrt man
kollektive Beschreibungsweisen ein, oder wir betrachten den Spezialfall sehr niedriger Tempe-
raturen mit wenigen Anregungszustanden des Systems. Auch die Einfiihrung von Quasiteilchen-
Zustanden vereinfacht haufig die Beschreibungsweise. Das exakte Vielteilchenproblem ist nicht
gelost.

5.2 Gitter- und Normalschwingungen

Wir betrachten einen Festkorper aus N Atomen. Der Ortsvektor des i-ten Atoms mit der Masse
m; sei r;, die Gleichgewichtslage dieses Atoms sei rg‘”. Jedes Atom kann frei um seine Gleich-
gewichtslage mit relativ kleinen Amplituden schwingen. Zur Beschreibung dieser Verschiebung
fuhren wir die Variablen

Eia = Tia — Tho (5.1)

mit o = 1, 2, 3 ein. Die kinetische Energie der Schwingung des Festkorpers ist dann

1xeE ., 1 &e .2
K=2% % midia=753 3 mi, (5.2)
i=1 a=1 =1 a=1
Die potentielle Energie V =V (211, 219, . . ., £x3) Kann in eine Taylorreihe entwickelt werden.
Wir erhalten

ov 1
V:VO+Z[8T] fia+§z
]

Z’a l5a’]!7

[ o*V

or i ox I

] &iakjy + ... (5.3)
0

Die Summen uber ¢ und j gehen von 1 bis N, o und ~ laufen von 1 bis 3. Vj ist einfach die
potentielle Energie der Atome in der Gleichgewichtskonfiguration. Da V' dort ein Minimum
aufweist, gilt [0V /0z;4], = 0. Als Abkiirzung fiihren wir ein

oV
Ajgiig = | =—————| . 5.4
. [axia a%] 0 &4
Dann erhalten wir )
V= VO + 5 Z Az’a,j’y gz’afj’y . (55)
1, Jy
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Fur die Hamilton-Funktion gilt dann

1 . 1

H= % + = Z m; i2a + = Z Aia,j7 giafj'y . (56)

2 1o’ 2 1,5y
Aufgrund der Mischterme enthalt die potentielle Energie eine relativ komplizierte Gestalt. Man
kann jedoch eine geeignete Koordinatentransformation auf Normalkoordinaten g, durchfiihren,
die zu einer Eliminierung der Mischterme fuhrt. Das Verfahren ist analog dem einer Haupt-
achsentransformation eines Ellipsoids. Wir transformieren von 3NV alten Koordinaten &;,, durch
eine lineare Transformation auf 3NV neue generalisierte Koordinaten ¢,

3N
fia = Z Bia,rqr . (57)
r=1
Dann nimmt 4 die einfache Form an
1 3N
H=Vo+ 3> (@2 +wie?) - (5.8)
r=1

Es gibt keine gemischten Terme mehr. Fir den eindimensionalen harmonischen Oszillator ha-
ben wir

_ 1 -2 2 2
%7" - 5 (qT + wrQr) (59)
und .
e = (n + 5) hu, (5.10)
mit n, = 0,1,2,.... Fir den vollstdndigen Hamilton-Operator des Festkorpers gibt es 3N
Quantenzahlen (n1,ns, ..., n3y). Die entsprechende Gesamtenergie entspricht der Summe der

Energien der eindimensionalen Oszillatoren

3N 1
En17n2:---5n3N = ‘/O + Z (n'f + 5) hw’l‘ . (511)
r=1
Dies kdnnen wir schreiben als
3N
Eninoymay = =N + Z - hewy (5.12)
r=1
mit
1 3N
—Nn:Vo+§Zth. (5.13)
r=1

7 stellt die Bindungsenergie eines Atoms im Festkorper am absoluten Nullpunkt dar. Wir kénnen
die Berechnung der Zustandssumme durchfiihren

P e a—

ni,mng,...

= ePNn (i e—ﬁﬁMm) e ( i e—ﬂﬁwwnsN) ’ (5.14)

n1=0 ngn=0
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also

1 1
— oBNn
Z=e (e R w vl (5.15)
Damit gilt
3N
InZ=4Nnp—Y In (1 — e_’Bh“”) . (5.16)
r=1

Die moglichen Normalschwingungsfrequenzen liegen sehr dicht, und es ist zweckmaRig die
Anzahl o(w) dw der Normalschwingungen mit einer Frequenz zwischen w und w + dw ein-
zufuihren. Als Ndherung konnen wir dann in (5.16) die Summe durch ein Integral substituieren

InZ =p3Nn— 70111 (1 - e’ﬂh“’) o(w)dw . (5.17)
0

Damit erhdlt man fir die mittlere Energie des Festkorpers

- (9an
E = =—-Nn+ /eﬁhw — dw . (5.18)

Die Wéarmekapazitat bei konstantem Volumen ist dann

Cv = (g—g) - (3]§ ) (519)
oder
o0 e,Bhw )
Cyv =k / W(ﬁhw) o(w) duw . (5.20)

0
Das statistische Problem ist also relativ einfach. Bezuglich der Transformation des Hamilton-

Operators muf3 man als Problem der Mechanik die Normalschwingungsfrequenzen des Festkor-
pers finden und damit o(w) flir den untersuchten Festkorper bestimmen. Der wichtige dimensi-

onslose Parameter ist
Aw

= 21

Bho = 1 . (5.21)
Es sei wnax die maximale Frequenz der Normalschwingungen. Dann ist

ow)=0 fur W > Wmax - (5.22)

Fir sehr groRe Temperaturen ist Shwna, < 1 und daher auch ghw < 1. Daher kdnnen wir die
Exponentialfunktion entwickeln

P =14 Bhw+ ... . (5.23)
FUr T > hwmax Wird aus (5.20)
Oy = k/a(w) dw = 3Nk , (5.24)

0

170



da das Integral gleich der Gesamtzahl der Normalschwingungen ist, d. h.

/a(w) dw = 3N . (5.25)
0
(5.24) ist erneut das Dulong-Petitsche Gesetz, das wir schon im Zusammenhang mit dem Gleich-
verteilungssatz abgeleitet haben.

5.3 Die Debyesche Naherung

Die Berechnung der Normalfrequenzdichte o(w) ist ein relativ kompliziertes Problem. Wir wol-
len nun einfache N&herungsverfahren anwenden. Wir betrachten einen Festkorper, der aus N
Atomen mit nicht allzu unterschiedlichen Massen besteht. Bei der Methode von Debye ver-
nachlassigt man den diskreten Aufbau des Festkorpers aus Einzelatomen und behandelt ihn als
kontinuierliches, elastisches Medium. Dies ist gerechtfertigt, wenn die Wellenlange A der Nor-
malschwingung grof3 gegeniiber dem Abstand a der Atome im Festkorper ist. Das Medium mit
dem Volumen V' wird als isotrop angenommen. Es sei u(r,t) die Auslenkung eines Punktes
in diesem Medium aus seiner Gleichgewichtslage. Der Verschiebungsvektor «w muf3 dann einer
Wellengleichung geniigen, die die Ausbreitung von Schallwellen durch das Medium beschreibt.
Einer Schallwelle mit dem Wellenvektor « entspricht die Frequenz

W = CgK . (5.26)

Die Anzahl der mdglichen Frequenzen zwischen w und w + dw ist dann analog zu friiheren
Betrachtungen

oc(w)dw=3

1% Vv
2r)? (47r/£2d/£) = 3Mw2dw : (5.27)

Der zusétzliche Faktor 3 resultiert aus den beiden moglichen transversalen Polarisationsrich-
tungen und aus der logitudinalen Polarisationsrichtung von u fur jeden Wellenvektor «. Bei der
Methode von Debye wird o(w) durch oc(w) bis zu den ersten 3N Schwingungen des elasti-
schen Kontinuums approximiert. Es ist

oc(w) fir w<wp
= . 5.28
oD (w) { 0 sonst ( )

Die Debye-Frequenz wp wird so gewéhlt, dak op(w) die richtige Gesamtzahl von 3N Normal-
schwingungen ergibt

/JD(w) dw = /oc(w) dw = 3N . (5.29)
0 0
Es ist also nach (5.27) op(w) ~ w?. Wir wollen jetzt wy, bestimmen. Aus (5.27) und (5.29) folgt
3V 7, Voo,
= w2 =3N .
on7cd O/w dw 27r2cng 3 (5.30)
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und weiter

N )1/3 . (5.31)

Wwp = Cs (67r2—

v
Also hangt die Debye-Frequenz nur von der Schallgeschwindigkeit im Festkorper und von der

Anzahl der Atome pro Volumeneinheit ab. Mit der Debye-Naherung wird die Warmekapazitat

wp

Bhw 2
Cvzk/e (Bhw)* 3V

(efnw — 1)? 2m2c}

widw . (5.32)
0

Mit der dimensionslosen Variablen = = SAw wird daraus
Bhwp

3V e’
Cy=kh—— — 2tz . 5.33
el e 39

Um den Vergleich mit dem klassischen Resultat Cyy = 3Nk zu erleichtern, kann man das

Volumen nach (5.30) durch N ausdriicken. Es folgt

V = 612N (C—S>3 . (5.34)

WD

Es folgt weiter

= 3Nk—= | ———2tdz (5.35)
0

mit y = SAwp. Damit bekommen wir

Cy = 3Nkfp (Bhwp) = 3Nk fo (%) (5.36)

mit der Debye-Funktion fp(y)

— [ 4
foly) = " O/ (e — 1)23: dx (5.37)

und der Debye-Temperatur ©p definiert durch

k@D = th . (538)
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Bei hohen Temperaturen mit 7 > Op geht fp (©p/7") — 1. Fur Kleine y kann man approxi-
mieren e* ~ 1 + z, so dal folgt

Yy
3 y
foly) = = /xQda: =1 fir y—0. (5.39)
Y 0
Bei niedrigen Temperaturen ist Shaw > 1 fur relativ niedrige Frequenzen mit w < wp. Nur
Oszillatoren mit niedrigen Frequenzen werden thermisch angeregt. Im Tieftemperaturbereich

kann die obere Grenze Shw = Op /T des Integrals durch oo ersetzt werden. Wir erhalten dann

I:/ﬁx‘*dac =4/ o (5.40)
p (e —1) o &7
Hierbei haben wir partiell integriert nach
/uv' de = w|y — /vu' dx (5.41)
0 0
und setzen
v = gzt cou =42 (5.42)
, e’ 1
= J = — : 5.43
N N (549
Es folgt
4 |© 3
J +4/ Y dr . (5.44)
er — 1|, , e? —1

Das entstandene Integral haben wir bereits im Zusammenhang mit der Strahlung des schwarzen
Korpers ausgewertet. Es folgt

47t
I=—. 5.45
15 (5.45)
Damit bekommen wir ,
o7 kT
Cy=—Vk|— 5.46
v 5 (Csh> ( )
oder umgeschrieben
1274 T\?
Cy = =" Nk (—) . 5.47
v 3 o (5.47)

Diese T3-Abhéangigkeit bei niedrigen Temperaturen ist experimentell gut bestétigt.
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5.4 Die Van der Waals-Gleichung

Ziel unserer Betrachtungen ist es, als Beispiel fir ein nichtideales klassisches Gas die Van der
Waals-Gleichung abzuleiten. Wir untersuchen ein einatomiges Gas aus NV identischen Teilchen
der Masse m in einem Behdlter des Volumens V' bei einer Temperatur 7'. Wir nehmen an, da T’
genugend groB und die Dichte n = N/V geniigend Kklein ist, so daf3 das Gas mit der klassischen
statistischen Mechanik behandelt werden kann. Die Hamilton-Funktion des Systems lautet dann

mit
K — Z 2 _
Qmj lp] ( )

U ist die potentielle Energie der Wechselwirkung zwischen den Molekdlen. U sei durch die
Summe aller Paarwechselwirkungen gegeben

U=up+uiz+...+ugs+us+ ... un—1,n (5.50)
oder
N N 1 NN
U:ZZujk:§ZZujk' (551)
j=1 k=1 j=1 k=1
i<k j#k

Die potentielle Wechselwirkungsenergie zwischen Molekiilen hat die allgemeine Gestalt, daR
sie stark abstoRend ist fiir nahe Abstédnde und schwach anziehend ist fiir groRere Abstande. Ein
nitzliches semiempirisches Potential ist das Lennard-Jones-Potential

w(R) = uo l(%)u _9 (%ﬂ . (5.52)

Es verhélt sich in der Asymptotik wie u ~ R~ fiir groBe R. Bei kleinen Abstdnden verhalten
sich die Molekdile wie harte Kugeln und stol3en sich ab. Um die Gleichgewichtseigenschaften
des Gases zu bestimmen, ist es notig, die klassische Zustandssumme zu berechnen

1 1
Z = ﬁ/.../e_ﬂ(K_FU)hg_Ndspl...dgde?’rrl...d3r’=N
1 -
— 7h3NN‘ /. - ./e ﬁK(Pl ----- pN)d3p1 .« .. d3pN
/---/e*ﬁU(“""’”)dZ"rl coedPry (5.53)

Der Faktor N! beriicksichtigt die Ununterscheidbarkeit der Teilchen. Das erste Integral tber
die Impulse ist sehr einfach und trat bereits bei der Diskussion des idealen Gases auf. Fir das
zweite Integral schreiben wir abkiirzend

Zy = / / o PUCLt ) By L Py (5.54)
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Somit ist insgesamt

3N/2
1 (2mm
7 = N ( h2ﬁ> VA (5.55)

Die Berechnung von Zy gestaltet sich im allgemeinen relativ schwierig, da U in den Koordi-
naten nicht separiert. Im Grenzfall des idealen Gases U — 0 oder im Hochtemperaturlimes
B — 0 gehte Y — 1, und wir haben Zy — V. Im Grenzfall niederer Dichten kénnen wir
Naherungsverfahren anwenden. Die mittlere potentielle Energie des Gases lautet

[ePUUdPr, ---dPry 0

= InZy. (5.56)

U=
fe*/jUd3r1 cdBry B

Also gilt nach Integration

B
InZy(8) = NlnV — / U(g)ds' (5.57)
0

da Zy(0) = V¥ fiir 8 = 0 ist. Die mittlere potentielle Energie von N (N —1)/2 Molekiilpaaren
ist einfach

1
U= 5N(N —1Da~ -N%. (5.58)

1
2
Die mittlere potentielle Energie zwischen einem Molekiilpaar, sofern es von den anderen Mo-
lekiulpaaren abkoppelt, kann angenahert werden durch

JePrud*R 0

Jr 2 —Bu g3
R 8ﬁln/e @R (5.59)

u =

u ist nur fur kleine R von Null verschieden. Die Integration erstreckt sich iber das Volumen V/
des Behalters. Wir schreiben daher

/ e PUPR = / 1+ (e ~1)] &R

I
— V+I:V<1+V> (5.60)
mit .
1(8) = / (e —1)d*R = / (¢7%* — 1) 4rR?dR . (5.61)
0
Esist I <« V. Somit bekommen wir weiter
0 I 0 /1
u=—-——11 In{(l+—)|~0—-——1(—+4... .62
u a,@[nv+n<+v>] 0 6,B<V+ ) (5.62)
oder | oI



Damit erhalten wir schlieRlich

. 1 N? 01
und weiter
1 N?

Hierbei ist I = 0 fur 8 = 0. Wir wenden uns nun der Zustandsgleichung des nichtidealen Gases

zu. Es gilt
10InZ 10InZy

H— — = 5.66
P=%79v — 8 av (5.66)
da nur in Zy das Volumen V' vorkommt. Dies ergibt weiter
~_p N 1N?
Bp = TV §WI' (5.67)
Dies ist von der allgemeinen Form
k% =n+ Bo(T)n? + Bs(T)n® + ... (5.68)

mit n = N/V der Zahl der Molekile pro Volumeneinheit. (5.68) reprdsentiert eine Entwick-
lung nach Potenzen von n und stellt die sogenannte Virialentwicklung dar. Die Koeffizienten
By, Bs, ... heillen Virialkoeffizienten. Fir das ideale Gas ist B, = Bz = ... = 0. Wir haben
den zweiten Virialkoeffizienten B, ermittelt, es ist

B, = —%1 =27 / (e —1) R%R. (5.69)

0

Die Kenntnis des zwischenmolekularen Potentials  erlaubt daher unmittelbar die Berechnung
des ersten Korrekturterms fiir die Zustandsgleichung des idealen Gases. Wir wollen nun die
Berechnung von B, fur einen speziellen Fall durchfihren. Wir modellieren das intermolekulare
Potential durch

fir R<R
u(R) = s . ° (5.70)
—uo (%) fiur R> Ry
mit s = 6. Damit bekommen wir
Ro oo
B, =21 / R%dR — 27 / (e — 1) R%R. (5.71)
0 Ry
Wir nehmen ferner an, die Temperatur sei so hoch, daR gilt
Bug <K 1. (5.72)
Dann ist e #* ~ 1 — Bu. Somit erhalten wir
2 7 ’
B, = ?”Rg — 97 Buy / (%) R2dR (5.73)
Ry
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oder

2T 2T 7 s D2—s
B, = ?Rg—k—Tuo/RORQ dR
Ry
2 2T 1 ©
— _RS =/ RS R2—s R3—s
CR 7 £
_2m 5 27 1 s 3—s
= gl gy sy ok
2T 3 u
= IR (1 o k—;) . (5.74)
Damit nimmt B, die Form an /
By=1V — /:_T (5.75)
mit
! 271— 3
b = ?RO , (5.76)
1 _ 3 !

Aus der Zustandsgleichung (5.68) wird dann bei Vernachlédssigung von Gliedern héherer Ord-
nung als n?

— !
k% —n+ (b’ - :—T> n? (5.78)
oder
p=nkT + (V'kT —a')n*. (5.79)
Dies schreiben wir um in
o, ;. nkT
p+an2:nkT(1+bn)~1_b,n. (5.80)

Im letzten Schritt haben wir angenommen, daf gilt ¥'n < 1. Dies impliziert, die Dichte ist
klein, d. h. das mittlere pro Molekiil verfugbare Volumen n~! = V/N ist groR im Vergleich
zum Volumen b' des Molekiils. Damit bekommen wir

(7 +an?) (% _ b/) — kT . (5.81)

Dies ist die Van der Waals-Gleichung. Wir schreiben diese Relation um. Mit der Loschmidt-
schen Zahl L, der Anzahl v der Mole des Gases und der Gaskonstanten R = Lk haben wir

N vl L
L 5.82
"TVYTV T (5:82)

mit v
V=2 (5.83)

1%
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Damit erhalten wir

_a
(p + E) (v—b) = RT (5.84)
mit
a= L%, (5.85)
b= LV . (5.86)

Die Van der Waals-Konstanten a und b sind durch das intermolekulare Potential festgelegt.

5.5 Ferromagnetismus

Wir betrachten einen Festkorper aus N Atomen, die in einem reguldren Gitter angeordnet sind.
Jedes Atom weist einen resultierenden Elektronenspin S und damit ein entsprechendes magne-
tisches Moment /i auf. Es gilt der Zusammenhang

i=gus . (5.87)

1o ist das Bohrsche Magneton. Der g-Faktor ist von der GroRenordnung eins. Wir nehmen ein
dulleres Magnetfeld H, an, das in z-Richtung ausgerichtet sei. Dann folgt fir den Wechselwir-
kungs-Hamilton-Operator

N N
Hine = —ZﬁjHo = —gquSj - Hy
j=1 j=1
N
= —guoHp Z Siz - (5.88)
7j=1

Die Wechselwirkung der Atome untereinander ist flir spezielle Festkorper durch die Austausch-
wechselwirkung determiniert, die eine direkte Konsequenz des Paulischen AusschlieRungsprin-
zips ist. Die Austauschwechselwirkung zwischen zwei Atomen j und & kann fir spezielle Ato-
me approximativ dargestellt werden durch

Hy, = —2JS5;- S, . (5.89)

Hierbei ist der Parameter J ein MaR fir die Starke der Austauschwechselwirkung. Fir J > 0
ist die Wechselwirkungsenergie #;;, niedriger, wenn die Spins parallel sind als fur den Fall
antiparalleler Spins. J hdngt vom Abstand zwischen den Atomen ab und fallt mit zunehmendem
Abstand zwischen den Atomen rasch ab. Wir kdnnen uns auf die Wechselwirkung der nachsten
Nachbarn beschranken. Im Zustand niedrigster Energie wird die parallele Spinorientierung der
Atome begunstigt, er ruft Ferromagnetismus hervor. Um das Problem der Wechselwirkung zu
vereinfachen, ersetzt man (5.89) haufig durch den einfachen Ausdruck

iy = —2JS,, S - (5.90)
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Hier vermeiden wir die Komplikation der vektoriellen GroRen. Das Wechselwirkungsmodell,
beschrieben durch (5.90), heif3t Ising-Modell.

Der Hamilton-Operator #;,, der Wechselwirkung zwischen den Atomen kann in der folgenden
Form angegeben werden

1 N N
Hine = 5 (—QJZ > S Skz) : (5.91)
j=1k=1
Die Selbstwechselwirkung mit ;7 = & wird ausgeschlossen. .J ist die Austauschkonstante fiir
benachbarte Atome. Der Index k bezieht sich auf Atome in der Schale der nachsten Nachbarn,

die das Atom j umgeben. Der Gesamt-Hamilton-Operator lautet dann

H="Ho+ Hin - (5.92)

Wir wollen nun das mittlere magnetische Moment A als Funktion der Temperatur und des
dulleren Magnetfeles H, bestimmen. Wir behandeln jetzt die Molekularfeld-Theorie von Pierre
Weil3. Wir greifen ein bestimmtes Atom j heraus, das wir das Zentralatom nennen. Die Wech-
selwirkung dieses Atoms mit einem dufReren Feld und seiner Umgebung wird beschrieben durch
den Hamilton-Operator

Hj = —guoH()sz - 2JSJz Z Skz . (593)
k=1

Der letzte Term stellt die Wechselwirkung dieses Zentralatoms mit den nachsten Nachbarn dar.
Wir ersetzen ndherungsweise die Summe uber diese Nachbarn durch einen Mittelwert

20 Sk, = guoHm - (5.94)
k=1

H,, ist ein Parameter, der definitionsgemal die Dimension einer magnetischen Feldstérke hat.
H,,, wird molekulares oder inneres Feld genannt. Damit bekommen wir

H; = —gpo(Ho + Hm)SJz . (5.95)

Die Wirkung der Nachbaratome ist also einfach durch ein effektives Magnetfeld H,, ersetzt
worden. Die Energieniveaus des j-ten Zentralatoms in einem duferen Feld (H, + H,,) lauten

En = —guo(Ho + Hp)mg (5.96)
mit
mg = =S, (=S+1),...,5 . (5.97)
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Dies wurde bereits bei der Diskussion des Paramagnetismus behandelt. Die mittlere z-Komponente
des Spins dieses Atoms ist

Sj. = S Bs(n) (5.98)
mit
n = Bguo(Ho + Hy,) (5.99)
und
B =1/kT) (5.100)
sowie der Brillouin-Funktion
Bs(n) = % [(S + %) coth <S + %) n— %coth %n : (5.101)

Es mulR noch H,, selbstkonsistent bestimmt werden. Das Zentralatom j ist nicht von seinen
Nachbaratomen ausgezeichnet. Jedes Nachbaratom kdnnte selbst wieder Zentralatom sein. Aus-
gehend von (5.94) fordern wir Selbstkonsistenz durch

2JnS Bs(n) = guoHp, - (5.102)

7 ist durch (5.99) mit H,,, verknupft. Driicken wir H,, durch n aus, so folgt aus (5.102)

kT 9M0H0>
B = - 5.103
s = 3,73 ( kT (5.103)
Daraus kann 7 und schlie3lich H,, ermittelt werden. Fir Hy = 0 bekommen wir
kT
B = .104
s(n) onJS n (5.104)

Die transzendente Gleichung (5.103) kann numerisch gelost werden. Damit ist H,, und das
gesamte magnetische Moment des Festkorpers fixiert. Bei der Diskussion des Paramagnetismus
hatten wir den Zusammenhang mit der mittleren Magnetisierung abgeleitet

M, = Nopi,, = NogpoJ Bj(n) (5.105)
wobei sich Ny Atome in der Volumeneinheit befinden. Fir n < 1 gilt
1
Bj;(n) = §(J+ )n . (5.106)
Entsprechend haben wir jetzt

M =gpoy_ Sj. = NguoS Bs(n) . (5.107)
j
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Wir betrachten nun den Fall ohne &uBeres Magnetfeld. Eine Losung von (5.103) ist immer
durch n = 0 festgelegt, damit verschwindet auch H,,. Aber es kann noch eine weitere Ldsung
fur n # 0 existieren. Dies entspricht der spontanen Magnetisierung bei Abwesenheit eines
duleren Feldes. Wir vergleichen die Steigung der Brioullin-Funktion Bgs(n) mit der Steigung
der Geraden

(5.108)

kT ( 9M0H0>
y —_—

" 2nJS kT
in (5.103). Die Steigung der Brioullin-Funktion am Ursprung muR groi3er sein als die der Gera-
den — dann gibt es einen zweiten Schnittpunkt. Fir grolRe » flacht Bg(n) ab. Also muR gelten

dBS] kT
228 > (5.109)
[ dn |,y 2nJS
Firn < 1gilt
1
Bs(n) = §(S +1)n . (5.110)
Damit haben wir
1 kT
S(S+1)> 5 (5.111)
fur T < T,. Aufgeldst nach der kritischen Temperatur 7, folgt
kT, = w (5.112)

T, ist die Curie-Temperatur, unterhalb derer Ferromagnetismus auftreten kann. Fir 7 — 0 geht
n — oo und Bg(n) — 1. Dann gilt nach (5.107)

M — NguoS . (5.113)

Das ist das magnetische Moment, fiir das alle Spins vollstandig parallel orientiert sind. Schliel3-
lich untersuchen wir die magnetische Suszeptibilitdt eines Festkdrpers in Anwesenheit eines
schwachen aulReren Magnetfeldes bei Temperaturen oberhalb der Curie-Temperatur. In dieser
Region ist n klein. Die Selbstkonsistenzbedingung kann daher geschrieben werden als

1 KT guoHo>
Z Nn=——|[n— :
30+ =25.73 (" kT (6.114)
Wir 16sen nach 7 auf, wobei wir die Definition (5.112) verwenden
guoHy
=——— . 5.115
FUr die mittlere Magnetisierung erhalten wir
— 1
M = gNguOS(S +1)n , (5.116)
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so daR folgt

M  Ng?u2S(S+1)
_ . 5.117
XTH, T 3k(T-T) (6117
Dies ist die magnetische Suszeptibilitat von N Atomen. (5.117) ist das Curie-WeiRsche Gesetz.
Es unterscheidet sich vom Curieschen Gesetz durch die Anwesenheit des Parameters 7, im

Nenner. x wird unendlich, wenn 7" gegen 7, geht.

5.6 Phasentbergange

Augenfallige Phasen bei Zimmertemperatur sind Gas, Flussigkeit und Festkorper. Fir hohe
Temperaturen wird ein Gas ionisiert, es entsteht ein Plasma aus lonen und freien Elektronen.
Weitere charakteristische Phaseniibergange sind Graphit - Diamant, Paramagnet - Ferromagnet,
Flussigkeit - Suprafliissigkeit, Normalleiter - Supraleiter.

Die drei Phasen gasformig, fliissig und fest kdnnen durch die relative raumliche Lage der Mo-
lekiile charakterisiert werden. Im gasformigen Zustand ist der mittlere Abstand zwischen zwei
benachbarten Molekiilen groR gegeniiber der Ausdehnung eines Molekiils. Der Abstand ist dann
auch grol? gegeniiber der Reichweite der Wechselwirkung. Im fliissigen Zustand ist der mitt-
lere Abstand vergleichbar mit der Reichweite der attraktiven Wechselwirkung zwischen den
Molekilen. In Festkdpern haben wir es oftmals mit rdumlich periodischen Anordnungen der
Molekiile zu tun.

Der Ubergang zwischen zwei Phasen kann diskret oder kontinuierlich erfolgen.
p A

kritischer Punkt

flussige Phase
B

feste Phase

C gasférmige Phase

A

\4
—

Gezeigt wird ein einfaches Phasendiagramm oder Zustandsdiagramm. Die gezeigte Struktur
tritt fur fast alle reinen Stoffe auf. Eine maRgebliche GroRRe zur Charakterisierung des Pha-
seniibergangs ist das chemische Potential ;.. Wenn der Phaseniibergang diskret ist, dann sind
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die Phasen durch eine Linie im Phasendiagramm getrennt. Die gasformige und fliissige Phase
sind durch die Dampfdrucklinie getrennt, die fir jeden Stoff in einem kritischen Punkt endet.
Dies impliziert, daB es auch die Méglichkeit eines kontinuierlichen Ubergangs zwischen diesen
beiden Phasen gibt. Beliebige Zustdnde im Bereich fllssig und gasformig konnen auf einem
Weg, der um den kritischen Punkt herumfiihrt, miteinander verbunden werden. Im Bereich ho-
her Temperaturen und hoher Driicke (T > Ty P > Puis) ISt die Unterscheidung zwischen
gasformig und flussig nicht langer definiert.

Wir wollen nun das Verhalten des chemischen Potentials an der diskreten Grenzlinie zwischen
zwei Phasen untersuchen.

Fur ein homogenes System aus einer bestimmten Stoffsorte gibt es zwei dullere Parameter, V
und N. Die Gleichgewichtszustande kdnnen durch E, V und N oder durch drei andere makro-
skopische Grolien festgelegt werden. Wir wahlen im folgenden die Zustandsvariablen T', p und
N. Die Variablen 7" und p legen bereits das thermodynamische Potential G pro Teilchenzahl
fest

% = u(T,p) . (5.118)

G(T,p, N) ist die freie Enthalpie oder das Gibbs - Potential,

G=E-TS+pV . (5.119)

Auf (5.118) kommen wir folgendermalien. Es war

dE =TdS —pdV + pndN , (5.120)
und es gilt demnach
= (%) o (5.121)
Aus (5.119) und (5.120) folgt
dG = —SdT + Vdp+ pudN . (5.122)
Hieraus erhalten wir
- (%) 5129
Da G eine extensive GroRe ist, gilt
G(T,p,N)=Ng(T,p) . (5.124)
Daher bekommen wir aus (5.123)
p=o(Tp) = (5.125)
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was genau (5.118) entspricht und somit auch

p=pn(T,p). (5.126)

Wir betrachten nun ein System, in dem zwei verschiedene Phasen A und B eines Stoffes auftre-
ten. Bei gegebenem 7" und p sind die beiden Phasen im Gleichgewicht, wenn

pa(T, p) = ps(T, p) (5.127)

gilt. Dies entspricht dem Phasengleichgewicht. Betrachten wir einen Stoff mit drei Phasen, so
gilt am Tripelpunkt

pa(T,p) = ps(T, p) = pc(T,p) - (5.128)
Im Phasendiagramm oder Zustandsdiagramm hat der Tripelpunkt eine bestimmte Temperatur

T; und einen bestimmten Druck p;.
Die Gleichheit der chemischen Potentiale in (5.127) definiert eine Dampfdruckkurve

p=pa(T) (5.129)
mit
pa(T,pa(T)) = ps(T, pa(T)) - (5.130)
Wir leiten diese Beziehung total nach 7" ab
Opia ) <5MA ) dpq (T) <3MB ) <8,UB ) dpq (T)
- t+ = + . 5.131
( oT » op ), dT orT ) op ), dT ( )
Es gilt (5.122), und aus G = N folgt
dG' = Ndp+ pdN . (5.132)
Beides zusammengefalt fuhrt auf
du=—sdl' +vdp (5.133)

mits = S/N undv = V/N.,

Mittels (5.133) kdnnen wir die partiellen Ableitungen in (5.131) finden und erhalten
dpa(T)
dT
Die Phase B kann durch Zufuhrung einer bestimmten Warmemenge ¢ = Q/N in die Pha-
se A umgewandelt werden. Dabei wird ¢ als latente Umwandlungswéarme bezeichnet. An den
Phasengrenzen sind die Phasen fiir sich und gegenseitig im Gleichgewicht. Der Umwandlungs-

prozeR kann quasistatisch ablaufen. Daher gilt

(va — vB) =55 — Sp . (5.134)

dq
ds = — (5.135)
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und

SA — SB = % . (5.136)

Aus (5.136) und (5.134) erhalten wir die Clausius - Clapeyron - Gleichung

dpa(T) q

T Tlon o) (5.137)
Diese Gleichung stellt einen Zusammenhang her zwischen der Steigung der Ubergangskurve
im p-T-Diagramm und der zugehérigen Entropie- und Volumenénderung.
Auf beiden Seiten einer Ubergangslinie zwischen zwei Phasen liegt der Stoff in verschiede-
ner Struktur vor. Dies impliziert, dal3 die thermodynamischen Potentiale verschiedene Funktio-
nen ihrer inhdrenten Variablen sind. Wir betrachten speziell die freie Enthalpie G(7',p, N) =
Nu(T, P) und bezeichnen die chemischen Potentiale der beiden Phasen mit pa (7, p) und
ps(T, p).
Wenn der Druck und die Temperatur gegeben sind, so ist entsprechend der Gleichgewichtsbe-
dingung G(T, p, N') minimal oder (T, P) minimal. Wir betrachten die Umgebung der Uber-
gangslinie A < B. Auf der Seite der Phase A gilt un < ug, auf der anderen Seite dagegen
ps < pa. Die Ubergangslinie mit p = p(T) ergibt sich dann aus (T, p) = us (T, p).
Auf der Ubergangslinie kénnen beide Phasen im Gleichgewicht koexistieren.
Die Pfeile in dem gezeigten Phasendiagramm zeigen zwei einfache Mdglichkeiten auf, wie man
die Grenzlinie zwischen den Phasen tiberqueren kann. Man @ndert die Temperatur bei konstan-
tem Druck oder den Druck bei konstanter Temperatur. An der Ubergangslinie sind die chemi-
schen Potentiale definitionsgemal gleich, dies gilt aber nicht fiir deren Ableitungen.
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U(T,P) a

\ .
Ha
> T
Tc
AS=-(0p/0T),
._/
> T
TC
Aufgrund der Relation
dp = —sdT + vdp (5.138)
mit s = S/N und v = V/N haben wir
__(9m
§=— (8—T> . (5.139)
p
Wir haben einen Sprung in der Ableitung des chemischen Potentials an der Grenzlinie vorliegen,
Opia Ous
(22 (%) 5140
p p
oder 5 5
© 7
—| - == . 5.141
or|,. ~or|, 7" (.14
(] C

Dabei bezeichnet T eine Temperatur unmittelbar tiber oder unter der Ubergangstemperatur
Tc. Der Sprung in 0p/0T impliziert einen Sprung

AS =38(Td,p) - S (T5,p) (5.142)

in der Entropie. Dies ist eine latente Warme.
Bei einem Phasenuibergang durch Druckerhéhung, beschrieben durch den senkrechten Pfeil,
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ergibt sich analog ein Sprung im Volumen.

A U(T,P)

> P
AV =(0W/0P),
\
> P

Pc

Ein Ubergang mit einem Sprung in der ersten partiellen Ableitung von p wird als Phaseniiber-
gang 1. Ordnung bezeichnet. Das diskutierte qualitative Verhalten gilt auch fiir Ubergénge fest
- flssig und fest - gasformig.

Wenn wir den Ubergangspunkt zum kritischen Punkt hin verschieben, gehen die Spriinge in
der Entropie und in dem Volumen gegen Null. Unmittelbar hinter dem kritischen Punkt ist der
Ubergang kontinuierlich, also ohne Sprung. Am kritischen Punkt gilt dann

uA — UB = 0 )
i (ua —pB) = 0 (5.143)
8T » /‘I/A /‘LB - . .

Gilt (83—;2)19 (ua — pB) # 0, S0 bezeichnet man dies als einen Phaseniibergang 2. Ordnung. Die
partiellen Ableitungen nach dem Druck verhalten sich entsprechend. Wenn die n-te Ableitung

von (T, p) einen Sprung hat, handelt es sich um einen Phaseniibergang n-ter Ordnung,

o™ =0 fir m<n
) = . 5.144
(aw)p(’“‘ ) { £0  fir m=n 51449
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Am Phaseniibergang dndert sich eine der makroskopischen Grofien in charateristischer Weise.
Dies kann etwa das Volumen fiir den Ubergang fliissig - gasférmig sein oder die Magnetisie-
rung fiir den ferromagnetischen Ubergang. Diese GroRe ist der Ordnungsparameter. Heute teilt
man Phaseniibergédnge ublicherweise nach dem Verhalten dieses Ordnungsparameters ) beim
Ubergang ein

(5.145)

= { unstetig Ubergang 1. Ordnung

stetig Ubergang 2. Ordnung

Wir diskutieren nun die Mdglichkeit, die Phasen eines Stoffes mikroskopisch zu berechnen.
Folgendes prinzipielle Vorgehen bietet sich an: Ausgehend vom Hamilton-Operator H(V, N)
des Systems bestimmt man die Energieeigenwerte E,.(V, N) der Mikrozustédnde r. Daraus be-
rechnet man die Zustandssumme

N
Z(T,V,N) Zexp( BV, )> . (5.146)
kT
Damit liegen die freie Energie
F=—-kTlnZ (5.147)

und alle anderen thermodynamischen GroRen fest. Aus F'(T', V, N) folgen inshesondere auch
die freie Enthalpie G = Nu(T,p) und das chemische Potential x. Die Ubergangslinien der
Phasen sind dann dadurch determiniert, dal? das ermittelte ; unstetige erste oder hohere Ablei-
tungen hat. Damit haben wir die Lage der Phasen im p-T-Diagramm bestimmt.

Wenn eine Ableitung von p unstetig ist, gilt dies auch fir die entsprechende Ableitung von F.
Speziell wird auch fiir einen Phaseniibergang 1. Ordnung

OF
S =7z (5.148)

einen Sprung haben. Also muR am Ubergangspunkt die erste (oder eine héhere) Ableitung von
Z(T,V, N) unstetig sein. Die ndchsththere Ableitung ist dann singuldr.
Da gilt

or

impliziert ein Sprung der Entropie am Phasenuibergang ein §-funktionsartiges Verhalten der
spezifischen Wéarme.

Cp,=T (as) (5.149)
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1. Ordnung

Wir wollen jetzt noch einige Eigenschaften des Van der Waals Gases behandeln. Wir hatten die
thermische Zustandsgleichung

(p+an?) (% ) =T (5.150)

mit den Van der Waals Konstanten a' und ' abgeleitet. Hier ist n = N/V. Wir schreiben nun
v =V/N = 1/n und definieren um o’ = a und &' = b. Es resultiert mit 5 = p(7, V)

kKT
_ 4 (5.151)

T =
P V)=~ 3

Die Zustandsgleichung des Van der Waals-Gases war unter der Voraussetzung einer hinreichen-
den Verdunnung abgeleitet worden, d. .h. v > b. Wir sehen jetzt von der Voraussetzung ab und
betrachten (5.151) als phdanomenologische Gleichung und diskutieren sie fiir alle moglichen
Werte von 7" und v.

Wir betrachten jetzt Isotherme des Van der Waals-Gases fur einige Werte von T'/T,. Wir studie-
ren den Phaseniibergang gasformig - fliissig.

pl\
TIT,
1.2
Pc
Y
» V
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Wir tragen verschiedene Isotherme im p-v Diagramm auf. Gegentiber dem idealen Gas mit
p = kT /v sind die Isothermen um b nach rechts verschoben, denn es gilt kT'/v — kT/(v — b).
Weiterhin fiihrt der Term —a/v? zu einer Absenkung des Drucks. Fiir hohe Temperaturen ist
dieser Term Klein gegeniuiber £7'/(v — b), und es kommt zu einer geringen Verformung der
monoton abfallenden Isotherme. Fiir niedrige Temperaturen filhrt der Term —a/v? dagegen zu
einem Umbiegen der Isotherme bei sinkendem v, und die Isotherme hat ein Maximum. Wegen
p — oo fur v — b muld die Isotherme schliellich wieder nach oben gehen. Zwischen dem
Maximum und v = b hat sie daher ein Minimum.

Da die Isothermen stetig ineinander tibergehen, gibt es genau eine Isotherme, fiir die das Mi-
nimum und Maximum zusammenfallen, bevor sich fiir héhere Temperaturen der monoton ab-
fallende Verlauf ergibt. Diese Isotherme hat dann einen waagerechten Wendepunkt. Die Tem-
peratur dieser Isotherme wird mit 7, bezeichnet, die Koordinaten des Wendepunkts mit p. und

Ve.

Ublicherweise sind experimentell der Druck p und die Temperatur 7' vorgegeben. Das Volu-
men v (7T, p) des Van der Waals-Gases ergibt sich dann aus (5.151) oder in der Abbildung als
Schnittpunkt der Horizontalen p =const. mit der Isothermen T'. Fir eine Isotherme mit Mini-
mum und Maximum kann es drei Schnittpunkte geben, also drei Lésungen fur v. Damit stellt
sich die Frage, was diese Losungen bedeuten, und welche Ldsung im Gleichgewichtszustand
tatsachlich vorliegt. Wir behandeln jetzt die Maxwell - Konstruktion.

Fur physikalisch sinnvolle Losungen mu3 p > 0 und fir die isotherme Kompressibilitat

Ky = —% <%—Z> >0 (5.152)
T
also
(g—‘]i) <0 (5.153)
T
gelten.
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A
P Isotherme T=0.9T,

Hs(T.p)
flussig

‘ ! gasformig

tiberhitzt | % ESL‘T{' Ha(T.P)
%mechanisch%
'instabil V
VB VA

Waére namlich k1 < 0, so gébe es fir eine kleine Volumenschwankung keine riicktreibende
Kraft. Jede solche Schwankung wiirde sofort zu einer Explosion oder Implosion fiihren, ein
solches System ist mechanisch instabil. Daher schlieBen wir alle Isothermenabschnitte mit po-
sitiver Steigung als unphysikalisch aus. In der Abbildung ist eine einzelne Isotherme im p-V'-
Diagramm gezeigt. Wenn wir den Bereich mit positiver Steigung ausschliel3en, hat eine Hori-
zontale zwischen Minimum und Maximum immer noch zwei Schnittpunkte. Die linke Ldsung
bezeichnen wir mit Vs = Nuvg(T, p) und die rechte mit Vy, = Nuva (7, p). Aus v und T folgen
die thermodynamischen GroRen und inshbesondere das chemische Potential u = u(7,v). Auf
den beiden Teilen der Isotherme bezeichnen wir das chemische Potential geman

IU'B(Tvp) = M(UB(Tvp)aT) : (5154)

Bei vorgegebenem 7" und p gilt: x ist minimal im Gleichgewicht. Diese Bedingung legt fest,
welche der beiden Losungen (5.154) die tatsdchliche Gleichgewichtslosung ist. Bei sehr Kklei-
nem Druck gibt es nur eine Ldsung, ndmlich die mit 5. Hier unterscheidet sich die Isotherme
nur wenig von der des idealen Gases. Dieser Teil der Losung beschreibt die gasformige Pha-
se. Bei sehr grolRem Druck gibt es ebenfalls nur eine Losung, und zwar die mit ug. In diesem
Bereich ist v vergleichbar mit 5. Dies kennzeichnet die fliissige Phase, in der das verfiigbare
Volumen pro Teilchen von der Grossenordnung des Eigenvolumens ist. Diese beiden Zweige
der Isotherme kdnnen den Phasen gasformig und fliissig zugeordnet werden.

Wenn wir bei fester Temperatur von sehr niedrigem Druck aus der Phase A starten, dann ge-
langen wir durch Druckerhthung schlieRlich zur Phase B. Im Bereich der zwei koexistenten
Losungen muR es daher zu einem Ubergang zwischen den beiden Teilen der Isothermen kom-
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men. Der Ubergang erfolgt bei dem Druck, fiir den gilt

pa(T,p) = ps(T,p) . (5.155)

Dies determiniert p = pq(7'). Beim Druck p4(T) ist also die Phase mit 114 im Gleichgewicht
mit der Phase mit ug. ES wird sich zeigen, dal3 es im Bereich der zweifachen Ldsung genau
einen Druck p = p4(T') gibt, bei dem diese Bedingung erfillt ist.

WTp) 4

‘pd
AV=(340p),

VGaS

vflusswg

Pq

Das Verhalten von 14 und g in der Umgebung der Stelle mit 5 = ug folgt aus

8MA(TJ p) = vy =0
3p gas »
T
UunTD) o — g (5.156)
Op

Op/0p hat bei p = pa(T) einen Sprung.

Wir betrachten nun den quasistatischen Ubergang. Wir starten in der Gasphase A und erhdhen
bei konstanter Temperatur langsam den Druck. Dabei bewegt sich das System entlang der Iso-
thermen A mit u = pa im Minimum. Bei p = p4(T’) sind die Phasen A und B im Gleichgewicht.
Eine infinitesimale Druckanderung fuhrt zur Umwandlung des Gases in die Flissigkeit. Die
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Umwandlung selbst nimmt einige Zeit in Anspruch, da dabei die latente Warme an das Warme-
bad abgegeben werden muf3. Bei diesem Umwandlungsprozel3 schrumpft das Volumen von v
auf vg. Die Gleichgewichtszusténde, die das System durchlduft, ergibt im p-V'-Diagramm eine
Horizontale. Bei weiterer Druckerh6hung bewegt sich das System dann entlang der Isotherme
B. Jetzt ist ug < pa. Durch Auflésen von p = pq(T) nach T = T;(p) erhélt man die Siedetem-
peratur oder Siedepunktskurve. Auch hier weist das chemische Potential in Abhdngigkeit von
T einen Knick auf. Es handelt sich hierbei um einen Phaseniibergang 1. Ordnung. Wir wollen
jetzt die Lage der Horizontalen also die Dampfdruckkurve p4(T") bestimmen. Wir verwenden
die freie Enthalpie G = Nu. Aus der Gleichheit der chemischen Potentiale folgt

Ga =Gy (5.157)

oder
Fr +paVa=Fpg+paVs . (5.158)

Die Differenz der freien Energien Fg — F5 kann durch Integration entlang der Isotherme be-
stimmt werden

Fy— Fy = F (T, Vi, N) — F (T, Vs, N /dV T V N) | (5.159)
Jetzt gilt aber
OF
) = . 5.160
), -
Also haben wir
A
Fy— Fy = / dvV p(T,V,N) . (5.161)
VB

Hierbei ist p(7, V, N) fiur das Van der Waals-Gas einzusetzen. Aus (5.161) und (5.158) folgt
pa(T) (Va = Vi) = / 4V p(T,V, N) . (5.162)

Im p-V-Diagramm ist pq(7") (Va — V) die Rechteckflache unter der Horizontalen p = p4(7T).
Das Integral auf der rechten Seite ist hingegen die Fldche unter der Isotherme p(7,V, N). Ge-
fordert wird, daB beide Flachenstiicke gleich groR sind. Dies ist die Vorschrift zur Bestimmung
des Drucks, bei dem Phaseniibergang stattfindet. Diese Vorschrift heilst Maxwell-Kostruktion.

Wenn wir eine Isotherme mit einem Minimum und einem Maximum vorliegen haben, dann ist
die Horizontale zu suchen, die mit den zu den Extrema gehdrenden Kurvenbdgen zwei gleich
grolRe Flachen einschliel3t. Es gibt genau eine Horizontale, die diese Bedingung erfullt.

Im Bereich der doppelten Losung gibt es genau einen Druck, fiir den i, = g gilt.

193



Im Bereich der mehrfachen Losung ist die theoretische Isotherme durch die Horizontale p =
pa(T) zu substituieren. Den Bereich mit positiver Steigung hatten wir bereits aufgrund mecha-
nischer Instabilitdten verworfen. Die anderen Teilstlicke mit negativer Steigung in diesem Be-
reich fallen weg, da sie jeweils das hthere chemische Potential aufweisen. Solche Nichtgleich-
gewichtszustande konnen aber voriibergehend erreicht werden. Diese metastabilen Zustande
werden als Uberhitzte Flissigkeit (Siedeverzug) oder unterkiihltes Gas bezeichnet.

Der Phasenuibergang flissig - fest kann durch eine minimale Temperaturdnderung von Ty — ¢
nach T + e bewirkt werden. Dabei nimmt das System die Wérme

Ts+e Ts+¢

Q= [ TaS=1 [ dS=T,[Sx(L,p) - Su (T:.p)] (5.163)

Ts—e Ts—e¢

auf. Das System muR diese latente Warme aufnehmen, um von einem Zustand auf der einen
Seite der Dampfdruckkurve zu einem Zustand auf der anderen Seite zu gelangen.

A S=-(0W/aT),

SGas

S

flussig

Bei infinitesimalen Temperaturdnderungen sind die betrachteten Punkte im p-7-Diagramm un-
mittelbar benachbart. Es treten daher in S, und Sy dieselben Argumente 75 und p auf. Das Van
der Waals - Modell liefert also eine latente Ubergangswarme, also einen Sprung in der Entropie.

Fur Isotherme mit s-férmigem Verlauf ergibt die Maxwell-Konstruktion den Punkt des Pha-
senuibergangs. Minimum und Maximum der Isotherme riicken bei steigender Temperatur naher
zusammen. Es gibt dann genau eine Isotherme 7" = T, bei der sie zusammenfallen. Flir T" = T,
ist der Ubergang zwischen dem Gas (rechter Teil der Isotherme) und der Fliissigkeit (linker Teil)
stetig. Fiir T > T, gibt es keinen Ubergangspunkt mehr. Die Dampfdruckkurve endet bei T =
T.. Dieser Endpunkt heift kritischer Punkt. Das Van der Waals - Modell erklart die Existenz
eines Kkritischen Punktes. An dieser Stelle hat die Isotherme einen waagerechten Wendepunkt.
Dies wird definiert durch

p = p(T,v), (5.164)
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op .
(Eﬂ;)Tw = 0, (5.165)

<82p ) - 0. (5.166)

?

In (5.164) wird die Van der Waals - Zustandsgleichung aufgefuihrt. Diese drei Gleichungen
legen T =T, p = p. und v = v, fest.

Wir bezeichnen nun generell die Temperatur, bei der ein Phaseniibergang auftritt mit 7. Flr
T — T, zeigen thermodynamische Grolien oft ein Potenzverhalten, das durch kritische Expo-
nenten bestimmt ist. Zwischen diesen kritischen Exponenten gelten allgemein giiltige Bezie-
hungen, die man als Skalengesetze bezeichnet.

Am Phaseniibergang geht die relative Temperatur

T-T,

¢
1.

(5.167)

gegen null. Fur [t| — 0 zeigen thermodynamische GroRen oft ein Potenzverhalten, das durch
den kritischen Exponenten festgelegt ist.

Beispielsweise gilt fir die spezifische Warme ¢ ~ |¢|=%, flir den Ordnungsparameter fiir ¢ < 0
ergibt sich ¢ ~ [t|®. Fur die Suszeptibilitat haben wir x ~ [¢|?. Im Fall des Ferromagnetismus
ist v» mit der Magnetisierung M zu identifizieren.

Wir betrachten beispielsweise die Dichte n eines Stoffes am Beispiel von CO, am kritischen
Punkt (T, pc). Fir p = p. werden die Dichten n(t > 0) = ng,s Und n(t < 0) = ngiggig als
Funktion von ¢ gemessen. Fur die relative Dichte n. gilt

Npel = Mgas — Mftiissig _ P (5.168)
2n.
mit 5 = 1/3 und n. = n(T.,p.). Der Ordnungsparameter beim Phasenuibergang flussig -

gasformig ist
n — Ne

W = (5.169)
N

Wenn man das Verhalten fiir ¢ > 0 und ¢ < 0 getrennt betrachten mochte, so bezeichnen wir
den Exponenten fir ¢ < 0 mit einem Strich. So ist ¢ ~ [t|=%, ¢ ~ [t|?, x ~ |t|” fur¢ > 0 und
c~ [t 0 ~ [t x ~ |t|” firt < 0. Im allgemeinen sind die kritischen Exponenten auf
beiden Seiten des Ubergangs gleich groR.
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6 Transportgleichungen

Wir betrachten nun dynamische Prozesse der statistischen Physik. Transportprozesse sind \Vor-
gange in Nichtgleichgewichtssystemen. Sie werden durch Transportgleichungen beschrieben,
wie etwa durch die Warmeleitungsgleichung oder die Diffusionsgleichung. Wir fiihren hier
zundchst die Mastergleichung zur Beschreibung eines abgeschlossenen quantenmechanischen
Systems ein. AnschlieBend diskutieren wir die Boltzmann-Gleichung fiir ein verdiinntes klassi-
sches Gas.

6.1 Die Mastergleichung

Wir betrachten ein abgeschlossenes quantenmechanisches System mit den Mikrozustéanden r.
Die Mikrozustande seien Eigenzusténde eines Hamilton-Operators H zur Energie E,. Der Ha-
milton-Operator H = H, + V des Systems unterscheide sich von H durch eine kleine Stérung
V. Fir das abgeschlossenen System ist V' zeitunabhédngig. Eine solche Stérung fihrt zu den
Ubergangswahrscheinlichkeiten pro Zeiteinheit

Wahrscheinlichkeit fur » — '

Werr = Zeit

~ (VI §(B = En) (6.1)
Diese Ubergangswahrscheinlichkeiten sind symmetrisch
Wiy = W . (62)

Der Makrozustand eines Systems ist durch ein statistisches Ensemble gegeben, also durch die
Angabe der Wahrscheinlichkeiten { P, }. Dabei gibt P, an, mit welcher Wahrscheinlichkeit sich
ein System des Ensembles oder ein physikalisches System zu einem bestimmten Zeitpunkt
im Zustand r befindet. Fir die zeitliche Anderung dieser Wahrscheinlichkeiten P, (¢) folgt die
Bilanzgleichung

dP, (%)
dt

- — ZWT'I"PT + Z Wr’rPr’ - Z W’I"I"(P’I" - P’I‘) . (63)

Dies ist eine Mastergleichung. Auf der rechten Seite sind die Wahrscheinlichkeiten pro Zeit-
einheit dafiir aufsummiert, dal® ein System des Ensembles den Zustand r verldRt oder diesen
Zustand besetzt. Wir wollen nun diskutieren, wie aus der Mastergleichung die Einstellung des
Gleichgewichts folgt. Wir definieren zundchst die GroRe

Ht)=Y PInP . (6.4)
Die Wahrscheinlichkeiten P, sind normiert

S P =1 . (6.5)
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H ist der Mittelwert von In P, Uber alle zugéanglichen Zustande

H=lP . (6.6)

H verdndert sich mit der Zeit, da sich die Wahrscheinlichkeiten P, zeitlich verandern. Wir
differenzieren (6.5). Dies ergibt

dH dP, dP, dP,
— = “InP, T = "(InP. +1 g
dt ;<dtn+dt) 2 gy bt ) (6.7)
oder
dH
E:ZZWTS(PS—PT)(IDPT—Fl) . (68)

T S
Durch Vertauschen der Summationsindizes r und s kdnnen wir ebenso schreiben

dH

== SN W P — P)(InP+1) . (6.9)

Durch Addition von (6.8) und (6.9) sowie unter Verwendung von (6.2) bekommen wir

% _ _% S S Woo(P,— P)(InP, —InP,) . (6.10)

Dies kdnnen wir umschreiben in
dH 1 P, P,
— = Pl =2 )n (= } A1
eI ( .R)D(R> (6.11)

Jetzt ist W,.s P, > 0 sowie (1 — z) Inz < 0. Damit haben wir das H-Theorem abgeleitet,

dH (1)
— <0 (6.12)

Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn gilt P, = P, fur alle Zustédnde r und s. Die Grolie
H nimmt also mir der Zeit stets ab.

Wir wollen nun einen Zusammenhang zwischen der GroRe H und der Entropie herstellen. Im
kanonischen Ensemble gilt

Z=Y PP (6.13)

mit E, = E,(x). Somit haben wir Z = Z(3, z) und

0lnZ 0lnZ
dlnZ = 9 dx + a5 dg (6.14)
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Jetzt war

_aan
B

]
|

und

o0ln”Z

dW =
0x

| =

Damit folgt aus (6.14)
dinZ = BdW — Edf3
Den letzten Term schreiben wir um von dj3 auf dE durch
dinZ =B8dW —d(EB) + BdE
Es ist dann
d(InZ + BE) = B(dW +dE) = BdQ

Aufgrund des zweiten Hauptsatzes der Thermostatik haben wir

_1Q

d
o T

Dies fihrt auf
S =k(lnZ + BE)

Wir werden jetzt die Entropie darstellen durch P, mit
¢ PE:
Z
Die mittlere Energie des Systems ist gegeben durch

P =

E=3P.E,

(6.15)

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)

(6.23)

In einem allgemeinen quasistatischen ProzeR dndert sich diese Energie, da sich sowohl E,. als

auch P, andert. Somit gilt

dE =Y (E, dP, + P, dE,)

Jetzt ist

(6.24)

(6.25)



sowie

" OF
E, = - 2
dE, agl o, dz, (6.26)
und
0F, OE
T=N"PpP — . 6.27
0%, Zr: 0%, ( )
Damit resultiert
dW => P.(—dE,)=->_ P dE, . (6.28)
Definitionsgemal gilt
dQ = dE+dW
= Y (E,dP.+P.dE,) - ) P,dE, =) E,dP, . (6.29)

Durch den Warmeaustausch bleibt die Energie eines jeden Zustands unberiihrt, aber seine Wahr-
scheinlichkeit andert sich. Damit konnen wir die Entropie aus (6.21) schreiben als

S=k [an-l—ﬁZPTET] : (6.30)
Mit (6.22) wird daraus

S = klan—;Prln(ZPr)]

= k [an ~mzZ(3 P)-Y P In Prl (6.31)
oder
S=—-kY P InP |, (6.32)
da gilt
Y P=1 . (6.33)

Vergleichen wir dies mit (6.4), so stellen wir fest, dal3 gilt
S=—-kH . (6.34)
Das H-Theorem driickt also die Tatsache aus, dal? die Entropie mit der Zeit zunimmt.
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Ein isoliertes System ist nicht im Gleichgewicht, wenn sich irgendeine GroRe — speziell auch
H - im Laufe der Zeit dndert. Welchen Anfangswert die Wahrscheinlichkeiten P, auch haben,
H &ndert sich solange bis alle Wahrscheinlichkeiten gleich sind. H wird solange abnehmen, bis
H sein mogliches Minimum erreicht hat und dH/dt = 0 ist. Der Endzustand ist dadurch ge-
kennzeichnet, dal’ das System mit gleicher Wahrscheinlichkeit in jedem zuganglichen Zustand
zu finden ist. Dieser Endzustand des Gleichgewichts steht im Einklang mit dem grundlegenden
Postulat.

6.2 Die Boltzmann-Gleichung

Der Mikrozustand eines klassischen idealen Gases aus N Teilchen ist durch
r= (Fbﬁlaf%ﬁ%"'aFNuUN) (635)

gegeben. Dabei sind keine inneren Freiheitsgrade der Gasteilchen, wie elektronische Anregun-
gen, Rotationen oder Vibrationen, berticksichtigt. Die Klassifikation (6.35) gilt fur verdiinnte
Gase.

Fur eine statistische Behandlung von N gleichartigen Teilchen gentigt es nun, die Wahrschein-
lichkeitsverteilung f (7, @, t) fur ein herausgegriffenes Teilchen anzugeben. Die Funktion f sei
auf die Teilchenzahl N normiert. f(7,v,t) d®r d®v gibt die Anzahl der Teilchen im Phasen-
raumvolumen d3r d3v bei 7, # an. Die Dichte f(7,#,t) legt den makroskopischen Zustand des
klassischen verdiinnten Gases fest. Diese GroRe tritt an die Stelle der Wahrscheinlichkeiten
P,(t) in der Mastergleichung. Die zur Mastergleichung analoge Bilanzgleichung fiir f(7, 7, t)
ist die Boltzmann-Gleichung

0 Foa 0 T do(Q)
(U%—FE%—Fa) f(T,U,t) = dUl/dQV a0
[f(ﬁﬁla t) f(F’ v ,’t) - f(F’ 177 t) f(T_': ﬁlat)]

(6.36)

Die linke Seite berticksichtigt die Verdnderung aufgrund der Bewegung der Teilchen und auf-
grund dullerer Kraftfelder F(F, t). Die rechte Seite beriicksichtigt die Verdnderung aufgrund
von Stoélen zwischen jeweils zwei Teilchen. Die rechte Seite ist der Stofiterm. Dabei ist €2
der Streuwinkel, V' = |7 — @] ist die Relativgeschwindigkeit und do/dS ist der differenti-
elle Wirkungsquerschnitt. Die beiden Seiten der Boltzmann-Gleichung entsprechen der Ma-
stergleichung. Die Boltzmann-Gleichung ist eine Bilanzgleichung fir die Dichte f(7, ¢, t) der
klassischen Zusténde (7, ¢) eines einzelnen Teilchens. Im Rahmen der Boltzmann-Gleichung
klassifizieren wir den Zustand des Gases zwar wie fir ein ideales Gas, beriicksichtigen aber
explizit die StoRe zwischen jeweils zwei Teilchen. Es werden nur elastische StoRe betrachtet.
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Die linke Seite der Boltzmann-Gleichung beschreibt die Anderung der Phasenraumverteilung
f ohne StoRe. Zum Zeitpunkt ¢ befinden sich die Teilchen im Bereich d3r um 7 und haben die
Geschwindigkeiten innerhalb von d®v um . Zur Zeit t' = ¢+ dt werden sich die Teilchen infol-
ge ihrer Bewegung unter dem EinfluR der Kraft F in der Umgebung d3r" am Orte ' befinden,
und ihre Geschwindigkeiten werden im Bereich d3v' um ¥/ liegen. Dabei ist

7= Frdt=7+0dt (6.37)
7= ﬁ+6dt=5+§dt : (6.38)

Die Zahl der Teilchen andert sich aber dadurch nicht, so dal} gilt
fFE 0 ) dPr' &' = f(F,9,t) d*rd®v . (6.39)

Die Anderung des Volumenelements ist vernachlassigbar, da gilt d®r' d®v' = d®r d®v[14+O((dt)?)),
so daB wir ndherungsweise setzen

Er'd®' = drddv . (6.40)
Damit erhalten wir beziiglich der Verteilungsfunktion
f o't = f(7,0,1) (6.41)
oder
F(F+7dt, T+ vdt,t+dt) — f(F0,t) =0 . (6.42)

Werden also keine Stoi3e berticksichtigt, so verandert sich die Verteilungsfunktion in erster Ord-
nung von dt nicht. Wir entwickeln f(7, %', ") um (7, ¥) und ¢ in eine Taylor-Reihe. Dies fiihrt
auf die stol3freie Boltzmann-Gleichung

Df=0 (6.43)
mit der totalen Zeitableitung von f

_Of . Of . Of Of . of Fof

DI = T e % T e T o T maw
df /0F bezeichnet den Gradienten von f beziiglich 7. Die rechte Seite der Boltzmann-Gleichung
beinhaltet den Stol3term. Der Stol3term beriicksichtigt, daf? durch StoRe Teilchen in das Phasen-

raumvolumen d3r d3v bei 7, 7 hinein- oder herausgestreut werden konnen.

(6.44)
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In der Abbildung wird die Streuung eines Teilchens mit der Geschwindigkeit ¢ an einem an-
deren Teilchen dargestellt. Danach ist das Teilchen im allgemeinen nicht mehr im betrachteten
Volumen d3v bei 7. Die Anzahl der gestreuten Teilchen pro Zeit ist gleich dem Wirkungsquer-
schnitt mal der Stromdichte der einlaufenden Teilchen. Diese Grof3e an der Stelle 7 ergibt sich
aus der Teilchendichte f(7, ¥, t) f (7, ¥1,t) multipliziert mit dem Betrag der Relativgeschwin-
digkeit V' = | — ¥,|. Diese Stromdichte wird mit dem differentiellen Wirkungsquerschnitt
do /dS) multipliziert. Dann wird Uber alle moglichen Streuprozesse summiert. Dies impliziert
eine Integration tber #; und Q2. Dabei ist Q = (6, ¢) der Winkel zwischen den Relativgeschwin-
digkeiten V' = " — v und V= ¥7 — ¥. Wenn wir in der Abbildung die Pfeile umdrehen,
erhalten wir eine Streuung in den betrachteten Bereich d3v bei ¢ hinein. Der resultierende Ge-
winnterm ergibt sich analog zum Verlustterm. Der Betrag der Relativgeschwindigkeit ist wegen
|7 —v,| = |v" — v, '| wieder V. Die Argumente ' und #; " im Gewinnterm sind durch @ und die
Integrationsvariablen o; und €2 festgelegt. Sie hdangen mit diesen Gréf3en tber den Impuls- und
Energieerhaltungssatz zusammen. Aus den Gesetzen fir den elatischen StoR3 folgt fir m;, = mo

1 1

7= ST VA (6.45)
1 1

A CE AR (6.46)

Dabei ist 77, ° der Einheitsvektor in Radialrichtung, wenn der Ursprung des Koordinatensystems
mit einem der beiden StoRparameter zusammenfllt.

Wir wollen nun zeigen, daR die Boltzmann-Gleichung im kraftefreien Fall (F = 0) zur Maxwell-
Verteilung fuhrt. Wir nehmen an, daB die Verteilung nicht vom Ort abhéngt, d.h. f = f(7,1).
Dies gilt aufgrund der Homogenitéat des Raumes im kraftefreien Fall fiir die Gleichgewichtsver-
teilung. Fur die Anfangsverteilung ist dies jedoch eine zusatzliche Annahme.

Gibt man irgendeine Anfangsverteilung f(¥/,¢ = 0) vor, so folgt die zeitliche Entwicklung aus
der Boltzmann-Gleichung. Das Gleichgewicht ist der Makrozustand, fur den sich die makro-
skopische GrofRen nicht mehr &ndern. Dies ist der Fall, wenn die Zeitabhdngigkeit von f (7, t)
verschwindet, also

=0 . (6.47)



Ferner ist /07 f(¥,t) = 0 und F = 0. Damit haben wir
f@) f@) = f@) f(B) =0 . (6.48)

do /dS) # 0 sofern die Argumente o, 7, v' und o ' einem moglichen StreuprozeR entsprechen.
Die resultierende Gleichgewichtsverteilung bezeichnen wir mit f,(¢'). Damit haben wir weiter

In fo(%) +1In fo(@) = In fo(@) +In fo(@") . (6.49)

Fur Energie und Impuls gelten beim elastischen StofR die Erhaltungssétze

m(@+v) = m@' +a') (6.50)
S0 = TRt (651

Es gilt (6.49), wenn In f (%) linear vom Impuls und von der Energie abhangt, also fiir
Info(7)=a+b-7+ci? . (6.52)

Durch eine Galilei-Transformation konnen wir die drei Konstanten b = (b,, by, b,) zu null ma-
chen. Dies bedeutet, dall die Galilei-Transformation in das Inertialsystem fiihrt, in dem der
Mittelwert 7 verschwindet. Dann folgt aus (6.52) die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung

fo(@) = folv) = A exp(~pmv®/2) . (6.53)

Hierbei haben wir die Konstante ¢ durch (—3m/2) substituiert.

6.3 Elementare Betrachtungen zum Wirkungsquerschnitt

Als einen konkreten physikalischen ProzeR, bei dem im Rahmen einer semiklassischen Be-
schreibung der Wirkungsquerschnitt eingefiihrt wurde, betrachten wir die lon-Atom-Streuung.
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In diesem Fall ist

2
Ho = ey (7) (6.54)
2m
mit
Z 2
V() = —tTe (6.55)
sowie
Ho() = -2 (6.56)
! 7~ R (1) '

Die zeitabhéngige Storung #; (t), gegeben durch das Potential des Projektils mit der nuklea-
ren Ladung Z,e, bewirkt Anregungen des im Atom mit der nuklearen Ladung Z,e gebundenen
Elektrons in hoher liegende gebundene Zustédnde bzw. direkt in das Kontinuum. Im letzteren
Fall sprechen wir von lonisation. Der Stol3prozel wird semiklassisch betrachtet, d.h. die Kern-
bewegung wird aufgrund der hohen Kernmasse klassisch behandelt, wéhrend die Elektronen-
dynamik quantenmechanischer Natur ist. Die klassische Kernbahn ist durch E(t) bestimmt. Fiir
t — —oc bezeichnet der transversale Abstand den StoRparameter 5. Im Rahmen der klassischen
Bewegung ist bei festgehaltenem Target mit der Ladung Z;e der StoRparameter b eindeutig mit
dem Streuwinkel 9 des lons verbunden. Die Ubergangswahrscheinlichkeit P, des Elektrons
von einem Anfangszustand |) zu einem Endzustand | f) hdngt von dem StoRparameter ab

Pi; (b) = |aif (bt = o0)|* . (6.57)

Die GroRe a;; bezeichnet die Ubergangsamplitude. Sie hangt von der Zeit ¢ ab. Fiir den betrach-
teten Mel3prozel? ist jedoch nur der asymptotische Wert fiir ¢ — oc von Relevanz.

db
Z,

A
v

Studieren wir aber beispielsweise die lonisationswahrscheinlichkeit, so missen wir tber alle
Kontinuumszustande integrieren. Die lonisationswahrscheinlichkeit ist gegeben durch

P@z/@ﬂﬂzwﬁﬁ?. (6.58)

0
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Ein MaR fur die Starke der Reaktion, d.h. zum Beispiel fur die lonisationsrate, ist der Wirkungs-
querschnitt. Hierzu multiplizieren wir die Ubergangswahrscheinlichkeit P (b) mit der Kreis-
ringflache dF' = 2xb db. SchlieRlich integrieren wir Uber alle StoRparameter. Wir haben damit

a:%/PwM% . (6.59)
0

Der Wirkungsquerschnitt hat die Dimension einer Fldche. Die MelRgroRe des Wirkungsquer-
schnittes ist barn. Es ist

dimo =b (6.60)
mit
1b=10"%m? = 100fm? . (6.61)
Hierbei ist
Ifm=10"m . (6.62)

Der differentielle lonisationswirkungsquerschnitt in bezug auf die Endzustandsenergie ist ge-
geben durch

— =21 [bPy;(b)db . (6.63)
0/ ;

Hierbei fixiert f die Endzustandsenergie E. Wir kdnnen den differentiellen Wirkungsquer-
schnitt (6.63) auch in bezug auf den StolRparameter b differentiell betrachten. Es ist

do

Der totale Wirkungsquerschnitt ist eine Invariante. Differentielle Wirkungsquerschnitte hinge-
gen hangen von der Wahl des Bezugssystems ab.

Wir wollen den Zusammenhang zwischen dem Wirkungsquerschnitt und der Streuamplitude
auch im Rahmen der Quantenmechanik etwas beleuchten. Bei der Streuung interessiert uns die
Zahl der gestreuten Teilchen, die pro Zeiteinheit durch das Flachenelement dS hindurchgehen.
Dabei steht das Flachenelement dS' senkrecht zu dem vom Streuzentrum aus gezogenen Radi-
usvektor. Diesen Teilchenstrom bezeichnen wir mit d/V. d/V ist proportional zu dS, umgekehrt
proportional zum Quadrat der Entfernung » vom Streuzentrum und proportional zum Teilchen-
strom N im Primérstrahl, o s
~ do

dN = Nd_Qr_2 ) (6.65)

N ist die pro Zeiteinheit durch eine Einheitsflache durchgehende Teilchenzahl. Der Propor-

tionalitatsfaktor g—g ist der differentielle Wirkungsquerschnitt. ‘:—*29 ist der Raumwinkel dS2, unter
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welchem die Flache dS vom Streuzentrum aus erscheint. Das Verhéltnis dWN bestimmt die Wahr-
scheinlichkeit fur die Streuung in den Raumwinkel d2. Die Dimension der Grofien ist

dim[dN] = é , (6.66)
) ~ 1
dim [N] = o (6.67)
. [do] o
dim [d_Q] - m . (6.68)
Die Grole d
o
o= / iy (6.69)

nennen wir den totalen Wirkungsquerschnitt. Die Streuwelle 1) schreiben wir im allgemeinen
als Summe aus zwei Anteilen,
Yp=9"4+u , (6.70)

wobei 1)° den einfallenden Teilchen und u den gestreuten Teilchen entspricht. Nehmen wir an,
daR die Teilchen sich in z-Richtung bewegen, so hat ° die Form

eikz
A /L3

mit L3 = 1 m3. Die Wellenfunktion ¢/° ist so normiert, daR die Dichte der einfallenden Teilchen

Y = (6.71)

W =1m (6.72)

ist. Wir haben ein Teilchen pro Volumeneinheit vorliegen. Mit dem Schrédinger-Strom

=5 (VW — ¢ V) (6.73)
2m
bekommen wir fiir den Strom

N=J, = % ] = o[y (6.74)

‘ 2

k

mitv = % = 2 Damit hat N die Dimension ;.

Fur den Streuprozell wahlen wir die Richtung fir die einfallende Welle als die z-Richtung. Dann
missen wir eine partikuldre Losung finden, die die asymptotische Form

eikr

Y(r — 00) = e** + f(¥) (6.75)

r

besitzt. Dies ist eine Uberlagerung der primaren ebenen Welle und der gestreuten Welle. Diese
Losung besitzt Rotationssymmetrie um die z-Achse und héngt daher nicht vom Winkel ¢ ab.

206



Die Funktion u, die den Zustand der gestreuten Teilchen darstellt, muf fiir gro3e Absténde r
die Form einer auslaufenden Kugelwelle haben,

eikr
u(r — o0, 9) = f(V)

(6.76)

r

f(¥9) ist die Streuamplitude. Wir berechnen jetzt den Strom der gestreuten Teilchen in groRRer
Entfernung vom Streuzentrum. Es ist

ih [ Ou* ou] hk s 1 v|f)[
_ S L ~ o= . 77
Ir 2m lu ar (97“] m F(9)] r? r? 6.77)
Daraus folgt fur den Strom durch die Flache dS
dN = J,dS = v |f(9)]* dQ . (6.78)

Aus (6.78), (6.72) und (6.65) bekommen wir schlie3lich den Zusammenhang

dN

= = lfrde (6.79)

do
also g
g 2
qq = O (6.80)
6.4 Bestimmung der Ubergangsamplituden in zeitabhangiger Stérungs-
theorie

Wir werden nun Situationen betrachten, bei denen der Hamilton-Operatorexplizit von der Zeit
abhdngt. Dies impliziert, dal es keine stationdreLosungen der Schrodinger-Gleichung gibt.
Zundchst werden wir uns aufzeitabhdngige Ein-Elektron-Probleme in unseren Studien beschréanken.

Der Grundgedanke der zeitabhéngigen Storungstheorie und Diracschen Stérungstheorie ist es,
den Hamilton-Operator aufzuspalten in zwei Anteile,

H=Ho+Hi(t) (6.81)

wobei der zeitabhdngige Anteil #, (¢) klein ist. Fir den zeitunabhdngigen Anteil 7, gelte die
stationére Schrodinger-Gleichung

%ouk = Ekuk . (682)

Aufgrund der Zeitabhangigkeit in #; (¢) werden Ubergénge zwischen den Eigenzustanden w,
von H, bewirkt.
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Wir wollen die zeitabhédngige Schrodinger-Gleichung losen

7,00

6t
¥, (7,t) beschreibt die Wellenfunktion des Elektrons . Wir kdnnen ; (7, t) entwickeln in den
Eigenfunktionen u,e =7 der ungestorten zeitabhéngigen Wellenfunktion. Die Entwicklungs-
koeffizienten a,, (t) werden dabei von der Zeit abhédngen. Haben wir es beispielsweise mit ato-
maren Streuprozessen zu tun, so beinhalten die u,, die diskreten gebundenen Zustéande wie auch
die Kontinuumszustéande. Demzufolge lautet die Entwicklung

= Hip . (6.83)

0 (78) = Yoaun () une™ (6.84)

n

Wir setzen diesen Ansatz in (6.83) ein. Es resultiert

iih&m (t) Upe” B+ zam (t) B upe™ 7 =

n

iEnt

Qin (t) (Ho + Hl (t)) Up€ Nk

iEnt

i, (1) (B + Hy (t)) upe”™

Il

(6.85)

Wir multiplizieren mit »; und integrieren tiber den Raum. Dabei nutzen wir die Orthonormalitét
der u,, aus. Es folgt

zhalke_%k_t + aix (t) Eke_i_E;bk_t = azk Eke + iam k |H1 )‘ n) €_i_Ehn_t . (686)

Dies ergibt schlieRlich fur die Besetzungsamplituden a (¢) des Zustandes & durch das Elektron
1 die Bewegungsgleichung

e (t hzam (k [Hy ()| n) e 2 (6.87)

Dies ist ein unendlicher Satz linearer gekoppelter gewdhnlicher Differentialgleichungen erster
Ordnung fir die Besetzungsamplituden. Der Satz (6.87) ist vollkommen &quivalent zur par-
tiellen Differentialgleichung (6.83). Die entsprechenden Besetzungswahrscheinlichkeiten sind
dann determiniert durch

Py () = lag (t)* . (6.88)

Insbesondere bei Streuprozessen ist die zeitabhéngige Storung zumeist nur von kurzer Dauer.
Fur den MeRprozel ist dann die asymptotische Besetzungswahrscheinlichkeit fir ¢ — oo von
Relevanz

Py, = |aiy (t = 0)[> . (6.89)
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Wir kénnen eine Ubergangsfrequenz wy,, definieren durch

E, — E,
Win = — - . (6.90)

Die Anfangsbedingung zur Losung des Differentialgleichungssystems (6.87) lautet
Gin (t = —00) = 6 . (6.91)

Dies heift, in dem betrachteten Ein-Elektronen-Problem besetzt das Elektron anfangs den Zu-
stand 7 mit der Wahrscheinlichkeit 1. Alle anderen Zustande sind unbesetzt.
In zeitabhéngiger Storungstheorie nehmen wir nun an, dal in (6.87) auf der rechten Seite fir
die Amplituden a;; stets die Bedingung (6.91) gilt. Somit haben wir also approximativ

. 1 (BBt

ik = — (k|Hi(t)|1)e A : (6.92)
Diese entkoppelte gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung l&it sich formal l8sen
durch

i(Ep—E;)t

ik (t):% / (k|Hy (1)]d)e 7 —dt’ . (6.93)

Wieder gilt fiir die asymptotische Ubergangswahrscheinlichkeit (6.89). In zeitabhéngiger Storungs-
theorie wird die Wahrscheinlichkeitserhaltung und damit die Unitaritét verletzt, da (6.91) gilt
zusitzlich zur Ubergangsamplitude (6.93).

6.5 Die Langevin-Gleichung

Ein hinreichend kleines, makroskopisches Teilchen, das in eine Flissigkeit eingetaucht ist, zeigt
eine Zitterbewegung, die einer Zufallsbewegung entspricht. Dieser Prozel’ wird die Brownsche
Bewegung genannt. Sie verrat sehr deutlich die statistischen Schwankungen, die in einem Sy-
stem im thermischen Gleichgewicht auftreten. Diese statistischen Schwankungen sind auch sehr
verwandt mit dem Rauschen, das die mogliche Genauigkeit hochempfindlicher physikalischer
Messungen begrenzt.

Aus Einfachheitsgriinden werden wir die Brownsche Bewegung in einer Dimension behandeln.
Das Teilchen der Masse m hat zum Zeitpunkt ¢ die Schwerpunktskoordinate z(¢), die zugehori-
ge Geschwindigkeit ist v = dx/dt. Die Flussigkeit, in die das Teilchen eintaucht, habe die
Temperatur 7'. Die Flissigkeit tibt aufgrund der manigfaltigen mikroskopischen internen Wech-
selwirkungen eine resultierende Kraft F'(¢) auf das Teilchen aus, die die Zeitabhéngigkeit von
x(t) bestimmt. Zusétzlich kann das Teilchen anderen duReren Kréften F,(t) ausgesetzt sein,
z.B. der Gravitationskraft oder einem externen elektrischen Feld. Das Newtonsche Bewegungs-
gesetz fir x kann in der Form

m % = Fy(t) + F(1) (6.94)
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geschrieben werden. F'(¢) istim allgemeinen eine stochastische Kraft. Es ist eine schnell schwan-
kende Funktion der Zeit, die sich in hochst unregelmaRiger Weise andert. Eine direkte funktio-
nale Abhédngigkeit F'(¢) 1aBt sich daraus kaum angeben. Vielmehr ist es vorteilhaft, statistisch
vorzugehen. Ist die Kraft eine Zufallsfunktion der Zeit, so kann man doch Uber statistische En-
semble statistische Aussagen machen. Der Ensemble-Mittelwert der Kraft F' zu einer Zeit ¢,
ist

F(t) = % iv: F® (1) (6.95)
k=1

Dabei lduft die Summe Uber alle N Systeme des Ensembles, die durch £ gekennzeichnet sind.
Die Rate, mit der F'(¢) variiert, kann durch eine Korrelationszeit 7* charakterisiert werden, die
grob die Zeit miRt, die zwischen zwei aufeinanderfolgenden Maxima oder Minima der schwan-
kenden Funktion F'(t) liegt. Die Zeit 7* ist klein gegentber einer makroskopischen Skala. Sie ist
ungefahr von der GroRenordnung des mittleren Molekilabstandes dividiert durch die mittlere
Molekiilgeschwindigkeit, d.h. etwa 10~'3s. Ferner ist keine Richtung im Raum ausgezeich-
net. Daher mul F'(¢) ebenso oft positiv wie negativ sein. Damit verschwindet der Ensemble-
Mittelwert F'(¢). Den Ensemble-Mittelwert der Geschwindigkeit bezeichnen wir mit v. Er wird
gegeniiber der Geschwindigkeit v eines Teilchens im allgemeinen nur eine langsam veranderli-
che Funktion der Zeit sein.

v=ov+7 . (6.96)

v’ bezeichnet den relativ schnell schwankenden Teil. 7 dominiert das Langzeitverhalten des
Teilchens. Wir integrieren uber ein Zeitintervall = mit 7 > 7*. 7 soll aber klein gegeniiber einer

makroskopischen Zeitskala sein. Es folgt
t+7
mo(t +7) — v(t)] = Fa(t) 7 + / F(t)dt' . (6.97)
t
Hierbei wurde approximativ angenommen, daf sich die duBere Kraft F,(¢) nur langsam mit der
Zeit andert. Als Erweiterung zerlegen wir die Wechselwirkungskraft F selber in einen langsam
veranderlichen Anteil F, der selbst ohne duBere Kraft F, das Teilchen ins Gleichgewicht bringt,
und in einen schnell schwankenden Anteil F”’, dessen Mittelwert verschwindet. Der langsam
variierende Anteil F sollte eine homogene Funktion von o sein mit der Randbedingung F'(v =
0) = 0. Falls v nicht allzu groR, kann F'(v) durch eine Potenzreihe in o um v = 0 dargestellt
werden. Brechen wir diese Potenzreihe nach dem ersten Glied ab, so folgt

F=—av . (6.98)

« ist hierbei eine positive Konstante, es ist der Reibungskoeffizient. Das Minuszeichen driickt
die Richtung der Reibungskraft aus. Somit gilt fir den langsam verénderlichen Teil

m‘é—szﬁF:Fa—a@ . (6.99)
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Allgemeiner gilt als Kraftgleichung

m Ccll_qt) =F,—av+ F'(t) . (6.100)

Dies ist die Langevin-Gleichung. Hierbei wurde ndherungsweise ot ~ awv gesetzt. Der Fehler
wird als klein angenommen, da «v” im allgemeinen klein gegenuiber F'(t) ist. Das betrachtete
Teilchen zeigt aufgrund der Reibungskrate Energiedissipation, und seine Bewegung ist nicht
reversibel. Ohne &ulere Kraft erhalten wir

m % =—av+ F'(t) . (6.101)

Es wird das thermische Gleichgewicht betrachtet. Aus Symmetriegriinden verschwindet die
mittlere Verriickung 7, d.h. 7 = 0, da keine Richtung im Raum ausgezeichnet ist. Um die Stérke
der Schwankungen zu berechnen, wird die Kraftgleichung benutzt, um das Schwankungsqua-
drat der Verriickung (x?) = 2 eines Teilchens im Zeitintervall zu ermitteln. Wir multiplizieren
(6.101) mit z und erhalten
di d
3: l%(a:x) — 332] = —axi +zF'(t) . (6.102)
Nun wird der Ensemble-Mittelwert auf beiden Seiten gebildet. Wenn z und F” als statistisch
voneinander unabhéngig gelten, folgt

@F"y = (z) (F')y =0 . (6.103)

Daruiberhinaus gilt der Gleichverteilungssatz

1 , 1
§m<x2>:§kT . (6.104)
Wir bekommen damit
9 (2d)) = m 2 (ei) = KT — afas) (6.105)
m dtl‘x —mdtm:— [0 A . .

Wir haben ausgenutzt, daf die zeitliche Ableitung und die Ensemble-Mittelwertbildung mitein-
ander vertauschbar sind. Wenn g im k-ten System des Ensembles aus N Systemen zur Zeit ¢
den Wert y®)(¢) annimmt, so gilt

d d (1 X 1 X dy®) dy

il N (k) = _ ={(-= 1

i =a (N ,;y (t)> N2 i <dt> ’ (6.106)
da die Reihenfolge von Differentiation und Summation vertauscht werden kann. Die Differen-
tialgleichung fr die Grae (zz) kann leicht gelst werden. Es folgt

(z3) = Ce " + % . (6.107)
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Hierbei ist C' eine Integrationskonstante und

=2 (6.108)
m

~~ 1 ist eine charakteristische Zeitkonstante des Systems. Aus (6.107) erhalten wir wieder

d o
— Ly = — -t = —— -7t
p (zd) vCe - Ce . (6.109)
Also haben wir
m —jt (xi) = —aCe™ " = —a (z3) + kT . (6.110)

Wir bestimmen die Integrationskonstante C. Nimmt man an, daé jedes Teilchen im Ensemble
zur Zeit t = 0 am Ort x = 0 startet, ergibt sich fr C' aus (6.107) die Beziehung

0=C+ K (6.111)
o
Somit bekommen wir
c=_F (6.112)
(8]

und aus (6.107) wird

(xi) = % (1—e) = % % (z?) . (6.113)
Wir integrieren ein zweites Mal und bekommen
D R (| (6.114)

Die zustzliche Integrationskonstante —y~! bewirkt, daa fr ¢ = 0 auch (z?) = 0 gilt. Wir be-
trachten einige Grenzflle von (6.114). Fr ¢ < ! folgt

1
e t=1—7t+ 57%2 — (6.115)
Damit haben wir
kT
(a?y=—1 . (6.116)
m

Daher verhlt sich das Teilchen fr eine kurze Anfangszeit so, als wre es frei und bewege sich mit
der konstanten thermischen Geschwindigkeit

1/2
v = (@) . (6.117)

m

212



Fr den anderen Grenzfall ¢ > =1 gilt

e =0 (6.118)
und wir bekommen
() = T, (6.119)
(8]

Das Teilchen benimmt sich dann wie ein diffundierendes Teilchen, das einer Zufallsbewegung
unterliegt, so daa (x?) ~ ¢ gilt. Die Grae

D="" (6.120)
(6%

bezeichnen wir als Diffusionskoeffizient.

Fr ein Teilchen mit der elektrischen Ladung e in einem homogenen elektrischen Feld E lautet
die Langevin-Gleichung

d
m d—: —eE—au+ F'(t) . (6.121)

Wir bilden den Mittelwert auf beiden Seiten und betrachten den stationren Zustand, der durch
dv/dt = 0 gekennzeichnet ist. Aus (6.121) folgt

eE—av=0 . (6.122)
Die Beweglichkeit, definiert durch
v
L=F (6.123)
ist dann gegeben durch
u=5< . (6.124)
(6

BH_ e (6.125)

Dies ist die Einstein-Relation.
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