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Vorbemerkungen

Dieses Skript soll einen Einblick in die Grundgedanken der Einsteinschen Gravitati-
onstheorie vermitteln sowie ihre Anwendungsmoglichkeiten in der Theorie der Struk-
tur des Kosmos aufzeigen.

Die Allgemeine Relativitétstheorie ist eine klassische Theorie. Vorkenntnisse aus der
Quantenmechanik werden daher im allgemeinen nicht benétigt. Typische Groen aus
der Quantenmechanik, wie zum Beispiel das Plancksche Wirkungsquantum 7 treten in
den Einstein-Gleichungen nicht auf. Jedoch werden wir auch die Reaktion quantenme-
chanischer Systeme auf Gravitationseffekte studieren und somit auch /2 wieder in einige

Berechnungen einbeziehen.

Geeignet ist diese Vorlesungsmitschrift fiir alle diejenigen Studenten, die bereits mit
der Theoretischen Mechanik und mit der Theoretischen Elektrodynamik vertraut sind.
Insbesondere wird sich die Kenntnis der kovarianten Formulierung der Elektrodynamik
als vorteilhaft erweisen. Selbstverstindlich ist ein fundiertes Wissen der Speziellen Re-
lativitidtstheorie Voraussetzung.

Um als Ziel unserer Studien die Einsteinschen Gleichungen ableiten und einige physi-
kalische sowie philosophische Konsequenzen diskutieren zu konnen, bedarf es zunéchst
der Aneignung eines leider recht umfangreichen mathematischen Apparates. Ahnlich
wie zu Beginn einer Vorlesung in Theoretischer Mechanik erst die Kenntnisse der Vek-
torrechnung vermittelt werden miissen, werden wir zunéchst einige Resultate der Ten-
soranalysis diskutieren. Die Einstein-Gleichungen der Allgemeinen Relativititstheorie
sind Tensorgleichungen.

Die Allgemeine Relativititstheorie wurde aus der Forderung geboren, zur Beschrei-
bung der Naturgesetze beliebige Koordinatensysteme verwenden zu kénnen. Entspre-
chend dem Kovarianzprinzip sollte die Form der Naturgesetze nicht entscheidend von
der Wahl des speziellen Koordinatensystems abhéngen. Dies stellt eine natiirliche Er-
weiterung der Speziellen Relativitétstheorie dar, in der die Naturgesetze in allen Iner-
tialsystemen die selbe Struktur haben.
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Einfitlhrung

Die Allgemeine Relativititstheorie ist die Theorie der Schwerkraft. Die Bezeichnung
”Allgemeine“ soll darauf hin deuten, da3 die Naturgesetze kovariant formuliert werden.
Es ist ein grundlegendes Postulat der Allgemeinen Relativitétstheorie: Physikalische

Gesetze sollen invariant bleiben bei Koordinatentransformationen.

In diesem Zusammenhang muf natiirlich die Frage diskutiert werden, ob wirklich al-
le Koordinatensysteme gleichberechtigt sind. Bereits Leibnitz studierte mehr aus phi-
losophischer Sicht die Relativitit des Raumes und der verschiedenen Bezugssysteme.
Newton hingegen postulierte einen absoluten Raum und somit die Existenz eines abso-
luten Bezugssystems. Er fiihrte sein berithmtes Eimerexperiment durch, um zu bewei-
sen, daf die Physik in den verschiedenen Bezugssystemen tatséchlich unterschiedlich
ist. Dabei wird der Eimer mit Wasser gefiillt und an einem aufgedrehten Seil angehingt.
Beim Abwickeln des Seils wird der Eimer in Rotation versetzt.

Drei charakteristische Phasen konnen dabei beobachtet werden. In der ersten Phase
dreht sich der Eimer, aber das Wasser ruht noch. In der zweiten Phase dreht sich der
Eimer noch, aufgrund der Reibungskrifte zwischen der Eimerwand und dem Wasser
rotiert dieses nun mit. Bewirkt durch die auftretende Zentrifugalkraft weist das Wasser
eine parabolische Oberfliche auf. SchlieBlich ruht der Eimer, aber das Wasser rotiert
noch und hat nach wie vor eine parabolische Oberfliche. Obwohl die Relativbewegung
zwischen Wasser und Eimer in Phase eins und drei eigentlich die gleiche ist, so ist doch
die physikalische Situation génzlich verschieden. Newton schloB aus diesem Sachver-
halt, daf} es nur auf die relative Bewegung gegeniiber einem absoluten Raum ankommt.
Damit war die Leibnitzsche Hypothese der Relativitdt des Raumes durch das Experi-

ment erst einmal widerlegt.

Scheinkrifte, wie sie sich bei diesem Eimerexperiment manifestieren, treten — obwohl
sie durchaus reell sind — nur in gewissen Bezugssystemen auf. Es stellt sich nun die Fra-
ge, ob eventuell auch Gravitationskrifte den Charakter von Scheinkriften aufweisen
und durch die Wahl eines geigneten Bezugssystems wegtransformiert werden konnen.
In der Tat wurde Newton’s Eimer-Experiment durch ein Einsteinsches Gedankenexpe-

riment relativiert.

Einstein dachte sich einen Beobachter in einem abgeschlossenen Kasten, der feststellt,
daf} eine Abwirtsbeschleunigung wirkt. Als erster Grund kann eine Anziehung durch



eine schwere Masse stattfinden. Als zweiter Grund konnte jedoch jemand an einem Seil
ziehen, das am oberen Ende des Kastens befestigt ist. Im Rahme der Mechanik 148t
sich kein Experiment innerhalb des Kastens durchfiihren, um zwischen diesen beiden
Moglichkeiten zu unterscheiden. Damit wire die Gravitationskraft keine absolute Kraft
mehr, sondern weist vielmehr den Charakter einer Scheinkraft auf. Weiter kann dann
die Gravitation in einem geeigneten Bezugssystem wegtransformiert werden. Dies ist
in der Tat eine beliebte Ubung von Astronauten. In einem frei fallenden Kasten oder in
einem Satelliten auf einer Erdumlaufbahn ist die Schwerkraft nicht wirksam.

Eine prinzipielle Unterscheidungsmoglichkeit der beiden oben diskutierten Ursachen
scheint zunichst durch die Verwendung eines Lichtstrahls gegeben zu sein. Fiir den Fall
der Beschleunigung nach oben durch das Ziehen am Seil sollte der Lichtstrahl eine Pa-
rabel beschreiben und damit an einem Punkt der gegeniiber der Lichtquelle liegenden
Kastenwand auftreffen, der unterhalb der Geraden zwischen Quelle und Wand liegt,
wobei diese Gerade senkrecht auf der Wand steht. Im Fall der wirkenden Schwerkraft
wird zunéchst erwartet, daf} der Lichtstrahl einfach eine Gerade beschreibt.

Im Jahr 1919 wurde aber aufgrund der Einsteinschen Vorhersage von Eddington auch
die Ablenkung von Licht im Schwerefeld nachgewiesen. Diese Uberlegungen sind ver-
kniipft mit dem Aquivalenzprinzip, d.h. der Nichtunterscheidbarkeit von tréiger und schwe-
rer Masse. Dabei ist die trage Masse einfach ein Proportionalititskonstante zwischen
Beschleunigung und wirkender Kraft. Hingegen ist die schwere Masse ein MaB fiir die
Anziehung eines Testteilchens durch die Gravitation.



Die metrische Fundamentalform

Bevor wir die metrische Fundamentalform einfiihren, erinnern wir uns an die Diskus-
sion krummliniger Koordinatensysteme in der elementaren Mechanik. Wir betrachten
einen 3-dimensionalen Raum mit den Koordinaten . y und z und wir wollen eine
Transformation auf die krummlinigen Koordinaten w;, wu, und us durchfiihren. Der

funktionale Zusammenhang zwischen den beiden Koordinatensitzen sei gegeben durch

r = fluy,ug,us),

Yy = g(u17u27u3)7

= h(u17u27u3) ’ (1)
wobei f, g und / stetige Funktionen kennzeichnen. Der Ortsvektor 7 ist dann darstell-
bar als

F=uagé+yé,+z26 = fe.+ge,+hé,. (2)

Fiir das Inkrement d7” des Ortsvektors ausgedriickt in den krummlinigen Koordinaten
folgt

ar ar ar

dr = —d —d ——dus . 3

g 8u1 tt auz ta aUS 1 ( )
Wir fiihren die Einheitsvektoren €;(: = 1,2, 3) entlang der u;-Kurven ein. Damit er-
halten wir

ar ar

I — R = — h —

aul aul “ et

ar

— = e

8u2 2€2 ,

ar

— = hs€ 4

s 363 “4)
und somit

dF = hl du1 51 + hg dUQ 52 + h3 dU3 53 . (5)

Fiir ein orthogonales Koordinatensystem (€7, €, €5) ergibt sich fiir das Quadrat des Li-
nienelementes einfach

ds® = di-dif = h3dul + hjdui + h3 dul (6)



mit der generellen Schreibweise du? = du; du;.

Als Beispiel transformieren wir auf Kugelkoordinaten (7, ¥, ¢). Mit

x = rsind cosp,
y = rsint sing,
z = 7rcost (7

folgt aus einer elementaren Rechnung

hy =1, hy = r, hy = rsind (8)
und

ds? = dr* +r* d¥* + r*sin?d de?* . 9)

Schreiben wir nun fiir das Quadrat des Langenelementes formal

3
ds* = Y g duiduy (10)
=

% 1

so gilt offensichtlich

g1 = hi =1,
922 = h% = 7“27
g3z = h% = r%sin?y . (11)

Alle nichtdiagonalen Elemente der g;;-Matrix verschwinden, ¢g;;, = 0 fiir: # k.

Wir bleiben zunédchst im dreidimensionalen Raum mit den Koordinaten ¢, x5, x3. Eine
Flidche ist die Menge aller Punkte, die die Relation

flzi,9,23) = 0 (12)

erfiillen. Die Relation (12) nennt man die implizite Darstellung der Fliche. Erfiillt die
Funktion f spezielle Bedingungen, so 148t sich auch eine explizite Darstellung der Fliche
gewinnen,

T3 = 9(51?1751?2)7 (13)

die deutlich den zweidimensionalen Charakter einer Fldche aufzeigt. Um aber die Asym-
metrie in den drei Koordinaten in (13) aufzuheben und um die Beschrinkung an f zu
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beseitigen, hat bereits Gauf} eine allgemeine Darstellung einer Fliche eingefiihrt. Eben-
so hat sich GauB bereits mit der Frage befafit, wie ein zweidimensional denkendes We-
sen feststellen konnte, dall es sich auf einer gekriimmten Fldche im dreidimensiona-
len Raum bewegt. Anhaltspunkte dazu sind beispielsweise die Untersuchungen, ob der
Satz des Pythagoras gilt, ob die Winkelsumme im Dreieck 180 betrdgt oder ob der
Umfang U eines Kreises durch U = 27 R gegeben ist.

Wir fiihren die Parameterdarstellung einer Flidche ein. Gegeben seien zwei Parameter
uy, ug, die frei in einem Bereich Aw der (uq, us)-Ebene variieren konnen. Wir betrach-
ten drei Funktionen g;(u1, uz), die in Awu definiert sind. Durch die Definition

T, = gi(u17u2) 1= 17 27 3 (14)

erzeugen wir eine zweidimensionale Untermenge von Punkten in dem dreidimensiona-
len Euklidischen Raum.

Als einfaches Beispiel geben wir die Parameterform einer Kugeloberfldiche mit dem

Radius a an

xr = «acosup sinus ,

y = asinuj sinus,

Z = acosuy. (15)
Offensichtlich gilt

P4yt 422 —a*=0. (16)

uy und u, sind die geographische Linge und die geographische Breite.

Es lassen sich nun viele gleichberechtigte Systeme von GauB3schen Fldchenkoordinaten
wihlen. Wir nehmen im folgenden an, daf3 die Transformationen zwischen den Flachen-
koordinaten umkehrbar sind

u;p = Ui(vy,v2), vy = Vi(ug,uz) . 17)

Aufgabe der Differentialgeometrie ist es nun, Gesetze abzuleiten, die giiltig sind un-
abhiéngig von der gerade getroffenen Wahl der Flachenkoordinaten.

Als weiteres Beispiel betrachten wir nun eine Kurve auf einer Fliche, die in Parame-
terform u;(p) gegeben ist. Die Linge s der Kurve zwischen den Punkten p = 0 und

8



p = 1ist
1/2
1 L dxy : dx, ? drs ’
_ [ 4 :/ o a4%a %3 d
= L= L)) )]
1/2
1 3 dl’l)z
= — dp , (18)
/0 [;(dp

wobei wir vom Satz des Pythagoras ausgegangen sind

(ds)® = (dz1)?* + (dvy)* + (dws)* . (19)
Jetztist x; = x(uq, uy), also
dl‘l 8:1;1 duZ

2
Fr ; e d (20)

Wir setzen in ds ein

r3 2 2 1/2
ds = |y Jreduiss Ondue)
Ou; dp {= Juy dp

L{=1 :=1

23 Oz; Jx; du; du V2 2 V2
! 1 du; duy
= — — dp = Gix du; du (21)
221; Aui Jug dp dp ] [z%;l ' k]

mit

3 8:1;1 8:1;1
gik = Zauza—uk (22)

=1

Hier ist die ¢;;-Matrix eine Funktion der Flichenkoordinaten ;. Wenn wir die Flachen-
koordinaten u; auf einen neuen Satz «u; transformieren, dann wird sich die obige Rela-
tion transformieren in
5 1/2
ds = f]zk dﬂi dﬂk . (23)
i,k=1

gir kann leicht aus den Transformationsformeln und aus den g;; ermittelt werden. Die
formale Struktur fiir ds in beiden Ausdriicken ist dieselbe. GauB} zeigte, dal sich von

den metrischen Groen g;x(u1, uz2) viele geometrische Eigenschaften einer Flidche ab-

leiten lassen.

Diese Situation war der Startpunkt der Uberlegungen des Mathematikers Riemann, der
im Jahr 1854 zeigte, daB} die Beschriankung auf zwei Flichenkoordinaten w; und wy
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nicht notwendig ist. Wir gehen jetzt zu einem n-dimensionalen Raum iiber, in dem wir
einen Punkt A durch die Angabe von n Koordinaten z!, . .., z" festlegen. Der Punkt A
1aBt sich angeben durch

A= {2 ... 2"}, (24)

Wir werden etwas spéter noch begriinden, warum wir hier die Indizierung oben an den
Koordinaten wihlen. Orden wir nun jeder Zahl p eines Zahlenintervalls p; < p < p,
mit den Intervallgrenzen p; und p; einen Punkt A zu,

p — A, (25)
so konnen wir jede Koordinate :z;l(z =1,...,n) als Funktion des Parameters p auffas-
sen

' =2 (p), ..., 2" = 2"(p). (26)
Sind alle Koordinaten z'(p), ..., z"(p) stetige Funktionen des Parameters p, so heift

die Parametrisierung A(p) des Punktes A eine Kurve.

Wir betrachten nun zwei infinitesimal benachbarte Punkte A und B auf einer Kurve,
zum Beispiel A = {z',...,2"}und B = {2' + da',... 2" + dz"}. Es wurde
von Riemann vorgeschlagen, die Geometrie von Rdumen zu untersuchen, in denen die
Punkte durch die Angabe von n Koordinaten z*(: = 1,2, ..., n) fixiert werden und in
denen der infinitesimale Abstand zwischen zwei Punkten A und B mit der Koordina-
tendifferenz dz* durch den Ausdruck

ds* = Y gy da' da” (27)
i,k=1
angegeben wird. Hierbei sind die GroBen ¢;; = gik(:zil, ...,2") zundchst beliebig

vorgeschriebene Funktionen der Koordinaten z'. Jedoch, sind die ¢;;, einmal gegeben,
sollen sie sich bei Koordinatentransformationen #* < u' so transformieren, da} ds?
unabhingig von der Wahl des verwendeten Koordinatensystems wird. Ein Raum, der
eine Uberdeckung mit einem Kartennetz erlaubt und der eine Riemannsche Metrik (27)
aufweist, bezeichnet man auch als Riemannsche Mannigfaltigkeit. Den Ausdruck (27)

bezeichnet man als metrische Fundamentalform.

Unter Benutzung von

. d 4
det = 2 gp (28)
dp
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folgt weiter

" dz® dz*
ds? = i — —— dp? . 2
= e (29)

i,k=1

Im folgenden werden wir stets die Einsteinsche Summenkonvention verwenden: Uber
gleiche Indizes wird automatisch summiert. Damit 148t sich die metrische Fundamen-
talform (27) in verkiirzter Form darstellen als

ds? = Gik dat da* . (30)
Diese Summenkonvention erspart uns nur etwas Schreibarbeit.

Ist die Matrix (g;;) diagonal, so bezeichnen wir die Koordinaten 2 als orthogonal. Die
GroBen ¢;; kann man offensichtlich als symmetrisch beziiglich der Indizes ¢ und % an-

nehmen,

Jik = Gki » (31

da die Koeffizienten g;;, und g;; mit demselben Faktor dz* dz* multipliziert in das Qua-
drat des Langenelementes (27) eingehen,

ds* = g da' de® = g da®da’ = gy dat da® . (32)

Dennoch liegt hier im Prinzip ein denkbarer Ansatzpunkt fiir mogliche Erweiterungen
in zukiinftigen Studien insbesondere fiir kosmologische Betrachtungen vor. Im folgen-
den werden wir jedoch stets von der Symmetrie (31) ausgehen.

Die Koeffizienten g;; beschreiben die geometrischen Eigenschaften in einem krumm-
linigen Koordinatensystem. Sie stellen die Metrik des n-dimensionalen Raumes dar.
Im Rahmen der Allgemeinen Relativititstheorie spielen die Koeffizienten g, eine fun-
damentale Rolle. Wir werden spéter noch sehen, daf} sich die wesentlichen physikali-
schen Konsequenzen eines Gravitationsfeldes aus der Kenntnis der ¢, ableiten lassen.
Im vierdimensionalen Raum hat die ¢;,-Matrix 16 Komponenten. Davon sind aufgrund
der Symmetriebedingung (31) jedoch nur 10 Komponenten unabhingig voneinander.

Es stellt sich natiirlich die Frage, warum gerade der Spezialfall einer quadratischen Form
fiir ds* gewihlt wurde. In der Tat konnte man aus mathematischer Sicht von dem allge-
meineren Fall der sogenannten Finsler-Rdume ausgehen, in denen der Zusammenhang

ds = F(a' dz") (33)
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zwischen dem Lingenelement ds, den Inkrementen dz' und den Koordinaten z° gilt.
I st zunéchst eine beliebige Funktion. Jedoch sei hier erwihnt (ohne einen konkreten
Beweis zu fiihren), daB} rein empirische Sachverhalte, d.h. die Beobachtung der Natur,
die mogliche Wahl von /' auf eine Riemannsche Form reduzieren. Insbesondere be-
wirkt schon das Studium der freien Rotation eines Korpers eine starke Einschrinkung
der moglichen Freiheitsgrade von F'. Dennoch sollte auch dieser Punkt fiir denkbare
Erweiterungen der Allgemeinen Relativititstheorie im Auge behalten werden. Im fol-
genden werden wir uns vom Einfachheitsprinzip leiten lassen und stets von der Rie-
mannschen Struktur (27) ausgehen.

Die zu (g;1.) inverse Matrix bezeichnen wir mit

(g") = ()" - (34)
Es gilt die Orthogonalitétsrelation

ik gkl = 52'1 : (35)

5! ist das Kronecker-Symbol

| fir i = |
5! = a . (36)
0 fiir ¢+ # 1

Oftmals schreiben wir auch formal

51 = gl (37)
Wegen ik = Gk; gﬂt auch

gt = g". (38)
Wir wollen nun einige Beispiele fiir Riume mit verschiedenen Metriken angeben und

beginnen wieder mit dem 3-dimensionalen Euklidischen Raum. In kartesischen Koor-
dinaten haben wir schlicht und einfach

ds* = da® + dy* + dz* . 39)

Somit lautet in diesem einfachen Fall die ¢;;-Matrix

(40)

_ o O

1 0
gix = 0 1
0 0
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Benutzen wir statt der rechtwinkligen Koordinaten (, y, z) die Kugelkoordinaten (r, ¥, ¢),
so folgt fiir das Quadrat des Linienelementes

ds®> = dr* + 7“2(0h92 + sin?Y dc,oz) 41)

mit der g;,-Matrix

1 0 0
gk = | 0 r? 0 : (42)
0 0 rZsin®

Fiir die zweidimensionale Kugeloberflidche ergibt sich auf einfache Weise wegen r =
R = const das Quadrat des Linienelementes

ds® = RQ(CM2 + sin? dc,oz) (43)

mit der g;,-Matrix

R? 0
ik = ( 0 R? sin219) ' (“44)

Im Minkowski-Raum der speziellen Relativitétstheorie gilt bekanntermalen

ds = (de®)? — |(da')? + (do?)® + (do®) (43)
mit

dz’ = cdt (46)
und der g;;-Matrix

ik = (47)

o o o ~
o
|
—_
o

Die Metrik dieses ebenen vierdimensionalen Raumes nennen wir auch pseudoeukli-
disch im Unterschied zu einer Euklidischen Metrik, in der die Vorzeichen aller Koef-
fizienten g;; positiv sind. Die Vorzeichensequenz (4, —, —, —) bezeichnet man als Si-
gnatur der g;;. Wir nennen diese Metrik eine hyperbolische Metrik. Ferner sprechen wir
von einem lokalen Euklidischen Raum, wenn sich Koordinaten «* finden lassen, so daB
zumindest im infinitesimalen Rahmen der Satz des Pythagoras gilt

n

ds? = Z(dui)z. (48)

=1
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Wir werden noch sehen, daf es ein Hauptpostulat der Allgemeinen Relativitétstheo-
rie ist, da} in jedem Raum-Zeit-Punkt ein lokales Koordinatensystem eingefiihrt wer-
den kann, in dem die Gravitation nicht wirksam ist und in dem der Raum lokal ein
Minkowski-Raum ist.

Wie wir gesehen haben, gibt es auch im Euklidischen Raum nichttriviale Metriken, in
denen die Koeffizienten ¢;; eben nicht nur die Werte =1 oder 0 annehmen, sondern von
den Koordinaten abhédngen. Es ist ein bedeutendes Problem der Allgemeinen Relati-
vitdtstheorie festzustellen, ob bei Vorlage verschiedener Metriken auch wirklich ver-
schiedene Rdaume vorliegen.

Mit Hilfe des infinitesimalen Ausdrucks ds konnen wir durch Integration auch die Bo-
genlinge zwischen zwei Punkten A(p;) und B(p;) ermitteln

B(p2) P2 det da®1Y?
s = ds = / ik —— —— dp . 49)
/A(pl) P1 [gk dp dp] P (

Eine direkt Bedeutung der metrischen Fundamentalform fiir die Mechanik beruht auf
dem Zusammenhang mit dem Quadrat der Geschwindigkeit

ds\’ dz' dz*
2 _ (%) _ 4% e
v (dt) TR 0
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Zusammenfassung

Um einen Einblick in unsere zukiinftigen Studien zu geben, diskutieren wir bereits an
dieser Stelle kurz die fundamentale Gleichung der Allgemeinen Relativitétstheorie. Da-
bei kann es sich hier selbstverstindlich nur um ein zitatenméfBiges Aufzédhlen und nicht
um eine wissenschaftliche Ableitung handeln.

Zusammenfassend lauten die Einsteinschen Gleichungen der Allgemeinen Relativitéts-
theorie

G =C TP . (51)

Dies ist eine Tensorgleichung, wobei die Indizees o und 3 die Werte o, 5 = 0. 1. 2 und
3 annehmen konnen. In (51) bedeutet C' eine Konstante, die durch

C=—-—x (52)

bestimmt ist. Hierbei bezeichnet ¢ die Lichtgeschwindigkeit und « die Gravitationskon-
stante. Fiir konkrete Berechnungen verwenden wir die numerischen Werte ¢ = 2.99792458-
101°cm s und x = 6.67259 - 107% cm® g~1s72,

T ist der Energie-Impuls Tensor. Im einfachsten Fall des masse- und feldfreien Raum-
es gilt 7% = 0. Hingegen folgt beispielsweise fiir den Fall einer ruhenden Massever-
teilung mit der konstanten Dichte pg

Po

T8 = (53)

o o o O

0
0
0
0

o o o O

Ist die Masseverteilung zusitzlich geladen, so enthilt 7'“? auch den Energie-Impuls
Tensor des elektromagnetischen Feldes. Aus (53) erkennen wir, daB 7'*° die Dimen-
sion einer Massendichte hat, dim (7°7) = g cm=2.

Mit Hilfe des metrischen Tensors g, konnen wir die Indizees formal hoch und runter
schieben. Wir definieren den gemischten Tensor 7', durch

T = gy T°°. (54)
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In dieser Gleichung sowie in allen folgenden Rechnungen wenden wir die Einsteinsche
Summenkonvention an: Kommt unten und oben der gleiche Index vor, so wird dariiber

summiert. Explizit ausgeschrieben lautet Gleichung (54)
4
7% =3 06T = gn T + g2 T + 95T + gu T (55)
p=1

Analog fithren wir den Tensor 7., ein durch

Tsy = gaSTaw = GJas Gyp T (56)

Wiihrend der Tensor 7' die Energie- und Impulsverteilung von Materie oder Feldern
im Raum beschreibt, kennzeichnet der sogenannte Ricci-Tensor G*? in der Einstein-
schen Gleichung (51) die grundlegende geometrische Struktur des Raumes. Auch den
Ricci-Tensor wollen wir wieder auf uns bereits bekannte mathematische GrundgroBen
reduzieren. Es gilt

1
G = RoP — §gaﬁR. (57)

g°? ist wieder der metrische Tensor. Er bestimmt den Zusammenhang zwischen den
Koordinateninkrementen dz ., des vierdimensionalen Raumes und dem invarianten Lingen-

element ds,
ds? = g*Pdudag (58)

wobei wir natiirlich wieder die Summenkonvention verwendet haben. Im einfachsten

Fall der Lorentz-Metrik der speziellen Relativitétstheorie folgt

1 0 0 0
0 —1 0 0
af — 59
g 0O 0 —-1 o0 (59)
0 0 0 -1
Durch die Orthogonalitétsrelation
apg” = 6] (60)

definieren wir die inverse Matrix ¢, 5. Die einzelnen Komponenten von g°” sind Funk-

tionen der Raum- und Zeitkoordinaten.
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In der Definition des Ricci-Tensors (57) bezeichnet 2°” den Riemannschen Tensor, der
gegeben ist durch

R AREAREATEY
1o

und dem Zusammenhang

Rys = gon Gop R (62)

Das Zeichen {
“

} ist ein Christoffel Symbol zweiter Art und ist definiert durch

@ = qg°7 , T - 63
{ﬁv}g[ﬁv] (63)

SchlieBlich stellt [3v, 7] ein Christoffel Symbol erster Art dar. Es ist nur eine abkiirzen-
de Schreibweise fiir die folgende Kombination von Ableitungen des metrischen Ten-
sors
1
By, 7] = 3 (gﬁm + Gyr1p — gﬁﬂﬂ') (64)

mit der Nomenklatur

8957
gﬁTW = axw . (65)
SchlieBlich bezeichnet in (57) R den Kriimmungsskalar, der durch
R=R" (66)

definiert ist. Selbstverstindlich gilt wiederum die Summenkonvention; ferner haben
wir R* = g,sR°".

Die Einstein-Gleichungen reprisentieren somit einen Satz von Differentialgleichungen
zweiter Ordnung, deren Losung die Raum- und Zeitabhéngigkeit des metrischen Ten-
sors g°(x.,) liefert.
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Christoffel-Symbole in der klassischen Mechanik

Ausgehend von

ds\’ dzt da*
2
—\qp ) T YR 67
! (dt) R TT 7)
und der Lagrange-Funktion L fiir die kriftefreie Bewegung
det da*
wollen wir die Bewegungsgleichungen ableiten. Abkiirzend schreiben wir
oo 4 (69)
T w
und somit
L = imgya'i®. (70)
Die Bewegungsgleichungen folgen aus den Euler-Lagrange-Gleichungen
d oL 9L 0 1)
dt 9zt 92l
In den folgenden Ausfiihrungen verwenden wir auch die Notation
oL
Ly = —. 72
L= 5 (72)
Nun gilt
Eri (gin @' 6 + gin 3 6)) = tm(gud’ + gu 2¥)
= Im(gua® +gni®) = magyi* (73)
und weiter
oL 1 ik
Damit wird aus den Euler-Lagrange-Gleichungen nach Division durch m
g+ gup it it — Lggpitdt = 0. (75)
Wir schreiben den zweiten Term um
g &' 3" = Lot 4+ Laypat it (76)
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Somit bekommen wir
g+ gy + g — gap) 3" = 0. (77

Nach Multiplikation mit g™ folgt aufgrund der Orthogonalitiitsrelation der metrischen
Groflen ik

"+ L " (gupi + qup — gap) ' 3° = 0. (78)
Jetzt definieren wir die Koeffizienten

Iy = %ghl(glkh + Gk — Gikpr) - (79)
Offensichtlich folgt aus der Symmetrie ¢;; = ¢x; auch

P = T (80)

Die Christoffel-Symbole (79) sind also symmetrisch in den unteren Indizes. Abschlie-
Bend konnen wir die Bewegungsgleichung damit ausdriicken durch

P Th iR = 0. (81)

Oftmals wird auch die Nomenklatur

h
= A 82

gewihlt.

Zur expliziten Bestimmung der einzelnen Koeffizienten I'?. werden wir als Beispiel

Kugelkoordinaten (r, 9, ¢) verwenden. Aus
L = Im(r? +r20? 4 r%sin? ¢?) (83)
folgen die Euler-Lagrange-Gleichungen
i — r? —rsin?d$? = 0,

.2 .
Y+ =5 —sind cos g = 0,
r

2 .
G+ ~ip 2ot pi = 0. (84)
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Durch Koeffizientenvergleich mit (81) sehen wir, dal nur die Komponenten

F%z = T,

i, = —rsin®,

F%z = F§1 = % )

I2, = —sind cos¥,

F?:a = F§1 = % )

IS, = I's, = cotd (85)

von Null verschieden sind. Die physikalischen Losungen der Gleichungen (85) miissen
natiirlich als Trajektorie eine gerade Bahn ergeben. Insofern ist die Wahl von Kugelko-
ordinaten in diesem Fall etwas ungeschickt.

Aufgrund der Symmetrie (80) haben im dreidimensionalen Raum die Christoffel-Symbole

18 unabhingige Komponenten.
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Tensoren

Wir beginnen den Einstieg in die Tensoranalysis mit dem Studium von Koordinaten-

transformationen in einem n-dimensionalen Raum. Es sei

o= fa i =1,...,n) (86)
o = BWRE, i =1,...,n) (87)
fir 5, K = 1, ..., n. Die Funktionen f’ und h* seien stetig und differenzierbar, die

partiellen Ableitungen 9z’ /9x° werden ebenfalls als stetig angenommen. Damit ist auch
die Jacobi-Determinante der Transformation eine stetige Funktion der Ortskoordina-
ten. Die Forderung nach der eindeutigen Umkehrbarkeit der Koordinatentransformati-

on impliziert, da3 die Jacobi-Determinante niemals verschwindet.

Mathematische GroBen, die invariant bleiben bei beliebigen Anderungen der Koordi-
natensysteme, sind Skalare. Ein Skalar ist eine Zahl, die nicht von der Wahl des Be-
zugssystems abhéngt. Ein Beispiel fiir einen Skalar ist das Quadrat des infinitesima-
len Lingenelementes ds?. Damit miissen sich das Inkrement dz' und die Matrix g¢;;, so

transformieren, daB insgesamt ds? invariant bleibt.

Wir betrachten nun eine infinitesimale Verriickung im Raum von einem Punkt A ge-
kennzeichnet durch {z'} zu einem Punkt B, gekennzeichnet durch {z*+dz'} in einem
gegebenen Koordinatensystem. Was wird aus dem Inkrement dz* bei einer Koordina-
tentransformation auf die Koordinaten z*? Wir erhalten

i af i ozt i
Wir definieren nun, da ein Satz von n GroBen v’ (¢t =1, ..., n), der sich bei Koor-

dinatentransformationen entsprechend dem Gesetz

o
W= o= (89)

verhilt, einen kontravarianten Vektor bildet. Wir bendétigen also zur Definition eines

Vektors die Angabe von n Komponenten sowie eine Transformationsvorschrift. Wir
kennzeichnen die Komponenten eines kontravarianten Vektors durch einen Index ober-
halb des Buchstabens.

Es seien u* und v’ zwei beliebige Vektoren an einem gegebenen Punkt ‘. Dann ist auch
die Summe au‘+bv' (+ = 0, 1, 2, 3) ein kontravarianter Vektor, falls « und b Skalare
sind.
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Als néichstes untersuchen wir eine skalare Funktion ¢(z*), die als differenzierbare Funk-
tion der Koordinaten z* gegeben sei. Durch ¢(z°) wird jedem Punkt in unserem 7n-
dimensionalen Raum eine Zahl zugewiesen. Der skalare Charakter driickt sich durch
die Unabhiéingigkeit von ¢(z*) von der Wahl der jeweiligen Koordinaten aus. Wir defi-
nieren die n GroBen
do(x"
T ai;i :
Bei einer Koordinatentransformation von z‘ nach z* folgt
_ O dp Ox? dz?
YT 9w T dwor  om
Einen Satz von n Groflen, der sich nach dem Gesetz (91) transformiert, bezeichnen wir

=1

Cn. (90)

oD

als einen kovarianten Vektor. Die Komponenten werden durch einen Index unterhalb
des Buchstabens gekennzeichnet.

Es gilt das folgende Theorem: Das Produkt w;u’ eines kovarianten Vektors mit einem
kontravarianten Vektor bildet eine skalare Invariante. Unter Verwendung der Summen-

konvention berechnen wir

_ . o k a’i .
P = wu = 2% T (92)

— Wy -
oz ozl

Aus der Umkehrtransformation (87) folgt

oxk ohk o7 oz O
dx’ J dzt Ozi ozt Oz’ ©3)

wobei § f wieder das Kronecker-Symbol bedeutet. Damit resultiert fiir P

P = 5fwkuj = wjuj = P. (94)

P ist also ein Skalar wie behauptet. P bezeichnet das innere Produkt oder Skalarpro-

dukt eines kovarianten mit einem kontravarianten Vektor.

Jetzt gehen wir aus von einem Satz von kovarianten und kontravarianten Vektoren in

einem n-dimensionalen Raum. Wir bilden die multilineare Form P

p = (szza) (uﬁ) u@) UZZ) ) (w(l) w(2) w(a)) , (95)

J1J2--Jb i i2 ia

wobel uﬁ) die 5;-te Komponente eines beliebigen kontravarianten Vektors v, gekenn-
(1)

zeichnet durch (1), ist. w;, ’ ist entsprechend die 7, -te Komponente eines beliebigen ko-

varianten Vektors w, gekennzeichnet durch (1). T;j;j:::;: ist ein Satz von n**® Elemen-

ten mit ¢ oberen und b unteren Indizes, die kontravariant und kovariant genannt werden.
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Durch Definition legen wir fest, dafl die Grofen leljj ;Z die Komponenten eines Ten-
sors bilden, wenn sie sich bei einem Wechsel des Koordinatensystems so transformie-
ren, da3 P invariant bleibt, d.h. einen Skalar bildet. T;f;j:::;: wird ein Tensor vom Rang

(a + b) genannt mit « kontravarianten Indizes und b kovarianten Indizes.

Wir wollen die folgenden Spezialfille studieren:

1. Ein Tensor vom Rang 0 ist ein Skalar, also eine Zahl, die invariant bei Koordinaten-
transformationen bleibt.

2. Ein Tensor vom Rang 1 kann entweder kontravariant, T?, oder kovariant, 7}, sein.
Entsprechend der Definition mufl P = T w; ein Skalar sein. Dies ist richtig, wenn
T" ein kontravarianter Vektor ist. Daher ist ein kontravarianter Vektor ein Tensor vom
Rang 1 mit einem kontravarianten Index. Genauso ist ein kovarianter Vektor ein kova-
rianter Tensor vom Rang 1.

3. Wir wollen die g;;,-Koeffizienten betrachten, die die Metrik in einem Riemannschen
Raum definieren, ds? = ¢, dz' dz”. Unsere Definition wiirde nun nahelegen, daf3
gir. die Komponenten eines kovarianten Tensors vom Rang 2 sind. Jedoch bezog sich
unsere Definition auf die multilineare Form P = T}, ufl) ufz), wobei P eine skalare
GroBe sein mufl, wenn w () und w(,) zwei beliebige Vektoren sind. In der Definition
des invarianten Lingenelementes sind aber dz* und dz* verschiedene Komponenten
des selben kontravarianten Vektors dx. Aber der Beweis, dal} ¢;; ein Tensor ist, bleibt
auch in diesem Fall giiltig, da dx ein Vektor ist, den man auch als Summe von zwei
verschiedenen Vektoren d ;) und dx ;) darstellen kann. Man hat so

ds* = g (dejy) + duiy) (defy) + dafy)

Die ersten beiden Terme ergeben gerade die Invarianten ds %1) und ds%z). Somit folgt,
daB} auch der dritte Term invariant ist. SchlieBlich ergibt sich daraus, daf auch ¢;; ein
kovarianter Tensor entsprechend unserer Definition ist.

Aus der Invarianzforderung der GroBe P (95) bei Koordinatentransformationen folgt

T?1i2~~~ia u]l a]2 L. a]b w(l) w(z) . w(a) —
(1) 7(2) (5)

J1j2--Jb i i2 ia

(Tt (ufhyufly o oufpy) (0l 0w 97

J1j2---Jb

Auf der linken Seite von (97) driicken wir die Vektorkomponenten uf i) u@) . ufg) und
(1 ~(2) (a) (1, (2) (a)

w;, ... w w;t .. w; Coaus

i 12 ta

W durch die Komponenten uﬁ) u@) e ufz) und w;,
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und finden durch Koeffizientenvergleich

111 ...0q af]l a‘f]b awal axaa _ 1.0

Der Benutzung griechischer Buchstaben kommt hierbei keiner besonderen Bedeutung
zu. Wir wollen nur der beschrinkten Zahl lateinischer Buchstaben etwas ausweichen.
Um Gleichung (98) nach 7' auflésen zu kénnen, multiplizieren wir beide Seiten mit

N W A (99)
ozh ozl OJxot O %a
Dies liefert auf der linken Seite Terme der Art
oz 9z 4
= = 5 100
dxhr 9zh h (100)

SchlieBlich bekommen wir

- ok Ok gz OxPe
ki..ka __ dp...Oq
Tll...lb = Soer " Jgoe B7h T b Tﬁl...ﬁb . (101)

Dieses Transformationsgesetz entspricht der axiomatischen Definition eines Tensors.

X1 ...0¢q

Die Transformation (101) ist linear und homogen in den Tensorkomponenten 75" "5 *.

Als Spezialfall gilt beispielsweise

_ oz 9" dxF .
af %]
Tw = 57 —8:1;? —B:I;W T, . (102)

Ferner ist die folgende Behauptung offensichtlich: Zwei Tensoren A und B sind genau

dann gleich, wenn alle ihre Komponenten gleich sind
af _ paB
AP = B (103)

fiir alle «, 3, ~. Es geniigt, diese Gleichheit in einem speziellen Koordinatensystem

nachzuweisen.

Es gilt ferner, da3 die Summe von zwei Tensoren mit derselben Zahl von kovarianten

und kontravarianten Indizes wieder ein Tensor ist,
af aff af
AP+ BYY = O, (104)

und daB auch das Produkt eines Tensors mit einem Skalar (dies bedeutet die Multipli-

kation jeder Komponente mit einem Skalar) wieder ein Tensor ist.
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Wir kommen jetzt zur Tensormultiplikation. T;“ﬁ und S*” seien zwei gegebene Tenso-
ren. Wir betrachten die Gro3e

GoPmr = ToP s (105)

Gjﬁ #¥ ist ein 4-fach kontravarianter und einfach kovarianter Tensor. Um dies nachzu-

weisen, untersuchen wir die Grofien
GoPw = Tof S (106)
Es folgt

oz~ 9z° 9% _; oz* dzv
Azt Ozi 9z ¢ dxl dam

m

Too sw

oz~ 9z° dz+ oz P2k _
_ gim afBuv
= O 90 o 0o 0w F - P (107

Dies zeigt, da3 G;“ﬁ #” ein Tensor ist entsprechend unserer axiomatischen Definition.
Das Tensorprodukt T;“ﬁ St = Gjﬁ“” wird oft als das duere Produkt zweier Tenso-
ren T;“ﬁ und S*” genannt. Als ein weiteres Bespiel sei erwihnt, daB§ sich aus den drei
Vektorkomponenten ¢', r*, s' die Komponenten eines Tensors vom Rang 3 bilden las-

sen,

R = gtk st (108)

Wir machen noch einige weitere Bemerkungen speziell zu Tensoren vom Rang 2. Ten-
soren vom Rang 2 werden gewohnlich in Form einer Matrix dargestellt

AH A12 A13
A = AL A2 A | (109)
A31 A32 A33

Das bedeutet aber nicht, da} jede Matrix ein Tensor ist. Zusitzlich muB stets die Trans-
formationsbedingung (101) fiir einen Tensor erfiillt sein.

Wir zeigen jetzt, daB §F ein gemischter Tensor vom Rang 2 ist. Wir benutzen die Sum-
menkonvention, damit folgt
- oz oz JxF ozt 92"

i T 327 T 94F Ba — 94l o7 Ok (110)

25



Fiir einen symmetrischen Tensor gilt

AT = AT (111)
ebenso ist ein antisymmetrischer Tensor definiert durch

AT = AT (112)

Jeder Tensor vom Rang 2 kann in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen

Anteil zerlegt werden,
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Kontraktion von Tensoren und das Quotiententheorem

Wir haben bereits gesehen, wie wir durch Tensormultiplikation einen Tensor htheren
Ranges erzeugen konnen. Nun werden wir zeigen, wie wir durch Kontraktion aus einem
gegebenen Tensor einen Tensor niederen Ranges generieren konnen. Dazu betrachten

wir einen Tensor vom Rang @ + b, 172>, und wir setzen ¢, = j = o. Dies ergibt

Tiretaste Aufgrund der Einsteinschen Summenkonvention impliziert dies die Sum-

J1j2-Jo—10 "

mation {iber alle o. Wir behaupten nun: Tj;;;j;_—;j ist ein Tensor vom Rang a + b — 2,

bezeichnen. Zum Beweis untersuchen wir das Transformations-

11 g—1

den wir mit R; 57

verhalten des Tensors 7'/ ;¢ und setzten 7, = j, = o.

7i1...ia_10 _
JiJp—10 T Oror T Jroa—t

dzh dgta-1 (8:1;”) dzPr Gzl (axﬁb

Oxea | Oz~ Oxh-1 \ Oz°

) Tt (114)
Die Faktoren in den Klammern zusammengefalit ergeben

AT Dl OxPe

— — §Pe 115
zoe 9z Ogme | o (115)
Damit kénnen wir auf der rechten Seite von Gleichung (114) 3, = «, = t setzten
und es folgt
7212 —10 a‘f“ a:fia—l axﬁl axﬁb_l Y. _1t
le"'jb—lg = axal o axaa—l a:fjl o a:fjb_l Tﬁbnﬁb—lt . (116)

Dies zeigt, daB 75" "5~}" ein Tensor vom Rang (a — 1) + (b—1) = a+b—2ist, den
i1 eiamt

wir R; 5~ nennen konnen. Die Operation der Gleichsetzung zweier Indizes bezeich-
nen wir als Kontraktion oder Verjiingung von Tensoren. Im allgemeinen reduziert die

Operation der Kontraktion den Rang eines Tensors um zwei.

Die Kontraktion von Tensoren ist eine Verallgemeinerung der Bildung des Skalarpro-
duktes in der gewohnlichen Vektorrechnung. Im Rahmen der Vektorrechnung haben
wir das Skalarprodukt durch Summation der Produkte der Vektorkomponenten ermit-
telt,

A-B = A B . (117)

Wir wollen nun einen gemischten Tensor vom Rang 2 kontrahieren und sein Transfor-

mationsverhalten studieren. Es ergibt sich

. dzt 9 !
By = o o Bt = @B’; = §. B% = B~ . (118)
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Der kontrahierte gemischte Tensor vom Rang 2 ist invariant bei Koordinatentransfor-
mationen und daher ein Skalar. In der Matrizenrechnung ist dieser Skalar gerade die

Spur einer Matrix. Die Spur einer Matrix ist eine Invariante.

Als néchstes wollen wir das Quotiententheorem behandeln. Wir besitzen bis jetzt zwei
Kriterien um festzustellen, ob ein Satz von Einzelkomponenten einen Tensor bildet.
Dies ist zum einen durch die axiomatische Definition iiber die Transformationseigen-
schaft und zum anderen durch die Bildung des Skalarproduktes gegeben. Nun wird eine
weitere, oftmals angewendete Moglichkeit zum Nachweis des Tensorcharakters auf-
gefiihrt.

Wir starten zunéchst von einem Spezialfall. Gegeben sei ein Satz von Komponenten

T 7 mit gewissen Transformationseigenschaften, um sie in verschiedenen Koordina-

tensystemen ausdriicken zu kdnnen, sowie ein beliebiger Vektor mit den Komponenten
u’". Ferner wird angenommen, da8 bekanntermafen die GroRe

Gitip ity (119)

J1ee-Jr—1 J1ee-dr

K

ein Tensor ist. Dann behauptet das Quotiententheorem: T;ll.'.'. ,¥ ist ein Tensor. Zur Be-

weisfiihrung multiplizieren wir beide Seiten von Gleichung (119) mit p beliebigen ko-
(1) (»)

varianten Vektorenw; ’ ... w; "’ und (r—1) beliebigen kontravarianten Vektoren uﬁ) e
S;i;f_l wl(»ll) . .wl(»f) uﬁ) . u{;:ll) = T;f;f w’r u{;zll) . uﬁ) wl(»ll) e wl(»f)(.l20)

Die linke Seite dieser Gleichung ist ein Skalar entsprechend der zuerst gegebenen Defi-
nition eines Tensors. Daher mul} auch die rechte Seite einen Skalar bilden. Daraus folgt
weiter, daB 7" klarerweise ein Tensor sein muB, da auch /- beliebig ist. Dies beweist
das Quotiententheorem in dem angegebenen Spezialfall.

Wir wenden uns jetzt dem allgemeineren Fall zu, in dem wir den beliebigen Vektor «
durch einen Tensor A ersetzen. Gegeben sei wieder ein Satz von Komponenten T;f;p

und ein beliebiger Tensor A} ]Zp Es wird ferner angenommen, daf die Grof3e

Gtk pieiktikedp pdreds (121)

J1e-Ji—1 Jlee-Ji—1Jtedr g ip

ein Tensor ist. Dann behauptet das Quotiententheorem, daf3 T;f;p ein Tensor ist.

Zur Beweisfiihrung nutzen wir aus, dafl wir jeden Tensor in eine Summe von Produkten
von Vektorkomponenten zerlegen konnen. Als Beispiel betrachten wir den Tensor 7'/
Aufgrund der Definition des Tensors muf3 gelten,

P = THr7s,t, (122)
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ist ein Skalar. Wir konnen nun setzen
T = a"b"e¢, . (123)

Daraus folgt tatsdchlich, dal die GroBe a*s, b"t, c,r? ein Skalar ist. Wir zerlegen nun

den Tensor A7,/ wie bereits erwéhnt in eine Summe von Produkten von Vektorkom-

gr (k) (p)

ponenten uﬁ) C Uy wi w2 Nun multiplizieren wir beide Seiten von Gleichung

(121) mit beliebigen Vektoren uf}, ... (=} w(}’ ... w(~". AbschlieBend gelten die

Th—1
gleichen Argumente wie im obigen Spezialfall.
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Der Fundamentaltensor

In diesem Abschnitt wollen wir lernen, wie man Indizes von Tensoren von oben nach

unten schieben kann und umgekehrt Indizes von unten nach oben schieben kann.

Wir gehen aus von einem zweifach kontravarianten Tensor 7'** und bilden das Tensor-
produkt mit einem symmetrischen, zweifach kovarianten Tensor ¢;;. Gleichzeitig kon-
trahieren wir den Index k. Wir definieren nun einen gemischten Tensor vom Rang 2
durch

T, = gu T, (124)

der zu T assoziiert ist. Die Operation der Multiplikation mit g;;, und Kontraktion hat
den Effekt den Index £ zu erniedrigen. Die Reihenfolge der Indizes muB strikt beachtet
werden. Im Fall der Gleichung (124) muf3 der Index : zuerst geschrieben werden. Im
allgemeinen gilt 7%, # 7T,‘. Nur im Fall symmetrischer Tensoren 7% = T* ist die
Reihenfolge der Indizes belanglos.

Wir kénnen die Operation des Indexherunterschiebens wiederholen und definieren
Tt = Gim T) = Gim g T . (125)

Dies ist der zweifach kovariante Tensor, der assoziiert ist mit dem zweifach kontra-
varianten Tensor 7'**. Die Erweiterung dieser Prozedur auf eine beliebige Anzahl von
Indizes ist offensichtlich.

Im Prinzip ist die Wahl des Tensors ¢;; beliebig. Ist er jedoch einmal fixiert, spielt er
eine wesentliche Rolle in der Tensoranalysis. Er etabliert die Beziehung zwischen kon-
travarianten und kovarianten Formen desselben Tensors. g;;. wird daher auch der Fun-
damentaltensor genannt. In einem metrischen Raum, wie etwa dem 4-dimensionalen
Raum in der Allgemeinen Relativititstheorie, ist es naheliegend den metrischen Ten-
sor als Fundamentaltensor zu wéhlen.

Wir wollen nun die Erhhung von Tensorindizes diskutieren. Dazu definieren wir einen
kontravarianten Tensor, der fiir die Erhohung der Indizes dieselbe Rolle spielt wie ¢
fiir die Erniedrigung der Indizes. Wir betrachten in einem speziellen Koordinatensy-
stem die inverse Matrix zu der Matrix der ¢;.-Koefizienten

(g% = (gu)™". (126)
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Die inverse Matrix (g'*) ist eindeutig durch die Eigenschaft
9% gin = 0 (127)

charakterisiert. In Gleichung (127) wissen wir, 5} ist ein Tensor und daf} der Satz der
g;1x-Koeffizienten ein Tensor ist. Aus dem Quotiententheorem folgt dann, daf auch der
Satz der Koeffizienten ¢g** ein Tensor ist. Wir definieren nun den Tensor (g%*) durch
Anwendung der Transformationsgesetze eines Tensors auf die Matrix (¢**),
0T o™
9" = 5a 979 (128)

Der gemischte Tensor ergibt sich aus der Definition

g, = gngt = 6. (129)
Wir definieren schlieBlich noch die zu T',,; assozierten Tensoren 7" * und 7"

Tt = ¢"Tu, (130)

Damit sind die Operationen (125) und (131) reziprok zueinander, was natiirlich auf die
Relation (127) zuriickgefiihrt werden kann.

31



Tensorfelder in Riemannschen Raumen

Bisher haben wir die Tensoren eingefiihrt und einige algebraische Operationen mit Ten-
soren definiert. Jetzt werden wir das Konzept des Tensorfeldes einfiihren, um in der La-

ge zu sein, Tensoren an verschiedenen Raumpunkten miteinander vergleichen zu konnen.

Ein Tensorfeld besteht aus einer Zuweisung eines Tensors zu jedem Punkt im Raum.

Die Komponenten eines Tensors werden somit Funktionen der Koordinaten
T = Tt 2™, (132)

Wir nehmen an, da3 die Komponenten des Tensorfeldes zweifach differenzierbare Funk-
tionen der Koordinaten sind. Wir beginnen unsere Studien mit Tensoren vom Rang 1,

also mit Vektoren. Wir stellen uns nun beispielsweise die Frage: Wann ist ein Vektor-

feld konstant? Im Rahmen der Euklidischen Geometrie wiirden wir sagen: Wenn al-

le Komponenten der Vektoren konstant sind. Daraus folgt auch eine konstante Linge

der Vektoren. So konnen wir leicht Vektoren an verschiedenen Raumpunkten auf ihre

Gleichheit hin iiberpriifen. Dies gilt in Riemannschen Rdumen im allgemeinen nicht

mehr. Aus der Konstanz der Komponenten der Vektoren folgt nicht mehr die Konstanz

der Betrige. Der Grund hierfiir liegt in der expliziten Ortsabhédngigkeit des metrischen

Tensors.

Wir betrachten ein spezielles Vektorfeld mit der selben konstanten ersten Komponente
dx! an jedem Raumpunkt. Am Punkt P gilt

vW(P) = (d«t,0,...,0) (133)
mit

ds® = g1 (P)(dz")?. (134)
Am Punkt () hingegen folgt fiir das Quadrat der Linge

ds® = g11(Q) (dz')?. (135)

Aus der Konstanz der Liange schlieBen wir g1 (FP) = ¢11(Q). Wir betrachten nun ein
anderes Vektorfeld

v(P) = (0,0,....d", 0,...,0). (136)

Aufgrund derselben Annahmen wie oben folgt nun: g;; mufl im ganzen Raum konstant
sein. Nun betrachten wir die Summe v 4+ v() und finden, gi; muB} auch konstant sein.
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Wenn wir also ein konstantes Vektorfeld durch die Konstanz der Komponenten beschrei-
ben wollen folgt, daB alle ¢;;’s konstant sein miissen. Einen solchen Raum nennen wir
einen pseudo-Euklidischen Raum.

Die obige Definition der Konstanz eines Vektorfeldes ist auch nicht koordinaten-invariant.
Haben wir ein Vektorfeld mit konstanten Komponenten im Koordinatensystem (z*)
vorliegen, so folgt fiir das System (z°)
oz
dxk

Da die Koordinatentransformation beliebig ist, gilt im allgemeinen, v° ist nicht kon-

—1

(137)

stant.

Wir wollen nun die Konstanz eines Vektorfeldes so definieren, da3 sie unabhéngig von
einem speziellen Koordinatensystem wird und als Spezialfall die Euklidische Definiti-
on beinhaltet. Dazu untersuchen wir, wie die Komponenten o' variieren, wenn wir von
einem Punkt im Raum zu einem benachbarten Punkt entlang einer Kurve gehen, die
durch den Parameter p parametrisiert ist. Wir nehmen an, daB v* konstant ist. Wir dif-
ferenzieren v° nach p

dv’ _ d dz' N . 9 ox' d_:]‘;lvk _ ﬂd_xlvk (138)
dp dp \ Oz* oxt \oxzk ] dp dxk ozl dp

Aber wenn wir eine intrinsische Charakterisierung des konstanten Vektorfeldes haben
wollen, unabhiingig von einem speziellen Koordinatensystem, sollten wir do' durch o

ausdriicken.
dv’ 9zt 9Lt dz™ 9F . _dzm
= - a—— —FZ )
&~ ot od g dp 0wl " mi gy (139)
mit der abkiirzenden Schreibweise
. 2?z 92t 92F
Loi = ~ gk oat 9o 037 - (140)

Die Vorzeichenwahl ist reine Konvention. Die Konstanz der Vektorkomponenten in
dem urspriinglichen Koordinatensystem bewirkt das allgemeinere Gesetz (139) in be-
liebig anderen Koordinatensystemen. Ohne auf die Ableitung dieser Relation wieder
konkret bezug zu nehmen, betrachten wir zukiinftig generell die Differentialform

dv' = =T da™ v . (141)

Wir nehmen also an, da das Inkrement dv* eine Bilinearform in der Verriickung dz™
und in den Vektorkomponenten v/ ist. I ; kann im Prinzip jede beliebige Funktion der
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Koordinaten sein und muf3 nicht mehr durch die spezielle Form (140) beschrinkt sein.
Bei der Ableitung der Relation (140) waren wir ja von einem konstanten Vektorfeld in
einem speziellen Koordinatensystem ausgegangen. Der Ausdruck (141) ist ein gene-
relles Gesetz fiir die Verriickung von Vektoren ausgehend von v* bei {x’} zu v + dv*
bei {2/ + dz’}.

Wir fordern nun, daf§ dieses Transplantationsgesetz koordinaten-invariant gelten soll
und daB ferner der Satz der Komponenten v’ + dv’ wieder einen Vektor bei {27 4 da}
bildet. Diese Forderung stellt natiirlich gewisse einschrinkende Bedingungen an die
mégliche Form der Koeffizienten I ;- Im urspriinglichen Koordinatensystem gilt das
Transplantationsgesetz

vi(:zj +dz) = v dvt = ot — anj dx™ v . (142)

Dieses Gesetz soll nun auch in den transformierten Koordinaten gelten, d.h., wir for-
dern, das Gesetz soll kovariant sein. Wir fordern ferner, der Satz der Komponenten
v'(z + dx) bildet einen Vektor. Per Definition bedeutet dies

B . o7l

v (x+de) = o'(x 4+ do) (—) ) (143)
ox’

z+dx
Einsetzten und ausschreiben ergibt
o o 97
v =17 dx™ vt = (vl -1, da™ vl) ( :1;) . (144)
8:1;2 z+dx

Den letzten Faktor in (144) entwickeln wir in eine Taylor-Reihe und behalten nur die
Terme in niedrigster Ordnung bei

dz? dz? 9?z
. ~ . . dz" . 145
(axz)ﬁdw (8:1;2)1, + dz' Oz ¢ (145)

Dies setzten wir in (144) ein

om0
K3 €z _I_ K3 €z d e

=i TJ T R
v =17 dz"v° = w ) . x
ms dz? dxt dx™

dz".  (146)

7 m a‘f] 7 m 82‘%]
-1, dx vt Fyi I, dx vt 52l B

Wir behalten nur die Terme in niedrigster Ordnung in dz bei. Umbenennung der Indizes
fiihrt auf

. o 9%
—m =5 __ 7 o b
4 dz™ o° = (Faﬁ Yy 8:1;5) dx®v” . (147)
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Die beiden letzten Faktoren auf der rechten Seite konnen wir wieder durch die trans-

formierten Koordinaten ausdriicken

dz® OxP
dr® 5] — dz™ o°
¥ v 9o Do "o (148)
Daraus ergibt sich
y oz’ 9z~ dx° . 2z x> 02
v . dz™o° = . — I, — dz™ v*. (14
ms G0 (axz ozm 9z*  ° " 9xo 0zP dzm 8:1;5) ot (199)
In dieser Beziehung sind dz™ und ©° beliebig. Daher muf} gelten
iy oz’ 9z~ dx° . 2z x> 02
7 .= - — — I, — . 1
" dxt dzm 9z 7 9z~ dxP Jaxm Iz (150)

Dies ist das Transformationsgesetz der Koeffizienten I't; aufgrund der Kovarianz-Forderung.
Die Koeffizienten I'}; werden auch affine Verbindungen genannt. Das Transformations-
gesetz (150) ist inhomogen in den Koeffizienten I'¢,. Es unterscheidet sich dadurch von
dem Transformationsgesetz eines Tensors. Die Koeffizienten I'%, bilden keinen Tensor.
Jedoch ist offensichtlich die Differenz zweier solcher Koeffizienten ein Tensor, da bei
der Differenzbildung der inhomogene Term herausfillt. Bei linearen Transformationen
zwischen = und x verschwindet ebenfalls der inhomogene Term in (150) und die I"’s

transformieren sich wie ein Tensor.

Im folgenden postulieren wir die Existenz eines sogenannten geoditischen Koordina-
tensystems, in dem die Komponenten eines Vektors bei einer infinitesimalen Verriickung
entsprechend dem Gesetz (141) nicht verindert werden. Da dz™ und »' beliebig sind,
impliziert dies, daB lokal gilt: I'* ; =0. Aus dem Transformationsgesetz (150) folgt dann
eine Symmetrie der I _ in den unteren Indizes, daB auch der inhomogene Term sym-

metrisch in diesen Indizes ist. Zukiinftig werden wir stets
r, =TI, (151)
verwenden.

Als nichstes wollen wir die spezifische Form der I'’s in einem Riemannschen Raum
ableiten. Wir haben bereits das Gesetz der Vektorverriickung mit Hilfe der affinen Ver-
bindungen I' kennengelernt. Eine Mannigfaltigkeit, in der ein Gesetz der Vektortrans-
plantation definiert ist, hei3t ein affiner Raum. Fiir die Definition der Vektorverriickung
haben wir bisher noch nicht auf die Metrik zuriickgreifen miissen.

Als weitere Einschriankung fordern wir nun: Das Skalarprodukt von zwei Vektoren soll
bei Vektorverschiebungen invariant bleiben. Dies beinhaltet auch, daf3 die Linge eines
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Vektors bei Verriickungen invariant bleibt. Ferner werden wir sehen, daf aufgrund die-
ser Forderung die F; »-Koeffizienten Funktionen der Koeffizienten des metrischen Ten-
sors und ihrer ersten Ableitungen werden.

Wir betrachten eine infinitesimale Verriickung entlang einer Kurve. Das Skalarprodukt
zwischen den Vektoren v und v ist gegeben durch

upv® = Gik u'o” (152)

Die Forderung nach Invarianz des Skalarprodukts bei einer Verschiebung der Vektoren
um das Element ds der Bogenlidnge entlang der Kurve beinhaltet

d .
g(gikulvk) =0. (153)
Es folgt
de! ;. du® dv*
k) —— U’ ; wu' — = 0. 154
Giklt - WOTF Gik =0+ Gik U (154)

Jetzt verwenden wir das Verschiebungsgesetz (141), das es uns erlaubt, die Vektoren
u'(p) entlang einer gegebenen Kurve 2™ (p) zu berechnen, wenn die Anfangswerte u'(p =
0) bekannt sind.

du’ - dz™
N p L |
= I L (155)
Damit ergibt sich aus (154)
dx! . dx! dx! . i

Gikll Is wor — gk I " — gir Fﬁg u'v® = 0. (156)

o
Im zweiten Term wurden die Indizes umbenannt (¢« — r, m — [), ebenso wurden
im dritten Term die Indizes umbenannt (K — r, m — [). AuBerdem haben wir von
der Symmetrie (151) Gebrauch gemacht. Diese Gleichung fiihrt auf eine eindeutige
Bestimmung der I'-Koeffizienten. Wir fiihren eine zyklische Permutation der Indizes

durch
Giel — Gk Uy — gir Ty = 0
grli — gt Uy — g Uy = 0
Giitk — 9ri Uy — g Iy = 0. (157)

Wir haben jetzt die Symmetrie der ¢;; und die Symmetrie der I ﬁ , in den unteren Indizes
ausgenutzt. Wir addieren die beiden letzten Gleichungen von (157) und subtrahieren
von der Summe die erste Gleichung. Dies ergibt schlieB3lich

Gkt + Gk — Girp — 2% 90 = 0. (158)
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Auflosen fiihrt auf das gewiinschte Endergebnis

I = %grl(gkm + Giilk — Giklt) - (159)

Die Koeffizienten I'}; werden Christoffel-Symbole zweiter Art genannt. Als Christoftfel-
Symbole erster Art bezeichnet man abkiirzend die folgende Kombination von Ableitun-
gen des metrischen Tensors

ik, 1] = % (gkl|i + G|k — gz’k|l> . (160)

Mit Hilfe der Christoffel-Symbole 148t sich auch das Gesetz der Parallelverschiebung in
einem metrischen Raum angeben. Hierbei verstehen wir unter “parallel” die Invarianz

des Skalarproduktes.

du' = =T, da® o' (161)
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Die Geodatengleichung

Die Gleichung einer Geoditen 1d6t sich in verschiedener Weise ableiten. Wir mochten
hier jeweils eine geometrisch bzw. physikalisch betonte Betrachtung vorstellen.

Gegeben sei ein Raum, den wir wieder mit einem Koordinatennetz iiberziehen wollen.
Ferner sei eine Metrik vom Riemann-Typ sowie ein Verschiebungsgesetz von Vekto-
ren definiert. Wir wollen nun den Begriff einer Geraden in einem solchen affinen Raum
diskutieren. In einem Euklidischen Raum ist eine Gerade dadurch charakterisiert, da3
ein beliebiger Tangentialvektor parallel zu sich selbst bleibt, wenn wir ihn entlang der
Geraden verschieben. Diese Eigenschaft werden wir benutzen, um eine verallgemei-

nerte gerade Linie in einem affinen Raum zu definieren, die wir Geoditische nennen.

Zunichst diskutieren wir den Tangentenvektor einer Kurve. Die Kurve sei in Parame-
terdarstellung gegeben

xt = z'(p) (162)
mit dem Parameter p. s bezeichne das entsprechende Bogenmal} entlang der Kurve.
Dann ist

ot dz d
Lo e _dai(p) dp (163)

ds dp " ds

der Tangentenvektor der Kurve z‘(p) in kontravarianter Darstellung. Mit Hilfe des me-
trischen Tensors ¢;; konnen wir die kovariante Darstellung des Tangentenvektors ge-
winnen. Definitionsgemél gilt

dz”

Te (164)

U; = Gik

Wir erinnern uns an die Definition des BogenmaBes ds* = g, dz' dz®. Damit folgt
sofort fiir den Betrag des Tangentenvektors
; deidx®

uuizgikﬁzl. (165)
Mit Hilfe dieses Tangentenvektors konnen wir eine Definition der geoditischen Linie
oder (etwas unprizise ausgedriickt) der “geradesten” Linie angeben: Eine Raumkur-
ve hei3t geoditische Linie, wenn die Tangentenvektoren in zwei benachbarten Punkten
durch Parallelverschiebung auseinander hervorgehen. Zwei benachbarte Punkte auf der
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Raumkurve unterscheiden sich dabei um die Verschiebung dz'. Bei einer Parallelver-
schiebung gilt fiir die Anderung von u' entlang der Kurve

du' = —uf T, dat (166)
Das Christoffel-Symbol I'%, ist definiert durch

1.
I = §9m (ghk|l + Ghilk — gkl|h) (167)

mit der Nomenklatur

Ogn

Ghk|l = Dol (168)
Division durch ds in (166) fiihrt auf
du’ dz!
= —ufF1 169
ds 4w ds (169)

SchlieBlich erhalten wir aufgrund der Definition (163) die Gleichung fiir die Geodite

d*zi dxt dat

— 4+, — —=0. 170

ds? Tl ds ds (170)
Die geoditische Linie stellt eine Verallgemeinerung der Geraden der euklidischen Geo-

metrie dar.

In einer zweiten Vorgehensweise definieren wir als geoditische Linie diejenige Raum-
kurve zwischen zwei Weltpunkten A und B, die die Bogenlinge

B
s= [ ds (171)
/

zu einem Extremum macht. Die Geoditische erhalten wir also aus der Forderung, dal3
die Variation

5/d$ = 5/ —dp = 5/ [gzk Ccl; d;:] 1/2alp =0 (172)
verschwindet. Dabei haben wir den Ausdruck

L =[gui'i*]" = Z—; (173)
eingefiihrt mit der Ableitung

P = CZ; . (174)
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Aus dem Variationsprinzip folgen die Euler-Lagrange-Gleichungen

d (0L oL
(=)= =0,
dp \ O0z! ox!

Es gilt nun
AL gn @ O gt gud towd®  guit +gu it
ozt 2L 2L 2L
2 gi, 2" dz®
= 27 = Jik E )
oL 1 ok L dz® dz*
el T ap M= 0

Einsetzen in die Euler-Lagrange-Gleichungen liefert
d (0L L dz® dz* B
ds \0a )~ 29 g5 s

Dies fiihrt weiter auf

i d_:z;k 1 dxt da* —0
s ik de gzk|l ds ds

und

dzxk_l_dxk 'd:zji 1 ' dz® dz* B
ik 2 ds Glk|i ds 292k|l de ds =

Dies ergibt zusammengefal3t

A2z N ( ' 1 ' ) dzt dz* -
ik 2 Glk|i 292k|l s ds
Nun gilt aber

dat dz* 1 dat dz* 1 dat dz*
Gikli g g T g I s g T g itk s e

Damit lassen sich die Euler-Lagrange-Gleichungen schreiben als

d?z* N 1
gik 2 5

dzt dxF B
ds ds

(glk|i + gk — gik|l)

Wir multiplizieren mit g™ und erhalten

d*zh 1

41 ( L g — )d:zj dz®
2 9 Gikli T Giilk — Gik|l

ds dsz
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Wir verwenden die Definition (167) des Christoffel-Symbols, die Symmetrie des me-
trischen Tensors ¢;; = ¢r; und bekommen somit
d?zh LT dzt dxF
ds? kods ds

SchlieBlich benennen wir noch um : — [. h — 1. Dies fiihrt uns abschlieBend wieder

=0. (185)

auf die Gleichung fiir die Geodite

d*zi dxt dat

— 4+, — —=0. 186

ds? Tl ds ds (186)
Eine besondere Betrachtung miissen wir fiir den Fall einer Nullgeodéten durchfiihren,

die definiert wird durch die Bedingung
ds =0. (187)

Offensichtlich konnen wir hier nicht mehr durch ds dividieren. In dem Spezialfall der
Nullgeoditen gehen wir von der Parameterdarstellung der Raumkurve z* = x'(p) aus.
Wieder definieren wir

- da?
¢ = 188
= (188)
und
d k
v = g (189)
dp
mit dem Betrag
. ds\?
vy = (_) 0 (190)
dp
auf der Nullgeoditen. Mit der Verriickung dv' = —v* T, dz' gilt offensichtlich die
Differentialgleichung
d2 7 o d k d l
oy, g (191)

a My

Diese Gleichung kann zur Bestimmung einer Nullgeodédten verwendet werden.
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Gravitation als metrisches Problem

Wir betrachten einen Raum, in dem eine geringe Abweichung von der Lorentz-Metrik
vorliegt. Wir nehmen an, daB} ein zeitunabhiingiger metrischer Tensor gegeben sei

G = 95 + €7 - (192)

Hierbei bedeutet ¢ eine kleine Konstante, ¢{%) die iibliche Lorentz-Metrik mit der Si-
gnatur (4, —, —, —) und schlieBlich weist der Tensor v,,,, auf eine geringe Abweichung
von der Lorentz-Metrik hin. Wir wollen nun zeigen, da3 der Term ¢ v, die Wirkung der
Gravitationskraft wiederspiegeln kann. In den folgenden Niherungsrechnungen setzen
wir kleine Geschwindigkeiten v < ¢ voraus und behalten somit nur Terme in erster

Ordnung in ¢ und in 3 = v/c¢ bei. Fiir das Quadrat des Lingenelementes folgt dann

ds® = (d2%)? — (dz")? — (d2?)? — (d2°)* + €, dx* dz” (193)
und weiter
ds\’ 9 9 dz* dz” 9 dz* dz”
— = — y— = 1— 3? y——=——1] . (194
(dt) CTUE e g T P g g ) - (199
In erster Ordnung in € und 3 folgt
) (1 + €700) (195)
o) e €700) -
Wir betrachten nun die Differentialgleichung einer Geoditischen
d*a® o dz" dx”
— =0. 1
ds? +{ noT } ds ds (196)

Die Ableitung von gﬁ) verschwindet, daher enthilt das Christoffel-Symbol den Faktor
e. Wir erhalten ferner

de" da”  da" da” ( dt )2 da7 da” 1 (197
ds ds dt dt \ds dt dt (1 +€ev0)

Fiir n, 7 # 0 148t sich dies schreiben als
da" dx” 1 _ " 7 1 (198)

dt dt ¢ (14 €700) ¢ ¢ (1 + €700)

Bis auf den Fall » = 7 = 0 ist das Produkt { “ } % % von der Ordnung /3
n T

und wird daher vernachldssigt. In erster Ordnung in € und 3 folgt
d*z° « dz°\*

—] =0. 1
d32+{ 0 0 }(ds) (199)
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Mit (195) schreiben wir dies um in

{ ) }
n 00
i =0 (200)

e (1 + €700) 1+€v0

oder

d*z” o 9
7 + 0 0 cc=0. (201)

Die Differentialgleichung fiir z° = ¢¢ brauchen wir offensichtlich nicht zu untersu-

chen. In diesem Zusammenhang miissen wir zeigen, daf} gilt

0 —0 (202)
oo [

Per Definition gilt

1
[00, A] = 5 (QOMO + 9rojo — 900|/\) . (203)

g, 1st zeitunabhiingig, dies ergibt

1 1

[00, A] = _§QOO|/\ =73 € Yoo|A - (204)
Damit haben wir
o 1 1
{ 0 0 } = g* [00,A] = —§9M Yoo = =3 g gy - (205)

Der letzte Schritt stellt wieder eine Ndherung dar, da nur Terme in erster Ordnung in ¢
beriicksichtigt wurden. Somit folgt

0 1 ? 1
{ 0 0 } 5 € Yoolo ) { 0 0 } 5 € Yoo|; TUT ? (206)

Damit bekommen wir schlieBlich

d*x c?
diz g ©7ooli (207)

In dreidimensionaler Notation konnen wir die Bewegungsgleichung schreiben als

d*7 A S
ﬁ = _E GV’}/OO . (208)
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Dies ist aber gerade die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir die Bewegung eines Teil-

chens in einem Gravitationsfeld. Wir miissen nur identifizieren

c2

¥ = o €%o0 , (209)
wobei ¢ das gewohnliche Gravitationspotential aus der klassischen Mechanik bezeich-
net. Auf der anderen Seite gilt, wenn das klassische Potential ¢ gegeben ist, so wird die
Bewegung des Teilchens entlang der 4-dimensionalen Geodétischen erfolgen, wenn die

goo-Komponente des metrischen Tensors die folgende Form hat
2p

Da gy letztlich festlegt, wie Zeiten gemessen werden, bedeutet dies auch: In einem Gra-

vitationsfeld gehen die Uhren langsamer.
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Die geodatische Abweichung —

Einfiihrung des Riemannschen Kriimmungstensors

Wir wollen nun ein Verfahren ableiten, um feststellen zu konnen, ob eine Bewegung
in einer Ebene vorliegt oder ob wir es wirklich mit einem gekriimmten Raum zu tun
haben. Im Fall der Bewegung in der Ebene sind die Geoditen Geraden in der Ebene
und die Bewegungsgleichungen lassen sich relativ einfach integrieren.

Wir untersuchen eine Schar x(s, p) von Geodéten auf einer Fliche. Dabei kennzeichnet
die Bogenldnge s den Kurvenparameter. p ist der Scharparameter, der die verschiede-

nen Geoditen kennzeichnet.

Wir bilden zunéchst die partiellen Ableitungen

b ozt
- 9s ]
Vi — ozt 7
dp
at ov?
= ) 211
dp ds 21D

Der Tangentenvektor ¢ zeigt in Richtung der Geschwindigkeit. V* dp ist gerade der Ab-
standsvektor zweier benachbarter Geoditen. Um zu sehen, ob es sich bei der Flidche
um eine Ebene handelt oder nicht, diirfen wir jedoch nicht einfach 3% V*/ds?* bilden.
Schon bei einer Geraden in der Ebene wird ja die Tatsache, dafl der Tangentenvektor
t' = dx'/ds konstant, d.h. unabhiingig von s ist, in einem beliebigen Koordinatensy-

stem nicht durch dt' / ds zum Ausdruck gebracht, sondern durch die Geoditengleichung
D . dti - dat
= = I tk hatedl

Ds ds Tl ds
Hierbei haben wir als abkiirzende Schreibweise den Operator 1D/ Ds definiert. Wir be-

=0. (212)

trachten jetzt die Ausdriicke
D 9%z

— = 4RV 213
Dp 88 ap —I_ kl 9 ( )
D . 92zt »
— VP = T VR 214
Ds ds dp Tl (214)
Damit ersehen wir sofort
D . D .
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Wir untersuchen jetzt die GroBe
D*V? D (D .
—_— = — | = 21
Ds? Ds (Dp ) ’ (216)

um mit ihrer Hilfe das Verhalten des Abstandes zweier benachbarter Geoditen zu dis-
kutieren. Einsetzen fiihrt auf

DrV? D [t
- = I,k v!
Ds? Ds (8 + )
ot Otk oV!
= Lo, P Vi | — Ve d
dsop Tk * ’”(as s
3 (9 k [
+ I, 0 + ItV e (217)

Diese Gleichung kénnen wir vereinfachen, indem wir aus der Geoditengleichung die
offensichtliche Gleichung

D Dt D (ot
= = I 15t 21
Dp Ds Dp (8 + ) (218)
auflosen.
0%t otk ot
s ap kl|m kil ( ap + ap
. fOt"
I, ( o=+ Th 51 )VS. (219)
Einsetzen in (217) fiihrt auf
D2 VZ m 4k y/1 7 7 r i T
D2~ Ut v ( [T N ST o R B _Frlrkm) : (220)

Die rechte Seite dieser Gleichung gibt uns ein Malf fiir die Abstandsédnderung benach-
barter Geoditen. In der Sprache der Mechanik ist dies die Relativbeschleunigung zwei-
er auf benachbarten Bahnen fliegender Massenpunkte. Die GroBe (220) wird geoditi-
sche Abweichung genannt.

Falls die Geoditen Geraden in einer Ebene sind, sollte die rechte Seite verschwinden.
Damit ist (220) auch ein MaB fiir die Kriimmung der Fliche, fiir das Abweichen der
Fldache von der Ebene. Die Grofie

Rikml = F;;”m - zmu + Fimml - FizFﬁ;m (221)
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nennt man den Riemannschen Kriimmungstensor. Man kann ihn rechnerisch aus den
Christoffel-Symbolen oder durch Messung der Abstandsinderung benachbarter Bahn-
kurven bestimmen. Verschwindet er, so ist die Fliche eine Ebene, und die Bahnkurven
sind Geraden.

Als Beispiel berechnen wir den Kriimmungstensor der Kugelfliche. Es gilt
ds® = RQ(CM2 + sin?Y dc,oz)
= R*(dx')? +sin’z! (dz?)?] = gi dz' dz* . (222)
Die einzigen nichtverschwindenden Christoffel-Symbole sind

1 . .
[, = —sind cos?,

M2, = I% = cotd . (223)

Daraus erhalten wir die folgenden nichtverschwindenden Komponenten des Kriimmungs-

tensors
1 1 : 2 1
Ry = —Ryy = —sin™ = _ﬁgm )
1
R2121 = _32112 =1= R? g1 . (224)
Fiir alle weiteren Komponenten gilt
R, = 0. (225)
Das Ergebnis 146t sich in die zusammenfassende Form
' Lo i
Rt = 2 (80 950 = 8 g (226)

bringen. Fiir R — oo verschwindet der Kriimmungstensor.
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Die kovariante Ableitung

In krummlinigen Koordinaten bilden die Ableitungen

Bak
. = : 227
Akl Iz’ ( )
da*
&= X (228)

der Komponenten eines kovarianten bzw. kontravarianten Vektors im allgemeinen kei-
nen Tensor. Dies zeigt man leicht am Beispiel eines kovarianten Vektors mit den Kom-

ponenten «ay, der sich nach

B ol
ap = @al (229)

transformiert. Daher folgt fiir die Ableitung
day, dxl 9z dd! 9%t

oz~ 97F o7 oo T awiook

Die Ableitung ay; transformiert sich also nur dann wie ein Tensor, wenn die 2* lineare

(230)

Funktionen der z* sind. Analoge SchluBfolgerungen gelten auch fiir Tensoren hoher-
er Stufe. Es stellt sich daher die Aufgabe, die Ableitung eines Vektors koordinatenun-
abhéngig zu definieren.

Das Differential eines Vektors ist die Differenz zweier infinitesimal benachbarter Vek-
toren. Um diese Differenz bilden zu konnen, miissen wir zuvor offensichtlich einen der

beiden Vektoren in den Raumpunkt des anderen verschieben.

Wir betrachten zuniichst das kontravariante Vektorfeld u(27) und dessen Anderung,
wenn wir vom Raumpunkt 2/ zum Punkt 27 + dz’ gehen. Wir vergleichen am Punkt
27 +dz? den Wert u'(2/ + dx’) des Vektorfeldes mit dem Vektor u'*(z7 4+ dz?), den wir
durch Transplantation von u*(z7) um dx’ erhalten. Wir betrachten also die Differenz

D = ui(:zjj + d:z;j) — u”(:z;j + d:z;j) ) (231)

Die Taylor-Entwicklung von u‘(z/ + dz’) um 27 liefert
ou'

dxk

Fiir v (27 + da), also dem verschobenen Vektor, gilt

ui(:zjj + d:z;j) = ul(:zj]) + da* + O(d:Jck)2 ) (232)

u”(:z;j + d:z;j) = ul(:zj]) — le utdz® . (233)
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Daraus folgt

ou' :
D = l@ + I, ul] dz" 4 O(dz*)? . (234)
Dies legt die Interpretation nahe, dafl der Ausdruck in Klammer, der unabhéngig von
dz7 ist, die Rolle der ersten Ableitung tibernimmt.

D ist die Differenz von zwei Vektoren und somit ein Vektor, dz* ist ein beliebiger Vek-
tor. Vernachlidssigen wir nun die hoheren Terme in (dgck)”, n > 1, so folgt aus dem
Quotiententheorem, daf} der Klammerausdruck in (234) ein Tensor ist. Wir nennen ihn
die kovariante Ableitung des kontravarianten Vektorfeldes u . Weder du'/dx" noch I,
bilden einen Tensor, was wir aufgrund der Transformationseigenschaften nachgepriift
haben, aber die Kombination in eckigen Klammern ist ein Tensor. Wir fiihren die No-

tation ein
i O’ i i i
u'y = @—I—qu :ulk—l—FMu. (235)
Die Bezeichnung kovariante Ableitung ist aus den folgenden Griinden gerechtfertigt: 1)
Es hat sich bereits gezeigt, da3 die kovariante Ableitung die Rolle der ersten Ableitung
in der Taylor-Entwicklung einnimmt. 2) In pseudo-Euklidischen Rdumen reduziert sich

die kovariante Ableitung auf die gewohnliche Ableitung ui| L

Wir wollen nun beweisen, dall die kovarianten Ableitungen uiH ; des kontravarianten
Vektors mit den Komponenten ' tatsdchlich die Komponenten eines Tensors bilden.
Dazu betrachten wir ein Vektorfeld «‘(z*) in einem Riemannschen Raum. Es sei ferner
2“(s) eine beliebige Kurve und wir definieren ein Vektorfeld v*(s), so da fiir jeden
Punkt entlang der Kurve die Gleichung
dv' codat
T + 1%, v

erfiillt wird. Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung zur ein-

=0 (236)

deutigen Bestimmung der v entlang der Kurve, sofern die Anfangswerte einmal fixiert
sind. Die Grof3e

P(s) = gpu'v*, (237)

die fiir jeden Punkt entlang der Kurve definiert ist, bildet offensichtlich einen Skalar.

Damit ist auch die Ableitung
dP

Pls) = (238)
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in bezug auf die Bogenlidnge ein Skalar. Wir berechnen diese Grofle

d! i ; dx! ; dz!
P’(S) = gik”%u Uk‘l'gikuugvk—l—giku U]Tlg' (239)
Wir verwenden nun die Bestimmungsgleichung (236) der v, somit folgt nach Umbe-

nennung der Indizes (k — r)

- dat dz’ E dz’

P'(s) = Girpt U e v+ gir ui“ T v — Gk ut I'; e v (240)
Umschreiben ergibt
. 1 dat
P'(s) = [UZ (gir|l — Yik Ff;) + gir uﬂ =
d l
— Trl i v ) (241)
ds

wobei 7); den Ausdruck in der eckigen Klammer darstellt. Die linke Seite von (241)
ist ein Skalar wihrend dx'/ds und v" beliebige Vektoren sind. Aus dem Quotienten-
theorem folgt daher, da3 die Komponenten 7'.; einen Tensor bilden. Wir schreiben die
GroBe 7,.; um. Zunichst folgt

—

G — 96 UL = gop— gin ¢ [rlom] = gy — [rl,4]

nO =

= Girll — %(grﬂl + Giijr — Gr11i) = 5(Girt + Getfi — Giijr)
— il (242)

Damit konnen wir die 7’,; darstellen durch

Ty = u'[il,r] + gwu'y . (243)
Wir multiplizieren und kontrahieren diesen Ausdruck mit ¢"* und bekommen das Re-
sultat

g Ty = T5 = uy+ Ty (244)

Da der Satz der Komponenten 7'.; einen Tensor bildet, folgt auch, dal der Satz der Kom-
ponenten 7’9 einen Tensor bilden. Damit haben wir schlielich, daf die kovariante Ab-

leitung «5,, = T'% einen Tensor reprasentiert.
i ]

Wir haben gerade festgestellt, dal der Satz der Komponenten ui||1 einen Tensor bildet.
Die Kontraktion uiH , 1st demnach ein Skalar, den wir mit der Divergenz des Vektorfel-
des identifizieren

uty, = dive = ub + T’ (245)
|2 |2 s

50



Wir werden noch etwas ausfiihrlicher auf die Divergenz zu sprechen kommen.

Wir wollen uns nun der kovarianten Ableitung eines kovarianten Vektorfeldes zuwen-
den. Als Bedingung an die kovariante Ableitung stellen wir dabei, daf3 sie ein Tensor ist
und daB sie sich in einem geodétischen Koordinatensystem auf die gewohnliche Ablei-
tung reduziert. Wir gehen aus von einem kovarianten Vektorfeld b;(z“) und von einem
kontravarianten Vektorfeld «’(z*). Wir bilden das skalare Feld

o(x*) = a'(z*)bi(z”) . (246)

Den Gradienten des skalaren Feldes, von dem wir wissen, daf3 er einen kovarianten
Vektor darstellt, konnen wir schreiben als

v = ¢|l = ai|lbi—|—aibi|l . (247)

Wir bemerken, daB v; ein Vektorfeld ist, das aus zwei anderen Vektorfeldern generiert
wurde ohne Christoffel-Symbole zu verwenden. Die kovariante Ableitung des kontra-
varianten Vektors ' ist gegeben durch

ay = dy+ T, ad". (248)
Unter Verwendung dieses Tensors bilden wir den kovarianten Vektor

w = by, (249)
Ferner betrachten wir die Vektordifferenz

s; = v —w = bypa =T, amb;. (250)

Im ersten Term auf der rechten Seite benennen wir um ¢ — m und im zweiten Term

1 — 7. Damit erhalten wir
st= a" (buy —17,,) . (251)

Nun ist ™ ein beliebiger kontravarianter Vektor und s; ein kovarianter Vektor. Wir

konnen nun wieder das Quotiententheorem heranziehen, um zu zeigen, dall der Aus-

druck b,,,;—1I"7,; b, ein Tensor ist. Dieser Ausdruck reduziert sich ferner in einem geodiiti-
schen Koordinatensystem auf die iibliche Ableitung. Daher bezeichnen wir

bufit = b — Ty b, (252)

als kovariante Ableitung des kovarianten Vektorfeldes b,,,.
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Kriterien fiir das Aufstellen von

Gravitationsgleichungen

Als erstes Kriterium sei das Kovarianz-Prinzip erwihnt. Aufgrund des Aquivalenzprin-
zips sollten auch beschleunigte Bezugssysteme in der Beschreibung physikalischer Grund-
lagen gleichberechtigt sein zu Inertialsystemen. Die physikalischen Gesetze sollten bei
Verwendung der verschiedenen Bezugssysteme die gleiche Form haben. Daraus folgt,
daB} die Gravitationsgleichungen in Tensorform ausgedriickt werden sollten. Dies er-
laubt den Ubergang von einem Koordinatensystem zu einem anderen, ohne die grund-
legende Struktur der physikalischen Gleichungen zu dndern.

Die klassische Gravitationstheorie sollte als Grenzfall in den Gravitationsgleichungen
enthalten sein. Die Newtonsche Gleichung lautet

d*zi dp
= - 2
dt? ox (253)
Die Poisson-Gleichung fiir das Potential hat die Form
9%
> 5 = —4mp. (254)

=1
Die erste Gleichung sagt aus, wie sich ein Teilchen in einem gegebenen Gravitations-
feld bewegt. Die zweite Gleichung sagt aus, wie das Gravitationspotential ¢ durch die
Materiedichte p bestimmt wird. Diese Gleichungen sind wie viele Gleichungen in der
klassischen Physik Differentialgleichungen von zweiter Ordnung. Wegen der Tensor-
struktur der Gravitationsgleichungen sollten diese die zweiten Ableitungen der Kom-
ponenten g, des metrischen Tensors enthalten.

Im Fall des leeren Raumes, in dem keine Materie vorhanden ist, sollte die Lorentz-
Metrik eine spezielle Losung der Gravitationsgleichungen sein. Wir wollen eindeutige
Losungen der Feldgleichungen finden. Fiir eine Differentialgleichung der allgemeinen

Form
Fy™,. . y.z) = 0 (255)

ist die Linearitit in y(*) eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Eindeu-
tigkeit der Losung. Daraus schlie3en wir, da3 die Feldgleichungen quasilinear sein soll-

ten.
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Tensoren in der Physik

In den folgenden Abschnitten dieses Einschubs werden wir Tensoren in verschiede-
nen Anwendungen kennenlernen. Um dem Begriff Tensor zu geniigen, muf} sich das
betrachtete Objekt bei Koordinatentransformationen gemif3 der Definition des Tensors
transformieren.

Zuerst diskutieren wir den Tréagheitstensor der klassischen Mechanik, danach werden
wir den Spannungstensor untersuchen, der in einer speziellen Form Anwendung in den
Euler-Gleichungen der nichtrelativistischen Hydrodynamik findet. Wir werden die re-
lativistische Verallgemeinerung der Euler-Gleichungen betrachten und hier den Energie-
Impuls-Tensor der Hydrodynamik herleiten. Schlielich werden wir uns noch mit Ten-
soren beschiftigen, die in der kovarianten Formulierung der Elektrodynamik auftreten.

1. Der Trigheitstensor

Gegeben sei ein System von Massenpunkten, die starr miteinander verbunden sind (dis-
kreter starrer Korper). In der Vorlesung iiber Mechanik haben wir gesehen, daf3 sich die
kinetische Energie dieses Systems zerlegen 148t in einen Schwerpunktsanteil, der eine
gemeinsame Translationsbewegung beschreibt, und einen Rotationsterm

1 —
T= MVt

DN | =

3 3
oY W I (256)
pu=1rv=1

M istdie Gesamtmasse, V die Schwerpunktsgeschwindigkeit und & die Winkelgeschwin-
digkeit der Rotationsbewegung. Der Tréagheitstensor hat die explizite Gestalt

n

Yoo o= 30 i [0 — ()i,

=1

— /d3:1; p(x) {:)Z"%mw — J}Mwy} , (257)

wobei die letzte Zeile den Ubergang zum kontinuierlichen Fall andeutet. In der klas-
sischen Mechanik sind Inertialsysteme dadurch ausgezeichnet, da3 die Newtonschen
Bewegungsgleichungen beim Ubergang zwischen ihnen forminvariant bleiben. Die all-
gemeinste dieser Abbildungen bildet die 10-parametrige eigentliche, orthochrone Ga-
lileigruppe gl (3 Freiheiten in der Rotation, 3 in der gleichmiBigen Geschwindigkeit,
3 in der absoluten Verschiebung und 1 Freiheit in der Zeit). Den Begriff des Tensors im
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R? definiert man jedoch iiber sein Transformationsverhalten unter orthogonalen Dre-
hungen R € O(3) (vergleiche: die Lorentz-Transformation ist eine Drehung der Raum-
Zeit-Achsen, die allgemeine Gruppe ist jedoch die Poincaré-Gruppe, die auch Verschie-
bungen beinhaltet). Deshalb wollen wir das Transformationsverhalten des Tréigheits-
tensors unter diesen Drehungen untersuchen. (Schrinkt man die Moglichkeiten detR
=41 auf detR =1 ein, erhélt man die Gruppe der eigentlichen, orthogonalen Drehun-
gen, die SO(3).)

Der erste Term ist ein Produkt des Skalars 2 und des Kronecker-Symbols §,,,,, d.h. wir
miissen das Transformationsverhalten des Kronecker-Deltas untersuchen:

SMV = RuaRVﬁ(saﬁ = Rua(RT)ﬁv(saﬁ = Rua (RT)W = 5W ) (258)

was zeigt, da} das Kronecker Symbol unter Drehungen invariant ist. Wir erhalten also
den Tréagheitstensor im gedrehten Koordinatensystem durch

Jo = {(j;g:f;“)éw — T,
= [J}TJ}TRMQRUQ(SQQ — RMaRyﬁwal‘ﬁ]
= RuRuglap (259)

was genau der (axiomatischen) Definition eines Tensors 2. Stufe entspricht.

2. Der Spannungstensor

Gegeben sei ein Volumenelement dV' in einem Kontinuum (Fliissigkeit, Gas, Kern-
materie etc.). Damit sich dieses Volumenelement im statischen Gleichgewicht befin-
det, muB} die auf das Volumenelement angewendete Massenkraft f dV entgegengesetzt
gleich der Summe der Krifte zwischen dem betrachteten Volumenelement und den be-
nachbarten Volumenelementen sein. Das infinitesimal kleine Volumenelement sei qua-
dratisch gedacht, wie es in der Zeichnung angedeutet ist. Auf die Fliche 2! = 2} =

const. wirkt die Kraft
K'Y () = =1 Wda?da® . (260)

wobei i) eine Kraft pro Fliche ist (was der Einheit des Druckes entspricht), und die
Flichenkraft muf3 nicht senkrecht auf der Volumenelementfldche stehen. Geméif einer
Taylor-Entwicklung in erster Ordnung wirkt dann auf die Fliche ! = z} + dz' die

54



Abbildung 1: Schematische Darstellung des betrachteten Volumenlementes innerhalb
eines Kontinuums. Die angezeichneten Kriftevektoren dienen der Vorzeichenkonven-
tion. Die Kriftevektoren miissen nicht notwendigerweise senkrecht auf den Seiten-
flachen des Volumenelementes stehen.

Kraft
, AL ot ot
~1 1 1 _ 1 1 2 3 2 3
Kzt +dal) = [1W4 5 dz’ + 57 dz” + 53 dz”| dz*dz” oder
S ar) .
dK' = 5ol dV +O((dz")?*) . (261)
T

Gleichsetzen aller auf das Volumenelement wirkenden Kréfte liefert bei Vernachléssi-
gung aller in einer infinitesimalen GroB3e quadratischer Glieder (Summation iiber den
Index ¢)

e L
aW.+f:o. (262)

Wihlen wir eine Koordinatenbasis €;, dann gilt
f=réa . (263)
o= g (264)

Man nennt 7/ den Spannungstensor. Gleichung (262) schreibt sich nun in Komponen-
ten

=0, (265)
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wobei der Index i Differentiation nach z* bedeutet. Gehen wir noch zur Dynamik iiber:
das Volumenelement bewege sich mit der Geschwindigkeit ¥/(¢), d.h. es gilt mit der
Massendichte p = dm/dV die Newtonsche Bewegungsgleichung in Komponenten

de . 07
P‘EZJ”—I-T]“ : (2606)

3. Die Euler-Gleichungen der Hydrodynamik

Beachten wir, daf} in der Grundgleichung (266) fiir die Bewegung eines Kontinuums-
volumenelementes i.a. gilt

7=9(t,%)
dann schreiben wir fiir die totale Zeitableitung

dv? B vl Jvl da’ B v’

o a Tad o o
In dem Fall, daf} das betrachtete Kontinuum eine ideale Fliissigkeit ist (keine Reibung),

+(F- Vi . (267)

treten nur Normalspannungen auf, d.h. der Spannungstensor 7% ist diagonal und die
Diagonalelemente des Tensors sind alle gleich (isotrope Spannung): wir nennen diesen
Wert den Druck p(¢, Z). In dieser Spezialisierung gilt

= psi (268)

Damit haben wir die Eulerschen Bewegungsgleichungen fiir ideale (inkompressible)
Fliissigkeiten hergeleitet

v ikl g ij
pla—l-v“ﬂv ] = f —ppd . (269)
Die Unbekannten dieser Gleichungen sind das Geschwindigkeitsfeld 7(¢, Z), die Vertei-
lung des Drucks p(t, ) und die Massendichte p(¢, ¥'), wobei p im Fall inkompressibler
Fliissigkeiten konstant ist (es bleibt anzumerken, da3 in der bisherigen Herleitung die
Massenverteilung als zeitunabhéngig angesehen wurde, z.B in GI. (266). Um Losun-
gen fiir die fiinf Unbekannten zu erhalten, bendtigen wir neben den Euler-Gleichungen
noch die Kontinuitétsgleichung

W o) =0 (270)

und eine Zustandsgleichung.
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4. Relativistische Hydrodynamik und der Energie-Impuls-Tensor

Wir stellen uns nun der Frage: Gibt es eine relativistische Verallgemeinerung der Eu-
lerschen Bewegungsgleichungen und wenn ja, wie sieht diese aus? In der Speziellen
Relativititstheorie gilt

— 2t = (2% = ct, 2! 2%, 2%)

8y

Y

<y

— ut = (uo = ¢vy,77)

Definieren wir nun den Vierer-Tensor zweiter Stufe (weil u“ ein Vierervektor ist folgt
die per definitionem)

MP = puu” | (271)

wobei p = dm/dV im jeweiligen Ruhesystem des betrachteten Volumenelementes ge-
nommen werden soll (und daher ein Skalar ist). Diese Definition erscheint sinnvoll:
Zum einen wissen wir, dafl in den Eulerschen Bewegungsgleichungen eine quadrati-
sche Form von Geschwindigkeit und Ableitung der Geschwindigkeit vorkommt, und
andererseits, dal Am, selbst 0-Komponente eines Vierervektors ist (des Impulsvektors
p* = (m,c,m,0))und sich Am,/AV deshalb wie die 00-Komponente eines Viererten-
sors zweiter Stufe transformieren sollte (1/ AV transformiert sich wie die 0-Komponente
eines Vierervektors; z.B. Stromdichte s° = Ag/AV = p.). Ausgeschrieben haben wir

vl/e
vie oo wivi/c?

v?/e

MeP = py2e? (272)

Daraus ersehen wir, daB sich p = M /¢? = ~%p = Energie-Massendichte wie die 00-
Komponente eine Tensors transformiert. Sehen wir uns nun die partiellen Ableitungen
des definierten Tensors an:

M = c(0p+ a(pv")) (273)
DMP = 9y(pv') + Fp(pv'o™)
= (ﬁéhvi—klﬁéhﬁ) + poF ot 4 v (pot) . (274)

Die obere Gleichung ist, wenn wir sie gleich Null setzen, nichts anderes als die Konti-
nuitédtsgleichung, und in der unteren Gleichung erkennen wir so die Eulerschen Bewe-
gungsgleichungen fiir ein Kontinuum ohne Krifte (hier ist die volle Zeit- und Raum-
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abhiingigkeit der Energie-Massendichte mit beriicksichtigt - v'd;p + v'di(pv*)). Zu-

sammengenommen erhalten wir

Kontinuitéitsgleichung  9;M°® = 0 } L 9MP = Mozﬁw —0 .(275)

Kriftefreie Euler-Gleichungen 9z M = 0

Diese Gleichung ist die relativistische Verallgemeinerung der kriftefreien Euler-Gleichungen.
Sie ist relativistisch forminvariant formuliert, da M “? ein Vierertensor zweiter Stufe ist.

Man nennt diese Gleichung auch den Erhaltungssatz der Viererimpulsdichte.

Um den eigentlichen Energie-Impuls(-Dichte)-Tensor zu definieren, miissen wir den
Druck noch in relativistisch kovarianter Form mit in die Gleichung einbauen. Fiir eine
ideale Fliissigkeit hatten wir einen isotropen Drucktensor angenommen

P =

o O3

0 0
p 0 . (276)
0 p
Wie muB nun der relativistische Drucktensor P°” aussehen? Im lokalen Ruhesystem

soll natiirlich gelten
(aﬁpaﬁ) = (Ovaip) ’

also

(277)

o o O

(P7) =

o o o O

0
p
0
0

o o O

p

Erneut definieren wir p als den im jeweiligen Ruhesystem gemessenen Eigendruck, der
damit ein (Lorentz-)Skalar ist. Da P®? ein Vierertensor ist, muf das Transformations-
gesetz

(PP = ASAD P (278)

gelten. Die explizite Gestalt einer (speziellen) Lorentz-Transformation (auch: Lorentz-
boost) in ein Inertialsystem, daB} sich mit einer Geschwindigkeit ¢ in beliebiger Rich-
tung relativ zum momentanen Inertialsystem bewegt, ist

k

v
_ ~ ’Y?
A7) = o ) ik ) (279)
Tk T
i c + 1+~ ¢
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Ausfiihrung der Rechnung fiihrt uns auf die relativistisch invariante Formulierung des

Drucktensors
2,k
YU
uu’ 7 -1 c
P=p c? -0 =p 2, 2,0k ’ (280)
T § 4 v UQU
& &
mit der Lorentzmetrik 7, fiir die gilt diag(n) = (+, —, —, — ). Dieser Drucktensor ist

als Vierertensor definiert worden, und er reduziert sich im nichtrelativistischen Limes
auf Gleichung (277).

Die kovariante Form des Drucktensors
In einer Zwischenrechnung wollen wir die Giiltigkeit von GI. (280) beweisen. Ein erster
Zwischenschritt fiihrt uns auf

v
A B L
NnNaf _ A« ui __ . .
(P = Aj(P)"" =p - N ik ,YU_Z 5ik 4 2 ik -(281)
g & + m 2 ¢ 1+~ ¢

Ausfiihrung der Matrixmultiplikation fiihrt uns, nach einigen trivialen Rechenschritten
auf die in GI. (280) angegebene Form des kovarianten Drucktensors. Hier zeigen wir
die Ubereinstimmung fiir die 00-, die 01- und die 11-Komponente.
00-Komponente: Wir erhalten
Ul 2 U2 2 U3 2 172
A (o R W

c2

1
= py’ (1 — ;) =p(v*—1) . (282)

Dies stimmt mit der oben angegebenen 00-Komponente iiberein.
01-Komponente: Die Multiplikation der Spalten- und Zeilenelemente fiihrt auf

1 12 (12 2 2 2.1 3 .2 3,1
(Pt :p’y(v vl 4% (v v? 4 v v? oy vv)

c cl+vy ¢ ?l—l—’y c? ?l—l—’y c?
ol N2 g ol 2 1
pvc(+1+702) pvc(+1+7 | )

v 21 vl
= py— (1+7 )ZP’VZ—Q : (283)
c v

Auch diese Rechnung fiihrt zum geforderten Ergebnis.
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11-Komponente: Wiederum geben wir die Rechenschritte in aller Ausfiihrlichkeit an

- 72 (U1)2 2+ 72 v2p! 2+ 72 w3l 2
P 1+~ 2 1+v ¢ 1+~ ¢
21 oo 2 132 212 312
(@ RGN (0 G N
¢ |1+ (1+79)? c? c? c?
21 oo SIS
— 1 Q(U) e
p( T _1+7+(1+7)202
N2 T 9 72_1 (U1)2
N P G —p(1+~2 L 284
p( +17 5 _1+7+1+27+72 pll+y (284)

Wie in den beiden Rechnungen zuvor wurde auch hier fiir 72/c* = 1 — 1/+? gesetzt

(P/)ll

(Ubergang von der vorletzten zur letzten Zeile).

Wir schreiben nun die Eulerschen Bewegungsgleichungen fiir ein Volumenelement im
Kontinuum ohne dufere Felder als

T =0 | (285)
mit dem Energie-Impuls Tensor
ToF = \[°F 4 pof = (,0 + %) wu® — (286)
C

Der so definierte Energie-Impulsdichte-Tensor ist die relativistisch verallgemeinerte
Form der Energie-Massendichte. Daher wird 7'*” in der Allgemeinen Relativitiitstheo-
rie zur Quelle des Gravitationsfeldes. In der allgemein relativistischen Formulierung
muB man dem Lorentz-Tensor 7°” einen Riemann-Tensor 7" zuordnen. Im allgemein

relativistischen Fall gilt
TP — T — (,O—I-%) utu” — g"'p
C

Hierbei sind die «* als kontravariante Riemann-Vektoren zu verstehen. p und p sind
als Riemann-Skalare, weil man in jedem Koordinatensystem an jeder Stelle = ein lo-
kales Inertialsystem einfiihren kann. In diesem sind dann die Groen Eigendruck und
Eigenmassendichte zu bestimmen. Dann wird der Erhaltungssatz zu

TO( v — 0

Il

8 _ @
5_0—>T ,

was die Grundgleichungen der Hydrodynamik im Gravitationsfeld sind (wobei diese
nicht mehr als Erhaltungssatz fiir Energie und Impuls zu verstehen ist, da Gravitations-
kréfte auf die Fliissigkeit wirken).
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5. Die Maxwellschen Gleichungen in kovarianter Form

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns damit, die Grundgleichungen der klassischen
Elektrodynamik, die Maxwellschen Gleichungen, in eine relativistisch invariante Form
zu bringen. Die Vorgehensweise wird dabei dhnlich der sein, wie man sie aus den Vor-
lesungen zur speziellen Relativititstheorie kennt. Dort wurden die Maxwellschen Glei-
chungen so formuliert, da} sie in jedem beliebigen Inertialsystem Giiltigkeit hatten.
Hier werden wir jedoch dariiber hinausgehen und auf der Grundlage der allgemeinen
Relativititstheorie eine kovariante Formulierung finden, so daf3 die Maxwellschen Glei-
chungen in jedem beliebigen beschleunigten Bezugssystem die gleiche Gestalt besitzen.

Wir schreiben zunichst einmal die Maxwellschen Gleichungen fiir das Vakuum auf.
Die inhomogenen Gleichungen lauten

— —

V-E = p |, (287)
VxH—--0F = —j5 (288)
C C

und die homogenen Gleichungen haben die Form

xE+-0,H=0 ,V-H=0 . (289)

<
o | =

E und H bezeichnen hier die elektrische bzw. die magnetische Feldstirke. Die La-
dungsdichte p und die Stromdichte 7 sind nicht unabhiéngig voneinander, sie sind viel-
mehr durch die Kontinuitétsgleichung miteinander verkniipft

Do+ ¥ =0 . (290)

Diese Beziehung erhélt man, indem man zum einen die erste inhomogene Gleichung,
Gl. (287),nach der Zeit ableitet, zum anderen die Divergenz von der zweiten inhomoge-
nen Gleichung, Gl. (288), bildet und anschlieBend die Resultate addiert. Die Giiltigkeit
der Kontinuitédtsgleichung (290) ist eine notwendige Bedingung fiir die Konsistenz des
Maxwellschen Differentialgleichungssystems.

Als néchstes haben wir uns um die Metrik zu kiimmern. Wir iibernehmen dazu den
aus der speziellen Relativititstheorie bereits bekannten metrischen Tensor

1

Nuv = ) (29 1)
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wobei nur die nichtverschwindenden Matrixelemente explizit aufgeschrieben wurden.
Es ist durchaus nichttrivial zu verstehen, warum diese Metrik, die im Rahmen der re-
lativistischen Mechanik verwendet wurde, auf die Elektrodynamik iibertragen werden
kann. Beides sind voneinander verschiedene Theorien. Wir konnen aber wenigstens
plausibel machen, dal} die Metrik (291) von dem Maxwellschen Differentialgleichungs-
system selbst nahegelegt wird:

Die Maxwellschen Gleichungen sind in Abwesenheit dullerer Quellen dquivalent zu
Wellengleichungen fiir das elektrische und das magnetische Feld:

1 - - S
1 — S o
c—zat(atH) —AH=0 . (293)

Statt des Operators ((1/¢*)07 — A) schreibt man oft auch O = (1/c*9? — A) = 9,0
Dieser Operator ist relativistisch invariant. Die Charakteristik, die in der Theorie der
partiellen Differentialgleichungen eine grundlegende Rolle spielt, ist fiir die Wellen-
gleichung gegeben durch die Relation

242 _ 2.2 (294)

[

D.h. ein Signal, das vom Punkt (¢t = 0,2 = 6) ausgegangen ist, beeinflult zur Zeit ¢ die
Orte auf der Kugelschale {# : - # = ¢*t*}. Obwohl die Theorie der Elektrodynamik
vor der Speziellen Relativitétstheorie formuliert wurde, sind die Maxwell-Gleichungen
schon relativistisch invariant; die elektromagnetische Wechselwirkung erfiillt das Kau-
salitdtsprinzip und generiert keine instantanen Wirkungen, d.h. die elektromagnetischen
Felder bewegen sich mit einer endlichen Geschwindigkeit (Lichtgeschwindigkeit ¢) durch
den Raum (bzw. durch den Ather der damaligen Vorstellung). Natiirlich sind die Bewe-
gungsgleichungen der Elektrodynamik nicht invariant unter Galilei-Transformationen,
weshalb man frither dachte, die Maxwell-Gleichungen wiirden in ihrer Form nur fiir
ausgezeichnete Inertialsysteme gelten, nimlich fiir solche, die beziiglich des Athers ru-
hen.

Gleichung (294) 148t sich auch als Bilinearform eines Tensors «;; schreiben
, (295)

za; e’ =0

wobei z' = (ct, ). Den Tensor «a;; libernehmen wir dann als metrischen Tensor 7., .
Er ist genau von der Gestalt (291).
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Wir kdnnen nun anfangen, die Maxwellschen Gleichungen in der kovarianten For-
mulierung aufzustellen. Wir beginnen mit den Quelltermen p und %j und definieren
einen Vierervektor (Stromdichtevektor)

dq 1 —.»)
a._(,= "9 = ) 296
Der Vierergradient ist gegeben durch 9, := (£ 9,, 6) Damit ergibt sich fiir die Vierer-

divergenz von s“

= -

1 1
5%Na = 008" = =0ip+ -V -3 . (297)
C C
Dies stellt aber gerade die Kontinuitédtsgleichung dar, d.h. es gilt
s =0 . (298)

Da sdmtliche Ableitungen des metrischen Tensors (291) verschwinden, sind alle Christoffel-
Symbole gleich null, und die gewohnliche Ableitung ist in unserem Bezugssystem gleich
der kovarianten Ableitung; wir erhalten also

=0 . (299)

Diese Gleichung sagt aus, daf die Erhaltung der elektrischen Ladung nicht nur in jedem
Inertialsystem, wie aus der speziellen Relativitétstheorie folgt, sondern auch in jedem
beschleunigten Bezugssystem gilt. Diese Aussage bedarf jedoch der experimentellen
Verifikation.

Als néchstes definieren wir den Feldstirketensor

0 E, E, E.
~E, 0 H. —H,

= (300)
—-F, —H, 0 H,
-k, H, —H, 0
Der Feldstérketensor ist offensichtlich antisymmetrisch
Y= —F"r (301)

Wir behaupten nun, daf die inhomogenen Maxwell-Gleichungen beschrieben werden
durch den Ausdruck

P, = s (302)
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Zum Beweis setzen wir zunéchst ;¢ = 0. Damit erhalten wir

o, = 80 oder

O E,+0,FE, +0.FE, = V-E=p |
also gerade die skalare inhomogene Gleichung. Fiir ;+ = 1 ergibt sich

v, = s oder

1 1
__atEx + asz - azHy — _jx
& &

Fiir 4 = 2 und px = 3 erhalten wir analog

1 1
- -0k, -0,H, +0.H, = -3, |,
c c

1 1
— —E.+9,H,—9,H, = -j.
& &

Die drei letzten Gleichungen lassen sich vektoriell schreiben als

1 — — — 1_,\
——QE+VxH==7
C

c

(303)

(304)

(305)

(306)

(307)

was gerade die vektorielle inhomogene Maxwellsche Gleichung darstellt. Mit dem glei-

chen Argument, wie wir es im Fall der Kontinuitétsgleichung gebraucht haben, schrei-

ben wir die gewohnliche Ableitung in Gleichung (302) als kovariante Ableitung und

erhalten

o
F v =8
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Aufgabe: Das Quotiententheorem

Beweisen Sie das Quotiententheorem mittels des Transformationsverhaltens ko- und
kontravarianter Tensoren:

e

Gilt fiir die Kontraktion einer indizierten Grofe R7t-mki-k». . . miteinem be-
1 ntl q

liebigen Tensor (n + m)-ter Stufe, 7" . die Beziehung:

el g1 Jmki ok
T ]1...]mR 11..anly. g

= Shekey 0 (309)

wobei S kl"'kpll,,,lq einen Tensor (p + ¢)-ter Stufe darstellt, so ist R selbst ein Tensor,
und zwar ein Tensor (n + m + p + ¢)-ter Stufe.

Losung:
Wir bezeichnen im folgenden die Koordinatentransformationen, die die Komponenten

eines kontravarianten Vektors von ungestrichenen in gestrichene Koordinaten iiberfiihren,

mit :
. 0"
= G
und die Transformationen fiir die Komponenten eines kovarianten Vektors mit
; dz
b i ax/]
Offensichtlich gilt
Cli]‘ bjk == (SZk . (310)

Unter einer Anderung des Koordinatensystems transformiert sich T gemif

-/ -/
g i ! G AR e
—alill"'a"i;lbljl"'bm]‘T T . (311)

m J1+dm

Tzlzn )

J1 ]m

Das Transformationsgesetz fiir S lautet

ek _ ok - Ik kL
STy g = @ gy @ Oy D ST (312)
Damit erhilt man aus (309)
i i 1 o Ay 1 gk ok
a 12,,1 ceeq n%bhjl . .me],m T 1 nj{...j{n R]l Im K1 pil...inll...lq
k kp gk
= ™y e a Py biy by, S Y (313)

Wir multiplizieren beide Seiten der letzten Gleichung mit

T T l l
blkl...bpkpalgl...ang
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und summieren iiber £, . .. k, sowie [y, . .. [,. Mit Gleichung (310) ergibt dies die fol-

gende Beziehung:
T T, l l i i 1 1
blkl ...bpkpalo_l ”'angalill"'an’i;lbjljl b]m]m
-/ -/
NER 1wk k
XA g g Bl

=T1...T;
= S P

J1...0¢g

Andererseits gilt in gestrichenen Koordinaten

il =gl T —=T1...T
1 1 P _ P
T g R ity oy = O 1.0
Damit erhalten wir die Relation
! !
I I L Tp _ qr - ! ! i i !
R Hoilioreg = Ok bR Al a s at e aty U
1 ek .k
X R Il
oder
gk k by 10 o 14 it j
RJl Jm K1 pil...’inllmlq = a 17_1...a Ppr 111...6 qlqb 1i1"'b"ina]1j{
-1 -1
I dmTLTp
X R i oo

(314)

(315)

L him
b'm

m

(316)

aim

Iin

(317)

Also befolgt R die Transformationsvorschrift eines gemischt ko- und kontravarianten

Tensors (m + n + p + ¢)-ter Stufe. Dann ist nach der Definition eines Tensors R selbst

ein Tensor.
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Die kovariante Ableitung von Tensoren

Wir hatten die kovariante Ableitung von kontravarianten und kovarianten Vektoren dis-
kutiert, und wir hatten gefunden, daf gilt

ahyy =+

W)

Nun wollen wir uns der kovarianten Ableitung von Tensoren zuwenden. Zu diesem
Zweck betrachten wir zunichst zwei beliebige Vektorfelder «‘ und v* und wir bilden
den Tensor u’ v*. Wir bezeichnen die kovariante Ableitung dieses Tensors mit (u' v*).
Wir fordern, daf} in einem geoditischen Koordinatensystem, in dem die Christoffel-
Symbole verschwinden, die kovariante Ableitung dieses Tensors identisch ist mit der
gewdhnlichen Ableitung (u’ v*)); = v’ vk” + ui| ; v*. Wir wissen, daB in einem geoditi-
schen Koordinatensystem gilt, u",; = v’ und dal} daher in einem geoditischen Koor-
dinatensystem ebenfalls gilt

(uivk)nz = w' vy ot (319)

Aber diese Form hat die Gestalt einer Tensorgleichung. Wir konnen somit das Resultat
(319) als konsistente Definition des Ausdruckes (u’ v*);; verstehen.

Natiirlich 146t sich mit genau der gleichen Argumentation auch die kovariante Ab-
leitung eines Tensors der Form u‘ v* w,, ermitteln. Wir erhalten nach dieser Regel

(uzv wm)lll = u'v mel—l—ullewm—l—ulwv Wy, (320)

Wir ersetzen nun die kovariante Ableitung durch die expliziten Ausdriicke (318). Dies
fiihrt auf

(uivkwm)w = (uivkwm)| —I—F u" v wm—l—Flru v’ w,, —F;’muivkwr(32l)

Es ist wichtig zu beachten, dal bei der kovarianten Ableitung eines kovarianten Vek-
tors der Summenindex in der oberen Position des Christoffel-Symbols auftritt. Bei der
kovarianten Ableitung eines kontravarianten Vektors erscheint der Summenindex stets

in der unteren Position.

Nun nutzen wir aus, daB8 wir beispielsweise jeden Tensor 7'/, schreiben koénnen als
Linearkombination eines Vektorproduktes

= S ul vy (322)
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Damit haben wir aber auch die Regel fiir die kovariante Differentiation eines Tensors
gefunden. Es gilt also

Tijk”l = Tijku L T T T =T T, (323)
Die Verallgemeinerung auf eine beliebige Anzahl von Indizes ist evident. Man muf3 nur

jeweils mit der Stellung der Summenindizes und mit den Vorzeichen aufpassen.

Wir wollen nun das fiir viele nachfolgende Rechnungen duf3erst wichtige Ricci-Theorem
beweisen. Die Behauptung lautet: Die kovariante Ableitung des metrischen Tensors
verschwindet identisch. Zunéchst beweisen wir die Relation

Gy = [l,r]+ g Th (324)
Wir erinnern an die Definition der Christoffel-Symbole
[ik, 1] = % (gil|k + Griji — gik|l) )
I, = ¢'[ik,0]. (325)
Aufgrund dieser Definitionen gilt

G — 9k U5y = Gip — 9 g™ [rlos] = g — [r1,1)
= girll — 3 (gm'u + Giilr — grm)
= 1 (gir|l + griji — gli|r) = [il,r]. (326)

Damit ist die Relation (324) bewiesen und es folgt fiir die kovariante Ableitung des

metrischen Tensors

Girlll = [Zlv T] + Gik Ffl — Gik Ffl — Gkr Ffl
= [llv 7“] — Gkr Ffl = 0. (327)

Der metrische Tensor hat also in der Tat eine verschwindende kovariante Ableitung.
Dieses Resultat war eigentlich zu erwarten. Die kovariante Ableitung war gerade so
konstruiert, da wir die gewohnliche Ableitung gebildet haben und davon den Beitrag,
der durch die Anderung der Metrik bei einer infinitesimalen Verriickung bewirkt wird,
wieder abgezogen haben. Bilden wir die Ableitung des metrischen Tensors und ziehen
davon wieder den Beitrag ab, der durch die Anderung der Metrik bewirkt wird, so muf
natiirlich Null iibrig bleiben.
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Aus diesen Betrachtungen ist auch offensichtlich, daf3 die kovariante Ableitung mit
der Operation der Erhhung und Erniedrigung von Indizes vertauscht. Als Beispiel be-

trachten wir
(Uz’)”z = (gik uk)”l = Gik||l Uk‘|‘gik uk”; = ik (uk”l) . (328)

Als wichtige Nebenbemerkung miissen wir in diesem Zusammenhang festhalten, daf3

im allgemeinen gilt

e 7 W g (329)

SchlieBlich wollen wir noch die Rotation eines Vektors diskutieren. Dazu gehen wir
von kovarianten Vektoren w; aus und bilden die kovarianten Ableitungen
Wik — Wik — ka Wy,
wyi = wigi — L wr (330)

Die Christoffel-Symbole sind symmetrisch in den unteren Indizes. Wir bilden nun den
Tensor

Wil — Wi|li = Wgp — Wi - (33D)

Dieser Ausdruck enthilt keine Christoffel-Symbole. Er ist ein antisymmetrischer Ten-
sor, den wir die Rotation des Vektors w; nennen.

Die Bildung der Rotation kann nur mit den kovarianten Komponenten eines Vektors
durchgefiihrt werden. Betrachten wir die kovariante Ableitung eines kontravarianten
Vektors u*

Ui||k = Ui|k + T,
Wi = W+ T (332)

so stellen wir fest, daf sich bei der Differenzbildung die Christoffel-Symbole nicht weg-
heben.

Zur Unterstreichung der bereits abgeleiteten Resultate weisen wir noch auf einen an-
deren Ansatz zur Bestimmung der kovarianten Ableitung von Tensoren hin, der bereits
bei der kovarianten Ableitung von kovarianten Vektoren verwendet wurde. Es sei 1",
ein Tensor und u;, v/, w” drei beliebige Vektoren. Wir bilden den Skalar Tij L g v) wk,
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Der Gradient (Tij , u; v? wh)), dieses Skalars ist ein kovarianter Vektor, den wir a; nen-
nen. Es gilt

a; = Tijk” w; v wh + Tijk Uiy vl wk + Tijk Uy vju wh + Tijk w; v wk” . (333)
Als néchstes betrachten wir den Vektor b,
i Pk
b= T, (u vl w )nz , (334)
den wir schreiben konnen als
Wir untersuchen nun die Differenz der beiden Vektoren
a;— b = Tijk“ w; v) w4 Tijk (ui” - Uz’||l) vl w4
+ Tijk u; (v]” — U]||l) wk + Tijk w; v’ (wkll — wkHl) . (336)
Wir wissen bereits, daf3 gilt
ui” — uz||l == F:l Uy . (337)

Ahnliches gilt fiir die Differenzen v = v m und wk| I wkH ;- Einsetzen in (336) liefert

o —_ : _ o .
ar—b = T uv’w + T T v’ w =T T wv"w
S :
- T’ij FlT’ uZ U] wr . (338)
Wir benennen einige Summenindizes um und bekommen so
_ 7 7 s s s 7 o d ok
ar—bp = T + 0, 1%, = T T — I 1 ug v’ w” (339)

Die GroBe a; — b; ist ein Vektor, ferner sind u;, v?, w” beliebige Vektoren. Aus dem
Quotiententheorem folgt dann, dafl auch die GroBe in den eckigen Klammern ein Ten-
sor sein muf. Weiterhin reduziert sich diese Grof3e in einem geoditischen Koordinaten-
system auf die gewohnliche Ableitung Tij yi- Dies rechtfertigt uns, diesen Ausdruck als
die kovariante Ableitung des Tensors 7", zu bezeichnen. Wie zuvor erhalten wir damit

Tijk||l = Tijk|l + T, 7% =17 T, — T3 Tijs : (340)

70



Die Eigenzeit

Wir hatten bereits definiert, dafl ein Ereignis ein Punkt im vierdimensionalen Raum dar-
stellt. Durch die Angabe der vier Koordinaten ist der Weltpunkt oder das Ereignis ein-
deutig fixiert. Eine einfach zusammenhingende unendliche Menge solcher Ereignisse
bildet eine Weltlinie. Die Bogenlidnge zwischen zwei Ereignissen entlang einer Weltli-

nie ist eine geometrische Invariante.

Als Wiederholung diskutieren wir kurz das Eigenzeitintervall im Rahmen der Spe-
ziellen Relativititstheorie. Hier gilt

ds®> = & dt? — (d:z;2 + dy* + de) >0 (341)

fiir ein zeitartiges Intervall, das kausale Ereignisse miteinander verkniipft. Wir wihlen
ein Lorentz-System, das Eigensystem, in dem der dreidimensionale Abstand zwischen
Ereignissen verschwindet. Damit folgt natiirlich

ds? = ¢ dt? (342)

und daraus wiederum
ds

= —. (343)
C

Die GroBe ds /¢ wird das Eigenzeit-Intervall zwischen den Ereignissen genannt. Es ent-
spricht dem Zeitintervall, das ein Physiker messen wiirde, fiir den beide Ereignisse am
selben Punktim dreidimensionalen Raum stattfinden. In der Praxis wiirde dies beispiels-
weise dem Zeitintervall entsprechen, das ein Physiker als Eigenlebenszeit eines Myons
mift, in dem er im Ruhesystem des Myons das Myon beobachtet, vom Prozef3 der Ent-
stehung bis zum Zerfall.

In der Allgemeinen Relativitédtstheorie wollen wir analog zum Fall der Lorentz-Metrik
vorgehen. Im Rahmen der Allgemeinen Relativititstheorie ist ein infinitesimales Ei-
genzeitintervall zwischen zwei benachbarten Ereignissen definiert durch

d 1 :
dr = & = = Jgod:® mit de' = 0 fir i £0. (344)
C C
Das Integral hieriiber ist
Ereignis 2d
S (345)
C C
Ereignis 1
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Dieses Integral hingt vom Integrationsweg ab und ist daher keine Invariante. Bereits
im Rahmen der Speziellen Relativitétstheorie fiihrt dies beispielsweise zum Zwillings-
paradoxon. Die Eigenzeit ist nicht eindeutig integrabel. Hingegen besitzt jeder Punkt
eine eindeutige Koordinatenzeit, die integrabel ist. Die Koordinatenzeitintervalle sind
jedoch keine Invariante, bei Koordinatentransformationen kdnnen sie sich @ndern.

Wir wollen nun Eigenzeitintervalle an verschiedenen Raumpunkten miteinander ver-

gleichen. An einem Punkt z/ spezifizieren wir ein Eigenzeitintervall
dr(z’) = \/goo(a’) dt . (346)

dt ist ein integrables Koordinatenzeitintervall, es hat eine eindeutige Bedeutung im gan-
zen Raum. An einem anderen Punkt y’ gilt

dr(y’) = \/goo(y?) dt . (347)

Daraus folgt sofort

dr(z?) (goo(xj )1/2 4
, 005 ) (348)

~—
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Die Rotverschiebung des Lichtes im Gravitationsfeld

Wir hatten bereits nachgewiesen, dafl wir die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir ein
Teilchen in einem Gravitationspotential - im Rahmen einer Nidherungsbetrachtung aus
der Geoditengleichung ableiten konnen, sofern die goo-Komponente des metrischen
Tensors die folgende Form hat:

2¢
goo = 1+ = (349)

Wie in der klassischen Mechanik ist aulerhalb der Massenverteilung des anziehenden
Korpers mit der Gesamtmasse M das Potential ¢ durch

o(r) = —nr (30

7

gegeben. « bezeichnet die Gravitationskonstante. Ebenso haben wir bereits den Zusam-
menhang zwischen dem infinitesimalen Eigenzeitintervall d7 und dem Koordinatenzei-
tintervall d¢ diskutiert:

dr = v/ goo dt . (351)

Als Beispiel betrachten wir nun Licht, das auf der Sonne emittiert und das auf der Er-
de empfangen wird. Die Rotverschiebung des Lichtes aufgrund des unterschiedlichen
Gravitationspotentials auf der Sonne und auf der Erde soll berechnet werden. Auf der
Oberfliche der Sonne gilt nach (349) und (351) der Zusammenhang

r ) s 11/2
dr, = |1+ 22| at. (352)
L c”
In dhnlicher Weise haben wir auf der Erdoberfliche
r 2 . E 1/2
dr. = |1+ 725 dt. (353)
L c”

Die Frequenz v des Lichtes ist definiert als die Anzahl der Schwingungen pro Zeitein-
heit A7. Wir nehmen nun an, dafl ein Atom auf der Sonnenoberfliche Licht mit der
Frequenz

_ " (354)
Vs = AT,

emittiert. Damit ist offensichtlich die Zahl der Schwingungen

n = vs A1, . (355)
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Auf der Erde empfingt man diese n Schwingungen, jedoch haben sich die Zeitdauer
des Wellenzuges und damit die Frequenz geédndert. Somit folgt aus

n = v, AT, . (356)
der Zusammenhang
Vs AT, = V. AT, (357)
und weiter
_ AT (358)
Ve = Us A

Wir gehen davon aus, dafl das Koordinatenzeitintervall At auf der Sonne dasselbe ist
wie auf der Erde. Dies impliziert

Ar, _ 1425/ (359)
AT, 1420, /c?
Entsprechend lautet die Relation der verschiedenen Frequenzen
1+ 20,/ 1/2
=, L+2¢,/c (360)
L+ 2p./c2

Bereits bei der Ableitung der ¢oo-Komponente (349) des metrischen Tensors hatten wir
Niherungen durchgefiihrt. Nun fithren wir in (360) eine Taylor-Entwicklung durch, wo-
bei wir uns nur auf Terme erster Ordnung in den kleinen GroBen ¢, /c? und ¢, /c* be-
schrinken. Wir erhalten

ve = vs(1+p./c?+..)(1 —p/c*+...) (361)
und schlieBlich
B _ B P (362)
Vs c

Da sich die Sonne auf einem groBen negativen Gravitationspotential gegeniiber der Er-
de befindet, ist die Differenz ¢ ; — . negativ. Die Frequenz des Lichtes verringert sich
also, wenn es die Sonne verlaf3t.

Allgemeiner ausgedriickt folgt fiir die Frequenzverschiebung Av des Lichtes, das
mit der Frequenz 1, emittiert wurde, bei einem Gravitationspotentialgefélle A

Av Ay

- 2

(363)

120 C
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Abschlieend bleibt festzuhalten, daf3 alle bisherigen Resultate nur ndherungsweise fiir
den Fall relativ schwacher Gravitationspotentiale giiltig sind. Zur Ableitung der Rot-
verschiebung haben wir noch nicht auf die Feldgleichungen der Allgemeinen Relati-

vitdtstheorie zuriickgreifen miissen.

SchlieBlich wollen wir noch eine alternative, etwas simplere Ableitung der Rotver-
schiebung vorstellen, die auf der Massen-Energie- Aquivalenz beruht,

E = md. (364)

Wir betrachten dabei das Licht als Energiequant mit der effektiven Masse m. Somit gilt

m = CEQ = i—;j (365)
mit dem Plankschen Wirkungsquantum /. Wir nehmen nun an, daf die Wirkung der
Gravitation auf ein Lichtquant der Energie hv die gleiche ist wie die auf ein massives
Teilchen mit der dquivalenten Ruheenergie mc?. Damit betrigt die Summe der kineti-
schen Energie eines Lichtquants in einem Gravitationspotential v 4+ m¢. Gehen wir
wieder von der Situation aus, daf3 Licht auf der Sonne emittiert und auf der Erde emp-

fangen wird und fordern wir ferner die Erhaltung der Gesamtenergie, so gilt

hve + mp. = hrg + mep; . (366)
Dies ergibt
hu,
hve —hvs = m(ps — pe) = —5(¢s — @e) - (367)

Wieder finden wir

avo_ Ay (368)

Vs c?

Experimentell kann die Rotverschiebung mit Hilfe der MoBbauer-Spektroskopie ge-
nau determiniert werden. Wenn ein Atomkern ein Photon emittiert, wird normalerweise
ein Riickstof auf den Kern tibertragen. Durch diesen Effekt wird die Energie des emit-
tierten Photons unscharf. Wird dieser Atomkern jedoch in einem Kristall eingebettet,
so wird der Riickstol von dem gesamten Kristall iibernommen. Dabei wird zwar Im-
puls aber keine Energie iibertragen, so daf3 die Energie des emittierten Photons sehr
scharf wird. Nur dieses, in der Energie genau fixierte Photon kann auch wieder von
dem Atomkern absorbiert werden. An einem hohen Turm kann nun folgendes Expe-
riment durchgefiihrt werden: Ein Photon-Emitter befindet sich am Boden des Turmes,
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der dazugehorige Photon-Absorber befindet sich an der der Spitze des Turmes. Bedingt
durch das Gravitationsfeld verédndert sich jedoch die Frequenz des Photons geringfiigig
und kann daher durch den Atomkern an der Turmspitze nicht mehr absorbiert werden.
Durch eine Bewegung der Absorberaperatur in Richtung Boden kann jedoch mittels
der Dopplerverschiebung die Frequenzverschiebung ausgeglichen werden. Durch Va-
riation der Bewegungsgeschwindigkeit 146t sich Av sehr préizise vermessen. Bei diesen
Experimenten betriigt die relative Frequenzverschiebung nur etwa Ay /v ~ 10715,
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Der Riemannsche Kriimmungstensor

Wir wollen nun eine notwendige Bedingung an die Struktur der Gravitationsgleichun-
gen ableiten, so da} die Lorentz-Metrik eine Losung darstellt. Ist wie bei der Lorentz-
Metrik g;; konstant im ganzen Raum, verschwinden alle Christoffel-Symbole. Daraus
folgt, daB3 die gewohnliche und die kovariante Ableitung identisch sind.

wyy = u (369)
und damit weiter
W = W (370)

Aus der Vertauschbarkeit der gewohnlichen Ableitung folgt hieraus die Vertauschbar-
keit der kovarianten Ableitung

W = Wy = 0 (371)

Dies ist aber eine Tensorgleichung, denn die kovariante Ableitung ist ein Tensor. Da-
mit muf} diese Gleichung nicht nur in dem speziellen Koordinatensystem, in dem alle
Christoffel-Symbole verschwinden giiltig sein, sondern in allen Systemen. Tensorglei-
chungen sind forminvariant bei Koordinatentransformationen. Damit haben wir eine

Bedingungsgleichung dafiir vorliegen, wann ein Raum eine Lorentz-Metrik zuladBt.

Wir fiihren einige Umformungen durch. Zunichst definieren wir den gemischten Ten-

Sor

J
Daraus ergibt sich fiir die kovariante Ableitung
B = wigw = e + Do 175 — Tt (373)

Wir setzten (372) in (373) ein und erhalten

7 _ 7 7 I 7 I 7 m 7 m I pn g
Wigne = Wit Dy + Ty + Uiy + T T wd = T 8

.. (374)
Wir vertauschen nun die Indizes j und & und bekommen
Wigy = Wy D’ + Dy + Tl + T Tl = TR 20, (375)
SchlieBlich bilden wir die Differenz dieser beiden Ausdriicke.
Wige = Wiy = Thpu’ = D' + T Tl = T T
= |

;l|k - leu + i I — Finj Ty | ' (376)
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Aufgrund des Quotiententheorems mufl das Objekt in eckigen Klammern ein Tensor
sein. Wir bezeichnen

R = Ty = Ty + T T = 15, T (377)
Dies ist der Riemannsche Kriimmungstensor. Er spielt eine zentrale Rolle beim Studi-
um der geometrischen Struktur von Riemannschen Rdumen. Zusammengefal3t haben
wir

Wi = Wiy = Rt = 0. (378)
Da nun u' beliebig ist, folgt daraus offensichtlich

R, =0. (379)

Einen Raum, in dem der Riemannsche Kriimmungstensor verschwindet, nennen wir
flach. Somit ist auch ein Raum mit einer Lorentz-Metrik ein flacher Raum. Die Glei-
chungen (379) stellen die Feldgleichungen fiir einen flachen und gravitationsfreien Raum
dar. Ist eine beliebige Metrik gegeben, so konnen wir durch Nachpriifen der Gleichun-
gen (379) feststellen, ob der Raum flach ist und somit prinzipiell eine Lorentz-Metrik
erlaubt oder nicht. Die Gleichungen (379) sind Differentialgleichungen zweiter Ord-

nung in den metrischen Koeffizienten ¢;;. Sie sind quasilinear.

Wir wollen die Bedeutung der Gleichungen (379) unterstreichen und nochmals die
essentiellen Einsichten erldutern. Im flachen Raum gibt es stets ein Koordinatensystem,
in dem die Metrik die einfache Form ¢;; = gf,f) annimmt. In diesem Koordinaten-
system verschwinden alle Christoffel-Symbole und daher auch alle Komponenten des
Riemann-Tensors. Da aber das Verschwinden eines Tensors unabhiingig vom gewéhl-
ten Koordinatensystem ist, so ist auch der Riemann-Tensor im flachen Raum fiir ein be-
liebiges Koordinatensystem identisch Null. Wenn nun eine Metrik vorgelegt wird, von
der man vermutet, daf} sie nur eine komplizierte Form der Metrik des ebenen Raum-
es ist (wie etwa bei Verwendung parabolischer Koordinaten), so braucht man nur den
Riemann-Tensor fiir diese Metrik zu berechnen. Falls er verschwindet, folgt daraus, daf3
der Raum flach ist und dal3 es ein Koordinatensystem geben muf}, in dem der metrische
Tensor die Elementarform annimmt. Oftmals ist es aber eine schwierige Aufgabe, eine
Koordinatentransformation explizit anzugeben, die diesen Ubergang auch tatsichlich
bewerkstelligt.

Es ist moglich, ein dhnliches Resultat auch fiir einen Tensor hoheren Ranges abzu-
leiten. Fiir einen Tensor der Form u'v' folgt

(“i”l)nj = u vl u vl (380)
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und weiter
(uivl) = w0 4 ol 4 ul ol 4 ud ol
[ lalle T 415 Ve Tk U
Wir vertauschen nun wieder die Indizes 7 und £ und bekommen
J
(uivl) = Wy v O W v+
ety Ik e [ P PR [

Die Differenz dieser beiden Ausdriicke ist damit

il il (i i N\ I B
(uv)njnk (uv)nknj - (u||J||k u||k||J)U +(U||J||k U||k||1)u

Rimjk u™ ol lejk ut o™
Dieses Resultat ist analog zu (378). Allgemein gilt
il il i ml ! im
Ty = Ty = e T 4 B T
Fiir kovariante Vektoren ergibt sich in analoger Weise

wijie — Wikly = Rigeu” .
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Gradient, Divergenz und Rotation

in Riemannschen Raumen

Wir hatten bereits einen Ausdruck fiir die Divergenz eines kontravarianten Vektorfeldes
gefunden.

uy o= ul G (386)

Wir wollen dieses Ergebnis nun so umformen, daf es keine Christoffel-Symbole mehr
enthilt. Das Ricci-Theorem fiihrt auf

Gijle = Gijin — Uhiges — Uk 96 = 0. (387)
Multiplikation und Kontraktion mit g% liefert

g7 g — T =19, = 0. (388)
Damit folgt sofort

L = Y99 g - (389)

g" sind die Elemente der inversen Matrix von g,;. Wir kdnnen die g% ausdriicken
durch

» AU
g7 = (390)
g
mit
g = det(g;) . (391)

A% bezeichnet die zugeordnete Unterdeterminante. Die Determinante g konnen wir
durch Entwicklung nach einer Zeile bestimmen. So gilt beispielsweise bei einer Ent-
wicklung nach der dritten Zeile

g = go AV (392)

A% ist die Determinante derjenigen Matrix, die aus der Matrix (g;;) durch Streichen
der 3. Zeile und der j-ten Spalte entsteht. Daraus erkennen wir, da} offensichtlich gilt
99
dgi

= AY . (393)
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A" ist eine Unterdeterminante von g, die die Variable g;; nicht enthélt. Somit haben

wir
. 1 0
g = =2 (394)
g 99i;
und weiter
: 1 dg 0dg;; 1 Jg J
th 2g dg;; Oxh 2g Oz 2940 08 g
J 1 Jv/—g
— — Jogn/—q = —— ) 395
gk BV V—g Ozt (395)

Das letzte Gleichheitszeichen gilt natiirlich nur, sofern —g¢g positiv ist. Wir setzen das
Resultat (395) fiir das Christoffel-Symbol mit den beiden gleichen Indizes  in den Aus-
druck (386) fiir die Divergenz ein.

Wir fassen die wesentlichen Resultate zusammen

J
Gradient: Wi = WW’ (397)
Z
: 1 :
Divergenz:  u'y; = (uﬂ/—g) o (398)
N ‘
Rotation: Wik — Wk||: = Wik — Wg|; - (399)

Fiir die Wirkung des Laplace-Operators auf das skalare Feld W ergibt sich

: 1 :

VW = divgradW = (¢" W) = — (V=9d" W) . 400

1v gra (g |k) = ( 99 |k) ’ (400)

Mit diesem Formalismus ist es relativ leicht den Laplace-Operator in jedem beliebi-

gen Koordinatensystem auszudriicken. Als Beispiel betrachten wir den dreidimensio-
nalen Raum unter Verwendung von Kugelkoordinaten r, 8, . Es gilt

ds* = dr® 4+ r* df* + r? sin*0 dp? (401)
und somit

gu = 1,

g2 = r? )

gz = r2sin2f . (402)
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Fiir die Determinante g folgt
g = r'sin?f (403)

und fiir die Element der inversen Matrix g” , die natiirlich auch diagonal ist,

11

g =1,
1

2

g - r_zv

& = — (404)
r2sin?0

Da nun ¢ positiv ist, miissen wir im Ausdruck (400) fiir den Laplace-Operator /—g
durch /g ersetzen. Damit bekommen wir schlieBlich

1 oW L oW . oW
vQW - i1 12 7 13 7
@[\@(9 o T g T 8@)]

R 0
— la_ (rz sin 0 _W) I (rz sinh - ‘9_W)
r

r% sin 0 or 00 rz 00
d 5 1 oW
— nf ——— — ) 4
+ dp (r S in%0 dp )] (405)

Wir fassen zusammen und erhalten das bekannte Ergebnis

1 0 ow 1 0 ow 1 oW
VW = — — [r? — | siné 406
r? or (r ar ) + r? sin§ 00 (sm a0 ) + r2sin?0 Op? (406)

Wir wollen noch einige weitere Untersuchungen beziiglich der Divergenz durchfiih-
ren. Zunichst betrachten wir wieder Koordinatentransformationen von z* nach z‘. Der
metrische Tensor transformiert sich dann entsprechend

kool
9ij = % % Gkl - (407)
Daraus ersehen wir, daB} sich die Determinante ¢ bei einer Koordinatentransformation
verhilt wie

RN
g =g (det i) (408)
und somit

VT = V|G

, (409)
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wobei der letzte Faktor das Inverse des Absolutbetrages der Jakobi-Determinante der
Koordinatentransformation ist. Wir haben stets die positive Wurzel gezogen.

Wir wissen auch wie sich das differentielle Volumenelement transformiert. In vier

Dimensionen gilt

dV = dl’o dl’l dl’g dl’g (410)
sowie
- ozt z2,...)
dV = | ——""21 dV . 411
‘8(:1;1, z2,..0) 410

Dies fiihrt auf das essentielle Resultat
V—gdV = \/—gdV, (412)
d.h., /=g dV ist ein Skalar.
In einem n-dimensionalen Gebiet (¢ untersuchen wir nun das Integral
I = /G(divu)(\/—_ng) = [ wpv=gdv. (413)

Dieses Integral ist eine skalare GroBe. Mit Hilfe der Divergenz-Formel (398) konnen
wir das Integral (413) schreiben als

[ = / (v v=g), aVv . (414)
G l¢
Die Integration fiihrt auf
I = Z / u' /=g dat . deT et L da (415)

' Grenzfliiche

Dieses Integral 148t sich als FluB des Vektors ' durch die Grenzfliche des Gebiets
interpretieren. Dies ist der GauBBsche Integralsatz fiir Riemannsche Raume.
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Die Einstein-Gleichungen fiir den freien Raum

Wir wollen nun die Einsteinschen Feldgleichungen fiir den freien Raum ableiten, d.h.,
es soll ein Satz von Differentialgleichungen in Tensorform abgeleitet werden, der das
Gravitationsfeld im freien Raum beschreibt. Diese Differentialgleichungen miissen den
Kriterien geniigen, die wir bereits diskutiert haben.

Die gesuchten Feldgleichungen sollten in irgendeiner Form den Riemannschen Kriimmungs-
tensor beinhalten, da er einen gro3en Teil der Information tiber die Geometrie des Raum-
es trigt. Wir wissen bereits, dal der gravitationsfreie Raum mit einer Lorentz-Metrik
durch die Gleichungen R;;;; = 0 richtig beschrieben wird. £2;;;; ist jedoch ein Ten-
sor mit 256 Komponenten, der aufgebaut ist aus dem symmetrischen g¢;;-Tensor mit
10 unabhéngigen Komponenten. Genau diese 10 unabhidngigen Komponenten des g;-
Tensors sollen die Losungen der Feldgleichungen sein. In der Tat werden wir noch be-
weisen, daf letztlich die Feldgleichungen 10 gekoppelte Differentialgleichungen sind.
Ferner stellen wir fest, daB3 die Gleichungen f7;;;; = 0 eine sehr strenge Bedingung
darstellt, die nur fiir den flachen Raum Giiltigkeit hat. Diese Bedingung sollte etwas
abgeschwicht werden, um auch Gravitationsphdnomene im freien Raum beschreiben

zu konnen.
Zur Ableitung der Feldgleichungen lassen wir uns wieder von der klassischen Gra-
vitationsgleichung fiir den freien Raum, der Laplace-Gleichung, leiten

9%

xi2

=1

3
=1

Q

Wir haben bereits nachgewiesen, da3 das Newtonsche Gesetz und die Geoditenglei-
chung fiir ein schwaches Gravitationsfeld ndherungsweise die selbe Trajektorie liefert,
wenn fiir die goo-Komponente gilt

2
doo = 1+c—f (417)
und somit
c?
Y = 5(900 —1). (418)

Damit lautet die Laplace-Gleichung

3
ZQOOMi = 0. (419)
=1
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Dies muf} eine Ndherungsform der relativistischen Feldgleichung sein. In einer kova-
rianten Tensorgleichung ist das Analogon zu einer Summation iiber ¢ die Kontraktion.
Wir wollen die Gleichung £2;;;; = 0 kontrahieren. Dazu gehen wir von den folgenden
Behauptungen aus, die wir etwas spéter im einzelnen beweisen werden:

Beh. (1): R;; ist antisymmetrischin 2z und j. R = — R

Beh. (2): R;;j; ist antisymmetrisch in k und [. ;5 = — Rk

Beh. 3): Riju = Ruij-

Beh. (4): R;;; hat 20 unabhingige Komponenten.

Aus Behauptung (1) und (2) folgt, da3 eine Kontraktion zwischen : und 7 und zwi-
schen £ und / die triviale Nullidenditét ergibt. Wir fiihren die Kontraktion zwischen :
und & durch

- 0. (420)

jil
Die Kontraktion zwischen : und [ liefert aufgrund der Behauptung (2)
R R, =0. (421)

ki — jik

Dies ist bis auf das Gesamtvorzeichen die Gleichung (420). Die Kontraktion zwischen
7 und [ liefert aufgrund der Behauptungen (1) und (2) das Gleiche wie die Gleichung
(420). Die einzig sinnvolle Kontraktion lautet damit

Dies sind die Einstein-Gleichungen fiir den freien Raum. Wir schreiben sie ausfiihrlich
aus

Ry = Dy — Ty + T, T —TL.T7% = 0. (423)

gz met— jl

Wir verwenden die Definition des Christoffel-Symbols
F;l = %gm (gjm|l + Giml|j — gjl|m) (424)

und erkennen damit die ausfiihrliche Struktur der Einstein-Gleichungen

Ry = %{g“” (gjmu T Gmili — gf'”m)}u
-1 {gm (gjmu + Gmilj — gﬂ|m)}

+ Terme in 1. Ableitungen von g;; = 0. (425)

|2
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Unter Verwendung der Behauptung (3) fiihren wir die folgende Umformung durch

Damit erkennen wir, dafl der kontrahierte Riemann-Tensor symmetrisch ist. Damit folgt
weiter, da} das Gleichungssystem (423) ein System von 10 unabhiingigen Gleichungen
darstellt.

Es verbleibt die Aufgabe, die Behauptungen (1) - (4) zu beweisen. Die Losungen von
(423) liefern die Komponenten g¢;;. Mit der Kenntnis der ¢;;-Komponenten konnen wir
durch Losung der Geoditengleichung die Trajektorie eines Teilchens bestimmen.
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Symmetrieeigenschaften des

Riemannschen Kriimmungstensors

Fiir den Riemannschen Kriimmungstensor hatten wir den folgenden Ausdruck abgelei-
tet

Rijkl = szu - F;’Hk + FianZ} - Finkr;? : (427)
Wir vertauschen die beiden letzten Indizes

Rijlk = F§j|k - F;‘ku + Finkr;? - FianZ} : (428)
Der Vergleich dieser beiden Gleichungen zeigt sofort

Ry = =Ry, (429)

wobei wir nur von der Symmetrie der Christoffel-Symbole in den unteren Indizes Ge-
brauch gemacht haben. Damit ist auch die Behauptung (2) des vorangegangenen Ka-
pitels bewiesen. Der k/-Unterblock hat damit anstatt 16 nur 6 unabhingige Kompo-
nenten. Zusammen mit den 16 Komponenten des ¢7-Unterblocks haben wir nur noch
hochstens 96 unabhingige Komponenten des Riemannschen Kriimmungstensors vor-
liegen.

Als niéchstes wollen wir den Beweis der Behauptung (1) des vorangegangenen Ka-
pitels erbringen. Dazu betrachten wir ein beliebiges Vektorfeld v und das Quadrat der
Linge

0 = gmmiu. (430

 ist ein Skalar, daher gibt es auch keinen Unterschied zwischen der gewohnlichen und
der kovarianten Ableitung

Pk = Pl - (431)
Fiir die zweite Ableitung folgt

Gkl — Pk = PrE—Pux = 0. (432)
Nun gilt aber auch

Qs = gmnu”ﬁkun—l—gmn umunnk = 2Gmn umunnk. (433)
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Hier haben wir vom Ricci-Theorem und von der Symmetrie der ¢,,,,-Koeffizienten Ge-
brauch gemacht. Es folgt weiter

Pl = 2 G W 2 G W W g (434)
und somit
Ol — PlE = 2Gmnu” (unllklll — “nlllllk) =0. (435)

Den Ausdruck in der Klammer konnen wir mit Hilfe des Riemannschen Kriimmungs-

tensors umschreiben. Damit erhalten wir

Pl — P = 2ui B ju’ = 0. (436)
Es gilt also fiir ein beliebiges Vektorfeld

Rl = 0. (437)

Bei einem gegebenen, fixierten Punkt im Riemannschen Raum wihlen wir den belie-
bigen Vektor u als Einheitsvektor mit der 7o-Komponente gleich 1. Alle anderen Kom-
ponenten sollen verschwinden. Daraus resultiert offensichtlich

Rigiort = 0. (438)

Es muf} betont werden, dal} ;o kein Summationsindex ist. Somit wissen wir bereits,

daf} die Diagonalterme des Unterblocks der ersten beiden Indizes des Riemannschen

Kriimmungstensors verschwinden. In (437) konnen wir die Summation auch ausdriicken
durch

Rimu' v’ = S (Riji + Rjint) u'ul = 0. (439)

Nun wihlen wir u so, daB3 der Vektor die beiden nichtverschwindenden Komponenten
u‘ und u’° hat. Beide Komponenten seien gleich 1. Damit ergibt sich

Rigiokl + Rigioit = 0. (440)
Da ¢y und j, nun zwei beliebige Komponenten sein konnen, folgt daraus die Antisymmetrie-
Beziehung

R = —Rjin - (441)

Wir haben damit 6 unabhéingige Komponenten im 7 7-Unterblock. Dies ergibt insgesamt
hochstens 6-6 = 36 unabhiingige Komponenten fiir den Riemannschen Kriimmungsten-

SOr.
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Wir wenden uns nun der Behauptung (3) zu. Wir definieren einen antisymmetrisier-
ten Tensor durch

{An} =

{Ait} = = (A — A + Api — Aik + Ak — Agi) - (443)
3!

(A — Agi) (442)

— DN =

Es liegt also ein Vorzeichenwechsel bei einer ungeraden Permutation der Indizes vor.

Ein weiteres Beispiel fiir einen antisymmetrischen Tensor ist einfach

Tiw = —Thi = Thii - (444)
Hingegen gilt fiir einen symmetrischen Tensor

T = Thit = Tiir - (445)

Die Symmetrie bzw. Antisymmetrie eines Tensors sind intrinsische Eigenschaften ei-

nes Tensors, die sich bei einem Wechsel des Koordinatensystems nicht dndern. Aus

_ ox™ Jda™

e = — — Tmn , 446
g dzt dz* (446)
= dzx™ dx™
Thi — —Tum 447
g ozk 9 (447
folgt jeweils mit

In einem dreidimensionalen Raum hat ein antisymmetrischer Tensor vom Rang 2 nur
3 unabhiingige Komponenten, die mit einem Vektor assoziiert werden konnen. Gehen
wir von den beliebigen Vektoren v und v* aus und bilden den antisymmetrischen Ten-

sor u' vF —

u* v, so entspricht dies gerade dem Vektorprodukt oder Kreuzprodukt der
beiden Vektoren. Wir haben bereits mehrfach auf den Sachverhalt hingewiesen, dafl im
vierdimensionalen Raum ein symmetrischer Tensor vom Rang 2 nur 10 unabhingige
Komponenten aufweist. Ein antisymmetrischer Tensor vom Rang 2 hat sogar nur 6 un-

abhingige Komponenten.

Wir machen einige weitere Bemerkungen zur Antsymmetrisierung. Die Antisymme-

trisierung ist eine lineare Operation, d.h.,
{Aitt + B} = {Am} +{Bin} - (450)
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Wir hatten bei der Diskussion der Rotation gezeigt, dall bei der Antisymmetrisierung
kovariante und gewohnliche Ableitung dasselbe Ergebnis liefern. Genauso 148t sich das
allgemeinere Theorem beweisen

{Aiklﬂm} = {Aikﬂm} : (451)

Dabei ist zu betonen, daf3 hierbei von vollstindig kovarianten Tensoren ausgegangen
werden muB3. Als weiteren Punkt betrachten wir einen Skalar 147 und dessen kovariante
Ableitung, den Gradienten W);,. Die Antisymmetrisierung dieser GroBe liefert aufgrund
des einen Index wieder die urspriingliche GroB3e. Wir antisymmetrisieren die kovariante

Ableitung des Gradienten und erhalten

(Wit} = 5 (Wi = Wig) = 0., (452)
Damit haben wir schlicht und einfach gefunden: rot grad W = 0. Es liegt also die Se-
quenz vor

Wi Wi Wi} = 0. (453)

Genau die gleiche Studie fithren wir jetzt mit einem Tensor vom Rang ¢ = 1 durch.
Dazu gehen wir von einem kovarianten Vektor «; aus. Wir bilden die kovariante Ab-

leitung und antisymmetrisieren wieder.

{uin} = {U2|k} = 1 (U¢|k - Uk|¢) : (454)
Dies ist proportional zur Rotation des Vektors u;. Wir bilden nun die kovariante Ablei-

tung der Rotation und antisymmetrisieren.

{{u”"“}w} - {{u”"“}u} - %{(u”’“_u’““)u}
= 5 [{wi} = {wmar}] - (455)

Fiir diesen antisymmetrischen Tensor gilt aber

{ui|k|l} = —{Ukw} : (456)

Damit folgt

{{uﬂk}”} = {uipu} - (457)

Da wir die Reihenfolge der gewohnlichen Ableitung vertauschen konnen, folgt aus
Wikl = Uik (458)

90



das Resultat

{ui|k|l} = {ui|l|k} : (459)

Eine zyklische Permutation der Indizes 148t aber einen antisymmetrischen Ausdruck

invariant

{ui|k|l} = {Ukw} : (460)

Die Antisymmetrie in : und & implizierte

{ui|k|l} = _{Uk|i|l} - (461)

Vergleichen wir die letzten beiden Gleichungen, so finden wir

{wqn} = —{{uﬂk}”} =0, (462)

d.h., die zweite antisymmetrisierte Ableitung liefert den Null-Tensor.

Um eine weitere wichtige Symmetrieeigenschaft des Riemannschen Kriimmungs-

tensors abzuleiten, betrachten wir den folgenden antisymmetrisierten Tensor

{uz'nknl—uxcninz} = 2{{uz’||k}”,} ; (463)

der aus einem beliebigen Vektor u; gebildet wird. Aufgrund der Eigenschaft (451) konnen
wir die kovariante Ableitung durch die gewohnliche Ableitung ersetzen.

{ui||k||l - uk||i||l} = 2 {{Ui|k}|l} : (464)
Mit dem Resultat (462) erhalten wir

{anu-umunz} = 0. (465)

Wir fiihren eine zyklische Permutation der Indizes des zweiten Terms durch. Dies fiihrt
zu keiner Anderung des Resultates.

{uz'||k||l—uz'||znk} = 0. (466)

Dies 148t sich aber auch mit Hilfe des Riemannschen Kriimmungstensors ausdriicken

{ui||k||l_ui||l||k} = {Rijklu]} = 0. (467)

Wir fiihren eine neue Notation ein,

{Rijkl uj}(i,k,l) = 0. (468)
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Dies bedeutet, daf3 nur die Indizes ¢, k£ und / in die Antisymmetrisierungsprozedur ein-
geschlossen sind, nicht aber der Summationsindex 7. Damit konnen wir auch schreiben

Da aber u’ beliebig ist, haben wir

{Rijk[}(i7k7l) =0. (470)
Umbennung der Indizes liefert

{Rﬁkl}(jw) = 0. (471)

Wir schreiben die beiden letzten Gleichungen aus, wobei wir von den Behauptungen
(1) und (2) Gebrauch machen, d.h., von der Antisymmetrie zwischen dem ersten und

zweiten bzw. zwischen dem dritten und vierten Index. Wir erhalten

Rijpi + Bijii + Rijir = 0, (472)
Rip + Ry, + R = 0. (473)

Wir subtrahieren beide Gleichungen voneinander unter Beriicksichtigung der Antisym-
metrie in den ersten beiden Indizes. Es folgt

2 R + Rijii + Rijie — Rea; — Rige = 0 (474)
oder dquivalent

2R — Rjpi — Rjiip — Rkt — R, = 0 (475)
oder

2Rijr — (Rjgti + Rikjt) — (Rjix + Ruk;) = 0. (476)

In (472) und in (473) benennen wir die Indizes um (in (472) £k < jundin (473)7 — I,
k — 1,0l — k). Dies ergibt

Ripi + Rigji = —Riij s 477)
R + Ry = — R (478)

Diese beiden Gleichungen konnen wir in den Gleichungen dariiber einsetzen.

2R+ Rk + Ryji = 0. (479)
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Wir nutzen jetzt die Antisymmetrie in den ersten beiden und in den letzten beiden Indi-
zes aus. Daraus ersieht man, daf die beiden letzten Terme gleich sind und somit haben
wir

2 (Rijui + Ruij) = 0 = 2 (Rij — Ruy) - (480)
SchlieBlich folgt daraus die Behauptung (3)
Riji = Ry (481)

Aufgrund dieser Symmetrierelation bleiben von den maximal 6-6 = 36 unabhéingigen
Komponenten nur noch maximal 21 unabhéngige Komponenten iibrig.

Wir wenden uns abschlieBend der vierten Behauptung zu. In (470) ist noch eine wei-
tere Symmetrierelation enthalten, die die Zahl der unabhéngigen Komponenten des Rie-
mannschen Kriimmungstensors letztlich auf 20 reduziert. Wir betrachten hierzu die Kom-
ponente Ry;.3 des Riemannschen Tensors. Es gibt 4! = 24 Permutationen der Indizes.
Wenn wir jedoch die bis jetzt bewiesenen Symmetrierelationen betrachten, so bleiben
jeweils die Indizes O und 1, bzw. 2 und 3 benachbart. Daher konnen alle Komponenten
aus der Basis Rg93, Fogs1, Fosio aufgebaut werden. Aber aus (473) folgt

Ri023 + Raos1 + Rs012 = 0. (482)

Dies stellt eine weitere Relation innerhalb des Basissystems dar. Damit ist auch die Be-
hauptung (4) bewiesen.
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Eine divergenzfreie Form der Einstein-Gleichung

Auf dem Weg zu einer divergenzfreien Form der Einstein-Gleichung miissen wir zunéchst
eine niitzliche Identditéit beweisen, die sogenannte Bianchi-Idenditdt. Wir stellen die
Behauptung auf

{Rigutin } 0 = 0 (483)

Wir werden die bereits bewiesenen Symmetrie-Relationen des Riemann-Tensors ver-
wenden, um eine Symmetrie-Relation beziiglich der kovarianten Ableitung des Riemann-
Tensors abzuleiten. Wir gehen aus von

g = W g = B (484)
und erniedrigen den Index ¢

Wikl — Wi = Rijw’ (485)
Wir nutzen die Produktregel der kovarianten Ableitung aus und erhalten

(ui||k||l - ui||l||k) = Ringiljm v" + Bingr v, - (486)

|lm

Wir antisymmetrisieren diesen Ausdruck beziiglich der Indizes £, [ und m.
{ui||k||l||m - ui||l||k||m}(k7l7m) = {Rmmnm}wm) u” + {Rmm u ||m}(k,z,m) (487)
Wir fiihren auf der linken Seite eine gerade Permutation der Indizes %, [ und m durch
{(uinm)”kw - (ui”m)”l”k} = {Rintiin} )

+ { Rinna u”Hm}( . (488)

k,l,m)

(k,0,m)

Der Tensor w;);,,, erscheint in beiden Termen auf der linken Seite. Wir verwenden jetzt
die bereits bewiesene Gleichung

T =T = Bgg T + R T (489)
Wir ziehen die Indizes : und m runter. Dies fiihrt zu
. N — P n lin
(u2||m) |kl (u2||m) illk = Rinu [|m + Bk U, ) (490)
wobei
" = "y, (491)

94



die kontravariante Form von wu;,, ist. Wir antisymmetrisieren und erhalten eine alter-

native Form zu (488)

{(umm)llklll — (umm)lllllk}(k,l,m) = {Rm’” unHm}(k,l,m)

- { Rt} gy 0" (492)
Wir vergleichen dies mit (488) und erhalten somit
{Rouiiin ey 0" = Bty " = 0 (493)
Hierbei haben wir ausgenutzt, dal gilt {Rmnm}(hl’m) = 0. Da u" eine beliebiger
Vektor ist, haben wir schliefllich
{Binsiin} ) = 0 (494)

Damit ist die aufgestellte Behauptung bewiesen.

Es ist oftmals sehr dsthetisch, Gleichungen in divergenzfreier Form darzustellen, da
divergenzfreie Grofen in der Physik zumeist einen Erhaltungssatz wiederspiegeln. So
ist beispielsweise die Divergenz des Viererstroms in der Elektrodynamik direkt ver-
kniipft mit der Erhaltung der Ladung. Um nun die Einstein-Gleichungen in eine diver-
genzfreie Form zu bringen, gehen wir aus von der Bianchi-Idenditéit und erhdhen die
ersten beiden Indizes.

{Rmkznm}(k,z,m) = 0= B%p + B e + B - (495)

Dabei haben wir die Indizes zyklisch vertauscht und die Antisymmetrie-Eigenschaften
des Riemann-Tensors ausgenutzt. Wir kontrahieren nun ¢ mit £ und » mit /. Dies ergibt

R™ + R + R = 0. (496)

Wir verwenden nun die Definition des kontrahierten Riemannschen Tensors und nutzen

die Symmetrie-Eigenschaften des Riemannschen Tensors aus.

Ry — B i — B = 0 (497)

Im zweiten Term benennen wir um ¢ — k& und im dritten Term » — £. Dies ergibt

Wir bezeichnen den doppelt kontrahierten Riemannschen Tensor 27, mit /2. R ist der
Riemann-Skalar.

R = R. (499)

n
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Damit gilt
‘Wenn beide Indizes in kontravarianter Position sind haben wir

Rmo= 1 (gkm R) (501)

2 II%
Hierbei haben wir wieder das Ricci-Theorem ausgenutzt. Daher hat der Ricci-Tensor,
definiert durch

km km km
G = R™ - 1¢™ R, (502)
eine verschwindende Divergenz

GMi = 0. (503)

Angenommen der kontrahierte Riemann-Tensor erfiillt die Gleichung fiir den freien
Raum
R™ =0, (504)
so folgt sofort = 0 und damit auch
km km km
G' = RF_lgtm R = 0. (505)
Gilt auf der anderen Seite G = 0, so folgt auch
k ke k
Gm:Rm—%ng:(). (506)
Wir kontrahieren und finden
GY = R—1¢"R=R-2R=-R =0. (507)
Der Riemann-Skalar verschwindet also. Damit folgt weiter
RFo =G +id" R =0. (508)

Wir schluBfolgern also, G* ist dann und nur dann null, wenn R null ist.

Damit konnen wir die Einsteinschen Feldgleichungen fiir den freien Raum mit Hilfe
des divergenzfreien Ricci-Tensors ausdriicken

Gk, =R, —14" R=0. (509)

m m
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Der Energie-Impuls Tensor

Im Fall schwacher Gravitationsfelder reduziert sich die Einstein-Gleichung auf die Laplace-
Gleichung beziiglich des Gravitationspotentials ¢

3
> i = 0. (510)
=1

Im nichtleeren Raum gilt im Rahmen der klassischen Mechanik die Poisson-Gleichung

3

Y e = 4rkp. (511)

=1
Hierbei bezeichnet « die Gravitationskonstante und p die Massendichte im Raum. Als
Losung fiir ¢ folgt

1!
o(7) = —f;/ P& (512)
|7 — |
Dies ist eine direkte Folge der Relation
1!
v?/ Pl 2 Pa' = —4rp(T) . (513)
7— 7

Wir wollen nun anstreben, analoge relativistische Feldgleichungen zu finden. We-
gen £ = mc® miissen wir in einer relativistischen Theorie den gesamten Energiein-
halt beriicksichtigen und konnen uns nicht nur auf die Masse oder die Ruheenergie be-
schriinken. Zu diesem Zweck werden wir den Energie-Impuls Tensor 7'/ einfiihren, der
die Dimension [Masse/Linge®] besitzt. Als Verallgemeinerung der klassischen Glei-
chung suchen wir nun eine Tensorgleichung, wobei die Tensoren den Rang 2 haben, mit
der allgemeinen Grundstruktur: Ein Tensor, der die Geometrie des Raumes beschreibt,
soll einem Tensor entsprechen, der den Energieinhalt des Raumes représentiert. Im Fall
schwacher Felder sollen die relativistischen Feldgleichungen in die klassischen Feld-
gleichungen iibergehen. Falls die Energiedichte im Raum verschwindet, soll sich ferner
die gesuchte Gleichung auf die bereits abgeleitete Einstein-Gleichung fiir den freien
Raum reduzieren.

Wir beginnen unsere Untersuchungen mit einigen Betrachtungen, die fiir einen fla-
chen Raum giiltig sind. Wir fiihren die Vierer-FluBgeschwindigkeitu®(z) sowie die ska-
lare Massendichte po () im mitbewegten System ein. Der einfachste Tensor vom Rang
2, der daraus konstruiert werden kann, lautet

TV = po(x) ul(:zj) u](:zj) (514)
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mit
: dz’
= . 515
u 7 (515)

Der Tensor (514) beschreibt als einfachsten Fall ein nichtwechselwirkendes, inkohi-

rentes Materiefeld. Wir verwenden die iiblichen Koordinaten (¢t, x, y, z) aus der spe-
ziellen Relativititstheorie. Damit konnen wir die 7'°°-Komponente des Energie-Impuls
Tensors schreiben als

T = po%% = ¢ po (5—2)2 . (516)
Nun gilt

ds* = A dt* — (da* + dy* + dz*) = & dt? (1 — Z—j) (517)
und damit

Lo (1_2_22)1/2 - <. (518)

Dies ergibt schlielich
T = ~%pg . (519)

Die Proportionalitit von 7% zu ~? ist leicht zu verstehen. Relativistisch wichst die ef-
fektive Masse mit dem Faktor v an, gleichzeitig verringert sich das Volumen aufgrund
der Lorentz-Kontraktion um denselben Faktor. Durch die Quotientenbildung erhalten
wir das Resultat (519).

Wir betrachten nun die Komponenten 7'%', wobei k und [ nur die Werte 1, 2 oder 3
annehmen konnen. Es folgt

dz® dz* dt dz* dt
PoTls “ds — PP%ds di ds (520)
Mit
dz*
Eo_ & 521
v 7 (521)
folgt
Uk Uk
% = poyy* — = p—. (522)
C C
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Ebenso erhalten wir

dz* dzx! vk ol vk ol
™ = pg— — = 2 = 523
Po ds ds Po7y 2 P 2 (523)
Damit kann der gesamte Energie-Impuls Tensor dargestellt werden als
1 e vy, /e v, /c
T = v.fe  viet v,/ v,/ ‘ (524)

vyfc vyg/c® wllcd vy [d

v.fc v/ v,/ v

Der Energie-Impuls Tensor ist ebenso wie der Ricci-Tensor G/ symmetrisch. Fiihren
wir den gleichen Grad der Approximation wie bei der Diskussion ”Gravitation als me-
trisches Problem* durch, nidmlich |¢] < ¢, so folgt einfach 7% = py.

Wir betrachten nun die Divergenz des Energie-Impuls Tensors. Speziel untersuchen

wir

T

+ . (525)

o _ Ldp 1 ]0pvs) | Olpvy)  Opv:)
oz dy 0z

In dreidimensionaler Vektornotation lautet dies

T = — |4+ V - pif| . 526
i = [ o T P‘U] (526)
Die rechte Seite entspricht gerade der Kontinuitédtsgleichung der klassischen Hydrody-
namik,

dp =

—+V.pi =0 527

5 TV PU ; (527)

die letztlich die Massen- oder Energieerhaltung wiederspiegelt. Somit gilt also

T%. = 0. (528)

|2

Als niichstes untersuchen wir die Divergenz von 7''‘. Wir bekommen

L[ L A | Bpear,) | pvars)
1z - z Y
o c? l ot + oz + dy + 0z
_ o O O O
T a2 la Ty T dy 5,
vy |Op  O(pve)  O(pvy) = I(pv.)
— |= : 2
c? [at + oz dy + 0z (529)
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Der Ausdruck in der zweiten eckigen Klammer verschwindet aufgrund der gerade dis-

kutierten Kontinuitdtsgleichung. Somit erhalten wir zusammenfassend

TR N R cL
™ = = (at + U - Vvl,) . (530)
Ebenso gilt allgemeiner
ki o P A k

Auch hier ist die rechte Seite wieder aus der Hydrodynamik bekannt. In der Hydrody-
namik kann die kriftefreie Bewegung eines Materiefeldes beschrieben werden durch
das Nullsetzen der Eulerschen Ableitung, die definiert ist durch

DQ _ 0@ 0Q , 0Q =
I A AL (532)

In unserem Fall folgt fiir die Eulersche Ableitung

Dok Ok R
th - a—”t+q7-vvk — 0. (533)

Dies ist eine Folge der Impulserhaltung bei der kriftefreien Bewegung des Materiefel-

des. Somit folgt zusammengefalit
T, = 0. (534)

Die Energie- und Impulserhaltung impliziert also das Verschwinden der Divergenz des
Energie-Impuls Tensors.

Im Rahmen unserer Kovarianzforderung tibertragen wir diesen physikalischen Sach-
verhalt auf beliebige Koordinatensysteme. In Riemannschen Raumen erhalten wir auf-
grund der Forderung nach Kovarianz

T = 0. (535)

I17
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Die Einstein-Gleichung fiir den nichtleeren Raum

Der simpelste Ansatz fiir die Feldgleichung des nichtleeren Raumes wiire wohl R =
const - 1. Dies ist jedoch keine erlaubte Version einer allgemein giiltigen Feldglei-
chung. Die Begriindung ist durch die verschwindende Divergenz von 1'%/ gegeben, withrend
RY keine verschwindende Divergenz aufweist. Wir hatten aber bereits die Feldglei-
chungen fiir den freien Raum mit Hilfe des divergenzfreien Ricci-Tensors ausgedriickt

G = RI-1g"R = 0. (536)

Wir machen nun die folgende, insbesondere fiir kosmologische Studien wichtige Be-
merkung, ohne jedoch an dieser Stelle einen konkreten Beweis zu fiihren: Der allge-
meinste Tensor B vom Rang 2, dessen Divergenz verschwindet und der vollstindig
aus dem metrischen Tensor und dessen erster und zweiter Ableitung aufgebaut wird,
muB eine Linearkombination des Ricci-Tensors ¢/ und des metrischen Tensors ¢*/
sein, d.h.,

BY = GY 4+ Ag" . (537)

A ist eine beliebige Konstante. Damit nehmen die Gravitationsgleichungen fiir den nicht-
leeren Raum die folgende Gestalt an:

G —I—Agij — const - T, (538)

Es wird nun gefordert, daf3 sich diese Gleichung fiir den Fall des leeren Raumes auf
die bereits bekannte Gleichung reduziert. Aufgrund dieser Forderung setzten wir im
folgenden

A=0. (539)
Somit postulieren wir die Feldgleichungen

GY = RY — %g” R=0CTY, (540)
wobei C' eine noch zu bestimmende Konstante ist.

Wir konnen diese Gleichung auch noch in etwas modifizierter Form darstellen. Wir
kontrahieren die Gleichung (540)

K3

R,-Lgd.R=0CT,. (541)
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Dies fiihrt auf
R=-CT, =-CT. (542)
T" wird der Laue-Skalar genannt. Damit nehmen die Feldgleichungen auch die Form an

RV = ¢ (T7-1gT) . (543)

Die néchste Aufgabe liegt in der Bestimmung der Konstanten C'. Wir wollen nun zei-
gen, daB die Einstein-Gleichung (540) eine Verallgemeinerung der Poisson-Gleichung
ist

3
D i = 4mkp. (544)
=1
Als Nebenprodukt werden wir dabei die Konstante C' bestimmen. Fiir ein statisches
System reduziert sich der Energie-Impuls Tensor auf

po 0 0 0
g 0 0 00O
Tii — (545)
0 0 00O
0 0 00O
Wir schreiben den metrischen Tensor als
1 0 0 0
0 —1 0 0
o= 4 e 546
= 0 0 -1 0 T (40

0O 0 0 =1

Wir betrachten nur kleine pg, d.h., im Laue-Skalar T@ vernachlidssigen wir Terme der
Ordnung epo. Damit gilt

o 0 0 0
: 0 0 0 0
" =S = . 547
0 0 0 0

Damit enthilt die rechte Seite der Feldgleichungen nur Terme erster Ordnung in den
GrofBen po, v/c, €v;;. Es folgt

po 00 0 po 0 0 0
0000 1|0 —p 0 0
1
C(Ty~1g;T) = C — -
0000| 20 0 —p 0
0 00 0 0 0 0 —pg
C
~ %%. (548)
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Die linke Seite des metrischen Tensors wurde bereits berechnet. Aufgrund der Zei-
tunabhiingigkeit des metrischen Tensors folgt

3
€Y ool = —C po - (549)
=1

Dies ist aber gerade die Poisson-Gleichung, wenn wir idendifizieren

—Yo ¢
C Ak

(550)

Wir haben somit die klassische Newtonsche Theorie in der relativistischen Theorie wie-
derentdeckt. Wir verwenden ¢ = ¢?/2 ev0, was wir schon bei der Diskussion “Gra-
vitation als metrisches Problem* ermittelt hatten und finden damit

C = ——. (351)

Wir schreiben die Feldgleichungen geschlossen auf. Es gilt

. . . ST ..
7 _ 7 1 _ d
GY —R]_iij—_c—zT] (552)
oder dquivalent
. STK . .
RV = == (T -147T) . (553)

[

Diese Feldgleichungen liefern als Losung die Metrik ¢, also ein Tensor-Feld. Diese
Metrik setzen wir in die Geodéatengleichung ein

d*zi - da? dxF

— 4+, — — = 0. 554

ds? L ds ds (554
Die Losung der Geoditengleichung liefert die Bahnkurve eines Teilchens im Gravita-
tionsfeld.
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Die Schwarzschild-Losung

Wir betrachten nun die Einstein-Gleichung fiir den freien Raum, wobei wir uns auf ei-
ne zeitunabhingige und sphirisch symmetrische Metrik beschrinken. Die resultieren-
den Feldgleichungen wurden im Jahr 1916 erstmals von Schwarzschild gelost. Diese
Losung ist von besonderer Bedeutung fiir astrophysikalische Betrachtungen, denn sie
liefert die Metrik auBerhalb eines einzelnen isolierten Sternes. Die Feldgleichungen fiir

den freien Raum lauten
Rij = T — Ul + Til — TR = 0. (555)

Wir suchen eine Losung, die zeitunabhéngig, sphérisch symmetrisch ist und die asym-
ptotisch fiir groBBe Entfernungen von der Sonne in die Lorentz-Metrik iibergeht. In Po-
larkoordinaten ausgedriickt soll also fiir grofe r gelten

ds* = ¢ dt* — (dr® +r? d0* + r*sin*0 dp?) . (556)

Die Zeitunabhingigkeit der Metrik beinhaltet, dal das Lingenelement invariant bei der
Substitution dz® — —dz° bleibt. Hieraus folgt sofort, daB alle Terme der Form gq; dz° dz*
verschwinden miissen. Das Quadrat des Lingenelementes hat also die Form

ds* = goo (dz°)? + gir, d* da*, (557)

wobei : und £ nur die Werte 1, 2 oder 3 annehmen kann. Wenn ferner entsprechend un-
serer Annahme keine spezielle Richtung im Raum ausgezeichnet ist, sollte das Lingen-
element unabhiingig von einem Wechsel df — —df und dy — —d sein. Daraus er-
gibt sich, dal alle Terme proportional zu dr df, df dg usw. verschwinden miissen. Der
gesuchte metrische Tensor ist also diagonal, d.h.

ds* = Actdt? — (Bdr* + C v d0* + Dr?sin®0 dp?) . (558)

Aufgrund der geforderten sphirischen Symmetrie miissen die Funktionen A, B, C
und D allein Funktionen von r sein. Eine weitere Symmetriebetrachtung fiihrt uns dazu
C'(r) und D(r) gleichzusetzen. Bei einer Kugel ist es egal, welchen Winkel wir mit 6
und welchen Winkel wir mit » bezeichnen. Beide Koordinaten sind austauschbar. Eine
Verschiebung um ¢ = 1 df# vom Nordpol (f = 0) entspricht ds*> = —C ¢, eine
Verschiebung um ¢ = r di entlang des Aquators (¢ = 7/2) entspricht ds? = —D 2.
Da 0 und » Winkelkoordinaten sind, sollte ds* jeweils gleich sein. Daraus folgt, C' =
D. Wir haben somit

ds? = Actdt* — Bdr? — O (r* d6* + r¥sin®0 dg?) . (559)
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Eine weitere Vereinfachung ergibt sich durch eine geeignete Wahl der radialen Koor-
dinate. Wir definieren

ro= JC(r)r (560)
und damit
C(r)yr? = 7%, (561)

Wir bilden das totale Differential von (561),

d(C rz) = dr? (562)
und somit
dC 9 o .
d—drr +2rCdr = 2rdr = 20/ C r di (563)
"
und weiter
r dC
dr = [ —= — Cldr. 564
' (2ﬁ dr +f) ' (69
Dies fiihrt uns schlieBlich auf
B rode\ "’ .
2 _ = o A2 — A2
Bdr® = C(1+20 dr) dr* = Bdr* . (565)

Damit erhilt das Langenelement die Gestalt

B dCc\ ™
ds? = Acldi? — ol (1 + % W) dr? — (7@2 df? + 7? sin?0 dc,oz)
— Ad® — Bdi? — (fZ dO? + #? sin0 dc,oQ) . (566)

Wir benennen nun wieder um B — B und # — r und erhalten die einfache Form
ds? = A dt* — Bdr* — (r2 df? + r* sin?0 dc,oz) . (567)

Der letzte Term in runden Klammern hat also damit den Koeffizienten 1. Wir haben nur
noch die beiden unbekannten Funktionen A(r) und B(r) zu bestimmen. Als Funktion
von r soll die Metrik ihre Signatur nicht @ndern. Ferner wollen wir asymtotisch fiir  —
oo die Lorentz-Metrik erhalten. Daher konnen wir A(r) und B(r) als positiv definite

Funktionen wihlen und machen den Ansatz

Alr) = e, (568)
B(r) = &\, (569)
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Die Randbedingung der Lorentz-Metrik im Unendlichen verlangt, daBl v/(r) und A(r)

verschwinden fiir r — oc. Somit ist
ds* = e’V 2 di? — M dp? — 2 (d02 + sin?f dc,oz) . (570)

Selbst mit diesem relativ einfachen Ansatz wire die direkte Losung der Einsteinschen
Gleichung eine sehr miihseelige Angelegenheit aufgrund der Vielzahl der auftretenden
Christoffel-Symbole.

Es gibt jedoch einen bequemen Kunstgriff, um alle nichtverschwindenden Christof-
fel-Symbole zu berechnen. Die Euler-Lagrange Gleichungen einer geoditischen Linie

in der Form
P4 dl it =0 (571)
mit
dz”
o= 72
z E (572)

enthélt alle diese Christoffel-Symbole. Kennen wir auf der anderen Seite die Euler-
Lagrange-Gleichungen fiir die Geoditische genau, so konnen wir alle nichtverschwin-
denden Christoffel-Symbole identifizieren. Dieses Identifikationsverfahren ist beson-
ders einfach fiir einen diagonalen metrischen Tensor. Die Euler-Lagrange Gleichungen

konnen aus dem Variationsproblem gewonnen werden,

1/2

5/d$ = 5/ [e” (:JZ;O)2 — (eAfz +r? 92+r2 sinzec,bz)] ds = 0. (573)

Wir quadrieren den Integranden

5/ [e” (:JZ;O)2 — (eA 724 62 + r?sin%h 992)] ds = 0. (574)
Bezeichnen wir hier den Integranden mit /', so gilt

d (oF\ _ OF (575)

ds \9it) — dzt’

Wir schreiben die vier Gleichungen explizit aus und vergleichen sie mit der Form in
(571). Wir setzten dabei natiirlich 2! = r, 22 = 0, 2° = .

Fiir ! = 2" folgt

% (2¢i%) = 0. (576)
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Die Ableitung von v nach r bezeichnen wir im folgenden mit ' = dv//dr. Damit ergibt

sich

2¢" V7’ +2e" i = 0 (577)
und weiter

P+ = 0. (578)

Der Vergleich von (578) mit (571) fiihrt auf

9 =19 = 1. (579)
Fiir die Variable r folgt

d .

(= 2i) e (20 A NN 28 f2rsin?0t = 0. (580)

ds

Ausdifferenzieren ergibt

SN2 =P oi e (i) 4 N 2r P 4 2rsin?h P = 0.(581)
Durch Umsortieren der Terme erhalten wir schlielich

T+ % N 7?4 %1/ e/ (:JZ;O)2 —re 07 — rsin®f Pre™ = 0. (582)

Die einzigen nichtverschwindenden Christoffel-Symbole mit dem oberen Index 1 sind
daher

F(IJO - %V/GU_A 9

Fil = %)‘/ 9

F%Q = —e¢Mr ,

I, = —rsin®fe™. (583)
Fiir die Variable § folgt

d .

—(—r220) +2r%sind COS(9<,52 = 0. (584)

ds

Ausdifferenzieren ergibt
—2rf29—2r2(§+2r2 sim@cos&c{o2 =0 (585)
und umsortieren fithrt auf

. 9.
0+ —0r —sinb 60809'92 = 0. (586)
r
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Damit haben wir die Christoffel-Symbole

1
F§1 = F%z = ~
r
F:Qa:a = —sinf cosb . (587)

Fiir die Variable ¢ folgt schlieBlich

©(2rsin®0g) = 0. (588)

S

Ausdifferenzieren ergibt

2-2r7sin?06 + 2122 sinf cos00o +2rsin?05 = 0. (589)
Wir sortieren wieder

¢+§r¢+2ctgeé¢ =0. (590)
Damit erhalten wir

M = T3 = ctgld,
1
Iy = I3 = —. (591)

7

Damit sind alle nichtverschwindenden Christoffel-Symbole bestimmt.

Die Feldgleichungen (555) enthalten auch Christoffel-Symbole der Form I'% ;» die
sich auch in der Form (log \/—g)|; schreiben lassen. Diesen Zusammenhang hatten wir
bereits nachgewiesen. Damit lauten die Feldgleichungen

Ri; = (10g \/—_9) i D + T Ty — T (log v —9)” = 0. (592)
Wir wollen jetzt log \/—_g berechnen. Der metrische Tensor lautet aufgrund des Lingen-
elementes
e’ 0 0 0
0 —eM) 0 0
= 593
= 0 0 —r? 0 &%)
0 0 0 —r2?sin?f
Damit bekommen wir sofort
g = det(gy;) = —e’HAN) pdgin2g (594)
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Dies fiihrt weiter auf

log(—g) = (v+A)+4 logr + 2 log|sind| (595)

und somit
log v= (596)
Wir betrachten nun zunéchst die Komponente mit: = 3 = 0 der Feldgleichungen
Roo = (log Vs )|0|0 OOIk + F FLO — Féo (log \/—g) ’ = 0. (597)

Viele Terme, die hier auftreten, sind null. Es bleibt iibrig

F00|1 +2Tg0 I'gy — Lo (10g v —g) o

X2
— (; Ve’ A) + %1/2 eV — (% v e”_A) (V —2|_ + ;) =0. (598)
Dies reduziert sich auf
X2
—/" =V =N+ V- (V —|2_ + —) = 0. (599)
r
und weiter auf
2
VAR VA DY ’+i:o. (600)
Wir betrachten nun in gleicher Weise den Fall: = ;5 = 1.
Ry = (log /= )|1|1 [y + T Ty = T (log «/—g)” = 0. (601)
Einsetzten der Christoffel-Symbole liefert
Ry = (10g A )|1|1 11|1 + F Fh + F(lJo F(lJo + F§1 F§1 + F§1 F§1
— T, (10g«/—g)|1 = 0. (602)
Wir verwenden wieder die bereits berechneten Ausdriicke fiir die Christoffel-Symbole.
Dies ergibt
VX2 1 1, 1 ., 2 v+ N2
R . U By B e - 2. -] = 00603
(2 r2)2 vt T > T (603)
Wir fassen zusammen
" 112 1y/ .1 2)
Vst =AY —— = 0. (604)
r
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Damit haben wir ein System von gekoppelten Differentialgleichungen zweiter Ordnung
fiir die unbekannten Funktionen /(r) und A(r) vorliegen. Wir ziehen Gleichung (604)
von Gleichung (600) ab.

V+N =0. (605)
Integration ergibt offensichtlich
v+ A = const. (606)

Die Randbedingung der Lorentz-Metrik im Unendlichen erfordert, dafl () und A(r)
verschwindet fiir » — oc. Daraus folgt

const = 0 (607)
und somit
A= —v. (608)

Wir setzen dieses Resultat in Gleichung (604) ein und bekommen

AN % = 0. (609)
Dies 148t sich schreiben als

(re)" = 0. (610)
Um dies zu beweisen differenzieren wir diesen Ausdruck aus

(e +r(=A)e?) = 0. (611)
Umschreiben ergibt

(1=xre?) =0 (612)
und weiter

(=XN7) e =NA=Nret = 0,

R e (613)

Dies fiihrt wieder auf Gleichung (609). Damit erhalten wir sofort

(r e‘A)/ = const . (614)
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Dies lassen wir zunichst so stehen. Statt dessen betrachten wir erst /75, genau so wie
zuvor g und K.

Ry = (log \/—g)|2|2 — Ty + T Ty — I, (log \/—_g)“ = 0. (615)
Durch Einsetzen der nichtverschwindenden Christoffel-Symbole bekommen wir

B = (log v —g) 12]2

_ F%Q (log \/—g)|1 = 0. (616)

Wir verwenden die expliziten Ausdriicke fiir die Christoffel-Symbole und erhalten

- F%2|1 + F%Q Fgl + Fgl F%Q + F:2))3 F:2))3

2

8_ (log |sin@]) + (6_/\ r)/ + 2 (—e_A) + cot?f

06?
N4y 2
+ e—M«( +”+—) = 0. 617)
2 r
Wir verwenden die bereits abgeleitete Relation A’ + 1/ = 0. Wegen
0* . ,
507 (log |sind]) = —1 — cot*d (618)
folgt schlieBlich
() = 1. (619)

Dies ist genau der gleiche Ausdruck wie (614) mit der wichtigen Ausnahme, daf} jetzt
die Konstante fixiert ist. Durch Integration bekommen wir sofort

e'r = r—2m, (620)
wobei —2m eine noch zu bestimmende Integrationskonstante ist.

Wir haben also aus den drei Gleichungen oy = R;; = Ry, = 0 die Funktionen
v(r) und A(r) bestimmt. Damit gilt

2
S il (621)

oder

et = : (622)

Wir haben nur drei der zehn unabhiingigen Gleichungen bendétigt, um die Losung zu
finden. Es muf3 noch nachgewiesen werden, daf} die anderen Gleichungen konsistent
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mit der gerade gefundenen Losung sind. Diese Ubungsaufgabe sei dem fleiBigen Leser
tiberlassen.

Wir fassen das Resultat zusammen. Das Schwarzschildsche Lingenelement lautet

ds? — (1 _ 2_m) (dxo)2 __dr (d0? + sin20 dp?) . (623)

r -2

Dies ist vielleicht die bedeutenste Leistung der Allgemeinen Relativititstheorie, was
die Himmelsmechanik anbelangt: Das Langenelement ist eine exakte Losung der Einstein-
Gleichung, es entspricht dem 1/r*-Gesetz der Newtonschen Gravitationstheorie und
alle wesentlichen experimentellen Tests der Allgemeinen Relativitédtstheorie beruhen
auf diesem Lingenelement.

Wir miissen abschlieBend noch die Integrationskonstante 1 bestimmen. Im Fall schwa-
cher Felder hatten wir bereits gefunden

2
goo ~ 1+ c—f . (624)
Nunist oy = —xM/r, wobei M die Masse der gravitierenden Sonne oder eines Pla-

neten ist und « die Gravitationskonstante bezeichnet. Damit bekommen wir

2 M
goo ~ 1———. (625)

c'r

Der Vergleich mit (623) liefert sofort
kM

c?

(626)

m =

Wir sehen sofort, da3 das Schwarzschildsche Lingenelement unendlich wird fiir r =
2m. Die Grofle

rs = om = M (627)

c?

heiit Schwarzschild-Radius.
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