Quantenfeldtheorie

Gerhard Soff

Institut fir Theoretische Physik

Technische Universitat Dresden

Vorlesung im Wintersemester 2001/2002



Vorbemerkungen

Es ist eine wesentliche Zielvorstellung dieser Vorlesung, die Grundprinzipien der heutigen Quan-
tenfeldtheorie basierend auf der kanonischen Quantisierung und auf der Pfadintegralmethode zu
vermitteln. Die Quantenfeldtheorie beschreibt Teilchenerzeugungs- und Vernichtungsprozesse. Aus-
gehend von dem generellen Oberbegriff “Quantenfeldtheorie” kdnnen als Untergebiete die Quan-
tenelektrodynamik, die Quantenchromodynamik, das Weinberg-Salam Modell der elektroschwa-
chen Wechselwirkung, das Standard-Modell, supersymmetrische Modelle, Superstring-Theorien
usw. betrachtet werden. Die generelle Quantenfeldtheorie umfalt als Unterbereiche alle anderen
Teilaspekte der Theoretischen Physik und kann daher auch als Uberbau der Theoretischen Physik
angesehen werden. Der Versuch vereinheitlichte Feldtheorien (Theory of Everything “TOE” oder
Grand Unified Theory “GUT”) zu schaffen, ist ein wesentliches Charakteristikum der heutigen
Forschung in der Quantenfeldtheorie.

Die Quantenfeldtheorie ist mathematisch recht ambitios und steht keinesfalls in allen Bereichen
auf gesicherten mathematischen Fundamenten. Dies wird auch im Rahmen dieser Vorlesung of-
fenkundig werden.

Es soll versucht werden, auf dem Kenntnisstand der Quantentheorie Il aufbauend die Grundkon-
zepte der Quantenfeldtheorie zu entwickeln. Diese Vorlesung ist als Lehrveranstaltung fiir Stu-
denten nach dem Vordiplom geeignet. Sie ist Bestandteil des Grundkurses “Theoretische Physik”.
Eine profunde Kenntnis der Quantentheorie wird vorausgesetzt.

Inhaltlich wollen wir die folgenden Teilbereiche behandeln:

1. Einfihrung

2. Lagrange—Formalismus fir Felder

3. Pfadintegrale in der Quantentheorie
4. Quantisierung von Feldern

5. Storungstheorie und Feynman-Regeln

6. Spontane Symmetriebrechung — Higgs-Mechanismus



Dieses Skript basiert partiell auf den grundsatzlichen Darstellungen in den folgenden Monogra-

phien:
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1 Lagrange-Formalismus flr Felder

1.1 Die Euler-Lagrange-Gleichungen

In der klassischen Mechanik haben wir den Lagrange-Formalismus kennengelernt, der es erlaubt
aus einer vorgegebenen Lagrange-Funktion und dem Hamiltonschen Prinzip der extremalen Wir-
kung die zugehorige Bewegungsgleichung herzuleiten. Das entsprechende Bindeglied zwischen
der Lagrange-Funktion und den Bewegungsgleichungen sind dabei die allgemein hergeleiteten
Euler-Lagrange-Gleichungen. Im folgenden werden wir den entsprechenden Formalismus fur klas-
sische Felder kennenlernen. Dazu werden wir uns eng an dem Vorbild der klassischen Mechanik
orientieren und dadurch die entscheidenden Unterschiede und Erweiterungen beim Ubergang zur
klassischen Feldtheorie herausarbeiten. Das Ziel ist die Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichungen
fur Felder und der zugehdrigen Kontinuitatsgleichung sowie der damit verbundenen Erhaltungssétze.
Die in diesem Formalismus gefundene Kontinuitatsgleichung ist ein Spezialfall des allgemeineren
Noetherschen Theorems. Dieses besagt, daR jeder Transformation, die die Wirkung invariant 1a6t,
eine Erhaltungsgrofie zugeordnet werden kann. Die Ergebnisse, die wir hier fir die klassische Feld-
theorie erhalten werden, bleiben auch in den quantisierten Feldtheorien, wie der Dirac-Theorie,
glltig.

In der klassischen Mechanik wird ein Teilchen durch die Angabe der generalisierten Koordina-
ten ¢;(¢t) und der kanonisch konjugierten Impulse p;(t) zu allen Zeiten beschrieben. Die Zeit ¢
spielt dabei die Rolle einer unabhéngigen Variable und die Zahl der generalisierten Koordinaten,
man denke an die Ortskoordinaten, entspricht der Zahl der Freiheitsgrade des Teilchens. In der
Feldtheorie hingegen beschreibt man ein Teilchens durch die Angabe von Feldern v;(x,) zu allen
Zeiten zy und an allen Orten £. Man hat jetzt vier unabhéngige Variablen, ndmlich die Raum-
koordinaten und die Zeit. Die Zahl der Freiheitsgrade spiegelt sich nun in der Zahl der fur die
Beschreibung des Teilchens notwendigen Felder ;. Diese Entsprechung ist in der folgenden Ta-
belle gegeniibergestellt.

Mechanik Feldtheorie
1 unabhéngige Variable, die Zeit 4 unabhéngige Variablen, Raum und Zeit
generalisierte Koordinaten g; () Felder 1; ()
Lagrange-Funktion L = L (g;(t), 8:¢: (%), t) Lagrange-Dichte £ = £ (¢;(zy), Oubi(xp), xp)
Hamilton-Prinzip: 65 = [ dt6L =0 55 = [ld*zéL =0
Lt ST AL 5. aL , _ AL 51 oL )
Variation: 6L = 37, { 828q; + 55%~8(deqi) } + 8Lt | 5L =3, {6—1“5@ + ma(auw,)} + 8, LoTH
Euler-Lagrange-Gl.: 367[; - %—6(gtLQz‘) =0 66_12 -3, —3(5::%) =0
Erhaltungssatz: ‘fi—f =0 Kontinuitétsgl.: 8¥©,, =0
mit B =L—3 . SLoy; Mit Oy = Lguw — Y, srangy O ¥i

Die Grundannahme, die man in dieser Korrespondenz der Formalismen fiir die Mechanik und die
Feldtheorie verwendet, ist die Allgemeingultigkeit des Hamiltonschen Wirkungs-Prinzips. Dieses
muB in der klassischen Feldtheorie auf vier Dimensionen umgeschrieben werden, da die Wir-
kung sich durch Integration der Lagrange-Funktion bzw. Lagrange-Dichte (iber alle unabhangigen
Variablen ergibt. Daraus ergibt sich zwingend aus dimensionalen Uberlegungen, daf in der Feld-
theorie die Lagrange-Funktion durch eine Lagrange-Dichte zu ersetzen ist. Die Wirkung sollte
in beiden Theorien dieselbe Dimension besitzen, dann muf3 der Integrand im Fall der Feldtheo-
rie zusatzlich die Dimension [1/z>] besitzen, also eine Dichte bezliglich der Raumkoordinaten
sein. Die Variation ist in beiden Theorien die Summe der Variationen aller GroRen, von denen die



Lagrange-Funktion/Dichte abhdngt, gewichtet mit den jeweils zugehdrigen partiellen Ableitungen.
Bemerkung: §.5(x;) bezeichnet die Variation des Funktionals S. Fir die Funktionalvariation gel-
ten die gleichen Regeln wie fiir die tbliche Differentiation. Der Unterschied zur Ableitung einer
Funktion liegt darin, dal} die Funktionalvariation nicht punktweise erfolgt. Es wird ausgedriickt,
wie das Funktional selbst durch die Verschiebung der Variablen x; variiert wird.

Bis hierhin wurde lediglich das Hamiltonsche Prinzip von der klassischen Mechanik auf die klas-
sische Feldtheorie ibertragen und die Notation entsprechend der Typen der Theorien angepalt.
Im folgenden werden die Euler-Lagrange-Gleichungen fur Felder hergeleitet, die den bekannten
Bewegungsgleichungen aus der klassischen Mechanik entsprechen. Der Ausgangspunkt ist das
Hamiltonsche Prinzip:

_ 2 4 _
§S = [ d'zsL =0 (1.1)
1

Es gilt daher, die Variation der Lagrange-Dichte ndher zu bestimmen. Dies tun wir fur eine Lagrange-
Dichte, die nicht explizit von den unabhédngigen Raum- und Zeit-Variablen z,, abhéngt:

oL oL
oL oL oL
- {5 -2 () oo+ 22 () @

Unter dem Wirkungsintegral in Gl. (1.1) verschwindet der letzte Term, denn das Integral tber die
Divergenz kann mit dem Gaulischen Satz in ein geschlossenes Oberflachenintegral auf dem Rand
ubergefiihrt werden, das verschwindet, da auf dem Rand die Variation der Felder verschwindet.
Bemerkung: Alternativ kann man auch die erste Zeile in Gl. (1.2) als Integrand verwenden und
partiell integrieren. Auch hier verschwindet der Randterm mit dem gleichen Argument.

Es verbleibt fur das Wirkungsintegral:

oL
5S = Z/ d'z {ad}z fh(m>}5¢i=0 . (1.3)

Diese Beziehung ist aber fiir alle Felder ¢ unabhangig und fir jede Variation d1; zu erfiillen, so dal3
bereits der Integrand verschwinden muf3. Man erhélt die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir Felder:

oL oL

Dieser Satz von Feldgleichungen steht in totaler Analogie zu den Euler-Lagrange-Gleichungen
aus der klassischen Mechanik. Deshalb konnten wir in der obigen Tabelle diese Gleichungen be-
reits aufschreiben, indem wir lediglich die Notation an die Erfordernisse der Feldtheorie angepaft
haben.

Bemerkung: Die verwendete Vertauschung §(9,;) = 9,(d) ist nicht exakt. Grundsétzlich ist es
nicht unwichtig, ob man die Variation des Funktionals 1); ableitet, oder das Funktional 0,1, vari-
iert, denn die Differentiation wird jeweils an verschiedenen Koordinaten durchgefiihrt. Es handelt
sich also in der obigen Herleitung um eine Naherung, die allerdings fiir verniinftige Felder, die am
Rand schnell genug gegen Null gehen richtig ist. Das Ergebnis dndert sich jedoch nicht, wenn man




die volle Beziehung verwendet, lediglich die Herleitung wird deutlich komplizierter. Die Beriick-
sichtigung des Zusatzterms aus der Vertauschung und der expliziten Abhangigkeit der Lagrange-
Dichte von den Raum- und Zeit-Koordinaten fiihrt auf einen Term der identischen Struktur. Das
zu Gl. (1.3) entsprechende Integral lautet dann ohne die verschwindenden Divergenzterme:

oL } B
58 = Z/mb% @Gaﬁﬁhwﬁammmm. (1.5)

Es ist einsichtig, dal} der Zusatzterm die Variation der Koordinaten enthalten muB, da die jetzt
berticksichtigte Vertauschung von Differentiation und Variation einer Verschiebung der Koordina-
ten vor oder nach der Differentiation entspricht. Auch in diesem Fall erhélt man also wegen der
Unabhéngigkeit der Felder und der freien Variation derselben sowie der Koordinaten die Euler-
Lagrange-Gleichungen (1.4).

1.2 Kontinuitatsgleichung

Wenn eine Lagrange-Dichte vorgegeben ist, kann man dazu eine entsprechende Kontinuitdtsglei-
chung finden. Letztlich ist die Kontinuitatsgleichung eine Folge der Translationsinvarianz des Wir-
kungsintegrals. Dies wird im Zusammenhang mit dem Noetherschen Theorem deutlich werden.
Zunéchst betrachten wir die GroRe

@ g;wﬁ Z 8“1/1Z u"/}i . (16)

Fir den so definierten Energie-Impuls-Tensor gilt die Bilanzgleichung
oL
1 — _ w0 X
a @MV auﬁ ;a (8(8“1/10 au"/’z)
oL oL
= (0,L)+ D = 0,0,¢; o L, ;
000t 3 00+ gyt~ 0 gy )

- 00+ T 5eon- T ; §f¢z)>a”¢i
= (0,L). (1.7)

wobei der Index ex andeuten soll, daR hier ausschliellich nach der expliziten Abhangigkeit der
Lagrange-Dichte von den Raum- und Zeit-Koordinaten differenziert wird. Erst wurde der Energie-
Impuls-Tensor eingesetzt, dann das Differential auf die Lagrange-Dichte ausgeschrieben, die Pro-
duktregel verwendet, so daR sich der Divergenz-Term weghebt, und schlielich die Euler-Lagrange-
Gleichung (1.4) ausgenutzt.

Man erkennt an diesem Ergebnis, dal unter der Voraussetzung, die Lagrange-Dichte hange nicht
explizit von den Raum- und Zeit-Koordinaten ab, die Bilanzgleichung (1.7) zu einer Kontinuitats-
gleichung wird:

0“0, =0 . (1.8)

Die explizite Abhéangigkeit der Lagrange-Dichte von z,, spielt daher die Rolle eines Quellterms.
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Der Kontinuitatsgleichung (1.8) enspricht die ErhaltungsgroBe P, = f;, d*z Oy,, denn es gilt:

P, s d90 s = =
dt /vdx dt /VdIEV O
= —/d@-é,,
O
=0 , (1.9)

wobei die Kontinuitatsgleichung und der GauRsche Satz genutzt wurden. Diese Erhaltungsgrofe
wird als Viererimpuls interpretiert.

1.3 Das Noether-Theorem

Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, dall man fiir eine vorgegebene Lagrange-Dichte ei-
ne Kontinuitatsgleichung und eine ErhaltungsgroRe finden konnte. Es ist moglich, den Energie-
Impuls-Tensor sowie andere Erhaltungssdtze mit den Symmetrien des Wirkungsintegrals (1.3) ge-
genuber Variablentransformationen in Zusammenhang zu bringen. Dies ist der Inhalt des Noether-
schen Theorems, das besagt:

Zu jeder Symmetrie des Wirkungsintegrals gegeniiber kontinuierlichen Transformationen existiert
ein Erhaltungssatz, der sich aus der Lagrange-Dichte bestimmen l&ft.

Diesen Satz wollen wir im folgenden beweisen und daraus den bereits geratenen Energie-Impuls-
Tensor (1.6) herleiten.
Dazu betrachten wir infinitesimale Transformationen der Koordinaten

T, = T, + 0z, =z, + X ow” . (1.10)

Durch das so parametrisierte dz,, ist eine beliebige Translation oder Drehung der Koordinaten
moglich, so daR die tatséchliche Form der kontinuierlichen Transformation hier unspezifisch bleibt.
Die Variation der Felder ist dann entsprechend

Shi(z) = Yi(a') — i(z) = V60" (1.11)

mit einer Transformationsmatrix ¥;,. Das Argument x steht fur alle Koordinaten. Im folgenden
wird auBerdem die punktweise Variation verwendet:

oi(x) = Pi(x) — Pilz) (1.12)

bei der lediglich das Feld am gleichen Punkt variiert wird. Deshalb vertauscht diese punktweise
Variation mit der Koordinatendifferentiation, d.h. es gilt:

§(0u¥i(@)) = 0,(0%(x)) (1.13)

was fir die normale Variation in GI. (1.11) nicht der Fall ist. Der Zusammenhang zwischen den
beiden Typen von Variationen ist durch

ohi(z) = oi(z)) — i)
¥i(@) + 0"9i(z)dz, — i()
= 0thi(z) + 0" ¢i(z)dz, (1.14)
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gegeben. Diese Beziehung entsteht durch Taylor-Entwicklung unter Beriicksichtigung der ersten
Korrektur, was ausreichend ist, da wir lediglich infinitesimale Transformationen betrachten.
Bemerkung: Man erkennt hier die Struktur des Terms wieder, der in GI. (1.5) hinzugefligt wurde,
um die Vertauschung von Differentiation und Variation richtig zu berticksichtigen. Damit wird der
hinzugefuigte Term plausibel.

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir mit dem eigentlichen Beweis beginnen. Die Vorausset-
zung des Noetherschen Theorems ist die Invarianz des Wirkungsintegrals unter den zuvor definier-
ten Transformationen fiir ein beliebiges Integrationsvolumen, also

58 = / &'z £ (z / d'z L(z
= [, doLe@) + [ dd L / d'z L(z
VI
-0 . (1.15)

Um zu sehen, wann dieser Ausdruck verschwindet, sind das Volumenelement mit der Jacobi-
Determinanten in erster Ordnung der Taylorreihe zu transformieren

d's’ = 8,2 d's = (1 + 8,(62*)) d'z (1.16)

und die Variation der Lagrange-Dichte wie in GI.(1.14) durch die punktweise Variation auszu-
driicken:

6L(z) = 0L(z) + 8" L(z)6z, . (1.17)

SchlieRlich missen wir die hier erscheinende punktweise Variation auf die punktweise Variation
der Felder zuriickfuhren. Dabei konnen wir uns die Kenntnis der Euler-Lagrange-Gleichungen
(1.4) zunutze machen:

SL(z) = Z;Z(())&/}Z() Z%S(aﬂm(w))

Unter Verwendung der Vertauschungsrelation (1.13) und der Produktregel ergibt sich:

za ¢(()) 5us(2)
IL(x) 0L(x) N3, .
2.0 ( Bann(a) ) 2.0 ( Buin(a >>>‘”/“( )
~ oL() o .-
= Za (4,,1/%( ))5«/%( )) , (1.18)

wobei im letzten Schritt die Euler-Lagrange-Gleichungen (1.4) verwendet wurden.

Wir setzen die GIn. (1.16), (1.17) und (1.18) in den Ausdruck fir die Variation des Wirkungsin-
tegrals (1.15) unter der Koordinatentransformation ein und erhalten in erster Ordnung der Taylor-
Entwicklung:

/d4x5£ +/d4 (1 +8,(62%) /d4x£
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= [ d's {3£(z) + " L{a)da, + L), (52") )
yy {Za (o) +o (ctw)san}
- /V diz {a,, (Z a(gﬁT(i():E))&/zi(x)—i-ﬁ(x)éx”)} (1.19)

Wir sehen, dal? bis auf den Term, der die explizite Abhéngigkeit der Lagrange-Dichte von den
Koordinaten enthélt, der Integrand die Divergenz eines Ausdrucks ist. Da das Integrationsvolu-
men beliebig vorausgesetzt wurde, muf3 bereits der Integrand selbst verschwinden, so dal} eine
Bilanzgleichung folgt

8[’7(:5) () — (2)6xP et | =
B, (Xi:a(am(x)) (69i(z) — Opti(x)02”) + L(z)d ) 0, (1.20)

wobei wir Gl. (1.14) verwendet haben, um wieder die urspriingliche Variation einzuftihren. Aus
der geforderten Invarianz des Wirkungsintegrals folgt daher eine Kontinuitatsgleichung:

a“JM(IE) =0 (1.21)
mit
_y 0L sy (5 OL@) s o e 68

der ein Erhaltungssatz entspricht. J,(x) ist ein Strom, der einer Kontinuitétsgleichung gentigt und
fv Bz Jy(z) die zugehorige ErhaltungsgréRe. Damit ist die Aussage des Noetherschen Theorems
bewiesen. Gl. (1.21) erlaubt es uns, durch die Spezifizierung einer Transformation — d.h. durch
die Bestimmung von éz,, und d+;(z) — einen korrespondierenden Erhaltungssatz zu formulieren.
Mochte man konkrete Transformationen untersuchen und die entsprechenden Erhaltunsgrofien er-
mitteln ist es praktischer, die Parametrisierung der Variationen der Koordinaten (1.10) und der
Felder (1.11) einzusetzen:

o @)y s (e PLE) N
=2 o oo = (£ (au¢-<x>>aﬁ¢z() aotla) s

_ 0, £(2) AP
- {Z ) al‘dJZ(:E))\IIW (Z a a”lbz( ))aﬂd}Z( ) guﬂﬁ( )) Xu} 0
(1.23)

Da die Forderung der Invarianz des Wirkungsintegrals unabhéngig von der Transformation dw”
sein muf3, kann man einen Tensor definieren

. 0L(x) o 0L(x) oy 5
o = 3 gy~ (5 o ) - wmE@) X2 a2
fiir den die Kontinuitatsgleichung
00, = 0 (1.25)

gilt.
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1.4 Symmetrien

Wir wollen nun nachpriifen, ob der zuvor behauptete Zusammenhang des Energie-Impuls-Tensors
(1.6) mit der Translationsinvarianz der Theorie tatséachlich durch das Noethersche Theorem herge-
leitet wird. Im Fall einer Translation von Raum- und Zeit-Koordinaten gilt fir die Parametrisierung
der Variation (1.10) und (1.11)

X5 =45 (1.26)
und die Felder bleiben unverandert, so dal}
¥, =0 (1.27)

gilt. Dann vereinfacht sich der Noethersche Tensor (1.24) zu

O = gul(x) —;%aﬂmw , (1.28)

was mit dem zuvor behaupteten Energie-Impuls-Tensor (1.6) Ubereinstimmt. Wir haben gezeigt,
dal der Tensor ©,, in jeder translationsinvarianten Theorie der Kontinuitétsgleichung 0#©,, =0
geniigt und eine zugehorige ErhaltungsgroRe f;, d*z O, enthalt.

1.5 Lagrange-Dichten

Nachdem die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir Felder bekannt sind kdnnen wir die Bewegungs-
gleichungen fir einige Lagrange-Dichten herleiten.

Elektrodynamik

Beginnen wir mit den Feldern der Elektrodynamik

A, =(8,4) . (1.29)
Die zugehorgie Lagrange-Dichte ist

L= —jIFWF’“’ — j A (1.30)
mit dem Feldtensor

F,, =0,A,—-0,A, . (1.31)

Damit lautet die Lagrange-Dichte ausgeschrieben

1
L= 5 {0,A,0*A" — 0,A,0"A"} — j, AF . (1.32)
Die Euler-Lagrange-Gleichungen sind nach GlI. (1.4)
0 oL = oL (1.33)

“9(0,4,) 04,
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mitn = 0, 1,2, 3, es handelt sich also um 4 Gleichungen. In der Lagrange-Dichte kommen bis auf
den Stromterm nur Ableitungen der Felder vor, so dal} die rechte Seite zu

oL

= — N/
04y ! (1.34)
wird. Die linke Seite ist:
oL 1 P
oL _ Ly 0 v o
O 0,Ay ~ 2%8,4,) OAIA — %ALY

= %E)/g (a“A”éféz + a”A“éﬁé,’} — ammfj&g — a“A”éffé,’})
= %aﬁ (6747 +07AP — P A" — 3% A7)
= 0 (0"A° — 07 A")
= OgF" | (1.35)
so dal3 die Bewegungsgleichungen
O FP1 = 47 (1.36)

sind, was mit der kovarianten Schreibweise der Maxwell-Gleichungen identisch ist.

Dirac-Theorie

Im Fall der Dirac-Theorie fir ein geladenes Fermion mit Masse m hat man zwei unabhédngige
Felder: 1 und 1. Hierbei ist ¢p = 1/t~°. Ausgehend von der Lagrange-Dichte

L = ihigy,0" — meyy (1.37)

Es ist nun moglich die Dirac-Gleichung mit Hilfe der Euler-Lagrange-Gleichungen fiir 1 oder 9
herzuleiten. Die fiir 1/ lautet:

oL oL

Da die Lagrange-Dichte von den Ableitungen von % nicht abhéngt, ist die linke Seite identisch
Null. Fir die rechte Seite folgt:

g—g = ihy, 0" —mey . (1.39)
Damit lautet die Bewegungsgleichung zu der obigen Lagrange-Dichte

(ihy, 0" —me)yp =0 (1.40)

was mit der bekannten Dirac-Gleichung tibereinstimmt.
Um einen zugehorigen Erhaltungssatz zu finden, bendtigen wir nach Noether eine Symmetrie des
Wirkungsintegrals oder der Lagrange-Dichte selbst. Wir versuchen die globale Transformation

P =e79% (1.41)
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wobei © ein ortsunabhangiger Parameter ist. Dann folgt fir die Lagrange-Dichte (1.37)
L) = ipe 9y dte 9P — mepe’ ey
iy, 01p — me)
= L(¥,¥) . (1.42)
Das bedeutet, die Dirac-Lagrange-Dichte ist tatsachlich unter diesen Transformationen (man nennt
sie globale U(1)-Tranformation) invariant. Dann ist es auch das Wirkungsintegral und es muf3
einen zugehdrigen Erhaltungsstrom geben, der einer Kontinuitatsgleichung geniigt. Im Fall dieser

globalen Transformation bleiben die Koordinaten unverandert, so daB in Gl. (1.10) X, = 0 gilt.
Fir die Transformation der Felder (1.11) gilt

§p = ¢ —p=—iQOy also U, =—iQy und
00 = ¥ —¢=iQOy also V;=iQy |, (1.43)

wobei dw = © gesetzt wurde. Dies ist ein freier Parameter, von dem der Strom nicht abh&ngt, so
daf? er im folgenden nicht mehr notiert wird. Der Erhaltungsstrom ergibt sich aus GI. (1.23) zu

. 0L(x) 0L (x)
TG 07 ) R TC. o )
= 7;@7#(_7;)@1/}
= Q.Y . (1.44)

Dieser Strom ist natiirlich mit dem Dirac-Strom identisch. Wir priifen nach, ob dieser durch das
Noether-Theorem hergeleitete Strom tatsachlich einer Kontinuitatsgleichung gentgt:

0", = 0Py + .0
my — my
0 | (1.45)

was zu zeigen war. Man sieht, dal der Exponent ¢ in der globalen Transformation (1.41) als
Ladung des Erhaltungsstroms interpretiert werden kann.

Wir wenden dies fiir den Fall der Klein-Gordon Theorie an. Zur Beschreibung von Teilchen und
Antiteilchen betrachten wir als unabhdngige Variablen ¥ und ¥*. Die Lagrange-Dichte des Klein-
Gordon Feldes lautet dann

oV aw*) 1n? ( w00 0¥ mic o w)

(1.46)

v U* — —
£ ( T 7 Dk’ Ok Ozt Oxv h?

Der Vorfaktor % ist so gewahlt, daR [ L£d3z die Dimension einer Energie besitzt. Wir wenden nun
die Euler-Lagrange Gleichungen an und wollen zeigen, daR hieraus die Klein-Gordon Gleichung
resultiert.

Es folgt
g oL oL 1% (0 o  mic?
—— =0=_-_— w S 1.47
ozt (L) O 2 my (3:5“9 oz h® > (1.47)
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und weiter
, 0 9 N mac?
9" ox* Or” i?
Analog ergibt sich fir das ¥*-Feld

T = 0. (1.48)

2 * 2.2

%3(85% — g—é =0= ;ZO (ai,,g’“’ Z;IIM + ";jb’f \If) (1.49)
und somit

e azu a% + méfw* — 0. (1.50)
1.6 Kontravariante und kovariante Vektoren
Wir betrachten stetige Koordinatentransformationen

zh = f# (xo,xl,x2,x3) (1.51)
und die Umkehrtransformation

¥ =h" (:Z“ Tt 72 :733) : (1.52)

Bw“

an, dal} eine Metrik existiert, die es erlaubt das Bogenlangenelement ds zu bestlmmen durch

3
ds? = Z gudztdz” . (1.53)

H,v=0

Im Fall der Lorentz-Metrik gilt

1 0 0 0
0 -1 0 0

y = 1.54
0o 0 0 -1

Wir wenden die Einsteinsche Summenkonvention an, die besagt, dal} wir automatisch tiber doppelt
vorkommende Indizes summieren, sofern sie oben und unten auftreten, d.h. zum Beispiel

ds® = g, dz*dz” . (1.55)
Aus der Bedingung

9"’ gou = 6", (1.56)
folgt

9" = 9w - (1.57)

g Wird die kontravariante Form des metrischen Tensors und g die kovariante Form genannt.
Wir betrachten jetzt eine infinitesimale Verriickung von einem Punkt A, gekennzeichnet durch die

17



Koordinaten z*, zu einem Punkt B, gekennzeichnet durch xz* 4 dx*. Bei dieser Verriickung erhalten
wir aus (1.51)

3 ofH o fH

dz# = dz¥ = dz¥ . 1.58
o I/Z:() ox? o ox” o ( )
Dies lalt sich ausdriicken als
Tl
dzh = O g (1.59)
ozx?

Generell bezeichnen wir nun einen Satz von vier Grolien v* (1 = 0,1,2, 3) als kontravarianten
\ektor, wenn er sich transformiert wie
_ ozt

= oz

Jetzt betrachten wir einen Punkt M definiert durch die Koordinaten z* in einem speziellen Ko-
ordinatensystem. Ferner betrachten wir eine Funktion ¢ (z*) dieses Punktes M. Der Wert dieser
Funktion soll sich nicht @ndern, wenn wir das Koordinatensystem wechseln. Daher ist ¢ (z#) eine
skalare Funktion.

Jetzt wollen wir ermitteln, wie sich die vier Grof3en

,l—)ﬂ

(1.60)

d¢
bei einem Wechsel des Koordinatensystems von z# zu z* andern. Es folgt
3 v v
0p _ -0 0" _ 0" Oy (1.62)
oz =, Oxv 0Z*  OT+ Ox”
Daraus erhalten wir
- oz

Einen Satz von vier Grolen A, (1 = 0,1, 2, 3), die sich bei Koordinatentransformationen entspre-
chend (1.63) d@ndern, nennen wir einen kovarianten \Vektor.
Es gilt das Theorem: Das Produkt

P = A" (1.64)

eines kovarianten Vektors und eines kontravarianten Vektors ist eine skalare Invariante. Ausge-
driickt durch z* haben wir

_ oz¥ . OzH
P=A0"= A, —v7 . :
uU = g g (1.65)
Jetzt ist aber mit Hilfe der Umkehrtransformation (1.52)
oz¥ , Ohvoz*  Ox¥ Oz
920 =0T Bgudgr  dzhoa (1.66)
Somit folgt fir (1.65)
_ Oz¥ OV
P= — A =60 A =A0 =P . 1.67
o g Y 8" AL v (1.67)



P ist also wirklich ein Skalar wie behauptet.
Fur die Bezeichnung der Raum-Zeit-Koordinaten verwenden wir nun den kontravarianten Vierer-
vektor

# = {xo,xl,xQ,x?’} ={ct,z,y,2} , (1.68)

wobei die zeitartige Komponente als nullte Komponente notiert wird. Mit Hilfe des metrischen
Tensors konnen wir generell den Index p herunterziehen und so die kovariante Form des Vierer-
vektors bekommen. Es folgt

Ty = G’ (1.69)
und somit
z, = {xo, 21, T2, 23} = {ct, —z, —y,—2} . (1.70)

Analog lassen sich Indizes heraufziehen

= g"z, . (1.71)
Fur das Skalarprodukt ergibt sich

rr, = - -y -2 = -F . (1.72)

Die Definition des Impulsvierervektors ist analog

E
pﬂ = {z7pw7py7pz} p (173)
” E
Pu = Guwp = {;7 —Pz;, —Dy, _pz} . (1-74)
Fur das Skalarprodukt bekommen wir
E E — —
Py Py = 7172 —Pi P (1.75)

Ebenso resultiert
purt =Et—p-7T . (1.76)
Die kontravariante Darstellung des Impulsoperators erfolgt durch die Ableitung nach den kovari-
anten Koordinaten,
0
P =ih— . (1.77)
Oz,
Somit haben wir

9] 9] 9] 9]
v ) . . :
P {ma(ct)’maxl’max;ma:@}

= hVH
. 0 L,0 0 0
= {’Lhm, —’th, —’LFL%, —’Lh&}
, 0 =
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Wir verwenden auch die Bezeichnung

p* = ihot (1.79)
mit
o*f = of . (1.80)
Oz,
Analog gilt
Du = tho, (1.81)
mit
of
Ouf = Dk (1.82)
Fir das Skalarprodukt resultiert
0 0 1 062
A S — ___—2|:|:—2 ———A . 1
P Pu - Oz, Ozt f f <c2 ot? > (1.83)

2 Dirac-Gleichung

2.1 Einfuhrung

Dirac stellte im Jahre 1928 eine relativistisch kovariante Wellengleichung in Schrodinger-Form
auf

o
ihar = ov. (2.1)

Grundprinzip ist, daB dies eine Differentialgleichung linear in der Zeitableitung ist. Die quadrati-
sche Form in der Zeitableitung in der Klein-Gordon Theorie fiihrte zu Schwierigkeiten beziiglich
der Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Ladungsdichte p. Dem Kovarianzprinzip folgend sollen
Raum- und Zeitkoordinaten gleichberechtigt sein. Daher sollte auch im Hamilton-Operator die
Ableitung in den Raumkoordinaten linear erscheinen. Wir machen den Ansatz
ov he (. O . 0 0 . 9 .

zhﬁ—[7<a1@+aga -i-C¥3a 3>+ﬂm00]W=HW. (22)

Die bisher unbekannten Koeffizienten &; und B mussen noch fixiert werden. Fiir diese Koeffizi-

enten nehmen wir als Ansatz eine Matrixstruktur an. Damit haben wir als Wellenfunktion ¥(Z, t)
einen Spaltenvektor mit N Komponenten ¥, (&, t) vorliegen. Wir schreiben explizit

L, OU he & ( 0 0 A8>

N
\IIT + Tn’OC2 Z ﬂo’T\IIT

T=1

eral _Z Mg Tthgsthgs

= Z I:I ch (23)
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Eine positiv definite Dichte l&[t sich leicht angeben.

v,
A N

p@) = @U@ = W, | | =@ @) (2.4
Uy

Wir werden diese Dichte noch ableiten. Wir fordern, daR fiir ein freies Teilchen die relativistische
Energie-Impuls Beziehung gilt

E? = 5% + mict. (2.5)

Ferner soll die Kontinuitéatsgleichung fiir den Viererstrom gelten. AulRerdem muf3 die Bewegungs-
gleichung der Forderung der Lorentz-Kovarianz geniigen.

Die erste Forderung wird erftllt, wenn jede einzelne Komponente ¥, des Spaltenvektors ¥ der
Klein-Gordon Gleichung geniigt.

0*W,(Z,t)
ot?
Wir wenden den Dirac-Operator (2.3) ein zweites Mal an und erhalten

—h? = (=K V2 +mic") U,(Z,1) (2.6)

02U (%, 1) 3. &by + ;0 O°T
_52 ) — _p22 iy i Y =
a2 ‘ ; 2 Ociod)
Emgc® S O 1
+ Z.O > (64 + Bés) 5 +Bmiv. 2.7)
i=1

Ein Vergleich mit der Klein-Gordon Gleichung fuhrt sofort auf die Algebra der Matrizen &; und B

didj+djdi = 25ij7
&f+pa; = 0,
B = 1. (2.8)

Damit der Hamilton-Operator H hermitesch ist und somit reelle Eigenwerte hat, miissen auch die
Matrizen ¢&;, 8 hermitesch sein

& =, (2.9)

Bt =4. (2.10)

Aufgrund von (2.8) kdnnen die Eigenwerte dieser Matrizen nur 1 sein. Die Antikommutations-
beziehungen (2.8) implizieren auch, daR die Spur der é&; verschwindet. Mit Sp AB =Sp BA folgt

Sp &; = Sp 8%&; = Sp B&;8 = —Sp é&; = 0. (2.11)

Eine mogliche Realisierung der oben definierten Algebra ist gegeben durch die (4,4)-Matrizen

0 &
=1 . ', 2.12
o ( 0) (212)
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5 1 0
ﬂ=(0_4>, (2.13)

wobei &; die drei Pauli-Matrizen sind

(01 . (0 =i\ . (10
(2 0) (" T o= (1 ). 10

Die Pauli-Matrizen erfullen die Vertauschungsrelationen
5'Z'5'j -+ 5’j5‘i =2 5z’j . (2.15)
Damit lautet die freie Dirac-Gleichung

(2 N
iha é:?t) = —zhczak—‘l’ Z,1) + Bmoc® U(E,1)

= @aw+ﬂmw)(%® (2.16)
Hier haben wie die &-Matrizen zu einem Vektor zusammengefafit.

Als néchstes wollen wir die Viererstromdichte und ihre Kontinuitdtsgleichung konstruieren. Dazu
multiplizieren wir die Dirac-Gleichung (2.16) von links mit ¥+ = (%, U3 %) und die her-
mitesch konjugierte Form der Dirac-Gleichung (2.16) von rechts mit . Die Subtraktion beider
Ausdriicke liefert

A(TH) _

h (U6, 0). 2.17
! ot i 192:1 axk 6 0) (217
Dies hat die Form der Kontinuitatsgleichung
% +divj =0 (2.18)
o T '
mit der positiv definiten Dichte
4
p=UtT =>"Try, (2.19)
i=1

und der Stromdichte
J=cUtav. (2.20)

Wir wollen nun die Dirac-Gleichung in vierdimensionaler Notation darstellen. Wir multiplizieren
dazu die Dirac-Gleichung von links mit 5/c

(,Bzh (at + Z ,Bakzh 3 moc> U(Z,t)=0. (2.21)

Mit den Definitionen
_ B (2.22)
~ = Béy (2.23)
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kdnnen wir formal schreiben

, B B B 9
i (70 0z + ’Yl ozl + 72 ox? + 73 3153) Y mee =0, (&2

Sofern sich der Index nur auf rdumliche Komponenten (: = 1,2,3) bezieht, ist er ein reiner
Zahlindex. Es wird hierbei zundchst nicht zwischen kontravarianter und kovarianter Stellung un-
terschieden. Wegen 32 = 1 wird damit aus der Algebra der Dirac-Matrizen é; und 3

’Y“’YV + ,YV,YM =9 glﬂ/ . (225)
Die +* mit ¢ = 1,2, 3 sind antihermitesch und unitr, d.h.

7=, (2.26)
(7)™ = i (2.27)
+? hingegen ist hermitesch und unitar
=17, (2.28)
()t =40, (2.29)
Eine explizite Darstellung lautet
¢:<Qi0>, (2.30)
-5 0
1 0
0 _
7-(0 _1>. (2.31)
Wir fuihren eine weitere Notation ein. Es sei
3
A=PA, = gt AY = PA° =Y AT =140 - 7. 4. (2.32)
i=1
Ebenso gilt
0 0 3., 0 10 -
=t =0 =19y 2.33
y=n oz Wa(ct)—i_i:llyaxz v 03t+7 v (233)
Damit kann die Dirac-Gleichung geschrieben werden als
(il — mec)¥ = 0. (2.34)
Mit p,, = ih 0/0z* folgt
(p — moc)¥ =0 (2.35)

oder mit D := Pp—mgc in kompakter Weise DU = 0. Fiihrt man die elektromagnetischen Potentiale
durch minimale und somit eichinvariante Kopplung ein, so ergibt sich

- SA — myc)¥ = 0. (2.36)
Mit Hilfe einer unitdren Transformation mit

Ut=0" (2.37)
gelangt man zu anderen Darstellungen der y-Matrizen,

A =TTt (2.38)
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2.2 Freie Bewegung eines Dirac-Teilchens

Wir notieren die freie Dirac-Gleichung in der Form

. a\II 73 N 25
zhﬁ =HU = (ca - P+ mygc ,6) v. (2.39)

Die stationdren Zusténde folgen aus dem Ansatz

U(Z,1) = B(F) exp {—%et} (2.40)
fur die Zeitentwicklung der Wellenfunktion. Dies fiihrt auf

ed(Z) = HO(Z). (2.41)

Fur die spateren Anwendungen erweist es sich als vorteilhaft, den vierkomponentigen Spaltenvek-
tor

6| 2 :<¢> (2.42)

mit

01
= ( o) ) (2.43)

X = ( ®s ) (2.44)

in zwei zweikomponentige Spaltenvektoren, dies sind die Spinoren ¢ und x, aufzuteilen. Wir
verwenden die explizite Darstellung der &- und 8- Matrizen. Damit lautet die stationdre Dirac-
Gleichung

(2)=(2 ) () (o 2) () &

oder komponentenweise ausgeschrieben

€p = cczf-ﬁ'x—l—mogqﬁ, (2.46)
ex = cé’-ﬁ'¢—moc2x. (2.47)

Die freie Bewegung ist gekennzeichnet durch Zustdnde mit scharfem Impuls p. Wir setzen daher

an
P\ 2 (%0 ) exp{ig. 2

<x>_<xO>eXp{hp ‘"”} (2.48)
Einsetzen in (2.46) und (2.47) liefert

(e = moc)dy — G - pixo = O, (2.49)
—¢G - P + (e+moc®)xo = 0. (2.50)
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Hierbei wurde der Impulsoperator ﬁ'aufgrund des Ansatzes (2.48) durch seinen Eigenwert ersetzt.
Das lineare Gleichungssystem fiir ¢, und x, hat nur dann eine nichttriviale Losung, wenn die
Koeffizientendeterminante verschwindet. Dies impliziert

— 2 — :’ . ~
e B (2.51)
—CO P €+ MmyeC
oder
e —mict — 2@ p)3-p)=0. (2.52)

Alle GroRen, die hier auftreten, miissen noch als mit der 2x2-Einheitsmatrix multipliziert betrachtet
werden. Wir verwenden jetzt die Relation

(3-A)(G-By=A-B+id-(Ax B). (2.53)

Die Paulischen Spinmatrizen sind

01
Oy = ( 10 ) , (2.54)
0 —i
= 2.55
1 0
o, = ( 0 —1 ) . (2.56)
Es gelten die Vertauschungsrelationen
Oz0y = —O0y0g =10, (2.57)
0y0, = —0,0, =10, (2.58)
0,05 = —040, =10y (2.59)
sowie
oo=o0.=0,=1. (2.60)

Diese Gleichungen lassen sich kompakt schreiben als

3
00 = Z 1 €ik10] + 6jk- (261)

=1
Hier ist €, ein antisymmetrische Tensor dritter Stufe. Damit folgt

3 3 3
(5: . A)(éz . B) = Z O'jAjO'kBk = Z (6_719 + Ziejklo-l)AjBk

Gk=1 Gk=1 =1

3 3

I=1 k=1

Gleichung (2.52) fiihrt damit auf
e = mict + 2p? (2.63)
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oder

e=+E, (2.64)
mit

B, = c\/p? + m3c?. (2.65)

Es gibt somit Losungen zu positiven wie auch zu negativen Energien. Fir ein gegebenes € erhalten
wir aus (2.50)

c (3’ ﬁ)
_ _ 2.66
Xo moc? +¢ %o (2.66)

FUr ¢o nehmen wir jetzt als Ansatz den Zweier-Spinor

U
=U= 2.67
w=v= () 267
mit der Norm
UU=UU +UU, =1, (2.68)

wobei U; und U, c—Zahlen sind. Somit erhalten wir die Losungen zu positiven und negativen
Energien der freien Dirac-Gleichung

Upa(@1) = N (AU) S (269)
(1) = (&7 —. .
N ) V2
m002+)\EpU ( Wh)

A = =1 charakterisiert die Losungen zu positiver bzw. negativer Energie mit dem Zeitentwick-
lungsfaktor e = AE,. Der Normierungsfaktor NV bestimmt sich aus der Forderung

[ W@ 0T (3,8) P = by 57— 7). (2.70)

Einsetzen ergibt

N?(WU+U#“amC%mU)=1 2.70)

(moc? + AE,)?

und weiter
N T —1. 2.72)
(moc? + AEp)?
Wir bekommen also
N — (moc® + AE,)? (moc® + AE,)?
B \ (moc? + AEp)2 + 25\ (m2ct + ¢25°) + 2moc2\E, + E?
_ (moc? + AE,)?2 | moc®+ AE, (2.73)
— \ 2(mec? + AEAE, 2\E, '
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Die Losungen (2.69) sind Eigenzustande des Impulsoperators
PUsA(T, 1) = PUpa(T,1) . (2.74)

Zu jedem Impuls p"gehoren zwei Arten von Zustanden, namlich solche mit A = +1 (¢ = +E,)
und solche mit A = —1 (¢ = —E},). Es gibt jedoch eine weitere Quantenzahl, die Helizitat, die zur
weiteren Klassifikation der freien Einteilchenzustédnde herangezogen werden kann. Der Operator

5 . 7 0\ -

z-p‘z<" ;>-p' (2.75)
0 ¢

vertauscht mit dem Hamilton—Operator der freien Dirac—Gleichung. Der Operator

2 1 5
hzz—h(" 9) (2.76)
0 ¢

kann als Verallgemeinerung des Spin—Operators in der nichtrelativistischen Quantenmechanik be-
trachtet werden. Wir berechnen nun den angesprochenen Kommutator

[Hzp] _ [ap+gmzp] :[apzp] . 2.77)

Weiter folgt

Vet
L
=1
SN’
N
oIS
3
~—
|
N
oIS
l>
~—
VanimnN
L
=S
S’

. EAEY
((3({)2 G ):0. (2.78)

(o €7 )

Zusammengefaldt ergibt sich

[ﬁ,f} -;%] =0 (2.79)
und ebenso
[ﬁ,f -i?] =0. (2.80)

Daraus resultiert, daR - 7 gleichzeitig mit A und p diagonalisiert werden kann. Dasselbe trifft auf
den Helizitatsoperator

I~
=

Mo

" 1
As==hY - = = — (2.81)
27 |p] 2
zu. Die Helizitat stellt die Projektion des Spins auf die Impulsachse dar.
Bewegt sich die ebene Welle in z—Richtung, dann ist
7=1(0,0,p) (2.82)
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und

1 0 0 0
R . he R|lO -1 0 0
Ag=8 =-% == .
s = 5% 27790 0 1 0 (2:83)
0 0 0 —1

mit den Eigenwerten +7#/2. Die Eigenvektoren von Ag sind durch

() () ()2 s

mit
U, = L 2.85
() =
und
0
U_, = <1> (2.86)

gegeben. Jetzt konnen wir die vollstandige Klassifikation der ebenen Dirac—Wellen, die sich in
z-Richtung bewegen, vornehmen. Wir bezeichnen sie mit ¥,,_ 5, (Z, t) und notieren

1

St

5t) = N 0 eh (N0
co,p 1
moc? + AE, (0)
0
S 1 i (o
Ua-1(@t) = N e P=m APt (2.87)

co,p 0
moc? + AE, \1

Die Losungen erfiillen die Orthonormalitatsrelation

\IIP,A#% (

|

/ Uy ne Vs, d°2 = S 8o, 0(ps —1L). (2.88)

Fur viele Betrachtungen ist es weiterhin zweckmaRig, noch den Vorzeichenoperator A einzufiihren
H @ - F+ Brmoc?

~ ~9 .

VH?2 P + mic?

A kommutiert natiirlich mit dem Hamilton-Operator der freien Dirac-Gleichung. A ist hermitesch
und unitar,

A=

(2.89)

A=At=A"". (2.90)
In der Impulsdarstellung nimmt A eine besonders einfache Gestalt an,

c(@- 7)) + frmoc®

A=
Ep

(2.91)
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Fur diesen Vorzeichenoperator gilt

A € AE
Aqlp7Aysz = E_qlp7Aysz = E_pqlp7A7sz = )\qlpyAysZ " (2'92)

p p

A hat als Eigenwert offensichtlich das Vorzeichen A = +1 des Zeitentwicklungsfaktors.

Wir werten nun generell G - 7 aus. Es folgt

3.5:<Z§1 %w>+<i2y _gpy>+(%z —2&)' (2.93)
Mit
P+ =pg T ipy (2.94)
folgt
G 5= ( Pz P- ) . (2.95)
P+ —P:

Wir fiihren jetzt einen Nomenklaturwechsel durch, um eine Anpassung an Bezeichnungen in der
Literatur zu erreichen. In vierdimensionaler Form schreiben wir jetzt

U(z) = e " Mu(p), (2.96)
wobei der vierkomponentige Spaltenvektor u(p) die Gleichung
(% — moc) u(p) =0 (2.97)

befriedigt. Es sei nun u., () eine Losung fiir E(F) = +c\/p> + moc?, dann befriedigt u (7) die
Gleichung

(c@ - P+ Bmoc?) us (F) = E(F) us(F). (2.98)

In dieser Nomenklatur lauten die Losungen fir die Spinoren fur positive Energie und fir den
Impuls 7

E(p) + myc?
2E(p) ca -

E(p) + mqc?

@z — . 2.99
us (P) 2E(p) G- p 0 (2.99)
E(ﬁ) + m002 1
Die Normierungskonstante wurde so bestimmt, daf gilt
wlu=1. (2.100)
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Ferner stellen wir die Orthogonalitatsrelation fest
uS:)T(ﬁ) u(F) = 6,4 fir r,s=1,2. (2.101)

Oftmals ist es vorteilhaft, eine andere Normierung zu wéhlen, némlich

E(p)

moc?’

ul (7) uy (p) = (2.102)

da diese Normierung invariant ist. Diese Konvention macht eine Normierung ausgedriickt durch
den adjungierten Spinor @(p") sehr einfach. Wir schreiben (2.98) mit po = £E(§)/c

Dou = (0:2 P+ Bmgc)u,

pout = uT(&' - F+ Bmge) . (2.103)

Wir multiplizieren die erste Gleichung von links mit »!3 und die zweite von rechts mit Su. Nach
Addition bekommen wir

2pout Bu = 2mocutu, (2.104)

da 8 und & antikommutieren. Mit der Normierungsiibereinkunft utu = |po|/moc und mit der
Definition

a=ulp (2.105)
erhalten wir
au= L2 = ). (2.106)
|P0|

wu ist also plus oder minus Eins je nach Vorzeichen der Energie. Multiplizieren wir (2.103) von
rechts mit 3, so bewirkt dies

(7 (#— moc) = 0. (2.107)

Wir multiplizieren nun (2.97) mit @~* von links sowie (2.107) mit v*#« von rechts. Die Addition
liefert

2moca(p )y u(@) = a@) (" ++* Pu@) = po a(@) (V' + v )u(P)
= 2p" a(fF)u(p) (2.108)
und weiter

1
() y*u(p) = A——.. (2.109)
mocC

Hierbei haben wir von der Normierung (2.106) Gebrauch gemacht. In der gleichen Weise kdnnen
wir ableiten

u(p)ysu(p) = 0. (2.110)

Wir wollen nun die Orthogonalitétsrelationen studieren. Zu diesem Zweck bezeichnen wir mit
u’ (7)), r = 1,2, die beiden Losungen mit positiver Energie, die dem Impuls " entsprechen, und
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mit den Helizitaten +1 oder —1. Diese beiden Ldsungen sind orthogonal, denn sie entsprechen
verschiedenen Eigenwerten des Helizitdtsoperators

a, (P)u’(P) =0,  mMit  rs=1,2. (2.111)

Ebenso sind die Lésungen u_(—p") zum Impuls —5'und zu negativer Energie orthogonal zu @’ ().
Hier gelten die Gleichungen

(¥ + moc) u_(—p) =0, (2.112)
a_(—p) ($+ moc) = 0. (2.113)

Jetzt multiplizieren wir die Gleichung

(¥ — moc) uy (F) =0 (2.114)
mit @_(—p") von links. Dies ergibt

a_(=F) pus(F) = moc @_(~7)us (). (2.115)
Weiter multiplizieren wir (2.113) von rechts mit u_ (), wir erhalten

U_(=p) Pus(F) = —moc G (—P)u+(P). (2.116)
Somit folgt die Orthogonalit&t

i_(—f) uy(F) = 0. (2.117)
Als weitere neue Nomenklatur schreiben wir fur die Zustdnde negativer Energie

u’ (—p) = v* (). (2.118)
Die Orthogonalitat lautet nun

7 (7)0*(F) = —0rs. (2.119)
Zusammengefalit gilt

@ (7 (F) = ~0 (@) (F) = bra, (2.120)

v(p)ul () = ui(F)(P) =0. (2.121)

Aufgrund der Orthogonalitdts— und Normierungsrelationen befriedigen die Ldsungen die Glei-
chung

2
S A{u al@) W (7) — vy (7) T5(5) } = dap (2.122)
r=1
mit o, 8 = 1,2, 3,4. Diese Gleichung entspricht dem duRReren Produkt von « und % (man beachte
die Stellung von w und @), welches eine 4 x 4-Matrix ergibt. Die Normierungsbedingungen (2.120)
und (2.121) implizieren ferner

2

> {4 (7) wls(7) — o5(7) w5 (5) } =4 (2.123)

r=1
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Schlielilich fiihren wir eine weitere Notation ein durch

") =ui(F), r=12
P) =vi (@) =ul(-F), r=12
Hier lautet die Orthogonalitatsrelation

@™ (P w™(P) = €™ 0mn

mitm,n = 1,2, 3,4 (keine Summation). Es ist €™ = +1 firm = 1,2 und €™ =

Die Dirac-Gleichung ausgedriickt durch die w" lautet

(F—moc)w™(p) = 0  fur r=1,2,
(B+mec)w'(p) = 0  fir r=3,4.
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—1 furm = 3,4.
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3 Einfuhrung der Pfadintegration

3.1 Vorwort zur Pfadintegral-Methode

Pfadintegrale erlauben eine alternative Beschreibung der Quantenmechanik und der Quantenfeld-
theorie. Im Vergleich zu den Formulierungen der Quantentheorie von Schrodinger oder Heisenberg
ermdoglicht die Pfadintegral - Methode vielfach ein anschaulicheres Verstdndnis quantenmechani-
scher Phianomene. Jedoch muB betont werden, daf eine vollstandige Aquivalenz zur Schrédinger
- Theorie besteht. Neue oder gar abweichende Resultate in bezug auf die Erkenntnisse der tradi-
tionellen Quantenmechanik sind daher nicht zu erwarten. AuRBerdem sind explizite Berechnungen
mit Pfadintegralen zumeist ungleich komplexer und langwieriger verglichen mit bekannten und
erprobten Verfahren zur Losung der Schrodinger - Gleichung. Daher werden Pfadintegral - Me-
thoden oftmals nur formal angewendet. Generell trégt die Pfadintegral - Methode aber zu einem
grundsétzlichen Verstandnis der Quantenmechanik bei.

Pfadintegrale sind auch in der statistischen Physik von fundamentaler Bedeutung und haben eine
weitverbreitete Anwendung beim Studium von Vielteilchensystemen. Technische Bedeutung ha-
ben sie in jlngster Zeit dadurch erlangt, dal} zahlreiche Prozesse in modernen Eichtheorien bisher
ausschlie3lich mit Pfadintegralen behandelt werden konnten.

Einigen Grundgedanken von Dirac folgend wurde die Pfadintegral - Darstellung der Quantenme-
chanik von Feynman [?] eingefiihrt. An didaktischer Brillianz ist das Lehrbuch [Feyn 48] von
Feynman uber die Pfadintegral - Formulierung der Quantenmechanik nur schwerlich zu tbertref-
fen. Es ist daher auch keineswegs beabsichtigt, dieses didaktische Meisterwerk zu ersetzen. Viel-
mehr soll diese Vorlesungsmitschrift in ergdnzender Weise dazu beitragen, in die Theorie und die
damit verbundenen Techniken der Pfadintegral - Darstellung der Quantenmechanik einzufiihren.
Seit der Veroffentlichung des Feynmanschen Lehrbuchs sind zahlreiche neue und bedeutsame Re-
sultate abgeleitet worden, die auch im Rahmen einer Anfangervorlesung prasentiert werden sollten.
Ferner liegt es ebenfalls in der Absicht fiir diese Vorlesungsniederschrift, einige Druckfehler im
Feynmanschen Buch auszumerzen.

Schulman [Schu 81] hat ein weiteres exzellentes Lehrbuch tber Pfadintegrale geschrieben. Die
Monographie von Schulman ist teilweise recht ambitios und somit gerade fur den Anfanger et-
was schwer verdaulich. Daher erscheint eine neue elementare Einfiihrung in die Pfadintegral -
Methode durchaus gerechtfertigt. Gerade fiir Studenten ist eine ausfihrliche Darstellung einzelner
Rechenschritte sehr hilfreich. Dies erhoht rein formal die Zahl der notwendigen Zeilen, um einen
gegebenen Sachverhalt zu erldutern. Aber letztlich bleibt bei diesem Vorgehen dennoch mehr Zeit
fur das physikalische Verstandnis der prinzipiellen Grundgedanken. Sehr hilfreich in detaillierten
Darstellungen war die ausgezeichnete Diplomarbeit [Jank 79] von W. Janke.

3.2 Quantenfluktuationen und die Summe Uber alle Pfade

Bei der Bestimmung des klassischen Pfades unter Verwendung des Variationsprinzips hatten wir
rein formal die Wirkung entlang verschiedener Pfade in der Umgebung des klassischen Pfades
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miteinander verglichen. Der klassische Pfad folgte dann aus der Forderung eines Extremums fiir
die Wirkung.

Interpretiert man die klassische Beschreibung in etwas (iberzogener Weise anschaulich, so scheint
die Natur féhig zu sein, verschiedene Wege bezuglich ihrer Wirkung miteinander vergleichen zu
kdnnen, um schliellich fiir das klassische System den Pfad extremaler Wirkung auszuwahlen. Die-
se Interpretation wird etwas verstandlicher, wenn man von dem quantenmechanischen Sachverhalt
ausgeht, dal jedes physikalische System Quantenfluktuationen unterworfen ist. Diese Fluktuatio-
nen sind im klassischen Limes unbeobachtbar, da sie sich gerade zu einer Beschreibung durch den
klassischen Pfad mitteln. Eine solche, mit der Mechanik offensichtlich konsistente Vorstellung ist
jedoch nur dann wirklich gerechtfertigt, wenn sie auch quantenmechanische Phanomene erklart,
die einer rein klassischen Beschreibung nicht zugénglich sind.

Um dies etwas ausfiihrlicher zu erlautern, betrachten wir die Elektronenbeugung am Doppelspalt.
Entsprechend unseren Kenntnissen aus der Quantenmechanik, kdnnen Teilchen durchaus auch
Welleneigenschaften zeigen, die mit den mechanischen GroRen Energie und Impuls durch die De
Broglie - Beziehungen verknipft sind.

p = hk,
E = hw. (3.1)

Dabei ist / die Plancksche Konstante
h = 6.582173 x 10722 MeV s . (3.2)

Unter speziellen experimentellen Bedingungen zeigen Elektronen also ein @hnliches Verhalten wie
Licht. Fir Wellenphdnomene ist aber die Bedeutung verschiedener Wege aus der Optik bekannt.
Trifft eine Welle auf eine undurchlassige Wand W mit zwei Offnungen, so zeigt die Intensitét /
auf einem Beobachtungsschirm S hinter der Wand W die aus der Quantenmechanik bekannten
Interferenzbilder. Die schematische Versuchsanordnung und die dazugehorige Intensitét I(z) ist
qualitativ in Figur 1 angegeben.

Ein entscheidentes Ingredienz der Quantentheorie ist, daf} die Gesetze fur die Kombinationen von
Wahrscheinlichkeiten nicht der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie entsprechen. Beim Dop-
pelspaltexperiment gilt fir die Gesamtwahrscheinlichkeit P dafir, dal das Elektron ausgehend
von der Quelle @ und nach Passieren der beiden Offnungen in der Wand W am Ort z auf dem
Schirm S auftrifft,

P # P+ Py, (3.3)

wobei Py die Wahrscheinlichkeit fiir den selben Prozel bezeichnet, wenn das Loch 2(1) ge-
schlossen wird. Aus der Quantenmechanik wissen wir, dal3 wir die Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe
der Wahrscheinlichkeitsamplituden ermitteln kdnnen. Es gilt

P = |¢f (3.4)
mit
¢ = ¢+ P (3.5)
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Figur 1: Schematische Darstellung des Doppelspaltversuchs und der resultierenden Intensitét I (z)
auf dem Schirm S.

Ebenso ist

Po= |4,

P, = |pf?. (3.6)
Offensichtlich ist aber generell

P =g+ # Pi+Ps. (3.7)

Ebenso wissen wir aus der elementaren Darstellung der Quantenmechanik, dal3 die Amplitude ¢
proportional ist zu

b ~ eth L ikls (3.8)

wobei die geometrische Bedeutung der Abstande /; und I, aus der Figur 3 entnommen werden
kann. Die Amplitude auf dem Schirm ergibt sich also, wenn man den Wegen durch die Offnung i
mit: = 1, 2 die Amplitude e*** zuordnet und tiber die beiden Mdglichkeiten summiert.

Um den Doppelspaltversuch zu verallgemeinern, denken wir uns den Raum zwischen der Emis-
sionsquelle @ und dem Detektorschirm .S mit mehreren undurchldssigen Wanden aufgefillt. Jede
einzelne Wand soll eine gewisse Anzahl von Lochern aufweisen. Wollen wir auch hier wieder
die Gesamtwahrscheinlichkeit P(z) berechnen, so miissen wir fur jede einzelne Mdglichkeit ¢ des
Weges des Elektrons die zugehdrige Amplitude ¢; ermitteln. Es folgt dann

> e

2

P = (3.9)
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Wir superponieren also die Amplituden fiir die einzelnen Wege und bilden schlielRlich das Be-
tragsquadrat. Figur 2 zeigt schematisch verschiedene Pfade zwischen zwei vorgegebenen Punkten
in einem gegitterten Raum.

Dieses Gedankenexperiment &Rt sich weiter verallgemeinern, indem wir uns den Raum vollstandig
gegittert vorstellen. Wir haben nun Gber eine unendliche Vielzahl von Wegen r(¢) des Elektrons zu
summieren. Die Gesamtamplitude erhélt man in Erweiterung der theoretischen Beschreibung des
Doppelspaltversuchs dadurch, dal man jedem Weg eine Einzelamplitude zuordnet und wieder iber
alle Alternativen des Weges summiert. Wir missen nun eine Regel angeben, wie die verschiedenen
Pfade zur Gesamtamplitude beitragen. Bei der Summation der einzelnen Amplituden trégt jede mit
dem selben Betrag aber mit unterschiedlicher Phase bei. Diese Behauptung muf natiirlich noch
verifiziert werden. Es gilt

¢ — Z ¢Einzel[q] ) (310)
alle Pfade ¢

A B C D S

Figur 2: Schematische Darstellung drei alternativer Wege durch die Offnungen der Wande
A, B, C, D.

Das Hamiltonsche Variationsprinzip 1&Bt uns vermuten, dal? die Einzelamplituden durch die Wir-
kung der entsprechenden Pfade bestimmt sind. In der Wellentheorie ist die Amplitude durch den
Ausdruck e?*? = ¢P2/% pestimmt. Er hat die Form e Wirkung/A,

Da die Amplitude vom gesamten Pfad abhdngen muR, ist es naheliegend, daf? klassische Wirkungs-
funktional A[g(%)] zu benutzen und jedem Weg ¢(t) eine Amplitude

gPinsel [ = (i Al/n (3.11)
zuzuordnen. Die Gesamtamplitude ¢ ist dann gegeben durch
¢ = 3 eiAld/m (3.12)
alle Pfade ¢
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Dal dieser Ausdruck im klassischen Limes 2 — 0 mit der Mechanik konsistent ist, sieht man
qualitativ sehr leicht ein: Fur Wirkungen .4 groB verglichen mit 7 &ndert sich die Phase .A/% bei
infinitesimalen Variationen von ¢(t) im allgemeinen sehr stark, so daf sich die Beitrdge gegenein-
ander ausloschen werden. Es liegt eine destruktive Interferenz vor. Eine Ausnahme macht nur die
Umgebung des klassischen Pfades, da hier die Wirkung .A stationdr ist und somit die Amplituden
aller benachbarten Wege konstruktiv interferieren kdnnen.

Die gesamte Ubergangsamplitude ¢, die wir auch Propagator nennen, hangt offensichtlich davon
ab, wann und wo das Teilchen gestartet ist, und wann und wo wir die Wahrscheinlichkeit, die
durch das Betragsquadrat der Amplitude bestimmt ist, beobachten. Diese Abhangigkeit von den
Anfangs- und Endpunkten bringen wir durch die folgende Notation explizit zum Ausdruck

Gg b Gurte) = ¢ = >, AR (3.13)
alle Pfade ¢

Die Vorschrift “Summe Uber alle Pfade” missen wir mathematisch noch genauer fassen. Dabel
werden wir von einer Formulierung im Phasenraum, also dem Produktraum aus Ortsraum und
Impulsraum, ausgehen.

3.3 Repetitorium zur Greenschen Funktion in der Quantenmechanik

Die Grundgleichung der Quantenmechanik ist die Schrodinger - Gleichung

ih%d)(r,t) = Hy1). (3.14)

Betrachten wir die Bewegung eines Teilchens mit der Masse m in einem Potential V (r, ¢), so gilt

H = Hy+ V(r,t) (3.15)
mit
h2
Hy, = - V2. (3.16)
2m

Die Schrodinger - Gleichung ist eine Differentialgleichung erster Ordnung in der Zeit. Kennen wir
also die Wellenfunktion «(r, t) zu einer speziellen Zeit ¢ und fiir alle r, so bestimmt dies eindeutig
die Wellenfunktion fiir alle r und alle anderen Zeiten ¢'. Da die Schrodinger - Gleichung auf3er-
dem linear in ¢ ist, gilt das Superpositionsprinzip sowie ein linearer Zusammenhang zwischen
den Wellenfunktionen zu verschiedenen Zeiten, beispielsweise zwischen 9 (r, ') und 9 (r, t). Dies
impliziert weiter, daB ) eine homogene Integralgleichung der Form

b t) = [ Gt v dr (3.17)
befriedigt. Hierbei erstreckt sich die Integration tiber den ganzen Raum.

Die Gleichung (3.17) dient gleichzeitig zur Definition der Funktion G. G nennen wir die zum Ha-
milton - Operator H korrespondierende Greensche Funktion. Mit Hilfe der Greenschen Funktion
G und dem Anfangswert v (r, t) ist es uns moglich, die Wellenfunktion an allen Raumpunkten r’
und zu allen Zeiten ¢’ zu bestimmen.
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In den folgenden Betrachtungen beschranken wir uns zunédchst auf die sogenannte retardierte
Greensche Funktion, die der einschréankenden Bedingung

G',t;r,t) =0 fur <t (3.18)
unterworfen ist.

Um etwas vertrauter zu werden mit der Greenschen Funktion und fiir spatere Anwendungen ermit-
teln wir zundchst im eindimensionalen Fall die Eigenfunktionsdarstellung der Greenschen Funkti-
on.

3.4 Die Eigenfunktionsdarstellung der Greenschen Funktion

Wir wollen nun eine weitere wichtige Relation beziiglich der Greenschen Funktion ableiten, die fur
einige nachfolgende Rechnungen von Bedeutung ist. Wir betrachten zeitunabhéngige Hamilton-
Operatoren, d.h., es gilt die stationdre Gleichung

He¢n = En¢n (3.19)
und wir kdnnen die zeitabhdngige Wellenfunktion 1,,(z, t) ansetzen als

Yn(z,1) = e /Mt g (7). (3.20)
Die rein ortsabhangigen Wellenfunktionen ¢,,(z) seien vollstandig und orthonormal

[T @) b ds = G 3.21)

In dem durch die Basisfunktionen ¢,(x) aufgespannten Hilbert-Raum kdnnen wir jede Funktion
f(z) darstellen als Superposition der Basisfunktionen

@) = S andula) (322)
Die Entwicklungskoeffizienten a,, lassen sich leicht bestimmen. Wir bilden

[Lo@ i@ = Sa [~ oo = S ot = an. (629
Somit folgt zusammengefaft

w = [ 6@ @) da. (3:24)

Setzen wir diesen Ausdruck in (3.22) ein, so fiihrt dies offensichtlich auf die Idenditat

@) = S ute) |

Durch diese einfachen Umformungen haben wir eine Darstellung der §-Funktion gewonnen

) Fwdy = |

o] —0C

Soao|ima. 2

Sz 1) = 3 @) 30), (3.26
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was natirlich durch die angenommene Vollistandigkeit der Basisfunktionen bereits impliziert wur-
de.

Wir kdnnen nun die Greensche Funktion durch die Basisfunktionen ¢,, ausdriicken. Zum Zeitpunkt

f(z) = U(z,ty) Z en e MEts g (g Z O, (T (3.27)
fir eine Losung der Schrodinger-Gleichung. Es folgt

Cn = Gy eH/ME (3.28)
Zum Zeitpunkt ¢o > ¢, gilt analog

U(x,t) Z c, € /M Ents On(x Z ay,, /M En(t1=t2) on (). (3.29)

Nun nutzen wir die Relation (3.24) fur a,, aus. Wir erhalten

U(x,t5) = Z¢ (Fi/mFnlta—t) /_O;QSZ(y)f(y) dy

= / 3" bala) 43(u) VP 1(y) dy. (3.30)
0 p=1
Dies vergleichen wir mit der Definitionsgleichung der Greenschen Funktion
U(o,t) = [ Glo,tsy,t) f(y) dy (331)

und ermitteln schliellich die Eigenfunktionsdarstellung fur den Integralkern

G(IEQ, tg, T, tl) = Z ¢n($2) QS:(IEl) 6(_i/h)En(t2_t1) flr t2 > tl . (332)

3.5 Die Wirkung in der klassischen Mechanik

Wir beginnen unsere formale Studien mit einem Ruckblick auf die klassische Mechanik. Hier
haben wir gelernt, daf wir ein physikalisches System durch eine Lagrange - Funktion

L = L(g,4,t) (3.33)
mit den generalisierten Koordinaten ¢ = ¢(¢) und den generalisierten Geschwindigkeiten ¢ = ¢(t)
beschreiben kdnnen. g kann dabei synonym fir einen Satz von N Variablen ¢; mit: = 1,..., N
stehen.

Eine zentrale Rolle im Pfadintegral - Formalismus nimmt die Wirkung A ein, die als Zeitintegral
uber die Lagrange - Funktion zwischen den Zeitpunkten ¢, und £, definiert ist,

A= [L@, 0. (339)
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Die Gesetzmaligkeiten fir die Dynamik des Systems folgen aus dem Hamilton - Prinzip. Es be-
sagt, daf die Wirkung .A fir den klassischen physikalischen Weg

q = qu(t) (3.35)

extremal werden muf3. Dies bedeutet, daB fiir alle infinitesimalen Variationen d¢(t) mit festgehal-
tenen Endpunkten

dq(t,) = 0 mit q(ts) = qa,
5q(tb) = 0 mit q(tb) = ¢, (336)

die Variation 6.4 des Wirkungsfunktionals .A[g(¢)] verschwinden muB,

SA = 0. (3.37)

Wir fulhren die Variation aus. Es ist
0A = Alg+6q]—Alg] = 0. (3.38)

Wir setzen die Definition (3.34) ein

b
Alg+dq] = /L(q'+5q',q+5q,t)dt
tp
oL oL
- /[L(q, 0.1)+60 5 + 80 ] dt

_ Al /[&Ia—L-i—(Sq ]dt (339)

Nach partieller Integration erhalten wir bekanntermalien

K oL\ OL
—q/ldt< )—a—q]dt. (3.40)

Der erste Term der rechten Seite ist null, da d¢g an den Endpunkten ¢, und g, verschwindet. Aus
dem Hamilton - Prinzip folgt so die Euler - Lagrange - Differentialgleichung

d [OL oL
a (a_q> -0, (3.41)

oL
Alg+dq] — Alg] = 5qa

Die Ldsung dieser Differentialgleichung bestimmt den klassischen Pfad ¢(t) = g (t). Der Aus-
druck

dA d (0L oL
= {a(%)-%)
stellt die Funktionalableitung der Wirkung .A in bezug auf den Weg ¢ dar.

In der Kklassischen Mechanik ist also die Form des Wirkungsintegrals A = [ L dt von Interesse,
nicht aber unbedingt der Extremwert A; selber. Dieses Interesse leitet sich aus der Notwendigkeit
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ab, die Wirkung auch beziiglich benachbarter Wege ¢ = qx; + d¢ zu kennen, um den Weg ¢;; der
geringsten Wirkung bestimmen zu kdnnen. Wir werden noch sehen, daB in der Quantenmechanik
beides — die Form des Wirkungsintegrals und der Wert des Extremums — von Bedeutung sind.

Wir definieren nun den zu g konjugierten Impuls p durch

p = g—g. (3.43)
Wir erhalten die Hamilton - Funktion durch

H(p,q) = pd— L(g, ¢, 1) (3.44)
mit ¢ = ¢(p). Die Hamiltonischen Bewegungsgleichungen lauten

i) = 5

) = 22 (3.45)

~ 30

Sie kdnnen ebenfalls aus dem Extremalprinzip 6.4 gewonnen werden. Dazu muf man die Wirkung
durch p und ¢ ausdriicken,

Alg@), p0)] = [ {p()d(t) - Hp(t),q(2), 1)} dt , (3.46)

mit der Vorschrift, da sowohl die generalisierten Koordinaten ¢ als auch die generalisierten Im-
pulse p unabhdngig voneinander zu variieren sind.

Als erste Ubung wollen wir die klassische Wirkung fiir den harmonischen Oszillator und fir das
freie Teilchen berechnen. Wir setzen hierbei der Einfachheit wegen ¢(t) = z(¢).
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3.6 Diskussionen im Rahmen des Hamilton-Formalismus

In der klassischen Mechanik kénnen wir die Wirkung A[g(t), p(t)] als Funktional der generali-
sierten Koordinate ¢(t) und des generalisierten Impulses p(t) ausdriicken. Unter Verwendung der
Hamilton—Funktion ist die Wirkung definiert durch das folgende Zeitintegral in den Grenzen ¢,
und [

Alg®,p@) = [ 00 - Ho(0),a0),1)} dt (347

Der Grundgedanke der Summation tiber alle Wege im Phasenraum von g, nach ¢, kann in eine ma-
thematische Formulierung Ubertragen werden, indem man die Zeitachse zwischen den Zeitpunkten
t, und ¢, diskretisiert. Wir betrachten die diskreten Zeitpunkte

tO = ta ’
tn = to+mne = t,+ne mit n =1,2,...,N,
Iyt = ty . (3.48)

Der Abstand zwischen jeweils zwei benachbarten diskreten Zeitpunkten ist einfach gegeben durch

ty — tg T
N—+1 N+1 (349)
Das Zeitintervall T = ¢, — £, ist konstant. Die Diskretisierung der Zeitachse ist in Figur 3
dargestellt.
€ € €

t I_.t tl IIII tl t 1 IIII tl t 1 _t - t
0 ‘a 1 i i+1 N N+1" b
Figur 3: Diskretisierung der Zeitachse. Im Bild ist die Zeitachse zwischen den Zeitpunkten ¢; und

t; bzw. zwischen ¢; 1, und £ unterbrochen, was durch die doppelten schragen Linien angedeutet
wird.

gn = q(t,) und p, = p(t,) kdnnen alle moglichen Werte annehmen, und wir miissen uber alle
diese Werte integrieren. Die Endpunkte g, und ¢, bleiben aber fest, wahrend hingegen tber die
Endimpulse py,1 auch integriert werden soll. Die (z, ¢)-Ebene wird in Figur 4 veranschaulicht.
Ebenso wie die (t, ¢)-Ebene kann natiirlich auch die (¢, p)-Ebene dargestellt werden. Als entschei-
dender Unterschied ist jedoch zum Zeitpunkt ¢, = ¢y der zugehorige Endimpuls py1 nicht
fixiert sondern variabel. Also kann auch py, alle moglichen Werte annehmen.

Das Wirkungsfunktional .A[p, ¢] geht bei einer stiickweisen, linearen Approximation des Weges in
eine Funktion der 2V + 1 Stitzstellen ¢y, ...,qn,P1,- .-, N1 Uber,

A((h, cey GNPy - 7PN+1) =

N+1

gn — Qn— 1
Z € |Pn c - - 9 (H(pn, qn, tn) + H(pn, qn-1, tn)) . (3.50)
n=1
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One =0 [

qo:qa B

| | /A | | | /A | | > t
t=t, t, t, ¢t t., t .=t
Figur 4: Schematisch werden die Pfade zwischen den Punkten (t,, ¢,) und (¢;, ¢») angedeutet. Die
Endpunkte ¢(t,) = ¢, und g(ts) = g sind fixiert. An den diskreten Zeitpunkten ¢ = ¢, bis
t = ty konnen die generalisierten Koordinaten g; jedoch alle Werte annehmen.

Im geforderten Limes N — oo oder dquivalent e — 0 mit der zusétzlichen Bedingung (N +
l)e = t, — t, = T reprasentiert die Funktion (3.50) immer besser das urspriingliche Funktional.

Zusammen mit den Integrationen Uber die Stitzstellen fiihrt dies zu der folgenden Definition des
Propagators und der Summe uber alle Pfade

7
Gantiat) = Y ew{;Abd)
alle Pfade von
g, nach gy
7 N dpn, dpyi1
= i L
Nl—{Eo 1;[ 27Th 27Th

o)

e—0 —oo Zo
N+1
Zel

X exp{

/Dq 5.7 P {ﬁA[p, q]} : (3.51)

Wir haben dabei die abkiirzende Bezeichnung

1
% — 5 (H(pm qn, tn) + H(pm an—1, t"))] }

Dg = lim H dqy, (3.52)

N—o0 1
e—0 =

eingefuhrt. Analoges gilt fur Dp. Wir integrieren {iber alle Phasenraumvolumenelemente dq,, dp,,
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gemessen in Einheiten des Planckschen Wirkungsquantums h = 27h. Die zuséatzliche Integration
uber py 1 sagt aus, dal3 auch uber alle Endimpulse bei ¢ = ., integriert werden muR.

3.7 Die klassische Wirkung fur den harmonischen Oszillator und
fir das freie Teilchen

Der harmonische Oszillator wird durch die Lagrange-Funktion

2
L = %&W—T;x2 (3.53)

beschrieben. Die Lagrange-Funktion fiir ein freies Teilchen — ebenso wie die korrespondierende
Bewegungsgleichung — ergibt sich einfach durch den Grenziibergang w — 0,

m,2

L = i (3.54)

Um den klasssischen Pfad zy;(¢) fur den Fall w # 0 zu erhalten, muR die aus (3.53) abgeleitete
Bewegungsgleichung

i+w’z = 0 (3.55)
mit den Randwerten

T(te) = za, () = T (3.56)
integriert werden. Die beiden freien Konstanten der allgemeinen Losung

z(t) = ¢y sinwt+ ¢y coswt (3.57)

werden durch die Randbedingungen (3.56) folgendermafen festgelegt

Tp COS Wiy, — T, COS Wi

¢ = . )
sin w7’
o Sinwity — xp Sin wi,
= 3.58
@ sin wT ’ (3.58)
mit
T = t,—1t,. (3.59)

Dies kann leicht durch Einsetzen der Koeffizienten ¢, und ¢, in die allgemeine Lésung (3.57) unter
Verwendung der trigonometrischen Relation

sinwl = sinwt, coswt, — coswty sinwi, (3.60)

gepruft werden.

Die Berechnung der Wirkung fur den klassischen Pfad

t
Ag = [Lat (3.61)

ta
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wird durch eine partielle Integration wesentlich vereinfacht

23
ta L2 2

m . tp m ty .
= 5xkl Tl N - 5 " Tri {IEkl -+ w2xkl} dt
m . .
= 3 {zr(ts) Tra(ts) — Ta(ta) Tr(ta)} - (3.62)

In der zweiten Zeile verschwindet das Integral aufgrund der Bewegungsgleichung (3.55). Wir
schreiben den Ausdruck fiir den klassischen Pfad um

z(t) = {xp (coswt, sinwt — sinwt, coswt)/sinwT
+ z, (sinwtp coswt — coswiy sinwt)/ sinwT'}
= {zpsinw(t —1t,) + zosinw(ty, — 1)} /sinwT . (3.63)

Damit haben wir auch
T(t) = w{xpycosw(t—t,) — xqcosw(ty —t)} /sinwT . (3.64)

Diese Ausdriicke setzen wir in die Wirkung fiir den klassischen Pfad ein

Ay = % {zyw(zpcoswT — ) — z,w(zy — x4 coswT)} /sinwT
= 2;?:)T {(zi + z7) coswT — 2:EaIEb} : (3.65)

Die Wirkung fir das freie Teilchens folgt nun sofort durch den Grenziibergang w — 0

_ m(m —7,)?
A = G (3.66)

Man beachte, dal’ bei der Wirkung fiir den harmonischen Oszillator im Gegensatz zu der des freien
Teilchens die Orte absolut eingehen, da natiirlich x = 0 ausgezeichnet ist.

3.8 Berechnung des Integrals /Cioe‘g”2 dz

1 bezeichne das bestimmte Integral
I, = / e dz (3.67)

das von grundlegender Bedeutung ist fir alle konkreten Berechnungen im Rahmen der Pfadinte-
gralmethode. Wir verwenden einen Kunstgriff, um I; zu ermitteln. Man kann (3.67) auch in einer
anderen Variablen ausdriicken

I = /_ °; eV dy . (3.68)
Multiplikation von (3.67) und (3.68) ergibt
I = /_o;e_g”2 dz /_o;e_y2 dy = /_o:o/_o;e_g”2 eV’ dz dy
= /_o:o /_o:o e~ (@49 g dy . (3.69)
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Dieses Integral erstreckt sich tber die gesamte xy-Ebene. Zur Integration in der Ebene fihren wir
Polarkoordinaten r, 6 ein. Dann gilt 22 + > = r? und das Flachenelement lautet dF' = dz dy =
rdr df. Um die gesamte Ebene zu erfassen, lauft # von 0 bis 27 und r von 0 bis co. Damit folgt

2w poo 9 o] 9
/ / e rdrdf = 27r/ e rdr, (3.70)
o Jo 0

da sich die Integration tber @ naturlich sofort ausfuihren 183t. Der Faktor r im Integranden verein-
facht nun die Auswertung des Integrals betréchtlich, denn es gilt offensichtlich

d _,.»

2

%e” = —2re”’ (3.71)
Wir erhalten
o0 1 d 2 2|00
2 _ - -7 _ —-r _
11—27r/0 ( )[dr ]dr— Tel| =7 (3.72)
oder
I, = /°° e dr = /7. (3.73)

Da e~*" eine gerade Funktion ist, folgt auch

/_oo 2 gy = 2/ (3.74)

und somit

o0 2 1
/ e’ dn = SV, (3.75)
0

3.9 Berechnung des Integrals /Oo e~ o e o
-0

Damit das Integral konvergiert muf} offensichtlich gelten a > 0. Wir betrachten zunéchst den
Spezialfall » = 0. Mit Hilfe der Substitution u? = az? und dz = 1/4/a du folgt

o0 2 1 o0 2
I, = /_ooe_‘”” dr = %/_we_“ du = \/g, (3.76)

wobei wir das Resultat (3.73) verwendet haben.

Wir betrachten nun den allgemeinen Ausdruck mit b # 0 und fiihren eine quadratische Erganzung
des Exponenten durch

) 2 B2 2 b2
—az” +br = (x—b:v+4)+£=—<\/5 _F> (3.77)
Nun substituieren wir wieder v = y/az — b/(2/a) mitdz = 1/y/a du. Dies filhrt auf
o0 2 2 1 o0 2 2
I; = /_oo e 0T gy = b/ 7a /_oo e du = \/geb /e) | (3.78)
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o0
3.10 Berechnung des Integrals / e(@1=2)" ob(#2=2)* (.
—0
Wir schreiben
I, = /oo ea(wl—w)2 eb(wz—w)2 dr = /oo ea(w%—2ww1+w2) eb(w%—2ww2+w2) dr

—Co0 —Co0

_ /oo e(a+b)w2—(2aw1+2bw2)w+awf+bw% dr
—00
00
— eaw%—l—bw%/ e(a+b)w2—(2aw1+2bw2)w dr . (379)
—00

Das letzte Integral werten wir mit Hilfe der Relation (3.78) aus. Es folgt

atibad | 7T ) (2az1 + 2bz,)?
a+b 4(a +b)

—7 —a’z? — b%22 — 2abz 79
= exp

I4:€

2 2
b
a+b a+b Tan x2}

-7 1
= o exp {a " bab(z% +z2— 2x1x2)} ) (3.80)

Damit ergibt sich zusammenfassend

00 —T ab
I = /_oo ea(wl—w)2 eb(w2—$)2 dr = ‘/a b exp {a n b(xl — x2)2} . (381)

o0 .
3.11 Berechnung des Integrals /O eW=e)t d¢

Wir fuihren die Integration explizit aus
[o0) . co .
I5 — / e(zw—e)t dt = / ezwt e—et dt
0 0

o0 o0
= / coswte St dt+1 / sin wt e~ dt
0 0

e—et co —et o]
= (—ecoswt +wsinwt)| +1 (—esinwt — w cos wt)
w? 4 €2 0 w? + € 0
€ w W — 1€ 1
= =i = . 3.82
w2+62+w2+62 7’(w-l—ie)(w—ie) w + e (3.82)
Zusammengefalt folgt also
[ole] . )
I, = / it gy — (3.83)
0 w + 1€

&Y 2 2
3.12 Berechnung des Integrals /O e~ /T b g
Wir substituieren

y = zVb,
= Vab. (3.84)
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Dann haben wir [Schu 81]
o0 2_prn2 1 o0 2 0202
Iy = [ el g = 7 | et dy = 1), (3.85)
Hier ist b eine Konstante. Von der Funktion f(c) bilden wir die Ableitung in bezug auf ¢

a_f — i * _% -/’ —y?
= = \/5/0 ( y2> e dy . (3.86)

Als neue Variable fiihren wir nun

2= ° (3.87)
y
mit
dz _ _ ¢
dy y?

ein. Dies bewirkt auch einen Vorzeichenwechsel aufgrund der nachfolgenden Anderung der Inte-
grationsgrenzen. Es folgt

af 2 o 2 /42

- 2 z4—=c/z = —92 . .

e 75 Jo e dz f(c) (3.88)
Diese Differentialgleichung in bezug auf ¢ &Rt sich sofort 16sen. Es resultiert

fle) = f(0)e™*, (3.89)
was sich durch Einsetzen in (3.88) leicht nachpriifen 1a6t. f(0) ist ein GauR - Integral

™

f(0) = e (3.90)

Damit erhalten wir
_ E —2¢

f(0) " (3.91)
und schlief3lich

Ii = [Teet iy = [T eV (3.92)

0 4b
o0

3.13 Berechnung des Integrals /O e~ g dg
Es sei [Reif 75]

I(n) = /e_‘””2 z" dx (3.93)

0

mit n > 0. Mit der Substitution

z = a?y (3.94)
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bekommen wir firn = 0

2 1 /m
10) = a™? [e¥dy = -/~ -
0) = a O/e dy 5\ g (3.95)

Firn = 1 ergibt sich
LT I L
I(1) = a /eyydyza [—Eey] = —a . (3.96)
0
0

Alle Integrale I(n) mit ganzzahligen n > 1 kdnnen dann auf die Integrale 7(0) und I(1) zuriick-
gefiihrt werden, wenn man nach dem Parameter a differenziert. Tatsdchlich gilt

0 o 9 _ aI(TL — 2)
I - ___ / ax n—2 ) - =\ = .
(n) 5 ( e " dz % (3.97)
Dies ist eine Rekursionsbeziehung, die wir so oft wie notig anwenden kdnnen. Zum Beispiel folgt
01(0) N R N
1(2) = — = - — 2y = Y_g732 :
@) oa 2 Oa (a ) 1 ¢ (3.98)
Wir konnen aber auch in (3.93) substituieren
z = (u/a)"?. (3.99)
Somit folgt
de = % a V22 du (3.100)
und weiter
I(n) = %a‘lﬂ (n+1) /e‘“ w2 gy, (3.101)

0
Mit der Definition der Gamma - Funktion I'(z)

I(z) = / eyl du (3.102)
0
1Rt sich (3.101) dann schreiben als

1 1
f) = [ anda = g ("7 ) e, (3.103)
0

Betrachten wir noch einmal das Integral I(1), so gilt speziell

I = / e gdr = 0, (3.104)
da der Integrand eine ungerade Funktion von x ist. Hingegen folgt bei der entsprechenden Erwei-
terung der unteren Integralgrenze bei I(2)

Ig = /e_(lail»'2 IE2 dr = ga_3/2 . (3105)
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3.14 Die Pfadintegraldarstellung des Propagators
unter Verwendung der Lagrange-Funktion

Wir wollen nun die Pfadintegraldarstellung unter Einbeziehung der Wirkung im Hamilton—Formalismus
zuriickfuihren auf die urspriingliche Feynman—Formulierung. Dazu betrachten wir ausschliellich
Hamilton—-Funktionen der Art

2

b

die aber zur Beschreibung sehr vieler physikalischer Systeme geeignet sind.

Es konnen die IV + 1 Impulsintegrationen explizit ausgefiihrt werden. Der verbleibende Ausdruck
mit nur rdumlichen Integrationen stellt die urspriingliche Feynman—Formulierung fiir den Propa-
gator G(gp, ty; qa, t,) dar.

D o[t
G(qb7tb;Qa7ta) = /DQﬁ eXp{ﬁ/t [pq_H(p7Q7t)] dt}

_ 5 . Di

00 —00 =1

2

,L' N+1 2
X €exp {ﬁ > [Pz‘ (¢ — gi—1) — 217;n e—Vi(g,t) 6] }

i=1

+o0 +o0o s N N+1 dp:
_ . Di
= A / (i_l_[ld%) (H 27rh>

—00 —00 = i=1
i N e m (g — ¢i—1) 2
. N1 )2
x exp{% ; [gw—wqi,ti) e]} . (3.107)

Die quadratische Ergdnzung im Exponenten hat somit NV + 1 separierbare Gaull—Integrale tiber die
Impulse p; erzeugt.

Wir verwenden nun die Integralbeziehung

70exp {—ia(:v — b)2} dz = % : (3.108)

Dies fiihrt uns direkt auf

o0 . /2
dp; (43 2} 1 (m2rh)’ ( m ) 1/2
——(p; — t = — - = - ) 3.109
2rh exp{ 2mh (pi — const) 27mh ( i€ > 2mwihe ( )

Die N + 1-fache Impulsintegration liefert daher einen Faktor A-(V+Y mit

A = 2mihe . (3110)

m
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Fur den Propagator bekommen wir also

R 1 dg;
G(qb, ty; Gasta) = A}l—rgo/ /A< q)

X exp{;b 1§:1 l%( 1) — V(Qi,ti)] e}
- fonoefi [ Bo-viesls
- /D’q exp{;/tb L(g,4,7) d } (3.111)

Dies ist das gewiinschte Resultat. Es entspricht der urspriinglichen Feynman-Formulierung des
Pfadintegrals. In (3.111) ist also D’q in der diskretisierten Version durch

1N dq
! _ K3
Dq = 1\1]1_1’210 — (3.112)
e—0

zu ersetzen. Der Exponent in der letzten Zeile von (3.111) ist wieder das klassische Wirkungs-
funktional, hier allerdings in der (g, ¢)-Formulierung mit der Lagrange-Funktion. Wahrend die
Phasenraum-Formel fiir quantitative Berechnungen oftmals flexibler ist, ist die Lagrange—Formulierung
flr das intuitive Verstandnis besser geeignet.

3.15 Aufspaltung der Pfadintegration

Wir betrachten nun zwei aufeinanderfolgende Ereignisse und den entsprechenden Pfadintegral-
ausdruck dafir. Es sei t, < t. < t,. Dann konnen wir die Wirkung offensichtlich aufspalten
in

Alb,a] = Alb,c] + Alc, q . (3.113)

Wenn wir Uber alle Pfade von a nach b integrieren wollen, so kdnnen wir zunéchst tber alle Wege
von a nach c integrieren, dann integrieren wir tber alle Wege von ¢ nach b und schlieBlich integrie-
ren wir das Resultat Giber alle moglichen Werte von z.. Somit folgt fur die Greensche Funktion

G(xp, ty; Tg, ty) = /exp {% (A[b, c] + Alc, a])} D'x(t) . (3.114)

Wir integrieren zunéchst tber alle moglichen Pfade von a nach c¢. Bei der Durchfiihrung dieses
ersten Schrittes ist LA[b, ¢| konstant und wir erhalten als Resultat

G(zp, p; Ta, La //exp{ } G(T¢,te; T, to) D'z (t) dze - (3.115)

Hierbei missen wir iber alle Moglichkeiten fiir x.. integrieren.

Als ndchsten Schritt fihren wir die Integration tber alle moglichen Pfade zwischen den beliebi-
gen Punkten x. und dem festen Endpunkt b durch. Es verbleibt schlieRlich ein Integral tGber alle
mdoglichen Zwischenwerte von .

G(Zp, b} Ta, Tg /G (Tp, ty; Tey te) G(Tey te; Ta, ta) de (3.116)
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Dieses Resultat konnen wir auch aus der urspriinglichen Definition der Pfadintegrale herleiten.
Nach (3.116) gilt die Regel, daR sich die Ubergangsamplituden fiir Ereignisse in zeitlicher Fol-
ge multiplizieren. Die Verallgemeinerung ist evident und fiihrt zu einer Aufspaltung in einzelne
Teilintervalle.

G(ba) = //.../G(b,N)G(N,N—l)...

1 T2

G(i+1,%) ... G(l,a)dx 1 dzs ... dzy . (3.117)

a

t

Figur 8: Aufgetragen sind verschiedene Pfade zwischen den Punkten a und b. Alle eingezeichneten
Pfade treffen sich am Punkt c.

Fir ein infinitesimales Zeitintervall e zwischen zwei aufeinanderfolgenden Punkten kdnnen wir
schreiben

1 ) i1 — T L i b ti
Gli+1,i) = Zexp{%L(xHe z ,‘“1;‘"”, +12+ )} (3.118)

Dieser Ausdruck gilt in erster Ordnung in e.

3.16 Die Ableitung der Schradinger - Gleichung aus
der Pfadintegraldarstellung der Greenschen Funktion

Als néchsten Schritt wollen wir ausgehend von der Pfadintegralformulierung der Greenschen Funk-
tion die Schrodinger - Gleichung ableiten. Wir beginnen unsere formale Studien mit dem bereits
mehrfach erwahnten linearen Zusammenhang

Y(z9,t9) = / G (g, t9; 71, 11) Y(21, 1) dzy (3.119)

der auch als Definitionsgleichung fiir die Greensche Funktion dienen kann. Diese Gleichung er-
laubt es, aus der Kenntnis der Wellenfunktion zum Zeitpunkt ¢; und der Greenschen Funktion die
Wellenfunktion zu allen Zeiten ¢, zu bestimmen.
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Wir untersuchen nun den speziellen Fall, daf? sich ¢, von £, nur um einen kleinen Wert e unterschei-
det. Fir Kleine Zeitintervalle e kénnen wir nach (3.119) und mit Hilfe der Pfadintegraldarstellung
der Greenschen Funktion schreiben

[ el (T 1)
vat+d = [T cenl{a L (0L ) vt ay, (3.120)

wobei der Normierungsfaktor A zunéachst noch nicht spezifiziert werden muf.

Wir betrachten im eindimensionalen Fall die Lagrange - Funktion

L = 1mi®—V(z,t). (3.121)

2

Dies fuhrt beziiglich (3.120) auf

vz, t+¢€) = /_o:o % exp{% m4(:v2; y)2} exp{—ﬁ eV (x;y,t-i- %e)}
xb(y, t) dy . (3.122)

Der Ausdruck (z — y)?/e tritt im Argument der ersten Exponentialfunktion auf. Weicht y sehr
stark von z ab, so ist dieser Ausdruck sehr grof3 und der Phasenfaktor weist entsprechenderweise
ein stark oszillierendes Verhalten auf. Nur wenn y nahe x ist, kdnnen wir signifikante Beitrdge zum
Integral (3.119) erwarten. Wir fuhren daher eine Substitution durch

y=x+mn, (3.123)

und wir nehmen an, daR es nur fur kleine  wesentliche Beitrdge zum Integral (3.122) gibt. Damit
erhalten wir
T1 . .
Pz, t+e) = / Ze“mf/(?ﬁf) e~ieVICzAN/ 2t/ A/M 4y 1 1) dy . (3.124)

—0o0

Wir entwickeln nun % in eine Potenzreihe. Wir beschranken uns auf Terme der Ordnung ¢, dies
impliziert Terme, die quadratisch in » sind. Den Ausdruck e V[(2z + 7)/2,t + €/2] kdnnen wir
durch den linksseitigen Wert e V'(z, t) ersetzen. Der Unterschied zwischen beiden Ausdriicken ist
von hoherer Ordnung in € oder in en. Bei dieser Reihenentwicklung bekommen wir also

W _ [ L mpseng [
P(z,t) + € 5 = _Zo ¢ [1 hV(z,t)
0 82
X lz/J(:E,t) +n a—d’ + i’ 5 f] dn . (3.125)

Betrachten wir nur den fiihrenden Term auf der rechten Seite, so tritt der folgende Faktor auf, der
mit ¢ (x, t) multipliziert wird

oo

1 i’ 1 [2mihe
imn? /(2he) —
- / e dy = — . (3.126)

—Co0
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Auf der linken Seite steht aber nur 1 (z,t). Damit auch im Grenzfall ¢ — 0 beide Seiten von
(3.124) oder (3.125) tibereinstimmen, folgt
2mihe

A= . (3.127)
m

Diese Normierungskonstante hatten wir bereits friiher abgeleitet. Jedoch haben wir hier einen Weg
beschritten, der geeignet ist, auch fiir kompliziertere Lagrange - Funktionen die Normierungskon-
stante A zu ermitteln. A mul} jeweils so bestimmt werden, daR die Gleichung (3.124) auch fur
e — 0 gilt. Anderenfalls konvergiert das Pfadintegral nicht.

Ferner haben wir nach (3.125) die Integrale zu 16sen

oo

/ % em?/(2he) p g = (3.128)
und

70 % e/ (2he) 2 g Z’% _ (3.129)
Dies ergibt schlieRlich

el oy tyy e By (3130)
Was die Terme in erster Ordung in e betrifft, ist diese Gleichung erfullt, sofern gilt

—%%—f = —%%JFV(M)W (3.131)

Dies ist die Schrodinger - Gleichung.

3.17 Die Ableitung der Pfadintegraldarstellung der
Greenschen Funktion aus der Schrodinger - Theorie

Feynman hat die Pfadintegrale als Ausgangspunkt benutzt und damit die Quantenmechanik abge-
leitet. Man kann aber auch von der Kenntnis der Quantenmechanik ausgehen und die Pfadintegrale
ableiten. Wir starten von der Schrodinger - Gleichung. Zur Vereinfachung beschranken wir uns auf
eine Dimension im Ortsraum. Dann gilt

oY
h— = H 3.132
ihoe = Hy (3.132)
mit dem Hamilton - Operator
1 R o2
H=T = —p? = —— — : 1
+V 5 P +V 2m3x2+v (3.133)

Unser Interesse gilt nun dem Propagator oder der Greenschen Funktion. Die Greensche Funktion
erfillt die Gleichung [Schi 68]

(Hx —ih %) G(z,t;y,t0) = —thd(z —y)d(t — 1) . (3.134)
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Dies wollen wir kurz nachweisen. Einleitend hatten wir bemerkt, da wir uns zunachst auf die
retardierte Greensche Funktion mit

G(z,t;y,tg) = 0 fur t < i (3.135)

beschrénken. Dann gilt die Definitionsgleichung

Ot~ 1) ¥(z,1) = [ Glo,tiy 1) v(y,to) dy (3.136)
wobei © die Sprungfunktion bezeichnet. Auf diese Gleichung wenden wir nun den Operator
0
h— — H
ih T w
an. Dabei machen wir von dem Zusammenhang
% o) = &(r) (3.137)

zwischen der Ableitung der Sprungfunktion und der §-Funktion Gebrauch. Wir bekommen

ihé(t — to) Y(z,t) + Ot — to) (ih% - Hw) Y(z,t) =

/ (ih% — Hw) G(z,t;y,to) Y(y, to) dy . (3.138)

Der zweite Term auf der linken Seite verschwindet aufgrund der Schrodinger - Gleichung (3.132).
Wir sehen nun, dal? die Gleichung (3.138) befriedigt wird, wenn die Beziehung (3.134) gilt.

Wir fiihren nun den Greenschen Operator G(t, to) ein. Fir zeitunabhdngige Hamilton - Operatoren
1Rt sich der Greensche Operator darstellen als

Gt t) = Ot — to) exp [—%H(t—to)] | (3.139)

Die Greensche Funktion ergibt sich in der Ortsdarstellung aus dem Matrixelement des Greenschen
Operators mit Eigenfunktionen des Ortsoperators

In diesem Kapitel werden wir vielfach fiir die Wellenfunktionen die Diracsche bra({z|)- und
ket(|y))-Schreibweise verwenden. Ohne Beschréankung der Allgemeinheit kénnen wir ¢ = 0
setzen. Dann gilt furz > 0

G(z,t9,0) = (2|G(5,0)]y) = (ale”/ y). (3.141)

Wir schieben nun einen vollstdndigen Satz von Energieeigenzusténden |n) ein mitn = 0, 1,...
und

Hln) = E,|n). (3.142)
Die entsprechenden Wellenfunktionen sind
on(z) = (z|n) . (3.143)
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Damit bekommen wir aus (3.141)

Gla,ti9,0) = 3 (aln) (nle ™M y) = Y dale) P g1 (y) (3.144)

n

Dies entspricht gerade der bereits abgeleiteten Darstellung der Greenschen Funktion durch Eigen-
funktionen des Hamilton - Operators. Im folgenden gehen wir aus von

G(z,t;9,0) = (ale”™My) . (3.145)

Das Pfadintegral resultiert nun einfach aus der formalen Identitét [Schu 81]
oM = (eH/(N+1))NJrl _ (3.146)

Wir substituieren A = 4t/% und schreiben

G(z,8:y,0) = (z]e TN+ ~XNTHV)/(N+1) | o=AT+V)/(N+D) )y (3.147)

wobei das Produkt im Matrixelement (N 4 1)-mal auftritt. Nun gilt

e NTHV)/(N+1) _ i AT +V)/(N+1)]"

|
n=0 .
MT+V)/(N+1) XN(T+V)*/(N+1)?2
1-— 1 + 51 +... =
1 AT AV n 2712 n A2V2 n ATV n NVT
N+1 N+1 2(N+1)2 2(N+1)2 2(N+1)2 2(N+1)?
(3.148)
Damit erhalten wir
)\2
“XTHV)/(N+1) _ o=AT/(N+1) ,—AV/(N+1) | ¢ 2~ 3.149
e e e + (N+1)2 + ( )
mit dem Kommutator
K = %(VT -TV) = %[V, T]. (3.150)
Dabei haben wir ausgenutzt
e MT/(N+1) p=AV/(N+1) _
) T n A2T? n 1 AV n pRave n .
N+1 2(N+1)2 7 N+1 2(N+1)2 ")
AT 2712 AV pRave NTV
1-— — e 3.151
N+1+2(N+1)2 N+1+2(N+1)2+(N+1)2+ ( )
Als ndchsten Schritt wollen wir nun den Term
N+1 1 N+t
“AMT+V)/(N+1) _ | -AT/(N+1) —AV/(N+1)
e |7 = [e e +0 <(N ~ 1)2>] (3.152)
ersetzen durch
N
[e—,\T/(N+1) e—AV/(N+1)] o (3.153)
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Diese Ersetzung ist bei der Einbeziehung von Operatoren nicht ganz trivial. Bei den notwendi-
gen Umformung missen wir sorgféltig auf die Reihenfolge der einzelnen Faktoren achten. Wir
betrachten zunéchst die folgende Differenz

(emT/v+n e—w/<zv+1>)’v+1 _ (e_)‘(T+V)/(N+1))N+1 —

[e—)\T/(N-i—l) e~ AV/(N+1) _ —A(T+V)/(N+1)] [e—A(T+V)/(N+1)]N +

e

—AMTH+V)(N-1)/(N+1)

e

e~ AT/(N+1) o=AV/(N+1) [e—)\T/(N-i—l) e~ AV/(N+1) _ e

—A(T+V)/(N+1)]

4.+ (e—)\T/(N-i—l) e—AV/(N+1))N [e—)\T/(N-i—l) e~ AV/(N+1) _ e—A(T+V)/(N+1)] _ (3.154)

Diese Gleichung ist formal eine Identitdt. Es treten N + 1 Terme auf, die jeweils als Faktor den
Ausdruck

e~ AT/(N+1) p=AV/(N+1) _ ,=A(T+V)/(N+1)

e

enthalten. Diese Differenz ist von der Ordnung O(1/N?). Im Grenzfall N — oo verschwindet
diese Differenz. Somit bekommen wir
G(z,t;y,0) = lim (z| (e_)‘T/(NH) e—W/<N+1>)N+1 ly) . (3.155)
N—oo
Dies ist die Trotter Produktformel. Von hier zu den Pfadintegralen sind es nur noch wenige Schritte.
Wir fugen in (3.155) jeweils eine 1 in Form einer Vollstéandigkeitsrelation ein

/dxj Z)(z;) =1  mit j=1,...,N. (3.156)
Dies fuhrt schlieBlich auf
N
G(z,t;y,0) = A}i_r)réo/d:vl codzy ] (g e TN @ AVINHL 4y (3.157)
=0
Speziell gilt
Yy =Ty, T = IN41- (3.158)

Der Multiplikationsoperator V' ist diagonal im Ortsraum

e—)\V/(N—I—l) |:E]> — |:E]> e—)\V(wj)/(N—i—l) ] (3.159)

Als ndchstes bendtigen wir Matrixelemente des Operators exp{—AT"/(N + 1)} im Ortsraum zwi-
schen verschiedenen Zusténden, zum Beispiel zwischen (5| und |¢). Um diese zu ermitteln, fuhren
wir einen vollstdndigen Satz von Impulseigenzustanden ein

1= [dplp) @l (3.160)

(plé) = \/%e‘im/h- (3.161)
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Dies ergibt

le Ty = [ dp (e TV p) (ple)

_ %/w dp e~ /2(N+1)] gin(n—€)/h (3.162)

Solche Gaul? - Integrale treten bei Pfadintegralen sehr hdufig auf. Wir benutzen die allgemeine
Formel

/oo e W gy — \/§Gb2/(4a) : (3.163)

und wir erhalten

oryvy e TV D) vy e /e
€) =5z ¢ : (3.164)

Dieses Resultat setzen wir in den Ausdruck fir die Greensche Funktion G ein und bekommen

m(N + 1))“”1)/2

(nle

G(z,t;y,0) = A}Eréo/dh---divzv(

2 AR
N m(z; —z)2(N+1) AV(z,)
x [I exp l— J J — J ] . (3.165)
i 2\R° N+1
Wir setzen nun wieder
o b _ M (3.166)

N+1 iN+1)

und fassen die Faktoren mit den Exponentialausdriicken zusammen

. m\ (N+1)/2
G(z,ty,0) = ]\}l_r)réo/dxl"'dxzv (2m’he)

e N L pa\2

x exp{% 3 [%m (%) - V(xj)]} . (3.167)
3=0

Dies ist der Pfadintegralausdruck fiir den Propagator. Wir nehmen nun an, die verschiedenen Punk-

tey, 1, ..., xn, x sind durch Geraden miteinander verbunden. Dann haben wir einen Strecken-

zug von y nach z vorliegen. Die Summe in der Exponentialfunktion kann dann als Riemann -

Summe eines bestimmten Integrals entlang des Pfades verstanden werden

N 2 ¢ 2
ZG [%m (x]—l—l IE]) _ V(IE])] — /d,]- %m (d_IE) — V(IE) (3168)
0 € / dr
Der Integrand ist gerade die klassische Lagrange - Funktion
dz\>
L =:im (E) —Vi(z). (3.169)
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Das Integral selber ist die Wirkung. Damit ist das Argument der Exponentialfunktion gerade i.4/#,

wobei A entlang der einzelnen Geraden berechnet wird, die y, x1, z2, ..., £y, x Verbinden. Der
\orfaktor
1 m 1/2
~ = 3.170
A (27rihe) ( )

kommt bei dieser Rechnung automatisch heraus, ohne dal? wir spezielle Annahmen machen missen.
Erst dieser Normierungsfaktor macht aus dem Pfadintegral einen endlichen Ausdruck. Letztlich
haben wir wieder

1 de,  doy .
Glo,ty,0) = lim Z/%...%e“‘[w]/ﬁ. (3.171)

3.18 Ausfuhrung der Pfadintegration — Die freie Propagation

Wir fuihren nun die erste Pfadintegration konkret durch und betrachten als einfachstes Beispiel die
Propagation eines freien Teilchens. Die Lagrange - Funktion lautet demnach

L = 1mi®. (3.172)

Fur die Pfadintegraldarstellung der Greenschen Funktion ergibt sich

G (@b, ty; Tarta) = 11_{%/ /---/exp{ﬁ;(%—%iAV}
—00 —00 —00 =

4\ —(N41)/2
2
mne) . (3.173)

dri...dzy (
m

In (3.173) liegt ein Satz von GauB - Integralen der Form [ exp{—axz? + bz} dz vor. Das Integral
einer Gaul - Funktion fuihrt wieder auf eine GauR - Funktion. Damit kdnnen wir ein Integral nach
dem anderen ausfiihren. Wir verwenden die bereits bewiesene Integralformel

/ exp {a(:vl — x)2} exp {b(:vg — x)2} dz = 4/ a_—-ijrb exp {aa—fb(:vl — x2)2} (3.174)

und fiihren dann die folgende Integration durch

[ ()™ L [ Y R ORIL.
. m exp e M) I I o T

o —1/2 .

Im ndchsten Schritt multiplizieren wir dieses Resultat mit

omife) "’ m 9
) e lands
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und integrieren wieder, dieses Mal aber Uber die Variable x,. Das Resultat ist d&hnlich wie in
(3.175), mit der Ausnahme, daR wir diesmal (zo — z¢)?* ersetzen durch (z3 — z¢)? und daB an
zwei Stellen 2¢ durch 3e ersetzt wird. Wir bekommen also

omih - 3¢\ expd ™ (g a)?
m P 2h(3e) 0 P

und nach /N Schritten

2mifi - (N + 1)e T2 im ( )2
- exp 4271(N+ 1)6 INt1 — Zo

(N+1)e = t,—t, . (3.176)

Es ist

Damit bekommt man fiir die Amplitude schlieRlich

omifi(ty — t,)\ im(zy — 24)?
G(:Eb,tb;xayta) = (#) eXp{ﬁ} . (3177)

G entspricht genau der Greenschen Funktion fiir ein freies Teilchen, die auch im Rahmen der
Schrodinger - Theorie abgeleitet wird.

Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit erhalten wir durch Bildung des Absolutbetragsquadrates
m

P(ty,t,)de = ———— dx . 3.178
(to,ta) dz orh(ty — ta) (3.178)
Die Pfadintegralmethoden haben uns also dazu gedient, die Greensche Funktion zu ermitteln. Mit
der Kenntnis der Greenschen Funktion kdnnen wir nun zahlreiche Prozesse der Quantenmechanik,
beispielsweise Streuprozesse, berechnen. In dem gerade diskutierten Fall der freien Bewegung ist
es natdrlich sehr viel einfacher, die Greensche Funktion mit traditionellen Methoden der nichtre-

lativistischen Quantenmechanik abzuleiten.

3.19 Pfadintegrale in der nichtrelativistischen Quantenmechanik

Wir untersuchen zunéchst die Dynamik eines nichtrelativistischen Systems mit einem Freiheits-
grad, also z.B. ein Teilchen in einer Raumdimension, das sich frei oder in einem Potentialtopf be-
wegt. In der Hamiltonschen Formulierung der klassischen Mechanik wird das System durch eine
Ortskoordinate ¢ und durch den zugehorigen kanonischen Impuls p beschrieben. Die kanonische
Formulierung der Quantenmechanik macht aus ¢ und p lineare Operatoren mit der Kommutatorre-
lation

[D,q = —ih . (3.179)
Die zugehorigen Eigenzustdnde spannen den Hilbertraum auf. Im Schrodinger-Bild gilt

il = qlg (3.180)
pslp) = plp) - (3.181)
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Die Zustandsvektoren sind auf Deltafunktionen normiert

(d1g) = é6(d—-q) (3.182)
(Plp) = 27hé(® —p) . (3.183)

Es ist eine spezifische Wahl der Normierung getroffen. Es gelten die Vollstandigkeitsrelationen

/dq|q><q| =1, (3.184)
dp .
oy D)L =1 (3.185)

Die Ortsdarstellung des Impuls-Eigenzustandes ist die ebene Welle:
(q|p) =P . (3.186)

Im Schrodinger-Bild gentigen die Zustandsvektoren im Hilbertraum der Bewegungsgleichung

m% ¥ (0)s = H (5,9 1¥ ())s - (3.187)
Dies losen wir formal durch

[ (1)) = e T 3 (0))g . (3.188)
Die zugehorige Wellenfunktion in der Ortsdarstellung ist

Y(g,t) = (gl (t))s - (3.189)

Im Heisenberg-Bild werden die Operatoren zeitabhdngig und gentigen der Heisenberg-Gleichung
ihdy = [H,qu] . (3.190)
Demzufolge lautet die Zeitentwicklung des Operators
g (1) = €Tt/ et/ (3.191)

Zu diesem zeitabhangigen Operator kann man einen vollstdndigen Satz von Eigenfunktionen kon-
struieren,

g (t) g, 1) = qlg,t) (3.192)
Die Dynamik von |g, t) folgt aus
)=o) . (3.193)

Die Zustande |g, t) bilden eine bewegte Basis des Hilbert-Raums. Es sind nicht die physikalisch
realisierten Zustandsvektoren, die im Heisenberg-Bild zeitlich konstant sind.

Die Orthonormierungs- und Vollstandigkeitsrelationen gelten aufgrund der unitéren Transformati-
on (3.193) auch fiir die zeitabhangigen Zustéande |g, t),
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(q',t|q,t) — <ql e—iﬁt/heiﬁt/h‘q>

= Wl =d=a) (3.194)
/dq|q,t> (gt = /dqeiﬁt/h 1g) (g| i1t/
—  iflt/h—ifit/h _ 1 6195

Die Ortsdarstellung der Schrodinger-Wellenfunktion (3.189) kann man auch als die Entwicklungs-
amplitude des Heisenberg-Zustandsvektors

) = ¢ (0)s (3.196)
in der bewegten Basis verstehen
P(g,t) = (¢, )y - (3.197)

Im Rahmen der Pfadintegralmethode betrachten wir die Ubergangsamplitude

(¢, q,t)=(d

als die grundlegende GrdRe. (¢',t'| q,t) bezeichnet man auch als Feynman-Kern. Die Kenntnis
des Feynman-Kerns ist dquivalent zur Losung der Schrodinger-Gleichung. Ausgehend von der
Wellenfunktion ¢ (g, t) kann man mittels des Feynman-Kerns die Wellenfunktion fiir beliebige ¢’
erhalten. Es ist

(dst) = (¢.¢1¥)n = [ da{d ¥ q,8) (gt W)
= [da(d e (et - (3.199)

e—iﬁ(t’—t)/h‘ q> (3.198)

Im Pfadintegral-Formalismus gelingt es, die bendtigte Ubergangsamplitude (3.198) allein aus der
Kenntnis der klassischen Hamilton-Funktion zu gewinnen, ohne explizit auf Operatoren Bezug zu
nehmen.

Wir zerlegen das Zeitintervall (¢,¢') in kleine Schritte, z.B. durch

t'—t= Ne (3.200)
mit den Stiitzpunkten
o =t+mne . (3.201)

An jeden dieser Stiitzpunkte n = 1,---, N — 1 kann ein vollstdndiger Satz von Basiszustdnden
lgn, t,) eingeschoben werden. Somit haben wir

(d,t'|q,t) = /dQN—l e /déh /d€h (0t lanv-1,tn-1) -+ (o, o] @1, t1) (@1, ta] g, ) .(3.202)
Die GroRe
(Gnt1,tnsi| Gnotn) = <Qn+1 ‘e_m(ﬁ"i)s/h‘ qn> (3.203)

wird auch als Transfermatrix 7" (g1, g») bezeichnet.
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I
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I | q
q q
Ein mdglicher Pfad, der die Punkte ¢, und ¢, ¢’ verbindet.

Wir betrachten kleine Zeitintervalle und fiihren eine Taylor-Entwicklung des Zeitentwicklungs-
operators durch

€ & .

CH(5,0)|q >+o() . (3.204)
Der Hamilton-Operator hangt von p und ¢ ab. Um sein Matrixelement zu berechnen, schieben wir

einen vollstandigen Satz von Impulseigenfunktionen |p,) ein,

1—

<QH+17 tn—|—1| dn; tn) = <Qn+1

(ger |8 5,0 ) = [ S (il o) (o [H (5,0 ) (3:205)

Die Operatoren p und ¢ konnen nach links oder nach rechts auf ihre Eigenzustéande wirken. Damit
reduziert sich der Hamilton-Operator im Matrixelement auf die Hamilton-Funktion,

(po |H (9,0)| n) = (Pul 40) H (P ) - (3.206)

Dies ist immer unproblematisch, wenn keine Produkte der nichtkommutierenden Operatoren p
und ¢ auftauchen. Man kann hierbei die Weylsche Operatorordnung wéhlen, wobei man tber alle
maoglichen Reihenfolgen der Operatoren mit gleichem Gewicht mittelt. Dies fuhrt auf das Resultat

(oo |[F 5,0 an) = (ul ) H (505 (@i +a0)) (3:207)

Wir schreiben im folgenden H (py, g,), wobei ¢, = g, oder g, = 3 (gn+1 + gn) gewahlt werden
kann. Somit bekommen wir

dpn ¥
<Qn+17tn+1| th > o h Prgn+1=4n) /R (1 —H (pm(In)

Wir fuihren nun den Grenziibergang N — oo durch,

N-1 d ,L'EN—lq _
1oy _ 2 n+1 — qn
(6l = Jim [T da T1 32 exp (7 X =)

| ™

h)+o@ﬁ . (3.208)

n=0 3
N-1 i€
11 (1-%H (pn,qn)) - (3.209)
n=0
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Wir verallgemeinern die Darstellung

T N

Jim (1+ N) — ¢ (3.210)

ZUu
N-1

Jim 1:[0 (1+ N) — exp (13520— 3 xn> . (3.211)

Mit der Wahl
-t i
o0 =~ H (9, 0) 3212

erhalten wir schliefRlich

N-1 Nldpn

(¢,t|g;t) = lim / qun [ 5eh

zsN ! il — Gn,
wﬂﬁz@ﬁii—ﬂmmﬂ. (3213)
n=0 3
Im Limes N — oo schreiben wir
N-1
/ qun — / Dq (3.214)
/H N /Dp (3.215)
orh ' '

Aus dem Differenzenquotienten wird eine Zeitableitung
@ s () - (3.216)
Ferner haben wir
N-1 v
e f(t) — / drf(r) . (3.217)
n=0 t

Damit wird aus dem Feynman-Kern die Pfadintegration im Phasenraum

(¢,1]q,1) /Dq/DpeXp{ /d’]’ (pg — H (p, ))} . (3.218)
Es wird {ber alle Funktionen p (¢) des Impulsraumes integriert, sowie tiber alle Funktionen ¢ ()

im Ortsraum mit der Randbedingung

® =4q , (3.219)

q
qt) = ¢ . (3.220)
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3.20 Die Feynman-Form des Pfadintegrals

Oftmals hat die Hamilton-Funktion eines Systems die Standardform
2

H(pg)= - +V () - (3.221)

Wenn die Impulsabhdngigkeit allein im Term der kinetischen Energie steckt, kann die p-Integration
explizit ausgefiihrt werden. Die Ubergangsamplitude fiir benachbarte Stiitzpunkte lautet in erster
Ordnung

dp i€ [ Gny1— ¢ _
<Qn+17 tn—|—1| dn; tn) =~ 271_;; €xp {E (ZM% - H (pm Qn))}

_ [dpa e . pa _
= 27Th@cp{h (pnqn o V(%))} : (3.222)

Im Argument der Exponentialfunktion taucht die Lagrange-Funktion auf.
In (3.222) fuhren wir eine quadratische Erganzung durch. Es ist

pi - 2mq.npn = (pn - mQH)2 - m2q721 - (3223)
Ferner transformieren wir die Integrationsvariable auf
Py =DPn— M - (3.224)
Dies fuhrt auf
(Gsrs st | Qo tn) = ex {E(TQ—V(—))}]odp% i (3.225)
Gn+1,nt1|Gqn, tn) = €XP 7 2qn Gn J ont p 7 om .
Das Gauf3sche Integral fuihrt auf
/ do e = g . (3.226)
Somit erhalten wir
1
2mwihe\ 2 € [m. B
<QTL+17 tn+1| Gn; tn) = ( m > €xXp {E (5(]721 -V (QH))} . (3227)
Daraus bekommen wir die Darstellung des Feynman-Kerns als Pfadintegral im Ortsraum
1
2mihe\ 2 I ie "= m
! ! _ . il i .2 _ -
(¢,t]q,t) = Z&gg(}( - ) /nl;lldqneXp{h HXZJO (2% V(qn))}
R
= N/quxp 1/ dr (@cf—V(q))
h Jt 2
- N / Dy exp {%A[q,cj]} . (3.228)
N ist eine Normierungskonstante. Wieder wird tiber alle Pfade mit den Randbedingungen
q(t) = ¢ , (3.229)
q(t) = ¢ (3.230)
integriert. Es tritt das Wirkungsfunktional auf
' m '
Ald= [ar (Fi-V@) = [drLiad) - (3.231)
t t
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3.21 Zeitgeordnetes Produkt und n-Punkt-Funktionen

Die Pfadintegral-Darstellung des Feynman-Kerns (¢',t'| ¢, t) kann auch dazu verwendet werden,
um andere Ubergangsmatrixelemente oder Erwartungswerte von Operatoren zu berechnen. Von be-
sonderer Bedeutung sind die Matrixelemente von Produkten von Ortsoperatoren ¢ (¢) im Heisenberg-
Bild. Wir betrachten dies wieder anhand eines eindimensionalen quantenmechanischen Systems.

Es sei ¢; ein Zeitpunkt im Intervall ¢ < ¢; < t'. Um das Matrixelement des Operators § (¢;) zwi-
schen den Zustanden (¢’,#'| und |g, t) auszuwerten, wird man bei der Konstruktion der Pfadinte-
gration geschickterweise die Zeitkoordinate so wéhlen, dal? £; mit einem der Stitzpunkte tberein-
stimmt. Dann kann man § (¢;) auf den zugehdrigen Eigenzustand |g;, ;) wirken lassen, und man
erhélt den Eigenwert g (;) als c-Zahl,

(q,tG(t:)|q,t) = /dCIN—1"'/dq1

(¢t a1 tn—1) - (Givrs L |G (83)] @iy 6) - - - {qn, Ta] g, T)
o
= /Dquq(ti) exp{;b/dT (pc}—H)} : (3.232)
t

Wir verallgemeinern dies jetzt auf ein Produkt von mehreren ¢-Operatoren. Wir betrachten zwei
intermedidre Zeitpunkte ¢; und ¢;, und es soll zunéchst gelten ¢; > ¢;. Dann folgt

(¢, G ) d @) gt) = /dQN—l"'/dQI (¢, |gn_1,tn_1) -
(i1, tiv |G ()] Gis ti) - - (i1, 11 |G (E5)] g, ) - - -
(q1,t1] g, t)

Fir den Fall t; > ¢; gilt dies nicht, da das Pfadintegral eine von rechts nach links monoton anstei-
gende Ordnung der Zeitstiitzpunkte voraussetzt. Wir erhalten das gleiche Integral wie in (3.233),
wenn wir fur ¢; > t; die Reihenfolge der Operatoren umdrehen, ¢ (¢;) ¢ (t;) — G (t;) ¢ (¢;). Beide
Félle kdnnen wir mit dem zeitgeordneten Produkt zusammenfassen,

(@, T a@)d@)] gt = /DQDPQ(ti)Q(tj)eXp {,i/df (pg — H)} . (3.234)

Der Pfadintegral-Formalismus fuhrt in ganz natiirlicher Weise zum zeitgeordneten Produkt. Fir
Produkte von mehr ¢g-Operatoren erhalten wir

(@ IT[(0)a ). at)llat = [DaDpa(t)--q(t)

exp {; /df (pg — H)} . (3.235)

Fur Systeme mit quadratischen Geschwindigkeitsabhdngigkeiten kdnnen wir wieder mittels der
Lagrange-Funktion die Feynmansche Form erhalten

(¢t |TG)...q(ta)]| g, t) = /qut1 exp{ /dTL} . (3.236)
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\on besonderem Interesse ist der Grundzustandserwartungswert des zeitgeordneten Produkts von
g-Operatoren. Im Rahmen der Quantenfeldtheorie ist diese GrolRe der Propagator des Feldes. Wir
interessieren uns insbesondere fir die 2-Punkt-Funktion. Es ist

G (t1,t2) = (0[T'[¢ (t1) 4 (2] 0) . (3.237)

Diese Funktion 4Bt sich aus dem Ubergangsmatrixelement (¢, #' |T [§ (t1) .. . G (¢)]| g, t) generie-
ren. Zu diesem Zweck schieben wir wieder einen vollstandigen Satz von Funktionen ein. Diesmal
betrachten wir Eigenzustande des Hamilton-Operators im Schrodinger-Bild

H|n)g = E, |n)g (3.238)
mit der Eigenschaft
0.8) = ¢ jg)g = MY n)ssn lo)s
= Xn:eiE“t/h 7)s s(nlg)s
= Sty (g)n) (3.239)
¥y (q) ist die zungustand |n) gehdrige Wellenfunktion im Ortsraum. Damit folgt

(@, |T[q () 4 (t2)] g, )
= 2 (¢, t|n)s (T (g (t2) 4 (t)]| n)g s(n |g, )

n,n’

= 2O ()45 (@) s IT [0 (1) d (B2)] [ m)s - (3.240)

Auf der rechten Seite tritt als Spezialfall fir n” = n = 0 die uns interessierende 2-Punkt-Funktion
G (t1,ts) auf,

Wir wollen diesen Beitrag extrahieren. Der Grenziibergang ¢’ — +oo,t — —oc alleine hilft nicht
weiter, da die Exponentialfunktion im Unendlichen ungedampft oszilliert. Wir modifizieren die
\orschrift des Grenziibergangs leicht, indem wir der Zeitkoordinate einen kleinen Imaginérteil
geben. Wir drehen in der komplexen Zeitebene die Achse im Uhrzeigersinn um einen Winkel
0 < § < 7. Damit bilden wir den Limes

= ooe ™™ | (3.241)
t - —oce ™ | (3.242)

Drehung der Zeitachse ins Komplexe
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Durch diesen Trick wird erreicht, daR der Faktor e ¥~ ~F=t) asymptotisch exponentiell abfillt,
vorausgesetzt alle Energien E,, konnen positiv gewahlt werden. Natirlich sind diese Methodiken
nur anwendbar, wenn das zu berechnende Matrixelement eine analytische Funktion in £ und ¢’ ist
und wenn ferner die Endergebnisse von der spezifischen Wahl von ¢ nicht abhdngen. Am Schlu
der Rechnung wird man zu 6 — 0 analytisch fortsetzen.

Wir flihren die neue Zeitkoordinate

T = e (3.243)
o= € (3.244)

ein. Dann lautet der Grenzfall des Matrixelements

lim (¢,'|T[q(t) ¢ (t))lg,t) = lim (¢,e 7' |T[G(t) 4 (t2)]l g, )
t——o00 r——et¥ oo
= lim (¢,e ™7 |T[G(t)§(t2)]| g, T) . (3.245)

Im letzten Schritt sind wir zu reellen Werten der gedrehten Zeitkoordinate 7 tibergegangen. Dies
ist keineswegs evident und bedarf eigentlich einer sorgféaltigen mathematischen Analyse.

Am elegantesten wird der Formalismus, wenn man § = 7 wahlt, also die Zeitachse in rein ima-
gindre Richtung dreht. Die Drehung der zeitartigen Komponente eines Vierervektors um 90° in
der komplexen Ebene wird als Wick-Rotation bezeichnet. Es ist eine analytische Fortsetzung ins
Euklidische. Diese Rotation wird in der Feldtheorie hdufig angewandt.

Bezogen auf das Problem der 2-Punkt-Funktion erhalten wir bei einer Wick-Rotation mit

t=—ir (3.246)

und reellem 7 als Matrixelement

= Y e PPNy () 5 (@) (0 [T 1 (1) 4 (B2)][ m)s (3.247)

Als Vorteil haben wir jetzt anstelle des oszillierenden Verhaltens monoton abfallende Exponenti-
alfunktionen. Im Limies grof3er 7 dominiert aber der am langsamsten abfallende Summand. Dies
betrifft den Zustand mit der niedrigsten Energie, den Grundzustand mit n = 0. Also folgt

(¢, =it |T[q (t1) 4 (t2)]| g, —iT) —

e ™ ey (¢') 5 (a) (OIT (G (1) G (22)]] 0) - (3.248)
Dieses Argument bleibt auch gultig, wenn wir einen anderen Drehwinkel aus dem Intervall 0 <
6 < % wahlen.

Als Spezialfall bekommen wir aus (3.248) den Limes des Feynman-Kerns im Euklidischen oder
fur imagindre Zeiten

(¢, —i'|q,—iT) = e "D, (¢') 07 ()

— e P (¢) 95 (9) = %o (¢, —ir") 5 (g, —ir) (3.249)
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Damit resultiert die gesuchte 2-Punkt-Funktion als Limes

(0|T'[¢ (t1) 4 (2)]] 0) =
i (=T TA(¢) G ()] g, —ir) (3.250)
o0 (¢, —it!| q, —iT)

T——00

AbschlieBend machen wir eine analytische Fortsetzung zuriick zu reellen Zeiten. Wir drehen in der
komplexen Ebene um 90° zuriick. Ausgedriickt durch die Pfadintegral-Darstellung erhalten wir

~ ~ 1 <ql7tl |T[(j (tl)q(tQ)”% t)
OTla) a0 = jm LT IWIE

t——o0

JDq [Dpq(t)q(tz)exp {% [ dt (pg - H)}
— (3.251)

= lim
t' 500

trmoo /Dq[Dp eXp{%_f dt(pq'—H)}
Diese Beziehung laRt sich sofort auf n-Punkt-Funktionen verallgemeinern

(O[T (g (t1) - - -4 (ta)]] 0)
fququ(tl)---q(tn)exp{,%_z; dt (pg — H)}

(3.252)

= lim
t' 500

1 o0 [Dq[Dp exp{%_z)dt(m—ﬂ)}

Bei den bereits genannten Voraussetzungen kann man wieder die Feynmansche Form des Pfadin-
tegrals erhalten

(O[T (g (t1) -4 ()] 0)

JDgq(t1):-q(ta)exp {% Jdtr (q,d)}
s (3.253)

= lim
t' 500

t——o0 fDq exp {%_f dtL (Q7q)}
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3.22 Die Greensche Funktion fiir das Potential
des harmonischen Oszillators

Fur den Kklassischen harmonischen Oszillator mit der Lagrange - Funktion

L= fm (i’ -wa®) (3.254)
folgt mit T = t, — t, fir die klassische Wirkung
mw
Ay = T ST (a2 + 23) cos(wT) — 22,3 . (3.255)

Dieses Resultat wurde bereits explizit abgeleitet.

Schreiben wir die Greensche Funktion in der Form

G(wp, t; Ta, ta) = A0/ F(ty,1,) (3.256)
mit
0 .
Fitnt) = [ (expfy [* 003 + 00 gy + )] at}) Dy(o), (3.257)
0
so folgt nach Einsetzen der klassischen Wirkung
: = _mw e o _
G (b, ty; Ty ta) = F(T) exp {2h sin(wT) [(IEa + z;) cos(wT) 2:Ea:vb]} : (3.258)

Der Ausdruck fiir F'(T") mulR noch ausgewertet werden.

Wir haben also das Pfadintegral fiir den harmonischen Oszillator

G(Zp, p; Tay ta) = /wjb (exp {% /ttb [%m(:iﬁ2 — w?2?) dt] }) D'z(t) (3.259)

a

reduziert auf das Problem, die folgende Funktion zu berechnen
0 ; T
— 1 +2 2,2 !
F(T) = 0/<exp {ﬁ/o [im(y —wy )dt] }) D'y(t) . (3.260)

Wir 16sen dieses Pfadintegral mit einer Methode, die generell sehr wichtig ist fir die Handhabung
von Pfadintegralen. Da alle Pfade y(¢) von 0 bei ¢ = 0 nach 0 bei ¢ = T gehen, kdnnen wir
solche Pfade als Fourier - Sinusreihe ausdriicken mit der Fundamentalperiode T

y(t) = Ya, sin”?“. (3.261)

Wir kdnnen dann die verschiedenen Pfade als Funktion der Entwicklungskoeffizienten a,, auffas-
sen.

Fir ein freies Teilchen haben wir bereits F'(T") ausgerechnet, es folgte

™
2mihT

F(T) = (3.262)
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Furw = 0 mul dies auch fur das Problem des harmonischen Oszillator ergeben.

Wir driicken nun das Integral tiber die Wirkung durch Fourier - Reihen aus

T T
t t
/y’2dt = szrmw anam/cosi cos 0 gt
T T
0 0
2
= ITY (%) a2 | (3.263)

Dabei haben wir ausgenutzt, daf gilt

2w

/cos(m:v) cos(nz) dx = Tompn fir m,n # 0.

0
Fir den Potentialterm folgt dhnlich

T

/y2 it = ¥ a. (3.264)

0 n

Das Einteilen der Zeitdauer 7 in diskrete Schritte der Lange e entspricht der Berlicksichtigung
einer endlichen Zahl N + 1 von Koeffizienten a,,. Das Pfadintegral wird dann

- o] ] (e {E R[] ))

A AT A

(3.265)
mit

2mwih
-

A =

(3.266)
J bezeichnet die Jakobi - Determinate der Transformation von den einzelnen y; auf die a;.

Das Resultat einer solchen Integration ist wieder die Losung eines GauB - Integrals

7 im (n?7? L\ o) day n2x? L\
/exp{2h< —w)an}j— <T2 —w . (3.267)

—0o0

Damit ist das Pfadintegral proportional zu

N4l /2 2 \ —-1/2 N+L (2 22 —-1/2 N+1 W2 T? —-1/2
— = 1— —— } 2
711;[1 ( T? N > 711;[1 ( T* > 711;[1 ( ”27T2> (3.268)

Der erste Faktor auf der rechten Seite hdngt nicht von w ab und kann daher mit der Jakobi -
Determinante und anderen Faktoren zu einer Konstante C zusammengefalst werden. Der zweite
Faktor hat als Grenzwert

i (wT)\ /2
(M> fir N — oo, d.h. € = 0.
wT
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Damit bekommen wir

piry - ¢ (26D "

wobei C unabhédngig von w ist. Fur das freie Resultat (w = 0) fanden wir das Resultat (3.262).
Damit folgt schliellich als vollstandige Losung fur den harmonischen Oszillator

(3.269)

1/2
mw

3.23 Die Eigenfunktionen fiir das Potential des
harmonischen Oszillators
In guten Vorlesungen zur Quantenmechanik werden die Eigenfunktionen fiir das Potential
V(z) = tmw’2? (3.271)

des harmonischen Oszillators als Standardbeispiel abgeleitet. Wir rufen uns die erzielten Resultate
zuriick in das Gedéachtnis.

Ausgehend von der stationdren Schrodinger - Gleichung
h2 32(]5” 1 2,2

. L n = En oén 272
9 972 + ;mw T ¢ 0] (3.272)

erhdlt man als Ldsung die Energieeigenwerte

E(ﬁn =

E, = hw(n+3) mit n =0,1,2,... (3.273)
sowie die Eigenfunktionen

bn = (2"nl)V/? (%)1/4 Ho(y) e ¥'/2 . (3.274)
Hierbei haben wir die abkiirzende Bezeichnung

y = %x (3.275)

eingefiihrt. Die Hermiteschen Polynome H,,(y) sind gegeben durch

Hy(y) = 1,

Hi(y) = 2y,

Hy(y) (2y)* -2,

Hy(y) = (2y)°—6(2y) (3.276)

und generell durch

Hn(y) — (_1)” ey2 d e_y2 .

— 277
T (3277)

Figur 7 zeigt ein Oszillatorpotential sowie schematisch die Lage der dquidistanten Energieeigen-
werte. Weiterhin ist die Grundstruktur der Eigenfunktionen ersichtlich.
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Wir wollen nun zeigen, wie man diese Resultate auch durch die Kenntnis der Greenschen Funktion
ableiten kann. Fir die Greensche Funktion fanden wir mit Hilfe der Pfadintegralrechnung die
explizite Darstellung

1/2
mw
T, . = a__E (T
G(z2,T; 21;0) (27riﬁ Sin(wT)>

X exp {#zm [(:Ef + z2) cos(wT) — 2x1x2] } : (3.278)

Andererseits 14t sich die Greensche Funktion allgemein durch die Eigenfunktionen und Energie-
eigenwerte in der folgenden Form ausdriicken

Glon T;71,0) = 3 exp{—1 BT} gule) (o) - (3.279)
n=0

Yy 0
’h%z N/ .
0 X

Figur 7: Die Energieeigenwerte und Eigenfunktionen ¢,,(x) fiir das Oszillatorpotential V' (z) =
Imw?a?.
2

Wir verwenden nun die trigonometrischen Relationen
T (1 _ e—2in) ,

T (14e724T) . (3.280)

i sin(wT) =

cos(wT) =

N[—= N[

Damit konnen wir Gleichung (3.278) schreiben als

/2 o
G(z2,T;21,0) = (%) e~ WT/2 (1_6—2sz) 1/2
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mw 1 + e~ 2wT 42, 2q =T
X exp {_ﬁ l(IE% + IE%) (1 _ e_2in> Ty . (3.281)

Wir wollen nun eine Reihenentwicklung dieses Ausdrucks vornehmen, so daR wir die einzelnen
Terme in Gleichung (3.279) identifizieren konnen. Aufgrund des ersten Faktors e=*7/2 im Aus-
druck (3.281) ist klar, daR die einzelnen Terme in der gesuchten Entwicklung die Faktoren

e—sz/2 e—zan

aufweisen werden mit n = 0, 1, 2,.... Dies impliziert wiederum durch einen Vergleich mit
(3.279), daR die Energien in der Tat gegeben sind durch

E, = hw(n+3).

Um auch die Wellenfunktion zu ermitteln, missen wir die Entwicklung wirklich durchfiihren. Wir
entwickeln (3.281) bis zur Ordnungn = 2

mw\'Y? _. - , mw
. — —iwT/2 1 —2wT _ 2 2
G(ze,T;21,0) = (Wﬁ) e (1+2e +) eXp{ T (] + z3)
. 2 .
— @(:E% + 13) (e‘QWT +.. ) + Y e T 4 } : (3.282)
h h
Die Entwicklung einer der Exponentialfunktionen in eine Reihe liefert
mw /2 mw, 2, 2 —iwT/2 —2iwT
G(ze2,T;21,0) = (E) exp{—ﬁ(aﬁl—i—:@)} e~/ (1+%e ) X
2mw Lot AmPw? —oieT W —2iw
[1-1— 5 L1l T+ fox%e 2T _ 5 (x%—i—x%) e 2 T—l—...] . (3.283)

\Von dieser Entwicklung betrachten wir den Term niedrigster Ordnung und vergleichen ihn mit
dem entsprechenden Term niedrigster Ordnung in der Eigendarstellung (3.279) der Greenschen
Funktion. Es resultiert

1/2
(%) exp {—Tg—g(xf + x%)} exp {—iwT/2}

i
- exp{—ﬁEoT} Bo(ws) #5(z1) . (3.284)
Daraus folgt offensichtlich Ey = fw/2 und
mw\ /4 mwz?
do(z) = (E) eXp{— = } (3.285)

Als Phasenwahl haben wir ¢, reell gewahlt. Dies stimmt mit unseren bisherigen Kenntnissen aus
der Quantenmechanik tberein. Der Term ndchst hoherer Ordnung in dieser Entwicklung lautet

exp {—iwT/2} exp {—iwT} (%) v exp {—?—:(:ﬁ + x%)} 2mTw T1 To

— exp {—%EIT} b1(22) B (z1) . (3.286)
Daraus folgt sofort £, = ghw und

$1(z) = 22"6‘) o) - (3.287)
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Der ndchste Term entspricht dem Energieeigenwert £, = ghw. Der hierzu gehorige Teil der
Eigenfunktion, der von z; und x5 abhéngt, lautet

mw\ /2 MW/ o 2miw? 5, mw o, o\ 1
(E) exp{—ﬁ(xl-l—:@)} [77# $1$2—7(IE1+IE2)+§ .

Dies muR dasselbe sein wie ¢o(x2) ¢%(x1). Der Ausdruck in der eckigen Klammer kann umge-
schieben werden in

1 /2mw 2mw
5( h x%_l)( n ‘”3_1)'

Damit ergibt sich

1 (2mw 9

Pa(z) = VAN 1) ¢o() - (3.288)

Auch dieses Resultat kann wieder verglichen werden mit der bekannten Lésung der Schrodinger
- Gleichung. Wir finden vollstandige Ubereinstimmung. Die Fortfilhrung dieser Studien, um auch
die Eigenfunktionen ¢, (z) mitn > 2 zu bestimmen, ist evident.

Damit haben wir gezeigt, dal? die Greensche Funktion alle notwendigen Informationen enthalt, um
Eigenfunktionen und Energieeigenwerte ableiten zu kdnnen.

4 Eichfelder

4.1 Komplexe skalare Felder und das elektromagnetische Feld

Hat das skalare Feld zwei reelle Komponenten ¢, und ¢, dann konnen wir ein komplexes skalares
Feld definieren durch

¢ = (p1+ip2)/V2,

o' = (o1 —ips)/V2. (4.1)
Die Wirkung ist eine reelle GroRe. Daher schreiben wir fiir die Lagrange-Dichte
L = (0up")(8"p) = m*¢* . (4.2)

Betrachten wir nun ¢ und ¢* als unabhangige Felder, so fiihren die Euler-Lagrange Gleichungen
auf zwei Klein—-Gordon Gleichungen

B+m’e = 0,
(O+m?)g* = o (4.3)

Die Lagrange-Dichte ist offensichtlich invariant unter der globalen Transformation

o,
A (4.4)

p — e
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wobei A eine reelle Konstante ist. Die Transformation (4.4) nennt man eine Eichtransformation
erster Art. In infinitesimaler Form folgt

dp = —ilAy,

dp* = A", (4.5)
Damit gilt

6(0up) = —iA(Oup),

0(0up*) = iA(Oup")- (4.6)

Die Transformation (4.4) enthalt keine Raum-Zeit—Abhéangigkeit, es ist eine rein interne Transfor-
mation. In unserer friiheren Nomenklatur

oz = XFow",
dp = P,0w" (4.7)

folgt fur den betrachteten Spezialfall

o = —’LQD,
e = iy,
X =0 (4.8)

Der erhaltene Noether—Strom bestimmt sich dann aus

o oL ) oL .
7= 3(3,”0) (i) + 3(3Mg0*) (i").

(4.9)

Hierbei haben wir tiber die inneren Indizes von ¢ effektiv summiert; dies ergibt getrennte Beitradge
von ¢ und ¢*. Mit der Lagrange—Dichte (4.2) folgt explizit

j* = 1(e" 0% — 90" ¢"). (4.10)
Dieser Strom hat eine verschwindende Vierer—Divergenz
d,j" = 0. (4.11)

Die entsprechende Erhaltungsgrofie ist die ,,Ladung”
_ . 0y op*
_ 0 _ * _
Q—/] dV-z/(gp i goat>d[/. (4.12)

Fir diese ErhaltungsgroRe gilt dQ/dt = 0.

Wir konnen die Eichtransformationen (4.4) in geometrischer Form darstellen. Setzen wir den An-
satz fur die Felder (4.1) in die Lagrange—Dichte (4.2) ein, so folgt
1 1 1 5 5 9
£ = 500up1)(0%p1) + 5(0up2) (0% p2) — Sm*(¢7 + ). (4.13)
Wir fiihren nun einen Vektor in einem zweidimensionalen Raum mit den Basivektoren i und j ein
durch
Y1 . P2

=iz +iz (4.14)
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Damit lautet die Lagrange-Dichte

L= (0,®) (0"®) — m*® - . (4.15)
Die Eichtransformation (4.4) kann ausgedriickt werden als

YL t+igy = e e +ipa),

o1 —igh = €' (p1— i) (4.16)
Dies ist gleichbedeutend mit

¢ = prcos A+ pasin A,
o = —@sinA + pycosA. (4.17)

Die Gleichungen (4.17) implizieren eine Rotation des Vektors @ um den Winkel A.

Figur 17: Eine Rotation des Feldes ¢ im inneren Raum.

Rotationen in zwei Dimensionen bilden die Gruppe SO(2). Auf der anderen Seite wurde die Trans-
formation auch gleichbedeutend dargestellt durch e** mit

eih (eZ'A)T =1. (4.18)

Dies entspricht einer unitdren Matrix in einer Dimension und die zugehdrige Gruppe ist U(1). Die
Gruppe U(1) ist die Gruppe aller Zahlen der Form e?* = cos « + isina und da gilt, cos? o« +
sin? o = 1, ist der Raum der Gruppe ein Kreis.

Die Transformationen, die wir bislang besprochen haben, betreffen alle Raum-Zeit—Punkte glei-
chermalien; sie gelten global. Dies widerspricht in der Philosophie dem Relativitétsprinzip, da auch
kausal nicht verbundene Weltpunkte gleichzeitig dieselbe Transformation erfahren sollen. Wir wei-
chen nun von dem globalen Charakter der A ab und betrachten sie als beliebige Funktion A(z#)
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der Raum-Zeit. Dies nennen wir eine lokale Eichtransformation oder eine Eichtransformation der
zweiten Art. Wieder betrachten wir infinitesimale Transformationen mit A < 1. Es folgt

p—p—ilp (4.19)
sowie
op = —ilp,
Oup = Oup — i(Gu)p — iA(Oupp)- (4.20)

Damit bekommen wir

5(0up) = —iA(Bup) — i(BuM)p (4.21)
und ebenso
dp" = Ay,
0(0up*) = iA(Oup") + i(BuA)e". (4.22)

Man beachte jeweils den Extraterm proportional zu 0,A. 8,,¢ transformiert sich nicht kovariant,
d.h. nicht in der selben Weise wie . Dieser Extraterm bewirkt auch, dal die Wirkung bei die-
ser lokalen Eichtransformation nicht invariant ist. Die Anderung der Lagrange-Dichte ist formal
gegeben durch

oL oL oL oL

0L = —dp+ d(0up) + do* + 0(0,0%). 4.23

Jetzt verwenden wir die Euler-Lagrange Gleichungen fiir 9.£/9¢ und setzen die Variation d¢ und
3(Opup) ein.

oL . oL
O [a(am] i)t 56

L = (—iAd,p — i, A)

oL o x oc . o x
#0 gs | e+ g 60 0) + 09

) oL . oL
= —iAQ, lga(augo) go] —3 43(3;#) (Ou\)yp
) oL . . oL .
+iA0, [a(alm*)go ] + Za(augo*) (0u\)p (4.24)

Der erste und dritte Term ist eine totale Divergenz, so daB die entsprechende Anderung in der
Wirkung verschwindet. Mit der expliziten Form der Lagrange—Dichte (4.2) erhalten wir die ver-
bliebenden Terme

0L = i(0,A) (9 "¢ — pot¢*) = jHO,A (4.25)

mit dem Strom (4.10). Damit ist die Wirkung nicht invariant unter Eichtransformationen der zwei-
ten Art. Um sie invariant zu machen, fiihren wir einen neuen Vierervektor A, ein, der direkt an
den Strom j# koppelt. Dies fiihrt zu einem Extraterm in der Lagrange—-Dichte

Ly =—ej#A, = —ie(p* 0% — pd ™) A,. (4.26)
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Die Kopplungskonstante e ist so gewéhlt, dal eA,, die gleichen Einheiten hat wie 0/0z*. Ferner
fordern wir, daB unter Eichtransformationen zweiter Art gelten soll

1
A, — A, + EE)MA. (4.27)
Damit bekommen wir
0L, = —e(0j*)A, —ej*(0A,)
= —e(d") Ay — j*0uA (4.28)

Der letzte Term hebt sich mit (4.25) auf. Wir miissen noch den ersten Term in (4.28) aufheben. Wir
haben

ot = 16(p"0"p — p0"p")
= i(iAp" O — P iAo — ip* (0" A)p)
—i(—iApd* " + PiNO* " + @i(0*A) ")
= 2p"pd*A. (4.29)
Zusammengefaldt resultiert
0L+ 0Ly = —2eA,(O*N)g* . (4.30)
Wir addieren noch einen dritten Term zu £
Ly =e*A, AR . (4.31)
Fur die Variation ergibt sich
6Ly = 2e*A5A%p% g
= 2eA,(0*N)y*p (4.32)
und damit zusammengefalit das erwiinschte Ergebnis:
0L+ 6L+ 6Ly, =0. (4.33)

Die totale Lagrange-Dichte £ + £; + Lo ist nun invariant aufgrund der Tatsache, dal wir die
Vektorfelder A, eingeflihrt haben, die direkt an den Strom des komplexen Feldes ¢ koppeln. Nun
sollte das Feld A,, aber auch selbst zur Lagrange—-Dichte mit einem Term L3 beitragen und damit
dynamischen Charakter haben. Da bereits £ 4+ £, + Lo invarinat ist, mu3 auch L3 selbst invariant
sein. Fir die Konstruktion von L3 definieren wir die vierdimensionale Rotation von A,

F,, =0,4, —0,A,. (4.34)

Unter der Eichtransformation (4.27) ist F},, offensichtlich selbst invariant. Die skalare Lagrange—
Dichte £3 kann dann angegeben werden als

1
Ly =—7F*E,. (4.35)
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Fassen wir alle Terme zusammen, so fihrt dies auf
Liot = LH+L1+Lo+Ls
= (0up)(0"¢") — ie(p* " — 9B ") A, + €2 A AR p — mP " — EF M F
= (Oup +ied,p) (0 p* —iedFy*) — mPp*p — iF’“’FW. (4.36)

F,., kann als elektromagnetischer Feldstérketensor identifiziert werden. Das elektromagnetische
Feld erscheint also ganz natiirlich aufgrund der Forderung nach Invarianz der Wirkung bei Eichtrans-
formationen der zweiten Art, d.h., bei lokalen (koordinatenabhé&ngigen) Rotationen im inneren
Raum des komplexen ¢—Feldes. Die Eichpotentiale A, koppeln an den Strom j,, mit der Kopp-
lungsstérke e, welche die Ladung des Feldes ¢ ist.

Wir sehen, daB8 wir die gewdhnliche Ableitung J,¢ in der Lagrange-Dichte ersetzt haben durch
die kovariante Ableitung D, ¢

D,y = (0,+ieA,)e,
(Dup)* = (0, —ied,)e". (4.37)
Fur die Variation der kovarianten Ableitung folgt sofort
6(Dup) = 6(9up) +ie(6Au)p +ieAudp
= —iA(Oup +ieAup) = —iA(Dyyp) . (4.38)
Dies ist gerade die Regel fur kovariantes Transformationsverhalten. Die Eichfelder werden ein-
gefuhrt, um Invarianz unter lokalen U (1) Eichtransformationen zu gewdrleisten. Die inhomogenen

Maxwell-Gleichungen werden aus der totalen Lagrange—Dichte durch Variation nach den A, ab-
geleitet. Die Euler-Lagrange Gleichung

a'Cto‘c a'Cto‘c
-0, =0 4.39
o4, (awyAu)) 439
fuhrt auf
0,F" = —ie(g*0%p — pd"p*) + 2¢° A¥|g|?
= —ie(p*D*p — (D p)*) = —ej*. (4.40)

Wir wissen, daB3 das elektromagnetische Feld masselos ist. Diesen Punkt wollen wir noch etwas
betonen. Ein Masseterm in der Lagrange—Dichte hdtte die Form

Ly = M?A, A", (4.41)

Ein derartiger Term ist nicht invariant unter Eichtransformationen. Die Ladung e erscheint als
Kopplungskonstante. Sie verbindet das ¢—Feld und das elektromagnetische Feld mit der Kopp-
lungsstérke e. Die elektrische Ladung e hat aber auch gleichzeitig eine zweite Bedeutung als Er-
haltungsgrofRe resultierend aus der nullten Komponente des Noether—Stroms. Dieser duale Charak-
ter von Erhaltungsgrofie und Kopplungsstarke ist eine Konsequenz des Eichprinzips. Immer wenn
eine ErhaltungsgroRe wie zum Beispiel Isospin oder Strangenes auftritt, konnen wir fragen, ob es
zugehorige masselose Eichfelder gibt, die an Teilchen mit derartigen Quantenzahlen ankoppeln.
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4.2 Yang-Mills Felder

Wir betrachten nun nichtabelsche Eichtheorien. Das skalare Feld, das wir bislang behandelt ha-
ben, hatte zwei Komponenten, die durch Rotation in einer Ebene miteinander verbunden waren.
Offensichtlich kann dies verallgemeinert werden durch die Annahme von drei Komponenten des
d—Feldes

@ == (@1, @2, @3) (442)
in einem internen Raum. Rotationen in diesem Raum entsprechen wieder Eichtransformationen.

Die Hypothese, daR Isospin eine lokale Symmetrie ist, wurde zuerst von Yang und Mills 1954
behandelt und diskutiert. Diese Annahme ist heute ein wesentlicher Bestandteil des Standardmo-
dells. Sie ist verknlpft mit der Wechselwirkung zwischen Quarks und der zugehdrigen Farbeich-
symmetrie sowie mit den vereinigten elektroschwachen Wechselwirkungen und dem zugehdrigen
schwachen Isospin und der Hyperladungseichsymmetrie.

Wir betrachten nun im internen dreidimensionalen Raum eine Rotation um die dritte Achse um
den Winkel As

@Il = COS A3 @1 + sin A3 @2,

®, = —sinAzP; + cos Az Dy,

By, = ;. (4.43)
Fur ein infinitesimales A5 folgt

@Il = @1 + A3@27

Dy = —A3D; + Dy,

oy = 5. (4.44)
Dies folgt fir A = (0, 0, As) aus der allgemeinen Gleichung

® P =P-AxP, (4.45)

welche einer Rotation um den kleinen Winkel A entspricht. | A| ist der Winkel der Rotation, A/|A|
gibt die Achse der Rotation an. Somit haben wir auch

B =—-Ax®. (4.46)

Diese drei Gleichungen entsprechen wieder einer Eichtransformation erster Art. Es tritt hierbei ein
Vektorprodukt auf, das nicht kommutativ ist. Der nichtabelsche Charakter der Gruppe O(3) der
Rotation wird noch physikalische Konsequenzen haben.

Jetzt wollen wir den allgemeinen Fall von lokalen Rotationen um den Winkel A(z*) diskutieren.
Es gilt dann

0,® — 8,@’ =0,®— (OuA) X ® — A x0,P (4.47)
oder

5(8,®) = —(8,A) x & — A x 9,®. (4.48)
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0,,® transformiert sich nicht kovariant. Wieder wollen wir eine kovariante Ableitung konstruieren.
Dies wird es erforderlich machen, ein Eichpotential analog zu A, einzufiihren. Die kovariante
Ableitung schreiben wir formal als

D,®=0,8+gW,x®. (4.49)

W, ist das Eichpotential analog zu A,,. Man sollte beachten, da? W, ein Vektor im internen Raum
ist, wahrend A, nur eine Komponente in diesem Raum hatte. g ist eine Kopplungskonstante analog
zur elektrische Ladung e. Wir fordern nun als kovariantes Transformationsverhalten

§(D,®) = —A x (D,®). (4.50)

Wie soll sich nun W, transformieren, um diese Forderung zu befriedigen? Als Ansatz machen
wir einige Annahmen. Zundchst ist W, ein interner Vektor, so dafl bei der Transformation wie
in (4.46) ein Term der Form A x W, erwartet werden kann. Wir wissen, dall A, bei internen
Transformationen einen Zusatzterm (1/e)0, A erhélt, dhnliches erwarten wir auch von W . So
setzen wir an

1
W,— W, —-AXxW,+ Ea”A (4.51)
oder
1
W, =—-AXxW,+-0,A. (4.52)
g

Dies ergdbe zusammengefaft

§(Dy®) = 0(0,®)+g(6W,) X &+ gW, X 6P
= —AX0,P—(OA) X P—g(AXW,)x®
+(0A) x @ — gW, x (A x @)
= —Ax9,®—g[(AXW,)x®+W, x (A x ®)] (4.53)

Wir nutzen nun die Vektoridentitat aus

(AXxB)xC+Bx (AxC)=Ax(BxC). (4.54)
Damit schreiben wir die Terme in der eckigen Klammer in (4.53) um. Es ergibt sich

6(Dy®) = -A % (0,2+gW, x ®)=-AxD,P. (4.55)

Dies ist das gewunschte Verhalten fur eine kovariante Transformation. W, ist das Analogon zu
A,. Was ist nun das Analogon zum Feldstérketensor F,, = 8, A, — 0, A,? Wir bezeichnen diese
GroRe mit W,,. F,, ist ein Skalar unter der Gruppe O(2), W, jedoch ist ein Vektor unter der
Gruppe O(3) und wird sich daher wie @ transformieren.

(W) =—A X W, (4.56)
Der Ansatz W, = 9, W, — 0, W, kann dies nicht befriedigen, denn es folgt
O Wy — W) = Ou(—A x W, + éa,,A) _0,(—A x W, + éaMA)
= —AXx(0,W, —9,W,)— ((8,A) x W, — (0,A) x W) .(4.57)
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Der letzte Term ist unerwiinscht und sollte daher weggehoben werden. Ferner stellen wir fest, dal}
gilt

S(GW,xW,) = g(—AxW,+ éauA) X W,
+gW, x (~A X W, + éa,,A). (4.58)
Der erste und der dritte Term kdnnen wieder zusammengefal’t werden
S(gW, X W,) = —gA x (W, X W,) + ((0,A) x W, — (G,A) x W,). (4.59)
Der zweite Term ist der gleiche wie in (4.57), somit definieren wir
W, =3,W, —90,W,+gW,xW,. (4.60)

Jetzt transformiert sich W ,,, wie gefordert entsprechend der Gleichung (4.56). Die Feldstédrke W ,,,,
ist ein Vektor, W, W#¥ bildet einen Skalar, und wir konnen in Analogie zur skalaren Feldtheorie
die Lagrange—Dichte ansetzen als

1

2
1
£=§(DM<I>)-(D“<I>)—m7¢>-<I>+—

4

Die Bewegungsgleichungen folgen wieder durch Variation der Lagrange—Dichte. Die Euler-Lagrange
Gleichungen lauten

W, - WA (4.61)

wobei ¢ ein innerer Index ist. Es resultiert explizit

"W, + gW” x W, = g[(0,8) x ® + g(W, X &) x ®]. (4.63)
Beruicksichtigen wir die Definition der kovarianten Ableitung, so erhalten wir

D'W,, = g(D,®) x ® = gJ,. (4.64)

Dies ist das Analogon zu den inhomogenen Maxwell-Gleichungen. W ,,, ist das Isospin-Eichfeld.
J,, ist der Quell- oder Materieterm. Wahrend jedoch die Maxwell-Gleichungen linear in A4, sind,
ist die Gleichung (4.64) nichtlinear in W . In Abwesenheit dulerer Quellen wird aus den Max-
wellschen Gleichungen

8F,, =0 (4.65)
und somit
V-E=0,
aa—]? —rotB=0. (4.66)

Fir das nichtabelsche Eichfeld gilt jedoch

D'W,, =0 (4.67)
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und somit
Wy, = —gW”" xW,,. (4.68)

Damit wirkt das W ,,,—Feld als Quelle flr sich selbst. Ferner erwahnen wir, dafl auch im nichtabel-
schen Fall das Isospin-Feld W, masselos sein sollte. Betrachten wir einen moglichen Massen-
term in der Lagrange-Dichte

Lo =m* W, - W, (4.69)

so stellen wir erneut fest, daR dieser Term nicht eichinvariant wére. Die Bewegungsgleichung
wirde hiermit lauten

D*W,, = g3, + m*W,,. (4.70)
W © ©

4.3 Entwicklung in ebene Wellen

Wenn wir in der Elektrodynamik das Vektorpotential A in ebene Wellen entwickeln, d.h.
= Y ap(t) e, (4.71)
k

lautet ausgehend von OA = 0 die Gleichung fiir die Amplitude ay,
d, = —c2k’ay . (4.72)

Dies impliziert, daB aj, ein einfacher harmonischer Oszillator mit der Frequenz w = kc fiir jede
Komponente von a ist. Es gibt nur zwei unabhéngige transversale Wellen. Die Komponente von
a;, in Richtung von k muf3 verschwinden. Die Eichbedingung divA = 0 lautet

k-a, = 0. (4.73)

Das elektromagnetische Feld im freien Raum ist &quivalent einem Satz freier harmonischer Os-
zillatoren mit zwei transversalen Wellen fur jeden Wert von k. Bei diesen ebenen Wellen stehen
E, B und k senkrecht aufeinander.

Wir betrachten nun den Fall, dal? Ladungen und Strome vorhanden sind. Wir fiihren Fourier -
Entwicklungen durch

A(r,t) = Vire / ax(t) eik-r(f’Tk)?, ,

O(r,t) = /@k(if)eik'”(di

2m)3 7
d*k

H — zkr

_](I',t) - /.]k 27‘(’ 3
d3k

prt) = [ pult)e™ (4.74)

Wir bezeichnen die Ortskoordinaten der punktformigen Ladung e mit g(¢). Damit gilt
p(z,y,2,t) = ed°(r —q(t)) (4.75)
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und weiter

or = ee kal®) (4.76)
Die Stromdichte ist dahnlich gegeben durch

i(r,t) = eq(®) P —q(t) . (4.77)
Fir eine gewisse Anzahl von Ladungen mit den Ortskoordinaten q;(t) folgt

pp = Y e uW,

i = D eiqit) e (4.78)

Gleichung (4.73) gilt natirlich weiter und wir kdnnen sie ausnutzen, um einige Ausdriicke zu
vereinfachen. Es gilt

B = rotA (4.79)
und somit

B, = Vircik X ay (4.80)
und

E = —grad® — %A (4.81)
und daher

E, = —ik®, — Viray, . (4.82)
Aus

V-E = -V?® = 4mp (4.83)
folgt

ik By = k" Py . (4.84)

Somit haben wir

K2 ®, = 4mp;, (4.85)
und weiter

Die Funktion @ ist damit vollstandig bestimmt durch die Ladungsdichte pg. Es ist nicht notwen-
dig eine dynamische Differentialgleichung zu I6sen, die beispielsweise & enthalt. Aufgrund der
gewahlten Eichung enthalt das Coulomb - Potential keinerlei Retardierung. Es beschreibt die in-
stantane Wechselwirkung. Jegliche Retardierungseffekte sind im Vektorpotential enthalten.
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Wir mussen noch die Gleichung

VxB = l(a—E—i—47rj> (4.87)
c \ Ot

I6sen. Ausgedriickt durch die Fourier - Koeffizienten lautet sie

ik x B, = %Ek—i—%@rjk. (4.88)
Nun ist

ik x By = —VArck x (k x ay) = Varck?a, (4.89)
und es gilt auBerdem

E;, = —ik®, — VAr &y, (4.90)
sowie

®, = 47 p/k? . (4.91)
Wir setzen dies ein in (4.88) und erhalten

Var ck?ay, = —% ik A pr /K — %\/E Ay + %4% jr (4.92)
und daher

a + k*’cay = Vir (jk - Z%ﬂk) = Virjj, . (4.93)
Dabei ist

it = jx — ik pu/K (4.94)

der transversale Anteil von j;. Die Kontinuitatsgleichung sagt aus

pr = —tk-jg. (4.95)
Somit folgt

. . Kkk-j

B =i - % (4.96)

Offensichtlich gilt
k-ji = 0. (4.97)

Die beiden Richtungen senkrecht auf k kennzeichnen wir durch die Indizes 1 und 2. Die Kompo-
nenten von ay, in diese Richtungen lauten entsprechend a; und agy. Damit konnen die Maxwell-
schen Gleichungen geschrieben werden als

g + kS ay = VAn i,
ko -+ k2C2 Ao = V47Tj2k . (498)

Dies sind gleichzeitig die Bewegungsgleichungen fiir den angetriebenen Oszillator.
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5 Die kanonische Quantisierung von Feldern

5.1 Das Schrodinger-Feld
Die Lagrange-Dichte fiir das Schrodinger-Feld lautet

0 K2
L=y % LGy Gy -V (E )6 (5.1)

Bei der Variation der Wirkung werden v (Z, t) und 9* (Z, t) als zwei unabhéngige Felder betrach-
tet. Die Euler-Lagrange-Gleichungen

oL = 0L 0oL

— V- = = 5.2
o o(Vy) 0oy 6.2
und
0L g 0k _00L_ (5.3)
op* " o(Vyr) 0tayr
fuhren auf die Schrodinger-Gleichung
oy R o,
ma_—2—v v+ V(Z,t)¢ (5.4)
sowie auf die komplex konjugierte Gleichung.
Das zu ¢ (%, t) kanonisch konjugierte Feld lautet
oL
r,t = ih : 5.5
(@t =7 J P* (2, 1) (55)
Das zu ¢* (Z,t) konjugierte Feld verschwindet. Die Hamilton-Dichte lautet
0 h?
H= %—E——V¢ VY + V(@) 0y . (5.6)
Nach partieller Integration bekommen wir fiir die Hamilton-Funktion
H= /d?’x’H /d?’w (——v2 LV (@ )) b(z) . (5.7)

Die Poisson-Klammern zwischen den Feldern v und = zitieren wir aus der Vorlesung Quanten-
theorie I | als

v (z,1), (xl t)}PK = & (T - ', (5.8)
{1/’ (f t) ( )}PK = {7T (:7;', t) X (flat)}PK =0 . (5.9)

Die kanonische Feldquantisierung geschieht nun dadurch, da wir die Felder 1 (£, ¢) und 7 (Z, t)
durch die Operatoren ¢ (Z, t) und

7 (Z,1) = bt (Z, 1) (5.10)
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ersetzen, fur die wir in Analogie zu den Poisson-Klammern die Kommutatorrelation zur gleichen
Zeitt

&y = fE-2) (5.11)
@8] = [¢1@ 0,9t @0 =0 (5.12)

8y

[4(3,1),¢

~ ~

4 (3,1),9

fordern. Wegen der Verwendung von ¥t statt # hat sich der Faktor i herausgehoben. Diese Quan-
tisierungsregel impliziert, dal die damit beschriebenen Teilchen der Bose-Statistik geniigen.
Die Heisenberg-Bewegungsgleichungen fir die Feldoperatoren lauten

b= o [o4H] (5.13)

o= % 7, 8| . (5.14)
Die zweite Gleichung erweist sich als hermitesch konjugierte der ersten, denn es ist

F o= ingt=—[,A) = (P - AY)

= [t i) = % 8] (5.15)

da gilt T = H mit

i = [ ¢ ! () Do) () (5.16)
und

D, = —h262 +V(Z,t) . (5.17)

Wir kdnnen leicht zeigen, daR aufgrund der Heisenberg-Bewegungsgleichung und der Kommuta-
tionsregeln die Feldoperatoren der zeitabhdngigen Schrodinger-Gleichung gentigen. Mit

~

[b(2),H] = /d3'[¢<>¢*< ') Dot (2)]

_ / Pz '([ It ()] Dot (o)
5w [ ), )] )
= Dy (2) (5.18)
folgt
m%—f = (—;—mﬁ +V (7, t)) v . (5.19)

Wir wechseln jetzt die Darstellung unter Verwendung eines vollstdndigen und orthogonalen Satzes
von Wellenfunktionen u; (Z) mit

/ Cou (@) u; @) = 6 (5.20)
ui (@) uf () = S @F-7) . (5.21)
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Hierbei kann die Summation auch eine Integration tiber kontinuierliche Zustéande beinhalten.
Wir stellen die Feldoperatoren als Reihenentwicklung unter Verwendung dieses Funktionensy-
stems dar,

DEY) = Yut)wu@ (5.22)

oHE ) = Yal ) (@) (5.23)
Das Einsetzen dieser Entwicklung in die Kommutationsrelationen der Feldoperatoren liefert

> (F)wy (&) [a: (b),af ()] =8 (- &) . (5.24)

irj
Dies impliziert sofort die folgenden Vertauschungsrelationen

[a: (), 4} (8)] = o (5.25)
und analog

@ (1),a; (1)) = [a] (1) &} ()] =0 . (5.26)

Die Interpretation der Koeffizienten a; wird besonders einfach, wenn keine explizite Zeitabhéangig-
keit vorliegt, also fur V (Z,t) = V (Z). Dann verwenden wir als Basisfunktion die Eigenlésungen
der stationdren Schrodinger-Gleichung

“2m

n? -
( Vi+V (:z')) u; (Z) = g5 u; (T) . (5.27)
Damit ergibt sich fur den Hamilton-Operator sofort

H = /d?’xz/?T(:z',t)( h2€2+V(f)>z&(f,t)

" 2m
= Y alaie (5.28)

Die Zeitabhangigkeit der Operatoren a; (¢) ist dann durch

iha; (1) = [ai(8), H] = ¢ [ai (), 4 () a; (8)]

= &; dz (t) (529)
bestimmt. Dies wird geldst durch
a; (1) = et (0) = e7it/hg,; . (5.30)

Bei Verwendung der Eigenfunktions-Basis unterscheiden sich die Operatoren a; (¢) also nur durch
einen Phasenfaktor. Wir verwenden das Heisenberg-Bild, in dem die Operatoren die Zeitabhéngig-
keit tragen und die Zustandsvektoren konstant sind. Die Zustandsvektoren werden wir mittels der
zeitunabhangigen Operatoren a; konstruieren.
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Der Operator der Teilchenzahl ist definiert durch
N=Yn=Y ala’ . (5.31)

Der Hamilton-Operator beschreibt damit die Gesamtenergie einer Zahl von Teilchen, die auf ver-
schiedene Anregungszustande u; mit den Energien ¢; verteilt sind,

H=Y e . (5.32)
Teilchenzahl-Operatoren vertauschen untereinander

[, y] = |
a

G
(@i, &) + af [as, af] a; + ol [af, ;] 6 + [af, ] asey =0 . (5.33)

Der Teilchenzahloperator N’ muR daher mit dem Hamilton-Operator vertauschen. Somit ist er auch
zeitunabhéangig.

N=[N8] = 23 [dlag,ala;] e, =0 (5.34)

Damit gibt es fiir diese Operatoren auch einen gemeinsamen Satz von Eigenvektoren. Dieser Satz
ist vollstandig charakterisiert durch die Angabe von Teilchenzahlen n; (dies sind die Eigenwerte
der Operatoren 7;) in allen Zustanden <,

T |1, Moy oy Mgy o) =M M1, Ny ey Ty (5.35)

Die Zustandsvektoren |nq,ns, . ..) bilden eine Basis des Hilbertraums der zweiten Quantisierung
in der Besetzungszahldarstellung. Dieser Hilbertraum wird auch als Fockraum bezeichnet. Als
Skalarprodukt gilt

(ny, Mg, .. .| M1, M, .. ) = Ot 0y Oty (5.36)
Die Gesamtteilchenzahl . resultiert als Eigenwert des Operators IV,
Nlni,ng,...) = (Z nz> |y, na, ...
= nlny,ng,...) . (5.37)

Die Anwendung des Operators a; auf den Zustand |ny, 7y, . . .) verandert den Zustandsvektor. Wir
berechnen die Teilchenzahl in dem neuen Zustand @) |ny, ng,...) unter Verwendung der Vertau-
schungsrelationen. Es ist

Naf |,y = Y alaal na,...)

+
= al (1+N)|ny,..)=(n+1al|n,...) . (5.38)



Vollig analog folgt
Nai|ni,...) = (n—1)a;|n,...) . (5.39)

Die Operatoren d} und a; bewirken also eine Erhthung oder Erniedrigung der Teilchenzahl n; im
Zustand wu; und werden daher als Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren bezeichnet.

Der gesamte Satz von Zustandsvektoren des Fockraums l&f3t sich auf einem einzigen Zustand auf-
bauen, der keine Teilchen enthdlt. Im Rahmen der Quantenfeldtheorie wird dieser Zustand als
Vakuum bezeichnet. Er wird beschrieben durch |0). Alle Vernichtungsoperatoren angewandt auf
|0) ergeben Null,

a; [0) =0 flr alle i. (5.40)

Vielteilchenszustande in der Besetzungsdarstellung lassen sich konstruieren, indem man mit der
entsprechenden Zahl von ny, ns,... Erzeugungsoperatoren auf das Vakuum wirkt, also

Iy, na,...) = ﬁ @)™ ()™ --loy . (5.41)

Dieser Zustandsvektor ist bereits auf 1 normiert.

5.2 Quantisierung fir Fermi-Teilchen

Fur Fermionen gelten Antikommutationsregeln der Feldoperatoren

{$@0,9' @0} = #@E-2) , (5.42)

{$@0,4@,n} = {$@y, '@, n}=0 . (5.43)
Hierbei ist

{A, B} — AB+BA . (5.44)

Wieder ist die Zeit fur alle Feldoperatoren die gleiche.
Wir verwenden die Operator-ldentitdt

[4,B6] = {4B)¢-B{4cC) | (5.45)
[AB,¢] = A{B,6}-{AC)B . (5.46)
Die Basisentwicklung der Feldoperatoren, der Hamilton-Operator sowie die Zeitabhangigkeit der

Operatoren a; (t) sind von der Quantisierungsbedingung unabhdngig. Wir untersuchen jetzt die
Vielteilchen-Schrodingergleichung fir Fermionen. Es folgt mit Hilfe der Operator-ldentititen

iy = [b, 8] = [@ [§ (@0, 91 @0 Duth 7,1)]

_ GLW+V@D¢@® . (5.47)
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Damit bleibt die Vielteilchen-Schrodinger-Gleichung auch fiir Fermionen unveréandert giiltig.
Verwenden wir die Basisentwicklung der Feldoperatoren, so folgt als Antikommutationsbeziehung
fur die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

{aaf} = 65 (5.48)
{aa;} = {al,al} =0 . (5.49)

12 Uy

Insbesondere verschwindet das Quadrat eines Erzeugungs- oder Vernichtungsoperators

=) =0 . (5.50)

) )

Damit sehen wir sofort, dal} der Operator fiir die Teilchenzahl im Zustand ¢ nur die Eigenwerte 0
oder 1 annehmen kann. Es gilt

(7)? = al (di&g) a; = a (1 - dgdz‘) a;
= ala;=n; . (5.51)
Daher gilt auch fur die Eigenwerte von 7; die Relation
2= . (5.52)

Damit 1aRt sich auch der Fockraum der Fermionen besonders einfach aufbauen. Als normierter
Zustandsvektor folgt

o, ) = (al)™ (af)™ - --10) (5.53)

nq, Na,... Konnen nur die Werte 0 oder 1 annehmen. Das Pauli-Prinzip wird folgendermalien si-
chergestellt. War der Zustand ¢ schon besetzt, so vernichtet die Anwendung von a} den Vektor

ol iy m, . 1.y = (=1)Z (@)™ --- (a})*--- o)
=0 . (5.54)

5.3 Das Klein-Gordon-Feld
Die Lagrange-Dichte fiir ein reelles Spin-0-Feld ¢ (x) mit der Masse m lautet

R 0¢ B¢ 1 4, .,

Im Rahmen der relativistischen Feldtheorie werden wir nun nattirliche Einheiten mit

h=c=1 (5.56)
verwenden. Dies macht die Gleichungen tbersichtlicher. Die Euler-Lagrange-Gleichung

oL o oL

56~ 02,0(0%9) 50
fuhrt auf die Klein-Gordon-Gleichung
(O+m*)é@ =0 . (5.58)
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Als kanonisch konjugiertes Feld resultiert

oL -
7(z) = 5@ - o(x) . (5.59)

Fir die Hamilton-Dichte erhalten wir somit
H(z) = =(z)é(z)—L(x)
> (7 @) + (Vo @) + w2 () (5.60)

Als Quantisierungsbedingung fordern wir fiir die Feldoperatoren ¢ (z) und 7 (z) die gleichzeitigen
Kommutationsrelationen

6 (@, 1), (1)) = i®(x—a) , (5.61)
6 (2,1),6(x',1t)] = [7(z,1),7(x,t)] =0 . (5.62)

Klein-Gordon-Teilchen gentigen der Bose-Einstein-Statistik. Der quantisierte Hamilton-Operator
lautet

= /d3x— (A2 )+ (V6 (2,1) +m?3? (:c,t)) . (5.63)
Es ist
(1) = —i[d(e,t),H]

(7 @0+ (Vod @) +m?3 @,0))]

- ——/d3 8 (,0) 7 (@, 1) 7 (1) — 7 (', 8) 7 (', )  (,1)]
_ —§/d3 [0 —2) 7 (@,0) + 7 (2, 1) § (=
+i (@ — @) 7 (2,1) — 7 (1) ¢ (@, 8) 7 (', 1) ]
= d(zt) . (5.64)
Somit bekommen wir
é(2,) = —i[$(e,0), H] = 7 (1) . (5.65)

Um die Bewegungsgleichung fur 7 (x, t) zu erhalten, differenzieren wir zundchst die Kommutati-
onsrelation

7 (2,1), Vod (&, 0)] = Vo |7 (,8),$ (2, 8)] = —iVS(x —a)) . (5.66)

Damit bekommen wir

f(a,t) = —i|r(a,t), H]
S :fr(a:,t), / d%'%(ﬁ?(w' )+ (Vb (2,1)° +m2¢§2(m',t))]
= -ilr e, [o ;5 (Vb (@)’ - m?b (1)
= (V?-m’) p(z,t) . (5.67)
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Im letzten Schritt wurde (5.66) ausgenutzt, und wir haben eine partielle Integration durchgefiihrt.
Zusammen mit (5.65) erhalten wir schlielich

~

6 (x,t) = (V> —m?) é(=,1) (5.68)

Wir wollen nun den Feldoperator ¢ (x, t) nach Basiswellenfunktionen entwickeln. Als Basis wahlt
man zumeist in der Qunatenfeldtheorie den Satz der ebenen Wellen

up () = Ne?* . (5.69)

N, ist die Normierungskonstante, die wir noch bestimmen werden. Es folgt weiter

& (x,1) = / SEp N, ePay, () . (5.70)
Setzen wir diesen Ansatz in (5.68) ein, so folgt als Bewegungsgleichung fur die a,, (¢)

ip () =—(p*+m?)ap(t) . (5.71)
Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist

(l)e—iUth + &(2) e+iUth (5.72)

i (1) = af (

mit zeitunabhangigen Operatoren a$” und a{). Ferner gilt

wp =4/p2+m? . (5.73)

Wir waren von einem reellen Feld mit ¢* = ¢ ausgegengen. Daher sollte der zugehorige Feldope-
rator hermitesch sein, d.h.

=0 . (5.74)
Dies bedingt
(@) =a% . (5.75)

Damit lautet die Basisentwicklung von ¢ (z, t)

b (x,t) = / d®p N, (ap €'P=5D) 1 gf e~ilPaust)) (5.76)

mit a,, = d]([}). Die Hermitezitdt von q@(w,t) ist offensichtlich. Wegen & = <;3 lautet die Basisent-
wicklung des konjugierten Feldes

#(x,t) = / dp N, (—iw,) (ap €P=0 — gf emiPo—wst)) (5.77)

Als Charakteristikum der relativistischen Theorie treten positive und negative Frequenzen auf.
Es gelten die folgenden Vertauschungsregeln fiir die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

lip ] = S-9) (5.78)
lap,ap] = [a,al,| =0 . (5.79)
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Wir werden zeigen, dal? wir mit diesen Vertauschungsregeln auf die Kommutatorbedingungen
(5.61) gefiihrt werden. Es resultiert

@0, 7@, 0] = [dp [ NNy (—iwy)
( [, ] g ipz—p'a’) _ [&p, &L,] o~ ipztp/ ')
on ei@'wﬂ”'w’)) (5.80)
mit der relativistischen Notation
D T=wplt—Pp T (5.81)

und ¢’ = t. Die Anwendung der Kommutatorrelationen fiir die Erzeugungs- und Vernichtungsope-
ratoren fiihrt auf

[(}3 (:12, t) F (wl, t)] — /d3p/d3pl Npr, iwpfé?’ (p _ pl) (e—i(l"w—;ﬂ’-w’) + e-l—i(;l)w—pl.w'))

= / &p Ny w, (P 4 emiplee)) (5.82)
Offenbar bietet sich aus Konsistenzgriinden an, als Normierungsfaktor
1
N, = —— (5.83)
2w, (2)

zu wahlen. Damit erhalten wir das gewiinschte Ergebnis. Die Kommutationsrelationen fur die
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren sind genau dieselben, die wir schon fiir das zweitquanti-
sierte Schrodinger-Feld gefunden hatten, wenn man auch dort ebene Wellen als Entwicklungsbasis
verwendet. Damit konnen wir auch in der relativistischen Klein-Gordon-Theorie einen Fock-Raum
konstruieren mit Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren von Teilchen, die durch die Wellen-
funktion u,, (&, t) beschrieben werden.

Wir betrachten jetzt den Hamilton-Operator der Klein-Gordon-Theorie. Wir schreiben den Feld-
operator als

& (x,1) = / &*p (ap up (2,1) + a} up, (x, 1)) (5.84)
und den konjugierten Feldoperator

7 (2, 1) = —i / &p w, (apup (2,1) — ahus (2,1) (5.85)
Dies liefert

H= %/d?’x (7?2 + (V(;AS)2 + m2q§2)
/d3x - /d3p’ Wy (dpzup: - d;r,,u;‘,,) -/d3pwp (dpup —al u;‘,)
— /d3p' D (dpzupz — dL,u;‘,,) -/d3pp (dpup — d;r,u;‘,)

+ / &' m (apuy + aul) - / dspm(a,,u,,Jra;,u;,)] . (5.86)
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Wir flihren jetzt die Integration Uber x aus, dies fuhrt auf §-Funktionen.

1
/d3IE ’LL;;/ (w7 t) Up (w7 t) = —63(1) - pl) ’ (587)
2wy
[y (@, 1) up (1) = 2ie—2w Bo+p) . (5.88)
Wp

Damit verbleibt nur noch eine einzelne Impulsintegration

2
N w . .

_ 1 _ 3 P [~ ~ o —2wpt At A A At ~ ~t 2iwpt
H—2[ /dp2wp (a_pape Aplp — Qp Gy + G_paye

2
- [0 (iopipe = iy = i)+
m? 0; .
+ / dp5— (6-p ap 727" + 6}, tp + G &}, + G_p ap ") ] . (5.89)
p

Jetzt erkennt man leicht, daR die Terme der Form aa oder éfa! einen Vorfaktor (—wf, +p?+ m2)
enthalten und deshalb verschwinden. Es verbleibt der Ausdruck

N 1
= / &puwy [ahap +apal)] (5.90)
Dieser Operator beinhaltet jedoch massive Schwierigkeiten. Es ist

apal, = al ap + 0% (0) . (5.91)

Daher ist der Erwartungswert von H beziiglich irgendeines Vielteilchenzustandes und insbesonde-
re auch des Vakuums |0) unendlich groR!

Um die physikalischen Ursachen dieser Unendlichkeit zu erkennen, gehen wir vom Kontinuum zu
einer diskreten Theorie Uber. Das physikalische System sperren wir in einen groRen aber endlichen
Kasten ein. Die Impulseigenwerte nehmen dann die diskreten Werte p; an. Der Hamilton-Operator
lautet somit

~ 1 N o
H = 52%’ (al,l ap, + Gp, a;f,l)
l
= > wy,lal a +1 (5.92)
P \"p P 9 . :
l

In jedem Zustand p; sitzen Teilchen, deren Anzahl durch den Erwartungswert des Operators
i, = @ O, (5.93)

gegeben wird und die jeweils ein Energiequantum w,,, zur Gesamtenergie beitragen. Unabhangig
von der Besetzungszahl tritt aber zusatzlich eine Nullpunktsenergie %wm auf. Dies ist vollig analog
zur quantenmechanischen Nullpunktsenergie eines harmonischen Oszillators. Das Quantenfeld je-
doch entspricht einem System von unendlich vielen harmonischen Oszillatoren. Jeder Summand
in der Entwicklung (5.92) beschreibt eine Normalschwingung. Aufgrund der unendlichen Anzahl
der Summanden ist die Vakuumenergie

1
o= Jun, (5.94)
l
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divergent. Wie ist die Divergenz zu interpretieren? Wie kann man die Schwierigkeiten, die mit
dieser Divergenz assoziiert sind, vermeiden? Man argumentiert, daf3 in der Physik stets nur Ener-
giedifferenzen beobachtbar sind. Bei der Differenzbildung féllt £, heraus. Man kann eine Trivial-
renormierung so durchfiihren, dal® man den Hamilton-Operator derart definiert, daR keine Vakuu-
menergie auftritt,

H=H-E, . (5.95)

In Verbindung mit der Gravitationstheorie und somit der Allgemeinen Relativitatstheorie ergibt
sich jedoch die Schwierigkeit, klar zu definieren, welche Energie zu Gravitationseffekten fiihrt
und welche Energie zur Raumkriimmung fuhrt.

Die angesprochene Trivialrenormierung kann man mathematisch mittels eines Tricks erreichen.
Hierzu zerlegen wir den Feldoperator in einen Anteil mit positiver und einen Anteil mit negativer
Frequenz

¢ (z,t) = o) (x,8) + ¢ (x,1) . (5.96)

Der erste Anteil enthalt die Vernichtungs-, der zweite die Erzeugungsoperatoren. Jetzt definieren
wir allgemein das Normalprodukt oder normalgeordnete Produkt zweier Operatoren ¢ und x da-
durch, daB die Anteile mit negativer Frequenz immer links von den Anteilen mit positiver Frequenz
stehen,

%t = %) 4 g 4 () 4 g . (5.97)

Definieren wir den Hamilton-Operator tiber das normalgeordnete Produkt der Feldoperatoren,
i = /d3 :(w +(v9)” +m2q§2):
- / Epuwpilap (5.98)

so stehen automatisch die Erzeugungsoperatoren immer links von den Vernichtern und der un-
erwiinschte Kommutatorrest tritt gar nicht erst auf.

Jedoch ist die Nullpunktsenergie keinesfalls ein Artefakt der Quantenfeldtheorie. So kann man
die Differenz zwischen zwei Vakuumkonfigurationen betrachten, die sich beispielsweise durch die
auferlegten Randbedingungen unterscheiden:

AE = Ey[1] - Eo[2] . (5.99)

Diese Differenz hat durchaus experimentell beobachtbare Konsequenzen.

Betrachten wir beispielsweise statt des skalaren Felds ein elektromagnetisches Vektorfeld. Die
Nullpunktsenergie tritt hier gleichsam auf. Plazieren wir jetzt im Vakuum zwei ideal leitende Plat-
ten, deren gravitative Anziehung vernachldssigt werden soll. Fir das elektromagnetische Quan-
tenfeld gelten zwischen den elektrisch neutralen Platten aufgrund der so geschaffenen Randbedin-
gungen andere Quantisierungsbedingungen als auf3erhalb dieses Bereichs. Fiir dieses physikalische
Scenario fiihrt der Unterschied der Vakuumkonfigurationen zu einem Druck des Vakuums von au-
Ren auf die Platten. Als Konsequenz folgt eine schwache aber durchaus meR3bare anziehende Kraft
zwischen den Platten. Dies ist der Casimir-Effekt. Die Casimir-Kraft hdngt von der geometrischen
Struktur der geschaffenen Randbedingungen ab.
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Als ndchstes wollen wir den Impuls-Operator des skalaren Felds studieren. Fir das klassische Feld
¢ folgt der Impuls aus dem Energie-Impuls Tensor © ,,, durch

— / B3Oy . (5.100)
Einsetzen des Energie-Impuls Tensors liefert
Dy = /d3x (W% - gouﬁ> : (5.101)
Somit erhalten wir speziell fir den Dreierimpulsvektor
p=— / Brave . (5.102)
Analog konnen wir den Impulsoperator des Quantenfeldes definieren
p=— /d?’xfr (2,8) Vé (z,1) . (5.103)

Jedoch gibt es keinen spezifischen Grund, die nichtkommutierenden Operatoren # und é gerade in
der angegebenen Reihenfolge hinzuschreiben. Es ist legitim den Impulsoperator zu symmetrisie-
ren. Somit haben wir

p= ——/d3 (2,1) V§ (2, 8) + V(2,07 (2,1) (5.104)

Diese Symmetrisierung gewdhrleistet auch die Hermitezitdt des Impulsoperators. Wir setzen die
Entwicklung der Feldoperatoren ein,

1
P = —§/d3x[—i/d3p'wp, (idp,up, al o Up /d3pzp dplp — aLup)
+ /d3p’ ip' (dp,up, aL,u;‘,,) . (—i/d?’pwp (dpup — d;,u;‘,)) ]
1

1

P Wp
1 1
—apal—(p — p) + alap— 2Z"’Pté?’(p-i—p') }
P 2w, 2wy
1 1
+/d3 '/d3 pwp{ apzapﬂe ~2ent §3(p + p) — T,ap—(s?’(p—p')
Wp

_&p’dl’ﬂé (p—p)—i—ap p2—53(p+p’)e2iw”t }]

_ 3 b =gt _ ota o oot ot s Ziwgt
= [ /dp p (_pQpe Aplp — Gply + G- pape

+ / d®p ” —G_plpe 7t — al Gy, — Gpal, — af_pape%%t}]
1, (8 +
= 5 [ op(ahap+ apap) (5.105)

Der Impulsoperator scheint wieder unter einer Divergenz zu leiden. In der diskretisierten Form
sieht man aber, dal? gilt

N o 1 o
p=3_Piahap + 53 P=3 Piipip (5.106)
l l l
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Da alle Raumrichtungen gleichberechtigt in der Summe auftreten, hebt sich der Vakuumimpuls
aus Symmetriegriinden gerade weg. Man kann auch hier wieder die Vorschrift der Normalordnung
einfihren, um sicherzustellen, dal3 die Vakuumanteile entfallen.

5.4 Das geladene Klein-Gordon-Feld

Will man geladene Teilchen und somit gleichermalRen Teilchen und Antiteilchen beschreiben, so

fiinrt man komplexe Felder mit ¢ # ¢* ein. Die Feldoperatoren sind dann nichthermitesch, ¢ # ¢'.

Die Lagrange-Dichte der klassischen Theorie ist eine reelle Funktion, sie ist gegeben durch
_0¢" 99

- Oz, Ozt

—m2¢*p . (5.107)

¢ und ¢* sind unabhéngige Felder. Fiir die kanonisch konjugierten Impulse resultiert
oL

T = a_q's:é* : (5.108)
™ = ;f* =¢ . (5.109)

Die Hamilton-Funktion erhéalt die Form
H = / &3z (18 + 7o d" — L) (5.110)
- / &z (n°7 + V'V + m?e"e) . (5.111)

Im Fall des geladenen Klein-Gordon-Felds tritt kein Faktor % auf. Die Quantisierung der Theorie
geschieht wieder durch den Ubergang zu den Feldoepratoren ¢, ¢t, 7, #t.
Als Kommutatorrelation zur gleichen Zeit ¢ wird gefordert

6 (2, 0), 7 (@,1)] = [¢! (x,1), 7" (@',1)] =id® (@ — @) . (5.112)

Alle weiteren Kommutatoren sollen verschwinden. Wir fuhren jetzt eine Basiszerlegung der Feld-
operatoren durch. Jedoch gilt nicht mehr ¢t = ¢, und daher haben wir separate Koeffizienten fiir
up (z,t) und uy, (x,t). Als Entwicklung nach ebenen Wellen setzen wir an

é(z,1) = / &p (apup (2, 1) + Bus (2,0)) (5.113)
3 (1) = / &p (ahu, (@,1) + byuy (2,1)) . (5.114)
Fur die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren gelten die folgenden Vertauschungsregeln
lap, afy| = [bp, 8] = *(@—p) | (5.115)
lap, ] = [bp, bpy] = &}, ab] = [Bh,0L] =0 (5.116)
lap, by | = |6, 8] = [af, by | = [ad,8),] =0 . (5.117)

Analog zum reellen Klein-Gordon-Feld 143t sich der Hamilton-Operator und der Impulsoperator
fur das geladene Klein-Gordon-Feld ausdriicken. Fiir das reelle Feld galt

.1
A= / d*pw, (ahap + apal) (5.118)
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Fur das geladene Feld folgt in normalgeordneter Form
H = :/d?’pwp (d,,&;, + lA)I,lA)p) .
_ / d*pw, (ahap + 0}bp)
[ @puy (2 +3) . (5.119)
Ebenso erhalten wir fuir den Impulsoperator
p = / &*pp (ahap + Bby)
= / &pp (A + 7). (5.120)

Durch die Normalordnung stehen die Erzeugungsoperatoren automatisch links von den Vernich-
tungsoperatoren. Es werden zwei unabhéngige Arten a und b von Teilchen beschrieben, die beide
die Masse m haben. Es lai3t sich erneut ein Fockraum kostruieren, ausgehend von einem Vakuum-
zustand, der weder die Teilchen a noch die Teilchen b enthalt. Wir haben

ap [0) = by [0) = 0 fir alle p. (5.121)

Beliebige Vielteilchenzustédnde werden durch zwei Satze von Besetzungszahlen {n§“>} und {ngb)}
charakterisiert. Den Zusammenhang zwischen den beiden Teilchensorten finden wir durch das
Studium der Symmetrien der Lagrange-Dichte. Es besteht eine Symmetrie unter Phasentransfor-
mation
¢ = peo (5.122)
' = ¢rei® . (5.123)

Aus dem Noether-Theorem folgt als zugehdrige ErhaltungsgroRe die Ladung @

oL oL
Q = /d?’xjo(:v):—i/d?’x(a?r*qﬁ—% )

= / &z (1 — T¢) . (5.124)
In der quantisierten Theorie wird aus der Ladung ein Operator
O=—i / &o  (7d - 711 (5.125)

Wiederum ist die Reihenfolge der Operatoren durch die klassische Theorie nicht fixiert. Durch die
\orschrift der Normalordnung der Operatoren haben wir die unendliche, aber nicht beobachtbare
Vakuumladung eliminiert.

Setzt man die Entwicklung in ebene Wellen fiir die Feldoperatoren 71 ein, so folgt aufgrund der
Orthogonalitét der ebenen Wellen

= [dp(a -a0) (5.126)
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Die Anzahloperatoren vertauschen mit dem Hamilton-Operator. Daher ist
Q=-i[Q,H]=0 . (5.127)

Also ist die Ladung auch in der quantisierten Theorie eine ErhaltungsgrofRe. Der Operator d}, er-
zeugt ein Teilchen mit der Energie w,, dem Impuls p und der Ladung +1, wahrend durch B}, ein
Teilchen mit derselben Energie, demselben Impuls aber entgegengesetzter Ladung -1 erzeugt wird.
Nattrlich ist das absolute Vorzeichen der Ladung nur eine Konvention. Die b-Teilchen bezeichnet
man als die zu den a-Teilchen zugehdrigen Antiteilchen.
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5.5 Der Klein-Gordon-Propagator

Bislang hatten wir Kommutatorrelationen von Feldoperatoren betrachtet, wobei die Feldoperatoren
an verschiedenen Orten aber zu gleichen Zeiten ausgewertet wurden. Wir wollen nun zu einer rela-
tivistisch invarianten Formulierung tibergehen, bei der auch die Zeiten unterschiedlich sein kdnnen.
Insbesondere beschréanken wir uns auf den Fall freier Felder, fur den wir die Zeitabhéngigkeit der
Operatoren explizit kennen.

Wir studieren ein komplexes Klein-Gordon-Feld und berechnen den Kommutator zwischen den
Feldoperatoren ¢ (z, zo) und ¢ (y, yo) zu beliebigen, aber ungleichen Zeiten zo und . Wir defi-
nieren

Nz —y) = [$(2),8' (v)] . (5.128)
Aufgrund der Homogenitéat der Raumzeit kann der Kommutator nur von der Koordinatendifferenz

x — y abhangen. Die Funktion A(z — y) wurde von Pauli und Jordan untersucht, sie heil’t aber
zuweilen Schwinger-Funktion. Wir gehen aus von der Basisentwicklung des Feldoperators

6@ = [ &p (apup(x) +Bhuy (@)
= ¢V (@) + 67 () . (5.129)

Entsprechend ergibt sich ¢! (). Fiir die weitere Auswertung verwenden wir die Kommutationsre-
lationen fur die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren.

~

Az —y) = /d3p' d®p (upz (z) up (y) [&pf, &L] + Uy () up (y) [ L,, l;p])
- /d3p (up (z) uj, (y) — uj, () up (y))
d3

/ﬁ% (e—ip(w—y) _ e+z’p(w—y))
a P

= iAD (@ —y) +iAD (z—y) . (5.130)
Hierbei ist jeweils

Po=wp=+H\/P2+m? . (5.131)

Aus (5.130) erhalten wir weiter

d3p si -

Alz —y) = —/ psin{ple—y)} (5.132)
(27) Wp

A(z — y) ist eine Lorentz-invariante Funktion. Wir bringen A(z — y) in eine manifest vierdimen-

sionale Form. Wir substituieren im zweiten Summanden von (5.130) p in —p und fiihren

z2=T—y (5.133)

ein. Damit folgt
3
/ d D 1 (ei(wpwo—p-a:) _ e—i(wpwo—p-a:))

(27)° 2wy
4
- / (;17?;3% (6(170 - wp) - 5(170 + w;n)) g~ i(Pozo—p®)
dp 1 ipe
/ TR e(po) (8(po — wy) + 6(po + w,)) € . (5.134)
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Hierbei haben wir die Vorzeichenfunktion

_ | +1 flr pe>0

e(po) = sgn (po) = { 1 fir po <0 (5.135)
eingefuhrt. Fur die 6-Funktion gilt allgemein

5(2? — o?) = dw—0)+6(z+a) (5.136)

2ol
Daher haben wir
1
2, O =) + Al ) = 8(pf - )
= 5(p§ —p° - m2) = 5(p2 — m2) . (5.137)

Somit resultiert schliel3lich

. d’p 2 2\ _—ip(z—y)

zA(z—y)z/Ws(pO)é(p —m)e ple—y) (5.138)

Dieser Ausdruck ist Lorentz-invariant. Auf der rechten Seite stehen nur skalare Grofien. Dies
gilt auch fir den Faktor £(p,), da sich unter beliebigen eigentlichen (orthochronen) Lorentz-
Transformationen das Vorzeichen von py nicht andert. Zeitartige (p> = m? > 0) Impulsvektoren
mit po > 0 liegen immer im Vorwartslichtkegel, und solche mit p; < 0 immer im Rickwarts-
Lichtkegel.

Aus (5.132) erkennen wir

Alz—y)=-Aly—z) . (5.139)
Fur gleiche Zeiten folgt aus (5.132), dal? fir o = 0 gilt
A(0,z2) =0 (5.140)

da der Integrand eine ungerade Funktion in p ist. Wir differenzieren (5.130) nach x, es resultiert

0 1 d3p 1 . ,
_A — I S —ipr __ > ipT
Bue (2o, ) Y ; / ) 2, ( iwpe iwpe ) »
d3p 1 ipe  —ip® 3
—/(%)35(&’ e PT) = —5%(x) . (5.141)

Hingegen verschwinden die raumlichen Ableitungen von A(z) bei o = 0 wegen der Antisymme-
trie des Integranden. Aus (5.132) folgt

d3p cos(p-x)
V A(z, _=/ =0 . 5.142
( 0 )|:1:0_0 (27'(')3 p Wy ( )
Man sieht sofort, dal3 fiir o, = 0 alle rdumlichen Ableitungen und dali alle zeitlichen Ableitungen
von gerader Ordnung verschwinden.

Aus (5.141) erhalten wir sofort die gleichzeitigen Kommutationsrelationen zurtick. Wir haben

@) .76)] = [30) .3 0)] = 2 [4@) B W) =ipAw—y) . (6143)

B 1o 1o
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Speziell ergibt sich fiir gleiche Zeiten

6@0, 7 )] =iy A= 1)y, =8 —y) (5.142)

Die Funktion A(z) erfiillt die homogene Klein-Gordon-Gleichung

(O+m?)A@)=0 . (5.145)
Hierzu setzen wir ein
Aw) == (6 (), 8" (0)] (5.146)

]

und nutzen aus, das ¢ (z) die Klein-Gordon-Gleichung erfiillt. Ferner folgt
Az —y)=0 fir(z—y)°*<0, (5.147)

d.h. die invariante Funktion A (z — y) verschwindet, wenn das Argument ein raumartiger Vierer-
vektor ist. FUr o = yo haben wir nachgewiesen, da A(z — y) verschwindet. Fir zo = yp ist
aber z — y ein raumartiger Vektor. Die invariante Funktion A(z — y) muR aber dann fiir alle durch
eigentliche Lorentz-Transformationen erreichbaren Vierervektoren verschwinden. Die invariante
Funktion A(z — y) verschwindet auBRerhalb des Lichtkegels. Auf dem Lichtkegel ist sie singular.
Wir machen nun einen Ruckgriff auf die urspriingliche Definition der invarianten Funktion mit-
tels eines Kommutators. Das Verschwinden eines Kommutators zwischen zwei Operatoren in der
Quantentheorie impliziert, daR man die zugehorigen Observablen unabhdngig voneinander mes-
sen kann. Dies bedeutet in unserem Fall, da} Messungen an zwei Punkten, die einen raumartigen
Abstand besitzen, sich gegenseitig nicht beeinflussen. Storungen kdnnen sich nicht mit Uberlicht-
geschwindigkeit ausbreiten. Diese Bedingung wird als Mikrokausalitdt bezeichnet. Bei makrosko-
pischen Abmessungen ist die Kausalitdt sehr gut verifiziert. Jedoch ist im mikroskopischen Bereich
eine experimentelle Beweisfiihrung sehr viel schwieriger.

Die Funktion A(z — y) ist nur eine aus einer ganzen Klasse von invarianten Funktionen, die die
Klein-Gordon-Gleichung mit wohldefinierten Randbedingungen I6sen. Besonders wichtig bei der
storungstheoretischen Behandlung der wechselwirkenden Theorie ist der Feynman-Propagator. Er
ist definiert als ein spezieller Vakuumerwartungswert

ide(@ —y) = (0|T [ (z) &' (v)]|0) . (5.148)

Hierbei kennzeichnet das Symbol 7" das zeitgeordnete Produkt der beiden Operatoren q@(z) und
#' (y). Das zeitgeordnete Produkt ist definiert durch

T [A(x) B(y)] = A(2) B(y)© (zo —y0) = B(y) A () © (o — 20) (5.149)

Die Faktoren werden chronologisch geordnet, so dal3 der Operator mit dem spateren Zeitargument
an die erste Stelle im Produkt gesetzt wird. Hierbei wird das Plus- (Minus-) Zeichen verwendet,
wenn es sich um bosonisch (fermionisch) quantisierte Feldoperatoren handelt. Das zeitgeordne-
te Produkt 18Rt sich analog auf Produkte von mehreren Operatoren ausdehnen. Stets findet eine
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chronologische Ordnung der Operatoren statt. Mit

¢ = / &p apup ()
§ = [apifu @)
FO = [dpbyuy (@)
P = / &*p afuy, (z) (5.150)

bekommen wir flir ¢ > yo
O [¢@) ¢ w]|0) = (0
= <()
Andere Anteile verschwinden, da gilt
$' (1) 10) = (0] 7 () =0 . (5.152)

Wir setzen die Basisentwicklung in den Vakuumerwartungswert ein. Es folgt

(0]f a*papuy @) [ @' dbyu, 0)]0)

_ < {/d?’pup /d3 y) 63 (p — p)0>

= /d3pup ) /(;1:;) 2610;,, e~ P(z-y)

AP (. — ) firze > yo. (5.153)

6 () $17) ()| 0) . (5.151)

Ganz analog ergibt sich furr die andere Zeitordnung
ide(z —y) = (0]¢' (v) $(=)[0)
— < rqgf(+) y) ) (x)‘ 0>

= /d3pup y )
/ L ip(z—y)
(27T) 2wp
= —iAD(z—y) firz, <y (5.154)

Zusammengefalst bekommen wir daher
iAe(z —y) = O (20— yo)iAD (2 —y) — O (yo — 20) AT (z — y)

dp 1 : :
- [ ek o ] L (s
p

Um eine andere, sehr niitzliche Darstellung von Ag (z — y) einzufiihren, werden wir eine zusétz-
liche Integrationsvariable p, einfiihren. Wir gehen in die komplexe py-Ebene. Dann ergeben sich
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die beiden Terme in (5.155) als die beiden Residuen eines Integranden. Im zweiten Summanden
(5.155) ersetzen wir p durch —p. Es ist

1 . )
ﬂ [(_.) (IEO _ yO) e—zwp(wo—yo) +6 (yO _ xO) ezwp(wo—yo)]

dpo e~ po(zo—yo)

- - 5.156
& 2m1 (pO - w;n) (pO + w;n) ( )

Abbildung: Die Integrationskontur Cg dient zur Definition des Feynman-Propagators Ag.

Dabei ist die Integrationskontur Cr zu verwenden, welche die Pole des Integranden in der kom-
plexen Ebene umgeht. (5.156) folgt aus dem Residuensatz, wenn man den Integrationsweg durch
einen Halbkreis in der oberen Halbebene fiir zq < yg bzw. in der unteren Halbebene fur xq > ¥,
schlief3t.

Aufgrund des Residuensatzes gilt

[ @) dp =27 S Res £(v),., (5.157)
C g
mit den Polstellen p;. Fur einen Pol m-ter Ordnung gilt
Res £(9)lypy = et o £(3) - (b )" (5.158)
P)lp=p; = (m— 1)! dpm-1 P)-\p—Pi p, ) '
Wir betrachten jetzt das Integral
d —ipo(Zo—yo)
I—_ Lq € (5.159)
& 2mi (po — wp) (po + wp)
Der Integrand hat Polstellen erster Ordnung bei py = w, und py = —wy. Fur den Fall zy < yo

schlieBen wir den Pfad in der oberen Halbebene. Hier liegt der Pol bei py = —w,. Damit haben wir

1 etiwp(zo—yo)

- 1
Res f(Po)lpo=—, = ~57 a0, (5.160)
Somit folgt in der Tat fir diesen Fall
etwp(zo—yo)
I=—«— . (5.161)

2wy,
Fur den Fall yo < o schlieBen wir den Pfad in der unteren Halbebene. Hier liegt der Pol bei
po = wp. Damit haben wir
1 e_wp(wo_yo)

Res f(po)lpy=c, = +2_7HJT - (5.162)
p
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Da die Richtung des geschlossenen Wegintegrals sich &ndert, dndert sich auch das Vorzeichen.
Damit ist (5.156) nachgewiesen.
Dann lautet der Feynman-Propagator

4, o—ip(z—y)
Ar(z — y) :/(;17?;4;2—4”:? . (5.163)
Cr
Derselbe Effekt 1aBt sich erzielen, wenn man anstatt entlang der Kontur Cr auf der reellen po-
Achse integriert, dafiir aber die Pole infinitesimal verschiebt. Die korrekten Vorzeichen ergeben
sich, wenn man im Nenner einen Term —+:e addiert. Damit konnen wir den Feynman-Propagator
schreiben als

dp
Ap(z—y) = / D eI AL (p)

(2m)*
dp _, 1
_ —ip(z—y) - 5.164
/ (27r)4 ¢ p? —m? +ie ( )

Diese Integraldarstellung des Feynman-Propagators kann man sofort dazu verwenden, um zu zei-
gen, dall Ar(z — y) eine Greensche Funktion der Klein-Gordon-Gleichung ist. Die Anwendung
des Klein-Gordon-Operators ergibt

d'p e—ip(z—y)
O 2 _ _ 2 2y € 7 7
( gc'i‘m)AF(flC y) /(27r)4( p+m)p2—m2+i5
4
- — / (;1 1;4 ePEY) = _ iz —y) . (5.165)
™

Ag(z — y) ist also Losung der inhomogenen Klein-Gordon-Gleichung mit einer d-Funktion als
Quellterm.
Betrachten wir nochmals die Definition des Klein-Gordon-Propagators mit

ide(@ —y) = (0|T [6 (x) ¢' (v)]|0) (5.166)

so erhoht hier der Operator q@* (x,t) die Ladung @ eines Zustandes um eine Einheit, wahrend

¢ (x,t) sie um eine Einheit erniedrigt. Speziell auf das Vakuum |0) angewandt beschreibt
#' (x1,11) |0) einen Zustand mit einem Teilchen, beschrieben durch die Erzeugungsoperatoren d},.

Die Projektion dieses Zustandes auf (g1 (s, t2) |0))T = (0| ¢ (e, t,) liefert die Wahrscheinlich-
keitsamplitude dafir, daB sich ein Teilchen vom Raumzeitpunkt &, £; zum Punkt s, 5 fortpflanzt
oder propagiert. Man kann auch sagen, daB ein Teilchen am Punkt 1 (d.h. &1, #;) erzeugt und am
Punkt 2 (d.h. x5, t2) wieder vernichtet wird.

Man kann aber auch die Propagation eines Antiteilchens studieren, dal} bei 2 erzeugt wird, be-
schrieben durch B},. Dieses Antiteilchen wird bei 1 vernichtet, was dort die Ladung um eine Einheit
erhoht. Die Amplitude fiir die Propagation des Antiteilchens ist

iAp(zo — 1) Ot — 12) = <0 ‘QET (x1,t1) ¢ (932,152)‘ 0> Ot —t) . (5.167)

Der Feynman-Propagator Ag(ze — x1) beinhaltet beide Prozesse der Teilchen- und Antiteilchen-
propagation, abhéngig von der Zeitordnung von £, und £,. Die Teilchenpropagation 4Rt sich leicht
visualisieren
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T2

1

|z|

Beziiglich der Propagation des Antiteilchens erinnern wir uns an die Darstellung des Feldoperators
b(@) = [ &p(apup(z) +Bhuy (2))
= (@) +6(z) . (5.168)

Die Erzeugung des Antiteilchens beim Punkt 2 wird durch B}, beschrieben. Beim Punkt 1 wird es
dann vernichtet.

Zo

T

T2

Antiteilchenpropagation
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6 Zweite Quantisierung des Dirac-Feldes

6.1 Symmetrische Form der Lagrange—Dichte des Dirac—Feldes
Die Lagrange-Dichte des Dirac—Feldes

L =Y (z)(iv*0, — m)¥(x) (6.1)
ist auch invariant unter globalen Phasentransformationen

T - WeX,

Ut e, (6.2)
Daraus folgt entsprechend dem Noether-Theorem ein erhaltener Stromdichtevektor j,(Z, ). Es ist

: . oL oL - -
ju——ze<a(auw)\ll—a(auql)\ll>—e\II'yM\II. (6.3)

Hier haben wir wieder in der Definition von j, den Faktor e, die elektrische Elementarladung,
aufgenommen. Der Ausdruck (6.3) ist gerade der elektrische Stromdichtevektor des Dirac—Feldes.
Die zugehorige Erhaltungsgrolie ist die Gesamtladung

Q= /d?’xjo(:i“', t) = e/d3x Uryo¥ = e/d3x Uiy, (6.4)

Damit ist die Konstanz von @ direkt verkniipft mit der Normerhaltung des Dirac—Feldes. Die
Lagrange-Dichte (6.1) hat jedoch den Schonheitsfehler, dal sie nicht symmetrisch in den beiden
Komponenten ¥(z) und ¥(z) ist. Ferner gilt

cr L= [ (i 9, — m)v]!
= \IIT(—z"y’“L 5# —m)’yOT\II
= WH(=ir’y"y 9y —m)y"T
= F(—ir* 9, —m)T £ L. (6.5)

Hierbei haben wir als Eigenschaften der yv—Matrizen v°t = ~° und 4%y#f4® = ~# ausgenutzt. Wir
konnen nun eine symmetrisierte Form der Diracschen Lagrange—Dichte einfiihren

1
L = §(£+£T)
1-,. = 1= .
= 5\11(17"@ —m)¥ + 5\11(—@7“ 5u —m)¥
1. <« _
= Ui 5, ¥~ mI. (6.6)

Der Pfeil tber 9, gibt hierbei nur die Richtung der Wirkung des Ableitungsoperators an, nicht
aber irgendeinen Vektorcharakter. Diese symmetrische Form der Lagrange-Dichte fiihrt zu den
gleichen Bewegungsgleichungen wie die urspringliche Lagrange—Dichte. Offensichtlich gilt jetzt
auch £t = L.
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6.2 Kanonische Quantisierung

Erneut ersetzen wir die Dirac-Bisporen ¢ (x,t) und ! (x, ) durch Feldoperatoren ¢ (z,t) und
! (x,t). Dirac-Teilchen sind Fermionen, die dem Pauli-Prinzip unterworfen sind. Daher wahlen
wir als fundamentale Quantisierungsbedingung die Antikommutator-Relation zu gleichen Zeiten,

{a (@, 1), 9} (@,8)} = bap(@—a) , (6.7)
{a (1), (&)} = {dl(z,0),9) ()} =0 . (6.8)

o und B kennzeichnen die Spinor-Indizes. Wir berechnen wiederum zunéchst die Bewegungsglei-
chung fiir den Feldoperator ¢ (z, ). Die Heisenberg-Gleichung lautet

~

Y = —ilj(a,t), H]
- / &' [§ (@), 91 (@', 1) o Vi (&, 8) + imdl (2,8) B (2,8)] . (6.9)
Wir verwenden die Operatoridentitat
[4,B¢) = {A,BY 6 - B{A,C} . (6.10)
Damit kdnnen wir den Kommutator in (6.9) auswerten, wobei wir auch die Quantisierungsbedin-
gung in (6.8) verwenden. Es folgt

bole,) = = [ & (b (0,0, 91,0} oas - Vurths (2',1)

- '(/}L (w:7 t) aaﬂ : Avw’ '(/}cr (w7 t): '(/}[3 (wl7 t)}
+m {1/}0' (iI;, t) 7’(/}L (w,7 t)} /Ba[ﬂ/}ﬂ (wl7 t)
— imi (&,1) Bas {0 (@,0), 5 (2,0} )

= —/d3 '( 650 0°(T — ') Ctop + Vs 1/15(:1: t)
- iMra 03 — &) fagis (@ ,t))

= (—a-V—imp),9s (z,1) . (6.11)

Der quantisierte Feldoperator erfuillt also auch wieder die freie Dirac-Gleichung

i) = (—ie -V + fm) . (6.12)

Entwicklung des Feldoperators nach ebenen Wellen Der Feldoperator ¢ (, ) soll nun nach
einem vollstdndigen Satz von klassischen Wellenfunktionen entwickelt werden. Dazu verwenden
wir als Losung der freien Dirac-Gleichung die ebenen Wellen

1 ,
B = . ﬁwT(p) p—ier(wpt-px) (6.13)
Poem)i | @

Der Index r z&hlt die vier unabhdngigen Losungen. Mit r = 1, 2 kennzeichnen wir die Ldsungen
zu positiver Energie mit

E=4w,=+y/p>+m? . (6.14)
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Mit r = 3,4 kennzeichnen wir die Losungen zu negativer Energie mit

E=—-w,=—/p>?+m? . (6.15)
Die ebenen Wellen geniigen der Dirac-Gleichung
(iv*0, — m) ¥ (z, 1) =0 . (6.16)

Damit dies erfullt ist, missen die Diracschen Einheitsspinoren w, (p) den algebraischen Gleichun-
gen

(V*pu — erm) wr(P) = 0 (6.17)

genuigen. Die Diracschen Einheitsspinoren erftillen die folgenden Orthogonalitéts- und Vollstan-
digkeitsrelationen

w;[’ (Er’p) Wr (Erp) = %61"1"’ ’ (6.18)
Wy (p) Wr (p) = &b (6.19)
4
W
Z Wra (Erp) Wrg (Erp) = Epéaﬂ ) (620)
r=1
4
Y Ertra (P)Ers (P) = dap - (6.21)
r=1

Man beachte, dal? bei den Losungen fiir » = 3, 4, d.h. fur die Zustédnde des Kontinuums zu negativer
Energie, zuweilen negative Impulse in den Relationen auftauchen. Wir rechnen die Normierung der
ebenen Wellen auf Deltafunktionen nach. Es ist

1 ™2

5 —i(srwp—sT,wp/)tei(sTp—sT/p’)-a:
(27T) wpwp’

/d3x 1/1]5:,’” (z) 1/1]5,” (z) = /d3x

wh (p') wr (p)

2 .
= | i) e — o) () ()
\ wp:wp
2 .
| i) e e p — )l () o (p)
\ wp:wp
2 .
= m e_Z(ETwP_ET’wP’)t 63 (Erlsrp - pl) w:‘" (ET’ETpI) wT (p)
\ wp:wp
_ ﬁe—i(é‘rwp_srlwp’)t 53 (erep— D) ﬂér?’
= &p-p)ow (622

Die Entwicklung des Feldoperators nach ebenen Wellen lautet nun

~

@t = X [ i) @

2 d3p m., — e PT
= [ oor G e (629
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Fur den adjungierten Feldoperator schreiben wir entsprechend

~

P (e,t) = i / il (b)) (@)

\f (0,7) @ (p) e (6.24)

Entsprechend unserer tiblichen Vorgehensweise wollen wir auch diesmal die Antikommutations-
relationen fir die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ableiten. Dazu projezieren wir den
Feldoperator zundchst

[@ut (@, 1) d (1) = ,l/d?’pap, ) [ @ovd! @) (1)
= Zl/d?’p a(p',r") 6 6°(p — p)
= T(p, ) . (6.25)
Somit gilt
d(p,r)=/ @z . \/Eeww wi(p) i (x,1) . (6.26)
(2m)3 | wp

Ganz analog finden wir fiir den adjungierten Operator
atp,r) = [t @ 1)) (@)

d3z A
= [ on)] wﬁpe—www* (2, ) wr (p) . (6.27)

Jetzt kdnnen wir die gesuchten Antikommutatorrelationen ableiten
{apn).at @)} = [@odayQ! @) u5) @ 1) {da (@,0), 8} @.1))
_ / Bz &3z YT (2, 8) Y3 (@',8) bap 63 (a — ')

- / Bz y0t (@, 8) vl (x,1) (6.28)
Jetzt nutzen wir die Orthogonalitét der ebenen Wellen aus und erhalten daher
{atp,r),at (@)} =6*p—p) o . (6.29)
\Vollkommen analog resultiert
{atp,r),a@,r} ={a' (p,r),a' (P,r)} =0 . (6.30)

Als néchstes berechnen wir den Hamilton-Operator der quantisierten Dirac-Theorie. Wir gehen
aus von

= / Bt (1) (—ia - V + fm) P (z,1) . (6.31)
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Wir setzen die Entwicklung des Feldoperators ein

H=3" / d’p' / &*pat (p',r) a(p,7) / Sz yd ) (—ia -V + Bm) v (6.32)
Aus

(78, — m) ¥ (m,1) = 0 (6.33)
folgt explizit

(i’yoao + 76, — m) 1/1]5,” (x,t) =0 . (6.34)

Wir multiplizieren von links mit v° und bekommen so mit +° = 8 und +* = B
0oy (,t) = (~ia-V + pm) ) (x,t)
= gupl) (=,t) . (6.35)
Wir nutzen jetzt die Orthogonalitét der ebenen Wellen aus. Somit haben wir

H = Z/d3p’/d3pgff (p’,rl)&(p, r) Erwp/d?’x '@ZJI(,?;’)T () ¢I()T) ()

r,r!

4
= 3 [dpewi (pr)alp,r) (6.36)
r=1
Wir spalten den Hamilton-Operator auf nach positiven und negativen Frequenzen. Er lautet dann
2 4
= [ @ (St )i - S wd Gr)amn) (6:37)
r=1 r=3
Wir fuhren erneut den Operator der Teilchenzahl im Zustand 1/1]5:) ein durch
pr = &' (p,7)a(pyr) (6.38)

Der Hamilton-Operator (6.37) ist nicht positiv definit. Abhdngig von der Teilchenzahl im Kon-
tinuum zu negativer Energie kann der Erwartungswert des Hamilton-Operators beliebig negative
Werte annehmen. Als Hilfsvorstellung nehmen wir Bezug auf die Diracsche Lochertheorie. Wir
betrachten das Spektrum der Dirac-Gleichung

E
—5—
—— r=1,2
—5—
+m
0__
—m
——
—e— r=23,4
——

Das Spektrum der Dirac-Gleichung
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Im Rahmen der Lochertheorie wird gefordert, dafl im Vakuumzustand, d.h. bei Abwesenheit
von reellen beobachtbaren Teilchen, samtliche Niveaus im Kontinuum zu negativer Energie mit
E < —m mit Teilchen besetzt sind. Aufgrund dieser Hilfsvorstellung wird die Strahlungskatastro-
phe vermieden. Ohne den besetzten Dirac-See konnte ein Elektron zu positiver Energie in immer
tieferliegende Zusténde zu negativer Energie durch Emission von elektromagnetischer Strahlung
ubergehen. Es wird davon ausgegangen, daR diese Teilchen im Dirac-See stets vorhanden sind und
dal? sie bei Abwesenheit elektromagnetischer Felder homogen im Raum verteilt sind. Daher kann
der Dirac-See nicht beobachtet werden. Die Energie und die Ladung der Teilchen im Dirac-See
wird durch einfache Subtraktion wegrenormiert.

Zur Verdeutlichung dieser Prozedur gehen wir wieder zur Kastennormierung und zu diskreten
Impulsvariablen p; Uber. Die Antikommutationsrelationen lauten dann

{d (pl7 T) 7&T (pl’a TI)} = 5p,p,z 61"1"’ ’ (6.39)
{& (pl7 T) , G (pl’7 TI)} = {dT (pl7 T) 7dT (pl’7 TI)} =0 . (6.40)

Die nichtbeobachtbare Vakuumenergie ist dann die Summe Uber alle Energien aller Zustdnde im
Kontinuum zu negativer Energie

=-> 24: Wy, - (6.41)

p; r=3

Es ist eine divergente GroRe. Jetzt definieren wir den renormierten Hamilton-Operator durch

H =

I
2 =
5

|
— o —_ |
Mw

DI &T (plvr) d(pbr) + prl (1 - &T (pl7r) d(pl,T))>

r=3

ﬁ
Il
—

¥ dT (pl7 pl7 + Z wpl pl7 (pl7 T))

3
£
I
R

gl
E&

Ap,r + Z wplnplr> ) (6.42)

r=3

Il
=1

Hier haben wir mit ?LW den Operator fiir die Anzahl der Locher im Zustand ) eingefiihrt. Es ist

ﬁpﬂ” =1- dT (pl7 T) a (pl7 T) =a (pl7 T) &T (pl7 T) . (6-43)

H' ist nun ein wohldefinierter positiv definiter Hamilton-Operator. Wir werden jetzt die Locher
mit den Antiteilchen der Elektronen, den Positronen, identifizieren. Das physikalische Vakuum ist
jetzt definiert als der Zustand, der weder Teilchen noch Antiteilchen enthilt,

fipr |0) = 0 firr=1,2, (6.44)
fipr [0) = 0 firr =3,4. (6.45)

Hinsichtlich der Operatoren & und &' impliziert dies
a(p,r)|0) = 0 flirr=1,2, (6.46)
at (p,r)[0) = 0 firr=23,4. (6.47)
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Daher werden wir é (p, ) als Vernichtungsoperator fiir Teilchen (r = 1,2) und af (p,r) als Ver-
nichtungsoperator fiir Antiteilchen (r = 3,4) bezeichnen. Entsprechend sind auch a' (p,r) mit
r=1,2und a (p,r) mitr = 3,4 Erzeugungsoperatoren fiir Teilchen bzw. Antiteilchen.

Die Doppelrolle von & und &' macht die Theorie etwas uniibersichtlich. Wir werden unterschied-
liche Bezeichnungen fur Teilchen- und Lochoperatoren einfiihren. Gleichzeitig kehren wir zu den
alten Bezeichnungen fiir die Dirac-Spinoren u (p, s) und v (p, s) zuriick. Es galt

wi (p) = u(p,+s)
w2 (p) u(p,—s)
w3 () u(p,—s)
wi(p) = u(p,+s) . (6.48)

Man beachte das umgekehrte Vorzeichen fiir den Spin bei den Losungen fiir die Zustande zu ne-
gativer Energie. Entsprechend definieren wir jetzt neue Operatoren

b(p,+s) = a(p1) ,
b(p,—s) a(p,2) ,
cﬁ (p,—s) = a(p3) ,
d'(p,+s) = a(p,4) (6.49)

Fur die Teilchen des Kontinuums zu positiver Energie ist es einfach nur eine Umbenennung a — b.
Fur die Antiteilchenoperatoren wird nicht nur der Spin umgedreht, sondern auch der Operator
adjungiert, @ — d'. Fiir die neuen Operatoren lauten die Antikommutationsrelationen

{bp,s), b (0,5)} = Sp—p)ow | (6.50)
{d(p,s),d' (0,8} = &*(p-p)ow . (6.51)

Alle anderen Antikommutatoren verschwinden. In der neuen Nomenklatur lautet der Feldoperator
,/ (b 9)ulp,s)e ™ +dt (p,s)v(p,s)e*™) . (652

Hierbei ist bt ein Teilchen-Erzeuger, b ein Teilchen-Vernichter, dt ein Antiteilchen-Erzeuger und d
ein Antiteilchen-Vernichter. Mit diesen Operatoren laRt sich nun wieder der Fockraum konstruie-
ren. Der Vakuumzustand ist definiert durch

(,5)10) = 0 , (6.53)
d(p,s)[0) = 0 . (6.54)

S

Durch sukzessive Anwendung der Erzeugungsoperatoren bt (p, s) und dt (p, s) auf |0) lassen sich
dann Zustande mit beliebig vielen Teilchen und Antiteilchen aufbauen. Das Pauli-Prinzip ist auto-
matisch gewahrleistet.

Als néchstes studieren wir den Ladungsoperator

Q= e/d3x Ot(2)d(z) . (6.55)
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Wir setzen die Entwicklung des Feldoperators ein und erhalten

o [T [

(8 o, sl (0, s) W+d(p $) ol (¢, s') e )
P (b(p,s)u (p s)e ™ +d' (p,5) v (p, 5) ™)
_ez/ds b (p,5) b (p, s) u' (9, 8) u (p, s)

+d(p,s)d" (p,s)v! (p,s) v (p, )
+5f (—p, s') dt (p, s) ul (=p, s v (p, s) e2rt

+d(—p,s") b(p,s)vt (—p, ") u(p,s) e_2i"’”t) : (6.56)
Jetzt nutzen wir die Orthogonalitatsrelationen der Spinoren » und v aus. Es gilt
o' (,8)u(ps) =o' (p8)v(ps) = 2o (6.57)
ul (=p,s) v (p,s) =o' (—p, ) ulp,s) = 0 . (6.58)
Damit bekommen wir fiir den Ladungsoperator
Q=c3 [ Ep (i 0.9)b ) +d ) ' (,9)) (659)

Damit Q) durch die Teilchenzahloperatoren 7 (p, s) ausgedriickt werden kann, miissen im zweiten
Summanden die Operatoren d (p, s) und dt (p, s) vertauscht werden. Der resultierende Kommuta-
torrest ist gerade die Ladung der Elektronen im Dirac-See. Die Gesamtladung des Dirac-Vakuums
ist eine nicht beobachtbare unendlich grof3e Zahl ¢)y. Sie wird von (6.59) subtrahiert, um den phy-
sikalischen Ladungsoperator zu erhalten

Q=0-Qu=c¥ [&p(i' (,5)b(p5) - d' (p,5)d(p,5)) . (6.60)

Die Antiteilchen tragen hier das entgegengesetzte Ladungsvorzeichen (—e) im Vergleich zu den
Teilchen.
Eine formal korrekte Vorgehensweise besteht darin von Anfang an die Vorschrift der Normalord-
nung zu verwenden. Wir zerlegen erneut den Feldoperator in Anteile mit positiver und negativer
Frequenz

) (e, t) = ¢ (@,1) + O (2,8) . (6.61)
Es war
ben=x/ ﬁ (o ulps)e™ +d v ms)e™) (662
und esgalti)(p,s)|o>=0bzw.d(p,s)|o>=o. Daher haben wir auch
(@, |0) = 0, (6.63)
Ot (z,)[0) = 0 . (6.64)
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Die Normalordnung besteht nun wieder darin, alle positiv frequenten (also Vernichtungs-) Anteile
nach rechts zu riicken. Wir missen jedoch beachten, dal3 wir aufgrund der Antikommutation bei
jeder Vertauschung ein Minuszeichen bekommen. Beispielsweise lautet das Normalprodukt von

¥, Und g

R A=) ey A5 - Sy ()
Walst =Yy V5 +%e U5+ e U5 =95, (6.65)

Verwendet man die Normalordnung, so verschwinden aufgrund von (6.64) alle Vakuumbeitrage.
Die physikalischen Operatoren fur Energie und Ladung lauten somit

i = /d3x:z/3f(—z'a-v+ﬂm)z/3: , (6.66)
0 = e/d?’x:z/}w}: . (6.67)
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6.3 Der Feynman-Propagator fur Dirac-Felder

Wie im Klein-Gordon Fall definieren wir den Feynman-Propagator als Vakuumerwartungswert des
zeitgeordneten Produkts der Feldoperatoren an verschiedenen Raum-Zeit-Punkten

iSras (z — y) = <0 {T (Jja (2) s (y)) ‘ 0> . (6.68)

Der Feynman-Propagator fir Dirac-Teilchen hat eine Matrixstruktur. Bezuglich der Zeitordnung
muf} wieder beriicksichtigt werden, dal® beim Vertauschen der Feldoperatoren ein Minuszeichen
auftritt

T (o (@) 05 (1)) = b () 65 (1) © (@0 — o) = B (1) Bu @) O (o —30) - (6:69)
Somit ist auch

iSeas (2 =) = © (20 = 46) (0 | (2) B ()] 0)= (w0 — 70) (0|6 ) ¥ () 0) .(6:70)

Wir setzen in diesen Ausdruck die Entwicklung des Dirac-Feldoperators ) (x, t) ein und beriick-
sichtigen die Wirkung der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren auf das Vakuum. Somit be-
kommen wir

. d3l R »
iSrap (T —Yy) = @(xo—y0)<0‘< ,/ ” b(p,s) us (p,s)e *

+d' (¢, 8" va (¥, 8)6”””))
( \/: B (p,s) s (p,5) €™
5,5) T (0,5) € ))\o>
-0 -a) (o3 [ 2 f )5 0, ) e
), )e )
(=]

—ipx
” wp D,8) Uqy (p7 3) €

+d" (p,5) ve(pys) €P® ))‘0>

le

3 Id3 m2
B < w;,wp
0,0 > a (p, 910 0, ) 15 (. 5) 70 0)
d3 Id3 m2
B < Z/ w 209)
5,8’ ' Wp

d(,s)d (p, s) 03 01, 8) v 1 5) 7 0)
d3p m
:/ p_< O (zo — yo) € wyZua (p, s) @g (p, 5)

(2)° wp
— 0 (4 — 70) 7D Y ug (5, 9) 75 s>) . 6.71)
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Die Spin-Summen fiihren auf die Projektionsoperatoren

Zua b, s uﬂ p7 ) = (M> ’
af

2m

Zva b, s Uﬂ p7 ) = (u> 5

2m

Somit folgt fur den Feynman-Propagator
d3p 1
27T) 2wp

iSras (=)= [ 35555 ( @0 =) e (5 m),

— O (yo — 70) €7V (P—m) )
Aus der Diskussion des Klein-Gordon-Propagators erinnern wir uns, daf gilt
dp 1

— e @Y fiir g > ,
27r) 2wp 0~ Yo

iIAD (z—y) = /(

N d®p 1 "
—iATD (z—y) = /(27r) 35, — @Y fiir o < yo
P

Wir wenden den Operator (i ¥ + m) auf A bzw. A an

3
(¥ +m) A (z —y) = %/(;ﬂ) 230 (i ¥ +m) e @)

1 dp 1 ooy
- Z/(%) 2w,,(¢+m) N

= ($+m) A" (z —y)

= 1 dp 1 _ m) e®P@—y)
iy ] Gopag, C

27T) 2wp
= —(F-m)A) (z —y)
Somit kdnnen wir auch schreiben
iSrag (T —1y) = O (zo—yo) (i ¥ +m)ys A (z—y)

—O(yo—z0) i ¥ +m
Somit haben wir insgesamt
St (T =y)=(i W +m)os | © (20— 30) AP (@ —y)
— O (yo — 20) A7 (z — )
=(i X7+m)a5AF (z —y)

Die vierdimensionale Fourierdarstellung von (6.80) lautet

dp _, p+m
Srq —y) = / —ple—y) LT 7
Fag (¢ =) (27r)46 p?2 —m?+ie

SN’
=]
w
>
L
—~
S
|
N
SN’
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Der Feynman-Propagator im Impulsraum 1&Rt sich zusammenfassen in kompakter Notation schrei-
ben

1

Srea 0= e

(6.82)

Zu beachten ist, daB in (6.80) der zeitliche Anteil des Differentialoperators auch auf die Sprung-
funktion wirkt. Die auftretenden Zusatzterme heben sich jedoch gerade weg. Diese Terme haben
die Struktur

i7" (20 — yo) AW (z — y) — 7 (=6 (w0 — 90)) AT (z — 9)
= 7% (zo — o) (A(+) (z—y)+ A5 (z - y))
= Y0 (z—y)A(z—y)=0 , (6.83)

denn A (z — y) verschwindet flir die Zeitdifferenz zy — yo = 0.
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6.4 Zum Elektronenpropagator Sp

Wir betrachten ein Elektron im elektromagnetischen Feld. Wir gehen aus von der Dirac-Gleichung
(170" —m) ¢ = —e 7, A" 9. (6.84)

Die rechte Seite weist die Struktur des Faktors auf, den wir jedem elektromagnetischen Vertex
zuordnen. Wir erinnern uns, daB fur ein einlaufendes Photon gilt

A, = ¢, ek, (6.85)
Wir gehen jetzt aus von der Definitionsgleichung der freien Greenschen Funktion

(i 70" —m) Gp = 6W(z — ). (6.86)
Mit dieser Greenschen Funktion kénnen wir eine Losung zu (6.84) finden

P(z) = —e/d4:v' Gr(z,z') v, A*(z") ¥(z'). (6.87)

@ tritt hier auch auf der rechten Seite auf, so daf bei einer iterativen Losung eine Storungsreihe in
Potenzen von e erhalten wird.

Aufgrund der Translationsinvarianz ist Gr(x,z') nur eine Funktion der Differenz x — z'. Wir
transformieren in den Impulsraum

1 : ,
Grlz—2') = @) /SF(P) e~ P d'p. (6.88)
Wir setzen dies in (6.86) ein und bekommen
1 —ip(z—a' 1 —ip(z—a'
W/(]d— m) Sp(p) e” P dip = W/e pla=a') qip, (6.89)

Die rechte Seite ist gerade die Fourier-Darstellung der Delta-Funktion. Damit bekommen wir im
Impulsraum gerade

(#—m) Sr(p) =1 (6.90)
und somit
1 _ p+m
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6.5 Grassmann-Variable

Wir folgen einem Vorschlag von Berezin und betrachten die Grolien a, a*, b, b* als antikommu-
tierende c-Zahlen. Alle Paare dieser GroRen antikommutieren

{a,d'} = {a,d”} = {a,b'} = {a,b"}
= {a*,d"} = {a*, ¥} = {a*, 0"} = {b,V}
= {b7 bl*} = {b*vb’*} =0 (6.92)

mita = a(k,s) und o’ = a(k’,s’). Die antikommutierenden Variablen bilden eine Grassmann—
Algebra. In der skalaren Feldtheorie waren a, a* gewohnliche c-Zahlen. Die Einfuhrung der
Grassmann-Variablen wird hier durch das Spin-Statistik Theorem bewirkt. Damit wird auch die
Energie im Fall von Spinoren eine Grassmann-Variable. Der Begriff “positiv” macht dabei keinen
Sinn. Spin—Felder sind keine klassischen Felder. Die observable Energie ist ein Erwartungswert
der Energie.

Die Verallgemeinerung der Spinorfelder zur Quantenfeldtheorie wird durch Funktionalintegrati-
on Uber klassische Spinorfeldkonfigurationen durchgefiihrt. Dazu missen wir Differentiation und
Integration in bezug auf Grassmann-\Variable einfiihren. Wir betrachten zwei Variable

{a,a} = {a,b} = {b,b} = 0. (6.93)
Damit gilt auch

@ =0 =0. (6.94)
Ohne Verlust der Allgemeinheit konnen wir jede Funktion f(a, b) schreiben als

fla,b) = fo+ fia+ fib+ faab
= fotfia+ fib—faba, (6.95)

wobei fo, f1, f1und f gewdhnliche c-Zahlen sind. Beispielsweise gilt auch
e = 1+ax, (6.96)

wenn g eine Grassmann—Variable ist.

Differentiation erfolgt offensichtlich durch

0

a_f = f1+f2b7

a

o .

A fi (6.97)
Fur die zweite Ableitung gilt

of _  0*f

Badh = hoa - 2 (6.98)

Ahnlich kénnen wir die Integration iiber Grassmann-Variable definieren. Die infinitesimale
Grolien da und db sind ebenfalls Grassmann-Variable

{a,da} = {a,db} = {da,b} = {da,db} = 0. (6.99)

122



Multiple Integrale werden sukzessive ausgefiihrt

/dadbf(a,b) = /da (/dbf(a,b)) . (6.100)

Dazu missen wir nur die elementaren Integrale [ da und [ da a kennen. Nun ist

(/da)2 — (/da) (/db) - /dadb - —/dbda - —(/da)2. (6.101)

Daraus folgt

/ da = 0. (6.102)
Da es keine weitere Skala fur Grassmann—Variable gibt, kdnnen wir frei definieren
/da o = 1. (6.103)
Wir sehen, dal die Integration die gleiche Wirkung hat wie die Differentiation
0?f
/da b flab) = ~f» = 5. (6.104)

Die Verallgemeinerung zu einer endlichen Zahl von Grassmann—Variablen ist offensichtlich. Auch
die Funktionalableitung und Integration ist dhnlich. Es gibt keinen Unterschied zwischen bestimm-
ter und unbestimmter Integration. Es ist beispielsweise

/e‘”” da = /(1+a:v) do = x. (6.105)
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6.6 Weitere Bemerkungen zu Grassmann-Variablen
6.6.1 Differentiation
Differentiation nach Grassmann-Variablen

Bei "herkdmmlichen” Variablen ist die Ableitung so definiert, daf3

)
(2] = 0y (6.106)

und damit
% =0 . (6.107)

Grassmann-Zahlen dagegen sind antikommutierende Objekte — man nennt sie oft auch “fermio-
nische Objekte” —, und deshalb definiert man:

0
an ' 9ry = Opr 6.108
{aep b 0 } 61) ( )
Auch hier (wende den Antikommutator auf 1 an; aol = 0) gilt:
06
T = 6.109
80, O (6.109)
Fir Grassmann-Zahlen {8} gilt
{0,,6,} =0 . (6.110)
Genauso gilt analog zu
0 0
—,—]=0 6.111
[aIEZ’, a:E]] ( )
nun
0 0
— —Y=0 . 6.112

Beweis: Mit Hilfe von [30 {6 9_0.}] = 0V, 4, und der (sog. “graded”) Jacobi-Identitt

[{r, 3_(,72.}7 %] [{80,-7 39].} 2 ] [{%7 0}, 6%2] = 0Vi, j, r folgt [0, {3%27 %}] = 0Ve,j,r. Fur
alle Funktionen f(6; ...0x), die als Potenzreihe in den 6, geschrieben werden kdnnen, ist daher

agvag}f {agaag}f 1_f{39739}1_ovf
Als Belsplel betrachte
0 0

Das Ergebnls ist in der Tat antisymmetrisch in i und j.

BEWE‘iS: 30; ( 0 0 0 ) ((51»]0;,, 0 %ep) = 6rj6pi — 5”~5m~
H]/—/
Op;
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6.6.2 Integration
Integration Uber Grassmann-Variablen

Fall 1: Eine Grassmann-Variable

Angenommen, es gebe nur eine Grassmann-Variable 8 mit

{6,0} =0 . (6.114)
Sei

f(0) =f(0)+ 10 (6.115)

eine Funktion dieser Grassmann-Variablen. (H6here Terme verschwinden wegen 6% = 0.) Dann
definiere ganz formal das Integral

/ dof(0) = I[f] (6.116)
als Funktional
I . fsIfleC . (6.117)

Das Integral ist eine komplexe Zahl c. Hier kann man das Integral weder als Flache unter einer Kur-
ve f(#) interpretieren, noch haben Integrationsgrenzen einen Sinn. Trotzdem fordert man einige
Eigenschaften, die denen von [*<° dx entsprechen:

/ dOf (6 + 6o) = / dff(8) Translationsinvarianz (6.118)

/ dblaf(9) + Bg(9)] = a / dof(6) + / d8g(d) a,8€C Linearitit (6.119)

/ o1 := (6.120)

/ 60 =1 (6.121)
Dann ist

/ dof6) = fi . (6.122)
Gleichzeitig ist

9

O =5 . (6.123)

Es gibt also keinen Unterschied zwischen Differentiation und Integration.
Definiere die (eindimensionale) Deltafunktion mit

/ dof(9)s(6) = £(0) . (6.124)
Aus

/def(e)e - /d0 0£(0) +/d0 6% f, = £(0) (6.125)
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wegen 62 = 0 schlieRt man

50)=16 . (6.126)

Fall 2: Mehrere Grassmann-Variablen

Die Argumentation verlauft ahnlich wie im Fall der Differentiation.
Gegeben seien N Grassmann-Variablen 6 . .. 5 mit

{6:;,0,}=0 Vi, j=1...N . (6.127)
Die Differentiale sind ebenfalls antikommutierende ("fermionische”) Objekte. Deshalb fordere

{db;,df;} =0 Vi,j=1...N (6.128)
bzw.

{/dei,/dej}zo Vij=1...N . (6.129)
Analog zum eindimensionalen Fall gelten Translationsinvarianz und Linearitat sowie

/ d6;1:=0 Vi (6.130)

/ 40,0, =1 Vi (6.131)
und

{/dei,ej} —0 fiir i£j . (6.132)
Man kann die letzten beiden Gleichungen zusammenfassen zu

{ / d6;,0;} = 8i; . (6.133)

Vergleicht man die Antikommutatoren (6.129,6.132) mit (6.108,6.112) und beriicksichtigt
0
—~ 1= 1= ; .
50 / db;1=0 Vi | (6.134)

so erkennt man wieder:

Integration = Differentiation.

Anschaulich kann man das so verstehen: Differenzieren bzw. Integrieren bedeutet Erniedrigen bzw.
Erhdhen der Ordnung um 1. Da es bei Grassmann-Variablen jedoch nur die Ordnungen 0 und 1
gibt, ist diese Erniedrigung bzw. Erhéhung modulo 2 zu verstehen. Und dann haben Erniedrigen
und Erhohen den gleichen Effekt.

Eine beliebige Funktion der Grassmann-Variablen 1a3t sich entwickeln:

FOL...08) = FO) + £+ ...+ fNOn + F120:0, + ...+ F2 Ny ... 00, (6.135)
Mit Hilfe von (6.130,6.131) erhalt man dann
/ a6, / df, ... / dOnfOy ... 0x) = f12N (6.136)

Ein Integral [ df, ... [ dfx stellt somit eine Projektion auf die Komponente hochster Ordnung in
der Reihenentwicklung von f(6; ... 6y) dar.
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7 Pfadintegral — Quantisierung

7.1 Feldtheorie und Pfadintegrale

Die Feldtheorie ist heutzutage das Hauptanwendungsgebiet der Pfadintegrale. Wir beginnen mit ei-
nigen allgemeinen Vorbemerkungen. In der Pfadintegralbeschreibung der Quantenmechanik sum-
mieren wir tber alle Pfade z(t) mit 0 < ¢ < T. Fur z(¢) wurden gewisse Randbedingungen
beit = 0und¢ = T vorgegeben. In der Feldtheorie haben wir tber alle Feldkonfigurationen
o(r,t) zu summieren, wobei r als auch ¢ variieren. Angenommen wir haben das klassische Feld
o(r, t) vorliegen, dann soll das entsprechende quantenmechanische Objekt mit ¢ (¢(r, t)) bezeich-
net werden. Dies ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, daR das Feld den Wert o(r) zur Zeit
1 angenommen hat.

Wir nehmen an, dal’ die Dynamik des klassischen Feldes aus dem Variationsprinzip mit der Wir-
kung abgeleitet wird, die gegeben ist durch

A = / dt / &P L(p, ) (7.1)
mit
a 2 2 1 2 2
L= %(a—f> — 5 (Vo) — sm?o® — P(p) . (7.2)

m ist hierbei konstant und P ist eine Funktion von ¢, beispielsweise A ¢*. Dann erfiillt das klassi-
sche Feld die Euler—Lagrange Gleichung

0%p 2 2 or

Der quantenmechanische Zustand wird durch den Propagator charakterisiert

Gl¢"(x),t"; ¢ (r), ] = /Hdgo(r,T) exp{%/dT /d3:v ﬁ(go,gb)} . (7.4)

Das Symbol IT,., kennzeichnet eine Summe Uber alle Feldkonfigurationen. Die Summe ist tber
alle Felder zu nehmen, die zur Zeit ¢ die Konfiguration ¢'(r) und bei t” die Konfiguration ¢"(r)
haben.

Startet man von der Kenntnis von G, kann man formal alles Weitere ableiten: Wellengleichung,
Kommutatorbeziehungen, Vakuumerwartungswerte, Storungsentwicklungen usw.
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7.2 Die Vakuum-Persistenz-Amplitude W{J] oder
die Verweil-Amplitude

Um etwas Uber die dynamischen Eigenschaften eines Quantensystems zu lernen, kann man die
Reaktion untersuchen, die erfolgt, wenn am System ,,geriittelt“ wird. Das soll heil3en, man unter-
wirft das System einer von aulRen aufgepragten Storung und beobachtet, welchen Einflul dies auf
Ubergangsamplituden hat, beispielsweise auf {¢’, #'|¢, ). Die Stérung soll durch einen klassischen
Quellterm J(t) beschrieben werden, den man sich durch ein makroskopisches Kraftfeld realisiert
denken kdnnte. Damit J(t) als Inhomogenitét in der Bewegungsgleichung auftritt, muf ein Term
J(t)q in die Lagrange-Funktion bzw. —J(t)g in die Hamilton-Funktion geschrieben werden. Auf-
grund dieser Modifikation lautet nun der Feynman-Kern in der Pfadintegral-Formulierung

(q t|q, J—/Dq/Dpe% pg—H(p,q)+J(t)q) : (7.5)

wobei der Index J die Abhédngigkeit von der Storung kennzeichnet. Es soll gelten

lim J() =0 . (7.6)

t—*+oo

Wir nehmen an, daf die externe Quelle J (¢) flir groRe Zeiten adiabatisch ausgeschaltet wird.

Asymptotisches Ausschalten des Quellterms

Die Zeitpunkte ¢; und ¢, mitt < ¢; < 0,¢ > t5 > 0 seien so gewahlt, dal die Funktion J (¢) auRer-
halb des Intervalls [¢1, t5] verschwindet. Wir schieben zwei vollstdndige Sétze von Eigenzustianden
des Ortsoperators ¢ in der ,,bewegten” Basis des Heisenberg-Bilds ein. Es folgt

(¢',t'|q,t); /déh/déh ¢t |ga, ta) (@o, tol qu, t1) y (qu, tal @, 8) . (7.7)

Da im AuRenbereich die Storung J abgeschaltet ist, kann man das erste und das letzte Matrixele-
ment nach dem Satz von Eigenzustanden des ungestorten Hamilton-Operators H entwickeln. Es
resultiert

(@, t g2, t2) = <q ettt /h‘Q>
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= Z<q/ e—iﬁt’/h‘n> <n eiﬁt2/h‘q2>
= (| n) (nlga) e el

= > U () ¥} (o) e8I (7.8)

Damit bekommen wir fiir das Ubergangsmatrixelement (7.7)

<qI7 t’| q, t)J
= Z Y (¢') ¥r (q) e~ ~Ent)/h / dgs / dg1 ¥y (go, t2) (ga, t2 |1, t1) ; ¥n (g1, 1(07.9)

Erneut interessieren wir uns fir das Verhalten fur ¢/ — oo, ¢t = —oo. Hierzu filhren wir erneut
eine analytische Fortsetzung zu imaginéren Zeiten durch mit 7 = .
lim (¢,t'|¢q,t); = lim (¢, —ir'|q,—iT);

t' 300 ! 5 +ico
t——o0 T——1i00

—  lim (¢, —ir'| ¢, —iT); . (7.10)

Aufgrund des exponentiellen Abfalls bleibt in der Summe in (7.9) nur der Beitrag des Grundzu-
standes mit n = n' = 0 {brig. Somit ergibt sich fir 7’ — oo, 7 = —o0
(¢',—i7'| g, —iT),
— o (¢) e T Pt (g) eEOT/h/d%/dQﬂ/Jg (g2,t2) (g2, 2] q1, t1) ;Yo (qu, 1)
= o (q,—ir") g (g, —iT)/déh/dm (0lga, t2) (g2, ol g1, t1) ; (@, 01 0) . (7.11)

Der Integralausdruck auf der rechten Seite hat offenbar die Bedeutung der Wahrscheinlichkeit-
samplitude dafiir, daB der Grundzustand |0) unter Einwirkung der Stérung J (¢) im Zeitintervall
(t1,12) unveréndert bleibt oder dafiir, daf die Stdrung keine Anregung induziert. Unter Vorweg-
nahme der feldtheoretischen Nomenklatur sprechen wir von der Vakuum-Vakuum-Amplitude, der
Vakuum-Persistenz-Amplitude oder der Vakuum-Verweil-Amplitude. Wir bezeichnen dies durch
das Funktional W [J],

W] = (0[0),
= /d(h/dql (0]g2,t2) (g2, t2| g1, t1) s (@1, 11| O) . (7.12)

Das so definierte Vakuumfunktional kann berechnet werden durch

. (¢',t'] g, 1)
WlJ] = lim } 7.13
s TN PR P ) (713)

Wir definieren die Vakuum-Vakuum-Amplitude oder die Vakuum-Persistenz-Amplitude oder die
Verweil-Amplitude als

. <ql7tl|q7t>‘]
e ety 7.14
[J]={00); = lim (¢',t']g, t) o

t—ic0o
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W ist ein Funktional von J. Es ist ein Fundamentalobjekt in der Quantenfeldtheorie. Aus der
Kenntnis dieses generierenden Funktionals lassen sich die n-Teilchen-Greenschen-Funktionen ab-
leiten. Damit lassen sich in einer storungstheoretischen Behandlung der Quantenfeldtheorie alle
Observablen ermitteln. Ferner kann das generierende Funktional W[.J] als Ausgangspunkt fiir eine
nicht perturbative Behandlung der Quantenfeldtheorie dienen. Bis auf den Normierungsfaktor ist
WJ] gerade der Feynman-Kern fiir die Propagation von (g, t) nach (¢, t') unter Berlicksichtigung
der Storung J(t)q. Deshalb 18Rt sich W [J] durch das entsprechende Pfadintegral darstellen

. too
( :
W[J] = N/Dq/Dp exp {ﬁ_/ dt(pg — H(p, q) + Jq)} . (7.15)
Die Normierungskonstante A kann durch die Forderung

W] =1 (7.16)

fixiert werden. Der Grundzustand eines Systems soll stabil sein, wenn keine duBere Storung wirkt,
J = 0. Bei einer Verallgemeinerung auf ein Quantensystem von D Dimensionen folgt

D D i +oo D D
W[Jl,---,JD]=N/HDQaHDPanP ﬁ/dt<2paqa—H>+2Jaqa (7.17)
a=1 a=1 oo a=1 a=1

Wir kdnnen die n-fache Funktionalableitung von W [J] nach der Funktion J() bilden

s 39y = (3) [P0 [ Prat) gt e {%4 =i JQ)} )

Dies unterscheidet sich von der Definition der n-Punkte-Funktion nur durch das Auftreten von J(t)
im Exponenten. Also erhdlt man die n-Punkt-Funktion aus der Funktionalableitung von W{[J],
genommen an der Stelle J = 0,

orrtate a0 = (5) 570030 (7.19)

J=0

Dies ist die grundlegende Relation fiir die Berechnung von Propagatoren in der Quantenfeldtheo-
rie.
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7.3 Feldtheorie im Euklidischen

Bei der Ausfiihrung des Pfadintegrals gibt es Konvergenzprobleme durch die ungedampft oszil-
lierende Exponentialfunktion fur asymptotische Zeiten. Als Ausweg kdnnen wir komplexe Zeiten
einfiihren, indem wir die Zeitintegrationskontur drehen. Dann gilt t = e~%7 mit 7 reell. Besonders
tbersichtlich wird das Verfahren, wenn man als Drehwinkel 6 = % wahlt. Hierbei geht man von
reellen zu rein imagindren Zeiten uber.

Wir gehen aus von dem Vierervektor z,, = (o, z1, Z2, Z3) = (2o, ) im Minkowski-Raum. Nun
wird ein neuer Koordinatenvektor g, = (g1, Zg2, ZE3, Tra) = (T, 4) eingefuhrt mit

Ty = ’iIEO y Tp =& . (720)

Die Zeitkoordinate wird um einen Winkel 7 gedreht, die Ortskoordinaten werden beibehalten. Es
wird ein vierdeimensionaler euklidischer Raum aufgespannt. Durch den Faktor ¢ wird der Vor-
zeichenunterschied in der Metrik zwischen den rdumlichen und zeitlichen Komponenten eines
Vektors im Mikowski-Raum aufgehoben. Fiir das Quadrat eines euklidischen Vektors folgt

2 _ _ 2 2 2 2 __ .2 2
Tp = TEUTE, =] +25 +23+2) =T — I

= —zuat =—a? . (7.21)

Im Euklidischen gibt es keinen Unterschied zwischen den kovarianten und den kontravarianten
Komponenten eines Vektors.

%zo %$4

§R$0 §R:E4

Wick-Rotation: Eine Integration entlang der reellen euklidischen z,-Achse entspricht im
Minkowski-Raum der Integration entlang der imaginéren zo-Achse in negativer Richtung.

Bei der Berechnung des Pfadintegrals hat man nun entlang der reellen z4-Achse zu integrieren.
Dies liefert die euklidische Ubergangsamplitude. AnschlieRend geht man durch analytische Fort-
setzung zuriick zur Minkowski-Zeitkoordinate.

GleichermaRen fiihren wir einen euklidischen Impulsvektor ein mit

Pep = (Pg>P4) (7.22)

und
Pa=—1py , Pp=DP . (7.23)
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Das Quadrat des euklidischen Impulsvektors ist
pr=p"—py=-0" . (7.24)
Jedoch erfolgt die Drehung beim Impulsvektor in die andere Richtung als beim Ortsvektor.

Cx Cx
~SDo P4

$po $ps

Die Wick-Rotation im Impulsraum ist mit umgekehrtem Vorzeichen definiert.

Das Vorzeichen beim Impulsvektor wurde so gewdhlt, dal? das Produkt aus Zeit und Energie inva-
riant ist,
paza = (—ipo) (izo) = poxo - (7.25)

Diese willkurliche Konvention hat den physikalischen Nebeneffekt, daB sich die Laufrichtung einer
ebenen Welle beim Ubergang zu den neuen Koordinaten nicht dndert. Es ist

eiPut* _ oilpozo—p-®) _ i(pata—pp-TE) (7.26)
Fir das Skalarprodukt der euklidischen Vierervektoren gilt

PE*TE = PaT4 + P TE =PoTo +P T , (7.27)
was nicht mit p -  Ubereinstimmt.
Wir untersuchen jetzt die vierdimensionale Fourier-Transformierte. Fir die Volumenelemente gilt
diz = —idzy (7.28)
dp = idpr . (7.29)

Die Fourier-Transformation einer Funktion f (p?), die vom Quadrat des 4-Impulses abhangt, 143t
sich folgendermaRen auf euklidische Koordinaten umschreiben

- 4 ]
fo = | (;1;))4 e f ()
= i e ()
= i e e (45

= / %e—iww f(-r%) (7.30)
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Hierbei haben wir den rdumlichen Anteil des Impulsvektors umgedreht, p% = —py. Abschliefend
wurde die Integrationsvariable wieder in pz umbenannt.
Auch das Verhalten von Vektorfeldern bei Wick-Rotation muf3 festgelegt werden. Wir bestimmen

Ay (zg) = —ido (z) (7.31)
Ap(zp)=A(w) . (7.32)

Diese Vorzeichenwahl ist durch das Prinzip der minimalen Ankopplung und durch die Eich-
invarianz nahegelegt.
Schliellich schreiben wir noch das Vakuum-Funktional einer skalaren Feldtheorie ins Euklidische

um. Es ist
4 . 0¢
= N / D¢ exp{ / dizp ( ( ) + J¢>} . (7.33)

Hierbei ist die Zeitintegration entlang der reellen x4-Achse zu fuhren. Im Fall eines skalaren Felds
mit Selbstwechselwirkung V' (¢) lautet die Lagrange-Dichte

2
£ o= (et~ V6-V6) — m’d —V ()
2
= _ l% (849046 + V¢-V¢)+%m2¢2+v(¢)]

K2 1
Das euklidische VVakuumfunktional der skalaren Feldtheorie hat also die Form
Wg[J] =
I K2 P
N / D¢ exps —> / d'p | 5 OmudOmud + 6 +V (6) = Jo) o . (1.39)

Der Integrand fallt asymptotisch exponentiell ab, statt ungedampft zu oszillieren.
Die Relation

Wi o< [ D6 exp {1 55(]} (7.36)

mit der reellen euklidischen Wirkung Sg > 0 ist Ausgangspunkt fiir eine Analogiebetrachtung zur
statistischen Physik, in der die Zustandssumme

Z=Y exp{~Ed/ (kT)} (1.37)

eine fundamentale Grof3e ist.
Die euklidische Formulierung der Feldtheorie ist auch Ausgangspunkt fiir die Gittereichtheorien.
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7.4 Das Pfadintegral fur skalare Quantenfelder

Bisher haben wir ein System mit endlich vielen Freiheitsgraden ¢, mit o = 1,..., D mittels der
Pfadintegralmethode untersucht. Wir wollen dies nun auf den Fall einer relativistischen Feldtheorie
mit unendlich vielen Freiheitsgraden verallgemeinern.

Als einfachsten Fall betrachten wir zunéchst das skalare Feld ¢ (). Die Feldfunktion ¢ (, t) 1aRt
sich als Verallgemeinerung eines Koordinatenvektors g, (£) mit x als kontinuierlichen Index anse-
hen. Die Dynamik des Systems wird beschrieben durch eine Lagrange-Funktion, die sich bei einer
lokalen Feldtheorie als Integrand tber eine Lagrange-Dichte schreiben laRt

L=[d2L((),06() . (7.38)
Mit dem kanonisch konjugierten Feld
oL
=~ 7.39
m(2) = 3 ) (7.39)
lautet die zugehorige Hamilton-Funktion
H= / B H (r,¢) = / &z (1ded — L) . (7.40)

Bei der kanonischen Quantisierung werden den FeldgroRen ¢ (z) und « () Operatoren ¢ (z) und
# (z) zugeordnet. Es werden die Kommutatorrelationen zu gleicher Zeit postuliert

6 (x,0),7(@,1)] = ihP(@—a) , (7.41)

6 (2,),6(,1)] = [F(2,1),7(,8)]=0 . (7.42)
Der Feldoperator geniigt der Heisenberg-Gleichung

—ihd (x,1) = [H,é(2,1)] (7.43)
was durch

¢ (x,1) = 14" § (, 0) ¢4/ (7.44)
gelost wird.
Der Heisenberg-Feldoperator besitzt einen Satz von zeitabhéngigen Eigenzustanden. Es gilt

6 (@, t)]6,t) = ¢ (@) 1) . (7.45)

Dies ist analog zur bewegten Basis fiir einfache Quantensysteme.
Die Zeitabhéngigkeit des Basisvektors |¢, ) ausgedriickt durch den entsprechenden Heisenberg-
Vektor |¢) ist gegeben durch

¢, t) = €17 |6, 0) = T |g) (7.46)

Wir betrachten nun die Ubergangsamplitude zwischen zwei dieser Zustandsvektoren zu unter-
schiedlichen Zeiten. In der Quantenmechanik war diese Grofie der Feynman-Kern

<¢I,tl|¢,t> — <¢I

e—iﬁ(t’—t)/h‘ ¢> _ (7.47)

134



Diese GrolRe gibt die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir an, von der Feldkonfiguration ¢ () zum
Zeitpunkt ¢ zur Feldkonfiguration ¢’ (x) zum Zeitpunkt ¢ tiberzugehen. Wir verallgemeinern die
Pfadintegraldarstellung des Feynman-Kerns aus der Quantenmechanik zur Quantenfeldtheorie

I
(¢, 1] b, 1) /Dqs/m eXp{;/dT/d?’:E (Waqu—H(W,qS))} . (7.48)
t
Die zugehorigen Randbedingungen sind
¢(x,t) = ¢'(x) , (7.49)
¢ (x,t) = ¢(x) (7.50)

mit speziell gewahlten Funktionen ¢’ (z) und ¢ ().

Wir missen jetzt angeben, was wir unter dem Pfadintegral | D¢ genau verstehen und wie es tech-
nisch auszuwerten ist. Wir werden zunéchst die Raumkoordinate auf ein endliches Volumen be-
schranken und die auftretenden FeldgroRen diskretisieren. Wir fiihren Elementarzellen mit dem

Volumen AV ein mit Mittelpunktskoordinaten &, £ = 1, ..., M. Dann wird aus der kontinuierli-
chen Feldfunktion ¢ (z, t) ein endlichdimensionaler \ektor
b (t) = & (e, 1) (7.51)

mit diskretem Index £. Die Konstruktion des Pfadintegrals durch Zerlegung des Zeitintervalls [¢, ¢']
in N Abschnitte kann direkt tibernommen werden. Wir erhalten

(¢, t’|¢, t) =
N-1 N-1 A . . N-1 M il — bun
hmH T1 déen TT 2V exp { £ 3 S AV [y 2nti =0t _ g1\ 52)
=1 Ln=1 n=0 27Th h n=0 {=1 3
Hierbei haben wir als Feldvariable
¢€n = ¢ (w€7 tn) ) (753)
Ten = T (@4, tn) (7.54)

auf den Gitterpunkten. Der Grenziibergang in (7.52) besteht aus drei Schritten:
(1) Z\}im unter der Bedingung Ne = t' — ¢ fest,
—00
(2) Z\}im unter der Bedingung M AV =V fest,
—00
® Jim,

Erneut kdnnen wir auf die Lagrangesche Form des Pfadintegrals tbergehen. Wir betrachten ein
skalares Feld mit Selbstwechselwirkung. Die Lagrange-Dichte lautet (c = 1)

h2
L= 0,00"p~ m¢ ~V(e) (7.55)
Die Hamilton-Dichte ist
_ 1 o2 1., 2 1 20
H=opam + 5" (VE) +5m d"+V (9) (7.56)
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mit dem kanonisch konjugierten Feld
T =h0 . (7.57)

In diesem Fall erhalten wir fur das Feynmansche Pfadintegral

(¢, 1] b, 1) =/\/’/D¢ exp{;/df/d?’xﬁ(qs,q's)} . (7.58)

Auch weitere Grolien lassen sich direkt auf die Feldtheorie Ubertragen. So lautet der Vakuum-
Erwartungsert des zeitgeordneten Produkts mehrerer Feldoperatoren ¢ (x), also die n-Punkt-
Funktion oder die Mehrteilchen-Greensfunktion

O [p@)--d@)lo)
=N [ D66 ()6 (o) exp{ [d'o£(p,0)] . (7.59)

Die Zeitintegration bei der Bestimmung der Wirkung erstreckt sich bis ins Unendliche. Um Kon-
vergenz zu erzielen, mull man erneut eine Drehung in der komplexen Zeitebene vornehmen.
Auch der Kunstgriff, eine externe Quelle einzufiihren, 188t sich auf die Feldtheorie tbertragen.
Der Quellterm ist jetzt ein Funktion J (z) von Ort und Zeit, die mit dem lokalen Feld multipliziert
wird. Dies fiihrt auf die Ubergangsamplitude

¢ .
(¢, 1] 6, 1) =N/D¢ eXp{ /d4 (4,9) +J¢)} . (7.60)
®

Das Vakuum-Vakuum-Ubergangsfunktional lautet dann

W 1J] = (0]0), N/D¢exp{ /d4 ¢¢)+J¢)} . (7.61)

Das Vakuumfunktional W [J] ist von zentraler Bedeutung in der Feldtheorie. Mit seiner Hilfe
kdnnen die Greenschen Funktionen berechnet werden. So folgt

X . R\" "W [J
Orpen--se0 - (3) e

(7.62)
J=0
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7.5 Konstruktion des Pfadintegrals in der Feldtheorie

Wir betrachten ein skalares Feld #(Z,t) und wollen nun das spezielle Ubergangsmatrixelement
< ¢",t"|¢',t' > berechnen. Wir diskretisieren den Konfigurationsraum in M Zellen Z; mit
[ = 1,...,M, sowie die Zeitkoordinate in N Intervalle durch Wahl der Stutzpunkte ¢, mit
n=0,...,N.Damitistty = ¢/, &, =t +¢, ..., ty = t”. Dann existiert in jeder der Zellen eine
Basis von Eigenzusténden des Heisenberg—Feldoperators ¢;, = ¢(i}, t,), die die Vollstandigkeits-
relation

/dqﬁm P, tn >< Br, 10| =1 (7.63)

erfullt.
Die Ubergangsamplitude 4Rt sich in ein Produkt tber die Amplituden der M Zellen zerlegen.
AnschlieRend wird die Zeitentwicklung diskretisiert

<¢’1’7 I2I7"'7 I](l?t”|¢ll7¢,27"'7¢lzw7tl>

M
— H <¢;’,t"|¢;,t’>
=1

12

< ¢II, t”|¢l, tl >

M
= I [ déin-r- [ dérs [ dgns < 8, #"luw-1,twos > .
=1
< Bra, ol B, 0 >< B, |, 1 > (7.64)

Macht man N sehr groR, so geniigt es, die Ubergangsamplituden fiir infinitesimal benachbarte
Zeitpunkte zu kennen

7 ~
< ¢ln+17tn+1|¢ln7tn > = < ¢ln+1| eXp{_ﬁHe} |¢ln >

= < il = pHelgun > +0(). (7.65)
Der Hamilton-Operator der diskretisierten Theorie (endliches M) lautet
A ~ ~ M ~ ~
H(’ﬁ-h'":’er; ¢17"'7¢M) :ZAVH(’]ATZ:QSZ) (766)
=1

und hangt von den diskretisierten Werten des konjugierten Feldoperators

- (7.67)
O,
ab. Zur Auswertung von (7.65) wird wieder ein vollstdndiger Satz von Eigenzustdnden
| > = Ma|mn > (7.68)
mit
AVdm,
pop e >< M| =1 (7.69)
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t=t, o

N

@’ o, 7

Figur 18: Ein Pfad flr die Entwicklung der Feldfunktion in einer Zelle I des Konfigurationsraumes.

eingeschoben. Dann ergibt das Matrixelement des Hamilton-Operators

< ¢ln+1|I:I(7AT7 $)|¢ln >

AVdm, A
= l <¢ln+1|7‘—ln >< 7Tln|H|¢ln>
27h
AVdm,
= [ =5 < Onnilmin >< Maldn > AV H(min, d1n). (7.70)

Man beachte, daB hier nicht mehr der Operator # der Hamilton-Dichte auftritt. Als Verallgemei-
nerung von

< g|p > = exp(ipg/h) (7.71)
in der Quantenmechanik verwenden wir nun

< in|min > = exp {%AV 7Tln¢1n} : (7.72)
Im Kontinuumslimes wird dies

< gl >= exp {%/d?’x w(:i’)q&(:i’)} . (7.73)

Das Uberlapp-Matrixelement in (7.65) wird damit

AVd?Tln

1
< ¢ln+17tn+1|¢ln7tn > = orh €xXp {ﬁAV 7Tln(¢ln+1 - ¢ln)}

x (1 — LeAV ’H,n) + 0 (7.74)
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mit der Abkiirzung H;,, = H (7, ¢1r). Damit bekommen wir schlieBlich
M /N-1 N-1 AVd?Tln
I (10 o) (1L / 255°)

i N-1 M
X exp {ﬁ > D AV ma(¢ings — ¢1n)}

n=0 [=1

< ¢,I,tll|¢l,tl >

12

;N-1 M
X exp ~% S e AV H, ;. (7.75)

n=0 [=1
Im Kontinuums-Grenzfall fuhrt dies auf das Ergebnis

<q", t"|¢ t >= hm lim lim H (H /d¢ln> (H /A‘;:;:ln>

V—o00 M—00 N—)oo

N-1 M
xexp{ > D AV mn(fing — ¢ln)}

n=0 [=1

,L'N 1 M
Xexp{—ﬁ > GZAVHM}

n=0 I[=1

= /Dqs/m exp {%/tt dT/d3:E (7r30¢— H(W,QS))} . (7.76)

Der Grenziibergang besteht damit aus drei Schritten

lim  unter der Bedingung Ne=1t" -1 fest,

N—oo

lim unter der Bedingung MAV =V fest,

M—oc

Jm
Das Phasenraumintegral (7.76) lait sich auf die Feynmansche Form bringen, wenn die Hamilton-
Funktion nur quadratisch von den konjugierten Feld 7 abhéngt. Wir nehmen an, daR # die Stan-

dardform hat

1
H(r, @) = 2+ h2(v¢) + m2¢2 +V(¢) = h27r +H . (7.77)
Dann lautet die Ubergangsamplltude fiir benachbarte Zeitstutzpunkte in erster Ordnung
T AVdm,
< ¢ln+17tn+1|¢ln7tn > _/ onh
1 . 1
X exp {ﬁe AV (Wzn¢zn - 2h27rl" ’an) } : (7.78)

In H;,, sind die w-unabhdngigen Terme der Hamilton-Dichte zusammengefalit. Gleichung (7.78)
ist wieder ein GaulRsches Integral, das sich durch quadratische Ergdnzung auf die Standardform
bringen laRt.

AV

1 1. ..
< ¢ln+17tn+1|¢ln7tn > % €xXp {ﬁeAV (_h2¢l2n - H;n)}

/d7r exp{ GAV ’2}

omie\ /2 7 .
- (Am) exp{ﬁeAV (W82, —’H;n)} . (7.79)
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Fiir das Ubergangselement folgt damit schlieRlich

<t > = i 1 i 11\—4[]\1—_[1/61(;5 (27rie)_N/2
’ ’ T e M Nl—Igol:1 oo "\ AVH
,L'N—l M
xexp{— Z eZAVﬁln}
hozo o

N/ms exp{%/d‘*x ﬁ(qs,qé)} .
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7.6 Der Propagator fir das Klein-Gordon Feld

Fur den Fall des freien skalaren Feldes kdnnen wir das generierende Funktional exakt berechnen.
Im Gegensatz hierzu konnen wir im Fall des wechselwirkenden skalaren Feldes nur eine Entwick-
lung in Potenzen der Kopplungskonstanten um das freie Feld durchfiihren.

Die Lagrange-Dichte des freien Feldes lautet fir A = 0

n? . 2
L = 53,,@3 @—%@2. (7.81)

Wir starten unsere Untersuchungen im euklidischen Raum, berechnen hier Wg[.J] und gehen dann
zuriick zum Minkowski—Raum. Eine konsistente Feldtheorie kann nur auf diesem Umweg gene-
riert werden. Im Minkowski—Raum ist W[J] nicht direkt bestimmbar. Die Lagrange—Dichte ist von
der Form

2
5

Damit ist der bereits abgeleitete Ausdruck fiir das generierende Funktional Wx[J] anwendbar

L(p,0u0) = — (Bo)> + F(p, V). (7.82)

WglJ] = N' / Dy exp{% / &'z (L + Jgo)} (7.83)

mitZ = (izo, x). Die Fortsetzung der Lagrange-Dichte in den euklidischen Raum ergibt

|
Lp = =5 0000 — 51 ¢’ (7.84)
mit
0,0 0,0 = 0y Oy + 010 01 + Oap g + D50 D50 . (7.85)

Damit folgt offensichtlich

1 |
WglJ] = N’/Dgo exp{ﬁ/d4f (—3 L 0,0 — §u2go2+Jgo>}. (7.86)

Dieser Ausdruck ist von der Form

Well] = N' [ Dy exp{—% [t [ d'z o) A7) o(@)

+ [ds p(:f)go(:i)} (7.87)
mit
AT, z) = % (Ff az' E)Z,, + ;ﬁ) §(7' — 7) (7.88)
und V
o@) = 2 J@). (7.89)
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Wir verwenden jetzt das bereits abgeleitete Resultat

/DQD exp{—%/dx'/d:v o(z') A(z', z) o(z) +/dxp(x) go(x)} -

exp {—% Tr In fl} exp {% / d:v'/d:v p(z") A~ (2!, z) p(:v)} : (7.90)
Dies fuhrt uns auf
Wald] = exp {% [de [dz @) 47w e 1@) (7.91)

Dabei wurde die Proportionalitdtskonstante so gewdahlt, da gilt Wg[J] = 1 fir J = 0. Wir
verwenden die Notation

ARG —13) = 1 AT, 7). (7.92)
AE ist der Feynman—Propagator im euklidischen Raum fiir skalare Felder.
Wild] = exp{i @z [ dz @) k@ -2 1@} (7.93)
2% F

Um die inverse GroRe A~ zu berechnen, filhren wir eine Fourier—Transformation durch.

d*p i
T —1) = —_— —p- (T —2)} . 7.94
3z — ) /(27rh)4 eXp{ 7P (Z x)} (7.94)
Das Skalarprodukt ist im euklidischen Raum definiert durch
DT = Po%o+ P1T1 + P2Z2 + P33 . (7.95)
Dann folgt
1 o 0
A =1 = - = 2 2 _
(z',7) h(ﬁ o7 a@+u>5(z )
_1(,, 0 0 9 d'p i,
- ﬁ(ﬁ oz! a—,,+“>/(27rh)4 eXp{ Rl (@ x)}
L (20 Loy (28 5 z) d'p {_1- _-}
= 5 (7 (-2) e (3) 5 +47) [ s {37 @ =)
1,. d*p i_ o,
= ﬁ( 2+'u2)/(27r)4 exp{—ﬁp- (:E'—:E)} . (7.96)
Also haben wir
d*p i
A—I— — {__—. —I_—} -1 /-2 2 77
(z',z) /(27Th)4 exp =3 P (T =2) AT (0" + p) (7.97)
mit
P = Po+Pi+ D5+ (7.98)
Der inverse Ausdruck lautet offensichtlich
d*p i
A 7 — {___. —1_—} 52 21 _
(7', 7) / @nhyt “P {77 P (@' —z)p R (D" + 1) (7.99)
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Damit konnen wir fur AZ schreiben

4= . 5
AR —7) = /(;T—gyexp{-gp-@'—@} AZ(p) (7.100)
mit
AZp) = @ +u)". (7.101)

Wir haben nun Wg[J] berechnet und kehren zuriick zum Minkowski—Raum. Es folgt

W] = exp{—% [die! [z ) Arte' ~ 2) @)} (7.102)
mit

Arle'=2) = [ b e { Ly (@ — )} Ar) (7.109
und

Ar(p) = (p° —p* +ie)" . (7.104)

Es galt zuvor Z = (izo,x). Nun ist

Die g, o' und py-Integrationen wurden von der imagindren Achse zur reellen Achse gedreht.
In der Rotation des Weges fiir die py-Integration wurde das ie mit ¢ — 07 eingefiihrt. Dies ist
notwendig, um die Polstellen in pq richtig zu umgehen fiir p? = 2.
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7.7 Das masselose Vektorfeld
Bereits aus der klassischen Elektrodynamik wissen wir, dal3 die Maxwell-Gleichungen
Ou(O*A” — OV A*) = §7 (7.106)

nicht eindeutig die Vektorpotentiale fixieren. Wenn A* die Maxwell-Gleichungen befriedigen, so
tut es auch

AM(z) = AM(z) + O*A(x) (7.107)

mit einer beliebigen Funktion A(z). Die Feldstarken E und B bleiben invariant bei den Substitu-
tionen

AO — AOI == A0+30A,
A 5 A= A-VA. (7.108)

Die mangelnde Eindeutigkeit der Vektorpotentiale fuhrt zu Schwierigkeiten beispielsweise bei der
Funktionalintegration. Als generelle Eichbedingung fiihren wir die Lorentz—Bedingung ein

8,A"(z) = 0, (7.109)

die offensichtlich kovariant ist. Selbst die Lorentz—Bedingung fixiert nicht vollstandig das Vektor-
potential. Wenn A und A’ wie in (7.107) miteinander verknipft sind, so ist die Lorentz—Bedingung
immer befriedigt, sofern gilt

OA = 8“9,A = 0. (7.110)

Die Lorentz—Bedingung kann in den Lagrange—Formalismus miteinbezogen werden durch den
Gebrauch eines Lagrange—Multiplikators &. Wir addieren einen eichfixierenden Term —%(GMA“V
zur Lagrange-Dichte. Damit lautet die Lagrange-Dichte fiir das elektromagnetische Feld unter
Einbeziehung einer Eichfixierung

1 1
L= =7 FuF" — juA — i(a”AM)Q : (7.111)
Dabei ist
F, = 0,4,-98,A,. (7.112)

Die Euler—Lagrange Gleichungen ergeben dann
1
0, F* + ga”(E)ﬂA") = 5. (7.113)
Wenn der Strom erhalten ist, d.h., wenn die Kontinuitatsgleichung gilt, folgt
0(9,A4*) = 0. (7.114)
Wenn 9, A* und (0/0t)(8,A*) zu einer Zeit t, verschwindet, folgt

8 A* = 0 (7.115)
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fur alle Zeiten. Dies reduziert (7.113) zu den Maxwell-Gleichungen, die dann auch geschrieben
werden konnen als

oAr = v (7.116)

Wie erwartet wird diese Gleichung auch befriedigt durch A¥ + A mit OA = 0. Aus der
Lagrange-Dichte (7.111) und der Lorentz—Bedingung (7.109) folgt

oL 1
T = _F# _ Z g (9, AN = —FH 7.117
a(auA,,) 59 ( p) ) ( )

Der Term %g’“’ (0, A*) folgt direkt aus (7.111). Weiter missen wir fur die Ableitung von (7.117)
ausnutzen, daR gilt

F,F" = (9,4, — 0,A,)(0"A” — 0 AW | (7.118)

Bei Poincaré—Transformationen
x - x = Ax+a (7.119)

transformiert sich das Vektorpotential wie

AM(z) — AM(2") = A* AY(x) . (7.120)
AH ist invariant bei infinitesimalen Translationen. Der Energie—Impuls Tensor lautet
oL 1
T = ———0A, - KL = —F*"0,A, +65 -~ F,,F* . 7.121
A a(aﬂAy) A A A + A 4 p ( )

Dies gilt fiir den feldfreien Fall ( = 0).

Die Fourier-Darstellung von A lautet

3
Au(z) = / %2%0 (au(k) e ™ + a¥ (k) ek) (7.122)

mit ko = |k|. Aufgrund der Lorentz—Bedingung gilt

k-ak) = 0. (7.123)
Fur den Energie—Impuls Vektor folgt
dk 1
_ 3 0 _ [ p*
P, = / PrT0 = / TGO OLAR (7.124)

Wir konnen nicht sofort die GroRe (2w)~3(2ko)~[—a*(k) a(k)] d®k als die Zahl der Moden in-
terpretieren, die einen Impuls im Element d®k um k haben, da —a*(k) a(k) offensichtlich nicht
positiv definit ist. Die Lorentz—Bedingung und somit (7.123) impliziert jedoch

ao(k) = k-a(k) (7.125)

mitk = k/|k|. Damit ist die Zeitkomponente von a,, gleich der longitudinalen Komponente a-k.
Somit wird auch a* (k) - a(k) vollstandig durch die transversale Komponente gegeben,

a, = a—a-kk. (7.126)
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Aus (7.125) folgt
—a*(k)a(k) = —a*(k)-ka(k) -k+a*(k)-a(k) = a* (k) ay(k). (7.127)

Die Lorentz—Eichung stellt also sicher, dal3 die zeitartigen Photonen durch die longitudinalen Pho-
tonen weggehoben werden. Es verbleibt eine nichtnegative Energie.

Wir untersuchen die Fourier—Darstellung der Funktion A(z) mit OA = 0

Alz) = / (;‘F’Tk)?,%]% [A(k) e + x*(k) e'*=] (7.128)

Aufgrund der Eichbedingung haben wir

a, (k) = a,(k) — ik, A(k) . (7.129)
Wir konnen stets eine Eichung wahlen, in der gilt

a'(k) = a'(k)-k = 0. (7.130)

Die einzigen nichtverschwindenden Komponenten sind somit die transversalen Moden. In dieser
Eichung gilt

au(k) = D a(k,X)eu(k,N), (7.131)

A=1,2

wobei €, (k, 1) und €,(k,2) zwei orthonormale raumartigen Vektoren in der Ebene senkrecht zu k
sind. Es gilt

eo(k,\) = 0, (7.132)
ek, \) - €(k, ) = Gy, (7.133)
e(k,1) x e(k,2) = k, (7.134)
k-e(k,)\) = 0. (7.135)

Einsetzen in den Energie—Impuls Vektor (7.124) liefert

$r 1
P, = . “(k, A) a(k, \) . 7.1
/ o o gl:ga (k, ) alk, \) k (7.136)
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7.8 Der Propagator fiir das Photon

Wir wollen zundchst die freien Propagatoren fiir die skalare und fiir die Spinor-Feldtheorie zusam-
menfassen. Fur skalare Felder mit der Lagrange—Dichte

L=10,,00"—1m*¢* = —1(0+m?)¢ (7.137)
(Oberflachenterme werden vernachlassigt) fanden wir die 2—-Punkte Funktion

wobei der Feynman—Propagator Ar die Gleichung befriedigt

O+m*) Ap(z—y) = —6*(z—y) . (7.139)
Es ist
4
Ap(z—y) = / (;};4 exp{—ip- (z —y)} (p® —m® +ie)". (7.140)

Fur Spinor—Felder mit der Lagrange-Dichte
L = iy 9 — mip = $Sp'y (7.141)

ist die 2-Punkte Funktion gerade i-mal dem Propagator

G(z,y) = iSr(z—vy). (7.142)
Es ist
Sp(z —y) = / (321;4 exp {—ip- (z — )} (p—m +ie)"" . (7.143)

In jedem Fall ist der Propagator gerade das Inverse des Operators, der im quadratischen Term der
Lagrange-Dichte auftritt. Der Faktor % in der skalaren Lagrange-Dichte ist ohne Bedeutung. Er
tritt nur fur reelle ¢ auf, er fehlt bei komplexen ¢. Es ist moglich, von der gerade formulierten
Erkenntnis als Definition fiir den Propagator auszugehen.

Wir beginnen unsere Ableitung des Photonenpropagators mit dem generierenden Funktional der
Quantenelektrodynamik

Wi = [ DA, e {z s j“AM)d“x} , (7.144)
wobei j# eine externe Stromquelle ist. Bei Abwesenheit von Materie gilt

L = —i o (7.145)
Die Variation der Lagrange-Dichte (7.145) fuhrt auf die Maxwell-Gleichungen

O F* = 0,(0"A” —9"A*) = 0 (7.146)
oder

(gD — 0,0,)A* = 0. (7.147)
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Die Lagrange—Dichte kann umgeschrieben werden in

L = —=(3,4, —0,A,) (0" A" — 0" A¥)

_L
4
1 i AV 1 VAL 1 i AV 1 VAL
= —Za,LA,,a A¥ + ZaMAya A¥ 4+ Za,,AMa AY — Za,,AMa A
= —;0,A40"A" +10,4,0"A"
= —30,A4,0"A" + 10,40, A" . (7.148)
Nach partieller Integration des zweiten Terms folgt

L = —18,4,0"A4" -1 A*9,0,4" (7.149)

wobei wir wieder Oberflachenterme weggelassen haben. Ebenso verfahren wir mit dem ersten
Term in (7.149). Dies ergibt

L = LA¥g,0-08,0,)4". (7.150)

Nach der eingangs genannten Vorschrift soll der Photonenpropagator D, das Inverse dieses Ope-
rators sein, d.h., es muR gelten

(900 — 8,8,) D" Mz —y) = 62‘ Sz —y). (7.151)

Ebenso sehen wir, dak D** die Greensche Funktion der Maxwell-Gleichungen (7.147) ist. Nun
multiplizieren wir (7.151) mit dem Operator 0*. Dies liefert

(0-9,)D"* = 6z —y). (7.152)

Hieraus erkennen wir, daR D** kein Inverses hat und formal unendlich ist. Wir wenden den Ope-
rator (9,0 — 9,,0,) auf 9*A an und sehen, daB dies null ergibt,

(900 — 0,0,) O*A = (6,0 —-00,)A = 0. (7.153)

Damit hat der Operator den Eigenwert null und somit kein Inverses. Unser geradliniger Weg, den
Photonenpropagator zu bestimmen, ist also zunéchst fehlgeschlagen.

Im Rahmen der Pfadintegralmethode betrachten wir das generierende Funktional

W o= /DAM exp{i/£d4x} . (7.154)

L bleibt invariant bei der Eichtransformation 4, — A, + d,A. Aber die Pfadintegration erstreckt
sich tber alle A,,, auch unter Einbeziehung derjenigen A, die tber Eichtransformationen mitein-
ander verbunden sind. Dies liefert einen unendlichen Beitrag zu W und damit auch zur Greenschen
Funktion, die durch Funktionalableitung aus W gewonnen wird.

Um einen endlichen Wert fir W zu bekommen, mussen wir eine spezielle Eichung fixieren. Wir
werden die Lorentz—Eichbedingung 0, A* = 0 wéhlen. Dies ergibt aus (7.150) die Lagrange—
Dichte

L = LAtg, 04" . (7.155)

)
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Der Operator g,,,C hat ein Inverses, der als Feynman—Propagator bekannt ist,
Dp(2,Y)w = —guw Ar(z,y;m = 0). (7.156)

Mit dem eichfixierenden Term

Lor = —5(0,A") (7.157)
kann die Lagrange—Dichte insgesamt geschrieben werden als
1 v 1 2
L = ~1 F o, F* — 5(8,“4") . (7.158)

Wir kdnnen in dhnlicher Weise die Betrachtungen nochmals im Impulsraum durchfiihren. Aus dem
Operator g,,0 — 9,0, wird dann —g,,, k* + k,k,. Es laBt sich leicht zeigen, daR dieser Operator
kein Inverses hat. Der inverse Operator miite die Form haben A ¢g** + B k¥k* mit

(—guw k* + kuky)(A g™ + BE'KY) = 6, . (7.159)
Dies impliziert jedoch

—AR &+ Ak, B = 8

0o (7.160)
was offensichtlich aufgrund der unterschiedlichen Tensorstruktur keine Losung hat. Auf der an-
deren Seite hat in der Lorentz-Eichung der Operator —g,,, k? das Inverse —g** (1/k?), und der

Feynman-Propagator lautet

Guv
Dr(k)y = _kL? . (7.161)
Allgemeiner kdnnen wir zur Lagrange—Dichte einen beliebigen Beitrag von L hinzuaddieren,
1 1
- __ wo_ ®y2
L= g Ful™ = 5 (0,47)
1
= %AM gD + (E — 1) auayl AV . (7.162)
Im Impulsraum wird aus dem Operator in eckiger Klammer
1
—k2 g + (1 - E) kuky . (7.163)
Das Inverse hiervon ergibt den Propagator
1 kuky
Dk)w = =13 lg,w +(E-1) 5 ] : (7.164)

was sich leicht durch Produktbildung mit (7.163) nachweisen lafRt.

Spezielle Namensgebungen beziglich £ sind verbunden mit

¢ —1: Feynman-Propagator (Feynman-Eichung),
¢ - 0: Landau-Eichung .

Die Physik ist nattrlich unabhéngig von der Wahl von &.
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7.9 Die Greensche Funktion fir die freie skalare Feldtheorie

Wir berechnen nun die Greenschen Funktionen nach

1\" aw _ oWl
( h) GO ons o sm) = 57 ) ot (7.165)
mit
U 4,1 4 ! /
WlJ] = exp{—ﬁ/d x /d z J(z') Ap(z' — x) J(z)} : (7.166)
Damit erhalten wir
G (z1,25) = ihAp(z) — z3), (7.167)
G (21, 29, x3,24) = (ih)? [Ap(z) — 22) Ap(z3 — 4)
+ Ap(z1 — 23) Ap(z2 — 24)
+ Ap(z1 — x4) Ap(z2 — 23)]. (7.168)

Weiter gilt G = 0 fiir n ungerade. Wir kdnnen diese Resultate diagrammatisch darstellen.

hAp(y—1) = ,— — — —, = GP(z,y) (7.169)
und
G (zy,m9,23,24) = " (x5 & T2) + (T4 & T2). (7.170)
T4y — T T T x3

Aus der Darstellung

d? ) )
Ap(z' — 1) = / (27;;)4 exp {—%p- (' — x)} (p* — p® +ie)™! (7.171)
folgt direkt
(A*0,0" + p)Ap(z —2') = —6(z — ') . (7.172)

Daher ist Ap(z — z') die Greensche Funktion fiir den Operator (A2 8,6” + u?). Sie ist assoziiert
mit der Propagation der Losungen der Klein-Gordon Wellengleichung

(7*8,0" + u*)p(z) = 0. (7.173)

Da dies die klassische Feldgleichung fir ein neutrales skalares Feld ist, schluf3folgern wir, dal
Arp(z — z') assoziiert ist mit der Propagation eines neutralen skalaren Teilchens von z’ nach z.
Daher erwarten wir auch, dak G (%1, Ze, 3, z4) verknupft ist mit der Streuamplitude eines Pro-
zesses, bei dem wir es mit vier einlaufenden oder auslaufenden neutralen skalaren Teilchen zu tun
haben.

Wir fiihren nun eine Fourier—Transformation der Greenschen Funktion in den Impulsraum durch

G (py,...,pn) @) 6(p1+ ... +p,) =
/d4:v1 - / d*z, exp {i(p1zy + ...+ ppzn)} GM(21,. .., 2,). (7.174)
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Die Diracsche 6-Funktion als Faktor tritt aufgrund der Translationsinvarianz von G™ (z1, ..., z,)
auf. G™ hangt nur von Differenzen der z; ab. Es gilt

G (p,—p) = iAp(p) = i(P* -y’ +ie)". (7.175)
Aufgrund der é-Funktion ist G (py, p) nur definiert fiir p, + p, = 0.

Diagrammatisch symbolisieren wir i A (p) durch eine Linie mit dem assoziierten Impuls

G?(p,—p) = iAr(p) = — — = —. (7.176)

Die freie Greensche Funktion symbolisiert durch ~ st ein unverbundenes Objekt.

Die einzelnen Propagationen symbolisiert durch die beiden Linien sind unabgéngig voneinander
und nicht miteinander verbunden. Es ist vorteilhaft, die sogenannten verbundenen Greenschen
Funktionen zu studieren.

Wir fiihren ein generierendes Funktional X [J] fiir verbundene Greensche Funktionen ein durch
den Zusammengang

W[J] = XV, (7.177)
Die verbundenen Greenschen Funktionen G{™ (z1, . . ., z,,) sind definiert durch die Funktionalent-
wicklung

iX[J =Y Z—|/d4x1.../d4xn GO (zy,...,20) J(z1) ... I (z2) . (7.178)

n=1 ¥

Daraus folgt

: . "X [J]

PG (.. x,) = i 7.179

e (@ ) 8J(@1) 67 (@n) | yay o (7.179)

In unserem feldfreien Fall folgt

i X[J] = —% / d'z’ / d'z J(2') Ap(z' — ) J(z) (7.180)

und die einzige nichtverschwindende verbundene Greensche Funktion ist G®. In einer wechsel-
wirkenden Theorie gibt es verbundene Greensche Funktionen mit mehr als zwei skalaren Teilchen.
Ahnlich wie die unverbundenen Greenschen Funktionen kénnen wir auch die verbundenen Green-
schen Funktionen in den Impulsraum transformieren.
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7.10 Die effektive Wirkung und die irreduzible Greensche Funktion

Wir filhren das klassische Feld ¢.(x) ein durch die Definition
6 X|[J]

w.(z) = 57) (7.181)
@.(z) ist ein Funktional von J. Wir hatten den allgemeinen Zusammenhang abgeleitet
i" ) . _ "W J]
(5) <Om@E). plalo>= A= o (7.182)
Damit folgt (7 = 1)
SWI[J| .
(5J(IE) - 0|90(x)|0 >J (7183)

wobei < 0|¢|0 > der Vakuumerwartungswert des Feldoperators in Gegenwart der Quelle J ist.
Aus W[J] = XU folgt

SX[T] < 0g(x)[0 >,

vele) = ST T <00 >,
1 SW[J] _ ;L]

< 0|0 >, W(J]
wobei wir die Notation
WIJ] =<0/0>, (7.185)

fur die Vakuum-Vakuum Amplitude in Gegenwart der Quelle J verwendet haben. Bei Abwesen-
heit der Quelle ist ¢.(x) gerade der Vakuumerwartungswert des Feldoperators.

Mit diesen Vorbereitungen 1aBt sich die effektive Wirkung I'[.] definieren durch die Transforma-
tion

Mg = X[J] - [ d'z I(@) pula) (7.186)

Bilden wir die Funktionalableitung von (7.186) in bezug auf J(z) und benutzen dabei (7.181),
dann sehen wir sofort, daB3 I'[¢.] nur von ¢, abhéngt, wie es auch die Notation impliziert. So wie ¢,
durch Funktionalableitung von X [J] gewonnen werden kann, so kann JJ durch Funktionalableitung
von I'[¢.] generiert werden. Es gilt

6Llp.]  6X[J] L 6J(y)
Soe) = sl 7@ GG )my),
6X[J] . 0X| J] J(y) . (y)
Spe(z) /d Y51 §J(y) dop.(x) /d 5goc(:b e(y) (7.187)
und damit schlieBlich
L' [¢p]
T@) = ==, (7.188)
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Fur die freie Theorie folgt aus

i X[J] = —% / d'z’ / d'z J(z') Ap(a' — 2) J(z) (7.189)
sofort

oo(z) = — / &'z’ Ap(z — ') J(z') . (7.190)
Da nun gilt

(0,0" + p*) Ap(z —2') = —6(z — 1), (7.191)
folgt

(0,0 + 1) pele) = J(a) . (7.192)

Dies ist identisch zur klassischen Feldgleichung in Gegenwart einer Quelle J. Dies rechtfertigt
auch die Bezeichnung von ¢, () als klassisches Feld.

Wir berechnen nun I'[¢,] explizit fiir den Fall des freien Feldes. Es gilt (7.189), (7.191) und (7.192).
Damit ist

X[ = -1 / d'z J () / d'z' J(z') Ar(z' — z)
/d4:v e /d4 180" + 1)) Are’ —2) . (7.193)
Es wird zweimal partiell integriert. Oberflachenterme werden vernachldssigt und so folgt
X[ = / d'z J(z / &'z’ o, (2') (8,0 + 1) Ap (2’ — 1)
= —§/d4xJ (z) /d4:v' e(z') (— 6(z' — z))
L[ dts (00" + 12)pe()] wela) (7.194)
Insgesamt bekommen wir in der Tat
Cled = =} [d'z6.(@)(0,0" +p2)e.(a)
- / d'z (B,0.0" 0 — 1i20) | (7.195)

wobei wir im letzten Schritt noch einmal partiell integriert haben. Dies ist exakt die Wirkung des
freien Feldes in der klassischen Theorie. Daher resultiert auch die Bezeichnung effektive Wirkung

fur I'(g.).

Im allgemeinen Fall der wechselwirkenden Theorie, in dem wir I'[.] nicht exakt bestimmen
kdnnen, wird eine Funktionalentwicklung durchgefiihrt

= - %/d‘lxl . ./d4xn T (2. 2) @e(21) . . . 0e(z0) - (7.196)
n=1"""
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Die Koeffizienten '™ in dieser Entwicklung sind die irreduziblen Greenschen Funktionen fur ein
Teilchen. In der Theorie des freien Feldes ist die einzige nichtverschwindende irreduzible Green-
sche Funktion nur fiir ein Teilchen gegeben. Aus (7.195) erhalten wir

r@(z' z) = (3;”'3:, + ,u2) 6z —z) . (7.197)
Wir konnen wieder eine Fourier—Transformation der Einteilchen—Green Funktion in den Impuls-
raum durchfiihren. Es folgt

L (py, ..., pn) (21)" 6(p1 + .. +pn) =

/d4:v1 - / d*z,, exp {i(p1zy + ...+ ppzn)} TV (2. .., 2,) (7.198)
Es folgt offensichtlich aus (7.197) und (7.198)
L& (p,—p) = —(* - 1) . (7.199)

Alternativ zu (7.196) konnen wir eine Entwicklung in Potenzen des Impulses durchfiihren. Im
Ortsraum haben wir eine Entwicklung von der folgenden Form vorliegen

FMJ=/¢%(VWJ+AfJ@%W%+H>, (7.200)

wobei A(y.) und V(¢.) Funktionen (aber keine Funktionale) von ¢, sind.
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7.11 Storungsreihe fur wechselwirkende Felder

Das Ziel der Studien, die wir nun beginnen wollen, ist die Ableitung von Feynman—Regeln fir die
Beschreibung storungstheorethischer Prozesse in der Quantenfeldtheorie. Zunéchst bleiben wir
bei dem Beispiel eines skalaren Feldes unter Einbeziehung einer Selbswechselwirkung. Diese sei
beschrieben durch eine lokale Potentialfunktion V' (¢), wobei wir noch eine Kopplungskonstante g
als Faktor abspalten. Damit 188t sich die betrachtete Lagrange—Dichte ausdriicken als

2
L= Lo+ L =" 0,000 — .m*¢" —gV(9). (7.201)

Das erzeugende Funktional der wechselwirkenden Theorie lautet damit
1
Wi = N [ Do exp{ﬁ/d% (Lo + Ling + J¢)}
_ i [ Lo
— N/DqS exp{ ) /d :EgV(qS)}eXp{h/d (Lo + J(;S)} . (7.202)

Den Wechselwirkungsterm haben wir als Faktor abgespalten. Ohne diesen Faktor hatten wir
das generierende Funktional W;[J] fiir freie Felder vorliegen, das wir analytisch ausintegrieren
konnen. Um eine rechentechnische Auswertung bewerkstelligen zu kdnnen, wenden wir einen
Trick an: Wir ersetzen das Feld ¢ jeweils durch einen Funktional-Differentialoperator nach der
Quelle J(z). Es gilt

5J(Z )eXp{h/d4 7 (Lo +J¢)}: %45( )exp{h/d4 (Lo +J¢)} (7.203)

Die HilfsgroRe J war ja gerade eingefiihrt worden, um solche Umformungen zu ermdoglichen. Wir
ersetzen im folgenden jedes auftretende ¢ in V() durch den Ableitungsoperator

h ¢
P(z) — 5@ (7.204)
Dies fulhrt zu der Schreibweise
h 4§
Lint(¢) = Lin <?W> : (7.205)

Wir gehen nun davon aus, dal} das Vertauschen der Funktionalintegration mit der Differentiation
nach dem Parameter J mathematisch erlaubt ist und ziehen den Wechselwirkungsterm vor das
Integral. Also lautet das erzeugende Funktional mit Wechselwirkung

WlJ] = Nexp{——/d4xg (ZM )>}WO[J]. (7.206)

Wieder wird der Normierungsfaktor so bestimmt, daf gilt W[0] = 1. Damit folgt explizit

N~ = exp {—%/d% gv (%Mirﬂ)) } Wl =0

Entwickeln wir in (7.206) und (7.207) die Exponentialfunktion in eine Potenzreihe, so liefert dies
die Storungsreihe fiir das erzeugende Funktional. Man kann schreiben

(7.207)

WJ] = WolJ] (1 + gun[J] + g°walJ] + ). (7.208)
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Die Entwicklungskoeffizienten lassen sich nicht ganz trivial ermitteln, da wir auch den Normie-
rungsfaktor (7.207) in eine Taylor-Reihe entwickeln miissen. Wir definieren nun Funktionale u[J]
durch

exp {—%/d%gv (%&Ii:ﬂ)) } WolJ] =

WolJ](1 + gu[J] + g*uslJ] + gPus[ ] + - ) . (7.209)

Damit bekommen wir beispielsweise

wlJ] = (——/d4 (Z(SJ))WO[J]
wld] = Wil 5(——/614 <Z5J>>< ;L d'y V(héf]))Wo[J] (7.210)

Um das erzeugende Funktional 1 [J] als Potenzreihe zu erhalten, missen zwei Reihen durchein-
ander dividiert werden

1+ gui[J] + g*uslJ] + gPus[J] + - - -
1+ gu1[0] + g2u2[0] + gPus[0] + -+

W[J] = WolJ] (7.211)

Die Koeffizienten—Funktionale wy[J] ergeben sich erst nach Division der beiden Reihen. Betrach-
ten wir nun allgemein die Division zweier Potenzreihen

Z ar, z*

Z kaEk

k=0

= Z cr " (7.212)

Wir bringen den Nenner auf die rechte Seite und fiihren die Multiplikation aus. Dann ergibt sich
nach Koeffizientenvergleich

k
ayp = Z bk—i C; . (7213)

Mit dieser Rekursionsbeziehung lassen sich sukzessive die ¢; berechnen. Speziell folgt fiir ¢y =
bo =1

Ch = 1 y
ca = a1 —b,
Co = dadg9 — b2 — (a1 — bl)bl . (7214)

Damit folgt auch bis zur quadratischen Ordnung

wilJ] = w[J] —wl0],
wo[J] = (uo[J] — u2[0]) — (u1[J] — u1[0])uq[0]. (7.215)
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7.12 Feynman-Regeln fiir die ¢*~Theorie

Alls praktisches Beispiel wollen wir die Storungsreihe der ¢*—Theorie ableiten. Wir gehen aus von
der Lagrange-Dichte

2
_ h_ 046 — g — 4 4. (7.216)

Um das erzeugende Funktional W[J] und um die 2—Punkt— und 4-Punkt-Greensche Funktion in
erster Ordnung Storungstheorie ermitteln zu konnen bendtigen wir das Funktional

= w4 ok
— Wi h4|/d4 (Z> (%>4WO[J]. (7.217)

Das erzeugende Funktional der freien Theorie ist analytisch bekannt

Wild] = exp{—o [dyd'zI0)Ary -2}

= exp{—%(,], AFJ)} . (7.218)
Man erhalt fir die erste Ableitung
ho6
n A
i 8J(z) P { 2h(J FJ)}
~ [ @'y Ar(e =) T) e { - (5 AT} (7.219)

Entsprechend folgt fur die zweite Ableitung

(%wix)):"p{ 2h(J AFJ)}

9 .
[—EAF ( / d'y Ap(z — )J(y)) ] exp {—%(J, AFJ)} . (7.220)
In diesem Zusammenhang erinnern wir an die Funktionalableitungsregel
p(z')
=4(z' — 1). 7.221
So() =@ = (7.221)

Diese Regel ist verantwortlich fiir das Auftreten von Ar(0). Die dritte Ableitung wird zu

() oo {-mnor) =

ls%AF(o) / d'y Ap(z —y)J(y)

- (/ d'y A (z — y)J(y))3] exp {—ﬁ(J AFJ)} (7.222)
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Die vierte Ableitung lautet schlieflich

(%wix)):"p{_%(‘]’ Ard)} =

3 (%)2 (Ap(0))? — G%AF(O) ( / d'y Ap(z —y)J (y))2

4 .

+ (/ d'y Ap(z — y)J(y)) ] exp {_;_h(J’ AFJ)} : (7.223)
Zur Veranschaulichung benutzen wir eine graphische Schreibweise. Jedem Feynman-Propagator
Ap(z — y) wird eine Linie z— zugeordnet. AuBerdem werden die Quellterme J(z) durch

x

Linienenden «—— bezeichnet. Wir fassen die graphische Schreibweise zusammen.

Propagator hAp(z —y) 7
Schleife ihAr(0) O
Externe Quelle L[ diz J(z) o
¢'-Wechselwirkung ~ —1% [ d'z ><

Es ist zu beachten, daR zu jedem Vertex >< mit vier daranh@ngenden Linien und zu jedem

Quellterm o—— jeweils eine Koordinate = gehdrt. Uber diese Koordinate muR integriert werden,
[ d*z. In dieser kompakten Schreibweise erhalten wir fir u,[J]

wJ] = %(3 OO+ RO X (7.224)

Hier treten Terme quadratisch und in vierter Potenz in J auf, sowie ein konstanter Term der Form
(X0 . Die Normierung des erzeugenden Funktionals W[.J] auf W[0] = 1 fiihrt dazu, da sich
die Beitréage solcher unverbundener Vakuumblasen herauskirzen. In erster Ordnung der Stérungs-
entwicklung gilt

W) = T el
= (L4 g(w[J] —w[0]) +---) WolJ]. (7.225)

Der Normierungsterm u[0] enthalt nur die Vakuumgraphen, da ja durch die Forderung J = 0 die
Linienenden explizit eliminiert werden. Damit lautet das erzeugende Funktional in erster Ordnung
graphisch dargestellt

W[J] = [1 + %(GQQ:JF X+ . ] el 1 (7.226)
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Explizit ausgeschrieben bekommen wir

W] = [1 _ ﬁg/d“ (6ih A (0)-
[y [ 'y Ar(e - y)Ar(s = 1) T (1) (1)
+ / d'yy d'yo d'ys d'ys Ap(z — Y1) Ar (T — yo) Ar(z — y3)

Ap(z —ya)J (Y1) (y2) T (ys) T (ya) + - -)

exp {—ﬁ(J AFJ)} (7.227)

Ausgehend von diesen Erkenntnissen kdnnen wir nun auch die Greensche Funktion der wechsel-
wirkenden Theorie in erster Ordnung der Storungsentwicklung berechnen. Die 2—Punkt-Funktion
resultiert aus

Glar,22) = (?) %

Die Auswertung machen wir am ubersichtlichsten wieder graphisch. Die Differentiation nach
J(z;) bedeutet einfach, dal ein Linienende durch eine offene duflere Linie mit dem Koordina-
tenindex z; ersetzt wird,

(7.228)

J=0

h_6

Damit resultiert fuir die erste Ableitung des Funktionals (7.226)

PO iyt ()[1+4, Q_Cle %

i6J

- l%(ﬁ-%gw 4w><) + (H%(&Q"OJF)Q zl—o] e3o®
_ [m_o+ %(12,1—Cle+ 4w><+ 6 (D . w1_°°+><’ w_e)] pro—e (7.230)

(7.229)

Jeder der Summanden enthélt mindestens einen Endpunkt e—— (entspricht einem Faktor J(z)), so
dafl auch in der wechselwirkenden Theorie keine 1-Punkt Greensche Funktion existiert, da diese
im Grenzfall J — 0 verschwindet. Fiir die zweite Ableitung von WJ] ergibt sich graphisch

(§>2 WWM - {m2+ T T30

+%[12,Q,2+ 1255 + 1212Qew1—e+ NON —

+69Qe 7o m2—°°+ xm—"wz_"] }G%H (7.231)
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Im Grenzfall J — 0 fallen alle Terme bis auf zwei weg. Die 2—Punkt—Greensche Funktion der
#*~Theorie lautet damit

GO (21,05) = 712, + %g LGN 0(g%) . (7.232)
Explizit ausgeschrieben gilt
G (1, 22) = thAp(x1 — X2)
—%th Ar(0) [ d'z Ar(e: — ) Ar(z — ) + O(s"). (7.233)
Der Einflu? der Wechselwirkung auf die Greensche Funktion besteht also in niedrigster Ordnung

im Auftreten des Schleifengraphen ,Q,2 (,tadpole graph*). Die Berechnung der 4—Punkt Green-
schen Funktion erfordert sehr viel mehr Aufwand, da beim nochmaligen Differentieren viel mehr
Terme entstehen. Letztlich interessieren wir uns aber nur fur diejenigen Beitrdge, die im Limes
J — 0 nicht verschwinden, also kein Linienende «—— enthalten. Diese Bedingung schrankt die

Zahl der relevanten Terme stark ein. Wir betrachten zunachst den Beitrag W [J] miteQe zu dem
erzeugenden Funktional W [J]. Die interessierenden Terme mit einem Linienende in der dritten
Ableitung ergeben sich als

(E'>35J(x1) 63 Wi 212{&2“3’°+’Q’3”—°+

i 5.7 (22) 6.7 (w3) ~ 4l

+ 3 3770 T 11Q°m3+ 12Q°m3+ 13Q°m2] e%H

o (7.234)

Die weggelassenen Terme enthalten mindestestens zwei Linienenden, d. h. zwei Faktoren J(z;).
Wir gehen nun zur vierten Ableitung tiber und setzen anschlielfend J = 0. Es bleiben die folgenden

Terme ubrig
5 ~
= £12|"12Q‘l3?/v4_$1'i_ 12QT4 T3 %1

h 4
(?) 57 (1) 67 (ea) 60 (za) 60 (y) " )| _ T 4

+ 3 4E2_$1+ ’le‘h m4+ 13Q‘L'1 m4+ 14Q11 m3] . (7235)

Es handelt sich hier immer um den gleichen, aus zwei disjunkten Anteilen bestehenden Graphen,
der mit allen Permutationen der Koordinaten x; auftritt. Analog geht die Rechnung fiir den Beitrag

W [J], der den Falgtor><1 enthlt. Es folgt

) T W= 24 P (7.236)
i) 0J(x1)0J(w2) 6J (23) T zs Mas © e .

Weiter erhalten wir

& o

() K
i) 0J(x1)0J(x2) 0J (23) 0T (4) -

4!

T4
3"

24 (7.237)
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Damit sind alle Beitridge zur 4-Punkt—Funktion der ¢*~Theorie in erster Ordnung ausgerechnet.
Das Ergebnis hat graphisch die folgende Gestalt

G(4)(:E1,IE2,IE37$4) = (:+| |+><) +
(S s P XX

+g >< : (7.238)

Die Struktur dieses Resultats ist sehr plausibel. Zusétzlich zur freien 4—Punkt Funktion treten in

erster Ordnung alle Propagatoren mit einem Selbstenergieeinschub —Cl auf. Zusétzlich gibt es

einen einzigen echten Wechselwirkungsgraphen >< .

Die numerischen Vorfaktoren vor den einzelnen Graphen — man spricht auch von Symmetriefak-
toren — kann man durch kombinatorische Uberlegegungen erschlieRen. Der Symmetriefaktor des

Streugraphen >< ist 41/4! = 1, denn es gibt 4! Mdglichkeiten, die vier duReren Linien den vier
Beinen des Vertex zuzuordnen.

Die 4-Punkt-Funktion hat eine recht komplizierte Gestalt aufgrund der Anwesenheit der Produkte
von disjunkten 2—Punkt—Funktionen. Beschranken wir uns hingegen auf die zusammenhangende
Greensche Funktion G‘C*(:vl, To, T3, Z4), dann wird nur der letzte Term von (7.238) beitragen. Wir
betrachten hierzu das erzeugende Funktional

%X[J] — W] (7.239)

Damit folgt ausgehend von der graphischen Darstellung fiir W [J]
i _ 1 g ° 2
ﬁX[J] = lnexp(go—o) + ln[l o (GOQG + X-l— O(g%)
1 o
= gt (GQ_CL + ><—f 0(g?) . (7.240)

2

Hiervon mussen wir jetzt die vierte Ableitung nach J bilden, um auf die zusammenhéngende 4-
Punkt-Funktion zu kommen. Es gibt hier nur einen einzigen nichtverschwindenden Beitrag,

D% 5 X[J
G, 22,23, 20) = (Z) 5J(21) 0 (22) <5[J](x3) 5J(a) |,
= ¢ X +0(@). (7.241)
Wir fassen die verbundenen Greenschen Funktionen zusammen
GO (21,m2) = zr2a+ %’hQTz
G£4) (1, %2, 23,24) = 2f><2§ ) (7.242)
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Wieder konnen wir eine Fourier—Transformation in den Impulsraum vornehmen. Wir setzen 2 = 1
und verwenden

G p17p27"'7pn)(27r) 5(171 +p2++pn):
/d:vl Az, G (zy,. .., @y,) P18 FPaTn) (7.243)

Diese Definition gilt gleichermafen fiir verbundene und unverbundene Greensche Funktionen. Fiir

die freie Theorie finden wir so
~ 7
G (p, —p) = P omE i (7.244)

wahrend die verbundene Greensche Funktion bei Anwesenheit der Wechselwirkung lautet
~ 1

GO —p)= —
(p, —p) p i

i i
0(q?). 7.245
2 / p—m2+16k2—m2+zsp—m2+zs+ (-g) ( )

Dies kdnnen wir erneut diagrammatisch darstellen

GO p,—p) = —— -, _,Q +0(g”).- (7.246)

p P
Die Feynman—Regeln zur Darstellung und Berechnung der Diagramme fassen wir zusammen:

1. Jeder Linie, die den Impuls p tragt, ordnen wir einen Faktor i(p? — m? + 4¢) ! zu

. ! (7.247)

P p? —m?+ie

2. Jedem Vertex mit vier Linien, die die Impulse pq, p2, ps, p4 tragen, ordnen wir einen Faktor
—1g zu. Es gilt insgesamt Impulserhaltung

B B
0 —ig ; P1+Dpe+p3+ps=0 (7.248)
B

3. Wir integrieren tber jeden Impuls & einer inneren Schleife mit dem Gewicht d*k (27)~*
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8 Quantenelektrodynamik

8.1 Mandelstam Variable

Zur Beschreibung von Streuprozessen ist es vorteilhaft, invariante Variablen zu verwenden, die in
jedem Koordinatensystem unverandert gelten. Zur lllustration betrachten wir Streuprozesse von
zwei Teilchen der Form AB — CD. Zur Beschreibung dieses Streuprozesses wollen wir Variable
verwenden, die invariant unter Lorentz-Transformationen sind. Gegeben seien die Impulse der vier
Teilchen p4, pg, pc und pp. Mogliche Invariante sind damit p4 - pg,pa - pc und p4 - pp. Ferner
gilt

p; =m; (8.1)
und aufgrund der Gesamtimpulserhaltung

PA +PB=PpPc +Pp- (8.2)

Damit sind nur zwei der drei Skalarprodukte unabhdngig voneinander. Wir definieren die folgen-
den Variablen

s = (pa +pB)2 )
t = (pA - pC)2 ’ (83)
u = (pa-— pD)2 .

Es gilt die allgemeine Relation
s+t+u=m4+my+ms+mp. (8.4)
Dies prufen wir nach

s+t+u = pi+ps+2paps + 04+ P — 2papc + i + ph — 20app
= m%+my+mg+mph+2pa(pa+ ps —pc — pp). (8.5)

Die letzte Klammer verschwindet aufgrund der Energie-Impulserhaltung (8.2). Die Variable s hat
im Schwerpunktsystem eine besonders einfache Bedeutung. Hier gilt

ba = (EA,PA)

pp = (EB,pB) = (EB,—Da) (8.6)
und damit
s=(Eq+ Ep)?. 8.7)

Damit entspricht /s der totalen Schwerpunktsenergie. Die Variable ¢ schreiben wir aus als

t = (pa—opc)® =p%+Dps—2papc
= my +mg — 2E4Ec + 2|p4l|pe| cos b, (8.8)

wobei 8 der Winkel zwischen p’4 und p ist.
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Figur 19: Graphische Darstellung der Elektron-Elektron Streuung. Im Eingangskanal haben die
Teilchen die Impulse p4 und pp, im Ausgangskanal die Impulse pc und pp.

Als Beispiel betrachten wir nun die elastische Streuung von zwei Elektronen. Hierbei gilt offen-
sichtlich

maqa=mp=mc=mMp =M,. (8.9)
Ferner sei g, der Impuls des Elektrons im Schwerpunktsystem, so daf gilt

fa = —ip = . (8.10)
Aufgrund der Energie-Impulserhaltung folgt

[Bc| = |Pp| = [Pe| =: pe (8.11)
mit

pe =1/ E2—m3. (8.12)

Damit ergibt sich

s = (Ea+ Ep)’=(2E4)" =4(p] +m;) , (8.13)

t = 2m2—2E?+2p’cosf = —2p2(1 — cosb). (8.14)
Fur u folgt

u=m%+my —2E4Ep + 24 pp . (8.15)

Im Schwerpunktsystem gilt aber pc = —pp und daher schlieBlich
u=2m2 — 2E? — 2p? cos§ = —2p>(1 + cos¥) . (8.16)

Damit ist der Streuprozess vollstandig durch p. und 6 beschrieben.
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8.2 Regeln fur Feynman-Graphen

Wir notieren in kompakter Schreibweise die Regeln fur Feynman—-Graphen in der Quantenelek-
trodynamik. Die Ausdriicke fur Wirkungsquerschnitte teilt man in zwei Teile auf. Erstens die in-
variante Amplitute M, die ein Lorentz—Skalar ist und in der die Physik liegt, und zweitens die
kinematischen und Phasenraumfaktoren. Ausgedriickt durch M lautet der Ausdruck fir den dif-
ferentiellen Wirkungsquerschnitt fiir spinlose Teilchen und fiir Photonen (skalare Quantenelektro-
dynamik)

1 1 1 3.,/ 3,/

T |7 — | \2E,) \2E, 2F|(2m)3  2E(21)%
(2m)"o* (Zh + P2 — ZPQ) S. (8.17)
i=1
Wie ublich ist

E; =\/p; +m}. (8.18)

¥1 und ¥ sind die Geschwindigkeiten der kollinear einfallenden Teilchen. In dem Ausdruck (8.17)
wird dann Uber alle die Ausgangsimpulse p| ...p!, integriert, die nicht beobachtet werden. Den
Faktor 1/(27)® bei der Dichte der Endzustande macht man sich leicht klar. Wir betrachten die
Dichte der Zustédnde von ebenen Wellen in einem Kasten mit der Kastenldnge L. Stehende Wellen
im Kasten erfordern

kL = ng2m,
k,L = n,2m,
k,L = n,2m. (8.19)
Damit folgt
dN = dngdnydn,
1 V
— L3 — 3
()8 dky dk, dk, (27r)3d k
= (2‘7:)3d3p fir A=1. (8.20)

Den statistischen Faktor .S erhdlt man, indem man fur jeweils [ identische Teilchen im Endzustand
einen Faktor 3 mitnimmt

1
S = 1:[ ik (8.21)
Fir Dirac-Teilchen ersetzt man den Faktor 1/(2E;) durch m;/E; und nimmt wieder den statisti-
schen Faktor S mit. Mit der Konvention, daR Dirac—Spinoren auf 2m statt auf Eins normiert sind,

gilt Gleichung (8.17) unverandert auch fur Fermionen.

Die differentielle Zerfallsrate (Zerfallswahrscheinlichkeit) eines Teilchens mit der Masse M ist in
seinem Ruhesystem gegeben durch
1 1 2 d3p’1 d*p, 4¢4 =
do=d (7) i M SE ey 2 PO \PT ) S (8.22)

i=1
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Fur jedes Fermion im Endzustand ersetzt man wieder (abhéngig von der Normierungsvorschrift
der Spinoren) 1/(2E;) — m;/E; . Der Faktor 1/(2M) wird weggelassen, wenn das Teilchen im
Eingangskanal ein Fermion ist. Ferner summiert man in den Ausdriicken (8.17) und (8.22) Uber
die moglichen Endzustdnde und mittelt in den Anfangszustanden tber die Polarisationsrichtungen.
Fur den Fall, daB die einlaufenden Teilchen die Spins s; und so haben, miissen wir eine Summation
tber Spinzustande durchfiihren. Fur einen anfanglich unpolarisierten Zustand ersetzen wir | M|?
durch

1
(281 + 1)(282 + 1)

IM|? — > IMyl?. (8.23)

$i,8§

Diese Substitution gilt auch fir Bosonen.

Wir werden uns jetzt der Berechnung der invarianten Amplitude M in niedrigster Ordnung
Storungstheorie zu und fassen die Feynman—Regeln zusammen. Die invariante Amplitude M fin-
det man, indem man alle Feynman—Graphen fir den in Frage kommenden Prozel3 aufzeichnet,
auler solchen mit unverbunden Blasen. Die einem Graphen G entsprechende Amplitude M(G)
wird dadurch konstruiert, daB man den Elementen des Graphen Faktoren zuordnet. Die Faktoren
in niedrigster Ordnung Storungstheorie sind die folgenden:

1. Ein Faktor u(p, s) bzw. v(p, s) fir jede einlaufende duBere Fermionenlinie, je nach dem, ob
sie im Anfangs— oder Endzustand auftritt; ebenso ein Faktor @(p, s) bzw. o(p, s) fur jede aus
dem Graphen herauslaufende Fermionenlinie.

2. Ein Faktor ¢, (Polarisationsvektor) fiir jede auf3ere Photonenlinie.

3. Fdr jede innere Fermionenlinie mit Impuls p ein Faktor

i _i(g+m)

.S = = : 8.24
i5r(p) p—m+ic p?—m?+ic (8.24)
Hierbei ist m die Masse des Fermions.
4. Fir jede innere Bosonenlinie mit Spin Null und Impuls ¢ ein Faktor
i
A ==\ 8.25
] F(Q) q2—,u2+z'5 ( )
Hierbei ist x die Masse des Bosons.
5. Fdir jede innere Photonenlinie mit Impuls ¢ ein Faktor
: 19w
i(Dr(Q)w = ——5 (8.26)

¢ +ie’

Wir haben hierbei eine spezielle Eichung fixiert und mogliche zusétzliche Eichterme weg-
gelassen.
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6. Fur jeden inneren Impuls &, der nicht durch die Impulserhaltung an den Vertices festgelegt
ist, ist zu integrieren mit dem Gewicht

d*k
fis

7. Fir jeden geschlossenen Fermionenring ein Faktor —1.

8. Ein Faktor —1 zwischen zwei Graphen, die sich nur durch eine Vertauschung zweier duf3erer,
identischer Fermionenlinien unterscheiden. Dazu gehort nicht nur die Vertauschung identi-
scher Teilchen im Endzustand, sondern zum Beispiel auch die Vertauschung eines einlau-
fenden Teilchen mit einem auslaufenden Antiteilchen.

9. Ein Faktor —zey, an jeden Vertex eines Spinors.

10. Ein Faktor —ie(p + p'), an jedem Vertex eines Bosons mit Spin Null, wobei p und p’ die
Impulse der geladenen Linien sind.

11. Ein Faktor 2:e?g,, fur jeden ,Seemdven“—Graphen.
12. Ein Faktor % fur jeden geschlossenen Ring, der nur zwei Photonenlinien enthélt.

In dem Streuquerschnitt geht die Ubergangsrate normiert auf den FluR der einfallenden Teilchen
ein. Dieser FIuR |J| ist gegeben durch die Anzahl der Teilchen pro Flacheneinheit, die pro Teilein-
heit aufeinander zulaufen. Haben die einlaufenden Teilchen die Geschwindigkeiten #; und s, so
lautet der Fluf3

7= 1~ . (8.28)
Dies entspricht gerade der Teilchendichte mal der Relativgeschwindigkeit. Im folgenden werden
wir uns stets auf kollineare StoRe beschranken. Die Anzahl der Targetteilchen pro Volumeneinheit
ist gerade 1/V, weil wir die Normierung der Wellenfunktion so vorgenommen haben, daf im
Normierungsvolumen genau ein Teilchen sitzt. Wir wollen jetzt den FluBfaktor |, — #;| durch
eine Invariante ausdriicken. Es ist

2 2
E1E2|171 - 172| == EIEQ\/QTI + ’172 - 2’[71 . 172

—2 —2 — —
pl p2 2p1 .p2 — 2 —2 2 — —
=FE1Fo| = + —= — = Es +poE; — 2p1 - poELEs . 8.29

1 2\] E% E% E1E2 \/pl 2 p2 1 pl p2 142 ( )

Wir haben ausgenutzt, daR gilt o; = 7;/ E; . Ferner gilt
\/(p1p2)2 —mimj3 = \/(E1E2 — P - P2)? — mim3
= VEE} + (i - )2 — 2B, By - o — mim3

= \/(ﬁ% + m%)(ﬁg +m3) + (P - P2)? — 2E1 Eop - Po — mim3

= P2+ pimd + §Pmd + P25 — 2B\ Eofy -
= \/ﬁ%Eg + p3E? — 2B By - P . (8.30)
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Hierbei haben wir von der Kollinearitit Gebrauch gemacht, (5, - 52)? = §*p’5 . Damit kbnnen wir

zusammenfassend schreiben:

E\Ey|v) — 5| = \/(P1P2)2 — mim3 . (8.31)
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8.3 Relativistisch invarianter Wirkungsquerschnitt

In diesem Abschnitt leiten wir den Zusammenhang zwischen der S-Matrix, der invarianten Streu-
amplitude M; und dem relativistisch invarianten Wirkungsquerschnitt her.

Gegeben ist der Anfangszustand | < > eines Systems (zwei freie Teilchen mit dem Gesamtimpuls
P; = p; + p2) und es sind die verschiedenen mdglichen Endzustdnde | f > (zwei freie Teilchen
mit Py = p}| + p4) zu berechnen. Das Ergebnis eines Stoles kann dann als Superposition

S If >< fIS)i > (8.32)
f

dargestellt werden. Die Entwicklungskoeffizienten < f|S|i > bilden die S-Matrix oder Streu-
matrix Sy;. Die Quadrate |Sy;|* geben die Ubergangswahrscheinlichkeiten in bestimmte Zustinde
|f > an.

Ohne Wechselwirkung zwischen den Teilchen wiirde sich der Zustand des Systems nicht dndern,
die zugehorige S-Matrix ware die Einheitsmatrix (es gibt keine Streuung). Es ist zweckmaRig,
diese Einheitsmatrix immer abzutrennen und die Streumatrix in der From

St = b +i(2m)" 8'(Py — Pi) Tyi (8.33)

mit der neuen Matrix T; (Streuamplitude) darzustellen. Im zweiten Term ist die d-Funktion her-
ausgezogen worden, die den Erhaltungssatz fur den 4-Impuls ausdriickt. Im Weiteren untersuchen
wir Uberginge i # f,

Sp = i(@2m)t 64 Py — P) Ty . (8.34)
Beim Quadrieren von |Sy;| tritt das Quadrat der §-Funktion auf. Dieses ist folgendermafen zu
verstehen. Die §-Funktion ist dargestellt durch das Integral

1 .
N =l L 8.35
( f ) (271')4 e T ( )

Berechnet man dieses Integral fur Py = P; (auf Grund der zweiten §-Funktion) und erstreckt man
die Integration Uber ein groRes aber endliches Volumen V" und endliches Zeitintervall ¢, dann ergibt
(8.35) einfach den Wert V'#/(27)%. Das heilt, wir haben

[(2m)* 6%(P; — P)* = Vit (2m)' 6*(P; — P) . (8.36)
Die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit ist dann gegeben durch

Sg;il?
Wiei = % = (2m)' 6Py = P) [T V. (8.37)

Dieser Ausdruck 14t sich auch in differentieller Form schreiben als
dw = (2r)* 6*(Pf — P) |Tsi|> V dN; (8.38)

mit

V& V&

Wi= "enp @y

(8.39)
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als der Zahl der Endzustéande. Dabei mussen die Wellenfunktionen aller Teilchen zur Berechnung
des Matrixelementes “auf ein Teilchen im Volumen V' normiert sein, d.h. alle Wellenfunktionen

enthalten den Faktor 1/ N; /2 E;V, wobei

2my Spin ; — Teilchen
N, = fiir (8.40)
1 Photonen.

(Man beachte: die Faktoren N; hdngen von der gewdhlten Normierung der Wellenfunktion ab.
Oftmals normiert man die Bispinoren zu wu = 2my. In diesem Fall sind alle V; = 1).

Nun flihren wir die invariante Streuamplitude M ; ein, welche mit T'; tber die Beziehung

/2
N, N, N N\
Tyi = My 8.41
f <2E1V 2B,V 2BV 2E5V d (84D

verkniipft ist. Hier steht je ein Faktor /N;/2E;V fir jedes Teilchen im Anfangs- und Endzustand.
Damit erhalten wir

N Ny

N EF Ny &R
2F((2m)3 2E4(2m)3

(8.42)

Erinnert sei daran, daB sowohl NV; als auch d®p; /2E; relativistisch invariante GréRen sind.

Der (gegeniiber Lorentz-Transformationen) invariante Streuquerschnitt ergibt sich aus dw, indem
wir durch die Stromdichte

I

= 8.43

= VE B (8.43)
dividieren; I ist dabei der 4-Skalar

I = (o p)2—mim} . (8.44)
Damit erhalten wir schlieRlich

NiNo o 4 4 b o | N &°pY Ny d&°p
= 2 — ) — ph) | My .
do = =7 @) 8ot =P = 2) Ml | 505 55 S am)y (8.45)

Dieser Ausdruck &Rt sich fiir Prozesse mit mehreren Teilchen im Endzustand verallgemeinern,
wenn man die eckige Klammer in (8.45) durch

1 N, &7,
2E! (2r)3

n

(8.46)

ersetzt. AbschlieBend miissen wir noch die Ununterscheidbarkeit der Teilchen im Endzustand
beriicksichtigen. Das geschieht, indem wir (8.45) mit einem Entartungsfaktor S multiplizieren.
Fur den wichtigen Spezialfall von nur zwei Teilchen im Endzustand gilt:

S—{ 1/2 fur 2 identische Teilchen im Endzustand

8.47
1 sonst. (8.47)
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Bevor wir den Wirkungsquerschnitt (8.45) weiter umformen, geben wir die Formel fir die S-
Matrix an, in welcher der Zusammenhang mit der invarianten Amplitude M; noch einmal zum
Ausdruck kommt,

Sp = i(2m)* 6*(pL +p2 — P} — \/2E1 \/2E2 \/2E1 2E2 - S. (8.48)

Unser Ziel besteht nun, den invarianten Wirkungsquerschnitt (8.45) weiter umzuformen und zu
vereinfachen. Dazu betrachten wir die 4 Deltafunktionen
8(pr+p2—pi—ph) = PP+ P — P —P5) §(Ev+ B — Bl — By) . (8.49)

Die erste Deltafunktion wird bei der Impulsintegration d3ps’ verbraucht. Nun gehen wir in das
Massenschwerpunktsystem (CMS), in dem gilt

—

n=-m=7 . (8.50)
Das verbliebene Differential ¢®p;’ schreiben wir in der Form

Ey Eyd(Ey + By)
By + E

Bp) = pi? d|py'|dQ = |p} dQ, (8.51)

welches wir nun herleiten wollen. Dazu bendtigen wir die Ableitung

dpi’| _ d|pi’| d"'2_ 1 dpy'?
dE  dpi'? dE ~ 2|pi'| dE

(8.52)

wobei

E = E\+Ey = \J[F2+m}+ /52 +m} (8.53)

die Gesamtenergie darstellt. Der Ausdruck dpi’?/dE = dp?/dE 14kt sich nun bestimmen, wenn
wir (8.53) quadrieren

— — 1 — 2
(7 + ) (52 + m) = | (B® = m? =) - 5] 8.5
und nach p'2 umstellen
E? 1 1
5% = T g(mf +m3) + E(mf —m3)? . (8.55)
Die Differentation nach E ergibt
@ _ B _(mi-md? B (B - ) 856
dE 2 2F3 2FE3 '
_ (Bl By - (BP - EP? _ (By+ By — (B — By
2(E1 + E)? 2(E1 + E3)
_ 2EE}
El + Ej
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Zusammen mit (8.52) folgt schliel’lich (8.51). Das Einsetzen in (8.45) ergibt dann
do _ NlNQN{NéS |p_il

- = Mpl* . 8.57

) 16 I (27)2 E{+E§| sl (8.57)
Im Schwerpunktsystem gilt

I = |p|(Bi+ Ey) = [P|E (8.58)

und wir erhalten damit den Wirkungsquerschnitt fir die Winkelverteilung im Schwerpunktsystem,

do i N1N2N{Nés |P_il|

G0 _ Mpl? . 8.59
dQ 642 E? |p‘1|| sl (8.59)

Unter Benutzung von (8.58) laRt sich der Wirkungsquerschnitt auch durch die Invariante 72 aus-
driicken

dO' NlNQN,NIS TN
9 = TJPQ Bl | | Mp* (8.60)

Diesen Ausdruck formen wir noch weiter um, indem wir die invariante GroRe (Mandelstam-
Variable)

t = (p— p’1)2 = mf + mf —2(p, - p}) = m% + m'12 — 2E\E} + 2|p1||pi’| cos 0 (8.61)

einfiihren; @ ist darin der Winkel zwischen 5, und p1’ . Im Schwerpunktsystem werden die Impulse
|71 | und |pi'| allein durch die Gesamtenergie bestimmt und fiir gegebenes E ist

dt = 2|p\||pi'| dcos . (8.62)

Mit dQ2 = 2md cos 0 folgt aus (8.60)
do _ NiN;N{N;S
dt 64w I2

In diesem Wirkungsquerschnitt stehen nur invariante GroRen. Er ist daher in jedem beliebigen
Bezugssystem giiltig.

IMp> (8.63)
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8.4 Crossing—Relationen

Die Crossing—Relationen werden an dem einfachen Beispiel der Photonen—Elektron—Streuung de-
monstriert. In niedrigster Ordnung ist das ein Prozel mit zwei Vertices. (Prozesse mit nur einem
Vertex sind wegen Verleztung des Impuls—Energie—Satzes ausgeschlossen.)

Die Streuung eines Photons am Elektron wird durch den folgenden Graphen dargestellt:

P Kk
Figur 20: Streuung eines Photons mit dem Viererimpuls & an einem Elektron mit dem Viererimpuls
p.

Die Zeitachse lauft hier nach oben. Der Impuls—Energie—Satz lautet
p+k=p+k. (8.64)
Die zugehorige S—Matrix ist von der Struktur

u(p,s') #2iSr(q) diu(p,s). (8.65)

Dieser Prozel ist jedoch unvollstandig. Neben dem direkten Term muR noch der Austauschprozely
beriicksichtigt werden:

Beide Prozesse werden kohdrent addiert und die vollstandige S—Matrix fiir die Photon—Elektron—
Streuung (Compton-Effekt) besitzt die Struktur

u(p', s') [#2iSr(q) $r+ #1iSr(d) gl u(p,s). (8.66)

Das Pluszeichen resultiert aus dem Bosonencharakter der Photonen. Die kinematischen Invarianten
(Mandelstam—Variablen) fiir diesen Prozel} lauten

s = (p+k)?=0"+k), (8.67)
t = (p—p)=F*-k?, (8.68)
w = (p— k)= — k). (8.69)

Die Grole /s stellt dabei die Gesamtenergie im Massenschwerpunktsystem (CMS) dar. Man
spricht deshalb bei der Compton-Streuung von einem Prozel3 im s—Kanal.
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P K

Figur 21: Austauschproze zur Photon-Elektron Streuung.

Ky Ky

Py p. Py p.
Figur 22: Direkt- und Austauschgraph zur Elektron-Positron Paarvernichtung.

Durch drehen dieser Feynman-Diagramme um 90° in bzw. entgegengesetzt zur Uhrzeigerrich-
tung gelangen wir zur Elektronen—Positronen—Paar Vernichtung bzw. Erzeugung. Der direkte und
Austauschprozel3 bei der Paarvernichtung sind demzufolge darstellbar als

Dabei ist folgende Umbennung der 4—\Vektoren ersichtlich

p—p-  , po-pi (8.70)
b=~k , K — k. (8.71)

Die Mandelstam—Variablen lauten nun

s = (p-—k1)’ = (ks —py)?, (8.72)
t = (p-+p)? = (ki + k), (8.73)
u = (p-—k2)* = (ki —ps)*. (8.74)

Bei der Paarvernichtung stellt /% die Gesamtenergie im CMS dar. Wir sprechen also vom ¢—Kanal.
Die S—Matrix fur die Paarvernichtung besitzt die Struktur

U(p4, s4) [#2iSr(q) F1+ #19Sr(d') do)u(p-,s-). (8.75)

174



Ky Ky Ky K3
Figur 23: Direkt- und Austauschdiagramm zur Elektron-Positron Paarerzeugung durch zwei Pho-
tonen.

Nun zur Paarerzeugung. Die Feynman—Graphen sind in der Figur dargestellt.
Hier lauten die Umbenennungen

p—-pr , P —p- (8.76)
k—ke , K ——k. (8.77)

Aus (8.67) — (8.69) erhadlt man dann fir die Mandelstam—Variablen

s = (ka—p)?= (- —k)?, (8.78)
t = (p-+p4)° = (ki +k)?, (8.79)
u = (ki —py)® = (p- — ko). (8.80)

Genau wie die Paarvernichtung ist die Paarerzeugung ein ProzeR im ¢—Kanal, d.h. /% ist die Ge-
samtenergie im CMS. DalR wir sowohl bei der Paarerzeugung als auch bei der Paarvernichtung
einen Prozel3 im ¢-Kanal vorliegen haben, ist ein Spezialfall und hangt mit der Gleichheit von
Teilchen und Antiteilchen beim Photon zusammen. Die S—Matrix fiir die Paarerzeugung besitzt
die Struktur

U(p—,s-) [#2iSr(q) 1+ #19Sr(q') f2]v(py,s4). (8.81)

Vergleichen wir die S—Matrix fir die drei unterschiedlichen Prozesse miteinander, so stellt man
fest, daR die Ausdriicke in den eckigen Klammern alle identisch sind. Sie unterscheiden sich nur
in den 2 Bispinoren. Bei der Berechnung des Absolutquadrates der S—Matrix (welches in die Wir-
kungsquerschnitte eingeht) reicht es deshalb aus, nur einen dieser Prozesse auszuwerten. Die bei-
den anderen Prozesse erhédlt man dann, indem man im Endergebnis lediglich die Variablen umbe-
nennt. Das ist der groRe Vorteil der Crossing—Relationen.
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8.5 Summationen Uber Polarisationen

In vielen Experimenten wird weder die Polarisation der Teilchen im Endzustand noch die Polarisa-
tion der Teilchen im Anfangszustand gemessen. Man nimmt an, dal} die verschiedenen, moglichen
Anfangspolarisationen mit gleicher Wahrscheinlichkeit vorkommen. Damit beinhaltet der gemes-
sene Wirkungsquerschnitt eine Summe uber die Endpolarisationen s; und einen Mittelwert tber
die Anfangspolarisationen s;.

Die auftretende Doppelsumme tiber die Polarisationen 1aRt sich umformen. Wir tiben dies an einem
Beispiel.

> lalps, sV ulpi, si)|?
+s5¢,8;

= Z aa(Pf,Sf)’Ygﬁ “ﬁ(l’i,Si)uj\r(Pz‘,Si)’Y?\jsr ’Yg;r Uy (pys, sf)
+s5¢,8;

= Y Ualps, s7) vop us(Di, 5i) Us (D, $i) Voe e (Df, S¢) - (8.82)
+s5¢,8;

Hierbei haben wir ausgenutzt, daR gilt 4%+ = ~°. Uber doppelt vorkommende Indizes soll in
dieser Summe automatisch summiert werden. Fiir einen beliebigen Ubergangsoperator I' erhilt
man allgemein

[a(N)Pu(@)* = (a(£)Tu(d)) (a6)Tu(f)) (8.83)
mit
=%+, (8.84)

Wir priifen dies nach

(Za(f) Cag ua(@)) (uf () s 5 e (1)
= (@(NT ﬂuﬂ( )) (47 () 58 Tis 7 e ()
= (a(NTu@) (@O Tu(f)) . (8.85)
Hierbei haben wir ausgenutzt (v°)? = 1 und
(@Ntu@) = (@HPu)” . (8.86)
Fiir eine Reihe von Operatoren I" 4Rt sich T sofort ausrechnen, z.B.,
ST N (8.87)
wegen
Y =990 =41 (8.88)
und
P = =" =40 =" (8.89)
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Allgemeiner haben wir

ayd..v=v..¢94. (8.90)

Die Spinsummationen lassen sich auf Spurbildungen zuriickfiihren. Dies wollen wir nun verifizie-
ren. Wir machen dabei Gebrauch von den bereits eingefiihrten Projektionsoperatoren

" +
A= TPE™o (8.91)
2m0

oder

A, = w_ (8.92)

2m0
Als Beispiel berechnen wir
4
= (=N o (o ﬁz +m
S ustons) () = 3 eruta) o) 2o
+s; r=1 Mo 2.
ﬁ. —+ my ~
L =(A_(p; ) .
( ), (Aew),, (8.93)

Hierbei haben wir von den folgenden, bereits bewiesenen Relationen Gebrauch gemacht

@' (P — ) =0 (8.94)
oder

" P = emow” (8.95)
sowie

4

Z €r W (P;) u_),ry(ﬁz) = dg,y . (8.96)

r=1

Die letzte Gleichung représentiert die bekannte Vollstdndigkeitsrelation. Wir betrachten Gleichung
(8.82) nun ausfihrlicher

Z Z aa(Pf, Sf) '72[3 (Z ug (ps, 5:) us(ps, Si)) ’st)a Uo (pf, Sf)

.0 ts¢ +s;
_ ﬁ +my
=D Ga(py, 5¢) Yap ( 3 Yoo o (Pfs 55)
o0 Es¢ mo 86
_ ﬁ + myo
:Zzua(phsf) (703770 ucr(pfasf)
o0 Es¢ mo ac
2
_ — % + mO 0 —
= @y, (Py) (707Z Y| wi (D)
o 7;1 [83 .f 2m0 oo g
4 ﬁ -+ my ﬁ -+ my
— i ﬁ 0¥ 0] [ f ] w’ ﬁ
>3 conniy) [ | (] i
_ l,yoldz‘i‘mo 0] lﬁf‘f‘mol
a,o 2Tn’O ao 2TrLO oo
ﬁ' + my ﬁf + my
=Sp [7°| = 0 . 8.97



Hierbei haben wir in der dritten Zeile von unten ausgenutzt, dal3 gilt

ﬁwT(p) = €My wT(p) '

(8.98)

Diese Beziehung hilft uns, die Summation von » = 1 bis 2 formal auf » = 1 bis 4 zu erwei-
tern. Danach verwenden wir die Vollstandigkeitsrelation. Generell erhalt man fiir ein allgemeines

Matrixelement nach Durchfiihrung der Spinsummen

_ £ ﬁ +my 2 ﬁf"‘mo
a(ps, s¢)lu(ps, s3)| =Sp |T
2l sp)Putp s s p PO

Als nachstes untersuchen wir den Ausdruck
A= " |o(pi,5:)7 v (o, 85)]*

+sp,ts;
Wir schreiben die Summen Gber die Spins um
> — p;+m
2_ va(Pi, 5i) U (pi, 1) Zfr wh (7) (—) ($> .
+s; me ”
Es galt

W' (P) (¥ — exmo) = 0;
damit gilt speziell firr = 1und r =2
W' (P) (¥ —mo) =0,

wahrend wir fiir r = 3 und r = 4 haben

& 7" (7) (’”‘""’) — (7).

2m0

Wir nutzen jetzt die Vollstandigkeitsrelation aus

4
> & wo (D) Wi(F) = das -
r=1
Damit folgt als Resultat

> Vo (Diy $i) Vs(Dir 85) = —Oay (M)
B

+s; 2m0
_ [~ Pitm
- 2m0 of .
Damit erhalten wir abschlielRend
1
A = R SP’YO(% - mo)’YO(Iff - mo)
= [Sp'y #7° B; +mi Sp(v")?] .

Entsprechend gilt generell

_ o Al’f—moiﬁf—mo
v(p;, ;) Tv(ps, s 2=Splf‘ : r .
ﬂ;&ﬂ (i, 5i)Tv(py, )] e L Zme

Man beachte dabei das unterschiedliche Vorzeichen im Vergleich zu (8.99).
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8.6 Spuren von y-Matrizen

Fur die Berechnung von Feynman-Diagrammen und somit auch physikalisch meRbaren Wirkungs-
querschnitten ist es unerlé@Blich, einige nitzliche Eigenschaften der Spuren von Kombinationen der
Dirac—Matrizen zu untersuchen. Dabei ist es nicht notwendig, die explizite Gestalt der v-Matrizen
zu verwenden. Zumeist ist es ausreichend, von der Kommutator—Algebra der v-Matrizen Gebrauch
zu machen. Wir fassen diese Eigenschaften zusammen:

1.) Die Spur eine ungeraden Anzahl von ~-Matrizen ist Null.
Es gilt fiir beliebige Vierervektoren a ...ay,

wegen der Vertauschbarkeit der Faktoren unter der Spur, d.h., SpAB =SpBA. Jetzt nutzen wir die
Antikommutatorrelation

Yu¥s + VsV =0 (8.110)

aus und ziehen das erste -5 nach rechts durch. Das liefert n Minuszeichen, und wir erhalten insbe-
sondere flir ungerade n

SP di .. = (—1)Sp 1 ... dnsys =0. (8.111)
2)
Spl = 4 (8.112)
Spd ¥ = Sphd= %Sp(ﬂf H+id) = %Sp(v"v” + 77 aub
= Spg™aub, =a-bSpl=4a-b (8.113)
3)

Spdi... dn = a1-a2Sp d3... fhy —a1-a3Sp do s ... dn + ...
+a1 - A, Sp do ... dp_1 - (8.114)

Insbesondere gilt

Sp di do ds ds = 4[(a1 - az)(as - as) — (a1 - az)(az - as) + (a1 - as)(az - az)] . (8.115)

In der Beweisfiihrung verwenden wir

di fo = — do ¢ + 201 - a (8.116)

und schieben damit ¢; auf die rechte Seite von ¢.. Es folgt

Sp ¢y fo ... fln =201+ A3 SP dls ... fln —SP dlo dhy dls ... . (8.117)

Durch Fortsetzen dieses Prozesses erhalten wir

Sp ¢1 dn = 2@1 %) Sp ¢3 ¢n - ...+ 2@1 * Ay Sp ¢2 ﬁn—l
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SchlieBlich bringen wir durch Ausnutzung der Vertauschbarkeit von Matrizen unter der Spur f4,
wieder auf die linke Seite der anderen v—Matrizen zurtick. Daraus folgt die Behauptung. Speziell
ergibt sich

Sp d flo fls s = a1-a2Sp 3 fla — a1 - a3 Sp da da + a1 - a1 Sp dy ds
= 4[(a1-a2)(as - as) — (a1 - az)(as - aq) + (a1 - aq)(as - az)].  (8.119)

Diese Relationen sind aul3erordentlich nutzlich, wenn man eine komplizierte Spur von vielen ~—
Matrizen ausrechnen muf.
4.)

Spy® =0. (8.120)

Unter Verwendung von

PP = =yt (8.121)
folgt

Sp” =Sp7°(v°)* = =Sp1*y*7’ = =Sp7°(v°)* = —Sp+* = 0. (8.122)
5.) Das Skalarprodukt der y—Matrizen mit sich selbst ist

TV = Gy =41, (8.123)
Weiterhin gilt

Tu IV =WV " = (29" — VYY) =24 -4 d=-24. (8.124)

Ferner betrachten wir

Yu P = Y AV = v #2070 — v A Y=2Y d+2 4 Y
= da-b—2dY+24dY¥=4a-b. (8.125)

Ebenso ergibt sich

Yo APV = v A Y29"c, — v A YV d=2¢dY—4a-b¢
= 4da-b—2¢Yd—4da-bé=—-2¢Yd. (8.126)

AbschlieRend betrachten wir noch den folgenden Ausdruck

Tu YL = dY¢29%dy = g Y g A=2ddY¢+27¢Fd 4. (8.127)
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8.7 Elektron—Positron—-Paarerzeugung durch zwei Photonen

Die Berechnung des Wirkungsquerschnittes fiir die Paarerzeugung erfolgt in mehreren Schritten:
— das Zeichnen aller Feynman-Diagramme, die zu diesem Prozel3 beitragen;
— das Ubersetzen der Feynman-Graphen in einen mathematischen Ausdruck fiir die S-Matrix;

— die Bildung des Absolutquadrates der S—-Matrix und Summation {iber die Polarisations— und
Spinzusténde;

— Auswertung der Spuren und deren Darstellung durch Mandelstam-Variable, welches zum
relativistisch invarianten Wirkungsquerschnitt fiihrt.

In zwei weiteren Abschnitten werden ausgehend vom relativistisch invarianten Wirkungsquer-
schnitt

— durch Integration der totale Wirkungsquerschnitt und
— durch Ubergang ins Massenmittelpunktsystem (CMS) die Winkelverteilung

berechnet.

Beginnen wir mit den Feynman—Graphen.

Die Paarerzeugung stellt in niedrigster Ordnung einen Prozel} mit zwei \Vertizes dar. Dabei miissen
die Amplituden fur den direkten und AustauschprozeR kohérent addiert werden.

Nun wenden wir die Feynman—Regeln der QED im Impulsraum an. Jedes Diagramm enthdlt 4
dulRere Linien, denen folgende Faktoren zuzuordnen sind:

auslaufendes Elektron +— Z—_O u(p_,s_) (8.128)
auslaufendes Positron +— g—i v (py, S+) (8.129)
1. einlaufendes Photon +— 2%1 £1 (8.130)
2. einlaufendes Photon +— 2%2 €9 (8.131)

Die beiden Vertizes liefern die Faktoren
—tey, und —ievy,. (8.132)

(Wir benutzen hier das GauR-Einheiten-System, in welchem die Feinstrukturkonstante « = e?/fic
istund A = ¢ = 1.) Die Photonen greifen an den Vertizes an, und man fat gleich zusammen

71 = vl und g = 7,65 (8.133)
Jeder Vertex erhlt eine 6—Funktion multipliziert mit (27)4, welche die 4-Impuls—Erhaltung ga-
rantiert. Die innere Linie repréasentiert den Elektronen—Propagator

’L. . é‘i‘mo

.S = = .
w5r(q) 4¢— mg +1ic ZqQ—mﬁ-l—is

(8.134)
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Uber alle inneren Linien wird dabei mit [ d*q/(2m)* integriert. Damit lautet die S—Matrix
mo [y 1 1 _
S = —a /=55 B (P, s
! “VE_VE,V 2w, | 2y 2P 5-)

l/ % #2157 (q) ?1(271')454(]@ — P+~ Q)(27T)454(p_ — ki —q)+

/ (d;Tq); #1iSk(q) #2(2m)"8" (ky + py — ¢)(27)"8" (p- — kp q')]

v (P4, 54)- (8.135)

Die invariante Streuamplitude M¢;, welche in den Wirkungsquerschnitt eingeht, ist mit der S—
Matrix Uber folgende Beziehung

my [, 1 1
o i(or)d g .Y FP LI KL DY B ,
sz Z( 7T) o (k1+k2 D p+) fi E_ E_|_ %01\ 2 (8 136)

verknipft. Die Integration von (8.135) und der Vergleich mit (8.136) fiihrt zu

_ é‘i‘ myo él'f‘mo
My = —au(p-,s-) ¢2m #1+ ¢1q’2—m3+i5 Zo| v (py,s.), (8.137)
wobei die Abkiirzungen
q=p-—ki=ky—py =k +p, (8.138)
¢ =p-—ka=ki—ps =k +p, (8.139)

mit p = —p, verwendet wurden. Sie sind mit den Mandelstam—Variablen tiber

s = ¢° (8.140)
u = ¢? (8.141)

verkniipft. Der Wirkungsquerschnitt beinhaltet das Absolutquadrat |My;|*. Einfache analytische
Ausdriicke lassen sich dafir herleiten, wenn man (ber die Spinprojektionen des Elektrons und
Positrons im Endzustand summiert und gleichzeitig Uber die 2 Polarisationszustdnde jedes Pho-
tons im Anfangszustand mittelt. In der Praxis entspricht das einem Experiment mit unpolarisierten
Teilchen— und Lichtstrahlen.

Die Mittelung Uiber die Photonenpolarisationen entspricht formal der Ersetzung der Matrizen £
durch die v—Matrizen,

1
QA — SR, (8.142)
1
HQhH — FwRY, (8.143)
wobei ¢ einen beliebigen Operator (Matrix) darstellt. Damit erhalten wir aus Gleichung (8.137)
— o 3 w %
Mal* = - [@ -5 )Twv (b4, 5] [T (0, 5070 (04, 54)] (8.144)
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mit der Definition

Lw = %Sr(@)w +WwSr(d) V-
Nun summieren wir Uiber die Spins. Unter Verwendung von
r = 4 FT')/O

erhalten wir

2
(6% _ _ =
Z |Mfl|2 = Z Z u(p_,s_)FWU(p+,s+)U(p+,s+)ru U(p_,S_)-

5,84 5,54

Mit den Regeln

S ualps s ) Ty 5.) = ("‘*””")aﬂ

2m0

=

_ -m
Z%(P+,3+) Uﬂ(P+,3+) = ( +2m0 0)
af

54

sowie

AV d = d ¥d

ergibt sich der Ausdruck

T2 o P+ my By — Mg TV
MaP = & 2+ o
2, |M] 4 2mg M 2m,

C¥2

= ~Tomz (B + my) [’YMSF(Q)’YV + %SF(Q')’YM]

5,84

(B + mo) [’YVSF(Q)’Y” + ’Y“SF(q')'y”] )

(8.145)

(8.146)

(8.147)

(8.148)

(8.149)

(8.150)

(8.151)

Hierbei wurde (#; — myg) durch —(# + my) ersetzt. Das Ausmultiplizieren erzeugt vier Terme

S PIF = = [f )+ () = 1 9+ g w9,

5,84

die unter Verwendung von (8.140) und (8.141) folgendermalien lauten:

F(5,0) = g = aye S+ M)+ mo) (8 mo) (44 o)),

F09) = fr— ez SPUP- + M+ o) (4 o) f + o)}

0(60) = gy P+ Mo+ mo B+ mo) (4 + o),
g(u, s) = Sp{(#- + mo)vu (A + mo) (¥ + mo)y" (4 + mo)¥"}.

4(s — m§)(u — mg)
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Man beachte hierbei die Symmetrie bei Vertauschung von s mit « bzw. von ¢ mit ¢’. Diese Sym-
metrie sagt aus, daB wir insgesamt nur zwei Spuren auswerten missen: f(s,u) und g(s,u). Die
anderen beiden Terme folgen dann unmittelbar aus der Vertauschung der Variablen. Folgende be-
kannte Regeln verwenden wir beim Auswerten der Spuren:

(i)  Die Spur einer ungeraden Anzahl von y—Matrizen ist Null.

(i) Sp{l} = 4 (8.153)
(i) Sp{ AW} = 4a-b (8.154)
(iv) Sp{dpé¢d} = 4l(a-b)(c-d)+(a-d)(b-c)—(a-c)(b-d)]. (8.155)

Weiterhin erinnern wir an die wichtige Vertauschungsrelation
AHAY bl = 9 ghY (8.156)

aus welcher man die Relationen

Y = 4 (8.157)
Ydvw = —24 (8.158)
YA Yy, = 4a-b (8.159)
VAYdv = —24Ud (8.160)

ableitet. Damit haben wir das Werkzeug in der Hand, diese Spuren auszuwerten.

Wir beginnen mit der Spur in f(s, u). Das Ausmultiplizieren liefert eine Vielzahl von Termen, doch
nach Regel (i) sind nur diejenigen von Null verschieden, welche proportional zu einer geraden
Potenz von my sind. Wir haben einen Term proportional zu m) = 1, sechs Terme proportional zu
m2 und einen Term proportional zu m;. Der erste Term proportional zu m) = 1 lautet

Sp{ - 47 Y 4V} = —2Sp{ By, 4 ¥ 47"}

ASp{ p- d ¥ 4}

= 4’2(¢q-p)(g-p-) — (p-p-) ). (8.161)

Die 6 verschiedenen Terme proportional zu m? beinhalten die Spuren
Sp{vum 7" 47" = -25p{n. PA¥*} = -2:4'pg (8.162)
Sp{vu gy 47" = 4Sp{w 44} = +4°¢ (8.163)
Sp{vu v BV} = —2Sp{v. 4B} = —2-4p-g¢ (8.164)
So{ -y’ 7"y = ASp{ -y 4} = -2-4°p_-¢q (8.165)
Sp{ - vuw BV} = —2Sp{ B-vu P} = +4p_-p (8.166)
Sp{ B-vu d Y™} = 4ASp{#-v. d"} = -2-4p_-q. (8.167)

Diese lassen sich zusammenfassen zu

£LmiAd¢? —4q-p—4q-p_+p-p-) = £Lmi(p-p- —4q-¢). (8.168)
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Dabei wurde
q+qd = p+p- (8.169)

benutzt. Der einzige Term proportional zu mg lautet schlieRlich

mg Sp{n Y'Y} = 4Pmy. (8.170)
Damit erhalten wir
2
= =  |4(qg- cn
f(s,u) (s—m§)2[ (¢-p)(g-p-)

—2¢*(p-p_) —8miq-q +2mip-p_ +8my). (8.171)

In diesem Ausdruck treten nur Invariante (Skalarprodukte) auf. Unser Ziel ist es nun, die 4—Skalare
(q-p), (g-p_) sowie (p - p_) durch die bekannten Mandelstam-Variablen s = ¢ und u = ¢'?
auszudriicken. Dazu quadrieren wir (8.138) sowie (8.139) und erhalten

p_ ki = —p-k (8.172)
p_-k2 = —p-kl. (8173)

Daraus folgt unmittelbar

q'p = q-p- (8.174)
¢p = ¢-p. (8.175)

Weiterhin erhalten wir die interessante Relation

¢d = (pt+k)-(p+k) = mg+p-ktpkithk -k
= mi—(p_—p—ky) -k = m—-k¥ = md (8.176)
Im letzten Schritt wurde von der Beziehung
o=k = 0 (8.177)

Gebrauch gemacht, welche aussagt, daR die Ruhemasse des Photons Null ist. Andererseits, aus
(8.169) folgt

(¢+¢) = (p+p-)* = 2mi+2p-p_ (8.178)
und mit (8.176)

2p-p- = (@+¢)’-2¢-¢ = ¢F+¢° = s+u (8.179)
Gleichzeitig erhalten wir aus (8.174) und (8.175)

2¢-p = q-p+qp- = ¢q-(g+q) = s+mp, (8.180)
2¢-p = ¢ -p+d-p- = ¢ (g+q¢) = u+mj. (8.181)

185



Mit diesen Vorbetrachtungen laRt sich der Ausdruck (8.171) umschreiben als

f(s,u)

Damit ist auch

flu,s) =

2

(s —mg)?

2

(s — mg)?

2

2

(u —mg)?

4(q-p)* —2(p-p_)(s —m})|

:(s +m3)? — (s +u)(s — mg)]

-4m§ — (s = md)(u —m2) +2m3 (s—mg)].

[4m§ — (s —md)(u—m3) +2m] (u—mg)].

(8.182)

(8.183)

Die Berechnung von g (s,u) unterscheidet sich in der Auswertung der Spuren vom bisherigen
Resultat. Das wird hervorgerufen durch die ,,verschachtelte” Reihenfolge der -, und , Matrizen.
Deshalb werden wir oft die Beziehung (8.156) benutzen, die sich u. a. auch schreiben lait als

gy =

Somit erhalten wir furr den ersten Term aus g (s, u), welcher zu mJ = 1 proportional ist,

2a, — v, d.

Sp{ #-vudw BV 4} = 2Sp{ b_v. BV £ 4}

—Sp{ #- v A BV A 7"}

= —4ASp{p_p 4 d}—25p{ ¥ d ¥ 47}

+ Sp{ A=y d B A}

= —ASp{p_p A4 dy+4Sp{p_ AP 4}

+4q-pSp{ b-v 47"}

= —ASp{p_ ¥4 d}+4Sp{P-d P 4}

~8q-pSp{ #- 4}
= [ (p-p)q-q)—(g-p)d P
+ ( q-p)+ (g
+ ( q-p)—(p
-2(¢-p)(¢ -p-)]
= —32(p-p_)(g-q)

q - p-)(
q - p-)(

(8.184)

(8.185)

Mit der selben Technik lassen sich ebenfalls die 6 Terme proportional zu mZ auswerten. Fiir die
auftretenden Spuren erhélt man

Sp{vun BV 49"}
Sp{vu 4 47"}
Sp{vu 47 #¥*"}
Sp{ By 47"}
Sp{ #-vuve B}
Sp{ #-vu 47"}

— 42
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was sich zusammenfassen laRt als
8maldg-p+4q -p+2mi+2p-p_]. (8.192)

Der Term proportional zu mj ergibt

mo Sp{vr '} = —32mg. (8.193)
Damit folgt
2
= 4 2 . 2 2/
g(S,’LL) (s—mg)(u—mg)[ mO(q p)+ mO(q p)
+2mg+2m (p-p-) — 4 (p-p-)(g-¢') —4my). (8.194)
Mit Hilfe der Beziehungen (8.176), (8.179), (8.180) und (8.181) vereinfacht sich der Ausdruck zu
g(s,u) = 2 [(s +u)md + 2 m4]
ICEEICREE) T

T (s— m3)2(u — md) [4 my + (s = mg) + (u— mﬁ)]. (8.195)

Man beachte, dal? dieser Ausdruck symmetrisch in s und w ist,
g9(s,u) = g(u,s). (8.196)

Fur das mittlere Matrixelement (8.152) erhalten wir somit

2

— o
s§+|Mﬁ| = —4—m(2)[f(s,u)+f(u,s)+2g(s,u)]
202 2 2 2 2 2
:_042[< m02+ m02>+< m02+ m02>
mo S—mo u—mo S—mo u—mo
1 (s—mi u—m?
g ) 8.197
4(u—m§+s—m§ ( )

Damit haben wir das Absolutbetragsquadrat des Matrixelementes vollstandig durch die invarianten
GroRen s, u und m2 ausgedriickt.
Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist allgemein gegeben als (siehe (8.60)

dO' _ NlNQN{NéS o - 2
9 - e 21| 1P| [Mya]” - (8.198)

Fir den Fall der Paarerzeugung haben wir g, = 131, Pl =p_, Ny = Ny =1, N = Nj = 2mg und
S = 1. Damit folgt fur den gemittelten Wirkungsquerschnitt

do mi - —
o m|k1||l7—|s§+ |Mgi|” (8.199)

Nun wollen wir diesen Wirkungsquerschnitt vollstdndig durch die Mandelstam—Variablen aus-
driicken. Wir beginnen mit der Invarianten 12, welche lautet

o= (pp)?+mimd = (k-k)’ (8.200)
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Andererseits gilt

Damit erhalten wir
1
rr = 1 t2. (8.202)

Im zweiten Schritt ersetzen wir d€2 durch einen invarianten Ausdruck. Dazu verwenden wir
s = (p-—k)?> = mi—2p_ -k = mi—2E_w +2k|[F_|cos®, (8.203)

wobei © den Winkel zwischen dem einfallenden Photon und auslaufenden Elektron reprasentiert.
Die Differentiation nach dcos© fihrt zu

=d 1 E=d
ds = 2|g_||ki|dcos® = 2—-2|ﬁ_||k1|dQ. (8.204)
™
Einsetzen von (8.202) und (8.204) in (8.199) ergibt
do ma —
- My,
ds 47t2 Z Myl

5,84

a1 s—m§+u—m§
Co2n2 [4\u—m} s—mj

2
mg mg mg mg
- + - + .
s—mi u—m} s—m? u—md

Das ist der allgemeine Ausdruck fiir den Wirkungsquerschnitt, der in allen Bezugssytemen gilt.
Aus ihm leiten wir in den néchsten Abschnitten den totalen Wirkungsquerschnitt und die Winkel-
verteilung im Schwerpunktsystem her.

(8.205)
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8.8 Totaler Wirkungsquerschnitt fiir die e"e™—Erzeugung

Der totale Wirkungsquerschnitt wird aus (8.205) fiir ein gegebenes ¢ — das ist das Quadrat der
Gesamtenergie im Schwerpunktsystem — berechnet. Dazu integrieren wir ber s und beachten
dabei, daR wegen der Beziehung

s+u+t = 2mj (8.206)

nur zwei Mandelstam-Variable unabhéngig sind. Das heilt, die Variable « wird durch s und ¢
ausgedriickt. Um Schreibarbeit zu sparen, fiihren wir die Abkirzungen

T =s—mg, (8.207)
y=u—mp = —(x+1) (8.208)

ein. Der totale Wirkungsquerschnitt lautet dann mit ds = dx

2
y = o? /bd:v my  mg N my  mg +1( T +:E+t)
2rt? Ja r+t oz r+t oz 4\z+1 x
a? b 4myg 12 4m2 T t
= —— — 1]. 8.209
87rt2/a [$2($+t)2+$($+t) +IE+t+IE+ ( )

Nun missen wir die Integrationsgrenzen festlegen. Sie hdangen mit dem physikalisch zuldssigen
Bereich der Mandelstam-Variable zusammen und werden einerseits durch die Beziehung (8.206)
und andererseits durch die Gleichung

su> mg (8.210)
bestimmt. Die letzte Bedingung (fuir die untere Grenze) 1aRt sich auch in die Form

zy + mi(z+y) = 0 (8.211)
umschreiben. Zusammen mit (8.206) bzw. (8.208) erhalten wir damit eine quadratische Gleichung

2’ + 2t + mit =0, (8.212)

deren zwei Losungen die Integrationsgrenzen definieren:

__t_ 2 A2
a=-5 = 3 t(t—4mj) , (8.213)

2 1

Die Integration in (8.209) ist elementar. Wir benutzen dazu die folgenden Standardintegrale

dx 1 t+x
o % 8.215
/x(t—i—x) ity T (8215
dx 1 2 1 2 t+x
SR Il | C 8.216
/x2(t+x)2 " t?] tvs B s T (8.216)
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rdr
= —t1 . .
/xH t In(t+z) + C (8.217)

Damit erhalten wir
o? [(t 2) 4my 8myg I 1T

g =

t+x
4m2 I T F
t+z ¢ TAmg I T T

82 |\z
b
+ tln(t+z) —tlnz — z

a

o? 8m2 t+x 20 + 1 b
= t+4m2 — —2) 1 4myg -2 8.218
87rt2[<+m0 t)n . + 2+ 1) IEa ( )
Nun setzen wir die Integrationsgrenzen ein und erhalten
_ a_2 <t+4m2 _ 8_m§> In Vit Vt_4m°
4t 0 t Vi —\Jt — 4m2
4
- (% + 1) #t — 4m8)] . (8.219)
Mit dem Einfiihren der Abkirzung
= t/mj (8.220)
1&Rt sich dieser Ausdruck weiter vereinfachen zu
o? 9 VTHVT -4
o = g [(7’ +47 —8) In o \/7T — (T+4)y/r(r—4)]|. (8.221)

In einem Bezugssystem, in dem das Photon k; dem Photon %, entgegenfliegt (k|| — &»), gilt die
Relation

T = (k1+k2)2 = 2]€1 'k2 = 2601602 - 2];;1 'EQ
= 2(&)1&)2 + w1w2) = 4&)1&)2 . (8222)

Nun ist es Ublich, die GroRe

mg

2 = 4/1— (8.223)

wWio

einzufiihren, welche flr Photonenenergien /wiws > my definiert ist. Im Schwerpunktsystem,
in dem w; = wy gilt, bedeutet das, dal} ein Photon mindestens die Ruheenergie des Elektrons
aufbringen muf3. Mit Hilfe von (8.220) und (8.222) erhalten wir

4
T= 1" (8.224)
Diesen Ausdruck setzen wir in (8.221) ein und bekommen
o? 1+2
7= Sormi (1—2% [(3 —2") In |—— |2 (2% — 2)] : (8.225)

Der Definitionsbereich von z liegt zwischen 0 und 1. Die obere Grenze entspricht dem Fall
unendlich groRer Photonenenergie. In diesem Grenzwert geht der Wirkungsquerschnitt interes-
santerweise gegen Null.
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z

Figur 24: Totaler Wirkungsquerschnitt der Paarerzeugung.
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8.9 Winkelverteilung der Elektron-Positron-Erzeugung

Ausgangspunkt ist der berechnete Wirkungsquerschnitt (8.199) mit dem Amplitudenquadrat
(8.197), den wir durch die Variablen x und y aus (8.207) und (8.208) ausdriicken:

do o L 1 (z vy mg  m2\® (mE m2

Da im Schwerpunktsystem

E =FE =w =w =w (8.227)
und

I? = 40! (8.228)
gelten, erhalten wir fir die Winkelverteilung im Schwerpunktsystem

do _ o®lp_| [(2®+y°) —4mi(z+y)  4mg(z +y)°
dQ 128723 Ty x?y?

(8.229)

Nun werden wir z und y durch den Winkel © zwischen Photon und Elektron ausdriicken. Wir
erinnern an die Definition der Mandelstam-Variable

s=(p_—k)? = mi — 2p_-ky, (8.230)

u=(ky—py)° = mj — 2p, - ki . (8.231)
Unter Verwendung von (8.227) und p- = —g, kdnnen wir schreiben

g =s-—md=-2Ew+20 -k = —2w(w— |p_|cosO), (8.232)

y = u—mi = —2E,w0, +2p -k = —2w(w+ |F_|cosO) . (8.233)

Damit erhalten wir auch die Beziehungen

T+y = —4w?, (8.234)
ry = 4w (w?—p2cos’O), (8.235)
?+y° = 8w?(w?+p?cos’O), (8.236)

welche in (8.229) eingehen.
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An dieser Stelle wollen wir die Impulsbeziehungen im Schwerpunktsystem graphisch veranschau-
lichen:

P

Y H?Tl
@p)

A

p.
Figur 25: Impulsbeziehungen der Elektron-Positron Paarerzeugung durch zwei Photonen im
Schwerpunktsystem.

Einsetzen von (8.234) bis (8.236) in (8.229) ergibt

do _ o?lp| l2m§ +w? +5?% cos’O 2mg ] . (8.237)

dQY 6472 wd |  (w?—F2% cos?O) (w? — §2 cos? ©)?2
Dieser Ausdruck 18Rt sich mittels der Beziehung

P2 = w? —m? (8.238)
auch umschreiben in die Form

do 2lp | [w?+ 72 (1+sin?0O) 2p'* sin? ©

dQ  64r2 [ w?—72% cos?@ (w2 —p2 cos? @)2] ' (8.239)
Im ultrarelativistischen Fall gilt

P2~ W (8.240)
und wir erhalten

2
ft% " 64 70:2 w? [sin22 o 1] ' (8.241)

Es treten zwei symmetrische Maxima bei © = 0 und © = = auf. Fir © ~ 0 reduziert sich das auf

do o?

—_ 242
dQ 32 72 w? O2 (8 )
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Figur 26a: Winkelverteilung der Elektronen im Schwerpunktsystem bei der Paarerzeugung durch
zwei Photonen. Die Photonenenergie ist w = 4 my . In der Abbildung ist neben dem exakten
Wirkungsquerschnitt (8.239) auch die ultrarelativistische Naherung (8.241) eingetragen.
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Figur 26b: Winkelverteilung der Elektronen im Schwerpunktsystem bei der Paarerzeugung durch
zwei Photonen. Die Photonenenergie ist w = 14 myg. In der Abbildung ist neben dem exakten
Wirkungsquerschnitt (8.239) auch die ultrarelativistische Naherung (8.241) eingetragen.
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9 Spontane Symmetriebrechung

9.1 Einfihrung

Wir untersuchen die Struktur des Grundzustandes eines Systems, also des Vakuumzustandes.
Zundchst betrachten wir einen dinnen Stab mit einer kreisformigen Grundflédche auf einer Ebe-
ne. Entlang der Lange {iben wir eine Kraft aus.

-« T

Figur 27: Ein Stab unter Wirkung einer senkrechten Kraft. Demonstration der spontanen Symme-
triebrechung.

Ubersteigt die Kraft einen kritischen Wert, so wird sich der Stab in einer Ebene biegen, die zufallig
bestimmt ist. Der neue Grundzustand des Systems ist unsymmetrisch, da eine Ebene ausgezeichnet
ist. Alle anderen degenerierten Grundzustande waren gleichberechtigt; diese Grundzustande sind
durch Rotationssymmetrie verknuipft. Die essentiellen Punkte in diesem Beispiel sind die folgen-
den

(i) Ein Parameter Ubersteigt einen kritischen Wert.

(i1) Die ursprunglich symmetrische Konfiguration wird instabil.

(iii) Der neue Grundzustand ist degeneriert.

Als zweites Beispiel betrachten wir den Ferromagnetismus. Die einzelnen Atome im Ferromagne-
ten wechselwirken mittels einer Spin-Spin Wechselwirkung

,j
Diese Wechselwirkung ist ein Skalar und daher invariant unter Rotation. Der Grundzustand des
Systems ist jedoch der, in dem alle Spins zumindest in einem Teilbereich ausgerichtet sind. Die

Richtung der spontanen Magnetisierung ist wieder zuféllig und der entartete Grundzustand kann
von einem anderen Grundzustand mittels Rotation erreicht werden. Die spontane Magnetisierung
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verschwindet bei hohen Temperaturen 7', wenn der Grundzustand symmetrisch wird und alle Ato-
me zuféllig orientiert sind. Der kritische Parameter ist hierbei 7.

Beide Beispiele demonstrieren die spontane Brechung der Symmetrie. In beiden Beispielen besitzt
das System Rotationssymmetrie, aber der Grundzustand ist nicht invariant unter dieser Symme-
trietransformation. Eine Besonderheit des Ferromagnetismus ist es, dal3 es ein unendliches System
sein kann. Die Magnetisierung hat eine spezielle Richtung ausgezeichnet und eine Messung die-
ser Richtung oder des Winkels wird auch im Rahmen der Quantenmechanik einen scharfen Wert
ergeben. Aber die konjugierte Variable des Winkels ist der Drehimpuls. Dieser Drehimpuls des
Systems ist demnach vollstandig unbestimmt und muf daher eine unendliche Summe von allen
Werten von J sein. Die Tatsache, dal} der Ferromagnet ein unendliches System darstellen kann,
erlaubt interessante Vergleiche zur Feldtheorie, denn auch hier haben wir es mit einem System mit
einer unendlichen Zahl von Freiheitsgraden zu tun.

Wir betrachten nun eine &hnliche Situation in der skalaren Feldtheorie, in der sich die Symmetrie
der Lagrange-Dichte nicht widerspiegelt in der Symmetrie des Grundzustandes. Der Grundzustand
in der Feldtheorie ist der Vakuumzustand und wir werden somit konfrontiert mit einem neuen Typ
von Vakuum. Fiir die Lagrange-Dichte wihlen wir die komplexe ®*-Theorie

L = (0,8)(0"®") — m*®d* — \(9D*)?
= (8,9)(0"®*) — V(,d*). (9.2)

Der A-Term beschreibt die Selbstwechselwirkung. Gewohnlich ist m die Masse eines physikali-
schen Teilchens. Hier soll m? jedoch nur die Rolle eines Parameters ibernehmen. Wir betonen
dies, da m? im folgenden auch negative Werte annehmen kann. £ ist offensichtlich invariant unter
der globalen Eichtransformation

® — exp {iA}D. (9.3)

Der Grundzustand wird durch Minimierung des Potentials erhalten. Es folgt

oV 0

— = O* + 220* (D* D) . )

5% meP* + 2)\P*( ) (9.4)
Fir m? > 0 liegt dieses Minimum bei ®* = ® = 0. Flir m? < 0 jedoch existiert ein lokales
Maximum bei ® = 0 und ein Minimum bei

2
m . 2
oy =0 (9.5)
d.h. bei |®| = a. In der Quantenfeldtheorie wird ® ein Operator, und die genannte Bedingung wird
Ubertragen auf den Vakuumerwartungswert des Feldoperators ®:
| < 0[®|0 > |2 = a?
Das Potential hat ein Minimum bei |®| = a und ein lokales Maximum bei ® = 0. Wir setzen

@] =

=, +idD,. (9.6)

Die Figur zeigt das Potential V" als Funktion von ®; und ®,. Die Minima von V' liegen entlang des
Kreises |®| = a. Dies stellt einen unendlichen Satz degenerierter Vakua dar, die durch Rotation
miteinander verbunden sind. Die physikalischen Anregungen des Feldes sind dann Stérungen um
|®| = a und nicht um @ = 0.
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Figur 28: Das Potential hat ein Minimum bei |®| = a und ein lokales Maximum bei & = 0.

Wir fuihren Polarkoordinaten ein und setzen

®(z) = p(x) exp {iO(2)} . ©.7)

Das Operatorzeichen lassen wir weg. Damit driicken wir das komplexe Feld durch die beiden
reellen Felder p und © aus. Wir wéhlen nun den Vakuumzustand

<0|®|0>=a (9.8)
mit reellem «. Dann haben wir

<0[pl0>=a
<0|®0>= 0. (9.9)
Dieses feldtheoretische Beispiel weist die gleichen Charakteristika auf wie der Ferromagnet. Es

gelten die gleichen Symmetriebetrachtungen beziiglich des degenerierten Vakuumzustandes. Jetzt
setzen wir

®(x) = [p'(z) + o] exp{iO(z)} (9.10)
¢ und © haben jeweils verschwindende Vakuumerwartungswerte. Mit diesem Ansatz folgt
V = m?p? 4+ 2m2ap’ + m?a® + \(p" + 4ap® + 6a*p? + 4a3p’ + a*)
= A"+ 4a\p® + 4d®p? — Ma?
= A [(p’ +a)? — a2]2 — Aa*
= M®*® —a?)? — \d? (9.11)
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Hierbei haben wir (9.5) ausgenutzt. Ferner gilt
(8,2)(8"9") = (8,0)(8"0) + (¢ + 0)*(9,0)(6"6) 9.12)

In V gibt es einen Term proportional zu p", so daR die dem p’ zugeordnete physikalische Masse
gegeben ist durch m? = 4Xa®.

Es existiert jedoch kein Term proportional zu ©2, so daB © ein masseloses Feld ist. Als Resul-
tat der spontanen Symmetriebrechung erhalten wir aus den beiden urspriinglich massebehafteten
Feldern, dem Realteil und Imagindrteil von @, nun ein massebehaftetes Feld sowie ein masseloses
Feld. Klarerweise wird es Energie kosten, p' gegen die riicktreibenden Kréfte des Potentials zu
verschieben. Es gibt aber keine riicktreibenden Kréfte gegenuiber einer Verschiebung entlang des
Tales |®| = a. Das Teilchen, daB der ©-Bewegung entspricht, nennt man Goldstone-Boson. Dies
ist ein ganz allgemeiner Gesichtspunkt. Eine spontane Symmetriebrechung einer stetigen Symme-
trie beinhaltet die Existenz eines masselosen Teilchens, des Goldstone—Teilchens. Diese Aussage
ist Inhalt des Goldstone-Theorems.

Fir die weiteren Studien betrachten wir @ als aufgespalten in Real- und Imaginérteil.

D, (z) + iPo(x)

O(z) =a+ NG (9.13)
mit der Nebenbedingung
< @1 >0 =< @2 >0 = 0. (914)

Damit folgt fir die Lagrange-Dichte unter Benutzung von (9.5)

L= %(3,@1)2 + %(auqb)? — 20a%®? — V22, a(D? + B2) - %(@% +®2)2 + Aa*. (9.15)

Wieder stellt sich das ®,-Feld als masselos heraus, wahrend fur ®; als Quadrat der Masse der Wert
4)a? resultiert.
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9.2 Spontane Brechung der Eichsymmetrien

Bislang haben wir eine Lagrange-Dichte mit einer U(1) Symmetrie betrachtet. Zwei reelle Felder
® bildeten eine zweidimensionale Darstellung der U(1). Eines dieser Felder hat einen nichtver-
schwindenden Vakuumserwartungswert. Es stellte sich heraus, dal3 es ein masseloses Teilchen,
das Goldstone-Boson, gibt sowie ein massives Teilchen.

Wir betrachten jetzt zundchst als Beispiel einer nichtabelschen Gruppe die SO(3). Es sei nun ®;
mit 2 = 1,2, 3 ein Isovektorfeld. Mit der Konvention, dal? iber doppelte Indizes summiert wird,
gehen wir aus von der Lagrange-Dichte

1 1

L ist ein Lorentz-Skalar, aber auch invariant bei Rotation im Isospin-Raum. Wie zuvor betrachten
wir das Minimum des Potentials

1
V(®;) = §m2@i@i + M(®;®;)* . (9.17)

Wenn der Parameter m? > 0 ist, liegt das Minimum bei ®; = 0. Fir m? < 0 folgt

1 _m2 2
0, |=<@%+@3+@§>2=( )

o a . (9.18)

Wieder haben wir degenerierte Vakua, und wir sind frei, den physikalischen Grundzustand zu
wahlen.
Wir setzen

&y =ady . (9.19)

Der Vakuumwert von @, also @y, zeigt in die €s-Richtung im Isospin-Raum. Indem wir ferner
setzten

b3=x+a , (9.20)
sind die physikalischen Felder jetzt ®,, ®, und x. Fir das Potential folgt
1 2
Vo= om’ (8 + @3+ (x +0)*) + A (@] + B3 + (x + a))

= 4a’Ax® + 4adx(®? + B3 + x?) + A(®? + ®3 + x%)? — Ao’
= A(@:%-a?)?-a") . (9.21)

Der einzige Term in der vorletzten Zeile, welcher quadratisch in den Feldvariablen auftritt, lautet
4a2Xx*. Dem entspricht die Masse
mi = 8a’A, (9.22)

wahrend weiter gilt

me, = Mo, = 0. (923)
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Nach der spontanen Symmetriebrechung haben wir also zwei Goldstone-Bosonen und ein massi-
ves skalares Feld vorliegen. Die Zahl der Goldstone-Bosonen richtet sich also nach der zugrunde
liegenden Symmetriegruppe.

Als Spezialfall dieser Symmetriegruppen betrachten wir Eichsymmetrien der Form & — (@ ®,
Dies fihrt zur Einfiihrung des elektromagnetischen Feldes aufgrund der kovarianten Ableitung.
Die Lagrange-Dichte lautet somit

£ = {(8, + ieA) B} (8" — ieAM) D"} — mPB*® — A(B*D)” — EFWF’“’ . (9.24)

Dies ist die Lagrange-Dichte der skalaren Quantenelektrodynamik. Wie zuvor sehen wir m? als
positiven oder negativen Parameter an, so daR fiir m? < 0 und bei Abwesenheit des Eichfeldes das
Vakuum liegt bei

—m2\?
|@|=a=<2)\> . (9.25)

Wieder setzten wir

D, (z) + iPo(x)

O(z) =a+ G (9.26)
Ausgedriickt durch die physikalischen Felder ®; und ®, lautet nun die Lagrange-Dichte
1 1 1
L= - FuF"+ e’a’ A, A" + 5(8,@1)2 + 5(a,m1>2)2 —
—22a*®? + v/2ea A*8, By + - - - (9.27)

Der interessante Term ist nun der zweite, proportional zu Ai. Das Photon hat jetzt eine effektive
Masse erhalten. @, ist ein massives Feld, ®, hingegen ist masselos. Der gemischte Term in A#9,®,
kann durch eine Eichtransformation eliminiert werden. Fur infinitesimale A folgt aus ® = (1 +
iA) @ und @™ = (1 —4iA) ®* sowie (9.26)

P, = By+AD; +v2Aa . (9.29)

Dies zeigt, daB ®, eine inhomogene Transformation erfahrt, die einer Rotation sowie auch einer
Translation in der (®,, ®,)-Ebene entspricht. Wir kdnnen A so wahlen, daf ®, verschwindet. Da-
mit eliminieren wir auch den gemischten Term in A#9,®,. In dieser Eichung lautet die Lagrange-
Dichte

1 1
L= _ZFWF’“’ + e’a’A, A" + 5(@@1)2 —20a*®T + -+ . (9.30)

Diese Lagrange-Dichte enthalt nur noch zwei Felder, das Photonenfeld mit Spin 1, sowie ®; mit
Spin 0. Beide Felder sind massive Felder. Das ®, -Feld, das im Fall der spontanen Symmetriebre-
chung der globalen Symmetrie masselos geworden ist (Goldstone-Boson), ist nun verschwunden.
Zusétzlich hat das Eichfeld aufgrund der Tatsache, dal3 wir eine lokale Symmetrie vorliegen haben,
eine Masse bekommen. Dieses Phdnomen nennt man den Higgs-Mechanismus. Die spontane Bre-
chung der Eichsymmetrie resultiert nicht in dem Auftreten eines masselosen Goldstone-Bosons,
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sondern im vollstandigen Verschwinden dieses Feldes und dem Auftretren eines massiven Eichfel-
des.

Die spontane Brechung der U(1) Symmetrie fiihrt zu dem folgenden Teilchenspektrum, jeweils
abhéngig von einer globalen oder lokalen Symmetrie.

1. Goldstone-Mode: Spontane Brechung der globalen U(1)-Symmetrie:
zwei massive skalare Felder = ein massives skalares Feld und ein masseloses skalares Feld

2. Higgs-Mode: Spontane Brechung der Eichsymmetrie U(1):
zwei massive skalare Felder und ein Photon = ein massives skalares Feld und ein massives
Photon

Man beachte, dall die Zahl der Freiheitsgrade bei dieser Transformation erhalten bleibt. Im
Goldstone-Fall ist dies einfach, denn ein massives und ein masseloses skalares Feld hat jeweils
einen Freiheitsgrad. Im Higgs-Fall hat das masselose Photon zwei Freiheitdsgrade (die beiden
transversalen Polarisationen). Jedoch hat das massive Photon drei Freiheitsgrade, es kommt ei-
ne physikalische Longitudinalpolarisation hinzu. Hier gilt demnach: 2 + 2 = 1 + 3 . Man sagt,
das Photon hat das skalare Feld ,,aufgefressen” und dadurch eine Masse erhalten. Die spezielle
Eichung, die wir gewéhlt haben um dies zu erreichen, nennt man auch die physikalische, unitére
oder U-Eichung.

Wir wenden uns nun dem nichtabelschen Higgs-Phdnomen zu. Die bisherige Lagrange-Dichte
andern wir ab, indem wir den Eichfeldterm addieren,

1 1 |
L= Q(Duq’i)(D“@i) - §m2@z‘@i — N®;®;)* — < F. F* (9.31)

- 1 FL,
mit
D,®, = 0,®+ geij Afﬂ)k ,
F;iu = 3uA,i/ - 3VA§L + g €k Af;Al,f . (9.32)

Das Potential V hat fiir m? < 0 ein Minimum bei

1

_m2 2
|@0|—<4)\> = a, (9.33)

und wir wahlen wie zuvor den Vakuumzustand derart, daB er in €5-Richtung zeigt:
By = ad; . (9.34)
Die physikalischen Felder sind dann @, ®, und y = ®3 — a . Damit folgt fur die Lagrange-Dichte
1
L =3 ((0u®1) + (8u®2)” + (8:X)%) + ag ((3,P1) A% — (9,D2) AY)
1 1 ; i\2
+50°9" (A2 + (A2)?) - I (0,A4L — B,A4L)" — 4a®Ax* + -+ (9.35)

Es sind nur die Terme quadratisch in den Feldern aufgefiihrt. Die Lagrange-Dichte enthédlt wieder
einen gemischten Term in A# und in ®. Wir nutzen wieder aus, dal wir eine lokale Symmetrie
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vorliegen haben. Dies impliziert, dal wir an jedem Raum-Zeit Punkt eine unabhéngige Eichtrans-
formation vornehmen kénnen. Wir wahlen als Eichung die unitére Eichung, so daR an jedem Punkt
in der Raum-Zeit ® entlang der dritten Isospin-Achse liegt.

B(z) = 0385 = (a + X)& (9.36)
Damit eliminieren wir nun die Felder ®; und ®,, und wir haben

D = gla+x)42,

D,®; = —gla+x)A,,
Du®s = Oux - (9.37)
Weiter folgt
(Du®:)? = a?g® ((AL)? + (A2)?) + (Bux)? + -+ 0.38)
und
1 ) ) 1 1
L= —1(0u4 — 0,4)° + 5% (4. + (42)°) + 5 (0% — 4> + -+ . (9.39)

Die verbleibenden Teilchen sind dann ein massives skalares Teilchen, zwei massive Vektorteilchen
und ein masseloses Vektorteilchen. Die beiden Goldstone-Bosonen, die bei der spontan gebro-
chenen globalen Symmetrie auftraten, sind nun verschwunden in dem Modell der lokalen Sym-
metriebrechung. Zwei der masselosen Eichfelder sind nun massiv geworden. Wieder fassen wir
zusammen:

1. Goldstone-Mode: globale O(3)-Symmetrie.
drei massive skalare Felder = ein massives skalares Feld und zwei masselose skalare Felder

2. Higgs-Mode: lokale O(3)-Symmetrie.
drei massive skalare Felder und drei masselose Vektorfelder = ein massives skalares Feld,
zwei massive Vektorfelder und ein masseloses Vektorfeld

Im Higgs-Fall zdhlen wir wieder die Freiheitsgrade ab und erhalten 3 +3x2=1+2%3+2.
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9.3 Supraleitung

Supraleitung liefert eine nette Illustration des abelschen Higgs-Modells. Supraleitende Metalle
weisen bei niedrigen Temperaturen keinen elektrischen Widerstand auf. Diese Metalle kdnnen
daher verlustfrei Strom transportieren. Ferner schirmt dieser Strom das Magnetfeld ab, das somit
innerhalb des Supraleiters verschwindet (Meissner-Effekt). In anderer Sprechweise kann man den
Meissner-Effekt so beschreiben, daR die Photonen effektiv massiv werden, wie wir das vom Higgs-
Ph&anomen her kennen.

Wir starten von der Lagrange-Dichte der skalaren Quantenelektrodynamik und betrachten eine
zeitunabhangige Situation mit 9,® = 0 . Dann gilt

-

= = -, 1 = -,
L=—(V—ied)® - (V+ied)d* —m? | ® > -\|d [* —7(V A)? (9.40)
oder
— -, 1 — -,
—L=[(V—ied)d P +m® | d > +2 | |! +5(V % A)? (9.41)

In der Theorie der Supraleitung ist —£ die Landau-Ginzburg freie Energie mit m? = a(T — T)
im Bereich der kritischen Temperatur 7.. ® ist eine Vielteilchenwellenfunktion. Nach Bardeen-
Cooper-Schrieffer (BCS) fihren attraktive Krafte zwischen den Elektronen zu Elektronenpaaren,
die sich wie Bosonen verhalten. Bei niedrigen Temperaturen fallen diese Bosonen in denselben
Quantenzustand (Bose-Einstein-Kondensation). Fir T > T, ist m? > 0, und die minimale freie
Energie ist bei | ® |= 0. Fur T < T, istm?* < 0, und die minimale freie Enegie ist bei

2

m
®P= -+ >0. 9.42
(= -5 > (9.42)
Dies schafft die Verkniipfung zur spontanen Symmetriebrechung. £ ist invariant bei der tblichen
Phasentransformation

d — eiA(w)@,

End End 1 =
A > A+ EVA(IE) : (9.43)
Der zugehorige erhaltene Strom lautet
(Vo) (V)
= —i(®*VE - BVD*) -2 |D|P A . (9.44)

Fur T' < T, variiert ® nur geringfugig in dem supraleiteneden Material, und der zweite Term
dominiert.

(9.45)

E=-=-=0 . (9.46)
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Damit folgt fir den Ohmschen Widerstand R, definiert durch

E = RJ, (9.47)
der Wert
R =0, (9.48)

d.h. das Material ist supraleitend.

Auch der Meissner-Effekt, also das Herausdrangen des magnetischen Flusses, ist leicht abgeleitet.
Wir gehen aus vom Ampére-Gesetz

VxB=j . (9.49)
Wir bilden die Rotation und nutzen aus, dal gilt V - B = 0 . Somit folgt aus (9.45) und B = V x A
VB =kB . (9.50)

Beschranken wir uns aus Einfachheitsgriinden auf eine Dimension, dann hat diese Gleichung die
Losung

B, = Bye % | (9.51)

Damit dringt das Magnetfeld nur mit der charakteristischen Tiefe 1 ein. Setzt man die numerischen
Werte ein, so folgt fir % ~ 1078 cm. Ferner sehen wir, daR gilt

VA =k2A . (9.52)
In Lorentz-kovarianter Form geschrieben lautet diese Gleichung
04, = —k*4, . (9.53)

Dies impliziert, dal? das Photon eine effektive Masse k£ aufweist, was wiederum ein Charakteristi-
kum des Higgs-Phdnomens ist.
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9.4 Versteckte Symmetrien

Aufgrund des Noether—Theorems gibt es einen Zusammenhang zwischen exakten Symmetrien und
Erhaltungssatzen. Lokale Eichinvarianz dient als dynamisches Prinzip zur Konstruktion wechsel-
wirkender Feldtheorien. Eichinvarianz fuhrt zunéchst stets zu Feldtheorien, in denen die Wech-
selwirkung durch masselose Vektorbosonen generiert wird. Hierzu gibt es aber nur das Photon.
Das anschaulichste Beispiel fuir eine spontane Symmetriebrechung ist das eines Ferromagneten.
Obwohl die zugrunde liegende Wechselwirkung perfekt rotationsinvariant ist, ist der Ferromagnet
unterhalb der Curie—-Temperatur vollstdndig ausgerichtet.

Man muf3 unterscheiden zwischen exakten und approximativen Symmetrien. Bei den approxima-
tiven Symmetrien kdnnen wir die beiden Falle vorliegen haben, daf die Lagrange-Dichte explizit
symmetriebrechende Terme enthélt oder dal} die Lagrange—Dichte exakt symmetrisch ist, jedoch
der physikalische Vakuumzustand diese Symmetrie nicht widerspiegelt. Wir werden im folgen-
den finden, daR eine exakt symmetrische Lagrange—Dichte und ein unsymmetrischer Grundzu-
stand notwendigerweise ein oder mehrere masselose Spin—Null-Teilchen, bekannt als Goldstone—
Bosonen, generiert. Wir haben also zundchst die folgenden Schwierigkeiten vorliegen: Eichtheo-
rien fiihren zu masselosen Vektorbosonen und die spontane Brechung einer stetigen Symmetrie
fuhrt zur Existenz spinloser Teilchen. Jedoch gibt es ein Zwischenspiel zwischen den Goldstone—
Bosonen und den Eichbosonen, die den Eichbosonen Masse geben und das Goldstone-Boson aus
dem Spektrum eliminieren. Dies wird durch den Higgs—Mechanismus bewirkt.

Eine exakte Symmetrie ist durch zwei Eigenschaften charakterisiert. Die Lagrange—Dichte ist in-
variant bei der entsprechenden Symmetrie—Transformation

5L = 0 (9.54)

und das eindeutige physikalische Vakuum ist ebenfalls invariant. Einige der inneren Symmetrien,
wie die Flavor-Symmetrie des Isospins und der SU(3) sowie die Erhaltung von Strangeness und
Charm gelten nur ndherungsweise. In diesem Zusammenhang schreibt man niitzlicherweise

L = »Csymmetrisch + € »CSymmetrie brechend - (9-55)

Ein Standardbeispiel ist
L = »Cstark + ﬁem ) (9-56)

in dem die Lagrange-Dichte der starken Wechselwirkung isospin—invariant ist und die Isospin—
Verletzung beim elektromagnetischen Term liegt. Beim Ferromagneten ist die N&chste—Nachbar—
Wechselwirkung zwischen Spins oder magnetischen Dipolmomenten invariant unter der Gruppe
der rdumlichen Rotationen SO(3). Oberhalb der Curie-Temperatur haben wir eine exakte Sym-
metrie bei Abwesenheit dul3erer Felder vorliegen. SO(3)—invarianz ist manifest. Durch ein duRBeres
magnetisches Feld konnen wir jedoch eine Richtung auszeichnen. Die SO(3)-Symmetrie wird zur
SO(2)-Symmetrie durch einen symmetrie—brechenden Term in der Lagrange-Dichte. Unterhalb
der Curie-Temperatur wird die SO(3)-Symmetrie spontan zur SO(2)-Symmetrie gebrochen. Die
Richtung der spontanen Magnetisierung ist zufallig und die Eigenschaften des unendlichen Ferro-
magneten hangen nicht von der Orientierung ab. Daher ist der Grundzustand unendlich entartet.
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Jedoch ist der Ubergang von einem Grundzustand zu einem anderen im unendlichen Ferromagne-
ten unmaoglich, da es die Umorientierung unendlich vieler Dipole erfordert.

Wir betrachten nun ein einfaches mathematisches Modell. Die Lagrange—Dichte eines selbstwech-
selwirkenden skalaren Feldes ¢ wird studiert:

L= 50.9)(0"9)-V($) . (9.57)

Wie héangt nun die Natur des Vakuums und das Teilchenspektrum vom effektiven Potential V(¢)
ab?
Das Potential sei ein gerades Potential von ¢, d. h.

Vig) = V(-¢) . (9.58)
Damit ist die Lagrange—Dichte invariant bei der Paritdtstransformation

6 — —¢ (9.59)
Wir spezialisieren uns auf das explizite Potential

V() = Life*+Le! . (9.60)

Der quadratische Term wirkt wie der Massenterm in der skalaren Feldtheorie. Die Beschrankung
auf den Term vierter Ordnung garantiert die Renormierbarkeit der Theorie. Stabilitdt wird durch
das Vorzeichen des Terms vierter Ordnung sichergestellt.

Zwei Félle kdnnen wir unterscheiden, wovon einer der spontan gebrochenen Symmetrie entspricht.
Fur u? > 0 hat das Potential ein eindeutiges Minimum bei ¢ = 0. Dies entspricht dem Vakuum-
zustand.

Der Vakuumzustand wird am einfachsten im Hamilton—Formalismus untersucht. Die Hamilton—
Dichte ist gegeben durch

H = [p—L (9.61)
mit
¢ = 0o (9.62)
und dem kanonischen Impuls
oL
= % (9.63)
Dies fuhrt uns auf
Ho= @)+ (V)] + V) (9.64)

Wir erkennen hieraus, dal} der Zustand niedrigster Energie offensichtlich der ist, fur den gilt: ¢ =
const. Diesen Zustand bezeichnen wir mit < ¢ >.
Hiernach entspricht < ¢ >, dem Minimum von V. Fiir u2 > 0 folgt

<¢p> = 0 . (9.65)
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Figur 29: Potential V fir u? > 0.

Fur kleine Oszillationen um das Minimum folgt

Lo = §[(0u9) (0"0) — 1’9" . (9.66)

Dies entspricht der Lagrange-Dichte eines freien Teilchens der Masse p.

Fur 42 < 0 haben wir die Situation einer spontan gebrochenen Symmetrie vorliegen. Das Potential

V(g) = -5 |6+ 1IN g" (9.67)
hat Minima bei
—,LL2
<¢p>y = £ W = +v . (9.68)

Diese Werte entsprechen den zwei entarteten Zustdnden niedrigster Energie. Jeder kann als Va-
kuumzustand gewahlt werden. Die Paritatstransformation ist zwar eine Invarianzeigenschaft der
Lagrange—Dichte, aber nicht des einmal gewdhlten Vakuumzustandes. Wir wahlen willkrlich

<¢>p = +v (9.69)
und definieren ein verschobenes Feld

O =—<odp> = d—v . (9.70)
Damit folgt fir den Vakuumzustand

<¢'> =0 . (9.71)
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Figur 30: Potential V fir u? < 0.

Es gilt
2 2
—H 2 —H
|)\| v | | U2

Ausgedriickt durch das verschobene Feld lautet die Lagrange—Dichte

¢I4 13 ’U2
Lo = 4@ 09) - 7] (L + T 7= %)

¥? = (9-v)
= ¢*+0v2—2¢v,
¢ = (p—v)(¢—v)
& + pv® — 2¢*0 — vd? — v + 2¢0°
= ¢* —3¢%v + 3¢v? —v*,
¢ = (p—v)(¢—v)
= ¢ — 30> + 36%0% — ¢v® — $3v + 3¢%? — 3> + !
= ¢ — 4% + 66%0% — 490® + 0!

Zusammengefaft folgt fuir das Potential
4
_ 2 ¢ 1 2
Vig) = ‘M ‘<4—U2—§¢>
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Fur Kleine Oszillationen um den Vakuumzustand folgt
Lo = 3[(0u8)(0"¢) - 2|1 ¢"?] . (9.78)

Dazu kommt noch eine irrelevante Konstante.

Wir diskutieren nun die spontane Brechung stetiger Symmetrien. Wir betrachten das Goldstone—
Modell fiir zwei skalare Felder ¢, und ¢-.

L = 3[(0uh1) (8"d1) + (Bugpe) (0" 42)] = V(41 + 63) - (9.79)
Diese Lagrange—Dichte ist invariant in der Gruppe SO(2) der Rotationen in der Ebene.

v=(5) - (he=e) (%) o
Wie zuvor betrachten wir das effektive Potential

V(e = L1u2®”+ 1A (9?)° (9.81)
mit

®? = ¢ +e) . (9.82)

Wir unterscheiden wieder zwei Falle. u? > 0 entspricht wieder der exakten Symmetrie. Der ein-
deutige Vakuumzustand liegt bei

B>, = (8) | (9.83)

Fir kleine Oszillationen um den Grundzustand erhalten wir daher
Lo = L[(0u81) (0"¢1) — 123 + 5 [(But) (0") — 1203] (9.84)

Dies ist die gewohnliche Lagrange—Dichte fiir zwei skalare Teilchen mit jeweils der Masse p. Der
Fall 42 < 0 fuhrt zur spontanen Brechung der SO(2)-Symmetrie. Das absolute Minimum des
Potentials liegt nun bei

<d>2 = ™ = ? . (9.85)

Dies fuihrt zu einem Kontinuum von unterschiedlichen Vakuumzusténden, die in der Energie entar-
tet sind. Diese Entartung ist eine Konsequenz der SO(2)-Symmetrie des effektiven Potentials. Wir
wahlen als physikalischen Vakuumzustand die Konfiguration

<®>, = (8) . (9.86)
Wir entwickeln nun um die Vakuumkonfiguration
P =d—<d> = (Z) . (9.87)
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Damit bekommen wir fir kleine Oszillationen

Lo = L[(0um) (0"n) +2un%] + 11(0.8) (8°€)] . (9.88)
Es gibt nun zwei Teilchen im Spektrum. Das n—Teilchen, assoziiert mit radialen Oszillationen,
hat (Masse)2 = —2u? > 0. Das &-Teilchen, jedoch, ist masselos. Die Masse des n—Teilchens

kann betrachtet werden als Konsequenz der Riickstellkréafte des Potentials gegen radiale Oszilla-
tionen. Im Gegensatz hierzu ist die Masselosigkeit von & eine Konsequenz der SO(2)-Invarianz
der Lagrange—Dichte. Hier gibt es keine Ruckstellkraft gegen Winkeloszillationen. Das Aufspal-
ten des Spektrums und das Auftreten masseloser Teilchen ist bekannt als Goldstone—Phdnomen.
Die masselosen Teilchen sind bekannt als Goldstone—Bosonen. Sie verbinden die verschiedenen
Vakua.

Wir betrachten nun lokal eichinvariante Lagrange—-Dichten, die zu spontan gebrochenen Symme-
trien fuhren. Dabei werden wir einen Zusammenhang zwischen den masselosen Eichfeldern und
den masselosen Goldstone—Bosonen aufdecken, die die spontane Symmetriebrechung begleiten.
Dieses Zwischenspiel nennt man Higgs—Phanomen. Dies ist die lokal eichinvariante Erweiterung
des Goldstone—Modells.

Wir betrachten die Lagrange—Dichte eines geladenen skalaren Teilchens

L = |Dg*— 121" — |\ (¢*9)" — LF ™ (9.89)
wobei ¢ ein komplexes Feld ist
1t id
¢ - \/5 )
* ¢1 - Z¢2
Pt = 7 (9.90)

und wie tblich

D, = 0,+igA, (9.91)
die minimale Ankopplung beschreibt. Weiterhin gilt

F. = 0,A,—-0,A, . (9.92)
Die Lagrange—-Dichte ist invariant unter der globalen U(1)-Rotation

¢ — ¢ = e (9.93)
und unter der lokalen Eichtransformation

p(z) — ¢2) = €Dg(a) | (9.94)
Ayz) — A(z) = Aulz) — Our(z) . (9.95)
Wie Ublich sind zwei Falle zu unterscheiden, abhdngig von den Parametern des effektiven Poten-
tials. Flr 4 > 0 hat das Potential ein eindeutiges Minimum bei ¢ = 0 und die exakte Symmetrie

der Lagrange—Dichte bleibt erhalten. Das Spektrum ist einfach das der gewohnlichen QED gela-
dener skalarer Teilchen mit einem einzelnen masselosen Photon A, und zwei skalaren Teilchen ¢
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und ¢* mit gemeinsamer Masse p. Die Situation p? = — |u?| < 0 ist die der spontan gebrochenen
Symmetrie. Sie muf} speziell untersucht werden. Das Potential hat ein Kontinuum von absoluten
Minima. Dies entspricht einem Kontinuum von degenerierten Vakua. Es ist dabei

2 2
2 —H v
— = _ 9.96
Um das Spektrum zu studieren, fiihren wir eine Verschiebung des Feldes zum physikalischen Va-
kuum durch. Dazu wéhlen wir ohne Beschréankung der Allgemeinheit

v

<>y = — 9.97
¢ 0 \/5 ( )

mit v > 0 einer reellen Zahl. Das verschobene Feld wird definiert durch
o =od—<od> . (9.98)

Wir parametrisieren es durch
¢ = e (v+n)/V2 = (v+n+if) V2 . (9.99)
Damit folgt fur kleine Oszillationen
Lo = 5 [Oum) (0n) +26°0°] + 5 [(8€) (98]
— P F™ + quA, (0M€) + LA A% + - - (9.100)

Wie wir das aus unseren Studien des Goldstone—Phd@nomens kennen, hat das n—Feld, das radialen
Oszillationen entspricht, (Masse)® = 2u2 > 0. Das Eichfeld tritt auf als hétte es eine Masse
erworben, aber es ist vermischt mit dem scheinbar masselosen é—Feld.

Eine schlaue Wahl der Eichung wird es leichter machen, das Spektrum der spontan gebrochenen
Symmetrie zu analysieren. Wir schreiben die Terme mit A, und £ auf als ‘122”2 (Au + 50.6)(A" +
qiva“f). Diese Form plédiert fiir die Eichtransformation

Ay — A, = A+ 508 . (9.101)
Wegen (9.94) und (9.95) geht dies einher mit der Phasenrotation des skalaren Feldes
b —s o = e—ig(w)/vqsl(x) = (v+7) /\/5 _ (9.102)

Mit der Kenntnis, dal? die Lagrange—Dichte lokal eichinvariant ist, konnen wir zu L, zuriickkehren
und berechnen

Lo = 3 [@um) (@) +20°0"] = {Fu F™ + S ALAY (9.103)

Wieder werden irrelevante Konstanten weggelassen. In dieser Eichung ist das Teilchen—-Spektrum
manifest:

e ein 7—Feld, mit (Masse)® = —2u2 > 0,

e ¢in massives Vektorfeld A;, mit der Masse qu,
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e kein é—Feld.

Durch die Wahl der Eichung wurde das £-Teilchen vollstandig aus der Lagrange-Dichte elimi-
niert. Die Eichtransformation zeigt, daR das, was friiher das £é-Feld war, nun verantwortlich fir die
longitudinale Komponente des massiven Vektorfeldes A, ist.

\or der spontanen Symmetriebrechung hatte die Theorie vier Teilchenfreiheitsgrade: zwei skala-
re, ¢ und ¢*, sowie zwei Helizitdtszustande des masselosen Eichfeldes A,. Nach der spontanen
Symmetriebrechung haben wir ein skalares Teilchen 7 sowie drei Helizitatszustdnde des massiven
Eichfeldes A;,. Man sagt, das masselose Photon hat das masselose Goldstone-Boson aufgegessen
und wurde so zu einem massiven Vektorboson. Das verbleibende massive skalare n ist bekannt als
Higgs—Boson.

Die spezielle Eichung, die das Teilchen-Spektrum transparent macht, nennt man unitére Eichung,
da nur physikalische Zusténde in der Lagrange—Dichte auftreten. Die Wechselwirkung wird durch
massive Vektorbosonen vermittelt. Eichbosonen und Goldstone—Bosonen haben sich gegenseitig
kuriert.
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