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1 Komplexe Zahlen

In der Physik interessieren wir uns in erster Linie fiir die Funktionen reeller Variablen.
Trotzdem wollen wir von Anfang an die komplexen Zahlen einfiihren, da sie sehr hilfreich
fiir die Losung zahlreicher Probleme, wie z.B. harmonische Schwingungen sind. Dariiber
hinaus sind viele Satze und Rechenmethoden der reellen Analysis auch fiir komplexe
Funktionen giiltig. Damit konnen wir uns eine spatere Verallgemeinerung ersparen.

Die komplexen Zahlen bilden einen Korper C, der den Korper der reellen Zahlen R er-
weitert, d.h., R C C. Mit C ist die letzte Stufe des ,,Turms*“ oder der ,,russischen Pup-
penstruktur® der Zahlen erreicht:

NCZcQcCcRcC.

a) + Summe

b) - Multiplikation

Geschlossenheit | i) z+y € N i)r-yeN

Assoziativ i) (z4+y)+z=a+(y+2) i) (z-y)-2=x2-(y-2)

3 neutrale iii) 3 neutrales Element 0 iii) 3 neutrales Element 170
Elemente r+0=0+z=2 (Einselelement) z-1=1-x ==z
Kommutativ wv)r+y=y+x vi)z y=y-x

Distributiv v) a und b: Distributivgesetz

ro(yt+z)=(r-y)+(r-2)
=z-y+x-2

3 additives

Inverses

vi)VeeZ 3 —z€Z
sodass x + (—x) = (—x) +2x =0

Z ist ein Ring mit Einselelement

Z ist eine kommutative (oder Abelsche) Gruppe bzgl. der Summe.

3 multiplikatives

Inverses

vi)Vz#£0eQ Jo e

sodassz-x '=zt-x=1

Q st ein Korper.

@Q — {0} ist eine Abelsche Gruppe bzgl. der Multiplikation.

@Q ist nicht vollstindig, z.B. V2 # p/q mit p,q € Z, V2 ¢ Q.

R ist vollstandig, d.h.

R ist der kleinste geordnete Korper.

VabeR (a<b)ist [a,b] CRunda <z <b=z€R.




1.1 Definition des Korpers C

Die Konstruktion des Korpers C als Erweiterung von R ist dadurch motiviert, dass
Gleichungen wie
24+1=0

in R keine Losung haben.

Def.: Wir definieren die Erweiterung C allein aus zwei Eigenschaften:
i) C ist ein Korper.
ii)3ie C mit *=-1.

Alle anderen Eigenschaften und Rechenregeln der komplexen Zahlen folgen aus den Korper-
eigenschaften.

Aufgrund der Geschlossenheit beziiglich Summe und Multiplikation gilt
z=x+iyecC Vz,yecR.

Dabei sind = und y eindeutig; sie werden Realteil und Imaginéarteil genannt.

Realteil: Re{z} =z
Imaginérteil: Im{z} = y.

Um die Eindeutigkeit zu demonstrieren, betrachten wir 2 komplexe Zahlen

z=x+1iy mit z,yeR
und
w=u-+1v mit wu,v€eR

und nehmen wir an, dass
z = w,
ie.,
THiy=u-+1iv.

Damit ist entweder y = v, was auch x = u bedeutet, oder es ist y # v, in welchem Fall
sich ergibt, dass

r—u

v—y
was ein Widerspruch ist. Also sind 2 komplexe Zahlen gleich, wenn und nur wenn Real-
und Imaginarteil gleich sind.

=14 und damit i€ R,

Re{z} = Re{w} und
Im{z} = Im{w}.

=W <=

Daraus schliefit man die wichtige Darstellung der komplexen Zahlen:

C={z+iy e Korper | z,y € R}.

C ist isomorph, d.h., Punkt fiir Punkt dquivalent zur Ebene
R* = {(z,y)|z,y € R}.

Jeder Punkt auf der Ebene entspricht einer und nur einer komplexen Zahl.



1.2 Elementare Algebra komplexer Zahlen

Aus den Korpereigenschaften ergeben sich folgende Rechenregeln:
Sei z=x 41y und w =u+iv.
z+w=(rx+u)—i(y+o) (1.1)
—z=—x+i(-y). (1.2)
Diese Operationen lassen sich auch geometrisch leicht interpretieren.
Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen ergibt:
zow=(x+iy)(u+iv) = 2u+ xiv + iyu + i*yv.
Da i? = —1, erhalten wir
2w = (zu —yv) + i (xv + yu). (1.3)

Man beachte die einfache Zusammensetzung des Real- und Imaginarteils des Produkts
mittels des Real- und Imaginarteils der Multiplikanden.

Fiir 2z # 0 kénnen wir das multiplikative Inverse z=! wie folgt bestimmen:

Z pr— pr— — .
r+iy (r+iy)(z—iy) 22+y?

1 1 1 T—1y T—1y
z

Wir erkennen hier das Betragsquadrat |z|? = 2% + y2, das natiirlich ungleich Null ist, da

2P=0 & 2=0 (z,y€R).

Der Ausdruck |z| = /2?2 + y? wird Betrag von z genannt, denn fiir z € R stimmt |z|
mit dem tblichen Betrag in R {iberein. Geometrisch entspricht |z| dem Abstand zum
Ursprung.

Wir erkennen auch das Spiegelbild x — 7y von z beziiglich der reellen Achse. Man nennt
r—1y =z = z*die zu z konjugierte komplexe Zahl:

. Konjugation . _ *
Z=rH1yYy ———— T —1Yy=2z2=2.

Fiir jede komplexe Zahl z # 0 gilt also:

-1 z

Folgende Formeln lassen sich schnell verifizieren:

i) [2P=zz=2 (s = v2E = V@ TR

i) 2=z & zeR.



Z+z z—Z
I = .
m{z} 57

Zum Beispiel haben wir fir z =2z + iy und w = u + i v
2

zz=(z+iy)(v—iy)=2"—(iy)’ =2"+y’ =z

und

zw=(x+iy)(utiv)=zu—yv+i(zv+yu) =
=zu—yv—i(lzv+yu)=zu—yv+ilz(—v)+ (—y)u] = Zw.

Der absolute Betrag |z| erfiillt seinerseits folgende Beziehungen:

i) |zw| = |z| |w| . Dies folgt aus |zw|* = (zw)(Zw) =z zww = |z|* |w|?.
ii) |Re(2)| <|z] und |Im(2)] < |z|,da2? < z?*+3y? und y? <2?+y* (z,y € R).
iii) |2/ >0 Vz€eCund |2/ =0 < z=0.

iv) |z] — |w| < |z 4+ w| < |z| + |w|. Das ist die sogenannte Dreiecksgleichung.

Um dies zu zeigen, schreiben wir einerseits

lz4+w)?=(Cz+w)(z+w) = (z+w)(Z+w) =2+ |wP+zo0+ Zw
=2+ |wP+ 2w +zw = |2)* + |w|]* + 2Re(z w)

und andererseits

(J2] £ [w])® = 2] + [w]? £ 2[2] ]
= |2* + [w]* £ 22| ||

= |z]* + |w|* £ 2|z w|.

Die Dreiecksungleichung folgt dann aus ii), d.h., (Re(zw) < |zw|), wenn man bedenkt,
dass fiir reelle a,b > 0 gilt: a < b < a® < V.



1.3 Polar-Darstellung

Die Analogie bzw. Isomorphismus mit R? legt eine Polar-Darstellung der komplexen
Zahlen nahe:

r2 = g2 4 g2
smp=t= L
z2=x+1y " v
mi1 cos p = % =2z
= r(cosp +i siny) Vatty?
tanp = ¢
¢ = arg(z) = arctan(¥)

Der Radius r = |z| ist nichts anderes als der Betrag von z. Der Winkel ¢ wird als Argument
von z bezeichnet:

p = arg(2).

Beispiele:

Sei |z] = 1 und arg(z) = 45°, dann ist

5
:£(1+z‘)
2
g 1 ne L 2
2 25(1—1—2) 25(1—1-2 +2i) =i
5 5
23:£(1+i)i:£(—1+2)
2 2
Sei |z] = 1 und arg(z) = 30°.
NEE
2—7"‘51
: s 31 1 3
;:z'|j|2:z'<§—2z’>:2+\g—z':cos60°+z’sin60°.

Diese Beispiele deuten an, dass bei dem Produkt (Division) von komplexen Zahlen die
Argumente addiert (subtrahiert) werden sollen. Dies ist in der Tat so, wie im folgenden
Abschnitt gezeigt wird.

1.4 Produkt und Division komplexer Zahlen in Polar-Darstellung

Sei z; =11 (cos 1 + i siny) und 2o = 79 (cos g + i sin ps), dann gilt:

21 29 = T1T9 [COS 1 COS g — sin 1 sin o+
+i (cos ;1 sin g + sin gy cos g9)].



Nach Einsetzen der aus der Trigonometrie bekannten Beziehungen

cos(a + 3) = cos «v cos § — sin « sin (3
sin(a + ) = cosa sin 8 + sin « cos 3

folgt: ‘
21 29 = 1179 [cos(p1 + p2) + @ sin(py + ¢2)] . (1.4)

Zusammenfassend haben wir
|21 22| = |21] | 22| (1.5)
und

arg(zy z2) = arg(z) + arg(zq). (1.6)

Die Polar-Darstellung erlaubt also eine geometrisch anschauliche Visualisierung des Pro-
duktes komplexer Zahlen. Aus den Gleichungen (1.5) und (1.6) folgt auch

A ] und arg <Zl> = arg(z1) — arg(zs),
Z9 |ZQ| Z9
da arg(z7') = arg(z) = —arg(z) ist. Dies ergibt sich aus z- 27! =1 = arg(z-27') =

arg(1) =0 = arg(z) +arg(z~!) = 0.

1.5 Potenzen

Eine sukzessive Anwendung der Gleichungen (1.5) und (1.6) zeigt, dass fir
z = |z| (cos ¢ + i sinp) gilt:

2" = |z|" [cos(n @) + i sin(n p)].

Anders ausgedriickt
2" = =]

arg(z") = n arg(z).
Daraus folgt die Moivresche Formel
(cos + 1 sin )™ = cos(n @) + i sin(n @), (1.7)
wie man es leicht sehen kann, wenn man
2" = {|z| (cosp + i sin gp)}n = |2|" (cos p + i sin )"
mit 2" = |z|" [cos(n @) + i sin(n ¢)] vergleicht. Die Moivresche Formel erlaubt die Winkel-

funktionen des n-fachen eines Winkels n ¢ mittels der Winkelfunktionen des Winkels selbst
auszudriicken bzw. zu berechnen.
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1.6 Wurzeln

Die Berechnung der n-ten Wurzeln komplexer Zahlen ist ein klein wenig subtiler. Die n-te
Wurzel ist durch folgende Beziehung definiert:

AM=3=w o W =2
Gegeben sei z = |z| (cos p + @ sing). Wir suchen w = |w| (cos + i sinf), so dass
w" = |w|" (cosn @ +isinnf) = |z| (cosp + i sin ).
Dies ist dann nur moglich, wenn

wl = {/l2], (1.8)

wobei a die tibliche n-te Wurzel fiir positive reelle Zahlen ist, und wenn

cosnf = cosp
sinn ¢ = sin ¢. (1.9)

Wihrend die Bestimmung von |w| eindeutig ist, gibt es n verschiedene Losungen fiir 6.
Aus den Bedingungen (1.9) folgt

nd=p+2rk mit ke,
wobei die Gleichung

9 ¥

n

P
%k mit k=0,1,....n—1 (1.10)
n

n verschiedene komplexe Zahlen w liefert.

Zusammenfassend gilt fiir z = |z| (cos ¢ + i sin p)

2 2
2= 1)z [Cos <30+7rk> + ¢ sin <90+7rk>] (1.11)
n n n

mit k=0,1,...,n— 1.

Beispiele:

Da |i| = 1 und arg(i) = 7/2, erhalten wir fiir v/i folgendes Resultat:

2 2
il/Z:\/Z:cos<Z—|—2ﬂk:>—|—isin<Z+;k)
mit £ = 0 oder 1. Also
Vi— {cosi%—isinlr

3m qip ST
cos4+zsm4

11



V2 - /2

- [ 4i
\/;:{_Qx/§_~2 2

o — 1

Auf dhnliche Weise erhalten wir fiir v/1 folgendes:

V1 = cos (;Tk) + 1 sin (gk) mit £=0,1,2,3
={1,i,—1, —i}.

Ein besonders wichtiges Beispiel sind die n-ten Wurzeln der Einheit, d.h.

2 2
{L/I:{nk:cos(”k)ﬂsm(%) mit k:(),l,...,n—l},
n

n

die eine Abelsche Gruppe mit der Multiplikation bilden. Die Wurzeln der Einheit stellen
die Phasenunterschiede zwischen den verschiedenen Wurzeln beliebiger komplexer Zahlen
dar. Es gilt namlich

C/Z:{&]nk, wobei &) =z und nk:e"%k mit k:(),l,...,n—l}.

1.7 Eulersche Formel

In diesem Zusammenhang ist die Eulersche Formel zu erwahnen, die eine sehr wichtige
Beziehung zwischen den Winkelfunktionen und der Exponentialfunktion fiir imaginare
Zahlen darstellt. Sie lautet:

e'? = cosp + i sin o, (1.12)

~+00 1

wobei e = > L= 2+1/2+1/6+1/24 4+ ... = 2.718281... die Eulersche Zahl ist.
k=0

Damit lassen sich komplexe Zahlen auf eine sehr kompakte und auflerst praktische Form

darstellen:
z=|z]€'? mit ¢ =arg(z). (1.13)

Wir werden die Eulersche Formel spater herleiten, sobald wir die Taylor-Reihen in Kapitel
3 definiert haben. Die Eulersche Schreibweise komplexer Zahlen [Gl. (1.12) und (1.13)]
fasst alle Eigenschaften der Multiplikation, Division, Potenzierung und Wurzel zusammen.
Dazu braucht man nur wissen, dass

et =e* . e" Vz,w e C,

wie bei den reellen Zahlen.

Ob man die kartesische z = x + iy oder die polare z = r(cos¢ + ¢ sing) Darstellung
benutzt, hingt natiirlich von der spezifischen Anwendung ab. Im allgemeinen sind Summe
und Subtraktion einfacher in kartesischer Darstellung, wahrend die Polar-Darstellung am
besten fiir Multiplikation, Division, Potenzen und Wurzeln geeignet ist.

12



1.8 Reelle und komplexe Polynome

Nachdem wir die komplexen Zahlen und ihre Algebra eingefiihrt haben, konnen wir den
Definitionsbereich der reellen Funktionen auf C erweitern. Ein wichtiges Beispiel sind die
Polynome in einem unbestimmten x:

P(x) = an " + an 1 2"+ 4 arz + ag (1.14)

mit n € N und reellen oder komplexen Koeffizienten aj. Die Gesamtheit der Polynome
bilden einen Ring mit dhnlichen Eigenschaften wie die ganzen Zahlen Z. Polynome kénnen
also summiert und multipliziert werden. Sie konnen auch dividiert werden, wobei im
Allgemeinen wie bei den ganzen Zahlen ein Rest entsteht.

Die Ordnung n der hochsten Potenz 2™ mit einem nicht verschwindenden Koeffizienten
wird Grad des Polynoms genannt. Im Falle von p(z) aus der Gleichung (1.14) ist

deg(p) =n wenn a, #0.

Der Grad erfiillt folgende bekannte Beziehungen:

deg(p - q) = deg(p) + deg(q),
deg(p + q) < max {deg(p),deg(q)}, und
deg(p) > deg(q) = deg(p + q) = deg(p).

Eine sehr niitzliche Eigenschaft ist die Moglichkeit, Polynome mit Rest zu dividieren. Es
seien a(z) und ¢(z) Polynome mit g(x) # 0, dann gibt es eine eindeutige Darstellung der
Form

a(x) = b(x) q(x) + r(z)

mit gewissen Polynomen b(x) und r(z) wobei deg(r) < deg(q). Ein dhnliches Theorem
gilt fiir die Division ganzer Zahlen.

Beispiele:

i) a(z)=2*—1 und gq(z)=z-1.

at 1 |z —1
— (2 — 2?) Bt 4r+1

3 —1
_(2® — 2

22— 1 = -1=0@"+22+z+1)(z—1)
—@-a) b(x) =a® + 2% + 2 +1

x—1 r(z) =0
—(z—1)

0

13



i) a(z)=2*+2224+2z+1 und gq(z)=2"+1.

34202 4+ 21 + 1 |22 +1
— (23 + ) x+2
222+ +1
—(22% +2)
r—1 = P+ +204+1=22+1D)(2+2)+ (2 1)
b(x) =x+2
rz)=x—1

1.9 Wurzeln von Polynomen: Fundamentalsatz der Algebra

Sei ¢ € C. Man sagt, dass ¢ eine Wurzel des Polynoms
p@)=a"+ap 12"+ .. darx+ag
ist, wenn p(§) = 0. In anderen Worten ist £ eine Losung der algebraischen Gleichung

a1 2V a2z +ag=0.

Fiir reelle Polynome (a, € RV k) gilt: p(§) = p(§) und demzufolge gilt p(§) = 0 <«
p(§) = 0. Anders ausgedriickt: Fiir reelle Polynome sind die Wurzeln reell oder sie kommen
immer in Paaren £ und &.

Die komplexen Zahlen wurden dazu eingefiihrt, um die Losung der speziellen Gleichung
¥ +1=0

zu ermoglichen. In der Zwischenzeit haben wir auch gezeigt, dass die Gleichungen der
Form

2"+ ag = 0
immer n Losungen in € haben. Es ist aber durchaus bemerkenswert, dass in C alle
algebraischen Gleichungen eine Losung finden. Es gilt namlich folgender Fundamentalsatz
der Algebra: Jede Gleichung der Form

p(2)=2"4an 12" . tarz+ag=0

mit a; € C und n > 1 besitzt wenigstens eine Losung in C.
Aus dem Satz iiber die Division von Polynomen folgt das Lemma:

Wenn p(¢§) =0 (¢ € €), dann ist p(z) durch (z — &) teilbar, d.h.,

p(z) = b(z) (z =)
mit deg(b) = deg(p) — 1. In der Tat gilt



mit deg(r) < 1, also r(x) = ry = Konstante. Aber p(§) =0 = 19 =0.

Da deg(b) = deg(p) — 1, kénnen wir den Fundamentalsatz der Algebra bei b(x) anwenden,
solange deg(b) > 1, und folgenden Satz der Faktorisierung von Polynomen beweisen. Sei

p(x) =2"+ a1 2"+ . ayr+ag

ein normiertes Polynom (a, = 1). Dann gibt es n bis auf die Numerierung eindeutige
Zahlen &, &, ... &, € C, so dass

p(x) = (r==&) (r=&) ... (r—&)

Es ist klar, dass zwei oder mehr Wurzeln &; gleich sein konnen, wie zum Beispiel bei
plx)=(r -1 =2*—-22+1.

1.10 Die Exponentialfunktion in C

Als ein weiteres sehr wichtiges Beispiel fiir Funktionen komplexer Variablen betrachten
wir die Exponentialfunktion exp(z), die durch folgende Exponentialreihe definiert ist:

+o0 Zk

— ke N
= k!

exp(z) =

N k

z

= lim Z —.
N—+o0 =0 k!

Die Exponentialreihe ist ein Spezialfall der Taylor-Reihen, die wir in Kapitel 3 untersuchen

werden.

Eine genaue Diskussion der Konvergenz der Exponentialreihe ist leider jenseits unserer
jetzigen Moglichkeiten, da wir dazu die Theorie der Folgen und Reihen brauchen wiirden.
Man moge also ohne Beweis akzeptieren, dass exp(z) V z € C konvergent ist (|z] < +00).
Das heifit Ve > 0 4 ng € N mit

m Zk
Z 1| <€ Ym>n>ng.
k=n+1 k

Sie ist sogar absolut konvergent, d.h.,

+oo ‘Z|k

2

k=

exp(|z]) =

konvergiert. Die fundamentale Eigenschaft der Exponentialfunktion ist
exp(a + b) = exp(a) exp(b)
YV a, b e C. Unm dies zu beweisen, schreiben wir
+00 ak +00 bl
i o) = (X ) (2 )

k=0 =0
+o0 400 ak bl

S IP IR

k=0 [=0

15



Diese Doppelsumme kann mit Hilfe des folgenden Diagramms umgeschrieben werden:

e K

N P R o

Q

Mz=Rtl=0 4 2 2 i

Sein =k + [ und also [ = n — k. Dann gilt

400 n k bn—kz

exp(a) ) =3 3 T o

n=0 k=0
R | n!

o k in—k
Z EO = 0

|
Wir erkennen die Binomialkoeffizienten <Z> = k'(nk)‘ und den binomischen Lehrsatz
I'(n —k)!
(a+b)" Z ( ) a®b" % so dass
o 1 n
exp(a) exp(b) = Z ] (a+0)" =
n=0 :
=exp(a+0).

Diese wichtige Eigenschaft erlaubt uns, die Verbindung zwischen der mit Hilfe der Ex-
ponentialreihe definierten Exponentialfunktion komplexer Zahlen exp(z) und der aus den
Reellen bekannten Funktion e* (x € R) herzustellen.

Wir betrachten exp(z) fiir z =z € R und zeigen, dass

2

exp()—1+:1:—|—§+ .>1 firz>0.

Dartiber hinaus haben wir
exp(x) - exp(—z) = exp(x — z) = exp(0) = 1.

Deshalb ist

1

16



Wir definieren die Eulersche Zahl

111
G Tt T = 27182818

Sei x = P it p und g € Z. Dann haben wir
q

(3 ) () - ()

q Faktoren
:exp<p—|— —i—p) = exp(p)
q q
~—————

q Summanden

=exp(l) -exp(l) ... exp(1l) = €”.

p Faktoren

Da exp (g) >0 und e” > 0 (e > 0), kénnen wir die ¢-te Wurzel ziehen, und damit ist

exp (p) = Vep = P/,
q

Damit haben wir bewiesen, dass

+0oo Zk

e =exp(z) = —
= k!

eine Fortsetzung auf € der zunachst nur auf 3 definierten Funktion e* ist. Fiir ein be-
liebiges z € C gilt also

7 — 6Re{z}+i1m{z} _ 6Re{z} . 6iIm{z}'

Wir konnen nun die Eulersche Formel fiir die Exponentialfunktion imagindrer Zahlen
anwenden:

€'Y =cosy+1 sin .

Damit haben wir

e* = R [cos (Tm{z}) 4 i sin (Im{2}) ].
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1.11 Der gedampfte harmonische Oszillator

Damit die komplexen Zahlen nicht ohne jegliche physikalische Anwendung bleiben, be-
trachten wir hier das Problem des eindimensionalen harmonischen Oszillators. Newtons
Gleichung lautet

mi=-nt—*ku.

Hier ist © = z(t) die Position der Masse m beziiglich der Gleichgewichtsstelle der Feder,
2

x x
& = —- ist die Geschwindigkeit, # = —— die Beschleunigung, n die Konstante der Rei-

bungskraft —n 2, die entgegengesetzt zur Geschwindigkeit ist, und k£ > 0 die Federkon-
stante. Um die Bewegungsgleichung zu losen, versuchen wir den Ansatz

z(t) = e*" mit 2z € C eine Konstante
mit Einheit [2] = [t]7! = s7!. Dies ergibt
O=mi+ni+kr=mz2+nz+k)e.
Da |e*!| > 0 V z,t, ist dies nur moglich, wenn

mz24+nz+k=0,

2
oy (77) _k
2m 2m m
2k
fithrt. Wir konzentrieren uns auf den Fall kleiner Reibung, d.h., (277) < —, bei dem
m m
2
A L <77>
2m m 2m

1 k 2

und definieren — = 1 >0 und w? = — — <77> > (0. Damit lautet unsere komplexe
T 2m m 2m

Losung der Bewegungsgleichung

was zu

fl?(t) — €Zt — e%tiiwt

—e+ [cos(wt) i sin(wt) ].

2
Physikalisch ist also 7 die Dampfungszeit oder Halbdauer und T = 27 die Schwingungspe-

w
riode. Da die Newton-Gleichung reelle Koeffizienten hat, wird sie nicht nur durch x(t),

sondern auch durch Z(t) erfiillt. Dariiber hinaus ist die Gleichung linear und deshalb sind

rhr Re(z) und ﬂ = Im(z) beide unabhéngige Losungen. Die allgemeine Form

der Position z(t) als Funktion der Zeit lautet

2(t) = e+ [Acos(wt) + B sin(wt)],

wobei A und B an die Anfangsbedingungen anzupassen sind.
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2 Vektoren

In diesem Kapitel betrachten wir die Eigenschaften von Vektoren im dreidimensionalen
Raum R? als besonders wichtiges konkretes Beispiel des Euklidischen Raums R". Hier
gehen wir von einer physikalischen Motivation aus und zeigen, dass die physikalischen
vektoriellen Grofien die allgemeinen Eigenschaften eines Vektorraums im mathematischen
Sinne erfiillen. Eine mathematische Darstellung des Euklidischen Raums R™ und seiner
fundamentalen Eigenschaften wird in Abschnitt 3.2 gegeben.

2.1 Skalare und vektorielle Grofien

In der Physik (und natiirlich auch in der Geometrie) unterscheidet man zwischen skalaren,
vektoriellen und im allgemeinen tensoriellen Grofien. Eine genaue mathematische Defini-
tion dieser Begriffe soll spater gegeben werden. Im Moment mochten wir sie auf intuitive
Weise einfiihren.

Ein Skalar ist eine Grofe, die lediglich durch eine Zahl erfasst wird (typischerweise eine
reelle Zahl) und die invariant beziglich Drehungen des Koordinatensystems ist. Da eine
Drehung des Koordinatensystems aquivalent zu einer Drehung des physikalischen Systems
(in entgegengesetzte Richtung) ist, kann man auch sagen, dass eine Grofe ein Skalar ist,
wenn sie invariant gegeniiber Drehungen des dazugedrigen physikalischen Systems ist.

Beispiele von Skalaren sind
1) die gesamte Masse M = Y, m; eines Systems (z.B. eines Molekiils),

2) der Abstand zwischen zwei Punkten eines Systems (z.B. zwischen 2 Sternen oder
zwei Atomen in einem Molekiil),

3) der Betrag der Geschwindigkeit eines Korpers. |0 = |/vZ + vZ + v2, und

4) die mittlere interne kinetische Energie
1 —
EK = 5 Zmz |Ui|2

7
oder die Temperatur eines Korpers.

Vektoren sind Groflen, die sowohl einen Betrag als auch eine Richtung beinhalten. Anders
ausgedriickt, man braucht nicht nur eine Zahl, sondern auch eine Richtung, um sie zu
erfassen.

Beispiele von Vektoren sind
1) die Position eines Punktes P im Raum beziiglich eines vorgegebenen Ursprungs O:

o
7= OP,

—
2) die Translation von einem Punkt P; zu einem anderen Punkt P, d.h., ¥j, = P, P;.

OP,+ PP, =0PF,

PP, = OP, — OP,
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3) die Geschwindigkeit, d.h., die Anderung der Position per Einheit Zeit

OP(t+ At) — OB(t) P(t) P(t+ At
o (t+At) - OP({) _ Pt) P(t+ ),und

At At

4) die Krifte, z. B. die Gravitationskraft, mit der ein Planet auf einen Satelliten wirkt.

Diese Beispiele zeigen, dass Vektoren dquivalent (genauer gesagt isomorph) zur Menge
der orientierten Segmente oder Pfeile sind. Ein Vektor bzw. eine vektorielle Grofie dreht
mit dem physikalischen System mit.

Motiviert durch die vorherigen Beispiele werden Vektoren und vektorielle Groflen wie folgt
definiert:

1. Als Vektor bezeichnen wir also jedes orientierte Segment. Der erste Punkt des Seg-
ments ist der Anfangspunkt und der zweite der Endpunkt des Vektors.

2. Eine Grofle heifit vektoriell, wenn die Menge ihrer Werte in einer eins-zu-eins stetigen
Bezichung mit der Menge der orientierten Vektoren mit gemeinsamen Anfangspunk-
ten steht.

3. Als Betrag |U| eines Vektors ¢ bezeichnet man die Stérke der GroBe, die er darstellt.
—
Zum Beispiel ist bei der Position OP der Betrag

|Cﬁ’>] = Abstand zwischen dem Punkt P und dem Ursprung,

|P, P,| = Abstand zwischen P; und P,
| 7’| = Stirke der Geschwindigkeit.

4. Zwei Vektoren sind also gleich, wenn sie den gleichen Betrag und die gleiche Richtung
haben.

Man stelle sich also vor, dass man die Vektoren an einen gemeinsamen Ursprung bringt,
selbst wenn sie physikalisch an verschiedenen Punkten im Raum angekniipft sind (z.B.
wie bei der Geschwindigkeit parallel laufender Schifahrer). Dieses Gleichheitskriterium
entspricht dem Begriff freier Vektoren, d.h., ohne festen Ursprung. Es ist dquivalent zur
Gleichheit von Vektoren in R™.

2.2 Komponenten und Richtungswinkel

Wir betrachten ein kartesisches Koordinatensystem mit Ursprung O und Achsen z, y
und z. Dabei sind es zwei Punkte P; mit den Koordinaten (x1,y,2;) und P, mit den

Koordinaten (xs, Y9, 22), die den Vektor @ = P, P, von P; nach P definieren.

Definition: Als Komponenten eines Vektors A beziiglich des Koordinatensystems O(x, y, 2)
bezeichnet man die Projektionen von A auf die Achsen z, y und z, d.h.,

) = Tg — T
a2 = Y2 — U1
asz — 29 — 29
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und wir schreiben @ = (ay, ag, ag).

Man achte darauf, dass die Koordinaten des Vektors @ = ITP;, also mit Anfangspunkt
P, und Endpunkt P,, genau der Unterschied der Koordinaten vom Endpunkt minus An-
fangspunkt sind. Demzufolge haben entgegengesetzte Vektoren Koordinaten mit gleichem
absoluten Wert, aber entgegengesetzten Vorzeichen:

— — .
P Py=ad=(a,a2,a3) = PP =—d=(—ay,—as —a3).

Aus der Definition der Komponenten folgt, dass zwei Vektoren gleich sind, wenn und nur
wenn sie die gleichen Komponenten haben, und zwar bei jedem Koordinatensystem. Dies
ist natiirlich auch die Definition der Gleichheit zweier Elemente von R" (siehe Abschnitt
3.2).

Mit den Komponenten eines Vektors @ = (ay, as, a3) ldsst sich der Betrag |d@| = a sofort
berechnen. Es gilt

Beispiele:

i) Der Translationsvektor von Punkt P, = (=2, —1,2) und P, = (1, —1, —2) ist
i=PP=(1-(=2),-1—(=1),-2-2) = (3,0,-4)

und

a=l|dl=vI+0+16="5

ii) Ein Vektor liegt auf der zy-Ebene, wenn seine Projektion auf der z-Achse null ist,
also wenn die dritte Komponente az = 0 ist. Diese Eigenschaft hangt offensichtlich
von der Wahl des Koordinatensystems ab.

iii) Die Vektoren (1,2, —3) und (—1,—2,3) liegen auf einer Geraden, die durch den Ur-
sprung O = (0,0,0) geht, haben den gleichen Betrag und entgegengesetzte Richtun-
gen.

Richtungskosinuse

Definition: Als Richtungskosinuse eines Vektors @ beziiglich eines Koordinatensystems
O(z,y, z) bezeichnet man die Kosinuse der Winkel zwischen dem Vektor @ und den posi-
tiven Richtungen der entsprechenden Koordinatenachsen.

Mittels der Komponenten kénnen wir die Richtungskosinuse wie folgt berechnen:

aq aq (05} as
cosq = — = cosf=—, und cosy=—.
a a

b
a \/a?+ a3 + a3

Daraus schlieft man, dass ein Vektor (in Richtung und Betrag) vollsténdig definiert ist,
wenn man seine Komponenten kennt.

Fiir jedes a gilt dann die fundamentale Beziehung zwischen den Richtungskosinusen

cos® a + cos? B+ cos? v = 1.
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a a

In anderen Worten, der Vektor |T = — = (cos a, cos 3, cosy) hat immer die Lénge 1. Nur
a a

zwei Richtungskosinuse und das Vorzeichen des dritten sind unabhéngig.

Beispiele:
i) Fiir den Vektor @ = (1,—-2,2) ist a =+/1+4+4 =3 und

1 5o =2
COSQ¥x = — COS = — COS = —.
3 3 773

-1 4 8
ii) Wenn ein Vektor den Betrag a = 5 hat und die Richtungskosinuse gleich <9, g’ 9>

-5 20 40
sind, dann lauten seine Komponenten d = (9, 9 9) .

Parallele Vektoren

Zwei Vektoren @ und b sind parallel und haben die gleiche Richtung, wenn sie die gleichen
Richtungskosinuse haben. Wenn die Richtungen entgegengesetzt sind, dann haben die
Kosinuse gleiche Betrage und entgegengesetzte Vorzeichen. Das heif3t

b b b
ﬂ:(:0804:j:—1, %:cosﬁzj:—2 und %:cosry:j:—s,
a b a b a b

wobei + (—) fiir gleiche (entgegengesetzte) Richtungen gilt. Daraus folgt

a aq a9 as
j:— = —= — = —,
b by by b

Zwei Vektoren sind parallel, wenn und nur wenn ihre Komponenten proportional sind,
d.h., wenn

@ = (a1,as,a3) = (Aby, Abay, Abs) = X (by, b, bs) = \b.

Beispiele: @ = (2, —4,6) und b = (1, —2,3) oder b = (—6,12, —18).
2.3 Winkel zwischen zwei Vektoren

Um den Winkel zwischen zwei Vektoren @ und b zu berechnen, brauchen wir die Projektion
von b auf die Halbgerade, die @ enthalt. Dazu sollten wir vorher im klaren dartiber sein,
dass die Projektion der Summe von Vektoren gleich der Summe der Projektionen ist.

Fiir zwei beliebige Vektoren d@ = (ay, as, az) und b= (b1, ba, b3), die einen Winkel 6 bilden,
lasst sich die Projektion von b auf @ auf zwei verschiedene Weisen berechnen. Einerseits
ist sie gleich b cos§, wobei b = |b| ist. Andererseits kénnen wir b = (b1, by, bs) = (by,0,0) +
(0,b9,0) + (0,0, b3) als die Summe seiner Komponenten schreiben und jede Komponente,
die natiirlich auf den Achsen liegen, auf @ projizieren. Da die Kosinuse der Winkel zwischen

N . . . aq a9 as
@ und den Achsen gleich der Richtungskosinuse cosae = —, cosf = —, und cosy = —
a a a

sind, gilt
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b cos@ = by cosa + by cos 3+ bs cosy

a a a
= byt 4 by—2 + by—2.
a a a

Der Winkel zwischen zwei Vektoren ist also durch folgenden Ausdruck gegeben:

a161 + a2b2 + a3b3
ab '

cosf =

Man verifiziert sofort, dass cos = +1 wenn a parallel zu b ist. Aus der Formel fiir cos

-

schliet man auch, dass zwei Vektoren senkrecht zueinander stehen (@ L b), wenn und
nur wenn
a1b1 + agbg + agbg =0

ist.
Beispiele:

i) Fiir @ =(—1,0,1) und b = (2,1, —3) ist

—240-3 -5
V2VA+T+9  2VT

ii) Die Vektoren (1,1,1), (1,—1,0) und (1, 1, —2) stehen senkrecht zueinander.

cosf =

2.4 Summe von Vektoren

Die Summe von Vektoren lasst sich intuitiv als aufeinander folgende Translation oder als
die Zusammensetzung von Kraften definieren.

Bei Translationen lassen sich die assoziativen und kommutativen Gesetze “experimentell”
priifen. Dasselbe gilt fiir komponentenweise Summe von Vektoren. In beiden Féllen erhalt

man als Resultat, dass die Komponenten von a + b die Summe der Komponenten von a
und b sind:

@+ b= (ay+ by, as+ b, as + by).
Daraus folgen die kommutativen und assoziativen Eigenschaften
i+b=b+d und a+(b+3) = (G+0b)+7
wie bei der Summe von Elementen von R™.

Die Subtraktion von Vektoren @ — b ist nichts anderes als die Summe @ + (—I;) Bei der
Summe mehrerer Vektoren @ + b+ ¢+ ... + € sind die Komponenten durch die Summe
der einzelnen Komponenten gegeben

G+b+C+. .. +8=(a1+b+...4e, ar+by+...+es as+bs+...+es).
Es gelten, wie bei R"™ im allgemeinen, die assoziativen und kommutativen Gesetze der

reellen Zahlen.

23



2.5 Multiplikation mit einem Skalar

Man definiert
Ad = ()\al, )\ag, )\Clg).

Es lasst sich leicht zeigen, dass [Ad| = |A||@], und dass Aa@ immer parallel zu @ ist. Die
Richtung von Aa ist entgegengesetzt zu @, wenn A < 0. Man kann sich davon leicht
iiberzeugen, wenn man die Richtungskosinuse von A\ @ berechnet

xal  |MNa

= sign () - =,

1/2
wobei @ = (a1, as,a3) und a = ( 3 a?) ”? Damit lasst sich der Einheitsvektor in Rich-

tung d@ definieren:

N ap Gz as
a=—=|—,—,—) = (cosa, cos 3,cos7).
a a’ a

Von besonderem Interesse sind die Einheitsvektoren in den Richtungen der Achse des
Koordinatensystems:

i=¢é =i=(1,0,0)
g:é22j2(07170)
t=¢3=k=1(0,0,1)

Sie werden fundamentale Einheitsvektoren genannt. Damit lasst sich jeder Vektor als
lineare Kombination von é;, é; und é3 schreiben:

a= (a1, as,a3) = ay é; + az éy + as és.
Beispiele:

i) d=(-3,1,2) und b=(0,3,-5) = c=a+b=(-34,-3).
ii) Seien 2 Vektoren @ und b mit [b] < 2|@|. Wann ist |@+ b| < |a@]|?

Um dies zu kldren, nutzen wir zunéchst aus, dass |@+ b| < |a| < |@+ b < |a.
Die Bedingung lasst sich wie folgt umschreiben:

(a1 +b1)? + (a2 + b2)* + (a3 + by)* < af + a3 + a3
a? + b2+ 2a1by + a3 + b3 + 2asby + a3 + b3 + 2azbs < a3 + a3 + a3
b2 + b3 + b3 + 2(a1by + agby + asbs) < 0
b* 4+ 2ab cosf < 0
—b

0 < —.
COS 2a

b —b
Man merke, dass die Bedingung — < 1 = — > —1. Das Resultat lasst sich

a
grafisch einfach interpretieren, wenn man die Ebene betrachtet, die die beiden Vek-
toren enthélt (cosf = —sin «).
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2.6 Skalarprodukt

Das Skalarprodukt oder innere Produkt a - b zweier Vektoren @ und b ist definiert als
@-b=ab cos 0,

wobei a = |@|, b = |b], und 6 der Winkel zwischen den zwei Vektoren ist. In Abschnitt
2.3 haben wir gezeigt, dass

ab cosf = a;by + asby + aszbs,

wobei 6 der Winkel zwischen @ = (a1, as, az) und b= (b1, b, b3) ist. Daraus folgt, dass das
Skalarprodukt sich mittels der Komponenten der Vektoren wie folgt schreiben lasst:

a- g: a1b1 + (lgbg + a3b3.

Folgende fundamentale Eigenschaften lassen sich schnell beweisen:

i) Das Skalarprodukt ist kommutativ:

STl
>
I
Sl
S

ii) Das Skalarprodukt ist distributiv:
@ (b+7) = Saibi+c) =Y abi+> aic
_qB+a-z Z l
iii) Dariiber hinaus gilt
a-(Ab) =Y a;(A\b) =AY a;b;
_aab vieR

Man kann ii) und iii) mit Hilfe von i) zusammenfassen, indem man sagt, dass das
Skalarprodukt eine bilineare Funktion zweier Vektoren ist. Das heisst

a-b+Xd)=a-b+Ad-¢ VAeR.

iv) Esgilt d-a>0vVa,undd-da=0 < d= 0. Der Betrag eines Vektors lisst sich wie
folgt rechnen:
|

U

= qQ = C_]:-

B

v) Zwei Vektoren sind senkrecht zueinander, wenn und nur wenn @ - b ist.

vi) Fiir die fundamentalen Einheitsvektoren é; = (1,0,0), é; = (0,1,0) und é3 = (0,0, 1)
gilt

. {1 wenn ¢ = j
€€ =0y = . .
0 wenn i # j.

Dabei haben wir das Kronecker-Delta oder den Kronecker-Tensor ¢;; eingefiihrt.
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vii) Mit Hilfe des Skalarprodukts lésst sich der Winkel zwischen zwei Vektoren als

QL
S

cosf =

S

a

berechnen (a # 0 und b # 0).

viii) Die Projektion b'eines Vektors b auf die Halbgerade, die durch @ definiert ist, ist also

b=a-b.

wobei b = b cosf =

ISHEST]

ix) Man kann also die Komponenten eines Vektors @ = (a1, az, az) mit Hilfe des Skalarpro-
dukts ausdriicken. Aus

folgt

Dariiber hinaus gilt @ - b = |@| |b| nur, wenn @ = Ab mit A € R, d.h., wenn @ und b
parallel sind.
Dies ist einerseits klar aus der Definition von @ -b = ab cosf, da |cosf| < 1 ist,

und |cosf] = 1 nur wenn @ || b ist. Andererseits ist es instruktiv, sie allein aus
den fundamentalen Eigenschaften i) - iv) herzuleiten. Man betrachtet den auxiliaren
Vektor

F=(a-b)a—ab,

fur den

Angenommen a # 0 (bei a = 0 gilt ja die Ungleichung), haben wir

-

(@ b)?<a’b? < |a-b<ab.

—,

Die Gleichheit |@- b = ab gilt nur, wenn - # =0 = & = (a@-b)d — a®b = 0. Dies
folgt aus iv). Dann ist aber (@-b)d = a®b, also @ || b.
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Beispiele:

i) Fiir @ = (—1,—1,3) und b = (=2,1, —2) ist

@-b=2-1—-6=—5,
>=ad-d=1+1+9=11,
b2:g-g:4+1+4: und

i-b =5
costa——i

ii) Wir betrachten ein Viereck, das aus zwei Vektoren entsteht. Die Diagonalen sind also
@+ bund @ — b. Wann sind die Diagonalen senkrecht?
Im Allgemeinen gilt (@ +b)- (@—b) =a@-@—b-b = a — b2. Die Diagonalen sind
senkrecht zueinander, wenn a = b ist, d.h., wenn das Viereck regular ist.

iii) Gegeben sind zwei Vektoren @ = (1,1,1) und b = (2,—1,0). Man kann b als die
Summe von zwei Vektoren schreiben, von denen der eine parallel und der andere

- a
senkrecht zu @ ist. Man projiziert zunachst b auf —

a
@ (g.a>:5<b'j>
a a a
a’=3 1
. = b'=-(1,1,1)
a-b=1 3
- o S 111 5 —4 —1
7 (2 = = 9 = =2
b=ttt (3’3’3>+(3’ 3’ 3)’
/5 —4 —1 . . . . . . :
wobei <3, ER 3> - (1,1,1) = 0 ist. Diese Prozedur lasst sich graphisch leicht in-

terpretieren, wenn man die Ebene betrachtet, die beide Vektoren enthalt.

Es gilt im Allgemeinen

B):_‘”‘f—gj_
Lo (b-d@) a s o . ,
mit b = — und by = b—b. by ist per Konstruktion parallel zu d,
a a
und @by =a@-b—a-by=a-b—b-a=0.

2.7 Transformationsregel fiir Vektoren bei Anderungen des Koordinatensys-
tems

Wir betrachten eine Koordinaten-Transformation zwischen einem Koordinatensystem éy,
é> und é3 mit den Positionsvektoren

7?: (Zlfl,l‘g,l'g) = Z Ij éj
J
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und ein Koordinatensystem €/, €, und é; mit den Positionsvektoren

7= (xllwxéaxg) - Z l';c é;c
k

Die Invarianz der Position und von vektoriellen Gréfen im Allgemeinen beziiglich Anderungen
des Koordinatensystems bedeutet, dass

’I?:Z[EJéJZZZL‘;é;CZFI
7 k

Die Transformationsregel fiir die Komponenten von Vektoren erhéalt man, indem man mit
é; bzw. €, skalar multipliziert:
/ f— /\, . o . .
Ty = Z € €T
J

und
k
Eine physikalische oder geometrische Grofe heifit vektoriell, wenn sie aus drei Komponen-

ten (vy,vq,v3) = U besteht, die bei Anderungen des Koordinatensystems wie die Kompo-
nenten des Positionsvektors transformieren. Das heif3t, wenn

/_ A/. /\. .
v = € -éju;.
J

Eine Grofle heifit skalar, wenn ihre Werte an jedem Punkt im Raum unverandert bei
Koordinatentransformationen bleiben. Das heifit, wenn

/ / / /
@' (w1, 33, 75) = @(21, T2, 73).
2.8 Die zwei Orientierungen eines Koordinatensystems

In drei Dimensionen lassen sich die Koordinatensysteme in zwei Gruppen oder Aquivalenz-
klassen teilen. Man sagt, dass zwei Koordinatensysteme O(x,y, z) und O’ (2/,y/, ') mit den
Achsen in der vorgegebenen Reihenfolge (z,y, z) oder (2/,y', 2") die gleiche Orientierung
haben, wenn sie sich kontinuierlich durch Verzerrungen und Drehungen in einander brin-
gen lassen, ohne dass dabei jemals die drei Achsen in einer Ebene liegen. Zum Beispiel
haben

und

x

die gleiche Orientierung. Dagegen haben
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%
v
q§.

} und *®
.
x V2
(a) Rechtssystem, positive oder direkte (b) Linkssystem, negative oder inverse
Orientierung Orientierung

entgegengesetzte Orientierungen.

Man sagt, dass die Orientierung eines Koordinatensystems wie bei der Figur (a) positiv,
direkt oder rechts ist. Man kann sich folgende intuitive Definition einpragen: Wenn die
Drehung einer Schraube von der Achse x nach der Achse y dazu fiihrt, dass die Schraube in
Richtung der positiven z-Achse vorangeht, dann ist das Koordinatensystem ein Rechtssys-
tem. In den anderen Féllen, wie bei der Figur (b), ist die Orientierung negativ, invers oder

links.

Andere aquivalente Definitionen sind folgende: Nehmen Sie Thre rechte Hand und bilden
Sie ein “Koordinatensystem” mit Mittelfinger, Daumen und Zeigefinger senkrecht zueinan-
der auf die “natiirlichste Weise”. Dann bildet die Reihenfolge Mittelfinger, Daumen,
Zeigefinger ein Rechtssystem. Wenn man auf die xy-Ebene aus dem Halbraum mit posi-
tiven z-Koordinaten schaut, dann ist es so, dass bei Rechtssystemen eine Drehung der
positiven x-Achse in die positive y-Achse gegen die Drehrichtung einer Uhr geht.

Es ist klar, dass folgende Transformationen eines Koordinatensystems

r — —X xr— Y
y— =y oder y—z

Z— —Z Z— Z

ein Rechtssystem in ein Linkssystem umwandeln. Es handelt sich um Transformationen,
die man nicht kontinuierlich fithren kann, ohne dass an einem Punkt die drei Achsen in
einer Ebene liegen.

Im Gegensatz dazu lassen zyklische Transformationen der Achsen wie

r—y
y—=z

Z— X

29



und die Inverse oder Quadrat davon

y—x
z—=y

die Orientierung unverandert.

2.9 Vektoren und Pseudovektoren

Wir koénnen jetzt den Begriff “Vektor” verfeinern, indem wir das Verhalten von Vek-
toren beziiglich Anderungen der Orientierung des Koordinatensystems betrachten. Wir
haben bereits definiert, dass Vektoren physikalische GroBen beschreiben (z.B. Position,
Geschwindigkeit, Kréfte oder Beschleunigung) und deshalb unabhéngig vom Koordinaten-
system sind. Ein Vektor bleibt unverdndert, wenn man das Koordinatensystem dreht.
Ebenfalls bei einer Anderung der Orientierung des Systems (z.B. bei einer Inversion der
Koordinatenachsen * — —z, y — —y und z — —z) bleiben Vektoren unverdndert. Es
gibt aber physikalische Grofen, die bei einer Anderung der Orientierung des Systems ihre
Richtung dndern, und zwar genau entgegengesetzt von @ zu —d. Man nennt sie Pseu-
dovektoren.

Definition: Eine vektorielle Grofle @ ist ein Pseudovektor oder axialer Vektor, wenn sie
sich bei Drehungen des Koordinatensystems wie ein Vektor verhélt (d.h., dass sie un-
veréndert bleibt), und wenn sie bei Anderung der Orientierung des Koordinatensystems
ihre Richtung von @ auf —a andert.

Pseudovektoren sind also vom Koordinatensystem abhéngig. Allerdings, wenn die Ori-
entierung des Koordinatensystems festliegt und unverandert bleibt, sind Pseudovektoren
eindeutig definiert und ihre Eigenschaften (Summe, Multiplikation mit Skalaren, etc.) in
allen Beziehungen mit denen der Vektoren identisch. Das wichtigste Beispiel eines Pseu-
dovektors ist das Vektorprodukt zweier Vektoren. Wichtige davon abgeleitete physikalis-
che Groflen wie das Drehmoment einer Kraft, der Drehimpuls oder die Rotation eines
Vektorfelds sind auch Pseudovektoren.

2.10 Das Vektorprodukt

Gegeben sei ein orientiertes Koordinatensystem O(x,y, z). Wir definieren das Vektorpro-
dukt zweier Vektoren @ und b als den Pseudovektor ¢ = @ x b mit folgenden Eigenschaften:

a) Der Betrag von
|@ x b| = |d@| |b] sin®,

wobei 6 der Winkel zwischen @ und b ist.

b) Der Pseudovektor a@ x b ist senkrecht zur von @ und b definierten Ebene. Das heifit,
a x b ist senkrecht zu @ und zu b.
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c)

Die Richtung von @ x b ist die, bei der das Dreibein @, b und @ x b (in dieser Reihen-
folge) die gleiche Orientierung wie das Koordinatensystem hat.

Der Vollstandigkeit halber sollte man dazu sagen, dass 0 x @ = @ x 0 = 0 V @ ist. Die
Bedingung c) gibt dem Vektorprodukt seinen Pseudovektor-Charakter.

Fundamentale Eigenschaften des Vektorproduktes:

i) dx

ii)

iii)

b=—bxd

Aus a) folgt |b x @ = ab sin@, und die von @ und b aufgespannte Ebene héingt ja
nicht von der Reihenfolge der Vektoren @ und b ab. Allerdings, wenn a, b und @ ax b
eine Orientierung haben (z.B. ein Rechtssystem bilden), dann hat b, @ und @ x b die
entgegengesetzte Orientierung. Es muss also b Xd=—axb gelten, damit das Dreibein

b a, —a X b die gleiche Orientierung wie a, b @ x b und das Koordinatensystem hat.
Man sagt, dass das Vektorprodukt antikommutativ ist (@ x b = —b x @).

Fir alle Skalare A € R ist

-,

(A@) x b=ax (Ab) = A (@ xb).
Aus a) folgt

I(A@) x b = |\a| |b] sin6
= || |@] 0] sin6 = |@| |\ b| siné.

Da sin 6 = sin(7—6), &ndert sich sin 6 selbst bei A < 0 nicht. Deshalb gilt |(A @) x b =
|d x (AD)| = |\ (@ x b)|.

Bei A > 0 #ndern sich die Richtungen von A@, Ab und A (@ x b) nicht. Bei A < 0
andern sich die Richtungen von A @ und A 5, dafiir auch die Orientierung des Dreibeins
Nid,bund @ x b oder @ Abund @x b. Damit die Orientierung von \d, b und (Aa) x b
die gleiche bleibt, muss die Richtung von (A @) x b bei A < 0 entgegengesetzt zur
Richtung von a x b sein. Die Beziehung

Naxb=axAb=Xaxb

gilt also V. A € R. Man merkt, wie wichtig es ist, dass die Orientierung von da, b und

@ x b wie in der Definition von @ x b durch die Orlentlerung des Koordinatensystems

festgelegt wird, damit diese fundamentale algebraische Eigenschaft gilt.

Das Vektorprodukt ist distributiv beziiglich der Summe von Vektoren, d.h.,
(@+D)xT=axT+bx@

Der Beweis dafiir ist instruktiv, da er eine geometrische Sicht auf das Vektorprodukt

[ o

liefert. Wir betrachten der Einfachkeit halber einen auf 1 normierten Vektor ¢ =

Oy
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Es ist klar, dass wenn das Distributivgesetz fiir ¢ gilt, dann gilt es durch Multiplika-
tion mit |¢| auch fiir ein beliebiges ¢. Die Figur zeigt die Projektion @, von @ auf die
Ebene 7, die senkrecht zu ¢ ist.

C A
T LAY

|d,| = asin® = |d x ¢|, da |¢| = 1. Das zeigt, dass @ x ¢ nichts anderes ist als die
Projektion @, von a auf die zu ¢ senkrechte Ebene gefolgt von einer 90°-Drehung
um ¢, und zwar so, dass der gedrehte Vektor @ x ¢, @, und ¢ die selbe Orientierung
haben wie das Koordinatensystem.

Andererseits wissen wir, dass die Projektion und die Drehung von Vektoren lineare
Abbildungen sind. Das heif}t, fiir jede Projektion P, auf eine beliebige Ebene 7 gilt

Po(@+b) = Py(@) + Pyr(b).

Wenn das nicht so ware, wéren die Bilder im Kino verzerrt. Dieselbe Eigenschaft
haben Drehungen, d.h., fiir jede Drehung D,, ;, mit einem Winkel ¢ um eine beliebige
Achse n, die durch den Ursprung der Vektoren geht, gilt

Dy @+ b) = Dy.a(@) + Do (b).
Es ist auch klar, dass die Komposition von linearen Abbildungen linear ist, d.h.,

D [P.(@+b)] = D [P,(a@) + P(b)] = D [P,(a@)] + D [P, (b)].

Deshalb ist auch die Vektormultiplikation mit ¢ linear, d.h.,

-

(@+b)xe=axeée+bxeé

Das Distributivgesetz ist eine weitere sehr wichtige Eigenschaft des Vektorprodukts,
die uns das Herleiten eines geschlossenen Ausdrucks fiir die kartesischen Koordinaten
von @ X b mittels der kartesischen Koordinaten von @ und b ermoglichen wird.

Als Zusammenfassung von ii) und iii) haben wir

=,

(ad+ D) x (&) = ay(@x &) +By(bxd)
Va,3,v€Rund V @b und & € R3.

iv) Das Vektorprodukt a x b ist gleich dem Nullvektor 0, wenn und nur wenn @ und b
parallel sind. . . .
ixb=0 & a=Ab mit AeR (b#£0).



Wenn a = 0 oder b = 0, gilt die Eigenschaft offensichtlich. Fiir a # 0 und b # 0 ist
|dx bl =absind =0 = 6 =0 oder m, und deshalb ist cos# = +1, d.h., @ parallel

zu b.

v) Der Betrag von a x b ist gleich der Flache des von @ und b gebildeten Parallelogramms
(Fldche = a sin @ b). Damit lasst sich auch iv) beweisen.

2.11 Kartesische Komponente des Vektorprodukts

Gegeben sind zwei Vektoren @ = (ay, az, as) und b = (by, by, bs). Mittels der Einheitsvek-
toren des Koordinatensystems é; = 2 = (1,0,0), és =y = (0,1,0) und é3 = z = (0,0, 1)
lassen sich

3
6:a1é1+a2é2+a3é3zzaiéi
i=1

und

3
g: ij éj
7=1

berechnen. Wenn wir ii) und iii) anwenden, erhalten wir

d’xg: <Zalél>x ijéj :Zazbj((%Xé])
i j ij
Wir nehmen jetzt an, dass wir es mit einem Rechtssystem zu tun haben, wie in der Figur
skizziert.

A

€3

»

€,

Ein Blick auf die Figur und die Tatsachen, dass |e;] = 1 V ¢ und sin#,; = sin (g) =1,
zeigt

é1><é2:é3:—é2><é1
égXégZélz—é3Xé2
égXélzéQI—é1Xé3

und natirlich
Damit erhalten wir

a x g: (CLQ b3 — as bg) él + (CLg b1 — bg) éQ + (CL1 bQ — a2 bl) ég, (215)
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was die kartesischen Komponenten von a@ x b als Funktion der Komponenten von @ und b
angibt. Es lohnt sich, einen Blick auf diese wichtige Rechenregel zu werfen, um folgendes
zu bemerken:

i) Alle Terme haben die Form a; b; €, mit ¢, j und & alle unterschiedlich.

ii) Wenn die Reihenfolge (4, j, k) bei a; b; é; gleich (1,2,3) oder eine zyklische Permuta-
tion davon [d.h., (2,3,1) und (3,1,2)] ist, dann ist das Vorzeichen positiv.

iii) In den anderen drei Féllen, d.h,. (i, j, k) = (2, 1, 3) und den zyklischen Permutationen
(3,2,1) und (1,3,2) davon, ist das Vorzeichen negativ.

Diese Eigenschaften lassen sich kompakt mit Hilfe des Levy-Civita-Symbols €;;;, das fiir
Indizes 1 <4, 7, k < 3 wie folgt definiert ist, zusammenfassen:

1 fir (i,7,k) = (1,2,3) oder

die zyklischen Permutationen (2,3,1) und (3,1,2)
—1 fiir (4,7,k) = (2,1,3) oder

die zyklischen Permutationen (1, 3,2) und (3,2, 1)

0 in den anderen Fallen, d.h.,

Cijk =

sobald zwei Indices gleich sind.

€ijk ist vollkommen antisymmetrisch, d.h., antisymmetrisch beziiglich der Vertauschung
jedes Paars von Indizes:

€ijk = —Ejik — —Eikj = —Ekji Vi,j,k.

Daraus folgt natiirlich €, = e = eps = 0V 1, k. Zyklische Permutationen der In-
dizes, die sich aus 2 Vertauschungen ergeben, lassen e;;, unverandert (z.B. €123 = —¢ea13

= €231 )

Man kann leicht verifizieren, dass
éi X éj = Zgijk ék
k
Daraus folgt
. 3
axb= Z Eijk Q4 bj ék (216)
ijk=1

Es wird dem Leser tiberlassen, sich an dieser Stelle durch explizite Durchfiihrung der
Summe davon zu tiberzeugen, dass der Ausdruck (2.16) mit (2.15) iibereinstimmt.
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Eine weitere aquivalente Form, das Vektorprodukt zu berechnen, ist die formale Entwick-
lung der 3x3-Matrix !
€1 €g €3

Gz a3 . |a1 as a1 a2

5Xb=a1a2a3=é1 — €2 + €3 ’
by b3 b1 b3 b1 by

by by b3

wobei fiir 2x2-Matrizen gilt

Beispiele:
i) Wir betrachten @ = (1,—2,0) und b = (—3,1,4). Dann ist

€1 €9 €3
axb= 1 =20 :—8é1—4é2—5é3

-3 1 4

ii) Sei@=(1,1,0) und b = (—1,2,3), dann ist a = |@ = v2 und b = |b| = V/14.

1 € €3
axb=|1 1 0|=(3-33).
-12 3

Man kann sofort priifen, dass @ x bldund Lb ist, indem man die Skalarprodukte
berechnet.
Der Betrag |@ x b| = 3v/3 = /9 + 9 + 9. Daraus folgt

, l@xb 33
Sin ab \/%

27
und sin? @ = =—. Andererseits haben wir
i-b=>abj=-1+2=1 und

1
chos@zﬁ:&w = C0829:?7

wie es sein sollte.

I Eine kurze elementare Einfiithrung zu Matrizen und Determinanten befindet sich in Abschnitt

2.12.
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Man sollte allerdings merken, dass man aus dem Vektorprodukt nicht eindeutig den
Winkel bestimmen kann, wohl aber aus dem Skalarprodukt, da sinf = sin(r — 0),
wahrend cos 6 injektiv fiir 0 < 0 < 7 ist.

2.12 Matrizen und Determinanten

Fiir die praktische Berechnung von Vektorprodukt und Spatprodukt ist es niitzlich, den
Begriff der Matrix und der Determinante einer Matrix einzufithren. Wir werden uns auf
die einfachsten Eigenschaften von Matrizen beschranken, namlich ihrer Eigenschaften als
Vektorraum oder linearar Raum iiber dem Korper der Reellen. Weitere Eigenschaften wie
das Produkt von Matrizen und ihre Beziehung zu linearen Abbildungen sollen zu einem
spateren Zeitpunkt besprochen werden. Ebenfalls bei der Determinanten quadratischer
Matrizen beschrianken wir uns auf die Definition und ihre geometrische Interpretation bei
n = 2, und 3 Dimensionen.

2.12.1 Matrizen

Eine Matriz A ist definiert als eine Tabelle von reellen Zahlen a;; mit 1 < 7 < m und
1 < j < n, wobei m und n ganze Zahlen sind. Man stellt sie zweckméaflig wie folgt vor:

a1 a12 ... Aip
91 A2 ... Agp
A= (a;)
_am1 Am2 - .. amn_

Die a;; werden die Elemente oder Komponenten der Matrix A genannt. Diese Matrix
besteht also aus m Zeilen i (1 < i < m)

(aﬂ Ajy - . am) eR"

und n Spalten j (1 < j <n)

e R™
Ay

Man sagt auch, dass A zu R™*" gehort (A € R™*™). Die Zeilen und Spalten einer Matrix
konnen als Vektoren in R™ und R™ betrachtet werden.

Eine Matrix A heiit quadratisch, wenn n = m, also wenn A € R"*" (z.B. 2x2, 3x3).
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Logischerweise definiert man Gleichheit von Matrizen folgendermafen:

A B e R™" A=B < Q5 :bij YV i,7.

Die Summe zweier Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) € R™*™ ist die Matrix C' € R™*"
mit den Elementen

IA
IN

o 1<i<m
cij:aij—l—bij VZ,] ) )

IN
IN

7 < n.

Es ist klar, dass die Summe zweier Matrizen nur dann Sinn macht, wenn die Matrizen
vom selben Typ sind, also mit gleichem n und m.

Fiir jede Matrix A = (a;;) und jedes A € R ist das Produkt A A die Matrix mit den
Elementen
()\ A)zg = )\(lij,

also i i
)\CLll )\(112 )\aln
Aasg ANasy ... Aasy,
ANA= | DT b AER.
_)\aml )\amg...)\amn_
Beispiele:
Die Nullmatrix
0...0
0= 0;5 =0
0...0

mit der Eigenschaft A+0=A Vaec R"™™.

Die Identitatsmatrix oder Einheitsmatrix

10 ...0
01 0 1 i=
L= Lj=o;=9 .~
0 ©# 7.
0... 01

Mit diesen Definitionen ist es klar, dass die Mengen der Matrizen A € R™*" einen Vektor-
raum oder linearen Raum iiber den reellen Zahlen bilden. Dieser Vektorraum ist isomorph
mit dem [-dimensionalen Raum R’ mit [ = m - n. Matrizen verhalten sich also beziiglich
der Summe und der Multiplikation mit reellen Zahlen wie Vektoren eines Raumes hoherer
Dimension | = m - n.
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Beispiele:

i)

12 01
A= und B =
34 —-10
13
C=A+B=
24
0 2
2B =
-20

ii) Matrizen konnen auch aus Vektoren gebildet werden, indem man die Vektoren als
die Zeilen der Matrix stellt. Zum Beispiel kénnen wir aus é; = (1,0,0), é2 = (0,1,0)
und é3 = (0,0,1)

100
A=1010]|=1
001

bilden. Oder wir kénnen aus @ = (1,2, 3), b= (4,5,6) und ¢ = (7,8,9)

é 789
A=|a|=|123
b 456

bilden.

2.12.2 Determinanten

Die Determinante einer quadratischen Matrix ist eine wichtige Abbildung zwischen Ma-
trizen und reellen Zahlen, mit der man einige wichtige Eigenschaften der Matrizen iden-
tifizieren kann. Sie stellt auch eine kompakte Form dar, um einige Formeln der Vektor-
rechnung zusammenzufassen.

Definition: Unter Determinante |A| oder det(A) einer quadratischen nxn-Matrix A = (a;;)
versteht man eine Abbildung

det(4) : R"" — R,
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die durch folgende rekursive Vorschrift gegeben ist: Bei n =1 ist det(A4) = ay;.

Bein > 2 ist

det(A) = |A| =

a1 a12 ...

91 Q92 ...

Ap1 Ap2 - ..

A1n

Aon

ann

=ay Ay —ap A+ .+ (D) ay A+ (D) ay Ay,

wobei A;; die Determinante der (n — 1) x (n — 1)-Matrix ist, die man erhélt, wenn man
bei A die Zeile ¢ und die Spalte 7 wegnimmt.

Konkret heifit es

i) Bein=1
ii) Bein =2
wobei

und

Daraus folgt

iii) Bein =3

A= a € R = det(A) = ai1.

det(A) = det

a1l a2

S
I

A21 22

ail aig
= a1 A — ap A21;

a21 22

Ay = det(ag) = ax

A12 = det(agl) = a921.

det(A) = Q11 Q22 — Q12 A21 = (\) - ()/)

ail aiz a3

A= 21 A22 A23

a31 A32 A33
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A22 23 21 23 21 A22
det(A) = Qi1 — 19 + a3

a32 A33 a31 a33 aszy a3z

= a1l (a22 az3z — Q23 a32)—
— ayz (az1 ags — ass asz)+

+ a3 (a9 aza — as asy)

det(A) = a11 agn azs — a1y Aoz aza—
— Q12 Q21 A33 + Q12 Q23 G311
+ a13 21 ag2 — 13 G232 A31.

Es sind n! = 3! = 6 Summanden mit jeweils n = 3 Faktoren. Im allgemeinen, bei A €
R™ ™, sind es n! Terme mit n Faktoren. In der Tat ist

det(A) = Q11 AH + ..+ (_1>1+n QA1n Aln

n Summanden

und bei A4;; sind es (n — 1)! Summanden, also bei det(A) sind es n (n — 1)! Summanden.
Das Vorzeichen ist +1 bei

ail agg ass

a13 Q91 ase ( = Q1i G2j A3p  mit (4,7, k) = (1,2, 3) oder zyklische Permutationen

12 Q23 A31

und —1 bei

a/ll a23 0/32 . . . . . . .

mit (¢, j, k) antizyklisch, d.h., (¢, j, k) = (1,3, 2)
Q12 Qo1 A3z ( — Q15 A25 G3k

und die zyklischen Permutationen davon.
13 Q22 A3y

Man kann zeigen, dass

det(A) = > (=1 ay; Ay =D (=1) ai; Ay

J )

Das heift, dass die Determinante nach einer beliebigen Zeile oder Spalte entwickelt werden
kann, wenn man die richtige Alternierung des Vorzeichens (—1)*/ beriicksichtigt.
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Beispiele:
i)
1 23
A=|-21 4 = det(A4) = —10.
010

Es wird dem Leser iiberlassen zu zeigen, dass man das gleiche Resultat erhalt, wenn
man nach Zeile 1 oder nach Zeile 3 entwickelt.

ii) Man betrachtet 3 Vektoren @ = (ay, as, as), b = (by, by, b3) und &= (0,0,1) und man
bildet die Matrix

c 001
A= a ap as as
b by by by

det(A) = a1 bg — Q9 bl = (C_i X 5)3
oder mit ¢= (0, 1,0)
010
A= ap as as

by by b3

—

det(A) = as b1 — ax bg = (6 X b)2
und mit ¢ = (1,0,0)

1 00
det(A) =lay as ag| = @2 bg — Qs bg = (6 X 5)1

by by bs

Wir kénnen also das Vektorprodukt zweier Vektoren @ und b als die formale Entwick-
lung der Determinante

€1 € €3
axb= ai s as

by bo bs

schreiben.
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2.13 Spatprodukt

Als Spatprodukt dreier Vektoren d, b und & bezeichnet man das gemischte Vektor- und
Skalarprodukt der Form B

(@xb)-¢ €R.
Es handelt sich um einen Skalar, genauer gesagt um einen Pseudoskalar, wenn @, bund &
Vektoren sind.

Das Spatprodukt besitzt folgende Eigenschaften:

i) Der Betrag von (d x 5) - ¢ ist gleich dem Volumen des Parallelepipeds, das von a, b
und ¢ definiert ist.

(@

Volumen = Fliche x Hohe = |a x b| ‘j(
a

ii) Was das Vorzeichen angeht, gilt folgendes:

(@ x Z;) .@> 0, wenn @, b und ¢ die gleiche Orientierung haben wie das Koordinaten-

-,

system. Anderenfalls ist (@ x b) - ¢ < 0.

—, —,

Beispielsweise sind fiir ein Rechtssystem (@ x b) - ¢ und (@ X b) - ¢’ in der folgenden

—

Figur positiv [ (@ x b) - &> 0].

wxb
V4 N
c
-l /
C
0 b - -~
L) (a.x-!;)-c 70
a 0 < 7/

0'< /2

-,

Dagegen sind im folgenden Beispiel (@ x b) - ¢ < 0.

OO

axb
A
r -
9 (2xB).c <0

)

7 (] & 0 > 7z
,'/ \\Y 9, 7 Jr/l,

o ¥ N2

iii) Drei Vektoren @, b und ¢ liegen in derselben Ebene, wenn und nur wenn

=,

@xb)-é=0.
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iv) Mittels der Komponenten von @ = (a1, as,as), b = (b1,b2,b3) und € = (¢4, ¢, ¢3)
erhalten wir

-,

(6)( ): (azbg—agbg)é1+(agbl—albg)é2+(a1b2—a2b1)é3

und

—

(@xb)-¢=(agbs —azby)cy + (az3by — ay bs) ca + (a1 by — az by) c3
= i Eijk @i bj ¢y,
ijk=1
c1 ¢ Cc3
= lay as ag|-

by bo b

-

v) Mit einer einfachen Regruppierung der Terme in der Formel fiir (@ x b) -  lésst sich
folgende Identitat zeigen:

-,

(@xb)-é=(@xa)-b.

In der Tat wissen wir bereits, dass €, = eri; V 4,J, k (Zyklische Permutation).
Deshalb gilt

(d X 5) - C= Zgijk aibj C = ngij aibj Ck.
ijk ijk
Und wenn man die Variablen als kK — i, ¢ — 7 und j — k& umbenennt, folgt

(dxg)~5225ijkajbkci:(5>< &)5
ijk

Das heifit, man kann die Reihenfolge der Vektoren im Spatprodukt (@ x b) - ¢ zyklisch
permutieren, ohne dabei das Resultat zu andern.

-,

vi) Wir wissen, dass das Skalarprodukt kommutativ ist und damit gilt (@xb)-¢ = ¢-(axb).
Dies zusammen mit v) fiihrt zu

(@xb)-T=a-(bxa).

Das bedeutet, dass man “x” und “-” vertauschen kann.

vii) Da @ x b= —b x @, gilt auch
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viii) Das Spatprodukt (@ x b) - ¢ ist ein Pseudoskalar, weil es wie das Vektorprodukt sein
Vorzeichen andert, wenn die Orientierung des Koordinatensystems geéndert wird.
Beziiglich Drehungen ist es invariant, wie das Skalarprodukt zweier Vektoren.

2.14 Doppeltes Vektorprodukt

Es kommt oft vor, dass man das doppelte Vektorprodukt
@x (bx?)

berechnen muss. Wir wissen einerseits, dass b x & senkrecht zu b und ¢ ist, und dem-
entsprechend steht b x & senkrecht zur durch b und & definierten Ebene b & Andererseits
ist @ x (b x &) senkrecht zu (b x &) fiir jedes @. Es folgt dann, dass @ x (b x ©) in der Ebene
b e liegt, also

Ax(bxd) =pb+yc mitf~eR.

Aus der Orthogonalitat zu @ folgt

oder

-

Wenn man diesen Quotienten € nennt, kann man 3 = ¢ (@-¢) und v = —e (@-b) schreiben,
und daher ist
ix(bxe)=c|b(d-d)—ca bl

Damit ist der geometrisch interessante Zusammenhang zwischen @ x (b x &) und b und @
erstellt.

Man kann auch zeigen, dass ¢ = 1, indem man das Koordinatensystem an a, b und @
anpasst. Das ist aber langweilig und man lernt nicht viel dabei.

Ein eleganter Beweis wird im folgenden gegeben, mit dem man die Manipulation von
Levy-Civita- und Kronecker-Symbolen trainieren kann. Wir wissen, dass

(b X E) = Zgijk biCj ék
ijk
und

6X(5X5>:Z€lkm&l(gx akém

lkm

= tem @ (Z Eijk bs Cj) em
ij

lkm

= Zzal b; Cj Cm <Z Elkm 5ijk> .
k

Im 1)
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Die Summe iiber k ldsst sich vereinfachen. Zunachst permutieren wir die Indizes in &, =
Emik zyklisch und erhalten

3 3
Z Elkm Eijk = Z Emik Eijk-
k=1 k=1

Damit die Summe nicht null ist, muss das Paar (m,[) = (i,j) oder (m,[) = (j,4) sein. In
der Tat, wenn z. B. m # i und m # j, dann ist entweder k£ = ¢ oder k£ = 7, und damit
ik = 0, oder es ist k = m, und damit €,,;, = 0. Es gibt also zwei Moglichkeiten.

m=1
= D cikciyr =) (i) =1
oder
m=7
- = > e = —_(gi)? = —L.

Zusammenfassend konnen wir

3
Z Elkm Eijk = Omi 51;‘ - 5mj 0

k=1

schreiben. Daraus folgt

a x (gX 5) = ZCL[ bz Cj ém (5mz 5lj — 5mj 511)

lm

i
=D ajbicjé — Y _a;bic;é

B (Z b e) (; 0 cj) . (; ‘ éj) (Za bi> |

-B).

und damit

ax(bxd)=0b(@-a) —a(

Sl

Diese Gleichung wirkt wie eine Art Linearisierung, da sie kompliziertere dreifache Vek-
torprodukte in Summen bzw. Linearkombinationen von Vektoren umwandelt. Sie ist also
sehr niitzlich, um komplexere Ausdriicke zu vereinfachen.

Man sollte in diesem Zusammenhang betonen, dass das Vektorprodukt nicht assoziativ
ist. @ x (b x €) liegt in der b @ ¢—Ebene, wéhrend (@ x b) x ¢ in der @ & b—Ebene liegt!

2.15 Andere Vektorprodukte

Der Vollstandigkeit halber werden hier ein paar zusatzliche Produkte erwahnt, die man
mit Hilfe der Beziehungen fiir (@ x b) - ¢ und @ x (b x ¢) vereinfachen kann.
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i) Wir betrachten zunéchst

-

(@xb)-(@xd)=a-(bx(@xd)=a-[¢(b d)—db-0)

~—
1

m{

(@xb)?=(@xb)-(@xb)=a’— (@b

Dies ist allerdings nichts Neues, da (@x )2 = |@xb|? = a2b? sin 6 = a2b? (1—cos? 0) =
a’b? — (@ - b)>.

iii) Als direkte Anwendung der Formel fiir das doppelte Vektorprodukt erhélt man

—, — - —,

(@ x b) x(éxd)=¢[(@xb)-d| —d|(@xb)¢].

w{

2.16 Anwendungen der Vektoralgebra

In den folgenden Abschnitten werden einige Anwendungen der Vektoralgebra bei der
analytischen Geometrie beispielhaft erlautert.

2.16.1 Trigonometrie

Wir betrachten ein durch die Vektoren @ und b definiertes Dreieck, wobei ¢ = @ — b ist.

Es gilt

-

F=@G—0b)-(@—b)=d®+b*—23i-b.

und damit

& =a*+b* — 2ab cosn.

Dies ist der sogenannte Kosinussatz. Dartiber hinaus gilt

-

i—b)=bxa
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acsinf =absin~y

c b

siny  sing’

Andererseits haben wir
bxZ=bx (@—b) =bxa
bxc =|bxa
besin(m —a) =besina = ab siny

c a

siny sina’

Und damit folgt der Sinussatz

a b c

sina  sinf3  sinvy’

2.16.2 Additives Theorem fiir Winkelfunktionen

e i

¢)°

o

P
>

d = a(cosa,sin )
b= b(cos 3,sin 3).
Qb= ab(cosa cos 3+ sin«a sin f3).

Andererseits gilt .
a-b=abcost =ab cos(f — a).

Daraus folgt
cos(f — ) = cos v cos 3 + sin « sin 3.

Wenn man beriicksichtigt, dass sin(—a) = —sin «, erhalten wir die bekannte Formel

cos(a + ) = cos v cos f — sin « sin 3.

Eine @hnliche Manipulation mit dem Vektorprodukt ergibt einerseits aus der Formel fiir
die Komponenten

axb= (0,0, a1b2 — asby) = ab (0,0, cos a sin § — sin «v cos 3)
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und andererseits aus der Definition
@xb=(0,0,absin(8—a)).

Daraus folgt
sin(ff — a) = cosa sin 8 — sin« cos (3

oder

sin(a + 3) = cosa sin 3 + sin a cos .

2.16.3 Vektorgleichung einer Geraden

Fir zwei beliebige Punkte @ und b in R? ist die Vektorgleichung fiir die Punkte 7 der
Geraden, die durch @ und b geht, folgende:

F=ad+A(b—a) mit)eR.

In Komponentenform schreiben wir 7 = (x,y, z), @ = (a1, az, az) und b= (b1, by, b3). Dann
ist die Gerade durch folgende Komponentengleichungen gegeben:

r=a;+ (b —ay)

y=as+ A(by — as)

z=az+ \(b3 — a3).
mit beliebigem A\ € R.

2.16.4 Vektorgleichung einer Ebene

Wir betrachten einen Vektor @ senkrecht zu dieser Ebene. Wenn die Ebene durch den
Koordinatenursprung geht, lautet die Gleichung einfach

—

a-rv=0.

Wenn nicht, ist die Projektion der Punkte in der Ebene auf den normalen Vektor a
konstant. Das heif3t

ISHEST]

- ,

h
wobei h der Abstand zwischen der Ebene und dem Koordinatenursprung ist. In kartesi-
schen Koordinaten haben wir

a1x + asy + asz = a h = b = Konstante.

Wenn man den Abstand nicht kennt, sondern die Richtung der Normale @ und einen
beliebigen Punkt 7y auf der Ebene, dann kann man schreiben

a-r"=ah und a-ry=ah,

also



Anders ausgedriickt, sind alle Vektoren 77— 7{ in der Ebene (d.h., relativ zu 7j) senkrecht

zu d. In kartesischen Koordinaten haben wir

ay (x — o) +az (y — yo) + as (2 — z) =0,

wenn 7y = (Zo, Yo, 20)-
Sollte man die Ebene suchen, die durch drei Punkte 7, 75 und 73 geht, dann liegen 75 — 7
und 73 — 7 parallel zur Ebene, und damit ist @ = (7, — 71) X (73 — 1) die Normale. Die

Vektorgleichung lautet dann

oder in kartesischen Koordinaten

r—r1 Y—Yh <—x
Tog— X1 Y2 — Y1 22— 21 =0.

T3 —T1 Y3 — Y1 23— 21

2.16.5 Abstand eines Punktes zu einer Ebene

Die Gleichung der Ebene E lautet @ -7 = b und die Koordinaten des Punktes
P = (p1,p2, p3). Die Projektion von p auf @ lautet

ISHIEST]

Beispiel:
Wir betrachten den Punkt p'= (6,3, —2) und die Ebene 2z —4y+ 2z = 2. Das heifit -7 = b

mit @ = (2,-4,1) = a=+VA+16+1=+21.

b=2
iy p-2 (12-12-2)-2 -4
NG V21 T 21

Das Resultat d < 0 bedeutet, dass der Punkt unter der Ebene beziiglich der Richtung von

Qy

a liegt.
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2.16.6  Abstand eines Punktes p zu einer Geraden

Wir betrachten die Gerade 7= 1y + A@ mit A € R und den Punkt p. Fiir den Abstand d
gilt
d=|p—Tp| sinf
d= (7' — 7o) X C_f|.
Beispiel:

1
Sei = (—3,2,1) und die Gerade T = =X€eR.

i=(-2,4,-1) = a=+A+16+1=21

é1 €2 €3
(P—1o)xad=|-2-1 0 |=(1,-2,-10)
-2 4 -1

(7 — 7) x @ = +/T+4+ 100 = /105
d = /105//21.

2.16.7 Minimaler Abstand zwischen zwet Geraden

Der Abstand ist gleich der Projektion von einem beliebigen Vektor, der von der Gerade
1 zur Gerade 2 geht, z.B. 5, — 7, auf die Richtung, die senkrecht zu beiden Geraden ist.
Das heif3t

)

S

X

—~
ST

wenn |d@ X b| # 0.

=

X

B

Wenn |@ x b| = 0, dann ist @ || b, und damit sind beide Geraden parallel. Es ist also egal,

was fiir einen Punkt man auf die Gerade G5 nimmt, da alle den gleichen Abstand zur
Ty —T1) X @
Geraden (7 haben. Wir nehmen also 7 und erhalten d = |7, — 7| sinf = M
a

Dies gilt nur fiir parallele Geraden.
Beispiel:

Wir betrachten die Geraden
r—3 y+5 =z+1

G12

—%1 = 5

x Yy — zZ—

Gs = = .
2ty 3 —1

50



Dies ist aquivalent zu
Gy: T :a(2 -3, 5)+(3,—5,—1) mit « € R
Gy: T=0(-4,3,-1)+ (—1,1,3) mit 5 € R.
o —11=(—1,1,3) = (3,=5,—1) = (—4,6,4)
€1 €y €3
ixb=|2 -3 5 |=(-12,—18,—6) = —6(2,3,1).
—4 3 —1

@ x bl =6VA+9+1=06V14

P — ) (@xb) —6(—8+18+4
(fy — 1) Eaxb): 6(—8+ 18 + ):_m L i-Jii
|@ x b] 6v/14

2.16.8 Winkel zwischen Geraden und Ebenen

Der Winkel zwischen zwei Geraden Gy, ¥ =7, + ad, und Gy, =7+ 3 l;, ist durch

S

a-

cosf =

=)

a
gegeben.

Der Winkel zwischen zwei Ebenen E;, a -7 = «, und FE», b7 = 0, ist durch

QU
S

cosf =

j=p)

a
gegeben.

Der Winkel zwischen einer Geraden G, 7 = 7} + ad, und einer Ebene F, 7-b = 3, ist

durch B
CoS <7T —0> =sinf = a—.b
2 ab

gegeben.
2.17 Zylinderkoordinaten

Die Polarkoordinaten (g, ¢) sind uns aus den komplexen Zahlen bekannt. Jeder Punkt
7 = (z,9,0) auf der z,y-Ebene lasst sich durch den Abstand ¢ zur z-Achse und den
Azimutwinkel ¢ zur positiven z-Achse eindeutig definieren.

Wir haben also die Beziehungen zwischen polaren und kartesischen Koordinaten:

r=pcosp mit 0<p
Yy =psineg 0<p<2m
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und
{Q:\/a:2+y2 mit z,y € R

@ = arctan (y/z) und 0<p <27.

Man sollte hier daran erinnern, dass tan (¢) = tan (¢ + ), und deshalb muss man in
jedem Fall priifen, welcher Wert von ¢ zu dem Quadrant von (z,y) passt.

Die Zylinderkoordinaten (g, ¢, z) in R? sind auf die Polarkoordinaten basiert. Die Beziehun-
gen zwischen kartesischen Koordinaten (z,y, z) und Zylinderkoordinaten (g, ¢, z) sind

X = 0 Cosp
Yy = psing
Z=2z

oder
0= VTP
¢ = arctan (y/x)
z=2z.

Die Zylinderkoordinaten sind am besten fiir Systeme geeignet, die eine kontinuierliche
Symmetrieachse haben (z.B. Driahte oder Zylinder).

2.18 Kugelkoordinaten

Liegt eine Kugelsymmetrie vor (z.B. bei dem Anziehungskraftfeld der Sonne oder einer
Punktladung), ist es viel giinstiger, Kugelkoordinaten zu benutzen. Sie sind durch den
Radius oder Abstand zum Ursprung r = /22 + y? + 22, den Azimutwinkel ¢ zwischen der
Projektion des Positionsvektors 7= (z,y, z) auf die zy-Ebene und der positiven x-Achse
sowie den Polarwinkel 6 zwischen Positionsvektor und der positiven z-Achse gegeben. Die
Beziehungen zwischen Kartesischen und Kugelkoordinaten sind

r=rsinfcosp 0<2r <y
y=rsinfsing 0<60<m7

z =1 cosf r>0
oder
r=VETE T2
¢ = arctan (y/x) 0<p<2rm
0 = arccos : 0<60<m.

Wie bei den Zylinderkoordinaten muss der Wert von ¢ aus arctan (y/z) an den jeweiligen
Quadrant von (z,y) angepasst sein, da tan (¢) = tan (¢ + 7).

Beispiel:

Wir betrachten zwei Punkte auf der Erdoberflache. Der eine Punkt 7 hat Kugelkoordi-
naten (r,p1,60;), und der andere Punkt 7% hat Koordinaten (7, ¢s,6s). Wie grof§ ist der
Abstand zwischen den Punkten 7 und 75 auf der Erdoberflache?
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Der Abstand auf der Kugeloberfliche (also kein direkter gerader Weg) ist d = r v, wobei
~v der Winkel zwischen 7 und 75 ist. Wir brauchen also das Skalarprodukt in Kugelkoor-
dinaten. Dies lasst sich wie folgt berechnen:

) =11 (sin 6y cos 1, sin by sin gy, cos by)

5 = 19 (sin Oy cos g, sin fy sin @y, cos bs).

Damit haben wir

71+ Ty = 1179 (sinfy sinfy cos ¢y cos o+
+sin @ sin 6y sin ¢y sin s + cos 6y cos by)
= 1179 (sinfy sinby cos (¢1 — ¢2) + cos by cos bs.

Und daraus folgt
cosy = sinf; sinfy cos (p1 — pa) + cos by cosbs.
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3 Differentiation und Integration in R”
3.1 Abbildungen

Unser Anfangspunkt ist der bekannte Begriff der Funktion oder Abbildung als eine all-
gemeine Beziehung zwischen den Elementen von zwei Mengen: dem Definitionsbereich A
und dem Wertevorrat B:

f:A—B
a—b= f(a), wobei a€ A und f(a)€ B.

Neben den wohl bekanntesten Funktionen reeller Variablen

ffR—R

interessiert man sich in der Physik fiir eine Reihe anderer, teilweise komplexer,
Abbildungen. Zum Beispiel

i) Folgen: f: N — R, wobei f(n)=a, mit n€ N und a, € R .

ii) Permutationen: Bijektive f: [1,n] — [1,n] im Intervall natiirlicher Zahlen [1,n] € N.

123 123
P = oder

321 213

iii) Funktionen komplexer Variablen:

f: C — C, die Definitionsbereich und Wertevorrat reeller Funktionen erweitern.

iv) Kurven oder Trajektorien in R™:

r: R—R3
t— 7(t) = (x(t),y(t), 2(t))

Funktionen mehrerer reeller Variablen

v) i R*—>R
(z,y) = 2= flz,y)

Dabei definiert (x,y, f(z,y)) mit (z,y) € R? eine Fliche in R3.
vi) fiR®* >R « Skalar-Felder

T(xz,y,z) Temperatur
p(x,y,z) Dichte eines Gases

vii) Allgemeine Funktionen: f: R"” — R
E(V,T,N,E,H) Interne Energie der Thermodynamik

U (21,11, 21, T2, Y2, 22, T3,Y3,23,---,t) Wellenfunktion der Quantenmechanik
wobei (z;,y;, z;) die Koordinaten des Elektrons i sind und ¢ die Zeit ist.
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viii) Vektor-Felder:

f: R? - R?
f: R®— R3 v(z,y, z) Geschwindigkeitsfeld

E (x,y,z) Elektrisches Feld
B(z,y,z) Magnetfeld

ix) Die Abbildungen von Funktionen auf anderen Funktionen werden Operatoren genannt:

B ={f: R — R, bijektiv}
I:B— B
flx) = [ (=)

e’ = Inzx
D ={f: R — R, differenzierbar}
D:D—-D Ableitungsoperator

Dlf) = rey =T

x) Die Abbildungen von Funktionen auf einer Zahl werden Funktionellen genannt:

F={fR—R}

I: F — R Integral iiber ein bestimmtes Intervall [a, b].

b
1= [ f(@)da
3.2 Der n-dimensionale Euklidische Raum R"

Die Beispiele des vorherigen Absatzes zeigen, dass Funktionen mehrerer Variablen eine
zentrale Rolle in der Physik spielen. Es ist also angebracht, die fundamentalen Eigen-
schaften des Definitionsbereichs dieser Funktionen zu besprechen, d.h., des n-dimensionalen
Raums R".

Die Elemente # von R" werden Punkte oder Vektoren genannt. Sie sind definiert als
n-Tupel von reellen Zahlen, d.h.,

= (x1,29,...,2,),

wobei z; € R (1 =1,...,n) die Komponenten oder Koordinaten des Vektors Z beziiglich
der kanonischen Basis oder des Koordinatensystems heifen.

&1 = (1,0,...0), é5=(0,1,0,...0),...,é, = (0,0,...1).

Das Symbol ~ bezeichnet hier Vektoren der Lénge 1. Zwei Vektoren sind gleich, nur wenn
alle ihre Komponenten gleich sind.

Fiir jede zwei Vektoren Z = (z1,...,2,) und ¥ = (y1, ..., yn) € R" wird die Addition als

T4+y=(x14+ vy, -, Tn+Yn)
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definiert. Es handelt sich um eine komponentenweise Addition, d.h., die i-te Komponente
der Summe ist gleich der Summe der i-ten Komponenten der Summanden. Die Summe
entspricht der Summe von Translationen oder Kriften in R?. Damit lisst sich jeder Vektor
Z = (x1,...,x,) als Summe von Vektoren entlang der orthogonalen Achsen schreiben:

Z=(21,0,...0)+ (0,29,...0) + ... 4+ (0,0,...2,).

Der Vektor (0, ...z;,...0) ist also die Projektion von # auf die Koordinatenachse i.

Die so definierte Addition erfiillt folgende Eigenschaften, die aus der Summe reeller Zahlen
iibertragen werden:

1) Geschlossenheit:
ViygeR" ist £+y€R™
2) Assoziativgesetz:
T4+ (+2)=(T+9)+7
3) 3! neutrales Element 0
z

mit 7+0=0+7=

4) 3 additives Inverses:
VZeR" 3 —Z=(—x1,—Ta,...,—Ty)
mit 7+ (—7) = (—Z) + £ =0.

5) Kommutativgesetz:
T+y=y+7 ViyeR"
R™ und die Summe bilden also eine kommutative oder Abelsche Gruppe.

Dartiber hinaus lassen sich Vektoren durch beliebige reelle Zahlen A € R, die sogenannten
Skalare, multiplizieren. Das A-fache des Vektors & ist definiert als

A=Az, AT, ..., ATy).

Diese Multiplikation eines Vektors mit einem Element des Korpers R erfiillt folgende
Eigenschaften, die wiederum aus den Eigenschaften von R stammen:

6) A+pu)@= A7)+ (u¥) VApeR VZeR™
T AE+7) = AT+ A7

8) 17 =&, wobei 1 € R das Einselelement des Kérpers ist.

Wir konnen nun einen allgemeinen Vektor & in der Form

21 (1,0,...0) + 25 (0,1,...0) + ... + 2, (0,0,...1)

. ) )
Z i€
i=1

(2

T

schreiben. Man nennt dies eine lineare Kombination der Basisvektoren. Diese Darstellung
ist eindeutig, da > ,x;¢; = 0 = x; = 0 V i. Man sagt auch, dass die Vektoren
1,6, ..., 6, linear unabhangig sind.

56



Eine Menge mit den Eigenschaften 1) bis 8) wird ein linearer Raum oder Vektorraum
iiber dem Korper der reellen Zahlen genannt. In diesem Fall wird n die Dimension des
Vektorraums genannt.

Abgesehen vom jetzigen Interesse als Definitionsbereich von Funktionen mit mehreren
Variablen spielen Vektorraume eine sehr wichtige Rolle in der Physik. Viele davon sind
isomorph mit R” fiir ein bestimmtes n, z.B. die Menge aller Polynome mit Grad < m. Es
handelt sich um Linearrdume endlicher Dimension. Andere lineare Rdume sind unendlich
dimensional. Das beriithmteste Beispiel davon ist sicher der lineare Raum aller Zustande
eines quantenmechanischen Systems.

3.2.1  Skalarprodukt und Norm

Das Skalarprodukt ist eine sehr wichtige Verkniipfung zweier Vektoren in R", die uns
die Definition einer Metrik oder eines Abstands in R"™ ermdoglichen wird. Fiir jede zwei
Vektoren Z und % in R"™ definieren wir das Skalarprodukt 7 - € R als

f~ﬁ=x1y1+x2y2+...+xnyn:inyi. (3.1)
i=1

Die fundamentalen Eigenschaften eines Skalarprodukts Z-¢ als Funktion von R"xR" — R
sind folgende:

SI) #- >0 VZeR"” und Z-7=0 = &=0.
Dies ist offensichtlich, da

S2)

ST
<y
[l
<y
8y

S3) ¥ (Y+2)=2-y+7- 7.

S4) 7 (N) = AT 7.

Das Skalarprodukt ist also eine bilineare positiv definierte Funktion zweier Vektorvari-
ablen. Diese fundamentalen Eigenschaften eines allgemeinen Skalarprodukts lassen sich
im Falle der kanonischen Form (3.1) leicht beweisen. Zum Beispiel

Aus der Definition (3.1) ergibt sich fiir die Vektoren é; = (1,0,...0), é2 = (0,1,...0)
... €, =(0,0,...1) der kanonischen Basis

o 1 firi=y
€€ = 5z'j = . j (3-2)
0 fliri#j
Man sagt dann, dass die Koordinatenvektoren é;, és,...,¢é, eine orthonormierte Basis

bilden.
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Es ist auch interessant zu bemerken, dass fiir alle Vektoren der Form
n
i=1

die Gleichung (3.2) zusammen mit den allgemeinen Eigenschaften des Skalarprodukts S3
und S4 direkt zu (3.1) und damit zu S1 und S2 fiihrt.

Mittels des Skalarprodukts definieren wir den absoluten Betrag oder Norm eines Vektors
als

n
] =Vi-Z=,> a2

=1

Mit Hilfe des Satzes von Pythagoras wird |Z| als die Lange des Vektors # oder als Abstand
zum Ursprung interpretiert.

3.2.2  Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Wir kénnen jetzt die fundamentale Cauchy-Schwarz-Ungleichung beweisen, die die Beziehung
zwischen Skalarprodukt und Betrag von Vektoren deutlich macht. Es gilt

79l < |7 [y] VT yeR",
und zwar besteht die Gleichheit nur dann, wenn einer der beiden Vektoren ein A-faches
des anderen ist, d.h., wenn die Vektoren parallel oder antiparallel sind. Wir werden im

Folgenden Z # 0 annehmen, da fiir Z die Aussage offensichtlich gilt. Fiir den Beweis
betrachten wir den auxiliaren Vektor

und berechnen

Hozr=E' g+ P T
—20F (F-9) (-7
= |2 |gP — |2 (- )

Wie bei jedem Z € R" ist

P >0 = |74 <|7] 7]

Dariiber hinaus gilt |z|*> = 0 nur wenn Z = 0, also

7 =127 = 0=7=7’§- (T DT

Das heifit
-yl = 2| |yl = =17 (¥#0).
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3.2.3 Winkel zwischen Vektoren

Wir betrachten zwei von Null verschiedene Vektoren 7 und 3 und berechnen das Skalarpro-
dukt zwischen den entsprechenden auf 1 normierten Vektoren. Es gilt nach Cauchy-
Schwarz

= l_, <1

|z 7]
oder .

1< L
|z 1]

Dieses Skalarprodukt liegt also zwischen —1 und 1. Dariiber hinaus ist
Ty L Ty L
— = =—1,nur wenn y = -7 , und — --= =1, nur wenn y = 7.
|z 9] |z 7]

Wir definieren also den Winkel 6 zwischen den Vektoren Z und ¢ durch

ﬁ-ﬁ:cosﬁ (0<60<m).
Ty 1y

Aquivalent dazu ist der Ausdruck

— -

-y = |7 |y] cosb. (3.3)

Diese abstrakte Definition des Winkels ist allgemein anwendbar. Sie erlaubt, den Winkel
zwischen Vektoren einzfithren, selbst bei sehr hochdimensionalen Raumen oder sogar zwi-
schen Elementen komplexerer linearer Raume wie Funktionen. Trotzdem ist es angebracht,
die Aquivalenz zwischen Gleichung (3.1) und (3.3) in R" auf eine direkte Weise zu zeigen.

Wir betrachten zwei Vektoren ¥ und ¢ in R", von denen wir annehmen, dass sie auf der
von é; und é; aufgespannten Ebene liegen, d.h.,

T = (l’l,ZL‘Q,O,...O)
g\: (y17y27 07 s 0)
Dies ist eigentlich keine Einschrankung, da Gleichung (3.1) invariant beziiglich Drehungen

des Koordinatensystems ist, wie wir es spater zeigen werden. Wir kénnen also annehmen,
dass €1, €5, Z und 7 in der selben Ebene liegen. Es folgt dann

x1 = | 7] cos ¢,

To = |Z] sin @,
und

Y1 = |y] cos py
Y2 = ‘g| sin QOy,

wobel ¢, (¢,) der Winkel zwischen Z (%) und é; ist. Aus Gleichung (3.1) erhalten wir

— =

Ty (cos @, cos @y, + sin @, sing,)

7]
7] [cos (py — pr) —sin (@, — @z) ]

= | T
= ‘ T
Gleichung (3.3) folgt, wenn man bedenkt, dass § = ¢, — ¢, der Winkel zwischen Z und ¥
ist.
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3.2.4  Metrik oder Abstand in R™

Die Eigenschaften des absoluten Betrags eines Vektors lassen sich wie folgt zusammen-
fassen:

i) (AZ| = |\ |Z] VAeR.
ii) [/ =0 und |[f=0] & #=0.

iii) Cauchy-Schwarz-Ungleichung
31 < 19 171

iv) Dreiecksungleichung
7+ gl < 2]+ |9].

Dies folgt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

|7+ g* = (T +9) - (@ +7)
= &+ [i1? + 27
< |21 + 191 + 212 |91 = (I2] + [91)*.
W F-A<|F-fl+lF-2 V&G IR
Dies folgt aus iv), wenn man & durch Z — ¢ und 3 durch ¢ — Z ersetzt.

Die Eigenschaften i), ii) und v) erlauben uns, eine Metrik oder Abstand in R™ einzufiihren.
Wir definieren also den Abstand zwischen 2 Vektoren & und % als

n 1/2
@) =171 = (3w - u?)
i=1
o0 ist also eine Abbildung von R™ x R®™ — R > 0 mit folgenden fundamentalen Eigen-
schaften:

M3) o(%,2) < o(Z,9)+ 0(¥,2).

Eine solche Abbildung p¢ mit den Eigenschaften M1 bis M3 wird eine Metrik genannt.
Die damit bestiickten Mengen heiflen metrische Raume. Diese Definition erfiillt die intu-
itiven Bedingungen eines Abstands: Der Abstand zwischen zwei verschiedenen Punkten
im Raum ist immer positiv (M1). Der Abstand von & nach ¥ ist gleich dem von ¥ nach
Z (M2). Dartiber hinaus macht der Abstand keine Spriinge, d.h., wenn & nah an ¢ liegt
und ¢ nah an Z, dann liegt auch ¥ nah an 2’ (M3).

Damit konnen wir den fiir die Definition von Stetigkeit, Grenzwert und Ableitung sehr
wichtigen Begriff der Umgebung eines Vektors oder Punktes @ in R"™ einfithren. Als Umge-
bung oder e-Umgebung eines Vektors @ in R? bezeichnet man die Menge

U.(@) = {Z € R" mit |7 —a| <e},

60



wobei € > 0. Manchmal ist es auch niitzlich, den Punkt @ von der Umgebung auszuschliefen.
Man betrachte dann eine Umgebung in strengerem Sinne als U.(@) = {# € R" mit 0 <

| — @] < €}. Auf jeden Fall ist es wichtig zu bemerken, dass man sich dem Punkt @

aus allen moglichen Richtungen n € R™ innerhalb U, (a@) ndhern kann, da V n € R” mit

In|=1ist ¥=a+ An € U (d) VA mit |A\| <e.

Bevor wir uns mit der Differentiation von Vektorfunktionen befassen, ist es sinnvoll, einige
Grundbegriffe der Analysis von Funktionen einer Variablen zu wiederholen.

3.3 Grenzwert und Stetigkeit

Der Grenzwert ist der grundlegende Begriff der Analysis, mit dem man die Eigenschaften
von Funktionen an Punkten analysieren kann, die mit der normalen Algebra unzuganglich
sind. Zum Beispiel, wie grof} ist der Wert von f(x) = 222 wenn x gegen null geht?

x )

Intuitiv ist

lim f(x) =1,

r—a

wenn f(x) sich beliebig an [ ndhert, wenn x gegen a geht. Mathematisch formal sagt man

lim f(z) =1 & Ve>0 30>0
sodass [f(z) — | <eV |z —al <.

Wichtig ist zu bemerken, dass man sich dem Punkt z = a von beiden Seiten néhert (z > a
und x < a) und dass f(x) in beiden Fallen gegen denselben Wert [ konvergiert.

Bei Funktionen mehrerer Variablen wird der Begriff von Grenzwert dhnlich definiert. Sei

f: R"—=R
flxy,zo,. . .xy) = f(T) TER"

und sei @ = (ay, ag, . ..a,) € R", dann ist

lim f(r) =1 & Ve>0 36>0
e sodass |f(r) — | <eViel|r—d <.

Man nennt Umgebung 0 von @ die Menge
Us(@) ={reR"” mit |[F—al<d}.

Man sollte sich im klaren dariiber sein, dass man sich @ aus allen Richtungen nahert.
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Rechenregel: Wir betrachten zwei Funktionen f, g : R™ — R, bei denen
lim f(7) =1 und  limg(7) = k.
Dann gilt

i) lm(f+ag) =l+ak firaeR
i) lim(fg) = Lk

i) lm = :/lc fir k # 0.

Intuitiv wiirde man sagen, dass eine stetige Funktion am Punkt @ keinen Sprung hat. Die
Voraussetzung ist, dass der limz_z f(7) existiert.

Beispiele:

i) f:R—R
x
— x#0
fla) = {1
1 x = 0.
Es ist klar, dass lim,_ .o f(x) nicht existiert. Im besten Fall konnte man sagen, dass es
zwei verschiedene Grenzwerte gibt, wenn man von links (z < 0) oder rechts (x > 0)

kommt. f(z) ist also nicht stetig bei z = 0.

i) f:R—=R
sin(x)
0
fo={ e 7
1 x=0
. sin(x) - . . .
Um lim,_,g —— zu berechnen, brauchen wir eine Néherung fiir sin(x) fiir |z| < 1,

da sowohl z als auch sin(z) gegen 0 gehen, wenn z — 0 geht. Aus der Graphik sieht
man, dass sin(x) ~ z + O (23) fiir x — 0. Daraus folgt

- 3
lim sin(x) i © + O(z?)
z—0 x x—0 €T

=1

Damit ist f(x) stetig fir z = 0.

Ahnlich wie bei den reellen Zahlen kann man den Grenzwert von Funktionen komplexer
Variablen definieren. Fiir f: C — C gilt

lim f(z) =w €C & Ve>030>0
’ so dass |f(z) —w| < eV |z — 2] < 6.

Wichtig ist, dass man sich 2y aus allen Richtungen nahert und dass man immer gegen den
gleichen Wert w konvergiert.
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3.3.1 Finseitige und uneigentliche Grenzwerte

Bei Funktionen einer Variablen ist es manchmal niitzlich, die Grenzwerte von links und
von rechts zu definieren:

lim f (x) x > a rechtsseitiger Grenzwert
lim f(z) r < a linksseitiger Grenzwert.

r—a—

Oft betrachtet man den Grenzwert fiir sehr grofie positive (z — +o00) oder negative
(x — —o0) Werte der Variablen x:

lirf flx)=1 & Ve>03IK>0

(—o0) sodass |f(z) =l <eVz>K (z < —K).

Und manchmal ist es so, dass die Werte der Funktion f(z) immer grofler werden, wenn
xr — a geht:

lim f(r) =400 (-00) & VYM>0 36>0
e sodass f(x) > M (f(x) < =M) V¥ |z —a| <.

1
Einfache Beispiele sind lim,_, ., e™ = 0 und lim,_.¢ — = +oo.
x

3.4 Ableitung in R

Wir betrachten eine Funktion f : R — R und berechnen fiir einen festen Punkt xo € R
die Anderung Af der Funktion f(z) um den Punkt z

Af = f(xg+ Ax) — f(zy) mit Az € R.

Wir gehen von einer stetigen Funktion aus, deshalb ist

lim Af = Al}ﬂrilof(:vo + Ax) — f(zg) =0.

Az—0

Die mittlere Steigung der Funktion

Af  flzo+ Ax) — f(x0)
A= Ax Ax #0

ist aber endlich, und zwar so, dass der Winkel & der Gerade, die durch (zo, f(zo)) und
(xo + Az, f(xo+ Ax)) geht, durch

Af
Az

tana =

gegeben ist. Die Ableitung f’(z() der Funktion f(x) am Punkt z = x( ist definiert als die
Steigung von f(z) am Punkt (x(), genauer gesagt als die Steigung der Tangente an den
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Graphen (z, f(z) ) am Punkt (zo, f(z¢) ). Das heifit

_df . Af o flwe + Ar) — (o)
= (o) = . = lim lim

Az—0 Ax o Axz—0 AZL’

T=x0

Die Funktion f(z) heifit differenzierbar am Punkt xy, wenn dieser Grenzwert existiert.
Manchmal existiert lima,_.q % nicht, weil die rechtsseitigen und linksseitigen Grenzwerte
unterschiedlich sind. In diesem Fall spricht man von linksseitiger Ableitung

_ df . Af
/ _ Y _ =4
fzo) = dr | _. A}cli%* Az

-0

und rechtsseitiger Ableitung
daf Af
1Ay Y _

fxg) = dv | _ ¢ Mmoot Az

-0

Eine wichtige Eigenschaft der Ableitung ist, dass sie ermdoglicht, die Funktion f(x) durch
eine Gerade am Punkt xy zu ndhern:

f(@) = f(zo) + f'(w0) (v — wo) + 7 (2) (v — 20)

mit lim, ., r(x) = 0. Das heifit, der Fehler r (z) (x — zy), der durch die lineare N&dherung
entsteht, geht schneller gegen Null als (z — zy).

Man schreibt auch

f(x) = f(wo) + f'(xo) (& — 20) + O|(w — 70)?]
oder
Af = f(w) = f(wo) = f'(w0) (& = 20) + O (w = 20)°]
Wenn man die Anderung Az = (x — z4) der Variablen x einfiihrt, ergibt sich
Af = f'(x0) Az + O(Az?).
Im Limes Az — 0 ist die Anderung der Funktion proportional zur Anderung der Vari-

able, da die Terme proportional zu Axz? vernachlissighbar werden. Diese Proportionalitits-
beziehung fiir Az — 0 und Af — 0 lasst sich auf folgende kompakte Form schreiben:

df = f'(xo) do

oder fiir beliebiges x als

df = f'(x)dx.
dx und df werden Differentiale genannt. Darunter ist lediglich die Proportionalitit zwi-
schen Af und Ax fir Ax — 0 zu verstehen. Ausdriicke wie dr = lima, .o Az oder

df = lima,_oAf machen keinen Sinn, da diese Grenzwerte null sind. Wenn dies bertick-
sichtigt wird, kann man auch schreiben

af _
dv

Die Ableitung lasst sich also als Differentialquotient verstehen.

f'(z).
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3.4.1 Rechenregeln
i) (af+pBg) =af +p¢ fur a,p € R. Die Ableitung ist ein linearer Operator.

i) (f-9)=1Fl9+Ffd
(f) N
i) | =) =—5—.
9 9
Um ii) zu beweisen, betrachten wir die Anderung der Funktion f(z) g(z).

(f9) (x + Az) = f(z + Az) g(x + Az)

=(f+Af)(g+Ag)
=fog+fAg+gAf+AfAg

A(fg) = (f9)(z + Ax) = (fg)(x) = [Ag+gAf+ AfAg

<K Af oder Ag

Der letzte Term A f Ag ist vernachlassigbar klein im Verhéltnis zu den anderen Ter-
men, wenn Az — 0. Es gilt

A(fg)  ,Ag  Af
Ar TartIALT Af Ar
und damit A(fa)
(f9)' = Jim =8 = f'g 4 fg

iv) [g(f(z))] = ¢ (f(x)) f'(x). Dies ist die sogenannte Kettenregel.

Wir betrachten also zwei Funktionen f(z): R — R und g(y) : R — R und suchen
die Anderung von ¢(f(z)), die durch eine Anderung Az der Variablen z verursacht
wird. Die lineare Naherung fiir g ergibt

g (f(z+Ax)) =g(f + Af) = g(f(x)) + ¢'(f(2)) Af + O(Af?).
Andererseits wissen wir, dass
Af = f(z+ Az) — f(z) = f/(z) Az + O(Az?).
Daraus folgt

Ag = g(f(z+ Ax)) — g(f(x))
=g'(f(2)) f'(z) Az + ¢'(f () O(Az®) + O(Af?),

O(Az2)

und

lim 29 = (g(f(2)] = ¢ ((2)) ().

Axz—0 AI
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v) Eine weitere wichtige Regel fiir die Ableitung der Umkehrfuktion f~1(x) lasst sich
aus der Kettenregel herleiten. Wir wissen, dass

ff @)=z Vu

Nach Ableiten auf beiden Seiten und unter Anwendung der Kettenregel folgt

und demzufolge

(3.4)

Damit lassen sich die Ableitungen der iiblichen Umkehrfunktionen arcsin(x), arctan(x)
oder In(x) leicht berechnen.

Diese Rechenregel begriindet eine in der Physik sehr iibliche Manipulation von Dif-
ferentialen. Sei y = y(x) eine bijektive Funktion von z und z = z(y) die Umkehrfunk-
tion. Wenn wir y = y(z) = f~!(x) und z(y) = f(y) in die Gleichung (3.4) einsetzen,
erhalten wir

dy(z) _ df ~1(x) _ 1 _ 1
& ) @
dy (y(x))

oder, wenn man das Risiko eingeht, die Argumente der Funktion wegfallen zu lassen,
noch einfacher

dy 1
e~ dr
dy

Diese Manipulationen sind zwar praktisch, aber mit Vorsicht zu geniefen.

3.4.2 Beispiele
i) Wir betrachten die Funktion f(z) = 2% mit f : C — C. Die Ableitung in C ist durch

folgenden Grenzwert gegeben:

by (AP =22 2zAz4+ A2
L

A
=2z lim i + lim Az =2z2.
Az—0 Az Az—0

ii) Wir betrachten f(z) = 2* und wollen zeigen, dass f'(z) = k2*~1. Wir wissen, dass
dies fiir £ < 2 gilt. Wir gehen also rekursiv vor, unter der Annahme, dass fiir &' < k
die Behauptung gilt. Wir schreiben f(z) = z 257! und erhalten

fl2) ="z =2 2 (k- 1) 22 = kM
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iii) Die Exponentialfunktion komplexer Zahlen ist durch folgende Taylor-Reihe definiert

worden:
€Z _ +zO:O l Zk
i K
d / X1 k-1 = 1 k—1
¢ =) g}k! : kZ::l(k—l)!Z ‘

iv) Die Logarithmusfunktion ist als die Umkehrfuktion der Exponentialfunktion definiert.
Wir haben also

e = 2 Vz2#0,2z¢eC.

Wir leiten auf beiden Seiten unter Anwendung der Kettenregel ab und erhalten

dZ_ I _ 1 _ ,nz I / r d _1
7 =(2)=1=e"(Inz) =2(Inz) = (Inz) = Inz = o

Wir betrachten nun einige wichtige Funktionen einer reelen Variablen.

d
\9) . sin(x) = cos(z)
L d d .. - . :
vi) e cos(x) = e [sin (z + §)] = cos (v + §) 1 = —sin(z).
i) d tan(z) = d sin(z) _ cos?(x) + sin®(z) _ 1 .
dx dx cos(x) cos?(x) cos?(x)
. sin(xz) = cos(z) lasst sich mit Hilfe folgender trigonometrischer Beziehung be-
x.
weisen:

sina — sin 3 = 2 sin <06;6> coS (a;—ﬁ) :

Af  sin(z + Ar) —sin(z) 2 sin (%) cos (x + %)

Azx Az Az
Asin(z))  sin (47) ( Aaz) Azs0
P (%) cos |z + - ) cos(z)
cos(x)

1
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gL | —a? L 12 Vi F(m):h(g(f(x)))

5 1 1—x
F/@) =W (9(f(2)) 9 (£@)) @) = /7 Somes (-20) = =
xi) f(x) = arctan(z) = tan"!(x) <7é taim!)
d 1
< i) =
dx af . ._
iz
dx tan™" () = d tan(y)
dy y=tan~1(z)
o d 1
Wir wissen, dass — tan(y) = ——, und deshalb
dy cos?y
dtan(y) B 1
Ay |y COS*(tan"(z))
Daraus folgt
d 1 - 1
dz " (z) = 1 ~ cos?(tan~!(z)) + sin®(tan~'(x))
cos?(tan~1(x)) cos?(tan~*(z))
1 1

1 +tan? (tan~'(z)) 1+ 22

3.5 L’Hopitalsche Regel

Die Ableitung ist auch sehr niitzlich, um Grenzwerte der Form

lim /@)

7=a g(z)

zu bestimmen, wenn

r—a r—a

lim f(z) = lim g(x) = {
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In diesem Fall gilt namlich die L’Hopitalsche Regel, die besagt, dass wenn

G
7=a g'(x)

existiert, dann ist

Zum Beispiel

. sinx . (sinxz)’ . cosx
lim = lim = lim =1.
x—0 z—0 (m)’ x—0 1
Ein weiteres Beispiel ist
. _ . x"
lim e*2" = lim —
T—400 r—+o0o et

lim e®2" = lim — =0.
T—-+00 T—+o00 et

Die Regel lésst sich leicht begriinden fiir den Fall f(z) — 0 und g(z) — 0, wenn ¢'(a) # 0.
In diesem Fall haben wir

f(z) = f'(a) Az + O(Az?).
d(a) Az + O(Az?) mit Ax =z —a

Daraus folgt

fla) , O(A?)

/ 2 / / /
i 1) P@ A0 ) g@ A [
M g@) T (@) Ar+ O(Aa?) AR 0d%)  ~ gla)
|
g'(a) Az
3.6 Hohere Ableitungen
k
Die héheren Ableitungen f*)(z) = e einer Funktion f(z) werden rekursiv wie folgt

definiert:
k / d
;lx{ _ 0 () = (f(k—l)(x)) = (f(k—l)(x)) :

wobei k& > 0 und f©(x) = f(z). Voraussetzung fiir die Existenz der k-ten Ableitung ist
natiirlich die Existenz der (k — 1)-ten Ableitung und die Differenzierbarkeit von f*=1(z).
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3.7 Taylorsches Approximationspolynom

Wir betrachten eine am Punkt a n-mal differenzierbare Funktion f(z) und wir suchen
eine moglichst genaue lokale Naherung der Funktion f(z) an diesem Punkt mittels eines
Polynoms n-ten Grades. Wie wir zeigen werden, wird dies erreicht, indem man die ersten
n Ableitungen des Polynoms gleich der ersten n Ableitungen von f(z) am Punkt a setzt.

Sei P(z) =Y ay (z — a)* mit den Koeffizienten oy, € R. Wir verlangen also, dass
k=0

d" (*)
g P(x) =klag = f%(a).

Tr=a

Deshalb nimmt das n-te Taylorsche Approximationspolynom von f am Punkt a die Form

an. Ohne Verlust der Allgemeinheit lasst sich die Funktion f(x) in der Form
flx) =T, (x) +e(z) Va

schreiben. Der Fehler, der durch die Taylorsche Naherung entsteht, ist durch die Funktion
e(z) gegeben. Die Qualitdt von 7,(x) als lokale Naherung fiir f(z) lasst sich dadurch
beweisen, dass
lim @ g

=a (r —a)?
ist. Das heiit, der Fehler geht schneller gegen null, wenn x — a geht, als (z — a)™. Der
Beweis erfolgt durch n-fache Anwendung der L’Hopitalschen Regel

d"e(n)
i S =t iy [£0) - 1)) =0
Beispiele:
i) Wir betrachten f(x) = b dessen Ableitungen f'(x) = ! d
i) Wir betr n f(#) =17 n itungen x_(l—i—x)? un
2
f'(x) = TEE sind. Daraus folgt fiir z = 0

F0)=1, f(0)=-1, und f"(0)=2.

Die Taylorsche Naherung zweiter Ordnung lautet

_ 2 3
f(x)—1+$_1 r+ x4+ O(x7).

ii) Fir f(x) = sinx haben wir

f'(x) = cos(x), f'(x)=—sin(z), [fO(x)=—cos(z) und [P (z)=sin(z).
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Daraus folgt fiir x =0
fO) =0, fY0)=1, fA0)=0, fO0)=-1 ud fU0)=0.

Das Taylorsche Approximationspolynom ist dann

1
sinz ~x — 6$3 +O(z°).

3.8 Taylor-Reihe

Ist die Funktion f(x) am Punkt a beliebig oft differenzierbar, so lasst sich dort die Taylor-
Reihe von f konstruieren

00 1
k=0

mit der man Funktionen f(x) darstellen kann, die gewisse Bedingungen erfiillen
+o0 1

f@) =Y o /P (- a)t

Eine genauere Charakterisierung der Funktionen, die sich durch eine Taylor-Reihe darstellen
lassen, und der Umgebung von a, wo die Reihe konvergiert, soll spater im Rahmen der
Funktionen komplexer Variablen diskutiert werden. Einige Beispiele werden im Folgenden
diskutiert:

Beispiele:

i) Die Taylor-Reihe der Exponentialfunktion:
fy=¢ = fM@)=¢ = fM0)=1 Yn>0

Die Taylor-Reihe

> 1 o & ool.k:

T __ _E
e’ = E AT e r = '
k k
k=0 : k=0 :

stimmt mit der Definition der Exponentialfunktion V = € R iiberein.

ii) Fiir f(x) = sin(x) haben wir f’(z) = cos(z), f"(z) = —sin(z), f®(z) = — cos(z)
und f@®(x) = sin(z). Daraus folgt V [ > 0



Damit erhalten wir

B o R S
sinr =x 30 + T +
_ 400 (_1)’f 22k +1 _ SO:O 2% p2k+1 _ _iio (i )2+ |
Pt Qk+1)! & (2k+1) = (2k + 1)

iii) Fiir f(z) = cos(z) gilt f'(z) = —sin(x), f"(xr) = —cos(z), f®(x) = sin(z) und
f@(z) = cos(x). Daraus folgt ¥ 1 > 0

1(0) =1
f(4l+1)(0) —0
f(4l+2)(0) 1
e (0) = 0
Damit ist die Taylor-Reihe
22zt af
COS$:1_§+I_E+'”
_ Jio (_1)k 22k _ Jio (i z)%
pr (2K)! = (2k)!

iv) Daraus folgt die Eulersche Formel

o “+o00 (Z.T)Qk +o0 (ix)2k+1 +oo (zx)k
cosxT +1 Smx—z (2]{:)! +Z m— Z 2

k=0 k=0 k=0

:eix

3.9 Ableitung und lokale Eigenschaften

Die erste und zweite Ableitung einer Funktion an einem Punkt a geben eine sehr wertvolle
Information tiber die lokalen Eigenschaften der Funktion an diesem Punkt.

Wir betrachten eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f(z) in einem Intervall I €
R. Die geometrische Interpretation der Ableitung als die Steigung der Tangente an den
Graphen (z, f(z)) im Punkt (a, f(a)) lasst uns folgende Regeln formulieren:

i) f(x) steigt (nimmt ab) linear mit zunehmendem = < f'(x) > 0 (f'(x) < 0).

ii) f"(a) =0 < die Tangente horizontal ist. In diesem Fall haben wir einen Extremw-
ert, d.h., ein Maximum, ein Minimum oder einen Sattelpunkt.

iii) f"(z) > 0 (f"(xz) < 0) <« die Steigung der Tangente zunimmt (abnimmt) mit
zunehmendem x < die Krimmung des Graphen (z, f(z)) ist nach oben (unten).

iv) f"(a) = 0 <« die Steigung der Tangente einen Extremwert am Punkt a erre-
icht. Dies kann eine Anderung der Konvexitdt bedeuten, wenn sign(f”(a + 0)) #
sign(f”(a — 0)). Es kann sich aber auch um einen Extremwert handeln (z.B. z* bei
z =0).
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Damit lassen sich Funktionen mit Hilfe der ersten und zweiten Ableitung analysieren.

Man sollte in der Praxis darauf achten, dass die Minima und Maxima von Funktionen sich
am Rande des Definitionsbereichs oder dort, wo die Ableitung eine Unstetigkeit aufweist,
befinden konnen. Diese Punkte sind gesondert zu untersuchen.

Beispiel:

Das Minimum von f(z) liegt am Punkt b, obwohl dort f'(b) < 0, und das Minimum von
g(x) liegt am Punkt ¢, wo die Ableitung unstetig ist (siehe Fig. ...).

3.10 Vektorwertige Funktionen eines Parameters: Raumkurven

Wir interessieren uns fiir Vektoren @(t) € R?, die eine Funktion eines Parameters ¢ sind,
also fiir Abbildungen der Form

a: [tl,tg] - Rg

Man spricht von einer Parameterdarstellung des Vektors a. Darunter findet man die
Raumkurven, die man als stetige vektorwertige Funktionen eines Parameters definieren
kann, aber auch andere Vektoren wie ein homogenes elektrisches oder magnetisches Feld,
das von der Zeit abhéngt. Schon bekannte Beispiele von Kurven sind i) die Gerade:
T = Ty + Ad mit 7y, @ vorgegebene Vektoren € R* und A beliebig € R und ii) der Kreis

—

() = R(cos p,sinp,0) mit 0 < ¢ < 27.
3.11 Ableitung vektorwertiger Funktionen

Wir betrachten eine Punktmasse, die eine gewisse Trajektorie oder Bahn im Raum durchlauft.
Zu jedem Zeitpunkt ¢ gehort eine Position

Wir interessieren uns fiir die instantane Geschwindigkeit dieser Masse am Zeitpunkt ¢.
In Analogie zur Bewegung in einer Dimension definieren wir die Geschwindigkeit als die
Anderung der Position 7(t) an zwei nah beieinanderliegenden Zeiten ¢ und t + At geteilt
durch das Zeitintervall At:

Der Limes At — 0 sorgt dafiir, dass ¢(¢) der instantanen Geschwindigkeit zur Zeit ¢
entspricht. Die Geschwindigkeit ist wohl definiert, wenn dieser Grenzwert existiert. Man
merke, dass die Geschwindigkeit ein Vektor ist, da sie der Unterschied zweier Vektoren
ist. Zum Beispiel werden, wenn ein Korper gedreht wird, alle Positionsvektoren gedreht,
und damit alle Unterschiede A7, also auch 0(t). Die Geschwindigkeit motiviert die Ver-
allgemeinerung des Begriffs der Ableitung auf vektorwertige Funktionen.

Fiir eine beliebige vektorwertige Funktion eines Parameters

i:R— R?
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—

d
definieren wir die Ableitung d—a am Zeitpunkt oder Parameter t, als

@(to + At) — @ (o)

da |
A}f—>0 At

dt

to

Wenn @ = (al(t), as(t), ag(t)) ist, dann haben wir

da . da1 dag da3
dt — \dt’ dt’dt)
Genau wie bei den Skalarfunktionen einer Variablen ldsst sich die Raumkurve @(t) am
der

Zeitpunkt oder Parameter t; durch eine Gerade nahern, wobei die Ableitung pr
to

Richtung der Gerade entspricht:

a(t) = alto) + ‘flf (t—to) + &(),

wobei £'(t) der Fehler oder die Abweichung zwischen Kurve und Gerade ist. Die Gerade
ist tangential, weil die Abweichung schneller gegen Null geht als (¢ — t5). Es gilt ndmlich

S(t) _d(t)—alt)  da
(t —to) t —to dt

to

und deshalb

. g'(t) o
— =0.
t—to t — 1y

3.12 Ableitung von Produkten von Vektoren
Fiir beliebige differenzierbare vektorwertige Funktionen @(¢) und b(t) gelten folgende

Beziehungen, die man leicht zeigen kann, indem man die Produktregel fiir die Ableitung

von Funktionen einer Variablen anwendet.

ii) jt(c?‘q):dfj—l—cf-df.Diesfogtaus
C;iXi:aibi:zi:<czibi+ai(f$>:d(j-l;+d'-§§.
Als Spezialfalle gelten
4 f a0
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und auch

ISHEST]

Hieraus kann man eine fiir die klassische Dynamik interessante Bemerkung machen.
Eine Kraft dandert den Betrag der Geschwindigkeit einer Punktmasse nicht, wenn sie
senkrecht zur Geschwindigkeit wirkt. Aus dem Newtonschen Gesetz haben wir

dv - dv v dv U =
b qg Y _2. Y _" B
ot W Ty a e
und deshalb
dv FF—0 o 71F

iii) Wenn A(t) : R — R eine Skalarfunktion des Parameters ¢ ist, gilt

d . d\ da

- da - db
— X b+ a x —. Dies lasst sich wie folgt zeigen:

do

iv) = (@xb)=—
d da; db; da - db
_ ik @i biép | = iie | — b =2 ép=— Xb+adx —.
dt (%;%“ 36’“) ”Zkgﬂ“<dt ira dt)e’“ a T

db _') +a- <l; X f;) . Der Beweis ist ahnlich

wie bei iv).

Daraus erhalten wir die Ableitung der Determinante einer Matrix

ay Gz as ap as as ay Gz as ay Gz as
dt b1 b2 b3 - b1 bg b3 + b1 bQ b3 + b1 bQ b3 .
C1 C2 C3 C1 Co2 C3 C1 Co C3 dl ég C'3
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3.13 Skalarfelder

Ein skalares Feld ¢(z,y, 2) ist eine auf R? definierte reelle Funktion

¢:R® > R,

zum Beispiel
1 1

== e

oder

o(Ff) =ad- 7= a1x + axy + azz.
Die Bezeichnung “Skalar” kommt daher, dass die Werte der Funktion an einem Punkt P
sich nicht &ndern, wenn man eine Transformation des Koordinatensystems (Drehung oder
Inversion) durchfiihrt. Beispiele dafiir sind die Dichteverteilung o(x,y, z) oder die Tem-
peratur T'(z,y, z) eines Gases. Skalarfelder konnen auch von der Zeit explizit abhdngen.
In diesem Fall haben wir o = o(z,y, z,t) oder T' = T'(x,y, z,t).

Wenn man das Koordinatensystem andert, dndert sich im Allgemeinen der Ausdruck der
physikalischen Skalarfelder als Funktion der neuen Koordinaten, und zwar so, dass der
Wert der Grole an jedem Punkt im Raum unverandert bleibt. Bei der Transformation des
Koordinatensystems (€, €, é3) zu dem System (é;',é5’,é3") gilt >, z;6; = X, zhé;’. Es
folgen dann die Beziehungen z; = 3=, €} - é; x; und z; = 3= ;- €}, x), (sieche Abschnitt 2.7).
Die Transformation der Koordinaten ist also (x1,x2, x3) — (2}, 2}, 2%). Bei der Transfor-

mation der Skalarfunktion ¢ — ¢’ gilt

90(]:17 T2, 3:'3) = Qol(m,b '1'/2’ xé)

Zum Beispiel bei der Funktion ¢(x,y, z) = mg z und dem Koordinatenwechsel

x—y
y—2 = @y, ) =mga"

z—

3.14 Partielle Ableitung

Wir betrachten f(x,y, z) als Funktion der Variable x bei festgehaltenem, aber beliebigem
y und z. So betrachtet ist ¢(x,y, z) eine einfache Funktion von x. Wir kénnen also die
partielle Ableitung von ¢ nach z definieren als

Ouf = or Oz - _Algilo Az

)

Die partielle Ableitung ist die Steigung der Tangente an der Kurve (z, o(z,y,z)) bei
konstantem y und z. Es gilt also die lineare Naherung von f als Funktion der Verschiebung
Ax:

flx+ Ax,y,z) — f(z,y,2) = gi (z,y,2) Az + O(Az?).
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Entsprechend lassen sich die partiellen Ableitungen nach y und z definieren

ai_g f(l',y—i—Ay,Z)—f(ZE,y,Z)

Ot dy Oy, . A;IEO Ay
mit of

f(xa Yy + Ayv Z) - f(xa Y, Z) - 87y ('I7y7 Z) Ay + O(Ay2)
Beispiel:

Sind die ersten partiellen Ableitungen von f differenzierbar, so lassen sich héhere Ableitun-
gen analog definieren, zum Beispiel

2f 9 <8f>

8x(9y:% (‘37/

x und z festgehalten werden
T,z

(wéhrend man nach y ableitet), und dass in der zweiten Ableitung y und z fest bleiben

Dabei sollte man merken, dass bei der ersten Ableitung gf
)

nach = ableitet).

z,y
o (ary_2 o (o) _
Ox 8y_yu oy \ox) y’

(wéhrend man of

dy

Beispiel:

3.15 Satz von Schwarz

Fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen f(xy,zs,...2,) mit f : R" — R gilt der
Satz von Schwarz
o’f 0*f
3962- 8xj N 8xj 6@ ’

Dies besagt, dass die Reihenfolge der partiellen Ableitungen gleichgiiltig ist, wenn die
partiellen Ableitungen existieren. Fiir den Beweis fithren wir die Notation

of

ein und zeigen
. O, f(x + Ax, Yy) — 0y x,y
Gx(ayf) = lim ( a)j Y ( )
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i L ([ S ATy T Ay — fa+ Ary)|
Az—0 Azx Ay—0 Ay
Ay—0 Ay

Die in der Hypothese verlangte zweimal stetige Differenzierbarkeit der Funktion erlaubt
uns, die Grenzwerte zu vertauschen. Daraus folgt

0,(0,0) = Tim ~— Tim - ({f(+ A,y + Ay) — fla.y+ Ay)}-

Ay—»() Ay Az—0 Al‘

—{f(@+ Az,y) = f(z,9)})

Jim, Aly (0 F(wsy + Ay) — Ouf(2.9)) = B, (0.1).

3.16 Gradient eines Skalarfeldes

Mit Hilfe der partiellen Ableitungen lassen sich die Anderungen Ay der Funktion o(z,y, z)
bei beliebigen infinitesimalen Anderungen der Variablen 7 = (z,y,z) — 7+ ArF =
(x + Az, y + Ay, z + Az) darstellen.

Ap=yp(z+Az,y+ Ay, z+ Az) — p(z,y,2) =
=g+ Az,y+ Ay, z+ Az) — p(x,y + Ay, z + Az) +
+ oz, y+ Ay, 2z + Az) — p(z,y, 2 + Az) +
+o(x,y,z+ Az) — p(z,y,2) =

dp Oy

(z,y+ Ay, 2+ Az) Ax + == (2,y, 2 + Az) Ay + = (2,9, 2) Az + O(AF?).

_ 9
ox dy 0z

0 0 ..
Da aigo und 8—90 stetig sind, verschwinden ihre Anderungen beziiglich Ay und Az (typi-
x y

scherweise proportional zu Ay und Az oder schneller). Hier steht O(A7?) fiir Terme, die
proportional zu Produkten zweiter Ordnung der Form Ax; Az; mit z; = z,y, 2 sind. Im
Limes A7 — 0 gilt also

Ap =p(r+ Az,y + Ay, 2 + Az) — ¢(x,y,2) =
Oy dp dp o
= &UAx—i— o Ay + P Az + O(AF?).

oder in Differentialform

) ) 9
d<p:(;;d:c+(;§dy+(;jdz.

Dies lasst sich als Skalarprodukt

_ (9% 9¢ 09\
dgp_(@x’@y’az) dr

zweier Vektoren schreiben, namlich der Gradient des Skalarfeldes ¢ und des Verschiebungsvek-
tors dr.
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Wir definieren den Gradienten eines Skalarfeldes ¢ als den Vektor, dessen Komponenten
die partiellen Ableitungen von ¢ sind

- Op Op 0
arady = T = (52.92.97)

Um zu zeigen, dass grad ¢ tatsachlich ein Vektor ist, miissen wir sehen, wie seine Kompo-
nenten nach einer Anderung des Koordinatensystems transformieren. Dies lésst sich mit
Hilfe der Kettenregel herleiten

dp Oy Ox;
ox} 2 dx; Ox}’

J

Fiir die Koordinatentransformation gilt

/I s . L 5.5 /
vy=) & -éa; und x;=3 & & 1
' k

J

und damit

B.Tj
ox!

)

:ej-e-.

Es folgt
0 ., o, Op
AR IL L e

? J

was genau der Transformationsregel fiir die Koordinaten eines Vektors entspricht.

Der vektorielle Charakter des Gradien_t()an ist konsistent mit der Tatsache, dass ¢ ein
Skalarfeld ist. Die Anderungen dy = Vi - dr’ sind invariant beziiglich Transformationen
des Koordinatensystems.

Folgende Eigenschaften lassen sich sofort aus der Definition von grad ¢ herleiten:
Vip+v) = Ve + Vi
und . . .
Vi) =9 Vi +¢ Vo
Beispiele:
i)
o= —2zz+y* — 222 +1
—>
Vo = (32° — 22,2y, —22 — 42).

ii)

902\/($—$0)2+(?J—3/0)2+(2—20)2: |7 — 7o

— rT—Tg Y—1Y Z— 2 7 — T
V()O: — — | — — | — — = — = | "
|7 — 10| |7 — 7ol |7 — 7ol |7 — 70|
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3.17 Geometrische Eigenschaften des Gradienten

Wenn man die Verschiebungen dr’ des Ortsvektors 7 in alle méglichen Richtungen bei kon-
stantem Betrag |dr] = dr betrachtet, gibt es bei jedem Punkt 7 im Raum eine Richtung,

in der die Anderung von ¢(7) maximal ist. Da der Betrag von V¢ unabhiingig von df ist,
— — —

ist dp = Vi - di = |Vl |dr] cosf maximal, wenn dr’ parallel zu Vg ist (0 = 0). Es gilt

also folgende wichtige Figenschaft:

Die Richtung des Gradienten Wp eines Skalarfeldes oder Funktion an einem Punkt 7 ist
die, in der ¢(7) am stérksten steigt. Der Betrag des Gradienten ist gleich der Differen-
tialquotient

wenn die Verschiebung d7 in die Richtung maximaler Anderung stattfindet.

Der Gradient definiert auch die Konstanzflachen oder Niveauflachen ¢(7) = K, auf denen
(7)) konstant ist. Die Bedingung

—
besagt, dass Vi immer senkrecht zu den Fléchen ist, bei denen ¢(7) = Konstante ist.

Die Gradientenlinien sind stets parallel zum Gradienten, d.h., fiir eine Verschiebung dr’
entlang einer Gradientenlinie gilt

dp Op Oy

_>
(dZE,dy,dZ) = /\VSO = /\ (ax7 87y7 (‘32) )

wobei A\ eine Konstante ist. Daraus ergeben sich folgende Bedingungen, die die Gleichun-
gen fiir die Gradientenlinien definieren:

de  dy  dz
Op — Op Oy~
ox oy 0z

Beispiel:

Wir betrachten die Funktion ¢ = z? — y* auf der Ebene (z = 0). Die Linien konstanter

¢ sind Hyperbola (22 — y* = K). Der Gradient lautet V—c>p = (2x,—2y). Die Linien des
Gradienten ergeben sich aus

d —d
i & ydr+xzdy=0
2x 2y

< d(zry) =0 < zxy = Konstante.

Sie sind also auch Hyperbola.
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3.18 Nablaoperator

Eine sehr niitzliche Schreibweise besteht darin, V als Vektoroperator, den sogenannten
Nablaoperator, zu betrachten:

G0 0 0 (000
- T oz y@y 0z \ox 0y 9z)"

Der Nablaoperator ist ein Vektor, da seine Komponenten wie ein Vektor trans-

formieren. Die Anwendung von V auf eine Skalarfunktion @ ergibt den Vektor ﬁgo. Der
Nablaoperator kann auch auf Vektoren angewandt werden, wie wir es in den folgenden
Abschnitten diskutieren werden.

3.19 Richtungsableitung

Man definiert die Richtungsableitung der Funktion ¢(7) nach der Richtung des Ein-
heitsvektors n durch folgenden Limes:

Da dp = @(Ff+ns) — () = V—g>0~ﬁs ist, gilt

dy -
=n- V.

dn ~ "

.o : . : . : de , . . :
Die Richtungsableitung ist also der Differentialquotiont Is bei einer Verschiebung
s

ds =nds.

Es ist auch tiblich, dass der Vektor v = v 0, entlang dem die Ableitung berechnet wird,

nicht auf 1 normiert ist. In diesem Fall haben wir

— — o — . . d
hmgp(r+vs) SD(T)zﬂVgo:m}-Vgo:v ('AD
5s—0 S dv

d
Wie man erwarten sollte, ist der Differentialquotient d—gp bei einer Verschiebung ds = v'ds
s

umso grofer, je groffer die Norm von ' ist.
Beispiel:
Sei ¢ = x? + y? — 23. Die Richtungsableitung nach ¢ = (1, -2, 3) ist

p(r+ s0) — o(7)

lim =v- ﬁgp =
s—0 S
Op Op 0y
=V + v, a + v, 5 = (1,-2,3) - (2, 2y, —32%)
= 2r — 4y — 92°.
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Man kann auch die Ableitung von ¢ in die Richtung eines Vektorfeldes /_1‘(77) betrachten,
das von der Position abhéngt. Zum Beispiel ist fir A(7) = (z, —y, 3z)

g' 690 - (I7 -Y, 32) ' (2ZE, 2y7 _322>

=227 — 2% — 92°.
3.20 Totale Ableitung nach der Zeit

Wir betrachten ein Skalarfeld, das explizit von ¢ abhéngt ¢ = ¢(x,y,2,t) und eine
Raumkurve oder Trajektorie als Funktion der Zeit # = 7(t). Die Ableitung der Funk-
tion ¢(x(t),y(t), z(t),t) nach der Zeit ergibt sich aus der Kettenregel:

do _0p o

Op dy Do dz 0y
dt  Oxr dt Oy dt 0z dt Ot

—

Fiihrt man die Geschwindigkeit ¢ = 7(¢) entlang der Trajektorie ein, dann ergibt sich

3.21 Kraftfeld aus einem Potential — Energieerhaltung

Eine besonders wichtige Skalarfunktion ist die potentielle Energie V'(7), aus dem sich das
konservative Kraftfeld eines klassischen Systems

F(5) ==V
herleiten lasst. Zum Beispiel haben wir bei der Gravitationskraft

—k —k

V(i) = & =
N R

k>0

und

_ — 7
F(r) = =VV (i) = —k .

Ein weiteres bekanntes Beispiel ist die potentielle Energie im Gravitationskraftfeld an der
Erdoberflache
- —
V(r)=mgz = F=-VV =(0,0,—mg).

Eine interessante Anwendung der totalen Ableitung einer Skalargrofle ist die Berechnung
der Anderung der kinetischen Energie einer Masse m entlang ihrer Trajektorie. Damit ist
die Trajektorie 7(t) gemeint, die diese Masse unter dem Einfluss eines gegebenen Kraft-
feldes F'(7) und bei gewissen Anfangsbedingungen durchléuft.

Die kinetische Energie T"ist die Energie, die mit der Bewegung, also mit der Geschwindigkeit

¥ = 7 zusammenhangt. Da der Raum isotrop ist, kann sie nur eine Funktion von v? = ¢- ¢
sein. Sie ist definiert als ]
T ==-mv>
2
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Die Zeitanderung von T ist wie folgt gegeben:
— =10 F, (3.5)

wobei wir die Newton-Gleichung m ¢ = F eingesetzt haben. Dies gilt fir jeden Punkt
7 = (x(t),y(t), 2(t)) auf der Trajektorie, selbst wenn F' = F(7,t) eine Funktion der
Position und der Zeit ist.

Die differentiale Anderung der Energie bei einer Zeitverschiebung dt ist also
dT = F -3 dt = F - dF.

Mathematisch ist F - d7 das Differential der Zirkulation des Vektorfeldes F(7) entlang
der Kurve 7(t). Wenn es sich wie hier um eine Kraft handelt, wird dies die Arbeit bzw.
Differential der Arbeit der Kraft F' bei einer infinitesimalen Translation dr’ genannt

dT = dW = F - d7’

Wenn mehrere Krifte F; ins Spiel kommen, ist natiirlich F = > F; die vektorielle Summe
davon.

Gleichung (3.5) nimmt im Falle von Kraftfeldern F = —VV/, die aus einem Potential V (7)
abgeleitet sind, eine besonders transparente Form an. In diesem Fall haben wir

dT I dVv

Dies bedeutet, dass die gesamte Energie £ = T + V eine Konstante der Bewegung bzw.
eine ErhaltungsgrofSe ist, da dE/dt = 0. Damit erkléart sich auch, warum die Kréfte, die
aus dem Gradienten eines Potentials hergeleitet sind, konservative Krafte heiflen.

3.22 Vektorfelder: Richtungs- und totale Ableitungen

Ein Vektorfeld ist ein Vektor, dessen Komponenten eine Funktion der Koordinaten x, v, z
sind. In anderen Worten wird jedem Punkt im Raum 7 = (z,y,z) ein Vektor A(T)
zugewiesen

A:R®— R?
2 ) = (A, A A09).

Beispiele sind Kraftfelder F(7) (z.B. die Gravitationskraft eines Sterns), Geschwindigkeits-
felder ¥(7) oder Stromdichten j(7) = o(7) ¥(7) in einer Flissigkeit, und A(7) = grad ¢
mit ¢ Skalarfeld.

Wie im Falle der Skalarfelder spiclen die lokalen Anderungen von ngtorfeldern eine
wichtige Rolle in der Physik. Die Richtungsableitung eines Vektorfelds A(7) gibt ein Maf}
fiir die lokale Anderung von A(7) in die vom Einheitsvektor n vorgegebene Richtung

—

A(F+ns)— A(F) <8A1 DA, 8A3>

A

dn  s—0 s

d—g—lim =
“\on’ on’ on



Dies ist ja als Vektorgleichung, d.h., komponentenweise zu verstehen. Wenn A= (A, Ay, As)
und 7 = (ny,ny, n3) ist, dann gilt
0A; 0A; 0A;

d d —d
ox T oy v+ 8z “°

wobei dif = (dz, dy,dz) = (n1,n2,n3) ds = nds. Wir konnen also schreiben

0A; n 0A; n 0A; p
or dy ", )

dAz = (nl

und damit ~ ~ ~ .

dA 0A n 0A n 0A
= _ - Na —
dn = ox "2 oy >0z

oder in einer kompakteren Form

= N - Y4 14’
7 (n-V)A,
wobei das Skalarprodukt
L= 0 0 0 0
V=D mig, =gy T s g

ein Skalaroperator ist. Damit lasst sich die totale Ableitung eines Vektorfeldes nach der
Zeit berechnen. Gegeben ist A = A(z,y, z,t) und eine Trajektorie 7(t) = (x(t), y(t), z(t)),

dann ist
dAi_ﬁAi_i_(?Ai ,+3AZ- .+3Ai )
a ot or oy YT e 7
und damit ~ .
dA 0A i
SE YR 5 VA
at Ot + (0 V)4,

wobei v = (&, 9, 2). Der Skalaroperator ' - V wirkt auf jede Komponente von A.
3.23 Divergenz

Die Divergenz div A = V - A eines Vektorfeldes A = A(7) = (A1, Ay, A3) ist das Resultat

der Anwendung des Nablaoperators
G (200
Jx’ Oy 0z

auf den Vektor ff(?), und zwar in der Form eines Skalarprodukts

L » = 2 O0A  0Ay 0A3
divA=V- A= o + 3y + 5

Die Divergenz eines Vektorfeldes ist ein Skalarfeld, weil sie das Skalarprodukt von zwei
Vektoren ist.
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Beispiele:
i) Fiir A(7) = 7 ist
> or Oy 0z

gl Oy 02y
v 8x+8y+8z 3

ii) Fir A= (322 —y, 222, (z —y)) ist div A = 6z + 1.

iii) Divergenz eines zentralen Kraftfeldes F(7) = 7 f(r) :

V- F = L@ h )+ )+ 5 (1)
:3f(r)+zllj; <$Z+yg;+zg:>
—3s+ (T4 L4 2) S
:3f(r)—i-7’§{:.

Es wird dem Leser iiberlassen, herauszufinden, wie f(r) auszusehen hat, damit
V-F=0Vr7r#0 ist.

Folgende Eigenschaften der Divergenz lassen sich leicht zeigen:
i) Der Nablaoperator ist ein linearer Operator, und von daher gilt
V- (@A+3B)=aV-A+8V-B
fiir o, 3 € R konstant und A, B : R3 — R3.

ii) Wenn ¢ : R® — R ein Skalarfeld ist und A ein Vektorfeld, gilt

— -, —

— = —
Vi i(pA)=Vp-A+¢oV- A
oder mit der dquivalenten Notation
div (¢ A) = grad () - A + pdiv (A).

Dies folgt aus
0 dp 0A
> Py (¢ As) —zi: aiiAi—HOEi: 9

- i
7

€X; '
3.24 Physikalische Interpretation der Divergenz

Um die Divergenz zu interpretieren, brauchen wir den Begriff des Flusses eines Vektorfelds
durch eine Oberflache. Der Fluss eines Vektorfeldes A durch eine infinitesimale Flache dS,
die senkrecht zum Einheitsvektor 77 am Punkt 7 liegt, ist definiert als der Skalar

—

Ao = A7) - ndS = A(F) - dS.
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Das Vorzeichen von d® hangt natiirlich von der Richtung von n ab. Bei geschlossenen
Oberflachen (d.h., Oberflachen, die ein Volumen einschlielen) zeigt 7 konventionsgemés
nach auflen. Bei offenen Flachen ist die Wahl arbitrar, sie hangt meistens mit der aus-
gewahlten Richtung der Zirkulation entlang der Kurve an der Grenze der Flache zusam-
men.

Um die physikalische Bedeutung von d® zu erlautern, betrachten wir also eine Fliissigkeit
mit einer orts- und zeitabhédngigen Dichte o (z,y, z,t) und einem Geschwindigkeitsfeld
U (x,y, z). Die Stromdichte j'(z,y, z,t) ist durch das Produkt

J=ov
definiert. Der Fluss von j'durch eine infinitesimale orientierte Flache dS = 7 dS ist durch
H
dd=7-dS=7-ndS

gegeben. Der Fluss der Stromdichte 7 entspricht der Menge der Materie, die durch cfgY pro
Einheit Zeit durchlauft. Es gilt ndmlich

dd = 77 dS = o (7 -7)dS

>

und

AP At = o (7-7) AtdS = odl dS,

wobei dl dS das Volumen der Flissigkeit ist, das durch cﬁ’ in der Zeit At durchgeht.

Wir betrachten nun ein infinitesimales Volumen dV' = dz dy dz um einen beliebigen Punkt
x,1y,z und berechnen den gesamten Stromfluss oder Fluss von Materie, der aus diesem
Volumen herausgeht, i.e., positiv, wenn der Fluss nach aufien ist. Die Flache ABCD hat
n = (—1,0,0), und die Fliche EFGH hat n = (1,0,0). Deshalb ist der gesamte Fluss
durch diese beiden Flachen

d® (EFGH) 4 d® (ABCD) = [j.(x + dx,y, 2) — j.(z,y, z)| dy dz

= 86‘7; dx dydz.

Dieselbe Uberlegung fiir die anderen Flichen ergibt

d® (AECG) + d® (BFDH) = %J;/ d dy dz

und

d® (ABEF) + d® (CDGH) = %JZ dz dy dz.

z

Wenn die Beitrage aller Flachen addiert werden, erhalt man
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Der gesamte Fluss ist proportional zum Volumen des Wiirfels, und der Proportionali-
tatsfaktor ist nichts anderes als die Divergenz des Vektorfelds an dem Punkt. Anders
ausgedriickt ist die Divergenz V - 7'(7) am Punkt 7 der Differentialquotient zwischen dem
Fluss d® aus einem infinitesimalen Volumen AV um den Punkt 7 und diesem Volumen

AV.
3.25 Kontinuitatsgleichung

Der Fluss der Stromdichte 7 = o entspricht der Menge der Materie, die durch eine
Oberflache pro Einheit Zeit hindurchgeht. Im Falle eines infinitesimalen Volumens dV ist
d® = V- 7dV gleich der Menge der Fliissigkeit, die aus dem infinitesimalen Volumen dV
um den Punkt 7 pro Einheit Zeit herausgeht. Fiir ein Zeitintervall At ist die Menge der aus
dV herausgeflossenen Materie gleich d® At = V- 7dV At. Da die Materie erhalten bleibt,
muss dies mit der Anderung der im Volumen eingeschlossenen Materie tibereinstimmen.
Daraus folgt

ApdV = =V - 7dV At,
wobei Ap die Anderung der Dichte am Punkt 7 ist. Das Volumenelement selbst ist ja
zeitunabhangig. Achten Sie auf das negative Vorzeichen, welches daher kommt, dass die
Menge der Materie abnimmt, wenn der Fluss positiv ist.

Die Anderung der Dichte in der Zeit At ist also
Ap=—V-TAt

Daraus folgt die sogenannte Kontinuitditsgleichung

die den Erhalt der Materie darstellt.

3.26 Rotation

0o 0 0
ox’ Oy’ Oz
Vektorfelder angewandt werden. Damit definiert man die Rotation eines Vektorfeldes /T(F)
als den Pseudovektor

ot () = ¥ x A= <6A 8A>+@<8Aw_8AZ>+2(8Ay_aA$>

Der Nablaoperator V= ( ) kann auch in der Form eines Vektorproduktes auf

dy 0z 0z ox ox oy
T g z
0A;
=12 & &[=T e 5t
ij
A, Ay A,

Sollte A ein Pseudovektor sein, dann ist V x A ein Vektorfeld. Insbesondere ist die
zweifache Anwendung des Rotoroperators an einem Vektor, d.h., VxV xA = rot (rot (A)),
wieder ein Vektor.
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Fir jedes differenzierbare Vektortfeld bildet V x A ein weiteres Pseudovektorfeld, das
Rotationsfeld von A genannt wird. Die Feldlinien, die entlang V x A laufen, werden
Wirbellinien genannt. Sie sind durch folgende Gleichungen gegeben:

Beispiele:
i) Sei A= (22, —x+y, 2% +sinz).

z 0 2
Vi A—_1| o ) fo) _ _ _
VxA 2 o 2 (0, —cosz, —1).
22 —x+y 22 +sinz

i) A= f(r)7mit 7= (z,y,2) und r = |7].

g A oA o o (Lo
@, = GO S 5= (15 1) )
ez
=i oy,

Die anderen Komponenten sind ebenfalls null, wie man es durch zyklische Permuta-
tion sehen kann. Damit ist V x A = 0. Ein sphéarisch symmetrisches Radialfeld hat
also eine tiberall verschwindende Rotation.

Zum Vergleich ist es interessant, die Divergenz dieses Feldes zu berechnen:
Vo A=3f(r)+zf(r)> )y fir ) +2f(r )* =3f(r)+rf(r)
Man stellt fest, dass V-Aim Allgemeinen nicht null ist, mit einer einzigen Ausnahme:
Es gilt V-A = 0 V r # 0 wenn und nur wenn 3f(r)+r flir)=0 < f(r) = O;, wobei
r

o eine Konstante ist. In diesem Fall ist A = o —3, wie beim Gravitationskraftfeld oder
elektrischen Coulomb-Feld. Man sollte allerdings merken, dass selbst in diesem Fall,
wo V-A =0 Vr#0 die Divergenz am Ursprung ungleich null bleibt. Sie divergiert

sogar, da der Fluss ¢ von A durch eine Sphare mit Radius » unabhangig von 7 ist:

B o -
(I>:/A-d§:r2/ dgp/sm@d@a—-fzélwa.
s r

Hier haben wir benutzt, dass das Flachendifferential auf einer Kugel mit Radius
r durch ds = r sinfdy x rdf gegeben ist.? Das bedeutet, dass das Integral des

2 Niheres dazu wird im Abschnitt 4.8 gegeben.
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—

Skalarfeldes V - (a T3> in einer Sphéare um den Koordinatenursprung endlich ist,
T

obwohl V - (a 7;) = 0V r # 0. Skalarfelder dieser Art werden Delta-Funktionen
r

genannt.

iii) Wir betrachten das Vektorfeld

wobei o = v/x? + y? der Abstand zur z-Achse ist. A st unabhéangig von z und

VxA=

0
%
—flo)y flo)x

22 Y2
= (07 0, f'(e) i flo) + f'(0) i f(@)) =(0,0,2f(0) + o f'(0)) -
Die Wirbellinien von A sind also parallel zur z-Achse und V x A ist im Allgemeinen
nicht null. Dies ist sicherlich das einfachste Beispiel eines Rotationsfeldes.
Die Bedingung, damit V x A = 0 fiir o # 0 lautet of'(0)+2f(0) =0 < f(o) = %
0
& AP = % (—y,z,0). Allerdings bleibt selbst in diesem Fall V x A nicht nur

ungleich null am Ursprung, sondern sogar divergent.

Zum Vergleich ist es interessant, die Divergenz von A = f(0) (—y, x,0) zu berechnen.

Man erhalt
f'(0)

= (xy — yz) = 0.

df (o) . df (o)
0

ox dy

= -y f'(0) z +z f'(0)

ISHRS

§ . A- oy

Dies bedeutet, dass der Fluss von A durch die Oberfliche jedes infinitesimalen oder
endlichen Volumens verschwindet. Dies lasst sich durch die azimuthale Richtung der
Feldlinien von A und die Unabhéangigkeit des Betrags von A beziiglich o geometrisch

leicht erklaren.

3.27 Physikalische Bedeutung der Rotation

Um die Rotation zu interpretieren, brauchen wir den Begriff der Zirkulation eines Vektor-
felds entlang einer Kurve C, dem wir eigentlich bereits im Abschnitt 3.21 kurz begegnet
sind. Die Zirkulation eines Vektorfeldes A entlang einer infinitesimalen Verschiebung dr’

am Punkt 7 ist definiert als der Skalar



Bei Kurven endlicher Lange ist die Zirkulation durch das Integral von dI' entlang der
Kurve gegeben:

I‘:/Cdl“:/c/f(F)-dF.

Wenn A ein_Kraftfeld F ist, entspricht dI" = F - di dem Differential der Arbeit des
Kraftfeldes " bel einer infinitesimalen Verschiebung dr und I' der gesamten Arbeit der
Kraft F' entlang der Kurve oder Trajektorie C.

Liegt die Kurve C in einer Parameterdarstellung © = #(t) = (z(t),y(t),z(t)) mit
7(t) : [t1,t2] — R3 vor, dann ist

dF:@dt

r—/ A7) dF—/tl AT
C (7 —7) t dt 7’

wobei 7] = 7(t;) der Anfang und 75 = 7(t5) das Ende der Kurve C sind.

und

Um die physikalische Bedeutung der Rotation zu erlautern, betrachten wir eine infinite-
simale geschlossene Kurve C = ABCDA um einen beliebigen Punkt 7 = (z,y, 2) und
berechnen die Zirkulation des Vektorfeldes A entlang C. Der Einfachkeit halber bildet C
ein Rechteck der Lange dr mal dy in der zy-Ebene, und zwar sind die Koordinaten der
Ecken A = (z,y,2), B = (x +dx,y,2), C = (v +dz,y + dy,z) und D = (z,y + dy, 2)
(sieche Abb. ...). Die Wege AB und C'D sind parallel bzw. antiparallel zu z, wiahrend die
Wege BC und DA parallel bzw. antiparallel zu ¢ sind. Die Zirkulation von A auf den
verschiedenen infinitesimalen Strecken lautet

dFA = A(z,y,2) - dif = Ay(z,y, 2) da
cp = Alz, y+dy, z)-dr = —A,(z,y + dy, z) dx
so = Az +dx,y, 2) - di = Ay (z + dz,y, 2) dy
dFD :/z(x y,z)-dr=—A,(z,y, z) dy.

Fir die gesamte Zirkulation erhalten wir

dl' spcpa = dU ap +dl'ge + dlcp + dl'pa
= [Ay(z +dx,y, 2) — Ay(z,y, 2)] dy — [As(2,y + dy, 2) — Ax(2,y, 2)] dx

B 8A 0A,
Ox dy

(04, 04,

= ( o 9y )dx dy
= (V x A), dz,dy.

Analoge Resultate lassen sich fiir die anderen Komponenten der Rotation herleiten. Es gilt
folgende wichtige Beziehung: Die Komponente (ﬁ X fT) -n der Rotation eines Vektorfeldes
A am Punkt 7 = (z,y, 2) ist gleich der Zirkulation von A entlang einer infinitesimalen
geschlossenen Kurve C, die senkrecht zu n um den Punkt 7 liegt, geteilt durch die Fléche,
die die Kurve einschliefit. Dies lasst sich in Vektorform wie folgt schreiben:

- —, —,

— Cg.df:(vx ) -1 ds(C) = (V x A) - d5(C),
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wobei ds(C) das orientierte Flédchenelement ist, das von der infinitesimalen geschlossenen
Kurve C eingeschlossen wird. Anders ausgedriickt, das Differential dI" der Zirkulation von
A entlang C ist gleich das Differential des Flusses von V x A durch ds (C). Diese wichtige
Beziehung gilt fiir jede infinitesimal kleine, stetig differenzierbare geschlossene Kurve,
unabhéangig von ihrer Form oder Orientierung.

Es ist instruktiv, diese Beziehung nochmals herzuleiten, indem man die Zirkulation von A
um einen Kreis mit Radius r im Limes » — 0 berechnet. Der Einfachkeit halber nehmen
wir an, dass der Kreis am Koordinatenursprung in der zy-Ebene liegt. Die Parameter-
darstellung der Kurve ist bekanntlich

() = 1 (cos @, sin ¢, 0)
mit 0 < ¢ < 27, und daher

dr'=r (—sin, cos ¢, 0) dp.
Die Zirkulation I' ist
r= /O/Y dr' = T/O%/_f- (—sin g, cos p, 0) dy
-7 /027r(—Am sinp + A, cos @) de.

Um I' zu berechnen, brauchen wir die Komponenten von A, und A, von A in der unmit-
telbaren Umgebung des Urspungs. Diese konnen wir mit Hilfe einer Taylor-Entwicklung
erster Ordnung beziiglich z und y gewinnen:

Aq(2,y,0) = Ay (0) + z 0,4,(0) + y 0,A:(0) + O(r?)
Ay(x,y,0) = A, (0) + z 8,A4,(0) + y 8,A,(0) + O(r?)

Dies ist nichts anderes als die lineare Entwicklung einer Funktion ¢(z,y, z) mittels des

Gradienten 6@ angewandt auf die Komponenten A, und A, eines Vektorfeldes. Wenn
man die kompaktere Notation A2 = A,(0), 9,A% = 9,A4,(0) etc. einfiihrt, erhilt man

2m
I = r/ (—Agsingp - Agcoscp) de +
0
2w
+ 72 /o (—8,3142 cos ¢ sing — 9, A2 sin® p + &EAS cos? o + 8yA2 sin  cos gp) dy

2m
= r? (8xA2/o cos® o dp — 0,A? /0 sin? o dgp)
=112 (0, A) — 9,A%) = mr*(V x A)..

2

s 2w 2m
Dabei haben wir benutzt, dass / sin p dp = / cos p dp = 0, / cos ¢ sin @ dp =
0 0 0

2 2 1 2w
= sin® ¢ |37 = 0 und / cos? p dp = / sin? p = 5 (/ (cos® ¢ + sin® ) dgp) =T.
0 0 0

Wir konnen uns jetzt A als ein Kraft- oder Geschwindigkeitsfeld vorstellen, und den Kreis
O als eine infinitesimale Windmiihle oder ein Rad, das sich in einer Ebene unter dem
Einfluss von A ohne Reibung drehen kann. Dort, wo die Rotation nicht null ist, wird das
kleine Testrad sich drehen, und zwar in die eine oder andere Richtung in Abhéangigkeit
vom Vorzeichen von (V x A) - f.
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3.28 Vektorielle Formeln fiir den Rotoroperator

Sei ¢ ein Skalarfeld und A und B Vektorfelder. Folgende Identitaten lassen sich direkt aus
der Definition der Rotation herleiten. Es ist wahrscheinlich niitzlich fiir den Leser, einige
dieser Identitédten durch explizite Anwendung der Definition von V x A in Komponenten-
form zu beweisen, ohne auf das hier benutzte Levy-Civita-Symbol zuriickzugreifen.

i) V x (a A+ E) =aVxA+8Y xB Y a, Konstanten in R. Der Nablaoperator

und die Vektor-Multiplikation sind lineare Abbildungen.

i) Vx(pA) = (V) x A+ ¢V x A. Der Beweis geht wie folgt:

0
Z Eijk 61 a @Ak>

ijk
Z Eiik € (8@ A % aAk)
— ijk ©1 ET Y
ijk J 0 8£Cj
0Ag
=) cik € (Vo) Ac+¢ D cijréi 35—
%k: J ( ) %}; J Or;
— (Vo) x A+ oV x A.
iii) V x (ﬁgp) = 0. Der Beweis ist folgender:
0
Z Eijk €i 5— a v@)k -
ijk ]
5@ . Op
E; €Z Eiik € — 0~ = 0.
%; w5 ; Oy, %; 7k Oz, Oz
0 0
Die Summe iiber j und k ist null fiir alle ¢, da Ld = L und
Ox; Oxy, Oxy, Ox;
€ijk = —Eikj- Wir haben hiermit gezeigt, dass wenn ein Vektorfeld £ proportional
zum Gradienten eines Skalarfeldes ist (z.B. E = —V), dann ist V x E = 0. Dies
ist eine sehr wichtige Eigenschaft von konservativen Kraftfeldern F = —VV und von
statischen elektrischen Feldern E = —V(p Wie wir spater zeigen werden, gilt auch

iv)

die Elgenschaft in die andere Richtung: Sei E(7) ein rotationsfreies Vektorfeld, d.h.,
VxE=0V#eR? dann lisst sich E als

=

E:—Vgo

schreiben, wobei ¢ ein Skalarfeld ist, das Skalarpotential genannt wird.

V- (6 X ff) = 0, d.h., die Divergenz eines Rotationsfeldes V x A is null. Dies lisst
sich wie folgt zeigen:
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7 ) jk
0A; 0A
%]; “ik axl ai['j %k: Sk 8xj 3.75@
0A 0A
Die Summe iiber ¢ und j ist null, da LA ¥ und Eijk = —Ejik-

8% axj B ij 8951

Wir haben hiermit gezeigt, dass wenn ein Vektorfeld B ein Rotationsfeld ist (d.h.,

B =V x ff), dann ist V - B = 0. Dies ist eine wichtige Eigenschaft von stationdren

— a —
Stromdichten ' (V - 7 = —a—f = 0) und von magnetischen Feldern B. Wie wir

spater zeigen werden, gilt auch die Eigenschaft in die andere Rlchtung Sei B (7) ein
divergenzfreies Feld, d.h., V-B=0 V7e R3, dann lisst sich B als

B=VxA

schreiben, wobei A ein Vektorfeld ist, das Vektorpotential genannt wird.

Die Eigenschaften iii) und iv) lassen sich qualitativ interpretieren oder einfach im Ge-
2, ﬁ, 2 als Vektor betrachtet
Ox’ dy 0z

wird. In diesem Sinne ist V | V, und dementsprechend soll das Vektorprodukt VxV =0
sein, also V x Vgp = 0. Dartiber hinaus kann man sich vorstellen, dass VxAL V und
damit soll das Skalarprodukt V - (V x A) = 0 sein.

- o o0 0 ) . ) .
Obwohl der Nablaoperator V = 97’ 50’ 92 ein Vektoroperator ist und die Analogie
x’ Oy 0z

mit Vektoren richtig und meistens sehr niitzlich ist, bleibt es riskant, oft sogar irrefiithrend,
die Identitaten fiir mehrfache Vektorprodukte, die wir in Kapitel 2 fiir konstante Vek-
toren hergeleitet haben, an Vektorfeldern und Nablaoperatoren ohne weiteres anzuwen-
den. Dies liegt daran, dass die partiellen Ableitungen, d.h., die Komponenten von V,
nicht mit den Komponenten von Vektorfeldern kommutieren, wie die reellen Zahlen es

tun (z.B. ;m (A, B,) # A, (9 B # A, B, 88 ) Wenn der V-Operator auf ein Produkt

von zwei Feldern A und B erkt, entstehen zwei Terme, wie bei der Produktregel der

elementaren Ableitung. In dem einen wirkt V auf A als wire B konstant, und in dem

dA, OB,
Be + 4,
oz, T B, )

dachtnis festhalten, indem der Nablaoperator V = (

- = ~ 0
zweiten wirkt V auf B als ware A konstant (8 (A; By) =
T

In der folgenden Identitat erkennt man einen solchen kniffligen Fall:

—, —

Vx(AxB)=rot(Ax B)=(B-VYA-B(V-A)+A(V-B)—(A-V)B, (3.6)

wobei (E . 6) der Skalaroperator
0 0 0
B, —+B,—+ B, —
< or vyt 8,2)
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ist, und analog fiir den Operator (/_1‘ . 6) Wie immer bei Skalaroperatoren, die auf einen
Vektor wirken, ist hier die Anwendung auf jede Komponente gemeint:

B-V)A= i (B - A - ‘.
(B-V) zi:el( 261<x Ut yay—l— zaz>

Der Beweis geht wie folgt:

—

Vx(AxB)=Vax (Ax B)+Vgx (Ax B).

Wir konnen jetzt die Formel

anwenden, allerdings ohne V mit A und B zu vertauschen (d.h, die Reihenfolge zu dndern).
Man erhalt dann

—

Vx(AxB)=(Vy-B)A— (V-

Jetzt koénnen V A und B einerseits und 63 und A andererseits vertauscht werden, da
VA (VB) nur auf A (B ) wirkt. Es folgt

— — — —,

VX (AxB)=(B-VA)A-B(VA-A) +A(Vg-B)—(A-Vg)B,

—

was aquivalent zu Gl. (3.6) ist.

3.29 Taylorsche Entwicklung in R”

Das Taylorsche Approximationspolynom von Funktionen einer Variable x € R ermoglicht,

eine lokale Ndherung von f(z) um einen Punkt a mittels der ersten n Ableitungen
k

d
f®(a) = dx]]:(a) am Punkt a zu gewinnen:

wobei der Fehler £(z) die GroBenordnung O(x — a)"™! hat, d.h., lim, ., ﬂ =0
x
(siche Abschnitt 3.7).

Eine dhnliche Entwicklung gilt fiir Funktionen oder Felder mehrerer Variablen. Um sie
herzuleiten, betrachten wir eine Funktion ¢(z,y) : R? — R mit stetigen partiellen
Ableitungen am Punkt 7y = (z0, y9) und entwickeln ¢(z, y) zunéchst nach z bei festem y:

0 1 9?%p

er.y) = plao.y) + 5 (w0.9) (2 = 20) + 5 55 (w0.) (x = 20)* +Ola —z0)’. (37)
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0 02
Die Funktionen ¢(xq,y), 6790 (o, ), e i (xo,y) ete. lassen sich ihrerseits beziiglich y am
x

Punkt gy entwickeln. Man erhalt

Op 1 0?
©(z0,y) = ©(x0,Y0) + 8 (900, Yo) (¥ — yo) + 5 ayf (z0,90) (¥ — 40)* + Oy — vo)*,
0 0 0?
% (wo,y) = % (20, Y0) + 3y§l’ (z0,%0) (¥ — vo) + Oy — yo)*
und
o o

922 (wo,y) = 922 (z0,%0) + Oy — %o)-

Setzt man dies in Gleichung (3.7) ein, ergibt sich

o(r,y) = (o, yo) + g (20, y0) (x — x0) + g(’yp(%, Yo) (¥ — yo) +

1 [0? 0?
"‘5 [af(xoayo) (x — 20)* + 2 6yga:(x0’yo> (x —x0) (y — o) +
0? L.
2 o) (= ] + O i)

Fiir Funktionen oder Skalarfelder ¢ : R™ — R, die von n Variablen 7 = (x1,...,z,) € R"
abhangen, und auch fiir die Komponenten von Vektorfeldern gilt

P = $(@+Y 52 @) -+ > G (@) (5ia) (=) +O(I=a). (.9

=1

wobei @ = (ay, ..., a,) der Punkt ist, an dem die Funktion und die partiellen Ableitungen
evaluiert werden. Der Beweis folgt aus der Taylor-Entwicklung der auxiliaren Funktion

f(t) =pld+tT)
beziiglich der Variable ¢t € R bei t = 0 fiir beliebige @ und Z. Die Ableitung nach ¢ lautet

/ daf Op d(ai +txz;) N Oy
FO=G=% g =X gan

i=1

und damit erhalten wir fiir die k-te Ableitung nach ¢ (a; und x; fest V i)

®y(py = 24 - :
f (t) dt Z 8@1 aZL‘Z’Q NP ax, Tir iy - o Ty
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Die Substitution t ¥ = 7 — @ bei der Taylor-Entwicklung

f) = p@+t3) = > 5 R0+ 0™
=Y 5 X @ O

o k! i1.ip=1

von f(t) bei t = 0 bis zur Ordnung m ergibt

o

o(r) = Zk' Z 0x;, .

ox; <C_i) (ril - ai1) s (rik - aik) + O(’F_ (_ilm_H)v
210 =1 o 1k

was die Erweiterung von Gleichung (3.8) fiir eine beliebige Ordnung m ist.

3.30 Lokale Extreme

Besonders wichtig fiir die Anwendungen ist die Taylor-Entwicklung bis zur zweiten Ord-
nung, mit der man den grofiten Teil der Extremaufgaben bei Funktionen mehrerer Vari-
ablen losen kann. Wir haben

61 = () + Fld) (70 + 5 3 5@ (7= ) o — ) + Ol 1),
H,
Po .
wobei V(@) der Gradient von ¢ ist und Hy; = W(a) die sogenannte Hesse-Matrix
XL O

der partiellen zweiten Ableitungen ist. Zum Beispiel ist fir n = 2

e Py

0x? Oxdy
H:

o

Oydx 0x?

Die Hesse-Matrix ist wohl symmetrisch, d.h.,

0% 0%
ij = Hﬂ
Ox; Ox; 8x] 0x;

Die Funktion ¢ ist stationéar bei a@ wenn
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Man sagt auch, dass @ ein kritischer oder stationdrer Punkt von ¢(7) ist. Lokale Extreme
(Maxima und Minima) sind unbedingt kritische Punkte, denn bei V(@) # 0 wiirde
o(7) — ¢(a) in jede zu V(@) nicht senkrechte Richtung sein Vorzeichen am Punkt @
andern. Es gilt also

=

Vip(d) =0
bei lokalen Extremen d.

Ob @ ein Maximum, Minimum oder Sattelpunkt ist, entscheidet das Verhalten der quadra-
tischen Form
1 ot
Agp = 5 Z 8371 a;pj (q;z — (]JZ') (.I‘j — CLj).

ij

Es gelten folgende Bedingungen:

i) Wenn Ay positiv definit ist, d.h., Ap >0 V7= (x1,...,2,) # 0, dann hat ¢ bei @
ein Minimum.

ii) Wenn Ag negativ definit ist, d.h., Ap <0 V 7 # 0, dann hat ¢ ein Maximum.

iii) Wenn Ay indefinit ist (also sowohl Ay > 0 als auch Agp < 0 in Abhéngigkeit von
¥), so besitzt ¢ bei @ kein Extremum, sondern einen Sattelpunkt.

P
(@)
81’i aiL'j
ab. Eine praktische Charakterisierung von positiv definiten quadratischen Formen kann
man mit Hilfe der Determinante und Unterdeterminanten von H vornehmen.

Das Verhalten von Ay héngt lediglich von den Elementen der Hesse-Matrix H,; =

Bei n = 2 gilt
2y o
% Jx? 0Oz Oy
i) -5 >0 und det(H)= >0 = Ap>0 = Minimum.
z Fo
oxrdy 0y?
L Oy .
ii) 92 < 0 und det(H)>0 = Ap<0 = Maximum.

iii) det(H) <0 = Ay indefinit = Sattelpunkt.

Bein =3
Po Py
L 0% dx? 0Oz Oy o
i) i 0, >0 und det(H)>0 = Ag>0 = Minimum.
270 e 2y
Oy odxr 0y?
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2o 0%p

9% Jx? 0Oz Oy
i) — <0, >0 und det(H)<0 = Ap<0 = Maximum.
Ox? 2o 3%
Oy odxr 0y?

iii) In allen anderen Fallen, solange det(H) # 0, ist Ay indefinit und ¢ hat einen lokalen
Sattelpunkt.

Im Allgemeinen (fiir n Variablen) gilt, dass Ay positiv definit ist, wenn die n Unter-
determinanten auf der Diagonale der Hesse-Matrix, die man mit den ersten j Variablen
bilden kann (1 < j < n), positiv sind, d.h.,

Hll Hlj H11 Hln
Hll H12 . . . .
Hy >0, >0, ... : >0, ... und : : > 0.
H21 H22
Hjl...Hjj H,,...0H,,

Da dieses Kriterium das einfachste ist, sollte man in der Praxis verifizieren, ob H oder
—H es erfiillen. Im ersten Fall ist Ap > 0 und ¢ hat ein Minimum bei @, im anderen Fall
hat ¢ ein Maximum bei @. Ansonsten ist @ ein Sattelpunkt.

Sollte det H = 0 sein, dann kann man mit den zweiten partiellen Ableitungen nicht
entscheiden, ob ¢ ein Minimum oder Maximum bei @ hat. In dem Fall braucht man
héhere Ableitungen.
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4 Integration in R"

Das Integral einer Funktion f(z) iiber ein Domain A € R" ist der Grenzwert der Summe
der Produkte der mittleren Werte der Funktion in den verschiedenen Unterteilungen a;
von A (UY, a; = A) mal die Ausdehnung oder das n-dimensionale Volumen da; von a;,
wenn die Anzahl k£ der Unterteilungen nach +oo geht und damit da; — 0 geht. Der
Begriff des Integrals ist also unabhiingig von der Anzahl der Dimensionen (R, R?, etc.)
oder der Natur des Integrationsdomains A (Intervall [a,b] in R, kubisches, sphérisches
oder zylindrisches Volumen in R3, Kurve 7(t), Fliche 7(u,v), etc.). Um dies konkret zu
formulieren, betrachten wir zunachst den eigentlich schon bekannten Fall von R.

4.1 Riemannsches Integral in R

Wir betrachten zunéchst finite Funktionen f : [a,b] — R, d.h., Funktionen, die beschrankt
sind:
|f(x)] <M Vxclab CR.

Das Integrationsintervall [a, b] wird in 2" Stiicke [z;, z;41] zerlegt mit r € N, 0 < ¢ < 27
. b _

der Lénge |Ax,| = |xip1 — x| = |b—al| /2", 2o = a, xor = bund x;1 = z; + 7 Wenn

b>a,ist Ax, = x;41 —x; > 0, sonst ist Az, < 0.

Die Idee von Riemann ist, zwei Summen zu betrachten, mit denen man das Integral

eingrenzen kann. Wir definieren

=inf{f(z) |z € [z;—1, 2]}

ZT’

und

fir =sup{f(z) |z € [zio1, 2]},

wobei ¢ = 1,...2". Die Infima und Maxima existieren, da |f(z)| < M. Die entsprechende
Riemannsche Untersumme und Obersumme sind

und

Sie haben die wichtige Eigenschaft

9l
o

5y<8,<...<8,<8,<8,,<...<

fiir alle r. Die Untersumme (Obersumme) bildet eine steigende (abnehmende) Folge, die
von oben (unten) beschrankt ist. Demzufolge sind beide konvergent. Die entsprechenden
Grenzwerte heiflen unteres und oberes Riemannsches Integral:

b 2"
/f(x) dr = lim S f. A,
Ja_ r—00 = <ar
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und

b 2"
/ f(x)dz = lim > f,. Az,.
a r—00 =1

Die Funktion f heifit Riemann-integrierbar im Intervall [a,b], wenn beide Grenzwerte
gleich sind. In diesem Fall haben wir

"wyde = [ f@yde = [ f) da.
/ / a

4.2 Eigenschaften des Riemannschen Integrals
i) Jede finite stiickweise stetige Funktion ist integrierbar. Dies folgt daraus, dass bei
stetigen Funktionen f, und f; beliebig nah aneinander kommen, wenn Az, — 0
geht. Eine endliche Anzahl von Unstetigkeiten spielt bei den unteren und oberen

Integralen keine Rolle.
ii) Seien f und g integrierbar in [a,b] und «, f € R. Dann gilt
b b b
[(af+8g)de=a [ f@)de+5 [ gx)de
Das Integral ist ein lineares Funktionell.
iii) Fir f und g integrierbar ist auch fg integrierbar.

b
iv) Wenn f(z) >0 Vz € [a,b] = / f(z)dx > 0. Daraus folgt, dass

/ab f(x)dr < /abg(x) dz,
wenn f(z) < g(z) Vz € [a,b].

v) Dreiecksgleichung: Ist f integrierbar, so ist |f| auch integrierbar, und es gilt

/abf(x)da: g/ab]f(:c)]da:.

Dies folgt aus iv), da —|f(z)| < f(z) < |f(x)].

vi) Ist f integrierbar in [a,b], so ist f integrierbar in [a,c] und [c, b] fir alle ¢ € [a, b],
und es gilt

/abf(a:)da: _ /acf(x)dxqt/cbf(x)dm.

Der Grund dafiir ist, dass die Riemannschen Summen S, und S, sich problemlos in
zwei Summen teilen lassen; die eine fiir x; € [a, ¢] und die andere fir z; € [c,b]. Die
Beziehung gilt auch fiir ¢ auflerhalb [a, b] angenommen f ist integrierbar im gréfieren
Intervall.
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vii) /abf(x) dr = —/baf(x) dz.

Dies folgt aus der Definition von S, und S,, da Az, = (b —a) /2" sein Vorzeichen

andert, wenn man die Grenzen des Integrals vertauscht. Daraus folgt

/aaf(x)dxzo.

viii) Mittelwertsatz der Integralrechnung: Ist die Funktion f(z) stetig in [a, b], so gibt es

ein £ € [a, b] so dass

[ F@) = 7€) 6~ a).

Man kann sich davon schnell iiberzeugen, wenn man folgendes bedenkt. Seien fiin

und fiax die minimalen und maximalen Werte von f(x) in [a, b]. Dann gilt

fmingf(x)gfmax = (b_a fm1n</ dx<(b_a)fmax

Aus der Stetigkeit von f(x) folgt, dass ein £ € |[a, b] existiert mit f(§

4.3 Hauptsatz der Infinitesimalrechnung

/f

Die Riemannsche Formulierung des Integrals entspricht zwar streng der physikalischen
Motivation des Integrals als Summe infinitesimaler Beitrage, aber sie bietet an sich keine
praktische allgemeine Rechenmethode. Dieser Mangel wird mit folgendem Satz behoben:

Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Da f in allen Subintervallen [a,z] mit = € [a, D]

integrierbar ist, definieren wir die Funktion
:/ f(@)dx' Y x € a,b].

Die Funktion F(x) : [a,b] — R ist differenzierbar und es gilt

dF d (=
=== [ fa)d = @)

Um dies zu beweisen, betrachten wir

Fth) —F)= [ fayae — [y

Aus vi) folgt
z+h

Flot+h) = F()= [ ) da' = f(&) b,

x

wobel z < & <z + h (Mittelwertsatz).

AF oy FEEN = F@) 0 ve) = ).

dr  h—0 h h—0

Die letzte Gleichheit folgt aus der Stetigkeit von f(z), da z <& <z + h.
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Die Funktion F'(x) heifit Stammfunktion oder unbestimmtes Integral von f. Sie ist durch
die Bedingung
dF
ar f(z)
definiert. Jede stetige Funktion f hat eine Stammfunktion (innerhalb ihrer Stetigkeits-

domain). Eigentlich gibt es unendlich viele Stammfunktionen, die sich nur durch eine
dF  dG
Konstante voneinander unterscheiden. In der Tat — = — = f(z) = — (F—-G)=0

de  dr dx
= F — G = Konstante.

Die durch Gleichung (4.1) definierte Stammfunktion erfiillt die Randbedingung F'(a) = 0.
Bei einer beliebigen Stammfunktion F(z) gilt

Die Berechnung von Riemannschen Integralen reduziert sich also auf die nicht immer
einfache Berechnung von Stammfunktionen. Die Menge aller Stammfunktionen wird unbe-

stimmtes Integral von f genannt und als / f(z) dx oder einfach / f dx bezeichnet.

4.4 Partielle Integration und Substitution

Zu jeder Differentiationsregel gehort eine Regel oder Methode unbestimmt zu integrieren.
Einige davon sollen hier erwahnt werden.

) [f@) [ @) de =5 ).

1 f(@) .
if) /f(x) de=Mn(|f(2)]) fir f(z)#0.

iii) Partielle Integration: Sind w und v differenzierbar, dann gilt

(uwv) = v'v + u'

/uv’d:c:uv—/u’vdx.

Man nennt dies eine partielle Integration, weil man zunachst den Faktor v und dann
u'v integriert. Diese Regel ist sehr niitzlich, um Funktionen wie 2™ e*, 2™ cos x, " sin x
oder In x zu integrieren.

und damit

Beispiel: I,, = /m” e’dr (neN). Furn=0ist Iy =e*. Firn > 1 gilt

2 e dr= 2" € —[na" ! et =" —nl, .
N~ N~ ——

u V! u v u! v

Die Regel gilt natiirlich auch fiir bestimmte Integrale

b b
—/uvdx.
a a

b
/ w' dr = wv
a
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iv)

Es kommt oft vor, dass eine der Funktionen (z. B. u(z)) an beiden Integrationsgren-

o
zen verschwindet (z. B. flir x — o0 bei / uwv' dx oder weil sie eine besondere
—00

Randbedingung wie u(a) = u(b) = 0 erfiillen miissen). In diesem Fall gilt

b b
/ w' do = —/ u'vdx,
a a

wenn u(a) = u(b) = 0 oder allgemeiner u(a)v(a) = u(b) v(b).

Substitution: Aus der Kettenregel fiir die Ableitung erfolgt eine sehr niitzliche Inte-
grationsmethode. Wir interessieren uns zunachst fiir ein Integral der Form

/f(u(x dx—/f —d:p

mit f: R — R stetig und v : R — R differenzierbar. Es gilt

/f —da:—/f(u)du

= F(u(z)),

u=u(x)

wobei F'(u) die Stammfunktion von f(u) ist, wenn f als Funktion der Variable u
betrachtet wird. In der Tat

dF(u(z))  dF du
dr  du weu(z)

In der Praxis muss man, um ein Integral der Form

/f —dx

zu berechnen, folgende Schritte durchfithren:

1. Formale Substitution von u(x) =« und . Y dz = du.
T

2. Integration nach u — Stammfunktion F'(u).

3. Substitution von u durch u(z) in der Stammfunktion F'(u).

2 d
Beispiel: /x e’ dr = /e“ %L

u=1> — du=2xdz.

u=x2

Eine alternative Anwendung der Substitutionsregel ist folgende:
d
/ fla)de = / fly 9” dt
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Hier haben wir die Variable x durch eine bijektive Funktion ¢(t) der Variable ¢ er-

d
setzt. Nachdem man die Stammfunktion / fo(t)) d—? dt gefunden hat, muss man ¢

durch ¢~!(z) ersetzen, um die Stammfunktion / f(z) dx zu bekommen.
In der Praxis ist die Prozedur, um / f(z) dx zu berechnen, folgende:

1. Wahl einer passenden bijektiven Hilfsfunktion o(t).

d
2. Formale Substitution z = ¢(¢) und dz = d—f dt.

3. Integration nach ¢.
4. Substitution von t = ¢~(x) durch die inverse Funktion.

Beispiele:

2+ 1

Vet
substituiert. Man wihlt also t = /2 +1 < z = t? — 1. Daraus folgt do = 2t dt
und

dx. Man versucht, das Integral zu vereinfachen, indem man die Wurzeln

2 2 132
2%+ 1 d$:/[(t D241,

:2/t4—2t+2 dt
vo+1 ( )

t=vz+1
t5
=2 ( — 4+ 2t>
5 t=vz+1.

ii. Ein weiteres bekanntes Beispiel ist / (1+2%) ' dz. In diesem Fall empfiehlt sich

1
die Substitution x = tan(t) = dr = —— dt, t = arctan(z). Man erhélt dann

cos?t
1 1 1
[imde= [ —— = [ —t
T 1+ Sin cos t=arctan(z) t=arctan(z)
cos?t
= arctan(x).

Bei bestimmten Integralen braucht man die zweite Substitution ¢ = ¢ () nicht
durchzufithren. In diesem Fall ist es praktischer, die Integrationsgrenzen zu ersetzen.
Es gilt

et (b)

[ rwar= |7 " rtete) % at = £) - Fla),

v~ 1(a)

dF
wobei o f(z). Dies ist dquivalent zu
T
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4.5 Uneigentliche Integrale

Das Riemannsche Integral ist fiir finite Funktionen (f(x) < M) iiber ein endliches Intervall
la, b] definiert. Es gibt grundsétzlich zwei wichtige Erweiterungen. In dem einen Fall wird
die Integrationsdomain unendlich, z.B.

—+oc0o
/ e fdr=—e"
0

-é—oo:1

0 Y

und in dem anderen divergiert die Funktion an eine oder beide Integrationsgrenzen, z.B.

L1 1
—dr =2 = 2.
/o\/E . ‘/E‘o

In beiden Fallen werden die Integrale durch die entsprechenden Grenzwerte definiert. Die
Existenz des Integrals hangt natiirlich mit der der Grenzwerte zusammen.

Man definiert also bei integrierbarem f(x) in [a,b] V b > a:

+o0 b
/ f(x)dx = lim [ f(z)dz.

b—+o00 a

Wenn f(z) finit und integrierbar fiir alle x € [a,b[ (a < x < b) ist, definiert man

T

/b f(z)de = lirgli f(")dx'.

a

Als Beispiele betrachten wir die Integrale

L dx oo dx
/ —  und / —
0o x¢ 1 T

Fir o =1 ist /da: = In2z. Man erhalt
T

1
L dx .
— =lnz| =— lim Inz = +o00

0o T 0 z—0t
und

oo dx oo )

/ — =1Inx = lim Inz = +o0.
1 x 1 T—-+00

Beide Integrale sind also divergent.

d l1-o
Fir a # 1 ist / & 136 . Die gesuchten Integrale lauten
T —
lI-a l-a 1
lde =z 1 _ x a<l
— = = — lim =q1l—-a
0T l—a|, l1-a -0t 1-« +o00 a>1
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und

= lim — =<{a—

/+°°d3:_ xle
1 @ 1—a z—=+oo 1 —ax 1 —« 400 o<l

Diese Integrale sind besonders niitzlich im Zusammenhang mit dem folgenden Vergleichs-
kriterium:

oo 1
* i 1 { : a>1

1

b
Sei |f(z)| < g(z) ¥V = € [a,b] (a < x < b). Wenn das uneigentliche Integral / g(x)dx

b
konvergiert, dann konvergiert auch / f(z)dx.

4.6 Integrale von Funktionen mit Parametern

Wir betrachten Funktionen f(z,\):R? — R, das heifit, Funktionen einer Variable x
und eines (oder mehrerer) Parameter A € R. Wir gehen davon aus, dass f(z,\) stetig

beziiglich = ¥V X ist und dass f(z, \) partiell differenzierbar nach A V z ist mit g‘/]\c(x, A)

eine stetige Funktion von z und A. Dann gilt die sogenannte Leibnizsche Regel:
b b
d‘i/a fla,\) dz = / g{(;p, )) de.

Dies wird oft dazu benutzt, eine Beziehung zwischen Integralen herzustellen, die die
Berechnung des einen als die Ableitung des anderen erméglicht. Zum Beispiel

Manchmal héngt die Funktion f(x) nicht von A ab, aber dafiir die Integrationsgrenzen.
Zum Beispiel

Wenn f(z) stetig in [a, b(A)] ¥ A ist und b(\) differenzierbar ist, gilt

dl  dI db db
= = ) 5

Im letzten Schritt wurde der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung angewandt.

Es ist nicht auszuschliefen, dass sowohl die Funktion als auch die Grenzen von einem
externen Parameter abhangen. In diesem Fall und unter den iiblichen Voraussetzungen
fiir das Wohlverhalten von f(x, A\) und b(\) gilt:

d o b 9
a/@ Flz,\) do = f(b(A),)\)aJr/a J(x,x) dz. (4.2)
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Man kann sich davon schnell iberzeugen:

b(A+AN) b(\)
IO+ AN — I(\) :/0 F+aNdr— [ f(x

(A+AN) b(A+AN)
- / FO -+ AN d / ) dr +
0
(A+AN) )
+ / ) di — / FOO) da

= [ o e - s [0 f0yde
—Jo B(A) ’

Gleichung (4.2) entsteht, wenn man durch AX teilt und den Limes AX — 0 nimmt.

b
Integrale der Form / f(z, A) dz konnen natiirlich auch beziiglich A integriert werden.

Wenn f(z, ) stetig Bleziiglich x und A ist, darf man die Reihenfolge der Integrationen
miteinander vertauschen:

/jd/\/abf(x,)\)dx:/abdx/jf(x,)\)d)\.

Voraussetzung dafiir ist, dass die Integrationsgrenzen a und b (a und ) unabhéngig von
A (z) sind.

4.7 Doppel- und Dreifachintegrale

In diesem Abschnitt erweitern wir den Begriff des Integrals auf 2, 3 oder n Variablen.
Typische Beispiele fiir Anwendungen sind die Berechnung des Volumens unter einer Kurve
2z = f(x,y) in einem abgegrenzten Bereich z; < x < x5 und y; < y < 35 in R? oder die
Berechnung der gesamten Masse eines dreidimensionalen Korpers mit der Dichte o(z, y, 2)
innerhalb eines Volumens 21 < 2 < 29, 11 <y < yo und 2, < 2z < 25 in R3.

Zur Erlauterung betrachten wir zunachst den zweidimensionalen Fall. Das Integrations-
gebiet A wird normalerweise in der Form 21 < z < 29 und yi(z) < y < yo(x) mit a;
und z, Konstanten und y;(z) und y2(z) : R — R stetige Funktionen, oder in der Form
y1 <y <y und z1(y) < = < xo(y) geschrieben. Bei einer komplexeren Topologie des
Integrationsbereiches ist man dazu gezwungen, mehrere solcher einfachen Gebiete zu be-
trachten. Das Integral der Funktion f(z,y) : R? — R iiber das Gebiet A C R? wird in
Analogie zum eindimensionalen Fall durch folgenden Grenzwert definiert:

/Af(a:,y)da: lim ifol,yJ ) Aaj,

nn—>+oozlj 1

wobei Aq;; das Flidchenelement am Punkt (x;,y;) € A ist (n,,n, € N). Da U;; Aay; =
A ¥V n, und n,, geht Aa;; — 0, wenn n, oder n, — +oo geht. Eigentlich hatte man die
untere und obere Riemannsche Summe betrachten miissen, daraus untere und obere Inte-
grale herleiten und das Integral erst definieren, wenn die unteren und oberen Grenzwerte
gleich sind.
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Da die 2- und y-Achsen senkrecht zueinander sind (kartesische Koordinaten), ist Aa;; =
Ax; Ay;, wobei Az; = ;41 — x; und Ay; = y;11 — y; mit ihrem Vorzeichen die Zerlegung
in z- und y-Richtung angeben. Damit konnen wir schreiben

/f$ y)da = lim ZA:CZ lim foz,yJ)AyJ

Mg —>00 Ny —00

Wir erkennen dabei das eindimensionale Integral beziiglich y:

y2(z:)

— y

y—oo 1(z3)

Daraus folgt

y2(z;)
/fa:y a = hm ZAL/2 f(ziy) dy
y1(:)
und
T2 y2(z)
[ t@yyda= [ f@y)dedy= [“da [* f(ay)dy.
A A ) y1(x)
Das Integral in zwei Dimensionen lasst sich also in der Form zweier aufeinanderfolgen-
der eindimensionaler Integrale schreiben. Die Voraussetzungen dafiir sind, dass f(z,y)
als Funktion von y fiir alle  [(z,y) € A] Riemann-integrierbar ist und dass F(x) =
y2(z)
/ f(z,y)dy als Funktion von z in [z, 2] Riemann-integrierbar ist. Diese Voraus-
y

1(z)
setzungen werden natiirlich erfiillt, wenn f(z,y) eine stiickweise stetige Funktion von

(z,y) € Aist.

Ist das Integrationsgebiet in der Form A = {(z,y) € R*|y; <y < o und z1(y) < x <
x2(y)} gegeben, dann gilt

[ o= ["ay [ o

Sind die Integrationsgrenzen unabhangig von x und y, dann kann man die Reihenfolge
der Integrale vertauschen:

X9 Y2 Y2 T2 x2 Y2
/xdfc/y dyf(x,y)z/y dy/x dxf(x,y)z/m /y [z, y) d dy.

Dies liegt daran, dass man die Limes fiir n, — oo und n, — oo miteinander vertauschen
kann, wenn beide existieren. Voraussetzung dafiir ist, dass beide Integrale konvergieren,
was bei manchen uneigentlichen Integralen nicht unbedingt der Fall ist.

Im besonderen Fall, dass sich f(x,y) = g(z)h(y) als Produkt zweier Funktionen einer
Variable schreiben lésst, ist das Doppelintegral durch das Produkt zweier eindimensionaler
Integrale gegeben. Es gilt

/ dx/y y) dy = {/pjgg(m)dx} [/:fh(y)dy}.
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Beispiel: Sei f(x,y) = 2%y und A ein Halbkreis auf der positiven y-Halbebene, d.h.,
A={(z,y) e R*| —R<z < Rund 0 <y < +R?— 22}. Das Integral von f iiber A ist

R VRZ—22 R y2
/ f(x,y)da = / d:ic/ 22y dy = / dr z? <>
A -R 0 -R 2 =0

_/ l 1‘2)2 1 2/ ) a2 da

= R5
15

y=vRZ—12

Man hétte aber genauso gut das Gebiet in der Form A = {(z,y) € R?|0 <y < R und

— VR? —y? < x < VR?— 22} betrachten konnen. Dann hat man
o=\/R2—y?

RLy R 3
/f(w,y)daz/ ydy/ xdm:/ ydy()
A 0 0 3 t=—+/R2—y2
R
3/2 ~27 1 2 9 5/2}
3/ =3 { 5 (7 =)

= R5
15

Die Erweiterung auf drei bzw. n Dimensionen ist selbstverstandlich. Zum Beispiel ist das
Volumenintegral der Funktion f(z,y,z):R?® — R tber das Volumen V = {(x,y,2) €
R3 |2 <2 < @9, yi(2) <y < yo(x) und 2z1(2,9y) < 2z < zy(z,y)} durch das dreifache
Integral

z y2(z) z2(z,y)
/Vf(fc,y,Z)dvz/ 2d:ﬁ/@/2 dy [ dz flx,y,2)
x1

1(z) z1(z,y)

gegeben. Ein einfaches Beispiel eines Integrationsvolumens in R? ist die Kugel: —r < x
VR 2 <y<VR—2und VR —F -2 <2< VR

Bei festen Integrationsgrenzen und unter den iiblichen Voraussetzungen tiber das Wohlver-
halten von f(x,y,z) kann man natiirlich die Integrale beziiglich z, y und z in beliebiger
Reihenfolge durchfiihren.

4.8 Wechsel der Variablen: Krummlinige Koordinaten

Wie das vorherige Beispiel es ahnen léasst, konnen mehrfachdimensionale Integrale in karte-
sischen Koordinaten x, y und z selbst bei einfachen Integrationsgebieten wie Kreisen,
Kugeln oder Zylindern furchtbar kompliziert aussehen. Die Komplexitat des Ausdrucks
fiir das Integrationsgebiet der Kugel in kartesischen Koordinaten scheint vollig unnotig
zu sein, wenn man ihre Definition in Kugelkoordinaten betrachtet, namlich 0 < r < R,
0 < <27 und 0 < 0 < 7. Dazu kommt, dass viele fiir die Physik relevante Funk-
tionen sphérische oder zylindrische Symmetrie zeigen. Es ist klar, dass eine Integration
von f : R® — R mit f = f(r) als Funktion von r = /a2 + y2 + 22 extrem viel ein-
facher ist als drei Integrale von f = f(v/z? + y? + 22) beziiglich z, y und z. Um davon
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profitieren zu kénnen, miissen wir krummlinige Koordinaten und die Handhabung von
Variablenwechseln bei Integralen besprechen.

Bevor wir den Wechsel von Variablen in Doppel- und Dreifachintegralen betrachten, lohnt
es sich, nochmals den eindimensionalen Fall kurz zu diskutieren. Wir gehen von einem
Integral der Form

/ab f(z)de = lim zn: f(z;) Ax; (4.3)

aus, wobei rechts des Limes die Riemannsche Summe angedeutet wurde. Wir geben eine
bijektive Funktion = : [ug,us] — [a,b] an, mit der x = z(u) als Funktion der neuen
Variable u ausgedriickt wird [z(u,) = @ und x(up) = b]. Um das Integral als Funktion

x

von u zu berechnen, ersetzen wir das Langenelement Ax; = — Auw,; auf der rechten Seite
U

von Gleichung (4.3) durch seinen Wert als Funktion des Léngenelements Au; der neuen

Variable und erhalten

Up dx

/ab f(z)dx = lim Z f(z Uz) Au; —/u f(z(u)) @(u) du

’1(1))
= / — du

Dies stimmt mit der bekannten Formel der Substitutionsmethode tiberein. Der zusatzliche
Faktor (Tx ergibt sich aus der Beziehung dxr = d—x du zwischen den Langenelementen in
U

u
den beiden Variablen. Bei mehreren Variablen geht man genauso vor, d.h., man braucht
den Ausdruck fiir die entsprechenden Flachen- oder Volumenelemente als Funktion der
neuen Variablen.

Zum Beispiel ist der Variablenwechsel fiir n = 2 durch eine bijektive Funktion 7 : R? — R?
gegeben, die die urspriinglichen Koordinaten x = z(u,v) und y = y(u,v) als Funk-
tion der neuen angibt [= (z(u,v),y(u,v))]. Wir gehen davon aus, dass z(u,v) und
y(u,v) stetige partielle Ableitungen haben. Als parametrische Kurven der Koordinaten-
transformation bezeichnet man die Kurven 7(u,vg) = (x(u,vo), y(u,vo)) und 7(ug, v) =
(x(ug,v),y(ug,v)), bei denen nur eine der beiden Variablen variiert wird. Da 7 = 7(u, v)
bijektiv ist, geht nur eine Kurve jeder Art (7(u, vo) und 7(ug,v)) durch jeden Punkt

#(ug, vo) hindurch. Die Tangenten-Vektoren £, und £, zu den Kurven r(u vo) und 7(ug, v)
sind durch entsprechende partielle Ableitungen ¢, = SZ und t, = % gegeben:

(up + Au, vg) = 7(ug, vo) + gZ(UO, vg) Au + O(Au?)

—

a—;(uo,vo) Av + O(Av?).

Die parametrischen Kurven 7(u, v9) und 7(ug, v) definieren einen Satz krummliniger Ko-
ordinaten auf der Ebene.

(g, vo + Av) = 7(ug, vo) +

Das wichtigste Beispiel krummliniger Koordinaten auf der Ebene sind die Polarkoordi-
naten

U =0 0<p T = 0 COS

V= 0<p<2m Yy = o sinp.
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Die parametrischen Kurven sind radial oder azimuthal und imrﬂner senkrecht zueinander.
Die entsprechenden Tangenten-Vektoren lauten tz, = g; = (cosg,siny) und
t, = o(—singp,cos ).
Ein zweidimensionales Integral iiber ein Gebiet A C R? ist durch folgenden Grenzwert
definiert: .

/Af(x,y) dr dy = lim > flm,y)) Aayy, (4.4)

ij=1

wobeil Aa;; das Flachenelement um den Punkt (x;,y;) ist. Um dieses Flachenelement
als Funktion der krummlinigen Koordinaten v und v zu berechnen, betrachten wir die
Umgebung eines Punktes 7y = (z(uo,vo), y(uo,v)) beziiglich der neuen Koordinaten.
Wir interessieren uns fiir die infinitesimale Flache um 7y, die durch die Kreuzung der
parametrischen u-Kurven 7(u, vg) und 7(u, vo + Av) mit den v-Kurven 7(ug, v) und #(ug+
Au,v) entsteht. Die Vektoren, die das Flachenelement Aa definieren, sind

L, - _ (0x Oy
AT, =1, Au = <3u7 8u> Au

und

- Ox Oy
Ar, =t, Av=|—, == | Av.
" ! <8"U 0"0) !
In zwei Dimensionen ist die Flache des von A7, und Ar, definierten Parallelogramms
durch die Determinante der Matrix gegeben, die man mit den beiden Vektoren bildet.

Wir erhalten also

or s
Aa = du v Au Aw,

9y Oy

ou Ov

oder in Differentialform

Substitution in Gleichung (4.4) ergibt

/Af(x,y) dr dy = /Af(:v(u,v),y(u,v)) J(u,v) dudv,

wobel

J(u,v) =— — — — =— 4.5
(v, ) Ju dv  Ov Ju (45)
die sogenannte Funktionaldeterminante oder Jacobi-Determinante der Koordinatentrans-
formation x = z(u,v) und y = y(u,v) ist.

Es lohnt sich an dieser Stelle, die geometrische Bedeutung der Funktionaldeterminante zu
diskutieren. J(u,v) korrigiert die Distortionen bzw. Kriimmungen der Linien konstanter
u und v. Im kartesischen Koordinatensystem sind diese Linien stets parallel zueinander
und mit gleichem Skalierungsfaktor 1 fiir alle Achsen. Deshalb ist das Flachenelement
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Aa = Az Ay. Bei krummlinigen Koordinaten ist dies nicht mehr der Fall. Was parallel
und harmlos im (u, v)-Raum ist (Die Linien konstanter « und v laufen ja parallel im (u, v)-
Referenzsystem), wird durch die Abbildung 7(u, v) = (z(u,v),y(u,v)) in den kartesischen
(z,y)-Raum skaliert und gekriimmt. J (u, v) beriicksichtigt sowohl die lokalen Anderungen
der Skalen in beiden Richtungen als auch die Anderungen der Winkel der parametrischen
Kurven.

Die Beziehung
dx dy = J(u,v) dudv

zeigt auch, dass dx dy kein tibliches Produkt von Differentialen ist. Es ist nicht ohne
Grund, dass die Mathematiker immer daran erinnern, dass “dz” und “dz dy” eher eine
symbolische Rolle bei der Schreibweise der Integrale hat. Man kann sich damit amiisieren,
das Produkt der Differentiale

ox ox

da:—%du—k%dv
und P 5
_ 9 9y

dy = 8udu+(%dv

zu bilden. Man wiirde in dem Fall etwas erhalten, was nichts mit dem Flachendifferential
da = J(u,v) dudv zu tun hat.

Die Jacobi-Determinante ist negativ, wenn die Orientierung des Raumes durch die Trans-
formation gedndert wird. Die Punkte, bei denen J(u,v) = 0 ist, werden singulédre Punkte
genannt. Dies ist eher uniiblich, da es bedeuten wiirde, dass die Tangenten der u- und v-
Kurven an dem Punkt parallel sind. Bei den fiir uns wichtigen krummlinigen Koordinaten
sind die parametrischen Kurven immer senkrecht zueinander (z. B. Polar-, Zylindrische
und Kugelkoordinaten).

Als Beispiel betrachten wir die Polarkoordinaten x = ¢ cos und y = p siny. Aus der
Gleichung (4.5) erhalten wir

or Oz

do Op cosp —psingp
J(o,¢) = =" -
dy Oy sinp o Ccosp

do D¢
Es gilt also dxdy = o dodep.

Die Transformation der Volumenelemente in 3 Dimensionen ist vollig analog. Man geht
von einer Koordinatentransformation

x(u,v,w)
(w,v,w) = § y(u,v,w)

z(u, v, w)

aus. Eine Anderung Au der Koordinate u bei festem v und w fithrt zu einer Anderung

L [0z Oy 0z
ATU— (%’%’%)A
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des Positionsvektors 7(u,v,w) im kartesischen System. Analog dazu ist im Falle einer
Variation Av bei festem v und w

L, [0z Oy 0z
ATU = (av, %, 81}) A/U,

und in Folge einer Variation Aw bei festem u und v ist

L _(on oy 0
Al = <8w’aw’8w> Aw.

Das dabei entstehende Volumenelement AV ist durch das Spatprodukt
AV = A7, - (AT, X ATy,)
gegeben. Wir konnen also schreiben

dV =dxdydz = J(u,v,w) dudv dw,

wobel
ou Ov Ow
Ju,v,w) = | %Y 99 % (4.6)
Oou Ov Ow
ou Ov Ow

die Funktional- oder Jacobi-Determinante fiir die Koordinatentransformation (u,v,w) —
(x,y, z) ist.

Beispiele:

i) Zylinderkoordinaten: z = pcosp, y = psing und z = z. Aus Gleichung (4.6)
erhalten wir
cosp —psinp 0

J(o,0,2) = sing pcosp 0|=o0
0 0 1

Es gilt also dxdydz = pdo dy dz.

ii) Kugelkoordinaten: x = r sinf cos ¢, y = r sinf sinp und z = r cos . Aus Gleichung
(4.6) erhalten wir
sinfl cosgp r cosf cosp —r sinf sinp
J(r,0,p) =|sinf sing 7 cosf sing 7 sinf cosyp
cosf —7r sind 0
= cos® (r? cosf sinf) + r sinf (r sin® )

=72 siné.
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Es gilt dann

drdydz = r* sin@ drdpdf = —r dr dy dcos 6.

Als eine einfache Anwendung berechnen wir das Volumen einer Kugel:

R 2 s R 2m 1 47
V:/ T2d7’/ dgp/ sin 6 df :/ r2dr/ dgp/ dcosf = —R>.
0 0 0 0 0 ~1 3

4.9 Kurvenintegrale

Eine Kurve in R? ist definiert durch eine Vektorfunktion 7(¢) : R — R? eines Param-
eters t € R oder aquivalenterweise mittels drei sogenannter parametrischer Gleichungen
x(t), y(t) und z(t) mit 7= (x,y, z). Betrachten wir zwei nah aneinanderliegende Punkte
7(t) und 7 (t + At) auf der Kurve, dann gilt

A7 =7(t+ At) — 7 (t) = le:At + O(AP?).
Im Limes At — 0 ist der Vektor
ar - . o
= F(t) = (a(0), 5(0), ()

tangent an der Kurve am Punkt 7(¢). Das Bogenelement ds entlang der Kurve ist gleich
dem Betrag des Vektors '
dr' =7 (t) dt,

d.h,

ds = \Ji ()2 + ()2 + 2()2 dt = \Jda? + dy? + dz? (4.7)

und der tangente Einheitsvektor

F) (39,2

P VIR 4 A2

Ein Kurvenintegral ist der Limes der Riemannschen Summen auf der Kurve C:

/gp(F) ds = lim Y (7)) As,,
¢ i=1

n—oo

wobei ¢(7) : R* — R die zu integrierende Funktion und As; die Lingenelemente auf C
sind. Wenn der Anfangs- und Endpunkt der Kurve 7 = 7(t2) und 75 = 7 (¢2) sind, und
nachdem wir Gleichung (4.7) einsetzen, erhalten wir

fro 0 ds = [ (a0 p(0).60) Vi + 7 5 2 .

Damit lassen sich Kurvenintegrale in der Form gewohnlicher eindimensionaler Integrale
berechnen.
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Manchmal ist der Parameter ¢ einer der Koordinaten, z.B. wenn die Kurve durch die
Gleichungen y = y(x) und z = z(x) gegeben ist. In diesem Fall gilt

/ (*)d—/”( )1+dy2+d’22d
C(Fl_@)@r 5T 1 ALY, 2 dz dx s

wobei 7 = (z1,y(x1), z(z1)) und 7 = (29, y(22), 2(x2)).

Beispiel: Die Lénge der Helix x(t) = cos(t), y(t) = sin(t) und z(t) = kt (k € R) zwischen
N kmy .
(1,0,0) und 7 = (0, 1, 7) ist

B
/stz/ix/lJrk?dt:g\/lJrk?.
1 0

Ein fir die Physik besonders wichtiges Kurvenintegral ist die Zirkulation I' eines Vektor-
feldes A(7) entlang C:

— — to — dF
r:/ A~§ds:/A-dF:/ A2,
C(F1—7) c t dt

Wenn A = 6@ der Gradient eines Skalarfeldes oder Potentials ¢ mit stetigen partiellen
Ableitungen ist, gilt

. t2(O0p .  Op. Op.
r— A di = / Fir Ly i ar
C(Fl—>772) " i1 (6$$ + ay y + az Z)

— /: dgo(;(t)) dt = (7 (t2)) — @(7(t1))

= @(72) — (7). (4.8)

Das bedeutet, dass die Zirkulation I'" gleich dem Unterschied im Skalarpotential am End-
und Anfangspunkt von C ist, also unabhangig der Form und Zwischenpunkte der Kurve
C. I" ist also null auf jede geschlossene Kurve.

Die reziproke Aussage ist ebenfalls wahr. Sei fT(F ein Vektorfeld, dessen Komponenten
A, (r), Ay(r) und A,(r) stetige Funktionen von ' sind, und bei dem die Zirkulation {iber
jede geschlossene Kurve C null ist, d.h.,

/ A-dr=0 VC geschlossen.
c

Wir kénnen dann die Funktion ¢ : R® — R als
or) = [ A - dr”

definieren, wobei 7 ein fester Punkt ist (z.B. ry = Koordinatenursprung). ¢(7) ist wohl-

—

definiert, da /T A(7) dr unabhéngig vom Weg ist. Man kann leicht zeigen, dass () bis

T0
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auf eine irrelevante Konstante das Skalarpotential von A ist, d.h., 6(,0 = A. Fir h — 0
gilt namlich

- ~ THhés o —/ —/ h o — /N ~ / 2
@&+hq%¢ﬁﬁzé Av)wh:iAAU+h@yqdh:AMﬁh+Omy

Daraus folgt

im PUERE) =) 00 4 i1 9 und 3
h—0 h ox;

oder . .
Vp=A Vr.

Damit haben wir das folgende wichtige Theorem gezeigt: Die notige und ausreichende
Bedingung dafiir, dass die Zirkulation eines Vektorfeldes A : R® — R? entlang allen
geschlossenen Kurven in einer Domane D C R3 null ergibt, ist, dass A der Gradient eines
Skalarfeldes ¢ mit stetigen partiellen Ableitungen in D sei. In dem Fall ist natiirlich die
Zirkulation zwischen zwei beliebigen Punkten unabhéngig des Weges und durch Gleichung
(4.8) gegeben.

Bemerkung: Die Bedingung, dass ¢ stetige Ableitungen in D haben soll, ist wichtig.

— — O —

Betrachten wir z. B. ¢(x,y,z) = arctan (y)) dessen Gradient Vo = (ny’2> = A
x 2 +y

auf der z-Achse (z = y = 0) nicht definiert ist. Die Zirkulation von A entlang einer

geschlossenen Kurve C ist null, nur wenn die Kurve die z-Achse nicht umdreht. Zum

Beispiel haben wir fiir einen Kreis in der xy-Ebene

/ I di— /2“ (—osing, g cosp,0) '2(—@ sing, 0059,0) o [ ap —on.
O 0 0 0

wobei wir den Kreis wie iiblich als () = o(cos ¢, sin ¢, 0) parametrisiert haben.
4.10 Oberflachen

Oberflachen sind definiert durch Parametergleichungen, die Funktionen zweier Variablen
v und v sind:
r=xz(u,v), y =y(u,v) und z = z(u,v),

oder in Vektorform

7= 7w, v) = 2(u,v) & + y(u,0) & + 2(u, ) é.

Die Kurven 7 = #(u, vg) als Funktion von u bei festem vy und 7 = #(ug, v) als Funktion
von v bei festem uy werden parametrische Kurven der Oberflache genannt. Sie definieren
ein System krummliniger Koordinaten auf der Oberflache. Die Vektoren

R or

u %(uv U)
und o7

_f:) = 872(1%0)



sind tangent an den parametrischen Kurven und an der Oberfliche am Punkt 7(u,v). Der
Einheitsvektor n(u, v), der senkrecht zur Oberflaiche am Punkt 7(u, v) steht, ist durch das
Vektorprodukt

1
1

~

g
X
~

<

>»
Il

l
!

~
IS

X

~
s

gegeben. Ob t, x t, oder &, x t,, die passende senkrechte Richtung zeigt (z.B. die Richtung
nach auflen eines eingeschlossenen Volumens), hingt natiirlich von der Wahl der Reihen-
folge der Parameter ab. Die Norm von , x t, lisst sich mit Hilfe der Lagrange’schen
Identitat

(AxB)-(CxD)=(A-C)(B-D)—(B-C)(A-D)

als

[fu B = I |2 — (B - £,)2 = VEG = F?,

wobei wir die sogenannten fundamentalen Koeffizienten der Oberflache

— — —

E=t,-t, F=t,-t, wnd G=+1,-t,

eingefiihrt haben.

Um Oberflachenintegrale zu berechnen, brauchen wir die Beziehung zwischen dem Flachen-
element ds an der Oberfliche und dem doppelten Differenzial du dv im Parameterraum
(u,v). Dazu betrachten wir die infinitesimalen Verschiebungen dr, und dr, des Posi-
tionsvektors 7(u,v) auf der Oberflache entlang der parametrischen Kurven 7 = 7(u, vg)
und 7= 7(ug, v):

dr, = #(u + du,v) — 7(u,v) = t, du = or du
ou
und
dry, = r(u,v + dv) — M(u,v) = t, dv = p dv.
v

Das Flachenelement dS ist gleich dem Betrag des Vektorprodukts

. L o or
druxdrv—(uxtv)dudv—aux(% du dv,

d.h.,
dS = |ty x t,|dudv=vEG — F? du dv.

Mit Hilfe des normalen Einheitsvektors 1 konnen wir ein orientiertes Flachendifferential
definieren als

= ~ — — 87? 87?
dS =ndS = (t, xtv)dudv—% X %dudv.
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Beispiele:

i) Die Oberflache einer Kugel mit Radius r ist durch folgende Gleichungen charakteri-
siert:

(¢, 0) = r(sin f cos ¢, sin fsin ¢, cos b)

— 8_'

t, = 8; = r(—sinfsin ¢, sinf cos ¢, 0)

— 87_" . .
0= 55 = 7(cos 0 cos ¢, cosfsin p, —sin @)
E=t, t,=r*sin’0

F=t, =0

G=ty-tg=r"

ds =VEG — F?dpdf =r*sinf do df

—

- . . . . . r

ty, X tg = 7 (— sin? 6 cos ¢, — sin? @ sin , — sin @ cos 9) = —r?sinf —
’

t@ X tg ﬁ

VEG-F2 1

—

. A oL .
Wie erwartet, ist n = — die nach auflen zeigende Normale.
r

>

ii) Die Oberfliche eines Zylinders ist parametrisiert als

(¢, 2z) = (0 cos g, o siny, 2)

—

t, = o0(—sinyp, cosp, 0)
t.=(0,0,1)

E=¢*°, F=0 und G=1
ds =vVEG—F2dpdz = odpdz

— —

t, X t, = p(cosy, siny, 0)
i1,

VEG — F?

= (cos p, singp, 0).

>
I

4.11 Oberflachenintegrale

Wir betrachten eine Oberflache S, die durch die Vektorgleichung

(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v))

gegeben ist. Das Oberflichenintegral einer Funktion ¢(7) = ¢(z,y, 2) auf S oder einem
Teil davon ist durch folgenden Ausdruck gegeben
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/Sso(F) ds = /uu du / dv (F(u,v)) VEG = F?,

wobel u; < u < ug und v; < v < wy die Parameterintervalle sind, die die Oberflache
definieren.

Beispiel: Die Flache einer Kugel mit Radius r ist

2 I
/ dS:/ dgp/ df r*sinf = 47 r?
Kugel 0 0

Ein fiir die Physik besonders wichtiges Oberflachenintegral ist der Fluss ® eines Vektor-
feldes durch eine Oberflache S, der wie folgt definiert ist:

@:/,I-dgz/ﬁ.ﬁds.
S S

Beispiel: Sei E = q % das elektrische Feld, das durch eine Ladung ¢ am Ursprung erzeugt
r

wird. Der Fluss von E durch eine am Ursprung zentrierte Kugel mit Radius r ist

. . 27 T = =
o = E-dqurQ/ dgp/ siné’al0%~i
0 0 r

Kugel

=4mq.
r

Im Fall des Coulombfeldes ist das Resultat unabhéngig von 7.
4.12 Gauss’sches Theorem

7

Wir betrachten ein Vektorfeld £ : R? — R3 mit stetigen partiellen Ableitungen

Lj
auf ein Volumen V und auf die Oberflache S(V'), die das Volumen abgrenzt. Unter der
Annahme, dass die Oberflache sich als eine finite Anzahl von Teilen darstellen lasst, bei

denen der normale Einheitsvektor kontinuierlich variiert, gilt folgende Integralbeziehung;:

/ E-d§:/ V- E de dydz.
S(V) v

Dies besagt, dass der Fluss eines Vektorfeldes E durch eine geschlossene Oberflache S
gleich dem Integral der Divergenz V - E iiber das von der Oberfliche S abgegrenzte
Volumen ist.

Das Gauss’sche Theorem stellt in Integralform dar, was wir bei der Interpretation der
Divergenz in Differentialform bereits bewiesen haben.

4.13 Stokes’sches Theorem

Wir betrachten eine geschlossene Kurve C, die aus einer finiten Anzahl von Bogen besteht,
bei denen die Tangente stetig ist, und eine orientierbare Oberflaiche S, deren Rand C
ist. Die Oberflache S besteht auch aus einer finiten Anzahl von Teilen, bei denen der
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senkrechte Einheitsvektor stetig ist, und ist durch eine Parametrisierung gegeben, die
stetige partielle Ableitungen hat. Wenn A : R?* — R? ein Vektorfeld mit stetigen partiellen
Ableitungen auf S und C ist, gilt

—. —

/Edf:/ (V x A)-dS.
c S(C)

Anders ausgedriickt ist die Zirkulation eines Vektorfeldes A entlang einer Kurve C gleich
dem Fluss von V x A durch eine Oberflache S(C), deren Rand C ist.

Das Stokes’sche Theorem stellt in Integralform dar, was wir bei der Interpretation der
Rotation in Differentialform bereits bewiesen haben.
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5 Differentialgleichungen
5.1 Einleitung: Grundbegriffe und Klassifikation

Eine Differentialgleichung ist eine Beziehung zwischen einer Funktion und einigen ihrer
Ableitungen. Beispiele von Differentialgleichungen sind

Y =ay (5.1)
oder
v+ )P —a=0 (5.2)
firy: R — Rund a € R,
mi+kxr=0 (5.3)

fir x = x(t) und m,k € R > 0, und

Po  Po Py
922 + By + 9.2 = —4m o (x,y, 2) (5.4)

fir das Potential ¢ : R* — R und die Ladungsdichte o : R* — R.

Man unterscheidet zwischen gewdhnlichen und partiellen Differentialgleichungen. Bei einer
gewohnlichen Differentialgleichung treten nur Ableitungen nach einer einzigen Variable
auf [z.B. (5.1)-(5.3)], wihrend bei partiellen Differentialgleichungen partielle Ableitungen
nach mehreren Variablen auftreten [z.B. (5.4)].

Eine Losung einer Differentialgleichung ist eine hinreichend oft differenzierbare Funktion,
die in einem gewissen Definitionsbereich die Gleichung erfiillt. Zum Beispiel ist die Funk-
tion y(z) = ae** bekanntlich eine Losung der Gleichung (5.1) fiir beliebiges a € R, und

k k
x(t) = a cos (\/ t) + b sin (U t) ist eine Losung von (5.3) fiir beliebige a,b € R.
m m

Im Falle der Gleichung (5.2) sind y(x) = £/« cosz und y(z) = ++/a sinz Losungen fiir
a > 0. Fir a = 0 gibt es nur die Losung y = 0, und fiir & < 0 gibt es gar keine Losung
y : R — R. Wir sehen, dass es manchmal unendlich viele Losungen gibt, manchmal ein
paar oder eine einzige und manchmal iiberhaupt keine.

Die Differentialgleichungen von physikalischem Interesse haben in der Regel unendlich
viele allgemeine Losungen [z.B. Gleichung (5.3)]. Die spezifische eindeutige Losung eines
gegebenen Problems wird durch zusatzliche Bedingungen festgelegt. Das sind die Anfangs-
bedingungen in einem zeitabhéngigen Problem (z.B. die Position und Geschwindigkeit
eines Teilchens am Zeitpunkt ¢ = ¢y bei der Newton-Gleichung) oder die Randbedin-
gungen bei Funktionen der Koordinaten (z.B. die Spannung zwischen den metallischen
Platten eines Kondensators bei der Berechnung des elektrostatischen Potentials ¢ in einem
ladungsfreien Gebiet, wo V2p = 0). Betrachten wir beispielsweise die allgemeine Losung

des Oszillators z(t) = a cos(wt) + b sin(wt) mit w = /k/m und geben wir die Anfangs-
bedingung x(0) = z¢ und #(0) = 0. Dann ist die Losung eindeutig z(t) = x¢ cos(wt).
Die Ordnung einer Differentialgleichung ist der Grad der héchsten Ableitung, die in der

Gleichung vorkommt. So sind die Gleichungen (5.1) und (5.2) erster Ordnung und die
Gleichungen (5.3) und (5.4) zweiter Ordnung.
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Die gewohnlichen Differentialgleichungen n-ter Ordnung lassen sich im Allgemeinen in
einer impliziten Form
F(z,y,y,...y"™)=0

oder, wenn sich die hochste Ableitung ™ auflosen lisst, in der expliziten Form

y™ = f(z,y,...y" )

darstellen. Explizite und implizite Formen findet man auch bei partiellen Differentialglei-
chungen. Die Gleichungen (5.1) und (5.4) sind explizit, wiahrend (5.2) und (5.3) implizit
sind.

Man unterscheidet auch zwischen linearen und nichtlinearen Differentialgleichungen. Tre-
ten die unbekannten Funktionen y(z) oder ¢(z1, x9, . . . x,) und ihre Ableitungen nur in der
9o O auf, so heifit die Gleichung linear.
Gxi 8a:j

In den anderen Féllen spricht man von nichtlinearen Differentialgleichungen. Beispiels-
weise sind die Gleichungen (5.1), (5.3) und (5.4), aber auch der erzwungene Oszillator
mI + kx = F(t) mit einer duleren Kraft F(t), lineare Gleichungen. Im Gegensatz dazu

ist Gleichung (5.2) nichtlinear. Lineare Gleichungen lassen sich in der Form

ersten Potenz ohne Produkte der Form y ' oder

L(z,y.y,...y") = L(y) = g(z) (5.5)
oder 5 5 5
@ ® K% AN
L (xl, T Py e, Gxn> =L(p) = g(z1,...2,) (5.6)

schreiben, wobei £ eine kompakte Schreibweise fiir den linearen Operator ist, der auf
die Funktion y = y(z) bzw. ¢ = ¢(z1,...2,) wirkt. Das bedeutet, dass fiir beliebige
hinreichend differenzierbare Funktionen y1,9 : R — R und ¢, : R* — R und fiir
beliebige Koeffizienten «, 3 € R folgende grundsétzliche Beziehungen gelten:

Loy + Bys) = aL(y) + B L(y2)

und

Lapr+ Bp2) = aL(p1) + BL(p2).

Die Terme g(x) in Gleichung (5.5) und g(xy,...x,) in Gleichung (5.6), bei denen weder
die Funktion noch ihre Ableitungen auftreten, werden Inhomogenitaten genannt.

Die Gleichungen, bei denen dieser Term ausfillt (¢ = 0), werden als homogene Diffe-
rentialgleichungen bezeichnet. In den anderen Féllen heifit die Gleichung inhomogen. Die
linearen Gleichungen (5.1) und (5.3) sind homogen, wihrend Gleichung (5.4) oder der
erzwungene Oszillator m # + kx = F(t) inhomogen sind.

Zu jeder inhomogenen linearen Differentialgleichung

L(y) = g(x) (5.7)

L(y) =0, (5.8)



die man dadurch erhélt, dass man den Term g(z), bei dem die Funktion und ihre Ableitun-
gen nicht auftreten, gleich null setzt (g(x) = 0). Diese einfachere homogene Gleichung (5.8)
spielt eine sehr wichtige Rolle bei der Losung der urspriinglichen inhomogenen Gleichung
(5.7). Naheres dazu werden wir in den kommenden Abschnitten besprechen.

Neben den Differentialgleichungen mit einer unbekannten Funktion y(x) finden Systeme
von gekoppelten Differentialgleichungen eine Reihe von physikalisch relevanten Anwendun-
gen. Diese konnen gewohnliche Differentialgleichungen wie bei der klassischen Bewegung
von Punktteilchen in R? oder partielle Differentialgleichungen wie bei der Beschreibung
von zeitabhingigen elektrischen und magnetischen Feldern E (z,y,2,t) und B (r,y,2,t)
sein (Newton- und Maxwell-Gleichungen).

Beispiele fiir Systeme von Differentialgleichungen sind die Newton’schen Gleichungen fiir
n geladene Teilchen im Vakuum

S (LN R

jF#i ’rl TJ’

oder fiir ein System von zwei gekoppelten Oszillatoren
my & = —ky 21 — k3(z) — 22)
mo jfg = —k’g Lo — kg(.ilﬁg — $1).

Dabei wurden z; und x5 beziiglich der Gleichgewichtspositionen xl und x2 der Feder k;

und ky gemessen. Die Gleichgewichtslange von k3 ist hier I3 = 2§ — 0.

5.2 Beispiele gewohnlicher Differentialgleichungen

5.2.1 Wachstum einer Population

Wir betrachten eine Population mit N(t) Individuen und interessieren uns fiir die Zeit-
abhéngigkeit von N (t). Die Anderung von N (t) kann in erster Naherung als proportional
zur Anzahl der Individuen betrachtet werden:

AN(t) = N(t + At) — N(t) = a N(t) At.

Der Koeffizient « ist die Vermehrungsrate (a > 0) oder Zerfallsrate (« < 0), die die Zahl
der Vermehrungen bzw. Zerfélle pro Mitglied der Population und pro Zeiteinheit angibt.
Im Allgemeinen héngt o von N und eventuell auch ¢ ab. Allerdings kann «, wenn die
Dichte der Population niedrig ist und es ausreichende Ressourcen gibt, als eine Konstante
angenommen werden.

Im Limes At — 0 erhalten wir die Gleichung

dN
2 aN
at
die die bekannte allgemeine Losung
N(t) = Ae*!



besitzt. Die Konstante A wird durch die Anfangsbedingung N (ty) = N, festgelegt. Die
eindeutige, der Anfangsbedingung angepasste Losung lautet

N(t) = Ny ext=t0),

Diese beschreibt ein exponentielles Wachstum fiir ¢ > 0 oder einen exponentiellen Zerfall,
wie beim radioaktiven Zerfall von Kernen, wenn « < 0 ist.

Die Annahme, dass die Wachstumsrate o > 0 unabhéngig von N(¢) ist, kann bei einem
endlichen System mit endlichen Ressourcen nicht beliebig lange gelten. Eine realistischere
Beschreibung ware es, anzunehmen, dass a mit zunehmendem N abnimmt und sogar
negativ wird, wenn N eine kritische Grofie N, iiberschreitet. Wir schreiben also o(N) =
ag(l — N/N.), und die Differentialgleichung lautet

AN N
A AR
dt O‘O( NC>

Diese Gleichung kann mit der Methode der Trennung von Variablen gelost werden:

dN
N = @ dt
(1-5) ¥
Ne
N AN’ t
/ =g [ dt' = gt —t).
No 1 — E N/ o
Ne
d N’
Das Integral auf der linken Seite hat die Form / (II) mit x = A < 1 und kann mit
—z)w .

1
der Substitution u = = (du = —dx/z?* u > 1) gelost werden:
x

/<1dxx)x/<1di>m2/wdltl)ln(ul)ln(igln(lxx).

T

Wir erhalten dann

Lo
—In =aqpt
1—2 1—.1'0 0

In

T Zo
= e
1—2x 1—xz

apt apt

=cec

(1 +ce®?) = ce™!

N(t) ce?

Die Losung x(t) = N(t)/N. zeigt das erwartete Séttigungsverhalten mit x(t) — 1 fiir
t — +o00.
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5.2.2  Entladung eines Kondensators

_dQ
=
Q
[h=-5
w_ 1 _ Qpe7e
i~ e T Q=G

5.2.3 Freier Fall

Die Newtonsche Gleichung
mZz(t) = —myg
lasst sich sofort integrieren:

2(t) = —gt+ v

1
z(t) = —igt2+v0t+zo.

Wenn wir den Luftwiderstand berticksichtigen wollen, fiihren wir eine Reibungskraft F =
—avU mit a > 0 ein, die proportional zur Geschwindigkeit angenommen wird:

(0%

£(t) = —g — (1)

Wenn wir die Substitution () = v(t) einfithren, erhalten wir die inhomogene lineare

Gleichung erster Ordnung
a
0(t) + p v(t) = —g. (5.9)

Eine spezielle Losung v, dieser Gleichung erhalten wir, indem wir einen zeitunabhéngigen
Ansatz machen. Die konstante Speziallosung lautet
a vy, mg

=—g9 < Up=-——
m «

Diese Speziallosung kann nur in ganz besonderen Fallen der Bewegung einer fallenden
Masse entsprechen. Trotzdem ist sie sehr hilfreich, um das allgemeine Problem zu l6sen,
aufgrund folgender Eigenschaft linearer Gleichungen:

Sind zwei Funktionen v;(t) und vy(t) Lésungen einer inhomogenen Differentialgleichung
L(v) = g, dann ist der Unterschied vy(t) — v1(t) eine Losung der assoziierten homogenen
Gleichung L(v) = 0.

Demzufolge lésst sich die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (5.9) als

v(t) = v, + ()

schreiben, wobei v, eine Speziallosung der inhomogenen Gleichung ist und v, (t) eine
allgemeine Losung der homogenen Gleichung
!

B(t) + —v(t) = 0
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ist. Die homogene Gleichung ist uns bekannt, und die allgemeine Losung lautet
Uh(t) =Ae m?
Damit ist die allgemeine Losung der Gleichung (5.9)

o(t) =~ | Aot
(0

Mit Hilfe der Anfangsbedingung v(0) = vy definieren wir die eindeutige Losung

v(t) = (vo + mg) et~ 19
« «

Die Speziallésung entspricht der Grenzgeschwindigkeit v(oo) = M3
«

Fir die Position erhalten wir

m m m o
z(t):Zo—Of]t-l-a(Uo—i-ag) (1—675t).

1
Im Limes ¢t — oo ist die Bewegung uniform, d.h., z(t) ~ 2z, + 5 (vo + mg) _ "9,
a a
fiir ¢ — oo, mit der Grenzgeschwindigkeit 2(oc0) = 9.
a

5.3 Lineare Differentialgleichungen: Superpositionsprinzip

Lineare gewohnliche und partielle Differentialgleichungen spielen eine sehr wichtige Rolle
in der Physik. Zum Beispiel die Schrodinger-Gleichung

P, o

der nichtrelativistischen Quantentheorie ist eine homogene lineare partielle Differential-

2 2 2
gleichung zweiter Ordnung (V2 = 0 + 0 0 fir die Wellenfunktion ¥ (x,y, z,t)

ox?  0y? + 8y2)

eines Elektrons im Potential v(7)

Die Maxwell-Gleichungen fiir elektrische und magnetische Felder E, B , D und H:

g R oD -~ . 0B I

V-D =A4m o, VxH:4ﬂj+E, VxE—i-a:O und V-B =0,
zusammen mit den Beziehungen D =¢eyE und B = Lo H im Vakuum bilden ein inho-
mogenes System partieller Differentialgleichungen erster Ordnung. Die Inhomogenitaten
o (7, t) und 7(7,t) sind die Quellen der elektrischen und magnetischen Felder, ndmlich die
Ladungsdichte o (7, t) und die Stromdichte 7(7, ).

Lineare Differentialgleichungen werden auch als eine erste nicht triviale Naherung zur
Beschreibung von Systemen gekoppelter Teilchen nah an ihrer Gleichgewichtsposition be-
nutzt. Damit konnen die Schwingungsmoden gekoppelter Oszillatoren berechnet werden,
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solange die Abweichungen von der Gleichgewichtsposition klein genug sind, so dass die
Kréfte proportional (d.h., linear) zu den Abweichungen sind. Zu dieser Kategorie gehoren
auch die Probleme des klassischen Elektromagnetismus, solange die Dielektrizitatskonstante
¢ und die magnetische Permeabilitat p in den Materialgleichungen D=cEund B = L H
unabhéngig von E und H sind. Ein wichtiges Beispiel dafiir ist die Berechnung der
Zeitabhangigkeit von Ladung und Strom in Stromkreisen, die aus Kondensatoren, Spulen
und Resistoren bestehen.

Die zentrale Eigenschaft linearer Differentialgleichungen ist das sogenannte Superpositions-
prinzip der homogenen linearen Gleichungen: Wenn ¢ und ¢, Losungen der Gleichung
ﬁ(gp) = 0 sind, dann sind alle Superpositionen dieser beiden Losungen, ¢; + @2 und im
Allgemeinen « @1 + 3 o fiir beliebige «a, 8 € C, auch eine Losung. Dies folgt sofort aus
der Linearitat von ﬁ, da

Lo+ Ba) = aL(p1) + B L(p2) = 0.

Insbesondere ist die Funktion ¢ = 0 immer eine Losung der homogenen Gleichung. Dies
bedeutet, dass die allgemeine Losung einer homogenen Gleichung sich als lineare Kombi-

nation .
Y = Z QP
i=1

von n unabhéngigen Losungen schreiben lasst. Die konstanten Koeffizienten «; € C
werden durch die Anfangs- oder Randbedingungen bestimmt. Eine homogene lineare
gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung hat im Allgemeinen n solche unabhén-
gigen Losungen ;. Jeder solche Satz von n unabhangigen Funktionen, mit dem man
eine beliebige Losung darstellen kann, wird als fundamentales oder vollstandiges System
bezeichnet.

Man sagt, dass n Funktionen oder Losungen linear unabhangig sind, wenn keine dieser
Funktionen sich als lineare Superposition der anderen n—1 schreiben lasst. Genauer gesagt
sind {1, @2, ... p,} linear unabhéngig (¢; : R — R V ¢), wenn

Zaigoi(x)zo Ve = o=0VYi=1,...n.

Lineare inhomogene Systeme ﬁ(gp) = ¢ haben folgende wichtige Eigenschaft: Die allge-
meine Losung einer inhomogenen linearen Gleichung hat die Form

=0+ aipl (5.10)
=1

wobei ¢, eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung ist (d.h., ﬁ(gop) = ¢) und
die ! (i = 1,...n) ein vollstindiger Satz von Losungen der homogenen Gleichung sind
(a; € C). Man kann sich schnell davon iiberzeugen. Einerseits ist ¢ aus Gleichung (5.10)
offensichtlich eine Losung:

£(o) = £lgy) +3° ai £(os) = £(gy) = g.

=1

Andererseits gilt fiir eine beliebige Losung ¢ der inhomogenen Gleichung

Lo —¢p) =L(p) = L{gy) =g—g=0.
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Das bedeutet, dass ¢ — ¢, eine Losung der homogenen Gleichung und damit in der Form
p—op=D_ iy
i=1

darstellbar ist.

Zusammenfassend, um eine inhomogene gewohnliche oder partielle lineare Differential-
gleichung zu losen, aber auch fiir Systeme gekoppelter linearer Differentialgleichungen,
brauchen wir einen vollstandigen Satz von Losungen der homogenen Gleichung und nur
eine Speziallosung der inhomogenen Gleichung zu bestimmen. Die allgemeine Losung
erhdlt man dann als Linearkombination (5.10).

Eine weitere wichtige Variante des Superpositionsprinzips ist folgende: Betrachten wir
eine lineare Gleichung mit einer Inhomogenitat g = g; + g2 und zwei Funktionen ¢; und
9, die Losungen der inhomogenen Gleichungen

A

L(p1) =g
und R

L(p2) = 9o
sind. Dann ist die Superposition

Y =@+ P2

eine Losung der Gleichung
L(p) = L(¢1) + L(p2) = g1 + 92 = g.

Dieses Prinzip wird sehr oft im Elektromagnetismus benutzt. Zum Beispiel ist das elek-
trostatische Feld, das bei einer beliebigen Uberlagerung von Punktladungen erzeugt wird,
gleich der Summe der elektrischen Felder, die von jeder einzelnen separaten Ladung
erzeugt werden. Ahnliches gilt bei der Response eines Stromkreises unter verschiedenen
auferen Spannungen oder Stromen.

An dieser Stelle sollte man auf die Rolle der Anfangs- oder Randbedingungen aufmerksam
machen. Gibt es keine Randbedingungen oder sind Randbedingungen von ¢, ¢ und ¢
erfiillt, dann gibt es nichts dazu zu sagen. Ein Beispiel dafiir ist die Poissongleichung
V¢? = —4m o mit der Randbedingung ¢(7) — 0 fiir r — oo. In anderen Fillen ist es so,
dass weder 1 noch ¢, die gewiinschte Randbedingung erfiillen, aber doch ¢ = ¢ + ¢s.
Die Losungsstrategie besteht manchmal darin, dass man g, und die daraus resultierende
9 so aussucht, dass ¢ = ¢ + @y die vorgegebene Randbedingung erfiillt. Dies ist z.B.
bei der Methode der Bildladungen in der Elektrostatik der Fall.

5.4 Elementare Losungsmethoden gewohnlicher Differentialgleichungen er-
ster Ordnung

Eine allgemeine Losungstheorie gewohnlicher Differentialgleichungen gibt es nicht. Fiir
einige Klassen von Differentialgleichungen sind Existenz- und Eindeutigkeitssatze bekannt,
aber nur in wenigen Fallen gibt es geschlossene Methoden zur analytischen Auffindung
der Losung. Trotzdem sind viele fiir die Physik grundsétzliche Differentialgleichungen
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analytisch 16sbar. Andere wichtige Gleichungen, wie z.B. die Schrodinger-Gleichung mit
vielen miteinander wechselwirkenden Elektronen und Ionen, konnen nur mit viel Miihe nu-
merisch naherungsweise gelost werden. Sie bleiben auf dem heutigen Stand der Forschung
offene Probleme.

In den folgenden Abschnitten werden einige elementare Methoden kurz besprochen, die
auf die manchmal iterative Suche von Stammfunktionen reduziert werden konnen. Wir
gehen davon aus, dass dieser elementare, allerdings oft nicht einfache Schritt ohne weiteres
durchgefiithrt werden kann.

5.4.1 Trennung der Variablen

Eine wichtige Klasse nichtlinearer Differentialgleichungen erster Ordnung bilden die Glei-
chungen der Form

y = f(x)gy), (5.11)

bei denen die Variablen x und y trennbar sind. Solange die Losung y(x) die Bedingung
g(y) # 0 erfiillt, konnen wir schreiben

1 dy .

@@—f()
oder y

y*a: x

R@_df()

Integration auf beiden Seiten ergibt

y(2) dy/ . £y /
}QO o —-jgodx Flah), (5.12)

wobei wir die Anfangsbedingung y(xz¢) = yo eingesetzt haben. Die Losung y(z) bestimmt
man aus dieser Gleichung. Zur Verifikation kann man Gleichung (5.12) nach z ableiten.
Nach Anwendung des Hauptsatzes und der Kettenregel bekommt man

was mit Gleichung (5.11) iibereinstimmt.

Beispiel:
Yy xQI
y =2yt = — =xdr = (—) =—
Y 2
Yo xo
-1
11\ 1., . F 1, 2]
= |———-)=z@" -2 = y=|——=(2"—x .
<3/0 y) 2< o) Yo 2< )

Zwei Spezialfille von Gleichungen der Form (5.11) sollten hier separat erwahnt werden.
Zunachst die bekannte Gleichung

y = [f(x). (5.13)



In diesem Fall ergibt die Methode der Trennung von Variablen

T

dy = f(x)dr = y=yo+ | f(z')dd,

Zo

was der bekannte Ausdruck fir die Stammfunktion ist. Interessanter ist der Fall

v =9(y), (5.14)

aus dem folgt

/
ﬁ:dx = x:mo—I—/y dy = z(y).
9(y) v g

Die Losung y(z) erhélt man durch Inversion des Ausdrucks = = z(y).

5.4.2  Substitution

Viele andere auf den ersten Blick nicht trennbare Gleichungen lassen sich in der Form
(5.11) durch eine passende Substitution von Variablen umschreiben. Zum Beispiel die
Gleichung

vy = flax+by+c) mit a, b, c Konstanten und b # 0. (5.15)

Wir betrachten die neue Variable
u=axr+by+ec,
die folgende Gleichung erfiillt:

W=a+by =a+bflaxr+by+c)=a+0bf(u),
welche die Form (5.14) hat. Die Losung der Gleichung (5.15) ist dann
y(@) = [u(z) —az — | /b,
Eine ahnliche Methode kann man bei Gleichungen der Form
y = fly/x) (5.16)

anwenden. Hier setzt man u = y/x fiir x # 0, welches die Gleichung

e | (e Bt

Z T T

erfiillt. Diese Gleichung hat die Form (5.11) und ist also trennbar.

Durch Substitution lasst sich auch die Gleichung

ar+by+c
y/:f< y

mit a, b, ¢, a, B und ~ konstant 5.17
o 5 und 4 (5.17)
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16sen. In diesem Fall fiihrt man zwei neue Variablen n = y — yo und £ = x — xy ein, wobei
(20, yo) die Losung des linearen Systems

ar+by+c=0
ar+LBy+v=0

ab
a ‘ 7£ 0
verlangt. Die Funktion 7(§) = y(€ + xo) — yo erfiillt dann eine Gleichung der Form (5.16).

ist. Wir gehen hier davon aus, dass diese Losung eindeutig ist, was die Bedingung

5.4.3 Bernoulli-Gleichung
Die Bernoulli-Gleichung lautet

Y +g(x)y+h(z)y* =0 (5.18)

mit a # 1. Wir teilen die Gleichung durch y® und erhalten

y Y +g(x) y" " + h(z) =0

1
(1-a)

"]+ g(@) g + () = 0

[0+ (1 - @) g(@) ) + h(z) = 0.

Das ist eine lineare Gleichung erster Ordnung fiir u = 4=, die man mit den Methoden
des Abschnitts 5.7 16sen kann.

5.4.4 Riccati-Gleichung

Die Riccati-Gleichung
Yy +g(x)y + h(z)y* = k(z) (5.19)

ist eine inhomogene nichtlineare Differentialgleichung. Thre allgemeine Losung lasst sich
in der Form

y=u-+yp

auffinden, wobei y, eine spezielle Losung von (5.19) und u die Losung einer homogenen
Bernoulli-Gleichung mit o = 2 ist. Setzt man y und y, in die Gleichung (5.19) ein und
subtrahiert sie, erhédlt man

'+ g(o)u + hio) (5 — ) = 0.
Schreibt man y* — y> = (y + 4p) (¥ — yp) = (u+ 2y,) u, fithrt dies zu
u'+g(@)u+h(z) (u+2y,)u=0

'+ [g(z) + 2y ()] u + h(z) u® = 0.

Dies hat die Form einer Bernoulli-Gleichung (5.18) mit a = 2.

131



5.4.5 D’Alembert-Gleichung

Die Gleichung lautet
y=azf@y)+9) (5.20)

Da die Abhéangigkeit als Funktion von 3’ beliebig ist, lohnt es sich, den Variablenwechsel
u=1y(z)

einzufithren. Solange y”(x) # 0 ist, konnen wir diese Beziehung nach z auflésen und
x = z(u) schreiben. Dann ist auch y = y(z) = y(x(u)) eine Funktion der neuen Variable
u. Wir suchen nach der Gleichung, die z(u) erfiillen muss, damit y = y(z(u)) Gleichung
(5.20) erfiillt. Dazu leiten wir (5.20) nach v ab und erhalten

W= % ) o () + g/ (w),
. df , dg . . . .
wobei f'(u) = Tu und ¢'(u) = T st. Andererseits wissen wir, dass y = y(z(u)) und
daher
dy dy dz dx dx

— / - = _
du  dr du AR du  du
Gleichsetzen beider Ausdriicke fiir Tu ergibt

u

d d
won = == f(u)+a f (u) + ¢/ (u)

dx

“E () = w) 2 () + o () = 0.

Dies ist eine lineare Differentialgleichung fir x = z(u), die man mit Standardmetho-
den 16sen kann (siche Abschnitt 5.7). Ist + = x(u) bekannt, muss man die Abbildung
invertieren, um v = w(z) und damit y = x f(u(z)) + g(u(x)) zu erhalten.

5.5 Exakte Differentialgleichungen

5.6 Integrierender Faktor

5.7 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung
5.8 Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung

5.8.1 Struktur der allgemeinen Losung
5.8.2  Konstante Koeffizienten: Exponentialansatz

5.9 Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung

5.10 Differentialgleichungen hoherer Ordnung
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