Mechanische Spannung und Elastizitat

Wirken unterschiedliche Krafte auf einen ausgedehnten Kdrper an
unterschiedlichen Orten, dann erfahrt der Kérper eine mechanische
Spannung. B

Fl FZ

< >

Wir definieren die mechanische Spannung c in einer Dimension, so dass

F=cA

mit der orientierten Querschnittsflache A . Die Oberflache eines Korpers
wird immer nach auRRen orientiert. F ist hier die Oberflachenkraft, die von
einem anderen Korper ausgent.

Steht der Kdrper unter Zugspannung ist ¢ positiv,
Steht der Korper unter Druckspannung ist ¢ negativ.

Die Einheit der Spannung ist N/m?
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Druckspannung:

—_ —_—

F F,

Die Krafte greifen jeweils an den Oberflachen an. Ist ¢ negativ, zeigen die
Krafte ins Innere des Korpers, wahrend die Oberflache immer nach aul3en
orientiert ist.

Mechanische Spannunq dreidimensional:

Unabhangig von der Spannung in x-Richtung kann ein Korper unter
Spannung in y und z-Richtung stehen:

l

4
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Die Spannungen kdnnen in jeder Richtung unterschiedlich sein. Man
bendtigt daher zur Beschreibung eine Matrix:

T,

Il

O O
7

q

o, 0
0 o,
0 0

Neben den sogenannten Normalspannungen (Zug- und Druckspannung)
gibt es Scherspannungen

Sie ergeben sich durch Oberflachenkrafte, die von anderen Koérpern

ausgehen und tangential an den Flachen angreifen.
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Alle moglichen Scherspannungen kénnen in der Matrix zusammengefasst
werden. Man spricht von dem Spannungstensor :

Oy z-xy (3%

Tl
I

T, O, Ty, A

T sz o,
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Unter der Voraussetzung, dass die angreifenden Krafte nicht zu einer
Drehbeschleunigung (vgl. Kapitel Rotation) des Kdorpers flihren, ist der
Spannungstensor symmetrisch.

Ty = T Txy = z-yx z-yz = sz

Dies ist insbesondere in der Statik der Fall.

Der Spannungszustand eines Kdrpers wird dann durch 6 unabhangige
Werte beschrieben.

Oy z-xy Ty
F=|z, o, 7,]|A
_sz z-yz O-z_

Im allgemeinen Fall sind die Spannungen ortsabhangig. Dann muss fur
jeden Raumpunkt ein Spannungstensor angegeben werden, um den
Spannungszustand des Korpers zu beschreiben.
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Krafte, Spannungen und der menschliche Korper

Erzeugunaq:

Muskeln kdnnen aktiv eine mechanische Zugspannung im Muskel
erzeugen. An der Oberflache, d.h. an den Enden des Muskels tbt der
Muskel dadurch Krafte auf andere Korper aus.

— Krafte des Muskels auf die Wirfel
)

[ p— .. .
4—--_| -% ﬁ Krafte der Wurfel auf den Muskel

Durch die Kombination von Muskeln und Knochen kénnen auch Druck- und
Scherspannungen in Korperteilen erzeugt werden. Der Spannungszustand
(Spannungstensor) ist dabei im Korper ortsabhangig.
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Sinneswahrnehmung:

Der menschliche Kdrper hat einen Sinn fir mechanische Spannung im
eigenen Korper. Man fuhlt Spannungen und nicht Kréafte!

Beispiel 1: Im freien Fall wirkt eine Gesamtkraft auf den Koérper, aber er ist
spannungsfrei, da die Gravitationskraft auf jedes Massenelement gleich
wirkt. In der Schwerelosigkeit flihlt man die Gravitation nicht, da keine
Spannung im Korper vorhanden ist.

Beispiel 2: Man steht auf dem Boden. Es wirkt die Gewichtskraft auf jedes
Massenelement und eine Kraft vom Boden auf die Ful3sohlen. Die
Gesamtkraft auf den Korper ist null. Im Kaorper ist eine Druckspannung, die
In den Beinen besonders grol3 ist. Diese Druckspannung fuhlt man.

Wenn Oberflachenkrafte wirken, resultieren immer Spannungen im Korper.

Wirken nur homogene Volumenkrafte resultiert keine Spannung im Koérper
(Schwerelosigkeit).

Sind die Volumenkrafte ortsabhangig, dann resultieren Spannungen im
Korper (Gezeitenkrafte, rotierende Korper, etc.)
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Elastische Verformungen eindimensional

Elastische Korper verformen sich unter Spannung. Die Dehnung ¢ ist
proportional zur Spannung

O = E E Hookesches Gesetz eindimensional

mit dem Elastizitatsmodul E. Je gré3er das Elastizitatsmodul, umso geringer
die Dehnung bei vorgegebener Spannung. Die Einheit von E ist N/m?

Die Dehnung ist eine relative Langenanderung

AL
L

&

ohne Einheit.

137



Querkontraktion
Bei elastischen Koérpern tritt eine Verformung senkrecht zur Spannung auf.

Bei Dehnung wird ein Stab dinner

Ad AL

_— ==Y —

d L d L
d

Mit der Poissonzahl v (=Querkontraktionszahl).

Die Poissonzahl hat in der Regel Werte zwischen O und 0,5.

Zeigt die x-Achse entlang des Stabes, dann kann man schreiben

&y =-VE, und E,=—VE,

Die Querkontraktion fuhrt im Allgemeinen nicht zu einer Erhaltung des
Volumens sondern es qilt:
AV

—=¢c. (1-2v
Y " )
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Elastische Verformungen dreidimensional

Durch die Querkontraktion ergibt sich eine komplizierte Kopplung zwischen
den Dehnungen in x-, y- und z-Richtung.

Neben den Dehnungen treten Scherungen auf. Der Dehnungszustand des
Korpers wird ebenso wie die Spannung durch einen Tensor beschrieben

gXX

M
I

gxy

E

Xz

Ey

gyy

Eyz

gXZ

Eyz

gZZ

In dem s.g. Verzerrungstensor sind g,, , ¢,, und ¢,, Dehnungen und die
anderen Komponenten Scherungen.

Das Hooksche Gesetz verbindet den Spannungstensor mit dem
Verzerrungstensor durch einen Tensor vierter Stufe:

Eij = Z Cijkl Oy Verallgemeinertes Hookesches Gesetz dreidimensional
k.l
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Die Doppelsumme lauft dabei jeweils Uber die drei Koordinaten x, y und z.

Der Elastizitatstensor Cijk| hat 81 Komponenten. In einer statischen
Situation sind davon 21 Komponenten unabhangig. Diese 21 Werte
charakterisieren die elastischen Eigenschaften eines homogenen,
anisotropen Materials im allgemeinsten Fall (z.B. Kohlefaser)

Bei isotropen Materialien reduziert sich die Zahl der unabhangigen
Parameter auf 2 (Elastizitatsmodul und Poissonzahl) aus denen die
Elemente des Tensors berechnet werden.

1+v 1%
— C. =—__
ijij E likk E

Die Ubrigen Komponenten des Tensors sind null.

Einen Eindruck von der Komplexitat der Elastizitatstheorie gewinnt man aus
Blchern zur ,Technischen Mechanik®.

Vgl. u.A auch: Rudolph Stark, Festigkeitslehre, Springer-Verlag (online verfiigbar)
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Verzerrungsenergie

Die Verzerrungsenergie eines deformierten Korpers ist gegeben durch

IGIJE dVv

I,J Volumen

Man erkennt, dass in allen Arten der Verformung (Dehnung und Scherung)
Energie gespeichert ist.

Im Falle eines dlinnen Stabes ergibt sich, unter Vernachlassigung der
Querkontraktion fur die Verzerrungsenergie:

1 o’

w =1 [oeav =2 gy =1 [Egldv

Volumen Volumen Volumen

Im einfachsten Fall bei gleichmalRiger Spannung tber das ganze Volumen V
ergibt sich

2
W =%y = Lggy
2E 2
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Uberschreiten der Elastizitatsgrenze

Ab einer bestimmten Spannung wird die Deformation eines Materials nicht
mehr gut durch einen linearen Zusammenhang beschrieben.

Bei weiter zunehmenden Kraften auf das Material tritt irreversible
Verformung ein. Man spricht von der s.g. Fliel3grenze.

Einschnirungsbeginn

F:ijiq? ’—\
I‘ / Bruch

/ Elastizitatsbereich

/

b

€ [%]
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