Kraftfelder

Die Kraft auf eine Masse kann an verschiedenen Orten unterschiedlich sein.
Zur vollstandigen Angabe muss fur jeden Ort  f = (X,V,2) der Kraftvektor
F=(F, F,,F,) angegebenwerden. — Kraftfeld

Grafische Darstellung

Schreibweise;

F(F)=(F(xY,2), F,(x,y,2), F,(x,y,2)) |

>

A 4

A 4

Mit dem Aktionsprinzip kann man die Beschleunigung einer Masse

—

am Ort ¢ in einem Kraftfeld |3(F) direkt berechnen.
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Man unterscheidet bei der Interpretation von Wechselwirkungen zwischen
Nahwirkung und Fernwirkung.

Bei der Nahwirkung erzeugt eine Masse ein Gravitationsfeld. Die andere
Masse wechselwirkt mit dem Feld an dem Ort an dem sie sich befindet

Bei der Fernwirkung wechselwirken die Massen direkt, ohne vermittelndes
Feld Uber grof3e Entfernung.

Felder kbnnen sich als Wellen von ihren Erzeugern losen (Beispiel
elektromagnetische Wellen) und tber grol3e Entfernungen und Zeiten
Energie und Impuls transportieren. Mit Feldern und Nahwirkung kénnen
diese Phdnomene sehr tberzeugend beschrieben werden.

Ein statisches Feld erfillt den gesamten Raum und tragt Energie
(Energiedichte).
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Gravitationsfeld

Es wird die Kraft auf eine kleine Masse m
In der Nahe der Masse M gemessen.

Die Richtung der Kraft zeigt auf die
Masse M d.h. in Richtung von —f

Der Betrag der Kraft ist

-M
FG:7/ mrz —
Also
- m-Mr
F ——
oder
= m.|\/|.
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Kraftfelder kdnnen zusatzlich auch von der Zeit abhangen.

F(F,1)
dies ist der Fall, wenn sich die felderzeugenden Massen gegeneinander
bewegen.

In manchen Féallen hangen die Krafte auf einen Kdrper nicht nur von

seiner Position im Kraftfeld ab, sondern z.B. auch von seiner
Geschwindigkeit (Ladungen im Magnetfeld - Lorenzkraft). Das Konzept des
Feldes funktioniert dennoch. Die Eigenschaften des Kdrpers und des Feldes
mussen sorgfaltig voneinander getrennt im Modell bertcksichtigt werden.

Krafte aufgrund von Bertihrungen von Koérpern lassen sich nicht durch
Felder beschreiben, sondern durch die unmittelbare Wechselwirkung der
Korper miteinander.
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Ort, Masse, Geschwindigkeit sind Eigenschaften von Kdorpern.

Das Feld hangt von Eigenschaften des felderzeugenden Kdrpers ab. Es darf
aber nicht von Eigenschaften des Koérpers abhangen, der eine Kraft im Feld
erfahrt. Wir fhren daher eine Feldstarke ein, die unabhangig von der
Masse m des Probekorpers ist und erhalten das Gravitationsfeld

. F()

g(F)=——

m

Aus Feldstarke und Eigenschaften des Probekoérpers berechnet sich die
Kraft auf den Probekdrper

F(F)=m-g(r)
Wegen der Gleichheit , Trage Masse = schwere Masse“ ist die Feldstarke
des Gravitationsfeldes eine Beschleunigung (= Schwerebeschleunigung).

m-a=m-g(r)
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Beispiele:

Feld einer Punktmasse
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Feld von zwei gleichgrof3en Punktmassen
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Ausschnitt mit Zerlegung der Krafte (Feldstarke) in inre Komponenten
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Feld von zwei Punktmassen m,/m,
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Feld von drei gleichgrof3en Punktmassen
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Zur graphischen Darstellung von Feldern: Feldlinien

Jede Feldlinie beginnt im Unendlichen und endet an einer Masse

Die Richtung der Feldlinie stimmt an jedem Punkt mit der Richtung der
Kraft auf eine Probemasse Uberein.

Die Dichte der Feldlinien pro Flacheneinheit (bei senkrechtem Durchstol3en)

ISt proportional zur zum Betrag der Kraft. (In Abb. nicht richtig dargestellt)
69



Bewegung einer Masse in einem Kraftfeld

Newton‘s Aktionsprinzip lautet in diesem Fall

F(F)=m-a

Die Beschleunigung hangt vom Ort ab, an dem sich die Masse befindet.

Newton‘s Aktionsprinzip liefert eine Anleitung, um die Bewegung
der Masse durch das Kraftfeld zu berechnen:

Ausgehend vom Startpunkt 1, mit Startgeschwindigkeit V,

wird in jedem Moment folgendes berechnet:

« aus der Kraft die Beschleunigung = Anderung der Geschwindigkeit
« daraus die neue Geschwindigkeit = Anderung des Ortsvektors

« daraus der neue Ort
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Aus dem Aktionsprinzip erhalt man eine Differentialgleichung,

die Beweqgungsqgleichung.

2
Schreibt man die Beschleunigung als  F(t) = (;j? r(t)

und F_r) = §(T)
m

erhalt man

d2
—F(t)=g(f
i (t)=g(r)
Diese Differentialgleichung hat als Lésung Funktionen r(t).

LAsung sind alle moglichen Bewegungen (Bahnkurven) im Gravitationsfeld,
d.h. alle zulassigen Funktionen F(t).

Erst die Angabe von Anfangsbedingungen flr Ort und Geschwindigkeit
beschrankt die LOsung auf eine bestimmte Bewegung.
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Beschreibung und Vorhersage der Bewegungen von Massen.

Beschreibung des Experimentes mittels eines Modells.

o Zusammenstellen aller Krafte die auf bewegliche Massen wirken.

Aufstellen der Bewegungsgleichung.

LOsen der Bewegungsgleichung.

Feststellen der Anfangsbedingungen.

Berechnung der Bahnkurven zu diesen Anfangsbedingungen.

Vergleich mit dem Experiment.

ggf. Falsifizieren des Modells.
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Die Bewegungsgleichung d.h. die Differentialgleichung kann numerisch
oder in bestimmten Fallen analytisch gel6st werden.

Einfache numerische L6sung:

Ausgehend vom Startpunkt F; mit Startgeschwindigkeit V,

wird in jedem Moment folgendes berechnet:

» aus der Feldstarke die Beschleunigung = Anderung der Geschwindigkeit
« daraus die neue Geschwindigkeit = Anderung des Ortsvektors

e daraus der neue Ort

2 d_..
Fr(t)—g(f) - Ev(t)_g(r)

d_.. -
Er(t)_v(t)

— — —>

Fr(t+At)=r+v-At d.h. r., =r,+V, At

V(t+At) =V +4d-At d.h. V., =V, +a- At
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Die Beschleunigung berechnet sich aus der Feldstarke, also:

V(t+A) =V+G(F)-At  dh V=V, +§(F,) At

Komponentenweise ergibt sich: Anfangsbedingung:
X(t+ At) = x(t) + v, (t) - At X(0) = X,

y(t+At) = y(t) +v, (1) - At y(0) =Y,

z(t+ At) = z(t) + v, (t) - At 2(0) = z,

vV (t+At) =V, (1) +g, (X Y,2)-At v, (0) = vy,

v, (t+At) =v, (1) +9,(X Y,2)-At v,(0) =v,,
V,(t+At) =V, (t)+ 9, (X, Y,2)-At v,(0) =V,




Beispiel: Bewegung der Erde um die Sonne (Sonne selbst sei ortsfest)

§(F) =7 ——
Komponentenweise ergibt sich:

X(t+ At) = x(t) + v, (t) - At
y(t+At) = y(t) +v, (t)- At

Z(t+ At) = z(t) + v, (1) - At

V. (T+At) =V (1) — - At
I e P
m y
vV (t+At) =V (1) — S . At
y( ) y() yx2+y2+22\/x2+y2+22
7
V,(t+ AL =V, () — y—s At

2 2
G A A .



Umsetzung auf dem Computer:

Berechnung der Bahnkurve der Erde um die Sonne.

mg = 5.98 1024 kg

mg = 1.99 1030 kg

y = 6.67 1011 N m?/ kg?

At = 1000 s ( ca. 15 min, ist klein gegen einen Umlauf = ein Jahr)

Abstand Erde-Sonne: min: 147.110°m max: 152.1 10° m
Grol3e Halbachse der Ellipse: a=149.610°m
Bahngeschwindigkeit: max: 30289 m/s  min: 29293 m/s

Anfangsbedingungen sind z.B.
Xo=152.110°m

Yo=0.0m

Z,=0.0m

V,o = 0.0 m/s

Vyo = 29293 m/s

V,, = 0.0 m/s
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Berechnung der Bahnkurve auf dem Computer

Wahl verschiedener Anfangsbedingungen.

X = 152.1 109 m
X,= 152.1 109 m
X, = 152.1 109 m
X, = 250.0 109 m
X, = 150.0 10° m

Yo=0m
Yo=0m
Yo=0m
Yo=0m
Yo=0m

V,o=0
V,o=0
V,o=0
V,o=0
V,o = -20000

Vyo = 29293 m/s
Vyo = 20000 m/s
Vyo = 15000 m/s
Vyo = 15000 m/s
Vyo = 20000 m/s
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Vergleich von Newtons Modell (Axiome und Gravitationsgesetzt) mit

Keplers Modell fiir das Sonnensystem.

1. Die Bahnkurven sind Ellipsen in deren einem Brennpunkt die Sonne
stent.

2. Flachensatz (wird hier nicht Gberpriift)

3. Die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Planeten verhalten sich
wie die dritten Potenzen der grol3en Halbachsen ihrer Bahnen.

Tl2 a‘f T12 T22
$7=.3 T 3= g =const
2 2 1 2

T® (365.24 Tage)?
2 (149.6 Gm)®

=0.039844 Tage’ /Gm®
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Vergleich ftr verschiedene Bahnkurven:

Xo=152.110°m y,=0m  v,,=0 Vo = 29293 m/s
T2/ a3 =(365.24 Tage)?/ (149.6 Gm)3 = 0.039844 Tage?/ Gm3

Xo=152.110m y,=0m  v,;=0 Vyo = 20000 m/s
T2/ a3 =(195.61 Tage)?/ (98.66 Gm)3 = 0.039844 Tage?/ Gm?3

Xo=152.110m y,=0m  v,;=0 Vyo = 15000 m/s
T2/ a3 =(162.84 Tage)?/ (87.30 Gm)3 = 0.039854 Tage?/ Gm?3

Xo=250.010°m y,=0m v,=0 Vyo = 15000 m/s
T2/ a3 =(398.72 Tage)?/ (158.61 Gm)3 = 0.039842 Tage?/ Gm?3

Beide Modelle stimmen im Rahmen der numerischen Lésung auf 104

miteinander Uberein.
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Leichte Modifikation des Gravitationsgesetzes:
(Variation des Exponenten)

= me-mg
F(r)=-7 (201
Beispiele:
Xo=15010°m y,=0m Voo =0 Vo = 15000 m/s

Exponent = 2.01

Xo=15010°m y,=0m Voo =0 Vo = 15000 m/s
Exponent = 1.98

Die Bahnkurven sind keine Ellipsen mehr, sondern Rosettenbahnen.

Tatsachlich ist die Bahn des Merkur eine Rosettenbahn aufgrund von
Effekten der Allgemeinen Relativitatstheorie und der Kréafte durch andere
Planeten.
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Grenzen Newtons Modells zur Beschreibung der Bewegung von Massen

Nano-Kosmos

Bewegt sich eine kleine Masse auf einer ,Keplerbahn“ mit Radius im
nm Bereich, dann stimmt das Modell nicht mehr mit Experimenten tberein.

1.
Die Anfangsbedingungen der Bewegung sind nicht prazise bestimmbar
Sie sind nur mit einer Unscharfe: x = x, + AX und v =v, £ Av messbar.
Es gilt:

i 1.054107" kgm?/s

AX-AV 2 — =
m m kg

Diese Unscharfe gibt die Natur vor, sie kann mit keinem noch so genauen
Experiment tUberwunden werden.

Der vermutliche Aufenthaltsort eines Teilchens durch eine
Wahrscheinlichkeitsfunktion (Wellenfunktion) beschrieben.
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aus: S. Brandt & H.D. Dahmen,
The Picture Book of Quantum
Mechanics, Springer Verlag
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Teilchen innerhalb dieser Unschéarfe haben unterschiedliche Umlaufzeiten.
Ein anfangliche lokal begrenzte Verteilung verbreitert sich im Laufe der Zeit.

Nach mehreren Umlaufen ist die Verteilung Uber die ganze Bahn verschmiert.
Man weil3 nicht mehr wo ,auf der Bahn* das Teilchen ist.

2.
Zusatzlich haben die ,Teilchen“ eine Wellennatur und Uberlagerungen
fihren zu Interferenzen wie man sie vom Licht her kennt.

Uberlagert sich das Teilchen mit sich selbst, d.h. sein n-ter Umlauf mit
seinem (n+1)-ten Umlauf, dann beobachtet man eine Wellenstruktur
In der Aufenthaltswahrscheinlichkeit.

Dies alles wird in der Quantenmechanik mathematisch formuliert.
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aus: S. Brandt & H.D. Dahmen,
The Picture Book of Quantum
Mechanics, Springer Verlag
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Richtige Behandlung der Gegenkraft:

Auf die Sonne wirkt die gleiche Kraft wie auf die Erde, aber
In entgegengesetzter Richtung. Auch die Sonne wird beschleunigt.

Behandlung der Sonne als frei bewegliche Masse durch zuséatzliche
Bewegungsgleichungen.

Die Erde beweqgt sich im Gravitationsfeld der Sonne, die Sonne bewegt sich
Im Gravitationsfeld der Erde.

d* m. .-

— )=y ———
dt* - [ A
d? m r.—T
_f-’ t) = — E S E
dtz S() y‘rS—FE‘Z ‘I_;S__>E
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Beispiele auf dem Computer:

Original Massenverhaltnis
Masse Sonne = 2 103° kg
Erde:

Sonne: X,=0m

Massenverhaltnis 10:1
Masse Sonne = 2 103° kg
Erde: x,=15010°m

Sonne: X,=0m

Massenverhaltnis 1:1
Masse Sonne = 2 103° kg
Erde: x,=15010°m

Sonne: X,=0m

Xo=15010°m y,=
Yo=

Yo=
Yo=

Yo=
Yo=

Masse Erde = 6 10%* kg
Vyo = 30000 m/s

Vyo =0 mis

Om V,o =0

Om V,o =0

Masse Erde = 2 10%° kg
Vyo = 30000 m/s

Vyo =0 mis

Om V,o =0

Om V,o =0

Masse Erde = 2 1030 kg
Vyo = 30000 m/s

Vyo =0 mis

Om V,o =0

Om V,o =0
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Bewegung um gemeinsamen Schwerpunkt:

Massenverhaltnis 10:1

Masse Sonne =2 1030 kg Masse Erde = 2 10%° kg
Erde: x,=15010°m y,=0m Vo =0 Vyo = 30000 m/s
Sonne: X,=0m Yo=0m V,o =0 Vyo = -3000 m/s

Massenverhaltnis 1:1

Masse Sonne =2 1030 kg Masse Erde = 2 1030 kg

Erde: x,=15010°m y,=0m Vo =0 Vyo = 15000 m/s
Sonne: X,=0m Yo=0m V,o =0 Vyo = -15000 m/s
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Analytische Behandlung von kreisféormigen Planetenbahnen:

Wichtige Methode beim Losen von Differentialgleichungen ist das
Jintelligente raten“ der richtigen Funktion und anschlie3end
Berechnung der Parameter .

Betrachtung des Spezialfalls kreisformige Bahnkurve

F(t) = (X, y) = (r cos p(t), r sin o(t)) y

Bewegung auf Kreis ist gleichformig
(Keplers Flachensatz) Winkel nimmt
gleichmaliig zu.

o(t) =ot @ = const.

also

r(t)=(rcos(mt), rsin(mt))
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Ableiten von r(t) =(r cos(wt), rsin (wt)) nach der Zeit:
V(t)=F(t) = (~@rsin(ot), o rcos(mt))

a(t) =V (t) = (~w’r cos(wt),—w?rsin(wt))

nach ausklammern von -« ergibt sich:
a(t) =—° F(t)

Die Beschleunigung zeigt immer auf
das Zentrum des Kreises.

Sie heildt Zentripetalbeschleuniqung

a=—wr

Bewegungen auf einer Kreisbahn sind
Immer beschleunigte Bewegungen.

Beschleunigung steht senkrecht zu v,

sie andert nicht den Betrag von v, sondern nur die Richtung.
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Die Zentripetalbeschleunigung muss durch eine Kraft verursacht werden
(Newton‘s Aktionsprinzip).

ma = F(F)
mit m, ortsfest im Zentrum und m,, auf der Kreisbahn ergibt sich:
. mm, r
—m2w2r=—7 122_
I I
m,m
= mye’=y—1-2
r
2 _ My m
- @ =Y - W= Y 3
I I

Ein Umlaufd.h. @ =27 wird nach der Zeit 27 =@ -T erreicht.

2
-

W nennt man Winkelgeschwindigkeit.
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Aus

2 I“l
O =y—
r

liest man das 3. Keplersche Gesetz ab (es folgt aus Newtons Modell bei

ortsfester Sonne und einem Planeten):

2—”2— m — r_:»,_ my = const
T )7 T2 7 4 |

Y

Fur den Betrag der Bahngeschwindigkeit ‘\7‘ gilt:

V| = V2 +V2 = @ -yfsin?(wt) + cos* (wt)

—~—

also =1
V=w/Tl

Analytische Behandlung von Ellipsen schwieriger
Analytische Behandlung einer Rosettenbahn sehr schwierig

87



	Foliennummer 1
	Foliennummer 2
	Foliennummer 3
	Foliennummer 4
	Foliennummer 5
	Foliennummer 6
	Foliennummer 7
	Foliennummer 8
	Foliennummer 9
	Foliennummer 10
	Foliennummer 11
	Foliennummer 12
	Foliennummer 13
	Foliennummer 14
	Foliennummer 15
	Foliennummer 16
	Foliennummer 17
	Foliennummer 18
	Foliennummer 19
	Foliennummer 20
	Foliennummer 21
	Foliennummer 22
	Foliennummer 23
	Foliennummer 24
	Foliennummer 25
	Foliennummer 26
	Foliennummer 27
	Foliennummer 28
	Foliennummer 29
	Foliennummer 30
	Foliennummer 31
	Foliennummer 32
	Foliennummer 33

