Stromende FlUussigkeiten

Man zerlegt die Flissigkeit in kleine Volumenelemente AV.

Die Bewegung der Massen Am = p AV wird durch die Krafte auf das
Volumenelement bestimmt und mit dem Aktionsprinzip berechnet.

Gewichtskraft: Ifg =pgav

Krafte durch Druckunterschiede: F = —gradp dV

Flzpldydz p Fzz_pzdydz
dx
X
F=F+F =—(p,—-p,)dydz :—@dxdydz :—6—pdV

OX OX
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Bereiche hoherer Dichte werden nach unten beschleunigt.

Besteht ein Druckunterschied zwischen links und rechts wird das
Volumenelement seitwarts beschleunigt (oben/unten, vorn/hinten ebenso).

Zusatzlich wirken Reibungskrafte zwischen Volumenelementen mit
unterschiedlichen Geschwindigkeiten.

Gesamtkraft auf das Volumenelement die beschleunigt:

F=F+F +K

Beschreibung der Flussigkeits-Bewegung durch Angabe der Geschwindigkeit
u(r,t)=1u(x,y,zt)
an jedem Ort zu jeder Zeit (Stromungsfeld). /4/4 f u(r,t)

- - 4
Hangt U(F,t)=U(F) nicht explizit von der Zeit \ 7

ab, spricht man von einer stationaren Strémung. 053




Beschleuniqgung eines Volumenelementes:

1. in stationdrer Stromung:

Das Volumenelement gelangt in der Zeit At von T nach I + UAt
dort hat es ggf. eine andere Geschwindigkeit. — Beschleunigung
Beispiel Beschleunigung in x-Richtung bei Verschiebung in x-Richtung:

dux__ﬁuXu —

» OX

Beispiel Beschleunigung in x-Richtung bei Verschiebung in y-Richtung:

—>
du, ou —
X — X u ’»
d oy ’ oy 4 >
—

Alle moglichen Verschiebungen zusammen ergeben:

du ou ou ou
~=—"U +—U, +—>U

d¢t ox ~ oy ' oz °
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2. In zeitabhangiger Stromung:

Zusatzlich kann das Stromungsfeld noch explizit von der Zeit abhangen.
Allgemein gilt fir die Beschleunigung in x-Richtung:

du, ou, o0u, ou, ou,
= +—u +—*u, +—>u,
dt ot ox oy ' oz

Mit der Abklrzung (Nabla)

626’6’6
ox oy oz

ergibt sich
di ou . -..
_9 +(U-V)u
dt ot

Des Volumenelement wird bescheunigt, wenn die Geschwindigkeit am
selben Ort zunimmt oder wenn es in einen Bereich hoherer Geschwindigkeit

verschoben wird.
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Bewequngsgleichung fir Flissigkeit ohne Relbung:

(Euler-Gleichung)
Aktionsprinzip

di = =
pdvV—-=F,+F,
B
Beschleunigung und Krafte einsetzen: L. Euler, 1755
ol ,. =.._ _
pdV(EJr(u -V)uj = pdV g—gradp dv
liefert:
ou ,. =.. _ 1
—+(U-V)U = g——gradp Euler-Gleichung
ot yo,
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Um die Flussigkeit vollstandig zu beschreiben muss man fiir jeden Punkt
Geschwindigkeit und Dichte bzw. Druck angeben.

U(F, t) Stromungsfeld = Vektorfeld

,O(F, t) Dichteverteilung = skalares Feld

Zur Berechnung der zeitlichen Entwicklung der Stromung muss auch
eine Dgl. fur die Dichte aufgestellt werden: Kontinuitatsgleichung

Zufluss/Abfluss-Bilanz fur Volumenelement:;

Zufluss

] Abfluss
m, dm
= pu,dydz 2=—pu', dydz
gt P N T y
dx
> X
am _ dm, + dm, :—,o(u'x—ux)dydz:—,oaux dxdydz :_pau

dt dt dt OX OX

o\Y,
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Berticksichtigung der anderen Seiten liefert:

8
dm _p ou, uy ou, Y
dt OX ay 82

dm
dadurch &andert sich die Dichte in dem Volumenelement: £ = ——

dv
dp [ ou, 5Uy ou,
8x oy az

Die Klammer bezeichnet man als Divergenz

= Quellstarke eines Vektorfeldes

d_p =—pdivd Kontinuitatsgleichung

dt

Dichte im Volumenelement nimmt zu, wenn mehr zufliel3t als abflielt.
Dichte im Volumenelement nimmt ab, wenn mehr abfliel3t als zufliel3t.
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Stationare Stromungen in Rohren ohne Reibung

Flissigkeit sei inkompressibel also  p(F,t) =const.

Der Massenstrom ist Uberall im Rohr gleich (analog zum elektr. Strom).
Gilt, weil es bel Inkompressibilitat keine Quellen oder Senken gibt

divi =0

Im Zeitelement dt tritt durch die Flache A die gleich Masse dm, wie durch

die Flache A’
— / \\ \ A u
O—»“ | ) 'y
\\\ /II /

4

— N

dm dX
—=pA—=pAu, = pAU
dt P dt PAU=PAUY
A'< A alsomuss U, >U, sein: u__A

289



Berechnung des Druckes bei solchen Stromungen:

Eulersche Gleichung war

8—U+(U-§)U — g’—igradp
ot o,

Keine Abhangigkeiten von t, y, z, da stationar, ohne Reibung und g = 0.
Ableitungen nach t, y, z sind Null.

ou, 1 0op
= Uy = ————
OX P OX
Integrieren:
1 1
juxduxz_ij‘dp — Zu?=-=p+const.
P 2 P
p+2 pu’ =const. Bernoulli-Gleichung

p ist der statische Druck, +pU° heift Staudruck
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a)
Versuch: ;—-#
Ah -
Der Druck wird mit Steigrohren gemessen. h hz hy =,

Im Bereich gro3er Geschwindigkeit ist der === %b_;—_—_*——i/:f/—:__“
Druck Kkleiner (Bild a). e
b)
Mit Reibung (Bild b): Der Druck nimmt [ W ;_I.‘.:.i‘.._.
zusatzlich kontinuierlich zum Abfluss hin ab. " " ] fan hy <y
e [ B

Energiebetrachtung: e

In dem Volumen AV ist die elastische Energie
E.ose = PAV

gespeichert. Bei der Geschwindigkeit u hat AV die kinetische Energie:
Eyin =3 pUAV

Energieerhaltung liefert:
E...+E., = PAV +1 pU*AV =const.

elast .



Rohre mit H6henunterschied.
Zu elastischer und kinetischer Energie kommt noch potentielle Energie:

E. = pghAV

Energieerhaltung liefert:

Eeast + Eiin + Epot = PAV +4 pU°AV + pghAV =const.

elast

also

p+1pul+ pgh =const.

Y 3
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Hyvdrodynamisches Paradoxon

Die schnelle Stromung zwischen den beiden Platten erzeugt Unterdruck:
Umgebungsdruck: p+0= p,

Druck zwischen Scheiben:

2
p+3pU" =P,
2
P =Py —%pu
Unterdruck: —3 pu®
Die Scheibe schwebt, wenn:
<+ — —>

1 pu’A>mg
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Dynamischer Auftrieb beim Fliegen:

Um einen Flugzeugfligel stromt die Luft entlang der Oberseite einen
langeren Weg als entlang der Unterseite.

_/1\_
'/;\

U,

Dadurch oben schnelleres Stromen. U; > U,

Druck oben: P, = P, —3 pu;

Druck unten: p, = p,—< pu;

Die Druckdifferenz zwischen oben und unten erzeugt eine Kraft nach oben:
F~ 3 p(uy —u;)A

Durch die Reibung an der Tragflache ist der Prozess etwas komplizierter.
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Reibung in Flussigkeiten:

Zwei Platten mit einer FlUssigkeitsschicht dazwischen
werden gegeneinander verschoben. U u,
Wegen Reibung in der Fliissigkeit benétigt man die Kraft: L1 AX

u, —u, du

F=nA =nA—=
UAX de

n : Viskositat oder Zahigkeit, Einheit: [nf]=Ns/m?=Pas

Flussigkeit n/mPas
T=20° T=0° T=100°

Wasser 1.00 1.79 0.282
Benzol 0.65

Ethanol 1.20

Glyzerin 1480 12000 15

Quecksilber 1.55
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Reibunqgskrafte in einem Stromungsfeld:

Volumenelement AV erfahrt links und rechts Reibungskrafte:

du

F =-ndydz —
1 nay dXX

F2:77dydzOIuZ
X+d X

Zusammen ergibt dies
F,=F +F,
Addieren und erweitern mit dx liefert;

du, _dy,

dx| .. dx
F =ndxdydz ——=

X

dx
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Der Differenzenquotient ergibt gerade die zweite Ableitung von u, nach dx

du, _duy,
dX X+d X dX X azuz
dx - ox?
Also:
2
ﬁ::ndxdydzdl%

dx

Dies ist aber noch nicht die gesamte Kraftkomponente in z-Richtung,
da auch Geschwindigkeitsanderungen in y und z-Richtung ebenso beitragen.

Insgesamt ergibt sich flr die z-Komponente der Reibungskraft:

2 2 2
E:ndvia%+aLE+a%
OX oy 0z
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Die anderen Komponenten der Reibungskraft erhalt men ebenso

2 2 2
E—padv 0 u2X+8 u2X+8 u2X
OX oy 0z

o°u, 0°u, o°u
F,=nav L+ —+—
OX oy 0z

2 2 2

ox>  oy* 0z7°
Diese Formel lasst sich abgekiirzt mit dem Laplaceoperator schreiben
o° 0 0
A =

+——+
ox° o0y* 0z°

Die Reibungskraft lautet abgekurzt:

F. =nAGAdV

Achtung: Delta bedeutet hier den Laplaceoperator!
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Navier-Stokes Gleichunq

Differentialgleichung flr die Bewegung einer viskosen Flissigkeit:

pdVCclj—l: = Ifg + |Ep + |ER Aktionsprinzip
tY
pdV(z—tlJr(Uﬁ)Uj =pdVg-gradpdV + n AU dV

Wir teilen durch dV und erhalten die Navier-Stokes Gleichung

p%—l:+p(l]-§)l]:pg’—gradp+77AU

Analog zur Euler-Gleichung aber mit Reibung
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Navier-Stokes Gleichung veranschaulicht an einer Menschenmenge

ou

paﬂo(ﬁ-@)ﬁ =p(g-—gradp+nAlU
e . ou
Ihre Geschwindigkeit &ndert sich pa
well Sie in einen Berech geschoben werden,
wo die Leute schneller laufen po((U-V)u
weil es bergab geht foXo|
well auf der einen Seite mehr gedrangelt wird
als auf der anderen Seite —gradp

welil Sie von den an lhnen vorbeistromenden

Leuten mitgerissen werden nAuU
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Laminare Stromungen

Laminare Stromung zwischen zwei Wanden:
Kraft auf die Stirnflache eines Volumenelementes
aufgrund eines Druckunterschieds u \*l

L*/
oben  F,(z)=p(z)dxdy | lu
unten F,(z+dz)=p(z+dz)dxdy

VA
— dF, =—dxdyPd; o b
dz
Reibungskratft: | | >
d?u, 0 d X

dF, =ndVAu, =ndV—
dx

Bei einer stationaren Stromung sind beide Krafte gleich

d’u, 1dp

dx’ n dz
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Ldsen durch integrieren:

du, xdp
= =————+4¢C,
dx n dz
x> dp
U =————+CX+¢C,
2n dz
Aus den Randbedingungen erhalt man die Konstanten c, und c,
uz (O) — O = CZ
2
i(dy=0=—9P g o o =00P
2n dz 2n dz

Das Geschwindigkeitsprofil ist parabelférmig.

X —xd dp
2n dz

Uu. =

z
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Laminare Stromung in kreisformigen Rohren: Hagen-Poiseuille Gesetz

Au, =-=9P

’ n dz

Laplaceoperator in Zylinderkoordinaten sieht anders aus:

10 ( ou,
AU, = r + Ableitungen nach ¢ und z

““rorl or ) © ~
Es folgt:
lé rauz —_id_p
ror{ or n dz
ou, redp
= r =———+C
or 2n dz
ou
c,=0 weil 2 =0
1 or r=0
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Es folgt aus der Randbedingung u, (R) =0:

~R*-=r*dp

’ 4n dz

Berechnung des Durchflusses durch ein Rohr mit Lange L.

R R 2 2 .
\izj2nruzdr:j2ﬂrR L T
t s g 4n L

TR P gy
t 4n L

V_ﬂ- pl_p2R4

t 8y L

Hagen-Poiseuille Gesetz
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Turbulente Stromungen

Revnoldssche Zahl:

Wir schreiben die Navier-Stokes-Gleichung

pg—l:+p(l]-§)l]:p§—gradp+77AU

um und vernachlassigen die Schwerkraft:

ol . =.._ 1 _
—+(U-V)U=——qgrad p+£Au
ot P P
Linearen Transformation von Zeit und Lange liefert dimensionslose DGL.
2
t=Tt = LI G_gLt g
T P=0P T2 P
(kleine Buchst. mit Strich dimensionslos, grol3e Buchst. fest mit Dimension)
al—jl — 1 _>l — 1 1 I T 171
—+(U"-V')U'=—grad p+77 ~A'l
ot ol B
——

— dimensionslose Reynolds;-ZahI303



Mit neuer Zeit und Langenskala gemessene Stromungen sind ahnlich

zu den ursprunglichen Stromungen, wenn die Reynolds-Zahl gleich ist.

Anwendung: Stromungen um Schiffsmodelle in Zeitlupe betrachtet.

Re:,0L2 :pU L
nt 7

Interpretation der Reynolds-Zahl:

erweitern mit L2U liefert:;

plPu?  2E,
n2U W

Re

Reibung

Die Reynolds-Zahl bietet eine Kriterium um Stromungen einzustufen:

Kleine Reynolds-Zahl = starke Reibung — laminare Stromung

grof3e Reynolds-Zahl = viel kinetische Energie — turbulente Stromung
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Wirbel
In reibungsfreien Flissigkeiten wird die Gesamtwirbelstéarke erhalten
(Helmholtzsche Wirbelsatze). Entspricht dem Drehimpulserhaltungssatz.

Bildung von Wirbeln ist nur in FlUssigkeiten mit Reibung maoglich.
Bevorzugte Bildung an Hindernissen im Stromungsfeld.

Wirbelbildung an umstromter Kugel. Reynoldszahl = 1000
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Wirbelstral3e auf der Jupiteroberflache

Reynolds-Kriterium fur Wirbelbildunag:

Starke Reibung — laminare Stromungen
Keine Reibung — Wirbelbildung unmadglich
Schwache Reibung — Wirbelbildung

— Re,;, <Re <

Bei Stromung in Rohren: Re_;, = 2000
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Magnus-Effekt:
Durch Reibung an der Oberflache eines rotierenden Zylinders ist die
Stromungsgeschwindigkeit an der einen Seite schneller als an der Anderen.

Geschwindigkeit oben: V, =V + ol

Geschwindigkeit unten: v, =V —r A

Nach Bernoulli ist also der statische Druck
unten grofer als oben — Auftrieb

2 2
Ap :%IO(VO _Vu)
Bei einem Zylinder der Lange | ist die Auftriebskraft von der Grél3enordnung:
F~3p2mrvrl

vektoriell:
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