Schwingungen

Schwingungen haben eine zentrale Bedeutung in der Physik.
Der Formalismus wird in sehr vielen Bereichen der Physik verwendet.

Federpendel (ungedampft):

Die elastische Kraft einer Feder ist proportional

S
(S
< —)

I

\/
)

zur Auslenkung: Hooksches Gesetz (vgl. Abschn. Elastizitat)

]

F=—-Dx D: Federkonstante
Krafte, die an der Masse angreifen: —

1. Ruhelage: =

F.+F,=mg—-Dx,=0 v

Eindimensional
Die Auslenkung x, kompensiert die Gewichtskraft.
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2. Auslenkung aus Ruhelage:

Man wahlt den Nullpunkt von x bei der Ruhelage und betrachtet

m in der Ruhelage als kraftefrei.
Verbleibende Auslenkungen beschleunigen m.

ma=—-—Dx

mx(t) =—Dx(t)
Differentialgleichung

#(t) = —%x(t)

Versuch eine Losung zu finden:

Schwingung ist periodisch, also probieren wir mal:

x(t) = sin(wt)
x(t) = wcos(wt)

¥(t) = —” sin(wt)

S
(S
< —)

e
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Einsetzen:

. D .
— o’ sin(wt) = ——sin(wt)
m

Ergibt Bestimmungsgleichung fur den Parameter o.

D
W' =—
m
Die Funktion

x(7) =sin(y/2 1)

ist eine Losung der Differentialgleichung (,harmonische Schwingung®).
Die Frequenz der Schwingung ist durch Federkonstante und Masse festgelegt.

Schwingungsdauer:

Eine volle Schwingung ist durchlaufen wenn @7 =27 also

T:2—7T:27z\/£
@ D
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Suche nach weiteren Losungen:

Schwingungen mit anderer Amplitude und Phase sind auch maoglich.
Amplitude und Phase werden erst durch die Anfangsbedingungen festgelegt.

Alle Funktionen der Form

x(t) = Asin(wt + @)
sind auch Losung, denn

x(t) = Awcos(wt + @) ¥(t) = —Aw” sin(wt + @)
Einsetzen liefert ebenso

— Ao’ sin(wt + @) = —QAsin(a)t + @)
m

, D
= 0 =—
m
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet damit
x(£) =4sin(,/2 ¢+ ) A: Amplitude, ¢: Phase
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Berechnung der Amplitude und Phase aus den Anfangsbedingungen:

x(0)=x,=A4Asing

x(0)=vy, = A\/% COS @

Zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten ist (eindeutig) losbar:
Dividieren liefert:

ﬁ:\/ﬁsnﬂﬂ =Jitan(p
Vv, D coso D

Q= atan[ﬁ 2] Phase der Schwingung

Vo VI

Einsetzen liefert A:

= Amplitude der Schwingung
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Drehpendel (ungedampft):

Feder erzeugt ein Drehnmoment

—

M =-D@

proportional zum Drehwinkel
Aktionsprinzip fur Drehungen liefert:

—

Jp=M
Daraus ergibt sich die Differentialgleichung:
= D
» = —7§0

Man findet ganz analog die allgemeine Losung:

p(t)=A sin(\/g t+a)
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Fadenpendel (ungedampft, starrer ,Faden®):

M=FxF Y
r =(—Ising, 0,—/cosp) [:‘F‘
13:(0, 0, —mg)

— M =(0,—mglsin @, 0)

Aktionsprinzip:

s

Jo=M  mi @ = (0, @, 0)

Jp =—mglsin @
Naherung punktférmige Kugel: J =m [? (mathematisches Pendel)

gb’z—%singa

200



Eine Losung der Differentialgleichung

gb':—%singp

kann nicht als einfache Funktion hingeschrieben werden.
Eine Moglichkeit: Differentialgleichung nahern fur kleine Auslenkungen:

. _ 3 | )
SN =Q—5¢" +5¢° —...

Klein fiir kleine ¢

Damit ergibt sich
._ 8
P ; @

Ansatz fur die Funktionen:

@(t) = Asin(Qt + )
@(t) = AQcos(Qt + )
(1) = —AQ° sin(Qt + )
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Einsetzen in Dgl. liefert

— AQ’sin(Qt + ) = —%Asin(Qt + )

die Bestimmungsgleichung fur die Frequenz:

0= = T:27z\/z
[ g

Allgemeine Losung fur kleine Auslenkungen ist also:

(1) = Asin(\/41 +a)

Amplitude A und Phase o mussen aus den Anfangsbedingungen
bestimmt werden
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Berechnung fur Fadenpendel mit ausgedehnter Kugel der Masse m, und
Faden der Masse mg:

Durch die Masse des Fadens verschiebt sich der
Schwerpunkt nach oben:

| =1

1

mK+mF

Es ergibt sich die Differentialgleichung:

Jo(t) =—(my +mp)g [, (1)
Tragheitsmoment Faden: J, =3im, [’
Trégheitsmoment Kugel: J, = mK]2 +%mKR2

Tragheitsmoment gesamt. J = mK12 {1 4+ -2 4 TF
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Alles zusammengefasst ergibt die Differentialgleichung:

2R 1m,. |. m, +3m
mK12|:1+__2+__F} @(1) :_(mK +mF)gl 2
507 3m, M, +m,
. . .o 2
oder vereinfacht geschrieben @(¢) = - ()
14 LMy
m|t 0)2 :g 2 mK
[, 2R 1m,
l+——+_-—
51017 3m,
2
]_4_:21324_:1‘n1F‘
5017 3m

= Schwingungsdauer: T = zﬂ\F :
& M 1+ Lm,

o(t)
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Versuch: Bestimmung von g mit Fadenpendel:

aus der Schwingungsdauer

2
g 1+n/lF
2 my
erhalt man
2
g:472'2 > 1 M
r 14+ F
My

Wichtig: kleine Amplituden verwenden,
da sonst die verwendete Naherung
sing = ¢ zu schlecht ist.

[ =6.825m +£0.02%

T = + 0.02%
R= 0130 m

me = 0.350 Kg

m, = 10.0 Kg

[...] =0.9944
g = m/s?+ 0.06%
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Numerische Losung der exakten Differentialgleichung:

(1) = —%sin (1)

Umschreiben in zwei Gleichungen erster Ordnung:
P(1) = (1)

o(t) = —%m (1)

Schritt fur Schritt rechnen:

o1+ At) = (1) + o(t) At ?(0) =9,

o(t + At) = o(t) - (% sin go(t)j At 0(0) =,
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Berechnung auf dem Computer

Parameter: L=1m, g = 9.81 m/s?

Anfangsbedingungen: ¢ =45°, ® =0rad/s

¢ =10°, o=0rad/s kleine Auslenkung

¢ =90°, o=0rad/s Zunahme von T

¢ =135°, ® =0rad/s Zunahme von T

¢ =170°, ® =0 rad/s deutlich anharmonisch
¢ =178°, ® =0 rad/s sehr anharmonisch

@ =179.99°, w=0rad/s sehrgrollesT
¢»=0°, o=5radls Schwingung
¢=0°, ®=6.3radls Uberschlag

¢=0° w=8rad/s
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Schwingungsdauer hangt von der Amplitude ab.
Fur kleine Amplituden ¢, < 5° ist die linearisierte Dgl. geeignet.

Schwingungsdauer T als Funktion von der Auslenkung:

| T | T | |
3.0
2.5
2.0

(@]
l_
N
— 1.5

1.0

0.5 .

0.0 | | | | ! |
0 30 60 90 120 150 180

@o [Grad]

T, : Schwingungsdauer bei Amplitude — 0
Diese (normierte) Kurve gilt so fur jedes Fadenpendel (,Stangenpendel®)

Singularitat bei ¢ = 180°. Kein Problem: Pendel bleibt aufrecht stehen.
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Wenn die Schwingungsdauer von der Auslenkung abhangt ergeben
sich Bewegungen, die nicht sinusformig sind.
— Anharmonische Schwingung

Beispiel:

Mit Laserpulsen Anregung der Elektronen in Festkorpern zu Schwingungen:
schwacher Laserpuls — kleine Amplitude — harmonische Schwingung
starker Laserpuls — grofRe Amplitude — anharmonische Schwingung
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Federpendel: Komplexer Ansatz zur Losung der Dgl.

Die Bewegung wird vollstandig beschrieben durch die Funktion

x(£) =4sin(,/2 ¢+ )

Aber es gibt noch weitere Losungen der selben Differentialgleichung.
— Komplexe Losungen (Funktionen mit komplexen Zahlen)

Die komplexe Funktion selbst ist nicht fur die Physik relevant!
Die physikalisch relevante Funktion ist reell.

Suche der komplexen Losung und anschlielend Berechnung einer reellen
Losung aus den komplexen Losungen.

Mit komplexem Losungsansatz lassen sich auch gedampfte und angeregte
Schwingungen behandeln.
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Komplexe Zahlen:

c=(a+ib) a :Realteil, b:Imaginarteil
a=Re(c), b=Im(c)
Addition:

(a+ib)+(x+iy)=a+x+i(b+y)
Multiplikation:
(a+ib)-(x+iy)=ax—by+i(bx +ay)
i-i=-1
Reelle Zahlen sind Teil der komplexen Zahlen (Imaginarteil = 0)

Komplexe Exponentialfunktion:

a+ib _ a ib

e ee’” =e%(cosb+isinb)

(Eulersche Formel)
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Die Dgl. fur das Federpendel lautet:

(1) = —%c(z)

komplexe Exponentialfunktion als Losung probieren: 53"%
X(1)=e" =
X(t) = Ae™ ?'f
X(t):/12e/1t m T X:O
Einsetzen liefert
/12 e/lt _ _Be/lt X
" v
D
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A Ist rein imaginar und wir schreiben abgekurzt:

. /D
A=*tiw mit w=_.—
m

Die allgemeine reelle Losung ergibt sich aus einer Linearkombination
der beiden komplexen Losungen:

x(t)=ce'™ +c e’ =2acoswt —2bsin vt

mit einer beliebigen komplexen Zahl ¢ = a+ib und ihrer konjugiert
komplexen Zahl ¢ =a—ib.

Die Losung kann in die gewohnte Form
x(t) = Acos(wt+ @)

umgeformt werden, wobei fur die Konstanten gilt:

2a=Acos(p) und  2b= Asin(p)
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Federpendel: Gedampft durch Stokesche Reibung

Nullpunkt von x sei in der Ruhelage.

Dort ist Gewichtskraft und Auftrieb bereits kompensiert.

Weitere Krafte:

b, =-Dx

F,=—-6bxnrv
Bewegungsgleichung aus Aktionsprinzip:

mx(t) =—-Dx(t)—6zxnrx(t)

(1) + 221"

w0+ 2x) =0
m m

Abkurzung:

X()+2yx(t)+ . x(t)=0

Ol
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Ansatz

X(t)=e" A: komplex, A,o: reelle Amplitude und Phase
X)) =Ae™
X ()= e

Einsetzen:

re* +2ylet +w et =0
Daraus erhalt man die Bestimmungsgleichung fur A:
A +2y+w; =0

Quadratische Gleichung mit den Losungen:

A= _Vi\/yz_a)g
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1. Fall schwache Dampfung: y < o,

vy R
2= 7/ \/7/ @o Radikand ist negativ

Wourzel wird imaginar. Abkurzung:

A==y tiw mit a):\/a)g—yz
Linearkombination beider komplexen Losungen ergibt die allgemeine Losung
x(t)=ce "M 4 e T
=e "' (2acos wt —2bsin wt)

Oder umgeformt in die gewohnte Form

x(t) = Ae””' cos(wt + @)

Beachte: Schwingungsfrequenz o ist

anders als o, beim ungedampften Pendel
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2. Fall starke Dampfung: y > o,

Ay,=—r% \/7/2 — 603 Radikand ist positiv

Waurzel bleibt reell. Abkurzung:

A, =—rta mit o=y’ — o’

Linearkombination beider reellen Losungen ergibt die allgemeine Losung

x(1)=Ae " f Be )

Beachte: Es gibt zwei Anteile, die unter- x
schiedlich schnell abnehmen.
Nach einiger Zeit ist nur noch der langsam

abnehmende Anteil mit (¥ —a) relevant. T
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3. Fall aperiodischer Grenzfall: y = o,

A= _?/i}/?/Z _a)(i

=0

A==y ~

Beide reelle Losungen sind entartet.

Man kann zeigen, dass dann die Losung A

gegeben ist durch v

x(t)=(A+Bt)e”"

A und B lassen sich aus den
Anfangsbedingungen bestimmen.

Anwendung z.B. in Zeigerinstrumenten
und StoRdampfern beim Auto. 2 3 ¢ 5 6 7 8 9
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Federpendel: periodisch angeregt (erzwungene Schwingung)

Es wirke eine aul3ere Kraft
F,(t) = F,coswt

Kraftebilanz und Dgl:

. 6xnr . D F
#(0) + 21 5 6) + Zx(t) = 22 cos ot
m m m
Abkurzungen:

X()+ 2y x(t) + o) x(t) = K cos wt

Die aullere Kraft pragt der Schwingung die Frequenz auf.
Losungsansatz:

x(t)=Ae " cos(w,t+@,)+ A, cos(wt + @)

Ol
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Der erste Term verschwindet nach dem Einschwingvorgang.
Es bleibt:

x(t) = A, cos(wt + @)

Die Anfangsbedingungen bestimmen den Einschwingvorgang.

Die Parameter A, und ¢ werden nur durch K, o, y, und o, bestimmt.
Einsetzen von x(t) in die Dgl. liefert nach langerer Rechnung:

2y

2 2
Wy —

tan @ =

K

A, =
J(@2 —0*) + 2y )’

Das Maximum der Amplitude liegt bei der Resonanzfrequenz

w, :\/a)g —2y°
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Die Amplitude ist um so grof3er je dichter ® an o, liegt.
Die Resonanz ist umso schmaler je schwacher die Dampfung ist.

Die Phase andert sich von 0 auf -r mit zunehmender Frequenz.

Die starkste Phasenanderung ist bei w,,.

Der Phasensprung ist um so abrupter je schwacher die Dampfung ist.

a) ? A, (©)
20 -

16

121

. —— = o e B B

Wy = 0,03

_—Ywg=0,1

-120°

-80° |-

Y@y =0,03

0.8

1,2

1.6

———_—

20

Yy = 0,1
Vg =03

220



Energiebilanz bei Schwingungen:

1. Ungedampfte harmonische Schwingungen:

x(t) = Asin(wt + @) x(t) = Awcos(wt + @)
Mit

E. =1mv’=1m A0’ cos’ (vt + @)

E, =+Dx*=1D 4’ sin’(wt + @)
folgt

E=E_+E _ =1DA(sin’(wt+@)+cos’ (ot +@))

pot — 2
g
=1

Die in der Schwingung gespeicherte Energie ist proportional zum

Amplitudenquadrat.
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2. Schwach gedampfte harmonische Schwingungen:

x(t) = Ae™” cos(wt + @) mit o= \/a)g —y?

Nach einer Schwingung ist die Amplitude:

x(t+T) Ae7"Vcos(wt+ T +¢@) o7
x(1) Ae™”" cos(wt + @)

. . . . —yT
Auch die maximale Auslenkung verringert sich um e’

AE,, =1D(Ae”"yY —=1iD A =1D A*(e™" -1)

pot — 2

Die im Mittel abgegebene Leistung ist
5 _AE, _ IDA(1-eT)

T T
Die Energie wird nicht kontinuierlich abgegeben, denn

~ DA’y

F,=—6xnrx(t)
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3. Erzwungene Schwingung:

Nach dem Einschwingvorgang ist
x(t) = 4, cos(wt + @)

Die in der Schwingung gespeicherte Energie
E = Ekin + Epot

ist zeitunabhangig.
Die aus der Anregung aufgenommene Leistung geht direkt in die Reibung

—

P=F,-v=2ymv’=2ym A’ sin’ (ot + @)
Uber eine Periode umgesetzte Arbeit:

t+T t+T

W = det =2ym A}’ jsin2(wt + @) dt

o J

=T/2
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Umgesetzte Arbeit pro Schwingung
W=ymA,0’T
Im zeitlichen Mittel umgesetzte Leistung:
pP=—" = ym A22w2 P () Y ,=0.05
Einsetzen der Amplitude A, liefert:

yma K’

}—)(w): 2 2\2 2
() —w”) +(2yw)

Die grofte Leistung wird bei o = w, umgesetzt.

Die Funktion ist symmetrisch um o, und zeigt wie gut die Anregung cos wt
an die Schwingung mit Eigenfrequenz @, und Dampfung 2y ankoppelt.
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