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FD Solution of the 1-D Wave Equation /
FD-Losung der 1D Wellengleichung

Normalized 1-D FD wave equation / Normierte 1D FD Wellengleichung '\
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FD Method - 1-D FD Wave Equation - Flow Chart /
FD-Methode - 1D FD-Wellengleichung - Flussdiagramm

For all n,: 1-D FD wave equation / 1D FD Wellengleichung
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FD Method - 1-D Wave Equation - Example /
FD-Methode - 1D Wellengleichung - Beispiel

Raised cosine pulse with 7 cycles /
Aufsteigender Kosinus-Impuls mit 7 Zyklen
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Raised cosine pulse with 2 cycles /
Aufsteigender Kosinus-Impuls mit 2 Zyklen
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Snapshots / Schnappschiisse

FD Method - 1-D Wave Equation - Example /
FD-Methode - 1D Wellengleichung - Beispiel

Electric current density excitation: broadband pulse /
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Elektrische Stromdichteanregegung: breitbandiger Impuls
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° Source point /
Quellpunkt

Numerical Results - Validation /
Numerische Ergebnisse - Validierung

Numerical Results / Numerische Ergebnisse

= =

Validation / Validierung

Compare numerical results with analytical solutions or with other
numerical solutions. / Vergleiche die numerischen Ergebnisse mit
analytischen Losungen oder anderen numerischen Lésungen




Numerical Results - Validation /
Numerische Ergebnisse - Validierung

1. Plane Wave Solution of the Homogeneous Case -
No sources, no boundaries! /
Ebene Wellen als Losung des homogenen Falles -
Keine Quellen, keine Rdander!

Gives the correct characteristic, but not the correct amplitude and
no reflections at the boundaries! /
Gibt die korrekte Charakteristik, aber nicht die korrekte Amplitude und keine
Reflexionen an den Riandern wieder!

2. Green’s Function Solution of the Inhomogeneous Case -
“Point” source, but no boundaries,
if we use the free-space Green’s function! /
Losung lber Greensche Funktion fiir den inhomogenen Fall -
LPunkt‘quelle, aber keine Riander, wenn wir die
Greensche Funktion fiir den Freiraum verwenden!

Gives the correct characteristic and correct amplitude, but no reflections
at the boundaries! /
Gibt die korrekte Charakteristik und die korrekte Amplitude, aber keine
Reflexionen an den Randern wieder!

FD Method - 1-D Wave Equation - Example /
FD-Methode - 1D Wellengleichung - Beispiel

Homogeneous scalar 1-D wave equation for

the electric field strength / Homogene, skalare o 1 &
1D-Wellengleichung fur die elektrische pEx(z’t)*jaﬁEx(z’f) =0
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Splitting of the 1D wave operator / o 18 E -0
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Hyperbolic partial differential equation /
Hperbolische partielle Differentialgleichung

One-way wave equation /
“One-way” Wellengleichung
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FD Method - 1-D Wave Equation - Example /
FD-Methode - 1D Wellengleichung - Beispiel
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FD Method - 1-D Wave Equation - Example /
FD-Methode - 1D Wellengleichung - Beispiel

Homogeneous scalar 1-D wave equation for
the electric field strength / Homogene, skalare 3 2
1D-Wellengleichung fiir die elektrische iE (z t)_LiE (z,6)=0
Feldstirke o2 gat " ’
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FD Method - 1-D Wave Equation - Example /
FD-Methode - 1D Wellengleichung - Beispiel

Consider an asymmetric triangular pulse /
Betrachte einen asymmetrischen
Dreiecksimpuls
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FD Method - 1-D Wave Equation - Example /
FD-Methode - 1D Wellengleichung - Beispiel
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FD Method - 1-D Wave Equation - Example /
FD-Methode - 1D Wellengleichung - Beispiel
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FD Method - 1-D Helmholtz Equation (Reduced Wave Equation)
FD-Methode - 1D Helmholtz-Gleichung (Schwingungsgleichung)

Homogeneous scalar 1-D wave equation /
Homogene, skalare 1D-Wellengleichung
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FD Method - 1-D Helmholtz Equation (Reduced Wave Equation)
FD-Methode - 1D Helmholtz-Gleichung (Schwingungsgleichung)

Homogeneous scalar 1-D wave equation /
Homogene, skalare 1D-Wellengleichung

Solution in the time domain /
Loésung im Zeitbereich

Homogeneous scalar 1-D Helmholtz wave
equation (reduced wave equation) /
Homogene, skalare 1D Helmholtz-Gleichung
(Schwingungsgleichung)

Solution in the frequency domain /
L6ésung im Frequenzbereich
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FD Method - 1-D Helmholtz Equation (Reduced Wave Equation)
FD-Methode - 1D Helmholtz-Gleichung (Schwingungsgleichung)
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Electric field strength: plane wave /
Elektrische Feldstarke: ebene Welle
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FD Method - 1-D Helmholtz Equation (Reduced Wave Equation)
FD-Methode - 1D Helmholtz-Gleichung (Schwingungsgleichung)

Solution of the 1-D wave equation in the time domain /
Losung der homogenen 1D-Wellengleichung im

Homogeneous scalar 1-D wave equation in the time
domain / Homogene, skalare 1D-Wellengleichung im

Zeitbereich Zeitbereich
o 182 z
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Homogeneous, scalar 1-D Helmholtz equation in the Solution of the 1-D Helmholtz equation in the
frequency domain / Homogene, skalare 1D-Helmholtz- frequency domain / Lésung der homogenen 1D-
Gleichung im Frequenzbereich Helmholtz-Gleichung im Frequenzbereich
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Solution of the 1-D wave equation for the magnetic

field strength in terms of the electric field strength / 1

Losung der homogenen 1D-Wellengleichung fiir die H, (z,0)=t—E, z,tii

magnetische Feldstdrke als Funktion der elektrischen 7 Zy [
Feldstdrke

FD Method - 1-D Wave Equation - Example /
FD-Methode - 1D Wellengleichung - Beispiel

Homogeneous scalar 1-D wave equations / Soluti .
Homogene, skalare 1D-Wellengleichungen olutions / Losungen
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FD Method - 1-D Wave Equation - Example /
FD-Methode - 1D Wellengleichung - Beispiel
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The plane wave solution gives the correct characteristic of the wave field, but the amplitude is not correct!
This means we can not varify the numerical results with the plane wave solution of the homogeneous wave
equation, because the simulated problem correspond to the solution of the inhomogeneous wave equation. /

Die Ebene-Wellen-L6sung gibt die korrekte Charakteristik des Wellenfeldes wieder, aber die Amplitude der
Wellenanteile ist nicht korrekt! Dies bedeutet, dass man die numerischen Resultate mit der Ebenen-Wellen-
Losung nicht vollstandig verifizeiren kann, da die simulierte Situation mit der Losung der inhomogenen
Wellengleichung korrespondiert.

Electromagnetic Field of a “Point Source” Excitation in 1-D /
Elektromagnetisches Feld einer ,Punktquellen“anregung in 1D

We consider a homogeneous infinite 1-D region / Wir betrachten ein homogenes, unendliches 1D-Gebiet

Unkown/Unbekannt: E, (z,®) =? Jox(z = 2y, ) : Given / Gegeben

Z =2
Source pOQnt /
Quellpunkt

where we prescribe an electric current density J,,(z o) with the unit A/m?at z=2z, /
wobei wir eine elektrische Stromdichte mit der Einheit A/m? an der Stelle z=z, vorgeben.

Then, the unknown electric field strength is a solution of the inhomogeneous Helmholtz equation /
Die unbekannte elektrische Feldstérke ist dann Losung der inhomogenen Helmholtz-Gleichung

o )
a—zEX(z, ) +k§Ex(z, ) =—joul . (z,0)
Z

A solution for the electric field strength is given by the domain integral representation /
Eine Lésung fiir die elektrische Feldstarke ist dann gegeben (iber die (Gebiets-) Integraldarstellung

el
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Convolution integral /
Faltungsintegral

1-D scalar Green’s function / Gz )
1D skalare Greensche Funktion =%,




Electromagnetic Field of a Point Source Excitation in 1-D /
Elektromagnetisches Feld einer Punktquellenanregung in 1D

Integral representation /
Integraldarstellung

1-D scalar Green’s function in the frequency domain

1D skalare Greensche Funktion im Frequenzbereich
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1-D scalar Green’s function
in the time domain /
1D skalare Greensche Funktion
im Zeitbereich
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Electric surface current density /

Electric current density /
Elektrische Stromdichte
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Elektrische Flichenstromdichte
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Property of the delta-distribution /
Eigenschaft der Delta-Distribution
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EM Field of a Point Source Excitation in 1-D /
EM-Feld einer Punktquellenanregung in 1D
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EM Field of a Point Sour

ce Excitation in 1-D /

EM-Feld einer Punktquellenanregung in 1D
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Wave impedance of free space (vacuum) /
Wellenwiderstand des Freiraumes (Vakuum)

Solution for the x component of the electric field strength /

Losung fur die x-Komponente

der elektrischen Feldstirke
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EM Field of a Point Sour

ce Excitation in 1-D /

EM-Feld einer Punktquellenanregung in 1D
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EM Field of a Point Source Excitation in 1-D /
EM-Feld einer Punktquellenanregung in 1D

Solution for the y component of the magnetic field strength
/ Lésung fiir die ~-Komponente der magnetische Feldstidrke

H,(z10)=

sgn(z —zg)
2

K., [zo,tf‘z_zoq
<

Solution for the x component of the electric field strength /
Losung fur die x-Komponente der elektrischen Feldstérke

Ex(z,t):—%Km[zo,t—‘2720‘}

]

Solution for the zcomponent of the Poynting vector /
Losung fiir die z-Komponente des Poynting-Vektors

Semz (2:1) = Ex(2,0)H ,(2,1)
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EM Field of a Point Source Excitation in 1-D /
EM-Feld einer Punktquellenanregung in 1D

Normalization of the field components /
Normierung der Feldkomponenten
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A=A AL Aty = cimf Az =AxpAz = CepC E= b & = Hreg 1 Hre = o
ref
By =Bk,
o E, Ja . E. .
Hy=Hgll, Hyp=—rf rof Href En = Eref Epp =22
Cref et Hret V et Zret
N E2 .
Semz = Semret Semz  Semret = Erer Hrer = ZN Cref =€
ref
. g Axpep =Az
o
Joo =JertSer Jorer = A 2 et =)
1 — Href = H
5= 5 e = Ho
Ayeg Zeer =2
Koy = Kerer Ker Kerer = Mg e e Kerer =1 A/m

EM Field components /
EM-Feldkomponenten
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Normalized EM field components /
Normierte EM-Feldkomponenten
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Semz(z,t) =+—| Kex| zg,t ———

4 <




FD Method - 1-D Wave Equation - Example /
FD-Methode - 1D Wellengleichung - Beispiel

- amsps

~ : Zos ]
Kex(29,1) = frea () Fcal?)
x(Z, = 2 ex| Zp, @ Ex(zt) 4
Ha(z0) 1% t |2 ‘
(z,0)=F— Zg,t —— ~ ]
¥ FKer| 20 p Hy(z1) /\/\

2 . Qoo s, :zvmp&;év‘”:?%f . t)zz‘ﬁ&id oz
~t 1| ~ ‘Z—Zo‘ ~ gl ~
Semz(z,t) =t —| Kex Zg,t— Seme(2,4) o

4 E Fowm

The Green’s function method gives the solution of the 1-D simulation area excited by a “point” source, which is
in 1-D a singular electric surface current source. The singular source is independent of x and y. The reference
solution gives the correct characteristic and correct amplitudes. But the solution doesn’t account for the
reflections at the boundaries, because we used the free-space Green’s function. /

Die Methode der Greenschen Funktion erméglicht die Losung des vorliegenden Problems, der Anregung des
1D-Simulationsgebietes durch eine ,Punkt“quelle, die genauer gesagt in 1D eine singuldre elektrische
Flachenstromdichte ist.

Da die singulare Quelle von x und yunabhédngig ist. Die Charakteristik und Amplitude stimmt tiberein, nur die
Reflexionen an den Randern fehlen, was an der Verwendung der Greenschen Funktion fiir den Freiraum liegt.

FD Method - Properties / FD-Methode - Eigenschaften

4+ Spatial and Temporal Discretization /| [Az=?
Raumliche und zeitliche Diskretisierung|a=?

+ Consistency /
Konsistenz

+ Dissipation /
Dissipation

4 Stability Condition /

Stabilitatsbedingung

+ Convergence /
Konvergenz




Derivation of the Numerical Dispersion Relation for the 1-D FD Scheme of 2nd Order /
Ableitung der numerischen Dispersionsrelation fiir das 1D-FD-Schema 2ter Ordnung

Stability by the von Neumann’s method
(Fourier series method):

Insert a complex monofrequent (monochromatic) plane wave into the
discrete FD equations and analyze the spectral radius of the amplification
matrix, where the spectral radius must be smaller equal one.

Stabilitdt durch die von Neumannsche Methode
(Fourier-Reihen-Methode):

Setze eine komplex monofrequente (monochromatische) ebene Welle in die
diskreten FD-Gleichungen ein und analysiere den spektralen Radius der
Verstarkungsmatrix, wobei der spektrale Radius kleinergleich Eins sein

muss.

Complex monofrequent (monochromatic) plane wave /
Komplex monofrequente (monochromatische) ebene

ELR) = Ey(a ) ¢ ¥R

Welle — Eo(a)():k) e*jwu' e_ikK'K
(m+1) _~1FD () FD  Amplification matrix /
{w} —[G]m (W [G]ID " Verstarkungsmatrix

Spectral radius / FD of the matrix /[ ~1FD
Spektraler Radius p([G]n))Sl derMatrix Gl

where / FD
wobei p([G]lD):nglfi.}iV

FD D . nth eigenvalue of the matrix ~1FD
Vi ([G]m )‘ Vi ([G]ID)' n-ter Eigenwert der Matrix [ ]ID

Derivation of the Stability Condition for the 1-D FD Scheme of 2nd Order /
Ableitung der Stabilititsbedingung fiir das 1D-FD-Schema 2ter Ordnung

-\
Monofrequent (monochromatic) plane wave in the time domain / e \
Monofrequente (monochromatische) ebene Welle im Zeitbereich P . \\
. Plane of constant phase / L( \
—j(a)ol—kk-R) Ebene konstanter Phase \

E.(R,1)=Ey(w.K) e

— kR = const.

= Ey(,k) eI gikkeR

Wave vector /

Wellenvektor k=k.e +k.e +k.e.=k.e

Magnitude of the wave vector / Y el MR RN N P
Betrag des Wellenvektors ‘L“ =vkek =l +k), +k; = ‘/g =|k:|=k
Wavenumber / =%
Wellenzahl T e
Circular frequency / _
Kreisfrequenz @ =27/
Propagation direction / -k ke sgnkk,) k.le. sgn(k.)ke,
Ausbreitungsrichtung k= K| Tk k - k =sgn(k; e
Phase of the plane wave / S _ _
kkeR = ksgn(k_)e_«(xe, +ye_ +ze ) =ksgn(k)ze_-e. =ksgn(k.)z

z =z

Phase der ebenen Welle




Derivation of the Stability Condition for the 1-D FD Scheme of 2nd Order /
Ableitung der Stabilitdtsbedingung fiir das 1D-FD-Schema 2ter Ordnung

Insert discrete plane wave / Setze die diskrete ebene Welle

EA‘X("Z”I‘) — E"vox(wo,k) ejknzA: e—ja)on‘At — EOX (wo,g) exp(nz) e_j("O”rA'
=exp(n,)
into the FD scheme / in das FD-Schema ein

Einz,n,+l) _ 2E"-§rl:,n,) _E§n1,17,—1) 4 (Zt)z [E)((nzﬂ,n,) _2E§nz,z1,) + E”}((n;l,n,)}
with / mit

Eﬁnz,n,ﬂ) - EA‘Ox(a)O’k) ejlmzAz efja)o(n,Jrl)At

=exp(n.)
_ EOX (%,k) exp(”z)e—j(un(m +1)Ar E’\)(Cn: +1,n,) - EO,x (a)o’k) exp(nz) ejkAz efjwun/At
b"-)({n; ) EO,X (wo,k) exp(nz)e*j(bhmm‘ E’\)(Cn;,rl,) — EO,X (a)o’k) exp(n,) e o

E.En:’n' = Ep(,K) eXP(”;)eijw”(n‘ e I:Z')(("fl’”’) = Ey, (wp,K) exp(n,) ¢ ikaz gt

it follows / folgt
EOx(%’k) e Jan (DAL _ 2}%0)(((00,&) e-j%ntm_ﬁ‘ox(wo,k) el (=Dt
A2 By (. 001 = 2B (o, k) + By, (e, ) 34 [T
=2[ 1= A0 |y Ry TV By (e oy O

(A1) [ By Ry B (an Ry e 4 eI

Derivation of the Stability Condition for the 1-D FD Scheme of 2nd Order /
Ableitung der Stabilitdtsbedingung fiir das 1D-FD-Schema 2ter Ordnung

EOX (%ak) e_jmn(nt has = 2|:l - (&)2 ] EOX(%?E) e—j(z)nn,Ali EOX(%:E) e—ng(nt ~Dat

(A1) [ Byl R0+ (o Ry eI Jerdeon

=2 1= B0 | £y (o, R0~ By (ap Ry e 0D
+(&)2 [ejkAz+e—jkAsztox(wo’k)e—jwnn,m

=2cos(kAz)

=21 oo Ry By e B

+ (A1) 2 cos(kAz) Ey, (. k) e 0

Ey (@, )¢ DY =214 (Ar)? [cos(ke) -1} By, (e R e - By (g kye TV

ZSinz(%]:I—cosa - —2sin2(%]:cosa—l

By (o e D% = 2{1 —~2(Ary’sin’ (%ZJ}EO (e )TN~ Ey (o, Rye v D

:—onah,k)e'j“ﬂ("f“%2{1—2@)2 sin’ (%)}E)x(a’oyk)e'j%"‘m




Derivation of the Stability Condition for the 1-D FD Scheme of 2nd Order /
Ableitung der Stabilitdtsbedingung fiir das 1D-FD-Schema 2ter Ordnung

Ep, (e, k) e v+ :2{1—2@)2 sin? ("%‘Zj}éo,r(ab,k)e‘j%"z“fEOX<%,£)e'j‘”°(”f‘l’A’

:—on<a>o,k>e'j'“ﬂ<"f‘>”+2{1—2@)2 sin’ (%)}E)x(a’oyﬁ)e'j%"‘m

Define / Definiere

U = EA‘O,{((A)O,IA() e i@t

V(’h ) = U("’ -D

Gy (o, Ry 0D

which yields for the above equation / womit wir fiir die obere Gleichung erhalten

gt — yt=h 2{1 ~2(At)? sin? (%)}UW

=y 42 {1 —2(A1)? sin? ('%‘ZJ} ym

Derivation of the Stability Condition for the 1-D FD Scheme of 2nd Order /
Ableitung der Stabilitdtsbedingung fiir das 1D-FD-Schema 2ter Ordnung

Define a new algebraic vector / Definiere einen neuen algebraischen Vektor
U(”/)
{W}("/) —
V("t)

{UW}_ z{l_z@msmz(%‘zj} 4 {Uw}
0

V(’h +1) | V("’)

—_— )
:{W}(wl) FD :{W}(m)

:[G]m

{W}(n, +) _ [ G]f[? {W}(n,) [G]FD . Amplification matrix /

ID ° Verstarkungsmatrix

FD | _ D . nth eigenvalue of the matrix ~7FD
det{[c]m ’V[I]j =0 Y ([G]m ) n-ter Eigenwert der Matrix [G]m

det{[c]fg,v[l]} _ 2{172(&)2 sin’ [%ZJ}"’ »

1 V|

2 ~ . o kAz Characteristic polynomial /
=v —2v{1—2(At) sin [7]}” Charakteristisches Polynom




Derivation of the Stability Condition for the 1-D FD Scheme of 2nd Order /
Ableitung der Stabilitdtsbedingung fiir das 1D-FD-Schema 2ter Ordnung

2 2

Vi 2v[1 ~2(Ar)? sin’ [l‘%‘zﬂ + [1 —2(A1)? sin® (’%‘Zﬂ = {1 —2(At)? sin? (%Zﬂ -1
ra\)) kAT

{v {1 —2(At)? sin? (%‘Zﬂ} = [1 —2(A)? sin® [%Zﬂ -1

Eigenvalues of the amplification matrix /
Eigenwerte der Verstarkungsmatrix

2
e far ) [ 2 -

Iy 2
=a -

if o> <1/falls a®> <1

—a+jl-a*

Derivation of the Stability Condition for the 1-D FD Scheme of 2nd Order /
Ableitung der Stabilitdtsbedingung fiir das 1D-FD-Schema 2ter Ordnung

2
e ) [ (2

=a —?

=atva® -1

=atjVl-d* ifa®<1/fallsa® <1

|v,,=Re{v”}+jhn{v”} n:1,2|

Spectral radius /

2 Spektraler Radius
:a2+(\/1—a2) =d*+1-d° q D

p([G]m)Sl

2

atjvl-a

‘VI/Z‘:

=1

Im{"n}“1 Unit circle /
This means for, that all eigenvalues XK~ Einheitskreis
& < 1 are on the unit circle in the
complex plane. /
Dies bedeutet, dass alle Eigenwerte k

»

/1 Re{v, ]

fur -1
a? < 1 auf dem Einheitskreis in der
komplexen Ebene liegen.

-1




Derivation of the Stability Condition for the 1-D FD Scheme of 2nd Order /
Ableitung der Stabilitdtsbedingung fiir das 1D-FD-Schema 2ter Ordnung

2
Vg = {1 ~2(A1)? sin’ [k%z]}i j 1—{1 —2(At)? sin® (1%‘2]}

=atjVl-a* ifa®<1/fallsa® <1

2

=a

1

kAz
{172(At) sin ( 2 j

1-4(At)? sin? [kz j+4(At) sin [
—4(At)? sin? (k%“j{l % sin

- (AAz‘)2 sin

2<1

2

IA

— a

1

""E

IN

0

N‘R

)
&l
5]
{5

(A<l

IN

0

(Kt)2 sin

N\k N\E

Ar<1

because / weil max {sin2 (k%)} =1

Derivation of the Stability Condition for the 1-D FD Scheme of 2nd Order /
Ableitung der Stabilitdtsbedingung fiir das 1D-FD-Schema 2ter Ordnung

1-D Stability Condition for an FD algorithm of 2nd order in space and time- CFL-Condition /
1D-Stabilitatsbedingung fiir einen FD-Algorithmus zweiter Ordnung in Raum und Zeit- CFL-

Bedingung

1D/ 1D: Ar< Aty = 2%
C

A<l

2-D and 3-D Stability Condition for an FD algorithm of 2nd order in space and time- CFL-

Condition /

2D- und 3D- Stabilitatsbedingung fiir einen FD-Algorithmus zweiter Ordnung in Raum und Zeit-
CFL-Bedingung

1A ~ 1
2-D/2D: Mt<Ahyy =—=— A <—=0.707
\/5 c 2
3D/3D: A<AL, =2 <L ios7
V3 e 3
~_ A Courant number /
Af = : Atrcf =
At Courant - Zahl c




Derivation of the Stability Condition for the 1-D FD Scheme of 2nd Order /
Ableitung der Stabilitdtsbedingung fiir das 1D-FD-Schema 2ter Ordnung

V(A =atNa* =1 ifa® 21/ falls @ >1

—atiVl-a* ifa*<1/fallsa® <1 witha:{uz(&)zsmz(%)}

<, asafunctionof
Y172(A0) 218 Funktion von (A9

A <1: v, =atjNl-d*
566545 -

Vi=a+]j 1-d® Vy=a-] 1-d* P
‘V1‘=1 ‘vz‘:l
Spectral radius / ([G]FD)_l
1

Spektraler Radius #

a?>1: vl/zzai\]az—l "
=a+Vd® -1 vzzafxlazfl

lim ‘vz‘ -0
a—w

mw

lim |v;| > o0
a—wo
568343

-5£8543
56345 ERCEE
Re(y)

Spectral radius / FD
Spektraler Radius 'D([G]m)ZI

Derivation of the Stability Condition for the 1-D FD Scheme of 2nd Order /
Ableitung der Stabilitdtsbedingung fiir das 1D-FD-Schema 2ter Ordnung

Spectral radius / Spektraler Radius

Eigenvalues / Eigenwerte
WA =atya® -1 ifa® 21/ fallsa® >1 %
Aty

=atjVl-a* ifa®<1/fallsa® <1

witha = {1 2(At) sin’ szj}

556548 T

566343
[ v,

mwy
o

1 | 1
11 12 18 14

- [
(i

586343 0 01 02 08 04 05 06 0F 08 08 1
norm (4 1)

-5EE34T
“5EE343 B!
Re(y)




End of Lecture 4 /
Ende der 4. Vorlesung




