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4 Verschiebungsmethode

Die Zusammenhange zwischen den verschiedenen mechanischen Gleichungen und Variablen sollen
anhand des TONTI-Diagrammes visualisiert werden.

4.1 TonTtI-Diagramm fiir das dreidimensionale Kontinuum

Aus der folgenden Anordnung der mechanischen GréRRen im TONTI-Diagramm ergeben sich deren Be-

ziehungen zueinander.

Kinematische
Grolen

Verschiebung u=u(xt)

U = U, (X, X, X5, 1)

Kinematik

grad u

Verzerrung

Statische
Grofken
Verschiebungs-
leichun
9 9 k Volumenkrafte
ki
divo +... Impulsbilanz
T Drehimpulsbilanz
c
d Spannung
Ok
Konstitutiv-
relationen

Abb. 4.1-1: TonTI-Diagramm fir das dreidimensionale Kontinuum

Verschiebungs-/Bewegungsgleichung fur den ein- (1-D) und dreidimensionalen (3-D) Fall:

1-D
Impulsbilanz: 6—U+ Kk = @
' ox TP
Kinematik: &= u
ox
Elastizitatsgl.: o=E¢
Verschiebungs-/
o°u o°u
Bewegungsgleichung: —=E —+pk
gungsg g o o P

3-D

div o + pk = pli
1 T
€ :E[grad u+(grad u) J

-2G |e+—(Spe)1
o {£+1_V( pa)}

Herleitung untenstehend

Nach Elimination von Spannung o bzw. o und Dehnung ¢ bzw. € entsteht aus der Impulsbilanz-
gleichung die Verschiebungs- oder Bewegungsgleichung
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4.2 Verschiebungsgleichungen von Navier-Cauchy-Lamé

Die Bewegungsgleichungen der dreidimensionalen Elastodynamik fiir kontinuierliche Kérper kénnen
explizit als Verschiebungsgleichungen im Sonderfall der linearen Elastizitatstheorie mit kleinen Defor-
mationen hergeleitet werden.

Verschiebungsfeld: U = 0, (X, Xy, X5, 1)
. . d’u. oo, . ,
i. Impulsbilanz: P—m = + pk;, Drehimpulsbilanz: ¢, = o,
ot?  ox,
i.  Kinematik: g = S, Qe
2| 0x, 0x

ii.  elastische Materialsteifigkeitsbeziehung o, =2G {e,k L & 5,,(}
1-2v

Durch Elimination der Spannungen o, und Dehnungen ¢, zugunsten der Komponenten des Verschie-
bungsfeldes u; =, (X,,X,, X,,t) folgt aus der

Elastizitatsgleichung: o, =2G 1 %+% + L %@k
2\ 0x, 0x; ) 1-2v 0x,
Spannungsdivergenz: 00y _g| 0 0y 0 0u 2v 0 oy 3
0X, 0x, 0x, 0x, 0x, 1-2v 0x, 0x,
| R "
o oy
ox oy
1+ 2v o’u,
1-2v ) 0x,0x,
% _ g oy, L1 0y
X, 0x,0x, 1-2v ox; 0x,

In symbolischer Notation gilt:

divc:ﬂ:G[Au+

ox, grad (div u)} ,

— 4V

wobei sich der LAPLACE-Operator A vor dem Verschiebungsfeld u formal aus dem Skalarprodukt des
NABLA-Operators V mit sich selbst ergibt.

Au =V-Vu=V(V-u)
Hinweis: Die Divergenz div des Gradienten grad des Verschiebungsfeldes div( gradu)=V(V-u)
fuhrt dann zum LAPLACE-Operator A .

In ausfuhrlicher Komponentenschreibweise lautet der LAPLACE-Operator A wie folgt:

ol oo
oxZ  ox: ox;
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Die Verschiebungsgleichungen nach NAVIER-CAUCHY-LAME oder die Bewegungsgleichung ergibt sich
dann in Indexnotation zu:

ou, 1 0 ou,
+ ——= |+ pk;
0x,0x, 1-2v 0x, 0x,

ou.
i-G
o {

beziehungsweise in symbolischer Notation:

ou
P o

= G[Au+ Y grad (div u)}+pk

Die Verschiebungsgleichungen sind drei lineare, partielle Differentialgleichungen fir die drei Kompo-
nenten u, =0, (X, X,, X5, t) mit i =1, 2, 3 des Verschiebungsfelds.

Ausgeschrieben lauten sie:

o%u o*u, o*u, 1 0 (ou, ou, ou
P 21 =G 21 21 21+ — |t + pk,

ot ox,” 0x, 0Ox; 1-2v ox, | 0x;, 0Ox, Ox,

2 2 2 2
aZZ_G auzz auzz auzz i %4_%4_% +pk2
ot ox,” 0x, Ox; 1-2v ox, | 0x, 0x, 0Ox,
0? 0? 0? 02 0

L;S = G u23 u23 u23 + i %_‘_%_}ri +pk3
ot 0x," Ox; 0x; 1-2v Ox; \ Ox, Ox, 0Ox,

Verschiebungsgleichung fiir den Dehnstab (1-D Fall):

Eindimensionaler Fall:

u={u,(x.t)f = {u(x 1)}

Impulsbilanz: 82_u _0o +
' PP

Kinematik: &= 6_u
ox
Elastizitatsgleichung: o=E¢

. . o%u o%u

Verschiebungsgleichung: —=E—+ pk
gsg g o o P
pl=Eu"+ pk

Dieses System von drei partiellen Differentialgleichungen fiir das allgemeine elastische Kontinuum
muss durch Anfangs- und Randbedingungen erganzt werden, damit eine eindeutige Lésung vorliegt.

Anfangsbedingungen:

u(x,0) =u,(x) Anfangsort bzw. Ausgangslage u, (x)

—(x,0) = v, (x) Anfangsgeschwindigkeit v, (x) in der Ausganglage
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Randbedingungen:

Auf dem Rand (der Oberflache) des Koérpers wird entweder der (eingepragte) Verschiebungsvektor
u,(x t)

xeh, oder die Last (eingepragter Spannungsvektor) t, (x,t)“ vorgegeben.

XeA,

Oberflachenkrafte

/7

Festlager 7777

u

Abb. 4.2-1: Krafte- und Verschiebungsrand des Korpers

A, : Krafterand mit eingepragter Oberflachenkraft

(Randkrafte sind vorgeschrieben)

A, :  Verschiebungsrand mit vorgeschriebenem Verschiebungsvektor

(Randverschiebungen sind vorgeschrieben)
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4.3 Qualitative LOsung der eindimensionalen Wellengleichung

Am Beispiel der Stoliwelle im Dehnstab soll die Lésung der obenstehenden Wellengleichung diskutiert
werden. Dazu wird eine Welle iber die Geschwindigkeitsrandbedingung v(x =0,t= 0) =V, am freien

Ende in den Dehnstab eingeleitet, der am rechten Ende unverschieblich gelagert ist.

— Y
©) @é Angaben: E =Modul
—> X u(X | = Stablange

| I p= Massendichte

Abb. 4.3-1: Dehnstab mit Randbedingungen (Lagerung und Anfangsgeschwindigkeit)

Stab am Anfang ohne Verschiebung und in Ruhe

u(x,0)=0

Anfangsbedingungen
u(x, O)=0} g gung

Randbedingungen:

am Knoten u,(t)=u(0,t)=v, -t am Knoten u, (t)=u(/,t)=0

Verschiebung mit gleichférmiger Geschwindigkeit Festhalterung am Stabende bei x =/
am Stabanfang bei x =0

u (t) — u(O t) Die Randbedingung am Knoten @ ist inhomogen, d. h. # 0. Daher sind
! ’ zusatzliche Uberlegungen zur Ldsung der DGL durch Separationsansatz
notwendig.

Abb. 4.3-2: Verlauf der Verschiebung am Stabanfang tber der Zeit ¢

Deshalb ist die Lésung (ohne Herleitung) aus dem Ansatz nach d’ALEMBERT einfacher. Der Verschie-
bungsverlauf im Dehnstab ist in der Abbildung 4.3-3 zu drei verschiedenen Zeitpunkten fiir eine Lon-
gitudinalwelle als Kurvenschar grafisch dargestellt. Zu beachten ist, dass sich die Welle mit der Ge-
schwindigkeit ¢ ausbereitet, das Dehnstabende sich aber nur mit der Geschwindigkeit v, nach rechts

bewegt.

u(x,t)
A
Vols ] Kurvenschar fir t, < t, <t,
Vol, Y
V,t, ¢
X
|
ct, ct, ct,

Abb. 4.3-3: Verschiebungsverlauf im Dehnstab zu drei festen Zeitpunkten t, <t, <t,
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In der folgenden Abbildung ist die Verschiebung u(x,t) Uber der Orts-Zeitebene dargestellt. Dazu wird

die charakteristische Kurve x =ct in die Zeichnung eingetragen, die die Ausbreitung der Wellenfront
kennzeichnet.

u(0, t) =v,t

Abb. 4.3-4: Verschiebungsverlauf {iber der x-Koordinate und der Zeitachse t

Die Funktionsgleichung fir den Verschiebungsverlauf lautet mit der Fallunterscheidung fir die beiden
Falle:

Vo . "
u(x t) = C(cl‘ x) fur x<ct

0 fir x >ct

Die Dehnung ergibt sich als Ortsableitung aus der Verschiebung.

v, ;
ou |--2 fur x <ct
=—=4 ¢

ox 0 fir x<ct

Die Spannung geht aus dem Elastizitatsmodell hervor.
v ..
-E-%  fir x<ct
0 fur x> ct

Die Verschiebungsdarstellung kann mit Hilfe der FOPPL-Klammer wie folgt in Kurzschreibweise ge-
schrieben werden:

u(x,t)=

ct — firct—-x>0
Yo (ot - x) (FoPPL-Klammer) (ct—x) = X e
c 0 firct-x<0

Die Ableitung der FOPPL-Klammer (x) = <x>1 fiihrt auf die HEAVISIDE-Funktion H(x).

0 0
—(x)=H(x)=(x
2 (x)=H(0)=(x)
Zur Darstellung des Dehnungsverlaufs wird von der HEAVISIDE-Funktion Gebrauch gemacht.

Vo s fir x <ct
e(xt)=——LH(ct-x)=1 ¢

¢ 0 fir x>ct
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Die Veranschaulichung des Dehnungsverlaufs ¢ (x,t) erfolgt als Kurvenschar mit dem Parameter Zeit

t=t <t,<t,.

ct, ct, ct, /

Abb. 4.3-5: Dehnungsverlauf im Dehnstab zu drei festen Zeitpunkten ¢, <t, <t,

Daraus ergeben sich die unten dargestellten Verlaufe der Spannung tber der x —f -Ebene zu den ge-
nannten drei Zeitpunkten.

Ve
o(xt)=Ee(xt)= _EV?OH(CI'—X): -E c flr x < ct

0 flr x > ct

Abb. 4.3-6: Spannungsverlauf im Dehnstab zu drei festen Zeitpunkten t, <t, <t, Uber der
x—t- Ebene

Fazit:

Die Abbildungen zeigen die Ausbreitung der Welle im Dehnstab ber der Zeit f.
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4.4 Analytische L6sung der Wellengleichung nach der Methode von
d’ALEMBERT

Die eindimensionale, homogene Wellengleichung

ou 1 d%u
- %Yo, 4.4-1
dx? c? ot? ( )

wobei ¢? = E die Wellenausbreitungsgeschwindigkeit ist, soll nach der Methode von d’ALEMBERT durch
o

Koordinatentransformation gemaf

E=x-ct (4.4-2 a)
und

n=x+ct (4.4-2 b)
geldst werden, um einen Uberblick Uber die Lésungen zu verschaffen.

= u(x, t)=u(&n)
u(x, t)y=u(&(x t), n(x, t))

Ableitung nach der Kettenregel:

ou _ou o aa on

— == — (4.4-3)
ox o0& ox On oOx
Aus: E=x-ct folgt: %:1; %:—C
ox ot
on on
=Xx+ct folgt: —=1; —=+C
7 9 ox ot
Einsetzen in (4.4-3) ergibt:
o _ 8_u+a_u (4.4-4)
ox o0& On
Die zweite Ableitung erfolgt mit Hilfe von Gl. (4.4-4):
Fu_cwos, o' of & op 2T oy
x> o0& ng o0& on gjg on o0& Q_)qg on* %L
Einsetzen der partiellen Ableitung fir & und 7 nach der Ortskoordinate x :
2 2 27— 2+
ou _odu ou ou (4.4-5 a)

= +
ox* o8 “ofon on
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Ableitung von Gl. (4.4-4) nach der Zeit t ergibt:
ou_oa oz ol on
ot 0s ot onat
=—C

- =+C

Einsetzen der partiellen Ableitung fiir £ und 7 nach der Zeit t:

ou ou ou
—=C| ——+—
ot of  on

Die zweite Ableitung nach der Zeit t erfolgt mit Hilfe der vorigen Beziehung:

Fu_ | Puos U on U o9& U dn
U_o| U on s  0°uon
ot 0E2 ot anof ot oF o ot on ot
=—c =+c =—c =+C

Einsetzen der partiellen Ableitung fiir &£ und 7 nach der Zeit t:

2 27 2~ 27
a"’—cz{a—"’—z ou +a“} (4.4-5 b)

ot |og2 “oef on on?
Gleichung (4.4-5 a) und (4.4-6 b) in die Wellengleichung (4.4-1) einsetzen:

u 10 _ou , du a1 2{82_1,7_ o’u 82L7:|

== +2——+—-—¢ —_
x> 2ot o2 “oecon on: o |2 Teron on

ergibt die gemischte Ableitung der Verschiebung U nach & und 7

-
ou ~0
0g on

Die Normalform obiger Wellengleichung lautet:

U
o¢ on

Sie ist eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung und geht aus der Koordinatentransformation
gemal Gleichung (4.4-2 a) und (4.4-2 b) hervor. Sie kann durch zwei Integrationsschritte geldst werden.

Integrations- ,Konstante® ist eine freie Funktion von 7

—_
\\;
~—

u(&n)=r(é)+s

Die Umrechnung in die Ausgangsvariablen x und f gemaR Gleichung (4.4-2 a) und (4.4-2 b) liefert
die allgemeine Lésung
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u(x,t)=r(x—ct)+s(x+ct)

(4.4-6)

der Wellengleichung. Sie erlaubt folgende Deutung:

Die allgemeine Ldsung stellt die Uberlagerung einer riick- und vorlaufigen Welle dar. r(x—ct) breitet

sich mit der Geschwindigkeit ¢ in positiver x-Richtung aus, wahrend s(x+ct) in negativer x-Richtung

fortschreitet.

Die Form der Welle bleibt jeweils erhalten! Zur Zeit t, > 0 ergeben sich die folgenden Verschiebungen
entlang der x-Achse der beiden Funktionen r und s in Abbildung (4.4-1).

r(x—ct,)
A

/

Die Wellengleichung (4.4-6) muss an die Anfangs- und Randbedingungen angepasst werden.

t=0

Abb. 4.4-1: Vor- und ricklaufige Welle

Anfangsbedingungen zur Zeit { =0 :

u(x,0)=u,(x)="Ff(x) Anfangsauslenkung

Z—L:(X, 0)=v,(x)=0 Anfangsgeschwindigkeit

Mit Hilfe der allgemeinen Lésung lautet die Auslenkung u zur Zeit t =0.
u(x,0)=r(x)+s(x)=r(x) (4.4-7)

und die Anfangsgeschwindigkeit:

ou dr  9(x-ct)

“(x0)= =0
ot (*0) d(x—ct) ot

.\ ds  9d(x+ct)
d(x+ct) ot

t=0 =+C

t=0

dr ds
o =—(-c)+—c=0 4.4-8
dx( ) dx ( )

Durch Ableitung nach der Ortskoordinate x folgt

dr ds _df (x) (4.4-9)

aus Gl. (4.4-7): a(x)Jra(x) =

B dr ds

Aus Gl. (4.4-8): &(x)+a(x) =0 (4.4-10)

Gleichung (4.4-9) — Gleichung (4.4-10): Z%(X) = j_;(x)
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Gleichung (4.4-9) + Gleichung (4.4-10): 2%( ) _j—;(x)

integrieren: r(x)~r(0) =2 (f(x)~#(0)) (4.4-11)
s(x)-5(0) =5 (F(x)-1(0)) (4.4-12)

Die Rand-/Lagerbedingung u(0, 0) = (0) ergibt 4—> x

u(0,0)=r(0)+s(0)=7(0) 0

<

(0.1)

Addition von Gleichung (4.4-11) und (4.4-12):

u(x, €)= r(x, )+ 5(x )7 (0)=5(0) = F(x—ot) +2 F(x+0t) ~F(0)
=10

Die Lésung fur die Anfangsrandwertaufgabe lautet dann:

u(x,t) :%[f(x—ct)+f(x+ct)}

(4.4-13)

Mit voranschreitender Zeit t durchlaufen die Argumente (x—ct) und (x +ct) alle Werte auf dem Zah-
lenstrahl des offenen Interwalls (—oo, +oo). Die Auslenkung u(x, t) ist bislang nur auf dem Intervall

[O, I] erklart und wird im Folgenden an die Randbedingungen angepasst.

Beispiel: Beidseitig eingespannter Dehnstab

Z 2
2 Z
—» x
-
Randbedingungen: u(0,t)=0 u(l,t)=0

Abb. 4.4-2: Beidseitig gelagerter Dehnstab

Aus der Lésung und Gleichung (4.4-13) folgt fuir das linke Stabende x=0:

u(0,t) = 5 F(~ot)+ 2 (+ct) =0

1
2
o f(—ct)=—f(ct)

Obige Bedingung verlangt fiir alle t >0, dass f(x) als ungerade Funktion —f(—x) in der linken Koor-
dinatenhalbebene fortgesetzt wird.
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Abb. 4.4-3: Ungerade Fortsetzung der Funktion —f(—x)

Am rechten Stabende x =/ gilt mit der Lésung aus Gleichung (4.4-13):

u(l, )= S[F(1+ct)+F(1-ct)] =0

Wird die Lésung periodisch in der Zeit mit 2 fortgesetzt, so ergibt sich:
c

u(x, t+%] =u(x,t)

Abb. 4.4-4: Periodische Fortsetzung

Am rechten Rand: x =/ gilt mit der Losung aus Gleichung (4.4-13):

u(/,t+21j=lf /—c[t+21j +1f /+c(t+21] ;O
c 2 c 2 c

L) v fvctvan <o
2 2~ 2
=f(l+ct)
N wegen 21 Periodizitat
C
SN f(~I—ct)=—f(I+ct)

2]
Es zeigt sich, dass die Anfangsauslenkung f(x) ungerade und o periodisch uber die x-Achse von
—oo bis +oo fortgesetzt werden muss, damit die Randbedingungen des beidseitig eingespannten

Dehnstabs erfillt werden.
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4.5 Analytische Losung der Wellengleichung im Dehnstab nach der
Methode von BERNOULLI

Bewegungsgleichung des Dehnstabs:
pli—Eu"=pk  mit u=u(xt)
Randbedingung (RB): u(0,t)=u(l,t)=0 (DIRICHLET-Randbedingung)

Anfangsbedingung (AB): u(x, 0)=u,(x) beidseitig unverschieblich

Ui-c’u" = pk (4.5-1)
T c= \/E Wellenausbreitungsgeschwindigkeit im Dehnstab
2

Lésungsmethode nach BERNOULLI:  Trennung der Variablen x und t mittels Produktansatz in eine
Ortsfunktion X (x) und eine Zeitfunktion T (t):

u(x, t)=X(x)-T(t) =N

Einsetzen in homogene PDGL

X(x)-T(t)-c2 X"(x)T(t)=0 |- (X (x)-T(t)

und Division durch (X(x)~T(t)) fuhrt auf 2 gewdhnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung
nach Trennung in Gleichungen fir die Variablen T (t) und X(x):

T_ c? X' Konstant = —@?
T X

Trennung in zwei homogene, gewdhnliche Differentialgleichungen fiir die Orts- und Zeitfunktion

= T(t)+&*T(t)=0; (4.5-2)
- X(x)+ 2 X(x) =0 (4.5-3)

Hinweis: Die Gleichung (4.5-3) definiert eine Eigenwertgleichung.

Allgemeine Lésung von Gl. (4.5-2):
T(t)=Acos ot + B sin o(t)

Lésung von Gl. (4.5-3):

X(x)=C cos Lx+Dsin®x (4.5-4)
c c
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Zuerst Anpassung der Ortsfunktion X(X) an die Rand- (Lager-) —Bedingungen
Fir DIRICHLET-Randbedingungen folgt dann:
u(O,t)=0 S X(0)=0=C-1+D~0 = C=0
u(l,t)=0 o X()=0=0+Dsin 2|
c
< D=0 triviale Lésung
Die notwendige Bedingung flr eine nicht triviale Losung ist hier die Eigenwertgleichung:
sin2 =0 = 21 =nx,
c c
denn die Nullstellen der Sinusfunktion sind 7 -periodisch
c .
w,,=n7z7 far n=123,..
Die Lésung (es gibt unendlich viele) sind die
Eigenwerte bzw. Eigenfrequenzen n - o, = n;r% n=123,..
und die Eigenfunktionen (Eigenformen) n - X, (x) =sin Zx = sin (nn?)
c
Hinweis: Die Eigenfunktionen X, (x) sind bis auf einen konstanten Vorfaktor D bestimmt.
Bemerkung: Die Losung fir die Ortsfunktion X(X) =D sin %l ist die Eigenfunktion und fihrt zu-
sammen mit ihrer zweiten Ableitung
w z [
X"(x) = —(—j D sin —/
c c
auf eine Eigenwertaufgabe mit der Differentialgleichung:
@ 2
X"(x)= —[;J X(x) siehe Gl. (4.5-3)
—
2
Der Eigenwert lautet: A= —[%]

Die Differentialgleichungen zu jedem einzelnen Eigenwert o,
T, (t)+ 02T, (t) =0

fir die Zeitfunktion T, (t) liefern jeweils die Lésungsfunktion:
T,(t)=A,cos w,t+B,sin w,t

Somit lautet die allgemeine Lésung der Wellengleichung flir den beidseitig eingespannten Stab:
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u(x,t)= ixn (x)-T,(t) Die durch Superposition der einzelnen L6-

sungsfunktionen entsteht.

u(x t)= gsin (nnﬂ {An cos (nﬂ%tj +B, sin (nz?tﬂ

Die allgemeine Lésung u(x, t) entsteht durch Uberlagerung (Superposition) der Eigenschwingungen

u,(x t):
u, (% t) = |:An cos (nﬂ%tj +B, sin (nﬂ%tﬂ sin (nz?j

2l
Wegen der sinusféormigen Ortsfunktion X(X) ist die Losung ?-periodisch. FUr den beidseitig einge-

spannten Dehnstab muss deshalb die Anfangsbedingung als ungerade Funktion in negativer x-Rich-
tung fortgesetzt werden.

Beispiel: Anfangsauslenkung u, (x) des Dehnstabs

Bilinear verteilte An-

4 Uy (X) fangslenkung mit Ma-
ximum & in Feldmitte
6 —+4
Fortsetzung . . | ‘ > X
als ungerade -1 I/2 /
Funktion
nach links
Dehnstab j E

Abb. 4.5-1: Fortsetzung der Auslenkung u, (x) in den negativen Bereich

Die Anfangsbedingung sei fiir die Verschiebung:

und fiir die Geschwindigkeit:

au

at(X’O)ZVOEO

Die Zeitableitung der allgemeinen Lésung ist:
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a—U:Zsin naX | <A, sin| nzSt |+ B, cos | nz St || nel
ot = / / / /

=Y sin nzX|nzs B, = v, =0
=0 =1 I /

au
ot

Somit ergibt sich flr die Koeffizienten B,

B, =0 fir vn=123, ..

n

Anpassung der allgemeinen Lésung an die Anfangsverschiebung u, :
u(x,0)=>sin [nn%jAn = Uy (x)=f(x)
n=1

Multiplikation dieser Gleichung mit sin (mn%) und Integration ber die Stablange ergibt:

j;f(x)sin (mﬁ§jdx = ij;An sin (nﬂ?}sin (mn%) dx

n=1

linkes Integral =y, , rechtes Integral = J,

Es gilt somit die Funktion f(x) fir die Anfangsverschiebung u, (x) in eine Sinusreihe zu entwickeln.
1 . Zx X ' X\ . X
—J,, = J—sm mr— dx+j 1-—|sin| mr— | dx
26 1 I PAG I

12 /

. X X X . X X
1 sin (mzz /j xcos(mzz /j —CO0s (m;r /j sin (mﬂ /j XCOSs (mﬂ /j

—J,,, = - + - +

26 hm mrr 2 mrx mrx mr 2 mrr
[ Mz s mz [ Mz s
[ ! j / / [ ! j ’
0 12
/
_ sin(maza/2) 598 (mz/2)  cos (mr) 0 Icos (mx)
B mr mzx  mz SVt T
[ Mz | mr mz |z
( / j / /
/
cos (mz/2) sin (mx/2) P (mz/2)
mrr * mr 2 a mrr
/ ( | j /

Das dritte und fiinfte Reihenglied ergeben zusammen null. Ebenso heben sich die Reihenglieder zwei,
sechs und acht gegenseitig auf.

Ay, - Snlmal2) 2 sin(mz2) fir m=12,3, ..




4 Verschiebungsmethode

64

Berechnung der ersten Reihenglieder bis m=11:

m=1 2, 3, 4, 5 6 7, 8 9 10,
T

—J == _ _
26 I,m 72_2 12 ’ Oa 32 ] Oa 52 ] Oa 72 ) 0; 92 ] Oa
Bildungsgesetz
-1\"
J,m:2—£(—)228 m=0,12, ...
7 (2m+1)
Die Integrale mit geradem m (=2, 4,6, ...) sind null.
Indexverschiebung:
_1 m-1
J,m=282—iL2 m=123, ..
’ 7" (2m-1)
Das rechte Integral lautet:
' X X
Joom = J'sin (m;z—jsin (nzz—jdx
’ 3 / /
Fall m=n: Integral 305 im Bronstein/Semendjajew-Formelsammlung:

!

sin (m—”)LX sin (m+n)™*
Jram = [2(mn)l } - 2((m+n))l

sin(m-n)m  sin (m+n)m

2(m-n) 2(m+n)

= firalle m#n

11,
-1

It

Das Ergebnis war wegen der Orthogonalitatsrelation zu erwarten.

Fall m=2: Integral 275 im Bronstein/Semendjajew-Formelsammlung

I %
Jyom = Isin (nn—j dx
B o /

4| =
/ 0
=é— L 2sin2n;z
4[””
/
/ .
=— firn=m

:
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Damit lautet die Reihengleichung:
Jl,m = ZAH Jr,nm = An ern:l,777
n=1
_1 m-1
A
7" (2m-1) 2
Alle anderen Reihenglieder J, =~ verschwinden:
Jom=0 fir m#n
n-1
. 4 (1) .
Ersetze m durch n: A= A =—F——""720 firn=123...
7" (2n-1)
A, sind die Koeffizienten der Sinusreihe der Anfangsverschiebung
25% fir 0<x< é
u0 (X) = f(X) = X /
28| 1-— ( —<x</
( / j fur 5 X
Einsetzen der Koeffizienten A, und B, in die allgemeine Lésung u(x, t) der Wellengleichung:
w» _1 n-1
u(x, t)= 22612(—)23in (nzzﬁjcos (nzzgtj
n=1 T (2/7 — 1) / /
ergibt die Lésung flr obiges Beispiel mit der Anfangsauslenkung u, = f(x) in Abb. (4,5-1).
Mit Hilfe der Additionstheoreme fir das Produkt aus Sinus- und Cosinusfunktion
sin a cos A :%[sin (a—pB)+sin(a+p)] (s. Bronstein, S. 157)

ergibt sich:

u(x,t) :4—§ ii{sin (nl—ﬁ(x—ct)} sin (nTﬂ(XJrct)H

7 25 (2n 1)’

Die L6sung der Wellengleichung setzt sich aus der Summe einer vorlaufigen (ct - x) (nach rechts in

positiver x-Richtung) und einer ricklaufigen Welle (Ct + x) (nach links in negativer x-Richtung) zu-

sammen.



4 Verschiebungsmethode

66

Die Summen der unendlichen Reihe sei:

bzw.:

%f(x—ct) =

%f(x+ct) =

Nk

n=1 (2!’) - 1)

<\~1N|§

= (2n-1)°

Dann lautet die Losung fur obiges Beispiel:

Fazit:

iL)Mzsin (nT”(x - ct)j

iﬂsin (nTﬂ(x + ct)j

u(x, t)=%f (x—ct)+%f (x+ct)

Die Methode der FOURIER-Analyse mit Hilfe des Produktansatzes ergibt dieselbe Lésung wie
die Methode nach D'ALEMBERT.
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4.6 Klassifizierung linearer partieller Differentialgleichungen zweiter
Ordnung

4.6.1 Beispiele fur partielle Differentialgleichungen der Mechanik und Warme-
ubertragung

An dieser Stelle soll kurz auf die verschiedenen Typen linearer, partieller Differentialgleichungen zwei-
ter Ordnung eingegangen werden.

1) Falls Volumenkrafte: n(x) = pk vorhanden sind, ergibt sich fiir die Differentialgleichung der Wel-
lenausbreitung im Dehnstab:

(9}
1l
D |m

mit ¢ = Wellenausbreitungsgeschwindigkeit
o°u E du

22 _ =27 - ok
a2 po ” (4.5-1)

f

Bewegungsgleichung ist Ergebnis der Impulsbilanzgleichung

2) Die Kréftebilanz der vorgespannten Membran (Vorspannkraft s, ) unter Querlast q = d(x, y) ergibt

hier die Querverschiebung w(x, y):

o’w . ’w  q (4.5-2)

ox? oy? s,

Herleitung siehe Vorlesung ,Methode der finiten Elemente®.

Beispiel: Vorgespannte Membran (,,Trampolin®)

q(x, y)

@ !

a(xy) TIIF

Schnitt: —» S,
K w(x,y)
! —

Abb. 4.5-1: Vorgespannte Membran unter Querlast
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3) Die Theorie der Warmeubertragung liefert fur den Stab folgendes Ergebnis:

T(x,t) = Temperaturfeld

Massedichte

spez. Warmekapazitat bei konstantem Volumen
Warmeleitfahigkeit

Warmequellen (z. B. elektrische Reaktion, nuk-
learer Zerfall)

@
Q
(o
L/
N
SN 0%

Abb. 4.5-2: Stab mit Warmequellen

Anhand der Energiebilanz (Zeitableitung innere Energie = Warmezufuhr):
E = Q

folgt die Warmeleitungsgleichung:

LT T
Poot =" ox?

+ pr

Warmequellen
Definition: Temperaturleitfahigkeit

A
a, =—

v
pCv

Die Warmeleitungsgleichung des Stabs liefert das Temperaturfeld T(x, t) in Abhangigkeit der
Zeit t.

oT T r (4.5-3)

—_— a\/
ot ox? ¢

4.6.2 Klassifizierung der partiellen Differentialgleichungen:

Alle drei Gleichungen (4.5-1) bis (4.5-3) sind partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die ganz
unterschiedliche Prozesse oder Systeme beschreiben. Deren Losungen verhalten sich vollkommen ver-
schieden. Die partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit der allgemeinen Form:

o%u o’u o°u ou ou
a— +2b tc—=-F|Xxy,— —,u
ox oxoy oy ox oy

N J
Y

Hauptteil
werden anhand der Diskriminante D = b®> —ac des Hauptteils wie folgt klassifiziert:

>0 hyperbolisch
D=b*-ac =0 parabolisch
<0 elliptisch

Gleichung (4.5-1): Wellenausbreitung im Dehnstab: D =0- (‘I)[—EJ = E >0 = hyperbolisch

p) P
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Gleichung (4.5-2): PoissoN-Gleichung fiir Membrane: D=0-(1)-(1)=-1<0 = elliptisch

Gleichung (4.5-3): Warmeleitungsgleichung: D=0-0- (—av) =0 = parabolisch
2

Der Term fiir die 2. Ableitung 88;—

fehlt in der Warmeleitungsgleichung.

Elliptische Differentialgleichungen werden in der Regel mit finiten Elementen geldst — siehe Vorlesung
,Methoden der finiten Elemente*.

Die zeitliche Diskretisierung von parabolischen und hyperbolischen Differentialgleichungen erfolgt ubli-
cherweise mit finiten Differenzen wie z. B. mit dem NEWMARK-Verfahren oder mit der zentralen Diffe-
renzenmethode.
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4.7 Analytische Losung der Wellengleichung im Dehnstab nach der
Methode von BERNOULLI

Bewegungsgleichung des Dehnstabs pli—Eu" = pk mit u=0(x)
RB: U(O, t) = u(l, t) =0 (,Dirichlet")

li-c?u=pk AB: u(x,0)=u,(x) 5 E beidseitig
unverschieblich

¢ =+E/p Wellenausbreitungsgeschwindigkeit im Dehnstab

Lésungsmethode nach BERNOULLI: Trennung der Variablen mittels Produktansatz in eine Ortsfunktion
X (x) und eine Zeitfunktion T (t)

u(x, t)=X(x)-T(t) = l=X(x)-T(t)

Einsetzen in homogene PDGL

X (x)-T(t)-c?X" (x)T(t)=0 \;(x(x).r(t))

fuhrt auf 2 gewodhnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung nach Trennung in Gleichungen fir die
Variablen

3} !
T(t) und X (x): ;: c? X" 2 konstant = —w?

Trennung in zwei gewohnliche Differentialgleichungen fir die Orts- und Zeitfunktion

= 7 (t)+w?T (t) =0 X (x)+VZ_22x(x)=o

Die Gleichung (x) definiert eine Eigenwertgleichung

Lésung: T (t)=A cosat+ B sinw(t) X" (x)=Ccos %x +Dsin%

Zuerst Anpassung der Ortsfunktion X(x) an die Rand-(Lager-)-Bedingungen
FUr DIRICHLET- Randbedingungen:
u(O,t):O = X(O):O:C-1+D~O = CcC=0

u(l,t)=0 o X(I)=0=0+Dsin%l

Die notwendige Bedingung fir eine nicht triviale Losung ist hier die Eigenwertgleichung

=S D =0 ftriviale Lésung
sin /=0 o L.
C C

Die Nullstellen der Sinusfunktion

w, = n;z% 7 = periodisch
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Die Lésungen (es gibt unendlich viele) sind die Eigenwerte bzw. Eigenfrequenzen n —»w, :nﬂ%;

n=1,2,3, ... und die Eigenfunktionen (Eigenformen) n — X, (x) = sin x =sin (nn%)
c

Hinweis: Die Eigenfunktion ist bis auf einen konstanten Vorfaktor D bestimmt.

Bemerkung: Die Lésung fiir die Ortsfunktion
X (x)=Dsin %}
c
ist die Eigenfunktion und fiihrt zusammen mit ihrer zweiten Ableitung

X"(x)= —(%JZD sin %/

auf eine Eigenwertaufgabe mit der Differentialgleichung:

2
X'(x)= —(mj X (x) siehe Gleichung (*)

2
A= —[mj ist der Eigenwert

Die Differentialgleichungen zu jedem einzelnen Eigenwert w,,
T, (t)+w2T,(t)=0
fiir die Zeitfunktion T, (t) liefern jeweils die Lésungsfunktion:

T

L (t)=A,cosw, +B,sinw,

Somit lautet die allgemeine Lésung der Wellengleichung fir den beidseitig eingespannten Stab:

u(x,t)= ZX,, (x)-T,(t) (Superposition der Losungsfunktionen)

n=1

u(x,t)= isin [nnﬂ{An cos [nﬂ%tj +B,sin (nﬂ%tﬂ

Die allgemeine Lésung entsteht durch Uberlagerung (Superposition) der Eigenschwindungen:

u,(x t)= {An cos [n;r%than sin (nﬂ%tﬂ sin [nnéj

Wegen der sinusférmigen Ortsfunktion X(X) ist die Lésung o -periodisch. Fir den beidseitig einge-

spannten Dehnstab muss deshalb die Anfangsbedingung als ungerade Funktion in negativer x-Richtung
fortgesetzt werden.
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Beispiel:
Bilinear verteilte Auslenkung mit Maximum ¢ in Feldmitte
Die Anfangsbedingung sei fiir die Verschiebung:

X fir0<x<t
I 2

u(x,0)=u,(x)=f(x)=25 ]
1—% fiir ~<x<

und fir die Geschwindigkeit

au

6t(X’0):V°EO

Die Zeitableitung der allgemeinen Lésung ist:

%:ZSin naX | -A,sin| nzlt |+ B, cos| nzlt || nzl
ot = / / / /

ou

ot

= sin (n;r?j I’lﬂ% B,=V,=0

n
t=0 n=1

B, =0 firvn=123,..

Anpassung an der allgemeinen Lésung an die Anfangsverschiebung u,
- X
u(x,t)= > sin|nz— | A, =uy(x)="Ff(x
()= 2 sin[ne ] 4, =0 (1)=1(x)

Multiplikation dieser Gleichung mit sin (nn%j und Integration Uber die Stablénge ergibt:

linkes Intergral = J, rechts Integral = J_

Lm mn

Es gilt somit, die Funktion f(x) fiir die Anfangsverschiebung u, (X) in eine Sinusreihe zu entwickeln.

/2 /
iJ, = J'l sin (mﬂﬁj dx + J.(1—1] sin [mnij dx
25 " 5 1 / 7 / /
2

1,
(%) xoo(me] [ [ -ass(me) an{me) soon [me¥)]
SIN| Mrx— XCOS mzzl —COS | mnx — Sin mﬂ7 XCOS | mrx—
= > = + - >+
mr mrr mrr mr mr
|| Mz == el || Mz [l
( I j ! . I ( I j !



