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7 Viskoelastizitatstheorie

In vielen Bauteilen — insbesondere in jenen aus Polymeren — unter dem Einfluss von Kraften und Mo-
menten vergrdBern sich die Verformungen mit der Zeit, selbst wenn die Belastungen unverandert bei-
behalten werden. Dieses zeitliche Phdnomen ist eine Folge der viskosen Eigenschaften der Werkstoffe,
die den elastischen Eigenschaften Uberlagert sind.

7.1  Rheologische Modelle

Netzwerke aus masselosen Federn (Elastizitat) und Dampfern (Viskositat) werden in der Modellrheolo-
gie untersucht (Rheologie = FlieBlehre), um viskoelastische Materialgleichungen herzuleiten und nicht,
um das FlieBphdnomen aus dem Aufbau der Materie zu erklaren.

Fir die Modellbildung der Festkdrper ist das 3-Parametermodell das Paradigma eines rheologischen
Elements

EO
E1 7, —O
Linearer Standardkérper vom Linearer Standardkorper vom
MAXWELL-Typ KELVIN-Typ

Abb. 7.1-1: Mégliche Netzwerke zur Darstellung des linearen Standard-Festkdrpers

Beide Modelle sind zueinander &quivalent und die Materialparameter fir die Elastizitat und Viskositat
kénnen ineinander umgerechnet werden.

Der 3-Parameter-Festkdérper vom MAXWELL-Typ wird zunachst néher untersucht, da er sich zum N-stu-
figen MAXWELL-Modell einfach verallgemeinern lasst und den FE-Programmen fast ausschlieBlich zur
quasistatischen Berechnung zugrunde liegt.

Linearer Nonstandardkdrper': Mdgliche Netzwerke aus Federn und Dampfer fiir eine Flissigkeit von
linearen Nonstandardkdérper.

==

— W 1

Abb. 7.1-2: Lineares Nonstandard-Fluid

" Siehe E. Tschoegl: The Phenomenological Theory of Linear Viscoelastic Behavior, Springer Verlag
1989
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Materialgleichung des Standardfestkorpers vom MAXWELL-

7.2
Typ
Kinematische Annahme fur die Zerlegung der Dehnung in einen Feder- und Dampferabteil ¢, bzw. g, :
[P g LI
EO
o 4+ E1
—F e i

Abb. 7.1-3: Zerlegung der Dehnung des Standard-Festkdrpers

Freischneiden und statische Gleichungen

Abb. 7.1-4: Spannungen im Standard-Festkorper

EO
_>Ueq4_
o<+
E, s
]_ —> 0, —
Gleichgewichtsbedingung: o=0,+0,
Kinematik: E=¢&+ &,
Konstitutive Bedingungen: Elastizitat o, =E, ¢
(Federn)
O-ov = E1 8,__
Viskositat o, =7, &,
(Démpfer)

Elimination der HilfsgréBen &. und &,.

Geq

l_o_.a

o)

: equilibrium stress

Gleichgewichtsspannung

o, .over stress

Uberspannung

Einsetzen der Zeitableitung von (7.2-4) und (7.2-5) in die Zeitableitung von (7.2-2) liefert:

Oo | Oov
= u
o E,
Aus (7.2-3) folgt: =L =g
U T
o E
Aus Zeitableitung von (7.2-3) 2= D¢

(7.2-1)
(7.2-2)
(7.2-3)

(7.2-4)

(7.2-5)

(7.2-6)

(7.2-7)

(7.2-8)
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5y T O +
Addieren von (7.2-6) bis (7.2-8): Teq 7%, Tea T %o = 55 +é& +5é (7.2-9)
E, U U E,
: . . E1 . E1 Eo
Mit (7.2-1) folgt: O'(t) + —O'(t) = (E0 +E1) g(l‘) + g(l‘) (7.2-10)
s s

Gl. (7.2-10) ist eine gewdhnliche Differentialgleichung erster Ordnung flir das zeitabhangige Material-
verhalten des Standard linearen Festkdrpers vom MAXWELL-Typ.

Sonderfalle
1) E, =0 E, 2
«— O—/\/VV\/\/—]—O —2 » MAXwELL-Element
L o
o-(t)+E0'(t)—771g(t)
1
E,
2) E > ow: _/\/\/0\/\/_
«—2— o 0 —Z» KELVIN-Element
T
L]
T
o(t) = Epe(t) + me(t) (Modell der geschwindigkeits-

proportionalen Dampfung in

. . . der Dynamik)
Eigenschaften des standard linearen Festkorpers:

1) langsame Prozesse:
6, & klein (=0)
S Eo)-Eb) o o(t)=E «(t)=0,

ist die Menge der ,statischen Gleichgewichtszu-
stédnde®, die die ,statische Kennlinie“ beschreiben

2) schnelle Prozesse:
g, & grol} gegeniber o,¢

= 6(t)=(E +E)é(t) <« o(t) =(E +E) &(t)

ist die Menge der Lésungen der schnellen Prozesse,
die die ,spontane Kennlinie“ beschreiben
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Dampfer bewegt sich nicht, wenn & groB ist !
Abb. 7.2-3: Standard-Festkérper vom MAXWELL-Typ
Es gilt: bei langsamen Prozessen: o, =0

bei schnellen Prozessen: o,, = E, ¢

7.3 Losung der Materialgleichung durch Integration der Differen-
tialgleichung des Standard linearen Festkorpers vom MAX-
WELL-Typ

Zwei Methoden zur Lésung der inhomogenen DGL kénnen unterschieden werden:
1.) mittels integrierendem Faktor
2.) mittels ,Variation der Konstanten” (siehe Skriptum: Mathematik Ill, R. Jeltsch-Fricker)

Methode 1: Ansatz fir die linke Seite der DGL:

751‘ +5t ' 751‘ +5t E +5Y
e’ |e’o(t)| =e” |e”5(t)+—e " o(t)
n

/ E

=o(t)+—o(t
integrierender a( )+ n O-( )
Faktor

+Ere ) Ey E. E
DGL:|e 7 o(t)| =e” |(E,+E,)&(t)+——Ls(t)
U

rechte Seite

Integrieren ab dem Zeitpunkt ¢ > 0, denn zuvor (t < O) ist die Dehnung

£(t)=0 und deshalb (t)=0 sowie o (1 <0)=0:

& t B
e at)=[e {(E0 +E1)g'(f)+ﬂg(f)} dr
0 n
(. 92(7)
e'(r): = i
- | E, E,

0
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£(0)=0 st die Anfangsbedingung

Bis zum Zeitpunkt t = 0 ist der Dehnungsverlauf &(t)=0.

Die Darstellungsgleichung der konstitutiven Relation fur die lineare Viskoelastizitdt des 3-Parameter-
Modells vom Relaxationstyp ergibt sich dann zu:

o(t)= j [EO +E, e’;(tr)]g‘(r)dt (7.3-1)

t
Wobei gilt: &(t) = j% dr

0 8L

=g'

Die Spannung berechnet sich aus einem Integral — dem Relaxationsintegral. Es ist ein Faltungsinteg-
ral (Konvolutionsintegral) und setzt sich aus der in der Klammer stehenden Kernfunktion sowie dem
Zeitverlauf der Verzerrungsgeschwindigkeit g‘(t) zusammen.

=t
Die Spannung o-(t) zum Zeitpunkt ist ein lineares Funktional 3[5(7)];0 der Verzerrungsgschichte

g(r)|z'£t'

Definition: Die Funktion
,E‘[

R(t): =E,+E, e "

hei3t Relaxationsfunktion. Sie ist gleich der Spannungsantwort a(t) des standard linearen
Festkdrpers auf einen Verzerrungssprung gemén der Prozessgeschichte:

0 far t<O
e(t)= Ejr < ist die Prozessgeschichte
g fur t20

& HEAVISIDE-Funktion H(t)
g(t) = H(l‘)-go

Abb. 7.3-1: Dehnungszeitverlauf mit Sprung zur Zeit t =0

Die Zeitableitung der Sprungfunktion H(t) ergibt die DIRAC-Delta-Funktion 5(t)
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Abb. 7.3-2: DIRAC-Delta-Funktion §(0)

de(7)

e'(7) =g 3(0)- &,

DirAcC-Delta-Funktion

Es gilt fur Integral der DIRAC-Delta-Funktion die wichtige Eigenschaft:

©

.[S(r)drz1

—0

Die DIRAC-Delta-Funktion wird im Relaxationsversuch in das Relaxationsintegral eingesetzt — siehe
néachstes Unterkapitel.

7.3.1 Spannungsantwort im Relaxationsversuch:

Die Spannungsrelaxation wird in der experimentellen Mechanik systematisch durch Einpragen eines
zeitlich unveranderlich bleibenden Dehnungssprungs in einem Probekoérper untersucht.

abfallende Exponentialfunktion

]
4 an E1 E EO i St e
Au
>t
_Au :
=T —+
Abb. 7.3-3: Dehnstab mit Verlangerung Abb. 7.3-4: Verlauf der Relaxationsfunktion

und Randbedingungen
T, = Ei ist die Relaxationszeit.
1

0 ,t<0

Der Verschiebungssprung Au wird zur Zeit t =0 dem Dehnstab eingepragt. &(t) :{ 50
& ,[2

Dann ergibt der Spannungsverlauf Gber der Zeit o-(t) zZu:

,E1t

o(t)=R(t)e, =[E0 +Ee " ]go fiir die Zeit t>0

Anfangsspannung: a(0)=(E, +E,)&

Asymptotischer Grenzwert: o(t— oo) =E, ¢,
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abfallende Exponentialfunktion

Abb. 7.3-5: Spannungs-Zeitverlauf im Relaxationsfall

7.3.2 Anmerkungen zum Relaxationsintegral der Integralgleichungsmethode
fur die lineare Viskoelastizitatstheorie

i)

g(t)u

Verzerrung

&=p¢

A 4

Relaxationsversuch als Grundlage fiir die Verschiebungsmethode

>

Abb. 7.3-6: Vorgegebene Verzerrungs-Zeitverlaufe

Demonstration der Linearitat der viskoelastischen Materialgleichung (7.3-1) anhand der Spannungs-

antwort U(t) auf einen Dehnungssprung &, bzw. & .

o (t)
Byo,

o

Spannung

Abb. 7.3-7: Spannungsrelaxation

Daraus ergibt sich der zeitabhangige Elastizitatsmodul E(t) .

oy
== —

Abb. 7.3-8: Relaxation des Elastizitatsmoduls
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ii) Relaxationsintegral

Superposition zweier Belastungen

g(t)“

Ag1I
AEOI
|
I

t t,

Abb. 7.3-9: Vorgegebener Verzerrungsverlauf mit Sprungstellen

v
~

BOLTZMANN Superpositionsprinzip fir die Spannungsantworten.

a(t)

A

Aoy| | TT—feeem

Abb. 7.3-10: Spannungsrelaxation fir den Verzerrungsverlauf gemafn Abb. 7.3-9
o(t)=E(t—t))Ag+E(t-t,)Ag

In der Spannungsantwort infolge der beiden Dehnungsdiskontinuitadten addieren sich die Spannungs-
zeitverlaufe.

iii) Allgemeiner Verzerrungsverlauf

Unterteilung des Dehnungsverlaufs g(t) in Dehnungsspriinge Asg; :

&(t)

A

Treppenfunktion

Agl

v

Abb. 7.3-11: Darstellung des Dehnungsverlaufs als , Treppenfunktion®
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Auf den einzelnen Stufen der Dehnung ergibt sich jedes Mal eine Spannungsrelaxation und daraus
die Summe der Spannungsantwort:

a(t)ziE(t—t,)Ag,

Die Verringerung auf differentiell kleine Stufenhdhen dgzg—g dz und der Grenzubergang von der
T

Summe zum Integral ergibt:

Relaxationsintegral (Konvolutionsintegral)

t
o€
U(l‘) = IE(t - T)a— dr ergibt sich als Summe der Spannungsantworten
= ¢ auf differentiell kleine Stufenhdhen

Relaxationsfunktion
_Ey

E(t)=E,+E,e ”
iv) Sonderfalle der Relaxationsfunktion

1) MAXWELL — Korper: E,=0: R(t)=E,e "

0 fur t<0
. 0, t<0O
Relaxationsversuch: e(t)= =

Ee"eg  firt=0

Spannung klingt
-FE asymptotisch auf Null ab!
=E, |

Ordinate von 1E1 =37% E,
e 1

Zum Zeitpunkt t =7, ::g ist die Spannung zu = 37%:1 abgeklungen
e

1

Abb. 7.3-12: Relaxationsfunktion des MAXWELL-K&rpers

Zum Zeitpunkt t =7, ::El ist die Spannung zu z37%:l abgeklungen.
e

1
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2) KELVIN — Kérper E, —

R(t) —» o« = Fiir den KELVIN — Kérper existiert keine Relaxationsfunktion

Der KELVIN — Kérper ist ein Beispiel fur ein nicht invertierbares Materialmodell.

7.3.3 Spannungsantwort im gleichmaRigen, dehnungskontrollierten Zug- /
Druckversuch

Die lineare Geschwindigkeitsabhéangigkeit der Spannungsantwort soll zunachst fur den Standard linea-
ren Festkérper vom MAXWELL-Typ untersucht werden. Dazu wird ein linearer Dehnungsprozess betrach-
tet — siehe Abb. 7.3-13 — und die Spannungsantwort hierfur berechnet.

As(t)

1 [0 fir t<o
SO T at fur t20

de(t) [0 fir t<0 1
& fur t=0 >t

Abb. 7.3-13: Zigiger linearer Dehnungsprozess

Einsetzen der Funktionsgleichung fir den Dehnungsprozess in das Relaxationsintegral:

t 75(#1) 77 —E(t,r) 7=t
G(t):J‘ E0+E1e m 5.'0 dT: EO t+E1E16 m 6..0

0

&,
—E, it + 7, [1—e " ]8’0

mit &(t)=¢, -t folgt:

_E )
o(t)=E, ¢ (t) + n, [1—e "o }g'o

\ﬂ_/ \ ~ J

lineare - abklingende Funktion in &,, da linear in &,.
Funktion

in g(t)

- ist der ratenabhé&ngige Anteil der Spannungsantwort

Anfangssteigung: do
de

Asymptote: lim o(t)=E; & +n, &

£
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Aa(t) ) )
Anndherung flr
schnelle Prozesse
Asymptote: o, ., = Eje+m,é,
E, +E,
7 Relaxations-
prozel}
] Uberspannung o,
" Gleichgewichtskennlinie
& 1 E0 (fir langsame Prozesse)
Gleichgewichtsspannung o,
» &

Abb. 7.3-14: Dehnung- Spannungsverlauf
Statische Fortsetzung (isothermal static continuation), d.h. die Prozessgeschichte wird angehalten:

&(t) = konstant = g,. Dann ist die Dehnrate &, =0, aber die Spannung o (t) relaxiert auf die Gleich-
gewichtsspannung o, .

7.4 Gedachtnisfunktion

Zur physikalischen Intepretation der Abhéngigkeit der Spannung vom Verzerrungsprozess soll das Re-
laxationsintegral auf einer anderen Art dargestellt werden.

Umformung des Relaxationsintegrals durch partielle Integration. Es soll g(—oo) =0 sein.

t E
7—(#1)
o(t) = I[EO +E, e " ] g'(r)dr

By, oy By,
=[[EO+E1e "' )]g(f)] - I£O+E1[—5](—1)e " )]g(f)df
e ur

Substitution: s=t-r = Integrationsgrenzen: r=-w = S=w
& ds=-dr =t

U
Il
o

o(t) =(E,+E,-1)e(t)-0 - ji—: e o(t—s)(-ds)

da T g(r=-0)=0

Durch Einfuhrung der Differenzgesichte eé (s) und weitere Umformung ergibt sich:

o(t) =(E,+E)e(t) + [-E 6 " (o(t-s)-s(t))ds + = & "e(t)ds

o Th —_— o Th
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Integration der letzten Summanden nach der Variablen s:

w 2 _Eig BT
o(t) = (E,+E))e(t) + I—E—1 e " g(s)ds + g(t)[—(—ﬁ)e G ]
o Th o
/ =e(t}{+Ey0) — &{t}{+E1)
Definition: Differenzgeschichte

gl = g(t —S)—g(t)

Die GréBe & bezeichnet die Abweichung der Dehnung g(t —s) in der Vergangenheit —s <0 von der

aktuellen Dehnung &(t).

y
/‘/—) \gf, =&(t—s)-&(t) ist die Differenzgeschichte, die aus dem
vergangenem Dehnungsverlauf g(t—s) und der aktuellen

Dehnung &(t) gebildet wird.

Einfiihrung der Gedéachtnisfunktion g(s):

E

E o £y(s) ds

o(t)=E,o(t) + |- 77 e

0

g(s)
Definition:  Gedéachtnisfunktion fir das 3-Parametermodell:

dR(s) EZ -5
g(S)=—d( ) _E
S uy

Die Gedachtnisfunktion ist die Zeitableitung der Relaxationsfunktion. Die Kernfunktion ist eine abklin-
gende Exponentialfunktion, die die weiter zuriickliegenden Dehnungsunterschiede & schwécher ge-

wichtet als die spateren Ereignisse. Dadurch wird ein nachlassendes Gedéachtnis der Dehnungsge-
schichte realisiert.

Der momentane Spannungszustand o-(t) besteht aus einem Gleichgewichtsanteil und einem Ge-
dachtnisanteil.
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[ ——-

| | .
momentaner _ Gleichge- Gedachtnisanteil
Spannungszu- ~  wichtsan-
stand teil

ist eine lineare FunktiL der
Dehnung S(l‘)

Der Gedachtnisanteil ist ein lineares Funktional fi[eé (s)]:o der Differenzgeschichte &(s). Die Ge-

dachtnisfunktion g (s) versieht die vergangenen Deformationsereignisse mit Gewichtsfaktoren, die mit
zunehmender vergangener Zeit abklingen (,nachlassendes Gedachtnis” = fading memory)

7.5 Verallgemeinerung des Standard linearen Festkorpers vom
MAXWELL-Typ

N verschiedene MAXWELL-Ketten werden parallel zur Feder E, geschaltet.

EO
—/EW T (2 N + 1) - Parametermodell
E, Ll

A AN U

Uberspannung

E, N Gleichgewichtsspannung

—/\/\/Pﬁ

Abb. 7.5-1: Verallgemeinerter MAXWELL-K&rper

Addition der Spannungen in den parallel geschalteten Ketten:
N
0, = Y.0, Mit o, = Teilliberspannung
k=1
o, wird als Loésung der k-ten MAXWELL-Kette mit der Viskositat 7, im Dampfer und dem Elastizitatsmo-
dul E, in der Feder gewahlt (o, aus Kap. 7.3 mit E;=0).

t P
o, :I Ee ™ e(r)dr
0

Die Teiliberspannungen o, in allen parallel geschalteten MAXWELL-Ketten werden zur Uberspannung
o, addiert.



164

Darstellungsgleichung des verallgemeinerten MAXWELL-Elements mit N Ketten:

o(t)= j'{EO +YE, e ™ (”)};‘(z’)dz’ (7.5-1)

Kernfunktion

Sie ist die allgemeine Materialgleichung vom Relaxationstyp der linearen Viskoelastizitadtstheorie. Die
Spannung o (t) zur Zeit (t) ist ein Faltungsintegral (Konvolutionsintegral) der Geschichte der Verzer-

rungsgeschwindigkeit.

Definition: Kernfunktion oder Relaxationsfunktion fur den verallgemeinerten MAXWELL-K&rper

t

N
E(t)=R(t)=E,+Y E e *
k=1

Relaxationszeiten: T, =—

Relaxationsstarken E,

7, E, bilden das viskoelastische Spektrum {E,, 7,; k =1...,N}

7.6  Schrittweise numerische Zeitintegration zur Losung des Re-
laxationsintegrals

Das vorliegende Unterkapitel zur numerischen Zeitintegration des Relaxationsintegrals fu3t auf ver-
schiedenen Verdffentlichungen insbesondere der Universitat von Kalifornien in Berkeley 2 3 4

Relaxationsfunktion des verallgemeinerten MAXWELL-K&rpers:
N
E(t)=E,+Y E.e"™ (7.6-1)
k=1

7, = Relaxationszeit der i-ten MAXWELL-Kette
ANSYS: N<10

Numerische Zeitintegration
Koérper spannungsfrei vor t <0:

2 Taylor, R. L., Pister, K. S. und Goudreau, G. L. Thermomechanical analysis of viscoelastic solids.
International Journal of Numerical Methods in Engineering, 2:45-59, 1970.

8 Taylor, R. L.: Vortrag: Universitat von Kalifornien von Berkeley, 1991

4 Matzenmiller, A.: Viskoelastizitat und Viskoplastizitat, CADFEM-Kurs: Nonlin 4, CADFEM, Marktplatz,
Grafing / Minchen 1995.
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+ /
€o

0
Abb. 7.6-1: Vorgegebener Dehnungszeitverlauf

>t

Damit ergibt sich die Spannungsantwort zu:
o(t)=E(t go+jEt r a—dr (7.6-2)

Gl. (7.6-1) in Gl. (7.6-2) in das Relaxationsintegral einsetzen:

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit soll im Folgenden die zeitliche Diskretisierung des Relaxations-
integrals mit nur einer MAXWELL-Kette N = 1 durchgerechnet werden.

Zeitliche Diskretisierung: t,., =t +At

Spannung zur Zeit £,

N b t, (t:—7) 88(‘[)
O'(tn):Eng+Ex( ( ) 50)+Ee o 80+JE6 o 5 dr (7.6-3)
T
0"
Spannung zur Zeit t_,
b t, _(tan=7) 88(2')
o(t,1)=E, e0+E, (e(t,1) - )+Ee ™ &+ jE e " ——dr (7.6-4)
0
Einsetzenvon t , =t +At:
ty+At t,, (tp1-7)
-t g
o(t.)=E, &( n+1)+Ee gy + JE e 2(7) dr (7.6-5)

or

Mit Hilfe von e/ =g ™/" ./ folgt fiir den Standard linearen Festkorper mit N = 1:

Aus Gleichung (7.6-5) folgt fiir die Spannung zur Zeit £,

At (t ) t, (tn ’T) th _ (tnw17T)

o(t,.)=E,&(t,.)+e "| Ee ’1go+jEe ’1 ?dr +[Ee -~ % (7.6-6)

o T P or
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Fir die Spannung zur Zeit t, folgt aus (7.6-3)

([n) t, (tn ’T)

g+ |Ee © %dr (7.6-7)

o(t))=E, (t,)+ Ee

©

o*

::H1(tn]

Definition des Historyvariablen H,(t,) in Gleichung (7.6-7)

_(t) ty _lt-7) o
H,(t,)=E,e " 50+JE1e i Edt
G

Einsetzen der Historyvariablen H,(t,) in Gleichung (7.6-7) ergibt:

o(t,)=E, &(t,)+H,(t,) (7.6-8)
Aus Gleichung (7.6-8) folgt die Spannung zur Zeit ¢ _,

o(t,)=E, &(t..)+H,(t.) (7.6-9)

©

Die Historyvariablen H,(t,.,) zur Zeit t

n+1

ergibt sich aus Gleichung (7.6-6) zu:

At th 7(tn+1’T) ag
H,(t,.,)=€ " H1(tn)+;[E1e T (7.6-10)

n

Die Gleichung (7.6-10) ist eine Rekursionsformel zu Ermittlung des Faltungsintegrals mittels der Histo-
ryvariablen H, anhand der Anfangsbedingungen H, (O*) =E, 5(0*) =E, ¢ .

Auswertung von Gleichung (7.6-10):

n_n (7.6-11)

Differenzenquotient
Der Differentialquotient kann ndherungsweise durch den Differenzenquotienten ersetzt werden.

os < S =&

or At
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Die Auswertung des Integrals von Gleichung (7.6-11) ergibt schlieBlich:

At

oe 1-e ™
EzET(&m—gﬂ)

7
[ —

—1
fur At—0

Beteiligungsfaktoren v, in FE-Programmen wie z. B. ANSYS, FEAP oder LS-Dyna fiir die Relaxations-

funktion der linearen Viskoelastizitatstheorie

Definition: E,=E,+)Y E,
k=1
N _t
E(t)= {E_ vy B ] E,
Eo k=1 0
=v =V

E(t N
v(t) ——( ) v+ v el
Eo k=1
N
mit den Einschrénkungen: v, + Z
k=1
v, 20
O<vy, <

v, = Beteiligungsfaktoren der einzelnen MAXWELL-Elemente.

Im dreidimensionalen viskoelastischen Kontinuum liegen sowohl Schubmodul- als auch Kompressions-

modulrelaxation.

vy Beteiligungsfaktoren flr die Schubmodulrelaxation

Ve Beteiligungsfaktoren flr die Kompressionsmodulrelaxation (bulk modulus relaxation) — siehe ®

5 Ubung: Kriechen des dickwandigen Rohrs unter Innendruck. Analytische und numerische Lésung
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7.7  Materialgleichung des Standard linearen Festkorpers vom
KELVIN-Typ

Das zeitabhangige Verhalten von festen Kérpern wird i.d.R. dadurch experimentell untersucht, dass
Totlasten auf diesen Probekdrper oder eine Struktur aufgebracht werden. Dabei werden die Verschie-
bungen bzw. Dehnungen Uber die Belastungszeit gemessen und aus den Messdaten die Kriechfunktion

J(t) bestimmt.

Die Differentialgleichung (7.2-10) in Kapitel 7.2 des Standard linearen Festkdrpers vom MAXWELL-Typ
kann fur einen gegebenen Spannungs-Zeitverlauf a(t) (Belastungsgeschichte am einaxialen Dehn-

stab) zugunsten der Dehnung &(t) geldst werden.

Im Hinblick auf die Verallgemeinerung des 3-Parametermodells ist es physikalisch und mathematisch
jedoch einfacher vom standard linearen Festkdrper des KELVIN-Typs auszugehen.

Reihenschaltung einer Feder mit einem KELVIN-K&rper

E,
AN —
EO
oM o —
o ’71
11
1
& &=q

Abb. 7.7-1.: Standard linearer Festkorper (3-Parameter-Festkdrper) vom KELVIN-Typ

Freischneiden der Spannung im KELVIN-K&rper:

E1
£ —\N\N\— —» o, ——

—o—/\VV\— —0 —»o0
—D— —» 0, +—
s

Abb. 7.7-2: Freikbrperdiagramm des 3-Parameter-Festkérpers

Kompatibilitat: E=¢,+¢ (7.7-1)
Gleichgewicht: 0 =0,y + 0, (7.7-2)
Konstitutive Gin.: c=E ¢ (7.7-3)
0 =Ei ¢ (7.7-4)

)

O =Th éi (77'5
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Elimination der HilfsgréBen o, und o, in Gleichung (7.7-2) mit (7.7-4) und (7.7-5):

o=E ¢ +1n¢
.. o E
umstellen: Gg=¢=—-—"¢=Ff(0,¢) (7.7-6)
o

Aligemein: g="f(0.q)

Gleichung (7.7-6) ist eine Evolutionsgleichung fir die zeitliche Entwicklung der internen Variablen
q = &, die den inelastischen Dehnungsanteil reprasentiert.

(7.7-1) und (7.7-3) nach der Zeit ableiten und zusammen mit (7.7-6) einsetzen in:

E=E,+¢&
=S o B € (7.7-7)
E, mn n
Aus (7.7-1) und (7.7-3) folgt:
o
j 3 (7.7-8)

(7.7-8) in (7.7-7):
. 0 O E1[ 0']
E=—+———|e-——
E, n m E,

Die allgemeine Materialgleichung des Standard linearen Festkérpers vom KELVIN-Typ fiir das Kriechen
lautet:

Bo =11 (7.7-9)

Hinweise:

e Gleichung (7.7-9) ist eine gewdhnliche, lineare DGL erster Ordnung, die bis auf die Konstanten
mit der DGL fur den Standard linearen Festkdrper vom MAXWELL-Typ Ubereinstimmt.

e Die Elastizitats- und Ddmpfungskonstanten kénnen ineinander umgerechnet werden:
Der Koeffizientenvergleich der beiden Differentialgleichungen (7.7-9) bzw. (7.2-10) fir das 3-
Parametermodell vom KELVIN-Typ ()K und vom MAXWELL-Typ ()'VI ergibt die folgenden Be-
stimmungsgleichungen zur Umrechnung:

EX+EX EM

0 TS = (7.7-10)
7 7

Ef=E)'+E/ 11

EE _EE (7.7-12)

e '
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7.8

Losung fur den 3P-Festkorper bei vorgegebenen Lasten

Obige DGL (7.7-9) kann durch Variationen der Konstanten oder mit der Methode des integrierenden
Faktors gel6st werden.

Die Verallgemeinerung des standard linearen Festkérpers vom KELVIN-Typ geschieht durch Reihen-
schaltung einzelner KELVIN-K6rper, deren elastische Dehnungen ¢; addiert werden dirfen. Deshalb

wird die DGL (6) fUr die innere Variable q, die der inelastischen Dehnung ¢, entspricht, in Abh&ngigkeit
der Spannungen gelést.

&E+—¢ = g
m s
ot
Integrierender Faktor: e "
.t d _t
Probe: e "B |enE g |=Z
dt m,
Variation der Konstanten: Basissystem der homogenen DGL: g =C e M
de E
Aus: ho g
dt no"
de E
Separation .[ b= —J'—1 dt
&, e
E
Ing =——'t +C
U
homogene Lésung
ot
N g, —C e ME

Ansatz fur die partikulare Lésung:
-t
& = c(t)e”

b

wobei 4, die Kriechzeit (Retardationszeit) ist. Sie ist definiert zu:

Die Konstante C wird variiert, d. h. ¢ ist eine Funktion der Zeit c(t), siehe:
R. Jeltsch-Fricker: Mathematik 1ll, Skriptum, S. 98 ff

Einsetzen von (7.8-2) in (7.8-1):

o EN E =
c(t)e” + c(t) —=t|en + =tc(t) er =Z
m 4 T m

b

Vereinfachen:

Berechnung von c(t) durch elementare Integration:

(7.8-1)

(7.8-2)
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Partikulare Lésung

Allgemeine Lésung fur die gesamte inelastische Dehnung:

& =& t&
h ]

Anfangsbedingung: £(t<0)=0
und o(t<0)=0

Anpassung der allgemeinen Lésung fur & gemaf Gl. (12) an die Anfangsbedingung ergibt:

- ¢,=0
N t ~o(r) =
Somit ergibt sich: &=[e dr-e*
e Uy

Gesamtdehnung & :

mit Hilfe von der Identitat o (t) = [o"(r)dr

0

(7.8-3)



172

ergibt sich die Lésung fir die Verzerrung im Kriechprozess zu:

Das Kriechintegral ist ein Faltungsintegral und damit ein Funktional der Spannungsgeschichte.

Es ist die allgemeine Materialgleichung der eindimensionalen linearen Viskoelastizitatstheorie vom
~Kriechtyp*

Die Funktion

1.1 i
Jap (1) ::E—+E(1—e AJ

0 1

heiBt Kriechfunktion fir den Standard linearen Festkdrper von KELVIN-Typ. Sie gibt den Verzerrungs-
zeitverlauf g(t) infolge eines Spannungssprungs an — siehe Kriechversuch unten.

Die Verzerrung ist ein lineares Funktional -~ der Spannungsgeschichte o (7)

<t

s(t)= 7 [o(0)]]

Sonderfille:
E z
1) E, —0: O—M I I O
- MAXWELL-K&rper
: : . E, i
Materialgleichung aus (9): o(t)+—=2o(t)=E, £(t)
U
E1
2) E, >oo: o——— ,
11
_ KELVIN-K&rper
o 1 o E
Materialgleichung aus (9) —o(t)=¢(t)+—e(t)
s m

Kriechversuch

Das zeitabhangige mechanische Verhalten wird in der Praxis haufig dadurch untersucht, dass Bauteile
oder Werkstoffproben unter konstante Lasten gestellt werden. Die Verformungen viskoelastischer Bau-

teile vergréBern sich mit der Zeit (t) , was mit Kriechen bezeichnet wird.
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Die Spannung o, wird plétzlich zur Zeit t =0 aufgebracht.
ac(t)

0o

v
~

Abb. 7.8-3: Vorgegebener Spannungszeitverlauf

0 fir t<0
o, fir t>0

o'(t)=—=05(0)-0,

DIRAC-Delta-Funktion

Die Verzerrungsantwort hierzu lautet:

und nach Auswertung des Integrals:

g(t):[Eio+Ei1[1—e;”J]oo

X g(t)/o'o

A

Kriechzeit: 4, :%

1

Abb. 7.8-4: Kriechfunktion fur den 3-Parameter-Festkdrper vom KELVIN-Typ

Hinweis: Das zeitliche Verhalten der Dehnung g(t) des Standard linearen Festkdrpers in
Abb. 7.8-4 wird als sekundares Kriechen bezeichnet.
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Sonderfille des 3P-Festkorpers

1) KELVIN-K&rper
Im Grenzfall E; — « folgt:

1 _t
JKerin :_(1_6 “ J
E1

&(t)/oy 4

Keine elastische
KeLvIN Dehnung
(Anfangsdehnung)

J

: > ¢
A

1

A

Abb 7.8-5: Kriechfunktion des KELVIN-K&rpers

2) MAXWELL-K&rper

Im Sonderfall E, =0 folgt: 4, = % o0

unbestimmter Ausdruck —

Regel von de I' Hopital anwenden:

_ e
d 1-e ™
(0= & + im =
e(t)=|— + lim —— 2~ g,
Eo E-0 i E1 °
dE,
B E
1t
1 0_[_t]e ]
e(t)=|— + lim—"2 |5
EO E;—>0 1
o(t) = i#}%
=

Die Kriechfunktion fir den MAXWELL-Koérper ist eine Gerade (siehe Abb. 7.8-6). Die Kriechzeit
A, ist unendlich.
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re (t)/o-o Juaxwerr

1 1/771

1 1 E
JMAXWELL = E_ + 77_t 0
0 1

> ¢

Abb. 7.8-6: Kriechfunktion fur den MAXWELL-K&rper

Hinweis: Das zeitliche Verhalten der Dehnung g(t) des MAXWELL-Ko6rpers wird als primares Kriechen
bezeichnet.

7.9 Verallgemeinerung des standard linearen Festkorpers vom
Kelvin-Typ

Um die Daten von Kriechversuchen besser approximieren zu kédnnen, missen mehrere KELVIN-Ele-
mente in Reihe geschaltet werden.

elastische Dehnun
as(t)/oy | d

Messdaten E=¢&,t+¢

inelast. Gesamtfeld
&=2.8, (7.9-1)

T

>t inelastische Teildehnung

Abb. 7.9-1: Messdaten fur den experimentellen Dehnungszeitverlauf
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& (t)/o,

ma

&, ()]0,

m|

h &y (t)/o'o

Abb. 7.9-2: Kriechfunktionen J, (t) der

einzelnen KELVIN-Elemente

Jedes zuséatzliche KELVIN-Elemente liefert eine weitere Nachgiebigkeit J, = — und eine weitere

Kriechzeit 4, fir die neu hinzugekommene Exponentialfunktion.

Abb. 7.9-3: Verallgemeinerter KELVIN-K&rper

k

(1-e ).

N
k=1

N
Die Kriechfunktion J(t) setzt sich aus der Summe zi(1—e”/’*) von N Exponentialfunktionen zu-

k=1 =g

sammen — siehe Gleichung (7.9-1):

wie folgt:

und dem Kriechspektrum {E,, 2, fir

J(t)= . ﬁ:i@ —ex)
Eo k=1 Ek

Das Kriechintegral zur Berechnung der gesamten Dehnung ergibt sich aus dem Spannungszeitverlauf

g(t)zilEi+ﬁEi[1_e5f

k=1,2,..,N} mitden Kriechstarken E, und Kriechzeiten 2, .



