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Aufgabenstellung

Aufgabe 1

In Abb. 1 ist ein bilineares Rechteckelement mit einer Linge von 2a und einer Breite von 20
zu sehen. Die Achsen des physikalischen Koordinatensystems (z,y) sind parallel zu denen des
natiirlichen Koordinatensystems (&, 7). x1, 2, y2 und y3 stellen jeweils Koordinaten dar. Fir das
ebene Element soll die Elementsteifigkeitsmatrix bestimmt werden.
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Abb. 1: Ebenes bilineares Rechteckelement
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Aufgabe 1

Berechnungsvorschrift Elementsteifigkeitsmatrix (aus diskretisierter schwacher Form)

k— // BTCB dA
A

+141
_ ffﬁTC B det(J) dedy zu bestimmen: B, C, det J
—1-1

Geometrieinterpolation im ebenen, bilinearen isoparametrischen Element

7 A

x| [Ny 0 N 0 N3 0 Ny 0 ys (1)
|0 N 0O Ny 0 N3 0 Ny a5

X — N X
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Aufgabe 1

Knotenkoordinaten im physikalischen (z,y)-Koordinatensystem

)
Knoten () : (z1,42) T T° p o
Knoten 2) : (z2,72) -
2b
Knoten (3) : (z2,93) (2) §
Knoten (@) : (z1;3) I I «()
y yST ®|_= 20' -]
I I
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Formfunktionen des ebenen bilinearen Elements
B} 1
Ny = 1(1 +&)(1+n)
3 1
Ny = 1(1 —&)(1+n)
_ 1
N3 = 1(1—5)(1— n) (3)
} 1
Ny = 1(1 +&)(1—n)
Institut fir Mechanik UNIKASSEL
FG Numerische Mechanik
Prof. Dr.-Ing. Anton Matzenmiller 2 VERSITAT



Aufgabe 1

Einsetzen der Knotenkoordinaten (2) und Formfunktionen (3) in GL (1)

1 1 1
r=—(z1+x2)+ = (x1 —29)E = = (21 + 32) +
2 2 e — 2
=2a
1 1 1
y=5+y)+5—wn=52+y)+bn
2 2 e — 2
= 2b
Jacobi-Matrix
_@ @_
o 0¢ . Oz dy Ox Ay
J= t —=a,—=0,—=0,-2=b
or oy U og T Mg Vo oy
 On  Onl
= a 0 (= konstant)
|0 b o

Determinante der Jacobi-Matrix

det(J) = ab = (konstant)
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Aufgabe 1

Diskretisierung des Verschiebungsfeldes
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*u.slj
ul [Ny 0 Ny 0 N3y 0 Ny 0 ) vs
v - 0 i\-rl 0 f\'rg 0 f\'rg 0 f\rg‘ ul:-;
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uE
u = N uk
Kinematische Operatormatrix 0Ny 0 ONy % 0
(B-Matrix) fur den Knoten N: OX g OX
S. 114 im Skript oN - ON. &
B, (x.y)= | O v =B, (&7) = 0 n 0
oy on oy
oN, ON, oN, on ON, o0&
oy X | on oy o0& 0Ox
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Aufgabe 1

(N1, 0 {iNa, 0 iiNs, 0Ny, 0
B=1 0 ngyii 0 NQ:yii 0 N&yii N4,y§
iN1y NiziiNay NagiiNay Nagii Nuy N
Knoten1  Knoten2  Knoten3  Knotend
0%
Niw=Npe—=a Npe, k=1,...4
- k,x k.,g&r_ k£ s JRERE
mit ;
on 1
Nk:y:Nkﬁ% =0 "Ny, , k=1,...4
N | b(1+n) 0 —b(1 +n) 0 —b(1 —n) 0
B=,| 0 a0ty 0 al-9 0 —a(l-g
a(l+¢) b(1+n) a(l=¢§) —b(1+n) —a(l—=¢) —b{1-n)
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Aufgabe 1

Transponierte des kinematischen Operators

B = N3, 0 N3,
NS,-y N‘%a

Nyo 0 Ny,

0 Ngy Nag

Elastizitatsmatrix im ESZ

1 v 0 -I
C= £ L’ 1 0

L= 10 0 0,501 - 1)
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Aufgabe 1

Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrix (Matrizenmultiplikation)

+141
k = abd&dn
121
+1+1
kij = / BY.CBjabdédn  (Indexschreibweise)
11

Uber doppelte Indizes wird summiert
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Aufgabe 1

Beispiel: Steifigkeitskomponente kqs

+1 +1 3 3
kis = //ZZB1kath5ﬂbd5dﬂ

L k=11=1
+1+1
/ / 511011313 + BHCu Bz; +Bn C1° Bas+
S1 iy ey

- Bu C91B1s + Biy CaBos + Biy CosBas+
—— —— ——
-0 —0 —0

+ Biy C31 Bis + By O3y Bos + B,C33B35)abdédy

—~— \-:,E]-f

+1+1

= //(EECHEE,+§53033§:35)abd5d?1
11
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Aufgabe 1

+1+1
ks = a.b/ /(NL;,;C'HN;_Q; + N Cs3 N3, ) dédn
1
+1+1
B B
— b :\r T o 5 :\I T :\I Y ~ = - :\‘T:_)) d d
a '/ './\ ( 1-, 1 o ]',/2 3: _|— ]-*J 2(1 _I_ j'/") *y) &- T)
—1 -1 S— N —
=L’ =G
T ) b =) | a(l+€) —a(l— &)
n) —b(l —n a ) —a(l — ¢
— ab G déd
{ { ( dab  dab T dab  dab ) s
+1+1

T 161ab / / (B0 =) + Ga*(1 = %)) dey
-1-1

. . . . 1 ) a
Integration (numerische oder analytisch) fihrt auf: k15 = s E . + GB
a
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Aufgabenstellung

Aufgabe 2

In Abb. 2 ist das bilineare Rechteckelement aus Aufgabe 1 dargestellt, das auf seiner Oberseite

bei n = +1 durch eine konstante Streckenlast pg belastet wird. Die konsistenten Knotenlasten
infolge der Beanspruchung sollen ermittelt werden.
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Abb. 2: Ebenes bilineares Rechteckelement unter konstanter Streckenlast
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Aufgabe 2

Berechnung des Elementlastvektors

t
p = /NTt da mitt= { m}
. ty
g

= /NTt dx
::_1 .
= /NT(E, n=1)tadf mit d_z; = a
-1 '
N0 (14 ¢)2 0 |
0 N ( 0 | (146)2
N, 0 1—¢&)2 0
7 0 N, {O}Gdg :171 0 (1-¢)2
N N3 0 Do 4 ) 1(1=¢€)0 0
o N L0 (1-9)0
Ny O (1 + E)O 0
[ 0 Ny n=1 |0 (1+ 5)0_
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Aufgabe 2
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Skript

5.8.3 Gesamtfehler in FEM-Rechnungen

Im Allgemeinen gilt, dass mit zunehmender Netzverfeinerung (Elementdichte) bessere
Naherungslésungen u” durch die FEM-Methode erzielt werden, d. h. der lokale Diskretisierungsfehler

eD(X,y):U(X,y}—Uh(X,y)

zwischen der exakten Lésung ¢ und der Approximation wird kleiner.

46 (X.Y)

Fehler

L
(Zahl der Elemente)

Abb. 5.8-5:Approximationsfehler in Abhangigkeit der Elementanzahl
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Skript

Der numerische Fehler aus Rundung und Unsicherheit wachst hingegen mit der Anzahl der Elemente,
siehe Abb. 5.8.6.

4 € (xY)

Fehler

Zahl der Elemente

Abb. 5.8-6: Abbruchfehler in Abhangigkeit der Elementzanhl
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Skript

irA

Der Gesamtfehler e aus Diskretisierung und Rundung bzw. Unsicherheit.

e=e,+¢,

setzt sich aus gegenlaufigen Anteilen in Abh&angigkeit der Elementanzahl n zusammen.

1E=ER+ED

Gesamtfehler

= N
Zahl der Elemente

Abb. 5.8-7: Gesamtfehler in Abhangigkeit der Anzahl der Elemente
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