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Aufgabenstellung

irA

Eine vorgespannte Membran verhélt sich im Zweidimensionalen wie ein Seil im Eindimensiona-
len. Die Membran nimmt keine Momente auf, sondern nur Zugkréifte und leitet diese an ihre
Rénder weiter. Ein bekannter Anwendungsfall ist z. B. das Trampolin. Das mechanische Problem

ist in Abb. 1 skizziert.
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Aufgabenstellung

Um die Membran im Kontext der FEM anzuwenden, muss die Elementsteifigkeitsmatrix und der
Elementlastvektor hergeleitet werden. Dazu sollen die folgenden Teilschritte bearbeitet werden:

1.
2.

o

irA

Herleitung der Differentialgleichung
Schwache Form
FE-Diskretisierung

Parametrisierung

. Aufstellen der Elementsteifigkeitsmatrix

Aufstellen des Elementlastvektors
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(1) Herleitung der Differentialgleichung

(1) Herleitung der Differentialgleichung (an der ausgelenkten Membran)

Abb. 1: Differentielles Flachenelement
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(1) Herleitung der Differentialgleichung

rz-Ebene yz-Ebene y

u(xr + Ax, y) u(z, y + Ay)

So 50
Abb. 2: Darstellung in der xz- und in der yz-Ebene
: : dp L , o
Z F; . : |—Sopsin (@) + Spsin | ¢ + @—&:g Ay + |—Spsin () 4+ Spsin | ¢ + a—Ay Az
\ - ”

+ qAxzAy =10
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(1) Herleitung der Differentialgleichung

Kleinwinkelndherung: sin(p) & ¢ bzw. sin(¢) ~ 1

dy 0
—SopAy + SopAy + S[.a—"jm:ay _ SopAz + SopAz + Sga—"-‘“AyAm + gAzAy =0
x Y
- . w 3”’ au ' i
Kleinwinkelndherung: tan(y) = P und tan(y) &~ ¢ bzw. tan(y) = 0 und tan(v) &
L Y
ou 7,
Daraus folgt: ¢ ~ 22 bzw. Y =~ 2
Oz Oy
o2 o2
A==+
52, 524 dx dy A
So— + So=— +q=0 SoAu =0

LAPLACE Operator
Dies ist eine Po1ssoNsche Differentialgleichung (partielle Dgl. 2. Ordnung, linear, inhomogen)

Randbedingungen: v = 0 auf Rand T'
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(2) Schwache Form

(2) Schwache Form

//4 (w [SoAu+¢])dA =0

< 5o //Jl (wAu) dA:[/A (wq)dA

Produktintegration der linken Seite:

A 0 ( 0 ) 0 ( 0 ) (i‘)w ou n ow c)u)
wAu = w— w— | — | —= — —
ox ox ()'u dy dr dr Oy Jy

Einsetzen:

0 0 0 ow Ou c)-w ou
S — | w— dA — S : dA = — wqg dA
0//4 L) (“ax) ay ( )] 0 // (dr ox |y E‘)y) //4 wq 44 (+)
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(2) Schwache Form

Ersten Term umformulieren:

90//4 BI (%i)*é;( ’_)]dA_S*U// (i)( ;fj)dA%//v VA (xx)

GAUSs-Theorem (Divergenztheorem):

n
//V-vdA:j{n-vdr n:[nx]
JA r n

Es folgt fiir (**)

w2 ‘
S[}%l’l'( %r)df , daw=0aufl dr
JT W-
Abb. 3: Gebiet A mit Rand T’
Es folgt fiir (*):

Ow ou  Ow du
U//q (dr E‘);r.+ Oy E‘)y) JJa wa

Dies ist die schwache Form der vorgespannten Membran.
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(3) FE-Diskretisierung

(3) FE-Diskretisierung

mn

u(x,y) = Z N;(z, y)uf = Nu®
=1
Ou(x,y Ou(x,y

"
w(x,y) = ZNZ(I?J) Swi = N dw™
i=1

ow(x. ) Ow(x, .
) e D)
ox ’ dy "
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(3) FE-Diskretisierung

Einsetzen in schwache Form aus Aufgabenteil (2):

nel nel

) owk' / A [SONTN + SNTN | dde ub = [ owk" / L NTq dA,
= S, i

[=1

. .. - T _ . . . .
Wegkiirzen von dw® und Vektor-Matrix-Schreibweise fithrt auf:

nel nel
U // S0 {N-\r{ N-q 1;;{ dA, u® = U /4 NTq dA.
|=1" v +le Y =1 Ae

Elementsteifigkeitsmatrix ke Elementlastvektor p©
Struktursteifigkeitsmatrix K Strukturlastvektor P
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(4) Parametrisierung

(4) Parametrisierung

Parametrisierung mit bilinearen Rechteckelementen

3, D@ D
1 (-1,1) %0
a or a
€Tr = — —_— = =
.yt ??t , 2§ D€ 2
" : ¢ B
' (-1,-1) (1-0)f |
@ @ 9
@ & ® , @

Abb. 4: Transformation des physikalischen Koordinatensystems in das natiirliche Koordinatensystem

Formfunktionen:

(a4 +n)
NT = i Ei : ggl ™ E% Es gilt allgemein: N (&(z,y),n(z,v)).
\(1+&)(1-n)
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(4) Parametrisierung

Es gilt allgemein: NT(&(z,y),n(z,y)).

r ONT 8¢ ONT anp 2

*T 96 9z, Oy Jr, a-

=1 =
|~
-
|+ T
= = =
f
_--""'/

:’g =0 \(1—'??)}
(1+¢)
r  ONT 8§'+8NT on 21 (1-¢)
Yo 98 dy  On Oy b 4a|—(1-9¢
=0 ey —(1+¢)

[l [ 8]
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(5) Elementsteifigkeitsmatrix

(5) Elementsteifigkeitsmatrix

K® — S, //A NL N} [ﬁj drdy

dz = %dg L dy = gdn

Berechnung der Jacobi-Matrix und Jacobi-Determinanten:

Or Ox

8_5 8_;-; drdy Odxdy ab ab
dy oy | T ey amoe 22 1
o0& On
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(5) Elementsteifigkeitsmatrix

Damit wird die Elementsteifigkeitsmatrix im natiirlichen Koordinatensystem zu:

141 N ;
(1
ke:Sg// NT NT| D= 22 ged
—1-1
— a b -
34__ sym.
a % a b
e S0 2 a b a
k=3 _l(ﬁfﬁ) a b oab
2\b  a b 2a b a
o b E(LE) a_boa b
i b 2a 2\b a 26 a b al

Die Steifigkeit wird durch die Vorspannkraft Sp bestimmt.
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(6) Elementlastvektor

(6) Elementlastvektor

+1+1

[ ' . ab
ot = [[ NTqdao= [ [N deds
S “15

Mit konstantem Lastvektor g(z,y) = g9 = konst. folgt:

-
141

e . T {I_b ; . {I_b 1

P—'//N qﬂ4f1§flﬁ—qﬂ4 |
“1 5 |
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