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FEM-Ubung

Isoparametrische Elemente (Musterlosung)

Aufgabe 1

Geometrieinterpolation im bilinearen Element

4
z(&n) =Y Nix; (1)
i=1
4
y(&m) =>_ Niyf (2)
i=1
Einsetzen der Knotenkoordinaten liefert
z(€,n) =Ny -4+ No-1+N3g-1+N;-3 (3)
y(&n) =Ny -5+ Ny-4+ N3-1+ Ny-1 (4)
Umformungen
9 5 1 1
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Jacobi-Determinante
1
det(J) = 1[G+ (T+E) = 1+ +n)] (13)
1
=3 [17 4+ 2€ + 3n) (14)
(15)
Wann ist die Determinante det(J) > 0 positiv?
det(J) =17+2£+3n >0 (16)
det(J) > 0 falls
17 2
- == 17
n>—7 =3¢ (17)
Geradengleichung
17 2
=——=—= 18
n=-5 -3¢ (18)
k)
5__
4__
3__
2__

det(J) >0

det(J) <

Gebiet des Einheitselements —1 < {£,n}" < +1 liegt im Bereich mit positiver Determinante

Aufgabe 2

Geometrieinterpolation

9 1 5 1
z(&,m) = Z+15+17}+1577
11 1

7 1
y(ﬁﬂ?)zz+zf+zﬁ+zfﬁ
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Jacobi-Matrix
1 1+ mn 5+ 5
- (21)
Ll74n 14¢
Jacobi-Determinante
1
det(J) = 3 [—17 — 2n — 3¢] (22)
(23)
Wann ist die Determinante det(J) > 0 positiv?
17 3
- == 24
<=5 5¢ (24)
Geradengleichung
17 3
- _ = 2
n=-75 =5 (25)

det(J) <0

Gebiet des Einheitselements —1 < {£, 1} < +1 liegt im Bereich mit negativer Determinante
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Flachenintegral
+1+1
A= / / det(J)dedn < 0 (26)
S1-1
Aufgabe 3
Geometrieinterpolation
1
(&) = (8+4€ —2n — 26n) (27)
1
y(&m) = g (19 =5 + 119 — 5¢n) (28)
Jacobi-Matrix
1| 8—4n —4-4&
J=- (29)
8 |_5-5n7 11—5¢
Jacobi-Determinante
1
det(J) = T [17 — 15n — 16¢] (30)
(31)
Wann ist die Determinante det(J) > 0 positiv?
17 15
== 2
1< 16" 16¢ (32)
Geradengleichung
17 15
n= 16 Tﬁf (33)
kY
5__
4__
3__
N det@) <0
1
o 203 4 5 ¢
det(J) >0

im Gebiet des Einheitselements —1 < {¢,7}" < +1 gibt es Bereiche mit negativer Determinante
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Aufgabe 4

Verzerrungsberechnung

e = BuX
uf
vf
us
Exx Nl,:c 0 NZ,J: 0 N37x 0 N4,x 0 ’Uk
Eyye =10 Ny 0 Noy 0 Nzy 0 Ny u%‘
%cy Nl,y Nl,x NQ,y NQ,x N3,y NS,:(: N4,y N4,a: ’Ul?()
3
wf
vf
Formfunktionen
1+ +n)
G 1]a-aa+n
la-9a-n)
1+ —n)
Geometrieinterpolation
z(&n)=1+¢
3 1 3 1
y(&m) = ;= 16+ n— ;&

Jacobi-Matrix

1 0
J =
—0,25—-0,257 0,75 —0,25¢

Jacobi-Determinante
det(J) =0,75—0,25( > 0 fiir £ <3
— gesamte Gebiet hat positive Determinante

Punkt A(0,5/1,75) hat Koordinaten (—0,5/1,0) im natiirliche Koordinatensystem

1 0 1 —0,5
~0,5 0,875 0 0,875

Jacobi-Determinante im Punkt A

Jacobi-Matrix

det(J4) = 0,875 >0

(34)

(35)

(39)

(40)

(42)



Lehrveranstaltung: FEM

Prof. Dr.-Ing. A. Matzenmiller
Sekretariat: Raum Nr. 2519, Monchebergstr. 7

Seite: 6

Ableitung der Formfunktionen im Punkt A nach physikalischen Koordinaten

9o
ox

9
Jdy

Ableitungen

ONT 1
o€ 4

Ableitungen im Punkt A
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0 1
3T

A

Berechnung der Ableitungen der Formfunktionen
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(43)

(45)

(46)

(47)
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Berechnung der Verzerrungen
e = Bu® (50)
€z N 0,5-0,001 + (—1/16) - 0,002
Sy (=% 1/8-0,003 + 3/8 - 0,005 (51)
Yoy 1/2-0,003 +1/4-0,005+ 1/8-0,001 + (—1/8) - 0,002
—0,0004
= ¢ 0,00257 (52)

0,003



