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FEM-Ubung - Vorgespannte Membran (Musterlésung)

(1) Herleitung der Differentialgleichung (an der ausgelenkten Membran)

Abb. 1: Differentielles Flachenelement
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Abb. 2: Darstellung in der xz- und in der yz-Ebene
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Kleinwinkelndherung: sin(p) ~ ¢ bzw. sin(y) ~
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Kleinwinkelndherung: tan(y) = ? und tan(p) = ¢ bzw. tan(y) = % und tan(vy) &
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Daraus folgt: ¢ ~ 2 paw. S au
oz dy
0%u 0%u
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Dabei wird der LAPLACE-Operator A = G + 92 eingefiihrt. Die Differentialgleichung in
x Y

Kurzform lautet dann:

SOAu—l—q:O

Dies ist eine Poissonsche Differentialgleichung (partielle Dgl. 2. Ordnung, linear, inhomogen)
Randbedingungen: v = 0 auf Rand I"

(2) Schwache Form

// [SoAu + ¢]) dA =0

& So//A(wAu)dA://A(wq)dA

Produktintegration der linken Seite:

sum D (w) o 2 (w2) - (2etn ey
WoU = 92 \Vor dy w@y Oxr dx Oy Oy

Einsetzen:
0 0 0 owou  Ow du
— — — — ——+—— | dA = — A
ox (w(?x) By (w )] SO// (Bﬂv ox + oy ay) d /Awq d ()

s,

Ersten Term umformulieren:

R A ey

GAuss-Theorem (Divergenztheorem):

//V-vdA:]{n-vdI’ n:[nx}
A r y

Es folgt fur (**)
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Abb. 3: Gebiet A mit Rand I
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Es folgt fiir (*):

owou  Ow Ou
50//,4<£a_x+a_ya_y) dA_//Awqu

Dies ist die schwache Form der vorgespannten Membran.

(3) FE-Diskretisierung

w(z,y) =Y Ni(z,y) dwf = N sw*
i=1

ow(z,y)
ox

ow(z,y)

= N, ow",
» w 8y

=N, Swk

Einsetzen in schwache Form aus Aufgabenteil (2):

nel nel

L ows" / / [SONTN , + SoNTIN | dd, u = o'’ / NTq d4,
=1 e =1 Ae

Wegkiirzen von sw* " und Vektor-Matrix-Schreibweise fithrt auf:
nel N nel
U J[ |so[NL NTJ || ddew = U [[ NTqaa,
1=1 77/ Ae , YNy =177 Ae
Begriffe Elementsteifigkeitsmatrix und Elementlastvektor:
nel nel

Off e s Ne]] aa =0 ff wroaa,
= ) A y 1=1 JAe _

Elementsteifigkeitsmatrix ke Elementlastvektor p*

Begriffe Struktursteifigkeitsmatrix und Strukturlastvektor:

nel N nel

O/, [ ][] o wt =0 o

=177 Ae ¥ =177 Ae
Struktursteifigkeitsmatrix K Strukturlastvektor P

(4) Parametrisierung

Parametrisierung mit bilinearen Rechteckelementen
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Abb. 4: Transformation des physikalischen Koordinatensystems in das natiirliche Koordinatensystem

Formfunktionen:
1+ +n)
NTZE (1= +mn)
41(1-§1-n)
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Bs gilt allgemein: NT(&(x, 1), n(z,y)).
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(5) Elementsteifigkeitsmatrix

ke =sp [[ [NL NI EX] dady

Y

a b
dz = -d dy = =d
x 25, y=gdn

Berechnung der Jacobi-Matrix und Jacobi-Determinanten:

or Ox
_|og on _0z0y 0Oxdy ab . _ab
T=1ag oy| =%, anae 22 "1

0§ on
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Damit wird die Elementsteifigkeitsmatrix im natiirlichen Koordinatensystem zu

Vs N b
a
ke:so//NTX NT] D] 22 geq
NL NG N dedn
10
- a b -
34__ sym
a ab a+b
e 50 20 a b a
k:? 1<a ab) a ab a b
2\b a b 2a b a
a0 _1(2+9) a_boa b
L b 2a 2\b «a 26 a b  al

Die Steifigkeit wird durch die Vorspannkraft Sy bestimmt.

(6) Elementlastvektor

+1+1

p =[] Nqad.= [ [NTaten T aedy

—-1-1

Mit konstantem Lastvektor ¢(z,y) = go = konst. folgt:
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