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Schwache Form und konsistente Knotenlasten

Ubungsblatt 2 auf der Website

Ein einseitig eingespannter Stab, siche Abb. 1, mit dem Wairmeausdehnungskoeffizienten ar,
der Querschnittsfliche A und dem Elastizititsmodul F wird ungleichméflig erwirmt.

2 ar = 107°°C1
2 T A = 333 mm?
- .
I = 100 mm E = 30000 N/mmz
|t |

Abb. 1: Einseitig eingespannter Dehnstab

Die thermische Dehnung ey, (z) ist proportional der Temperaturanderung T'(z):
cm(z) = arT(x) .

Die Gesamtdehnung e(z) setzt sich additiv aus elastischer £¢)(x) und thermischer Dehnung &yy,(z)
zusamimen:

e(xz) = alx) + en(x) .
Die Elastizititsbeziehung fiir den Dehnstab lautet:

N(z) = FAcy(x) .
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Schwache Form und konsistente Knotenlasten

Aufgabenstellung:

(i) Geben Sie die Verschiebungsdifferentialgleichung fiir den Dehnstab mit Temperaturbelas-
tung an.

(ii) Ermitteln Sie die irreduzible Verschiebungsgleichung in Variationsform fiir den Dehnstab
mit verdnderlicher Temperaturbelastung T'(xz) entlang der Stabachse und geben Sie die
diskretisierte schwache Form an.

(iii) Berechnen Sie die konsistenten Knotenlasten fiir den Stab, der mit einem quadratischen
Element raumlich diskretisiert wird (sieche Abb. 2 (a)), fur eine linear verianderliche Tem-
peraturbelastung (sieche Abb. 2 (b)) von

T(z) = TG% mit Ty = 200°C .

Benutzen Sie fiir die Losung der Integrale die Quadraturformel nach Gauss.

(iv) Ermitteln Sie die Verschiebungen der Knoten (2) und (3) infolge der Temperaturerhohung
fiir den obigen Ansatz. Zeichnen Sie den Verschiebungsverlauf. Ist er exakt? Zeigen Sie,
dass die Normalkraft im Stab verschwindet.
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Schwache Form und konsistente Knotenlasten

T(z) = T[,% mit Ty = 200°C

(a) (b)

Abb. 2: (a) Raumliche Diskretisierung des einseitig eingespannten Dehnstabs mit einem quadratischen
Element (b) Temperaturfeld entlang der Stabachse
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Schwache Form und konsistente Knotenlasten

Losung zu Teil (i)
Die starke Form des Gleichgewichts ist gegeben durch
N'(z)+n(z)=0. (1)

Die Elastizititsbeziehung des Dehnstabs gibt den Zusammenhang zwischen den inneren Kriften
N (z) und der elastischen Dehnung e.(z) an:

N(z) = EAc(z) (2)

Die Gesamtdehnung e(z) setzt sich additiv aus einem elastischen £, (x) und thermischen Anteil
() zusammen:

e(z) = calz) + een(z) - (3)
Das Einsetzen der Gesamtdehnung nach Gl. (3) in die Elastizititsbeziehung (2) liefert:
N(z) = EAle(z) — een(2)] - (4)

Die thermischen Dehnungen ey, (z) sind proportional zur Temperaturinderung T'(x):

een(z) = a T (x) . (5)
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Schwache Form und konsistente Knotenlasten

Das Einsetzen von Gl. (5) in GL. (4) ergibt:
N(z) =FEAle(z) — o T(z)] . (6)

Der so erhaltene Zusammenhang aus Gl. (6) wird in das Gleichgewicht (1) eingesetzt:

N'(z)+n(@)=0 > {EA[(z)—arT(x)]} +n(z) =0 (7)
EAle(z)] — [EAarT(z)] + n(x) =0, E und Asind hier ~ (8)
konstant
wobei (.)' = d(.)/dz bezeichnet. Unter Verwendung der Kinematik
e(z) = ' (x) (9)
kann GIL. (8) reduziert werden auf:
EA[v'(z)] - [EAarT(z)] + n(z) =0 . (10)
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Schwache Form und konsistente Knotenlasten

Weiteres Umformen von Gl. (10) fithrt auf:
EAY"(z) = EAatrT (z) — n(x) . (11)

Gl. (11) bezeichnet die Verschiebungsdifferentialgleichung des Dehnstabs unter Einwirkung me-
chanischer Kréifte und eines Temperaturfeldes. Sie ist eine lineare, inhomogene, gewthnliche
Differentialgleichung zweiter Ordnung.

Starke Form der Differentialgleichung
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Schwache Form und konsistente Knotenlasten

Aufgabenstellung:

(i) Geben Sie die Verschiebungsdifferentialgleichung fiir den Dehnstab mit Temperaturbelas-
tung an.

(ii) Ermitteln Sie die irreduzible Verschiebungsgleichung in Variationsform fiir den Dehnstab
mit verdnderlicher Temperaturbelastung T'(xz) entlang der Stabachse und geben Sie die
diskretisierte schwache Form an.

(iii) Berechnen Sie die konsistenten Knotenlasten fiir den Stab, der mit einem quadratischen
Element raumlich diskretisiert wird (sieche Abb. 2 (a)), fur eine linear verianderliche Tem-
peraturbelastung (sieche Abb. 2 (b)) von

T(z) = T[% mit Ty = 200°C .

Benutzen Sie fiir die Losung der Integrale die Quadraturformel nach Gauss.

(iv) Ermitteln Sie die Verschiebungen der Knoten (2) und (3) infolge der Temperaturerhohung
fiir den obigen Ansatz. Zeichnen Sie den Verschiebungsverlauf. Ist er exakt? Zeigen Sie,
dass die Normalkraft im Stab verschwindet.
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Schwache Form und konsistente Knotenlasten

Losung zu Teil (ii)

Zur Konstruktion der schwachen Form wird die Verschiebungsdifferentialgleichung (11) mit dem
virtuellen Verschiebungsfeld du(z) multipliziert und tiber das Gebiet [ integriert:

l

/ Sue) {EA [/ (@)~ [EAorT(@)] + n(z)} da =0 (12)
[ ’ [ [
/51;(3:) EAY (z)]" dz — /ﬁu(ﬂ:) [EAarT (x)] dx + / du(z)n(z)dz =0 (13)
0 0 0

Der additive Zusammenhang zwischen den Dehnungen (3) und der Ansatz fiir die thermische
5 1] . Y y y
Dehnung (5) fithrt von GL (13) auf: U= U+ Uy, Uy = o T(X)

[ !
/51&(1‘) [EAU(x)]" dz + /éu(m) [EAu,] dz+
0
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Schwache Form und konsistente Knotenlasten

Die Terme, die aus der Temperaturbelastung resultieren, heben sich auf, sodass

[

[
/é'u(:*.:) [EAu(z)]" dz + fﬁu(:c)n[x) dz =0 (15)
0

0 Vv u

folgt. Die partielle Intgration des ersten Summanden

/u’v = uv — /uv’ (16)

mit
u = [EAu(x)] v = du(x) u' = [EAu,(x)] v = ou' () (17)
fithrt auf
[ l
/éu(:ﬂ) [EAH:;I(:E)T dz = [ﬁu(m)EAu;l(:r)]izé — /5u’($]EAu’el(:r) dzx . (18)
0 0
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Schwache Form und konsistente Knotenlasten

Das Einsetzen des Integrationsergebnisses (18) in GL. (15) ergibt:

[ [

_ /5u'(m)EAu;1(:r) dx + [5u($)EAu'El(.r)]$jD - / du(z)n(z)dr =0 . (19)
0 0

Der Zusammenhang (3) kann umgeformt werden zu

g (z) = /() — uip(z) - (20)

Gl. (20) sowie der Zusammenhang zwischen den inneren Kriften und der elastischen Dehnung
(2) werden in Gl. (19) eingesetzt:

[ [

_ / 5 (2) EA [ () — uly (2)] dz + [Su(z)N(2)]2=, + f Su(@n(z)dz =0 . (21)
0 0
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Schwache Form und konsistente Knotenlasten

Weiteres Umformen von Gl. (21) liefert:

l l l
/ sul (z) EAu! () da = f 5u! () EAuly, (2) da + [Su(a) P(@)],_, + / Su(z)n(z)dz . (22)
0 0 0

wobei die Normalkraft N den eingeprigten aufleren Kriften P an den Stellen z = z,, entspricht.
Gl. (22) stellt die irreduzible Verschiebungsgleichung in Variationsform fiir den Dehnstab mit
Temperaturbelastung dar.

Nun werden Ansitze fiir das Verschiebungsfeld u(z) und virtuelle Verschiebungsfeld du(x) ge-
macht:

u(z) = N(z)u® du(z) = N(z)du® | (23)

u'(z) = B(z)u® ou'(z) = B(z)du* (24)

ergibt. Dabei bezeichnen N die Formfunktionsmatrix zur Approximation des Verschiebungs-
felds, B die Formfunktionsmatrix zur Approximation des Verzerrungsfelds und u® den Vektor
der unbekannten Knotenverschiebungen.
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Schwache Form und konsistente Knotenlasten

Irreduzible Verschiebungsgleichung in diskretisierter Form:

nel
Y ouk [ BT (z)EAB(z)dz u* léukTNT(;r)P]
1=1

nel L nel

_|_

3 ou” / BT (2)EAarT(z) dz + 3 ou” / NT (2)n(z) dz .

1=1 1=1

nel: Anzahl der Elemente
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Schwache Form und konsistente Knotenlasten

Aufgabenstellung:

(i) Geben Sie die Verschiebungsdifferentialgleichung fiir den Dehnstab mit Temperaturbelas-
tung an.

(ii) Ermitteln Sie die irreduzible Verschiebungsgleichung in Variationsform fiir den Dehnstab
mit verdnderlicher Temperaturbelastung T'(xz) entlang der Stabachse und geben Sie die
diskretisierte schwache Form an.

(iii) Berechnen Sie die konsistenten Knotenlasten fiir den Stab, der mit einem quadratischen
Element raumlich diskretisiert wird (sieche Abb. 2 (a)), fur eine linear verianderliche Tem-
peraturbelastung (sieche Abb. 2 (b)) von

T(z) = T[% mit Ty = 200°C .

Benutzen Sie fiir die Losung der Integrale die Quadraturformel nach Gauss.

(iv) Ermitteln Sie die Verschiebungen der Knoten (2) und (3) infolge der Temperaturerhohung
fiir den obigen Ansatz. Zeichnen Sie den Verschiebungsverlauf. Ist er exakt? Zeigen Sie,
dass die Normalkraft im Stab verschwindet.
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Schwache Form und konsistente Knotenlasten

Losung zu Teil (iii)

Da weder Einzelkrifte P noch Streckenlasten n(z) am Stab angreifen, wird die rechte Seite
P ausschlieBlich durch den Temperaturbeitrag gebildet. Dass der Knoten (1) unverschieblich
gelagert ist, wird des Weiteren von Anfang an beim Aufstellen des Lastvektors beriicksicht.

Beides fithrt auf:
P
9

l
Bs(z)EAarT ()
,D/ {Bg(m)EAaTT(m)} o (27)

Der quadratische Verschiebungsansatz im Raum der Einheitskoordinate n lautet:

]

P

(%)

u"(n) = Na(n)us + Na(n)us (28)

. 1
- (1 . -nz) uf + 50 (1+n)uf . (29)
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Schwache Form und konsistente Knotenlasten

Ny

(a) (b)
Abb. 1: (a) Formfunktion N5(n) (b) Formfunktion N3(n)

Das Integral in Gl. (27) soll im Raum der Einheitskoordinate ausgewertet werden. Dazu muss

bei der Ableitung der Formfunktionen die Kettenregel beachtet werden, d. h.

A dNy dn A dN3 dn
By(n(x)) = ——— Bs(n(x)) = ——— 30
2(n(z)) I dz 3(n(z)) I dz (30)
Die Ableitung der Formfunktionen nach der natiirlichen Koordinate ist:
dN2 ng 1
— = -2 — = — 31
dn ' dn 2 B (31)
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Schwache Form und konsistente Knotenlasten

Zur Berechnung des zweiten Faktors muss die Transformationsvorschrift zwischen dem Raum der
physikalischen und natiirlichen Koordinaten ermittelt werden. Die Transformation zwischen dem
physikalischen Koordinatensystem z und dem Einheitskoordinatensystem n auf dem Intervall
[—1,+1] ist gegeben durch den isoparametrischen Ansatz:

k
. . :1:2
Ehy&k.ahsches (I) \ !/2 I| z(n) = {N2(n) Nz(n)} { k}
oordinatensys. X L3
1 1
= (1=n)5l+ gn(1+n)l
natirliches -1 0 , L 1, 1, 1 1,
Koordinat . | | =l— 3l S+ 3
oordinatensys n 23 231} - an—l— 23?}
1 1
— 1.3 1
=5l(1+n) .
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Schwache Form und konsistente Knotenlasten

Mit Gl. (36) kann die Ableitung dn/dz angegeben werden. Dazu wird zunéichst z nach 1 abge-
leitet:

dz |1 _
und anschlieend die Inverse gebildet:
dn dz\ 71 ;
dr ~ \dy (38)
9 _
Mit Gl. (37) ist gleichzeitig auch die JacoBi-Matrix J:
[

wie auch ihre Determinante bekannt:

(12)

F

[ _
5 (43) 1



Schwache Form und konsistente Knotenlasten

Koordinatentransformation des Lastvektors:

Das Integral (27) wird in den Raum der Einheitskoordinate transformiert

(n) EACETT( 7) |
P = / { () EAQ:TT( ) detJ dn .

Das Einsetzen aller benotigten Terme liefert rein formal

1( _« 2
o BAarTy 7 2(n" +n)

2 . 2, 2 -
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Schwache Form und konsistente Knotenlasten

Die Auswertung des Integrals in Gl. (47) soll mit der GAvussschen Quadraturformel

t1 Nint

[Pman=>Pnu; (48)
: =1

-1

erfolgen. Im Integranden treten quadratische Polynome auf, was eine 2-Punkt GAUss Quadratur
erfordert:

Tl 2
[P dn =" Pl (19)
1 =1

= P(n)w; + P(n2)w, . (50)

Die Stiitzstellen und Wichtungsfaktoren lauten wie folgt:

m=—- wlzl e — “LUQZI. (51)

S
S
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Schwache Form und konsistente Knotenlasten

Die Auswertung der Integrale in Gl. (47) folgt somit:

—2
p_ EAatT )
C (-
(-
g
B 3
= FAa7T) -
MG
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Schwache Form und konsistente Knotenlasten

Aufgabenstellung:

(i) Geben Sie die Verschiebungsdifferentialgleichung fiir den Dehnstab mit Temperaturbelas-
tung an.

(ii) Ermitteln Sie die irreduzible Verschiebungsgleichung in Variationsform fiir den Dehnstab
mit verdnderlicher Temperaturbelastung T'(xz) entlang der Stabachse und geben Sie die
diskretisierte schwache Form an.

(iii) Berechnen Sie die konsistenten Knotenlasten fiir den Stab, der mit einem quadratischen
Element raumlich diskretisiert wird (sieche Abb. 2 (a)), fur eine linear verianderliche Tem-
peraturbelastung (sieche Abb. 2 (b)) von

T(z) = T[% mit Ty = 200°C .

Benutzen Sie fiir die Losung der Integrale die Quadraturformel nach Gauss.

(iv) Ermitteln Sie die Verschiebungen der Knoten (2) und (3) infolge der Temperaturerhohung
fiir den obigen Ansatz. Zeichnen Sie den Verschiebungsverlauf. Ist er exakt? Zeigen Sie,
dass die Normalkraft im Stab verschwindet.
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Schwache Form und konsistente Knotenlasten

Losung zu Teil (iv)

Zur Bestimmung der Knotenverschiebungen #% und «% muss die Steifigkeitsmatrix K ermittelt
werden:

l
K = /BT(:E)EAB(:E) dr K eR¥?. (54)
0
Auch diese Integrale werden wieder in den Raum der Einheitskoordinate transformiert:

+1
K = / B! (n)EAB(n)detJ dy (55)
1
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Schwache Form und konsistente Knotenlasten

Die Auswertung von Gl. (55) erfolgt, indem alle zuvor ermittelten Zusammenhénge eingesetzt
werden:

" dNs dn
B dn dz dNs dn dNsdny _
K = ]\ dNs d E‘A{ T dr d:r,} detJ dn (56)
1 _—
dn dz
dNo
d\? . Tdn | ANy AN
pu— _— d r
EA (d$> detJ / e { il }dn (57)
! dn
1'(dN2>2 dN3 dN3]
dn\? /dz dn dnp dn -
— — — . 58
A (m:) (dn)-/ (ng)z a (58)
—1 Sy1. —=
. dn /) |
oBA T[4 =2
A fae ], o
[ ) |sym. n°+n+—
—1 4
| Koo Ko i
N [S}*’II]. Kgg] (60)
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Schwache Form und konsistente Knotenlasten

Es treten wiederum Polynome vom Grad zwei im Integranden auf, wodurch wiederum die
2-Punkt GAUSS Quadratur verwendet wird:

+1 5
/ K(n)dn = _K()w, (61)

2 i=1
= K (n1)w1 + K(nz)ws . (62)

Somit ergibt sich:

w2 ) )
b RN CARTCA RS I
R I RICA R B
__8rA (68)



Schwache Form und konsistente Knotenlasten

Steifigkeitsmatrix: - 16 ]-
EFA| 3 3

oo B m ‘

sym. —
Y 3

Das resultierende lineare Gleichungssystem Kuy=PpP

16 87 (2
EA |3 73| Jus| _ o) 3
L 3 3 . \ '6 /

fithrt auf folgende Knotenverschiebungen:

’ul?\f = %O{TT()[ (71)
1
,u12< = gQ’TTUl . (72)

Institut fur Mechanik
FG Numerische Mechanik UNIKAS S_ [_5 .
Prof. Dr.-Ing. Anton Matzenmiller 26 VERSITAT



Schwache Form und konsistente Knotenlasten

Das Einsetzen der Knotenverschiebungen in den quadratischen Ansatz liefert das Verschie-
bungsfeld:

u(n) = Na(n)us + Na(n)us (73)
1 . 1
B — 2

Der Verlauf ist in Abb. 2 dargestellt.

1 T T T

08 - :
E
E
£
2 06 A
=
(@2}
|
=
e
L 04 r .
e
Q
@
@
>
02 r :
0 e ! ! !
-1 -0.5 0 05 1
Koordinate n [-]
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Schwache Form und konsistente Knotenlasten

Die Normalkraft N(z) folgt nach Gl (6):  N(z) = EA(s(z) — sen(x))
und wird in den Raum der natiirlichen Koordinate transformiert:

N(n) = EA(é(n) — £m(n)) .

Die Gesamtdehnung ergibt sich aus:

d d;
2(n) = Bg(n)ﬁu}z‘ - Ba(n)ﬁué‘f

4 1 2
=+ (74 7) b

1
= 5C‘fTTG (L+mn) .

Die thermische Dehnung folgt zu:

OfTTO

Etn(n) = 5 (1+mn) .

Das Einsetzen beider Dehnungen in Gl. (76) liefert:

. a1
N(n) =FEA @aTTo(l 1) =5 Y1 +n))

UNII
=0.
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Hausibung 3

Abgabe bis 17.06.2020
Hausubung 3

Aufgabe 1: Kubischer Verschiebungsansatz

Werten Sie die Integrale fiir die Steifigkeitsmatrix mit kubischem Verschiebungsansatz in Auf-
gabe 3 der 2. Hausiibung mit Hilfe des GAUSSschen Integrationsverfahrens aus, falls Sie das
Quadraturverfahren mit einem Integrationspunkt weniger austiihren, als es der Polynomgrad
des Integranden erfordern wiirde.

1) Was beobachten Sie?

2) Lisst sich das System der Gleichung tiir die Knotenverschiebungen eindeutig l6sen?
3) Ist die Steifigkeitsmatrix reguldr?

4) Sind die Zeilen der Steifigkeitsmatrix linear unabhingig?

5) Ziehen Sie hieraus Schlussfolgerungen.
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Hausibung 3

Aufgabe 2: Konsistente Knotenlasten

Berechnen Sie die konsistenten Knotenlasten fiir den abgebildeten Stab @- unter der skiz-

zierten Streckenlast n(z) und der Einzelkraft Fj. Der Angriffspunkt der Kraft Fj liegt 1 m links
vom Stabende (B).

kN
TNy = 2 —
n(x) - m
> > > > > Fo _p.: 3 kN
Ao o ®
-
2 m 2 1 1 m 1 m

1) i) Der Dehnstab wird durch ein lineares Element diskretisiert.
ii) Die Diskretisierung erfolgt mit zwei gleichlangen linearen Elementen.
iii) Es wird ein quadratisches Element verwendet.
iv) Was ergibt sich als Lastvektor fiir ein kubisches Element?
2) i) Berechnen Sie den Verschiebungs- und Spannungsverlauf fiir den Dehnstab, wenn

er am rechten Ende frei und am linken Ende unverschieblich gehalten ist fiir die vier
obigen Diskretisierungen.

ii) Vergleichen Sie die FE-Ndherungslosung im Arbeitspunkt 2) i) mit der exakten Lo-
) . : . . . SSEL
sung fiir den Verschiebungs- und Spannungsverlauf in allen gewdhlten FE-Diskre- .
tisierungen. TAT



