VORLESUNG

TECHNISCHE MECHANIK

fur
Studierende der Elektrotechnik und Mechatronik

i3 U
I w\sl” t

Prof. Dr.-Ing. A. Matzenmiller

Institut fir Mechanik im Fachbereich 15
der Universitat Kassel
Monchebergstralle 7
2. OG / Raum 2520
34109 Kassel



VORLESUNG

TECHNISCHE MECHANIK

fur
Studierende der Elektrotechnik und Mechatronik

™ 1
Kapitel 1 -6

Prof. Dr.-Ing. A. Matzenmiller

Institut fir Mechanik im Fachbereich 15
der Universitat Kassel
Moénchebergstr. 7
34125 Kassel
Zimmer 2520

SoSe 2021



Inhaltsverzeichnis: Technische Mechanik fiir Studierende der Elektrotechnik und Mechatronik

Inhaltsverzeichnis
TEIL I: Statik starrer Kérper
1 £ 2= L= 10 =T g o o1 1
I I T ] =Y (] T 1
111 UDEISICRE ...ttt s st sesenn e st 1
11,2 AXIOMIE ..ttt e st e e e e s 2
1.2 Hilfsmittel aus der VEKIOrreChNUNG .......oouuiiiiiiii e 3
1.2.1 VeKtoraddition .........oooiiiiiiiie s 3
1.2.2 Multiplikation mit @inem SKalar ......... ..o 4
1.2.3 Skalarprodukt zweier VEKIOreN ..........ooo i 5
1.2.4 Vektorprodukt (duBeres Produkt, KreuzproduKt)...........ccooiiiiiiiiieiiiiieieece e 6
1.2.5 Spatprodukt (gemischtes Produkt) ..........coocuuieiiiiiiiiiii e 8
2 Krafte und MOMENTE .......covviiiiirt s s e s s 10
2.1 Der Begriff der Kraft und des MOMENtS............ooiiiiiiiii e 10
211 Einflhrung der Kraft..........oooo e 10
2.1.2 Einteilung der Krafte ... 11
2.1.3 Kréftepaar und dessen Wirkung - Vorbemerkungen zum Moment ..............cccoceeee. 11
2.1.4 Zur Bedeutung eines freien VEKIOrS ........ccuuiiiiiiiiiiii e 12
2.2 Moment (DreNMOMENL) .....cooiiiiiiieee e 14
2.2.1 Definition des MOMENTS .......c.c.eiiiiiiiiii e 14
2.2.2 Berechnung des Moments aus den Komponenten des Orts- und Kraftvektors....... 15
2.3 Aquivalente KraftSYSIEME...........cviuiieiee ettt 17
2.4 GleichgewichtshbediNGUNGEN..........uiiiiiii e a e e e e e e e nree s 19
2.5 EDENE SHALIK ... e 21
2.6 Grundaufgaben der ebenen StatiK ...........ccccvviiiiiiii i 22
2.6.1 Erste Grundaufgabe: RedUKLION ...........cooiiiiiiiiiiii e 22
2.6.2 Zweite Grundaufgabe: Zerlegung einer Kraft ... 27
3 Kraftemittelpunkt, Schwerpunkt und Massenmittelpunkt .........ccccoeemiiicmriccnncscnncsnnnces e 32
3.1 Schwerpunkt einer Gruppe von EinZelMassSen ...........cooviiiiiiiiiiiiiie e 34
3.2 Schwerpunkt €iNES KOIPEIS. .....uuuiiiiiiiie it e e e e e e e e s eanrareeaae s 36
3.3 FIACheNSChWEIPUNKL.......cco e 39
3.4 Schwerpunkt @INEI LINIE ..........uiiiiiiiee e e e e e s eeaae s 43
3.5 Schwerpunkt einer LINIENIAST.........coooiiiiiiiie e 44
4 Reaktionskréafte in Systemen starrer KOrper........ooiimmncsinsmnnsnsss s s sssssssssens 46
g BT {F= o =T = o (=Y o PR 46
4.2 Statische Bestimmtheit ..o 47
4.3 Bestimmung der Auflagerr€aktion .............cccuuiiiiiiei i 51

4.4 Reaktionskrafte in Systemen starrer KOIrPEr .........coovvciiiiiiiie e 57



5 SchnittgréBen in Stdben und Balken ... 73
5.1 SchnittgréRenvereinbarungen in Staben, Balken und Bogen ..., 73
5.2 SchnittgréRenermittlung im geraden Stab unter ebener Belastung durch Gleichgewichts-
DIlAUNG @M TEIISTAD ..o 76
5.3 Differentialgleichungen fir das Gleichgewicht des Stabs ...........ccccccooevciiiiiii i, 87
5.4 Statische RandbedinQUNGEN ...........cooiiiiiiiiii e 89
5.5 Berechnung der SchnittgréRen aus den Differentialgleichungen fir das GGW.................. 90
5.6 SchnittgréRen in Stabsystemen (Fachwerke und Rahmen)............cccoocciiiiiiiiiiiciieeeee, 96
6 = 1o 11 3 103
6.1 Haft- Und GIEIIrEIDUNG .....ooiiiiiie e e 103
S T= 111 (=] o0 T SRS 107
3
TEIL Il: Dynamik des Massenpunktes und der starren Korper
7 Dynamik des MasSENPUNKLES ........cccccumririiiiissmmnrnrisssssssssessssssssssssmmsssssessssssnsmmssssssssssssnnsnnssnssas 111
7.1 Geschwindigkeit und BeSChleUNIQUNG...........cccoiiiiiiiiiiiecc e 111
7.2 Kinematik der PUNKIDEWEGUNG ........cooiiiiiiiiiiii e 112
7.3 Bewegungsgesetz (IMPUISSALZ) ........oocuiiiiiiiiiiii e 117
7.4 BeweguNngSWIAErStANGE .........oiiiiiiiiiiie e e 121
7.5 Arbeit, Energie und Leistung fir die geradlinige Bewegung eines Massenpunkts........... 122
7.5.1 Potentielle Energie und Energieerhaltungssatz............cccocceviiiiieiiiiinc e, 123
7.5.2 Konservative KIafte ... 126
7.5.3 Nicht konservative Krafte ... 129
T.5.4 ATDEITSSALZ ..o 132
8 EiN-MasSen-SChWINGEer .......cciiireoiiiiimrrinimsr s isssms s sems s sms s s s mms s mms s mmn s 135
8.1 Bewegungsgleichung des harmonischen SChWIiNgers ............ccovuieiiiiiieie e 135
8.2 Ungedampfte EigenSChWINGUNG......ccoouiiiiiiiiii e 136
8.3 Freie gedampfte SChWINGUNG........eiiiiiiiiii e e 139
8.3.1 Starke DAMPIUNG (D>1) ... e 140
8.3.2 Kritische DAmMPIUNG (D=1) ..eeeiiiiiiieeiee e e 142
8.3.3 Schwache DAmPIuNG (D<T) .evvveiiiiie e e e e a e e e e 144
8.4 EnergiebetraChtung ..., 147
8.5 Erzwungene SChWINGUNG ........uuiiiiiieiiiiiiieiie e ettt e e e e e s e e e e e e s ae e e e e e e s e snnreaeeaaeeas 149
8.5.1 Lineare Erregerkraft............cccuriiiiiii i 150
8.5.2 Harmonische Erregerkraft...........ccccoooioiiiiiiiic et 151
9 Dynamik des Starren KOIPersS.......cccecurrirrmsrmnssmsrmsssnmssmssssss s sssssss s sssssssssssssssssssmsssssssmsssnnsamnenes 156
9.1 Kinematik der StarrkOrperbeWEeGUNG .......c.ooouuiiiiiiiiiie e 156
9.2 Momentanpol der allgemeinen ebenen Bewegung...........cccccveveveveveieiiiiieeeeeee 160
9.3 IMpuls- UNd DrallSatz............ocoeiiiiieiieeee e 164

9.4 Massentragheitsmomente des starren KOrpers ..........oooovvveveviviieee e 166



9.5 Ebene Bewegung des symmetrischen StarrkOrpers .........ooccvvveeieeeiiecciiiieeee e 171
9.6 Drehung um eine raumfeste ACNSE..........ueeiiiiiiiii e 175
9.7 Energiesatz fir die Bewegung des starren KOrpers.........coouveeeiiiieieiiiieee e 184
9.8 Dynamik der Systeme starrer KOIPEr ........ooueiiiiiiiie e 192
Teil 1ll: Elastostatik und Festigkeitslehre
10 Einachsiger Spannungs- und Deformationszustand im Dehnstab........c.ccccccmrreecrrrncccnn. 199
10.1 Spannungen und Gleichgewichtsbeziehung in langsbelasteten Staben ....................... 199
10.2 Dehnung und geometrische (kinematische) Beziehung.............ccccvveeiiiiiiiiiiiieeie e, 201
10.3 ElastizitatsSheZIENUNG ... ... s 203
10.4 Verschiebungsdifferentialgleichung des Dehnstabs .............ccccoociiiiiiiiiiiciiiie s 205
11 Ebene Elastostatik .........ccouimriiminssmisnis s 216
11.1 Zum Begriff der SChubSpannuNG.........occuoiiiiiii e 216
11.2 Ebener Spannungszustand und Spannungstensor (CAUCHY-Spannungskonzept
VON T824) .ttt e ettt et s bt a bttt e b e bt b ne e sttt nree 217
11.3 SpannuNgstransformMation ...........ccuviiiiii i 225
11.4 Hauptspannungen und Hauptschubspannung........ccccooooooiiiiiiiiiiieccccccceecee e 226
11.5 Lokale Gleichgewichtsbedingungen fiir ebene Spannungsaufgaben............................ 233
11.6 Ebener VerzerrungSzustand....... ..o 236
11.7 ElastizitAtSheZIENUNG ........cooiiiiiii e 240
12  Biegung des geraden Balkens.........ccccuvmmmmnnnmmmmnnsmsmmnss s s s ssms s s sssss s samss s 246
12.1 REINE BI@QUINQ ... e e e e e 246
12.2 Verschiebungsdifferentialgleichung des Balkens in der Technischen Biegetheorie........ 257
12.3 Berechnung vON BiegeliNi©n...... ... 261
12.4 Biegelinie flr Mehrbereichsaufgaben................cooiiiiiii e 267
12.5 Zusammengesetzte Beanspruchung aus Biegung und Langskraft ...............cccccccoeos 271
13 Torsion des geraden Stabs mit Kreisquerschnitt.........ccccovvvecmmniiicninicccnnnsccennen e 274
131 REINE TOMSION ...ttt e ettt e ettt e e e st et e e e aabe e e e s anbe e e e s anbeeeeens 274
13.2 Gleichgewicht des TOrsioNSStabS ..........ciiiiiiiii e 276
13.3 TEChNISCNE TOISION ... e 277
B - Y g o 7= 1 €7 o ] ] 2N 281
14.1 Prinzip der virtuellen Verschiebungen fur Starrkdrpersysteme...........coccoviiiiniienenne, 282
g B 1 Y g oY S = 14 (o] = R 282
14.1.2 Gebundenes System von starren KOrpern ..o 286
14.2 Prinzip der virtuellen Verschiebungen fir elastische Feder-Masse-Systeme................. 290
14.3 Herleitung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen fir den Dehnstab...................... 297
14.3.1 Problematik und Motivation .............cceeeiiiiie e 297

14.3.2 Prinzip der virtuellen Verschiebung fir kontinuierliche, verformbare Korper

am Beispiel des Dehnstabs ... 298






1 Statik starrer Korper 1

1 Statik starrer Korper

1.1 Einleitung

1.1.1  Ubersicht

Die Mechanik - ist die Lehre von den Bewegungen und Verformungen von Kérpern unter dem
Einfluss von Kréaften

+ ist das alteste Teilgebiet der Physik

*  reicht bis ins Altertum zurtick (Wortpragung durch ARISTOTELES 384-322 v.Chr.:
,die Kunst, Maschinen zu bauen")

Mit technischer Mechanik (TM) bezeichnet man die an technischen Problemen orientierte
Darstellung des Lehrstoffs der Mechanik in den Ingenieurwissenschaften, wo vor allem die Theorie
des Kontinuums fir die Berechnung von Bauteilen zugrunde gelegt wird.

Die Mechanik kann eingeteilt werden
*  nach dem Aggregatzustand der Korper:
- Strdmungsmechanik (Flissigkeiten, Gase)

- Festkérpermechanik

* nach der Problemstellung:

- Kinematik: beschreibt den geometrischen Bewegungsablauf
- Dynamik: ist die Lehre von den Kraften und wird unterteilt in:
*  Kinetik: Lehre von den bestehenden Beziehungen zwischen

Kraften und Bewegungen

*  Statik: Lehre vom Gleichgewicht der Krafte ruhender Korper

In der Festkdrpermechanik vorkommende Korper (sie sind im Gegensatz zum Punkt rdumlich
ausgedehnt) werden unterschieden in

+  starre Korper: Abstande der Korperpunkte werden als unveranderlich
angenommen

(Stereostatik und Starrkérperdynamik; Lehrstoff der TM 1)
+ elastische Korper: koénnen sich verformen
(Elastostatik; Lehrstoff der TM 1)
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1.1.2 Axiome

Die Gesetze der Mechanik kdénnen auf ein paar wenige Axiome, d.h. nicht beweisbare
Erfahrungstatsachen zurlickgeflhrt werden. Die Kraft betreffenden Axiome sind:

i) Gleichgewichtsaxiom:

Zwei an einem Punkt eines Korpers angreifende Krafte sind im Gleichgewicht, wenn sie
entgegengesetzt gleich grof sind.

F,=F,

A
v

Abb. 1.1-1: Kdrper mit entgegen gesetzten Kraften

i) Axiom von der Linienfliichtigkeit der Kraft:
Der Angriffspunkt der Kraft darf auf der Wirkungslinie beliebig verschoben werden.

Korper mit einwirkender Kraft F, und Gleichgewichtsgruppe F,

F, F, F, = F F,
o——» = O—>» «—=0 4+ = oO————»
(Gleichgewichtsgruppe)

Abb. 1.1-2: Ideenskizze zur Linienflichtigkeit der Kraft

Die Gleichgewichtsgruppe hat keine Auswirkung auf das auf3ere Kraftespiel eines Korpers.

iii) Axiom von der Gleichheit von Wirkung ("actio") und Gegenwirkung ("reactio") - Reaktionsprinzip
(Gegenwirkungsprinzip, Wechselwirkungsprinzip):

Zu einer Kraft ist stets eine gleichgroRe entgegen gesetzte Kraft auf derselben Wirkungslinie vor-
handen.

F
—O

Abb. 1.1-3: Zwei Korper mit Last- und Reaktionskraften

iv) Axiom vom Kréfteparallelogramm:

Die Wirkung zweier an einem Punkt angreifenden Krafte F, und F, ist statisch aquivalent der
Wirkung einer Einzelkraft (Resultierenden) R gemal folgender Konstruktion:
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Angriffspunkt und Richtung der Krafte

Krafteparallelogramm

F,+F,=R=F, +F

Abb. 1.1-4: Krafteparallelogramm

1.2 Hilfsmittel aus der Vektorrechnung

Das geeignete mathematische Hilfsmittel zur Beschreibung von Kraften und Momenten oder zur
Darstellung eines Punkts (Orts) im Raum ist die Vektorrechnung im dreidimensionalen euklidischen
Raum, denn ein Vektor, genauer ein Pfeilvektor oder geometrischer Vektor ist eine gerichtete GroRe
mit bestimmtem Betrag, bestimmter Richtung und bestimmter Orientierung.

Ubliche Bezeichnungen fiir Vektoren im Schrifttum sind

Fettdruck:

Ubergesetzter Pfeil:

Unterstreichung:

Fraktur- oder Sitterlinbuchstaben

Linge des Vektors a: |a| = a

Einfihrung der Vektoroperationen:

1.2.1 Vektoraddition

c=a+b

Die Addition von Vektoren ist kommutativ:

und assoziativ:

<
o
o

,C (in dieser Vorlesung TM)

Q1
Ol

‘71

M’ g’ Q’ g

(veraltet)

a+b=b+a

(a+b)+c=a+(b+c)
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Neutrales Element 0 mit der Eigenschaft a+0=a
Es gilt: a+(-a)=0
Subtraktion: a+(-b)=a-b

1.2.2 Multiplikation mit einem Skalar

c=Aa=aA

a=|ale, wobei e ein Einheitsvektor mit der Lange "1" in
Richtung von a ist.

Komponentendarstellung eines Vektors anhand von Vektoraddition und Multiplikation mit einem
Skalar:

Einflhrung einer orthonormierten Basis mit Basisvektoren: e .e e

X' Ty1¥z

und Komponenten: V,V,V

x» Vyr ¥z

/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/<
4
[<

Abb. 1.2-1: Vektor mit Basissystem

Basis = System linear unabhéngiger Vektoren e,, e, und e, mit der Eigenschaft, dass im

(dreidimensionalen) Raum gilt:

ae +ta, e +a;e,=0,

wobei die Gleichung als einzige Lésung o, =0a,=0a,=0 hat.

orthonormierte Basis = System orthogonal zueinander stehender Vektoren
mit der Lange "1"
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x» Vyr ¥z

v
X
v=v,e +v, e +v,e, = (v, v,V ):[‘/YJ
v
z

1.2.3 Skalarprodukt zweier Vektoren

Def.:

Unter dem Skalarprodukt (inneres Produkt) a -b zweier Vektoren a und b versteht man den
Skalar ("Zahl") ¢

c=a-b=|a|-|b|-cosa,
wobei a der eingeschlossene Winkel zwischen a und b ist.

Sonderfalle: (1) a=b:

a~a:|a|2, daa=0°

(2) a=0 oder b=0: a-b=0

(3) Istz.B. |b| =1,d.h. b=e, soist: a-e=|a|cosa

a-e istalso die Lange der (senkrechten) Projektion von a auf die durch e bestimmte Gerade

Def.: Voraussetzung: a0 und b=0

Falls a-b =0 ist, sosind a und b senkrecht (orthogonal) zueinander (a L b).

Rechenregeln: (1) a-b=>b-a (kommutativ)
(2) c(a-b)=(ca)-b=a-(cb)
(3) (a+b)-c=a-c+b-c

Berechnung des skalaren Produkts aus den Vektorkomponenten

Geg.: Orthonormiertes Basissystem mit Vektoren a und b

a~b=(ax e, ta e +a ez)'(bx e +b, ey+blel)
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+a, b, e e +a b e -e +a b e e,

— —— —
=0 =1 =0
+a,b.e,ce +a, b e, -e +ab,e, e,
=0 0 =1

a-b=a b, +a b, +a,b,

Beispiel: Lange a =|a| des Vektors a: a=|a|=,a’+a’+a’

1.2.4 Vektorprodukt (auBeres Produkt, Kreuzprodukt)
(wichtig fur die Darstellung des Drehmoments und des Drehimpulses [Drall] in der Mechanik)

Def.: Unter dem Vektorprodukt ¢ =a xb zweier Vektoren a und b versteht man den Vektor ¢
mit den folgenden Eigenschaften:

(1) a, b und ¢ bilden ein Rechtssystem (rechte Handregel)
(2) c istsenkrechtzu a und senkrechtzu b.
(3) |e|=|a||b]|sina , wobei  « =<«(a,b)

Hinweise: -  Das Vektorprodukt ¢ ist eine vektorielle GroRe.

- Der Betrag des Vektorprodukts ¢ ist gleich dem Flacheninhalt A des von den
Vektoren a und b aufgespannten Parallelogrammes.

Flacheninhalt A

IIIlII->
h =b|-sina
a

Abb. 1.2-2: Veranschaulichung des Vektorprodukts

Flache: A = (Grundlinie) - (Héhe) = |a|h=|a| |b|sina =|c
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- Ergibt das Kreuzprodukt ¢ aus a xb den Nullvektor 0 undist a=0 und b=0,

so sind die Vektoren a und b zueinander parallel oder gegensinnig parallel.

Sonderfalle:

e
X e xe, =0 etc

Abb. 1.2-3: Orthonomierte Basis
Rechenregeln: ax(b+c)=axb+axc
axb =—(bxa)
(ca)xb =ax(cb)=c(axb)
Berechnung des Vektorprodukts aus den Komponenten im orthonormierten Basissystem

axb=(a e +a,e +a,e,)x(be +be +b,e,)

=a b, (e,xe)+a b (e xe )+ab,(e xe,)
o e —%,

+a, b (e,xe)+a, b (e xe)+a, b, (e xe,)

(R —— [ —— [ —
=-€, =0 =€y

+a, b (e,xe)+a, b (e,xe)+a,b, (e xe,)
6, e o

1Y

X

o

I
7\
D O D
NS X
Ne—

X
7 N\
o oo
[ )
Ne—

I
VR
QD QO
x N <
kterNtr
[
O Q©

N
XUNUKO'
Ne—
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Merkregel: Das Vektorprodukt Iasst sich formal mit Hilfe der Regel von LAPLACE fiir die Auswertung
der Determinante einer quadratischen, dreireihigen Matrix durch Entwicklung nach der
ersten Zeile berechnen.

e, e e,
axb=|a a, a,
b, b, b,

1.2.5 Spatprodukt (gemischtes Produkt)

Def.:  Unter dem Spatprodukt (gemischtes Produkt) [u,v,w] dreier Vektoren u, v und w
versteht man den Skalar ¢

c=[u,v,w]=(ux v)-w=|u|-|v| |w]| sina-cos g,
wobei «a der eingeschlossene Winkel zwischen u und v ist und

B der eingeschlossene Winkel zwischen w und dem Vektorproduktuxv .

o~
u S~ /\48"1&

Abb. 1.2-4: Veranschaulichung des Spatprodukts

Hinweise:

1)  Der Betrag des Spatprodukts ist gleich dem Volumen des von den drei Vektoren aufgespannten
Parallelepipeds.

2) Das Spatprodukt ist positiv, wenn u,v und w ein Rechtssystem bilden.

3) Bei zyklischer Vertauschung der Vektoren gilt:

[u,v,w]=[v,w,u] =[w,u,v]

< (uxv) - w=(vxw)-u=(wxu)-v
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Die Reihenfolge der Multiplikationen ist vertauschbar

u-(vxw)=(uxv)-w

4) Bei antizyklischer Vertauschung wechselt das Vorzeichen

[u,v,w]= —[u,w,v]

5) Sind die Vektoren u,v und w in einem orthonormalen Basensystem dargestellt, dann Iasst
sich das Spatprodukt aus der Rechenvorschrift

<

z

< <

X
X "4
b's Wy w,

N

uy
[u, v, w] = det v,

S

mit Hilfe der Berechnung einer Determinanten ermitteln.

Beispiel: Flacheninhalt A des von den beiden Vektoren

1 2
a= [— 5] und b = {0} aufgespannten Parallelogramms
2 3

1 2) (-5-3-0-2 -15
axb=|-5|x|0|=|-1-3+2.2 [=|+ 1
2 3 1-0-2(-5)) (+10

A=|axb| = (-15) + 1+ 10? =/326 = 18,1
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2 Krafte und Momente

2.1  Der Begriff der Kraft und des Moments

2.1.1 Einfuhrung der Kraft

Alle materiellen Kdrper besitzen Masse mit den Eigenschaften
- der Schwere (Anziehung, Gravitation, Gewicht)
- der Tragheit (Widerstand gegen Anderung des Bewegungszustands)

Materielle Korper treten mit der duBeren Welt in eine Wechselwirkung, die durch die Kraft dargestellt
und gemessen wird.

Die Kraft ist eine physikalische Gréf3e und durch

Betrag (GroRe, Intensitat)
Richtung

Orientierung und Kraftvektor
Angriffspunkt
gekennzeichnet.
F = |F|
F ("Force"

Angriffspunkt
Abb. 2.1-1: Darstellung der Kraft

Hinweis: Vektoren werden in dieser TM-Vorlesung in Fettschrift geschrieben anstelle der
Kennzeichnung durch einen Pfeil Gber dem Symbol des Kraftvektors F, wie in der
Mathematik Ublich.

Die Einheit der Kraft ist das Newton: 1N= ; kp=1 kgrr21
9,80665 sec

Ein Newton (1 N) verleiht einem Kilogramm (1 kg) Masse die

Beschleunigung von 1 5 -
sec

Wirkungslinie: Die Gerade, auf der sich der Kraftvektor befindet.

Die Kraft ist ein gebundener Vektor, da sie nicht parallel zur Wirkungslinie verschoben werden darf.
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Einteilung der Krafte

Die Krafte kénnen nach verschiedenen Kriterien unterschieden werden:

- nach der Verteilung: Volumenkrafte: Gewichtskraft
Elektrische Kraft
Magnetische Kraft

Flachenkréfte: Flussigkeitsdruck

Kontaktkrafte, Dichtungsflachenpressung

Linienkrafte: Schneidenlast
Punktkrafte: Idealisierung z.B. der Kraft des Stuhlbeins
(Einzelkraft): auf dem Ful3boden

- nach der Ursache: Eingepragte Krafte:  Gewicht, Anziehungskraft
Reaktionskrafte: Krafte der Auflager nach dem Lésen der

Bindungen
- nach dem
Ort ihres Wirkens: AuRere Kréfte: Lasten: eingepragte Krafte

Innere Krafte: Schnittgrofen im Innern des Korpers

2.1.2 Kraftepaar und dessen Wirkung - Vorbemerkungen zum Moment

Greifen zwei zueinander parallele, entgegengesetzte Krafte an einem Koérper an, so versuchen diese,
ihn um einen Punkt zu verdrehen. Sie werden als Kraftepaar bezeichnet. Die resultierende Kraft des
Kraftepaars

R=F +F, =0

verschwindet.

Korper

Abb. 2.1-2: Kérper mit Kraftepaar
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Die mechanische Wirkung des Kréaftepaars wird durch sein Moment M bestimmt, dessen Betrag M
ist gegeben durch:

M=|M|=a-|F]| [in Newton-Meter Nm],
wobei a der sogenannte "Hebelarm", d.h. der Abstand der Wirkungslinien ist.

Wie die Kraft, so ist auch das Moment eine vektorielle GréRe, deren Orientierung den Drehsinn
(+ oder —) angibt ("rechte Handregel"). Der Momentenvektor steht senkrecht auf der durch das

Kraftepaar gebildeten Wirkungsebene.

Das Moment ist ein freier Vektor.

2.1.3 Zur Bedeutung eines freien Vektors
Das Moment wird bestimmt durch
(1) GroRe der Kraft F
(2) Lange des Hebelarms a

(3) Drehsinn + oder -

Das Moment ist ein freier Vektor, da es parallel verschoben werden darf, ohne dass sich die Wirkung
des Moments auf den Koérper verandert.

Satz: Ein Kraftepaar darf in seiner Wirkungsebene beliebig verschoben werden.

Beweis: Geg.: Kraftepaar F mit Abstand a der Wirkungslinien

Ges.:  Verschobenes Kréftepaar F
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Abb. 2.1-3: Beweis zur freien Verschiebbarkeit des Kraftepaars F

Vorgehensweise:

Schlussfolgerungen:

Es wird eine Gleichgewichtsgruppe K eingefiihrt und die Resultie-
renden F' gebildet.

Die Resultierenden F' werden entlang ihrer Wirkungslinien verscho-
ben (Axiom von der Linienflichtigkeit der Kraft).

Danach neue Kraftegruppe K' ansetzen und neue Resultierende F"
bilden.

Das Kraftepaar ist im Gegensatz zur Kraft nicht an eine Wirkungslinie
gebunden.

Das Kréftepaar ist durch sein Moment eindeutig beschrieben.

Das Moment ist ein freier Vektor.
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2.2 Moment (Drehmoment)

2.2.1 Definition des Moments

Die Wirkung einer Kraft auf den Bewegungszustand eines Korpers hangt nicht nur vom Kraftvektor F
selbst ab, sondern auch von dessen Angriffspunkt P, der durch den Ortsvektor r beschrieben wird.

F
e,

e
ex/ y

Abb. 2.2-1: Kraft F und Kraftangriffspunkt P mit Ortsvektor r im rdumlichen Koordinatensystem

Def.: Endlich viele Krafte F,, F,,.......,F, mit Kraftangriffspunkten r,, r,,......,r, bilden eine Kraftegruppe
oder ein Kraftsystem.

(F,, FypensF;

Def.: Es sei (F, r) eine Einzelkraft am Punkt P mit Ortsvektor r .

Der Vektor M, :=(r-c)xF

hei3t Moment (Drehmoment) der Kraft F beziiglich des Punkts C mit Ortsvektor ¢ .

a=|r—clsin a

. Wirkungslinie WL
r-c)xF N

~
~
N
N

Abb. 2.2-2: Moment M, einer Kraft F

Hinweis: Momentenvektor M_ steht senkrecht auf den Vektoren (r - c) und F.

C
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Aus der Definition des Vektorprodukts folgt der Betrag des Momentenvektors:

|MC|:(|r-c|~sina)~|F|
NS )

=la
(a = Abstand des Momentenbezugspunkts C
von der Wirkungslinie der Kraft F )
Schlussfolgerung: Das Moment einer Kraft andert sich nicht, wenn der Kraftangriffspunkt P mit

Ortsvektor r langs der Wirkungslinie verschoben wird; denn die Flache des
aufgespannten Parallelogramms durch die Vektoren (r - c) und F ist ebenso

unverandert wie auch die Richtung und Orientierung des Vektors M, durch die
Verschiebung der Kraft.

2.2.2 Berechnung des Moments aus den Komponenten des Orts- und
Kraftvektors

Beispiel: ¢ =0 ; Orts- und Kraftvektor in der x —y — Ebene

4 H
r=r.e +r,e, =\r|, F=F e +F e =|F
0 0
e, e e 0
M, =rxF=Ir, r, 0|=(r-F,-r,-Fle,= 0
F. F, O r.F, —r,F,

o

Abb. 2.2-3: Kraft F und Kraftangriffspunkt P mit Ortsvektor r in der x —y — Ebene

Fur den Betrag des Moments gilt mit Hilfe des eingeschlossenes Winkels o :
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M| = |r|-sina-|F]

_ 2 2 H 2 2

= I +r-sina - \JF + F

- J J
Y Y

Hebelarm a  Kraftkomponente
senkrecht zum
Hebelarm a

Ubungsaufgabe 1: Berechnung des Moments einer Kraft

In einem Koordinatensystem ist die Kraft F mit ihrem Kraftangrifispunkt P gegeben, dessen
Ortsvektor x, ist. Die Lage eines beliebigen Punkts C ist durch dessen Ortsvektor x_ bestimmt.

Yy

V4

Abb. 2.2-4: Kraft, Kraftangriffspunkt und Momentenbezugspunkt

Gegeben:

F=Fe +F e +F e
X, = X, e +y e + 7z e,
X, = X, e +Yy e + z e,

Sonderfall: Ebene Statik
F, = 3kN; F, =1kN; F, =0

X z

x,=3m; y,=3m; z =0
x, =5m;, y =1m; z =0
a) Zeichnen Sie die Kraft F mit ihrer Wirkungslinie und dem Kraftangriffspunkt P mit

Ortsvektor x, in ein x — y —Koordinatensystem ein.
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b) Ermitteln Sie graphisch den Hebelarm der Kraft F bezlglich des Punktes C mit
Ortsvektor x..

c) Berechnen Sie die Lange des Hebelarms h der Kraft F bezliglich des
Momentenbezugpunktes C mit Ortsvektor x_.
d) Berechnen Sie das Moment der Kraft F bezliglich des Punktes C aus dem Betrag des

Kraftvektors |F| und dem Hebelarm h. Geben Sie das richtige Vorzeichen des Moments

an, wenn dieses im Gegenuhrzeigersinn positiv sein soll. Geben Sie den Momentenvektor
M, an. Zeichnen Sie den Momentenvektor in das Koordinatensystem ein.

e) Zerlegen Sie die Kraft F in ihre x — und y — Komponente und berechnen Sie mit Hilfe des
Kreuzprodukts den Momentenvektor M, der Kraft F bezuglich des Punkts C mit dem
Ortsvektor x, =x, e, +y e, +Z.e,

f) Diskutieren Sie Starken und Schwéachen der beiden Vorgehensweisen zur Berechnung
des Momentenvektors.

Ubungsaufgabe 2: Raumliche Statik — Berechnung des Moments M, der Kraft F mit Angriffspunkt

P.

Bearbeiten wie vorherige Aufgabe

Gegeben: F =3kN; F, =1kN; F, =-4kN
xp=3m; yp=3m;

,=-3m

P4
zZ =-1m

()

X, =5m; y =1m;

2.3  Aquivalente Kraftsysteme

Def.. Fir das Kraftsystem (F,,F,, ...F,;r,,1,,...r,) heien die Vektoren

R=YF,
k=1

und

Mgc = (rk _C)XFk
k=1
resultierende Kraft und resultierendes Moment bezlglich des Punkts C mit Ortsvektor c.

Die Ermittlung der Resultierenden R und M., heif’t Reduktion.

Def.. Zwei Kraftsysteme  (F,F,,..F;r,1,,...T.)

n’ 1

und (Ff,Fz*,...F;;rf,rz*,...r:)

heilen dquivalent (gleichwertig), wenn gilt:
R =R

MRC = MRC
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Hinweise:

+ Die Wahl des Momentenbezugspunkts C spielt fiir die Aquivalenzaussage keine Rolle, jedoch
muss er fir beide Systeme derselbe sein.

* Hingegen hangt das resultierende Moment M. sehr wohl vom Momentenbezugspunkt C ab. Fur
die beiden Momentenbezugspunkte gilt:

n

Mec, = Z(rk _c1)XFk

k=1

Ist die resultierende Kraft sz =0, soist My, = M., und es handelt sich um ein Kréaftepaar,
dessen resultierendes Moment unabhangig vom Bezugspunkt C ist.

Def.: Eine Gruppe von Kraften mit gemeinsamem Angriffspunkt (F1,F2,...Fn;r,r,...r) heildt
zentrales Kraftsystem. Es gilt:

und
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2.4 Gleichgewichtsbedingungen

Satz: Ein Koérper behélt seinen Bewegungszustand bei (im Sonderfall bleibt er in Ruhe), falls die
Resultierenden

R=>F =0
! (2.4.1 a, b)

n

M. :Z(rk -¢)xF, =0

k=1

b
I

verschwinden. Diese Gleichungen heilRen Gleichgewichtsbedingungen. Ein Kraftsystem
mit verschwindenden Kraft- und Momentenresultierenden nennt man Gleichgewichtssys-
tem oder Gleichgewichtsgruppe.

Die Gleichgewichtsbeziehungen sind notwendige und hinreichende Bedingungen fir das Gleichge-
wicht des Kdérpers. In Komponentenschreibweise:

R, = ZFkX =0
k=1
R, = k;Fky =0
R, =YF,=0
k=1
und
M n e, e e,
Mzz; = Z lix — Cy riyy_ Cy ri,—¢,
RCz =t ix iy iz
Mg, = 1 [(r,-¢,)F. ~(n.—c.) F,]=0
MRCy > |: (rix_cx)Fiz—i_(rlz_Cz) le:|=0
i=1
MRCZ :|:(r/x _Cx)ny (r/y _Cy) le:|:0
Moment bezuglich 0: M, =rxF
rx Fx 0 MOX
Ebener Fall: M, = [ry} X [Fy] = [ 0 ] = [Moy}
0 0 r.F, —r, F M,,

Der Momentenvektor M, hat nur eine von 0 verschiedene Komponente
im Fall der ebenen Belastung, namlich My, =r, F, —r, F,.
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Beispiel: Balkenwaage
[ . lx =—8 L Fox =8 |
[ S T
ey
ex r2 P2
_ [ ]
7 I o
r1y = _b1 I'1 F2 = _K
0
[24
m /.K ’D1
Q'l 0
’ F=|-G
0
Abb. 2.4-1: Balkenwaage mit Last- und Kraftarm
Fix - & Fax a,
r=\n,|=|-b L=|r|=0
r12 O r22 O
MO1z=r1x F1y _r1y F1x MOZz=r2x F2y _r2y F2x
=(-a)(-G)-(-b)0 =a,(-K)-0-0
=a G =-a, K
2
Gleichgewicht: My, = > M,, =0
i=1
= My, + My, = 0
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2.5 Ebene Statik

In der Praxis kénnen Ingenieuraufgaben haufig als ebene Probleme behandelt werden, wenn alle
Krafte F, und deren Angriffspunkte mit Ortsvektor r, in einer Ebene liegen (ebene Kraftegruppe). In

der x -y —Ebene gilt:

F. =F, e, + Fky e,

Ne="ry € +71, €

c=c, e +cC, e,

y

(2.4.1)

(2.4.2)

(2.4.3)

Die Gleichgewichtsbedingungen reduzieren sich im ebenen Fall auf die folgenden drei Gleichungen
(zwei Kraftebedingungen und eine Momentenbedingung):

R =YF, =0
k=1

(2.4.4)

(2.4.5)

(2.4.6)

In der ebenen Statik sind alle Momentenvektoren (M = M, e,) senkrecht zur Ebene, in der die ebene

Kraftegruppe wirkt, und es muss nur noch die Komponente M, in z-Richtung (also Betrag und
Vorzeichen) ermittelt werden. Dieser Vorteil vereinfacht die ebene Statik sehr stark im Vergleich zur

raumlichen Statik.

Abb. 2.5-1: Kraft und Moment in der ebenen Statik

Neben der Rechnung sind fir die Lésung von Aufgaben der ebenen Statik auch zeichnerische

Verfahren, wie z.B.

- die Methode der Zwischenresultierenden (CULMANNsches Verfahren)

- die Seileckmethode
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entwickelt worden, die jedoch nicht Stoff der Vorlesung sind.

Alle Aufgabenstellungen der Statik lassen sich auf drei Grundtypen (Grundaufgaben) reduzieren, und
zwar auf

- die Reduktion (Resultierende bilden) eines Kraftsystems,
- die Zerlegung einer Kraft,

- die Gleichgewichtsbildung (s. Kapitel 4).

2.6 Grundaufgaben der ebenen Statik

Zur LAsung statischer Aufgaben sind drei Grundtypen wichtig.

2.6.1 Erste Grundaufgabe: Reduktion

i) Zentrales Kraftsystem:

Geg.: n Einzelkrafte F, mit gemeinsamem Angriffspunkt r
Ges.: Resultierende Kraft R (bezogen auf Kraftangriffspunkt r = ¢ ist das Moment M, =0)
F,
Vi

> X

Abb. 2.6-1: Zentrales Kraftsystem

Beispiel: 4 Krafte: F, = 12kN mit Richtungswinkel a, = 45° gegen die Horizontale
F, =8 kN a, = 100°
F, =18 kN a, = 205°
F, =4 kN a,= 270°

schneiden sich in einem Punkt C.
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Graphische L6sung:

Lageplan Kréafteplan
Kraftemalistab: m, = 2kN
1cm
Abb. 2.6-2: Lage- und Kraftplan zur Kraftereduktion
. . 2kN
Ergebnis: Durch Abmessen erhalt man: R =|R|=52cm -~ =10,4kN (Betrag)
cm
s =1562° (Richtungswinkel)

Der Kraftangriffspunkt von R ist der Punkt C.

Rechnerische L6sung: Koordinatensystem festlegen

e,

e, horizontale Richtung

Kraftesumme: R=F +F, +..+F =) F
i=1
In Komponenten: R, =Y F, wobei F,=F cosa
R, = F F, =F sina
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Addition aller horizontalen und vertikalen Kraftkomponenten:

F =12-cos45° = 849kN F,=12-sin45° = 849kN
F,, =8 cos100° =— 139 kN F,, =8-sin100° = 7,88 kN
F,, =18 - cos 205° = - 16,31kN F,, =18 -sin 205° = - 7,61kN
F,,=4.cos270° = 0 F,, =4-sin270° =-4,00 kN
4 4
R, =YF, =-9,21kN R, =YF, = 4,76 kN
i=1 i=1
Vektor der Resultierenden: R = [_ 2723 tm
Betrag der Kraft: R=[R| =R + R? = /(- 9,21 +(4,76)" =10,4kN
Richtungswinkel: cos @ = % = % = —-0,886 = @, = 152°

ii) Allgemeines Kraftsystem

Geg.: Kraftsystem (F,,F,,...,F,;r.r,,...1,)

Ges.: Resultierende R mit Kraftangriffspunkt r,, so dass das reduzierte System &quivalent zum
gegebenen Kraftsystem ist.

Korper

Abb. 2.6-3: Allgemeines Kraftsystem

Die graphischen Lésungsverfahren sollen hier nicht behandelt werden.
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Rechnerische Lésung:

1)

2)

Die Resultierende R ergibt sich aus:

R=SF

(2.5.1)

Die Lage der Resultierenden R ergibt sich aus der Gleichheit der resultierenden Momente

beider Kraftsysteme.

rRxR:ZrixE.

Wegen R, =R cos a =|R|cos «
und R, =R sina =|R|sina

folgt aus Gl. (2.5.3): (s, Rsina — 1, Rcos a) = (r, F, -1, F,)

i

Die Lage a der Resultierenden R ergibt sich aus Gl. (2.5.4) zu:

a:=ry sina—r, COSa=ﬁZ(riX F,—r, F,)= ’\fgz
yi
Iy

vd - X

Abb. 2.6-4: Lage der Resultierenden des allgemeinen Kraftsystems

(2.5.2)

(2.5.3)

(2.5.4)

(2.5.5)
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a ist der Abstand der Resultierenden R von einer Parallelen durch den Ursprung 0 des
Koordinatensystems.

Beispiel: Reduktion von Kraften im allgemeinen Kraftsystem

4m

Fy = 4kN N353

R' 4m

A R
-
270° l //a =43m 27o\°~l

F, =2kN F, = 2kN
\44—m>|<4—m>|

Abb. 2.6-5: Lageplan des allgemeinen Kraftsystems

n

Krafte: R, =) F cos a; =4 KkN-cos 45° — 2 KN+ 4 kN- cos 135° = — 2,00 kN

i=1

n

R, =) F sina; =4kN-sin 45° + 4 kN- sin 135° — 2 kN— 2 kN = 1,66 kN

i=1

R =|R|= /(- 2,00)" +(166)" kN = 2,60 kN

&=cosa=M=—o,77o - a=140°
R 2,60 kN

Moment: M_, =0-F, +8m-2kN—4kN-4m-cos135°+0-F, —8-2 =113 kNm

Aus Gl. (2.5.5): g JBSKNM s
2,60kN
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2.6.2 Zweite Grundaufgabe: Zerlegung einer Kraft

i) Zentrales Kraftsystem

Geg.:

Ges.:

Kraftsystem (F, r)

und zwei Wirkungslinien WL 1 und WL 2 der Kréafte F, und F, eines zweiten
zentralen Kraftsystems.

Aquivalentes Kraftsystem (F,, F,;r,r) mit Kraften F, und F, .

Graphische Lésung

WL2
/ E
/ F
_--WL1
!
i
!
/
!
Lageplan: |1—m| Krafteplan: | 1kN |

Abb. 2.6-6: Lage- und Krafteplan

Vorgehensweise:

Schritt 1:

Schritt 2:

Ergebnis:

Lageplan mit Kraft F und vorgegebenen Wirkungslinien WL 1 und WL 2 zeichnen

Im Kraftplan die Kraft F mit gewahltem Kraftemalistab zeichnen.

- Durch Anfangs- und Endpunkt je eine Wirkungslinie zeichnen und diese zum Schnitt
bringen.

- Krafte F, und F, von A bzw. E bis zum Schnittpunkt der beiden Wirkungslinien WL 1
und WL 2 abtragen.

Die Zerlegung einer Kraft (Vektor) in zwei nicht parallele Krafte (Vektoren) in der Ebene ist
eindeutig mdglich.

Die Zerlegung einer Kraft in mehr als zwei Richtungen ist mdglich, aber nicht eindeutig,
denn es existieren unendlich viele Lésungen.
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Rechnerische Lésung der zweiten Grundaufgabe: Mittels kartesischer Koordinaten

Geg.: Kraftsystem (F, r) und Wirkungslinien WL 1 und WL 2 eines zweiten
Kraftsystems (F, F,,r,r)

(F, &, a;, a,, wobei a; # ar, )

Ges.: F, und F,
WL2

YA

Abb. 2.6-7: Lageplan

Anschreiben der Kraftegleichungen in Komponenten fir x- und y-Richtung:

y-Richtung: Fsina=F sing, +F, sing, (2.5.6)

x-Richtung: Fcosa=F cosa, +F, cosa, (2.5.7)

2 Gleichungen mit 2 Unbekannten F, und F, sind eindeutig lésbar fir «, # «,.

Mit Hilfe der Additionstheoreme der Sinusfunktion

o _ _ sin (a, — )
ergibt sichdann: F=——"%F (2.5.8)
sin (o, — o)
FooSn(e-a) (25.9)
sin (a, — ;)

Zu diesem Ergebnis gelangt man schneller, wenn man mittels des Sinussatzes der
Trigonometrie die graphische Losung der Zerlegungsaufgabe auswertet.
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Abb. 2.6-8: Kraftplan

(Sinussatz: Das Verhaltnis der Seitenlange zum Sinus des gegenuberliegenden
Winkels im allgemeinen Dreieck ist konstant.)
. £ = .L= L (2.5.10)
sin (180 -a, + ;) sin (a, — a) sin (a - «)

sin -

== (o, @) (2.5.11)
sin (180 - a, + «;)

sin (a —

F, = (@-a) . (2.5.12)

~sin (180-a, + ;)

ii) Allgemeines Kraftsystem

Eine Kraft F soll nach drei in der Ebene liegenden Krafte zerlegt werden, deren Wirkungslinien sich
nicht in einem Punkt schneiden und die auch nicht alle parallel sind.

Geg.:  Kraftsystem (F,r)

und drei Wirkungslinien WL 1, WL 2 und WL 3 der Kréfte F,F, und F; eines zweiten
nichtzentralen Kraftsystems.

Ges.:  Krafte F,,F, undF,

/
wL2,” /WL3

Abb. 2.6-9: Lage der Kraft und der Wirkungslinien

Graphische Losung: z.B. mittels Seileckverfahren (wird in der Vorlesung nicht behandelt)
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Rechnerische Lésung:

Krafte in x- und y-Richtung zusammenfassen: F= ZF,.

Momentensumme um einen beliebigen Bezugspunkt C

mit Ortsvektor ¢ bilden: M, (F) = ZMC (F)

e, F
F,

Abb. 2.6-10: Lageplan
x-Richtung: F,cosa, + F, cos e, + F, cos a, = F cos « (2.5.13)
y-Richtung: F sina, + F, sina, + F, sina; =F sina (2.5.14)
Momente um 0:  (r, sina, —r, cos ;) F, +(r,, sina, - r,, cos a,) F, +

+(ry sineg — 1, cos ay) Fy =(r, sina —r, cosa)-F (2.5.15)

Das gekoppelte System von 3 Gleichungen fir die drei Unbekannten F,, F, und F, kann z.B. nach der
CRAMERschen Regel geldst werden.

Hinweise: + Anstelle der Gleichungen fir die Kraftesummen in x- oder y-Richtung kdnnen eine
oder zwei Momentengleichungen angeschrieben werden.

« Wahlt man als Bezugspunkt fir die Momentengleichung den Schnittpunkt zweier
Wirkungslinien, so erhalt man eine Gleichung mit einer Unbekannten.
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Beispiel: Zerlegung einer Kraft im allgemeinen Kraftsystem

4x15m

—F,
1,5m
F1 F2
F =10kN
3m 135° 0°
\\\\ ey
Y . |
—_— ex
Abb. 2.6-11: Lageplan der Krafte
Ges.: Zerlegung von F in die drei Krafte F,F,undF, mit gegebenen
Wirkungslinien, die nicht parallel sind.
Hinweis: Momentenbezugspunkt wird in den Schnittpunkt zweier Wirkungslinien
gelegt, damit eine Gleichung mit einer Unbekannten entsteht; s. Gl. (2.5.18).
Krafte in x-Richtung: i) -F % +F =0 (2.5.16)
Krafte in y-Richtung: T+ F - +F, =-10kN (2.5.17)
V'S
Momente um 0: + -45m-F, =6m-10kN (2.5.18)
Aus Gl. (2.5.18): F, =-13,3kN
F, in Gl. (2.5.16): F, ;L(—13,3 kN)=-18,9 kN
J2kN
F, in Gl. (2.5.17): F, =-10kN +18,9@:3,3 kN
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3 Kraftemittelpunkt, Schwerpunkt und
Massenmittelpunkt

Zwei materielle Korper Giben aufeinander eine Anziehungskraft (Gravitationskraft) aus.
NEWTONsches Gravitationsgesetz:

m, m
F=|F|=I —/2

wobei F die Gravitationskraft, r der Abstand der Koérperschwerpunkte und /77 die universelle
Gravitationskonstante mit

m3
kg sec?

I =6,670-10""

ist.

Abb. 3.0-1: Darstellung der Massenanziehung zweier Kérper mit Schwerpunkten S, und S,

Die Gravitationskrafte F sind entgegengesetzt gleich grol3 und liegen auf der Verbindungsgeraden
der Massenmittelpunkte.

Beispiel: Erdkugel: Masse der Erde M, =m,
Erdradius R, =r = Abstand von der Erdoberflache zum
Massenmittelpunkt der Erde
1 B Me
Gewicht der Masse m, : G:|F|=F?m2:g-mz,
H_e/
9
M
mit Erdbeschleunigung g=1—>=981 m2
R sec
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Masse m,

e

, G=-m,ge,
L’ ex
Erdoberflache

Abb. 3.0-2: Definition des Koordinatensystems auf der Erde; Kérper und Gewichtskraft

Vereinbarung: z - Achse ist senkrecht zur Erdoberflache

Die Gewichtskraft G ist die Resultierende der volumenverteilten Kraft ».
Massenelement Am mit Volumen AV und Teilgewichtskraft AG

Korper der Masse m

TZ VAG
Abb. 3.0-3: Volumenelement AV eines Korpers

=AG

——
AG=-yAVe,=—Amge,=—pgAVe,

I I
spezifisches Gewicht Massendichte (spezifische Masse)

Es ergibt sich dann die Beziehung:
y=prg
Der Betrag G der Resultierenden G der Teilgewichtskrafte AG ist:

G= Zy, AV, = jy(r) dv mit Ortsvektor r des Volumenelements
i- W)

33
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Die Gesamtmasse m ergibt sich zu:

m = .[p(r)dv

Anmerkung: Im Schrifttum wird haufig auch folgende Notation verwendet: .[H( )dVv fir J'( )dv
(v) (v)

3.1  Schwerpunkt einer Gruppe von Einzelmassen

Gesucht ist die Lage r, der resultierenden Gewichtskraft G einer Gruppe von Einzelkréften G, der
Massen m,. Die Gewichtskrafte G, greifen in den Punkten r, an.

Beispiel mit 4 Einzelmassen:

Schwerpunkt r,

G=-Ge,=-mge, G=-=Ge,
Abb. 3.1-1: Massenpunkte, Kraftsysteme

Betrachtet werden zwei aquivalente Kraftsysteme (G, G,.....1;, I,...) und (G, r,).

Gesamtmasse: m=>ym,
i

Die resultierende Gewichtskraft G und deren Kraftangriffspunkt r, ergeben sich aus den beiden
Bedingungen fiir die Aquivalenz der Kraftsysteme:

Resultierende Gewichtskraft G=)G =- (Zm,j ge,=-mge, (3.1.1)
Resultierendes Moment
bezliglich des Ursprungs 0: r,xG=>rxG, (3.1.2)
Resultierende, Gewichtskréafte
Einsetzen von (3.1.1) in (3.1.2): r,x(-mge,)=>r.x(-mge,)

(rs—%Zm,rijxezzo (3.1.3)
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Definition des Massenmittelpunkts: ro==—,mr, (3.1.4)

Summe von Vektoren

Da das Kreuzprodukt in Gl. (3.1.3) den Nullvektor ergibt, folgt

r-r,=0 < also r,=r,
oder e, =0 (Widerspruch, da e, ein Basisvektor ist)
oder r -r, und e, sind parallel. Deshalb folgt aus (r,-r,) | e,:

r.=r, +1e, (-0 <A <),
d.h. der Schwerpunkt r, liegt auf einer Geraden, die durch r, geht und parallel zu e, ist.

(rs _rm) " €,

1

e z
f\m

Abb. 3.1-2: Gerade durch Schwerpunkt und Massenmittelpunkt

Schlussfolgerungen:

- Setzt man die Schwerkraft in einer beliebigen Richtung e an, so liegt der Schwerpunkt r, auf
der Geraden mit der Gleichung:

r,=r . +1e

Der Vektor (r, —r, ) ist dem zufolge parallel zum Vektor e.

- Obige Gleichung reprasentiert fir jeden beliebigen Vektor e in Richtung der Schwerkraft eine
Gerade durch den Massenmittelpunkt mit Ortsvektor r, .

- Alle Geraden in Richtung eines beliebigen Vektors e schneiden sich im Massenmittelpunkt r. ..
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- Der Massenmittelpunkt r, fallt mit dem Schwerpunkt r, bei konstantem (homogenem)
Schwerefeld, d.h. g (r) = konstant zusammen.

1
rs :rm :Eszri
i

In Komponenten:

1 1 1
Xs—zsz X; yS_EZmiyf ZS_EZmiZi

3.2 Schwerpunkt eines Korpers
Ein Korper mit spezifischer Massendichte p, Volumen V und Gesamtmasse m wird in differentiell
kleine

Volumina dV  mit dem Ortsvektor r,

der Masse dm=pdV und
dem Gewicht  dG =(dm)g = pg (dV)
in einem Schwerefeld mit der Richtung e, gedanklich zerlegt.
Die Gewichtskraft des Volumens dV ist dann
dG =g (dm)e, =dGee, (3.2.1)

Das Gesamtmoment M, der differentiellen Gewichtskrafte dG bezuglich des Koordinatenursprungs
soll &quivalent dem Moment der resultierenden Gewichtskraft G =mg e, mit Kraftangriffspunkt r,
sein.

r,xG=[rxdG (3.2.2)
v)

r, 1 [rdG|xe, =0 (3.2.3)
G

o 1
Definition: r,:= 5 (I)r dG (3.2.4)
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Entsprechend zur Schlussfolgerung im Kapitel 3.1 ergibt sich aus Gl. (3.2.3) und (3.2.4):
(r5 - rg) ist parallel zu e, .

Fir ein beliebig gedrehtes Koordinatensystem im Schwerefeld mit dem Vektor e, in Richtung der
Schwerkraft liegt der Schwerpunkt r, auf der Geraden mit der Gleichung:

r,=r,+4e,

Alle Geraden mit Richtungsvektor e, schneiden sich im Schwerpunkt S mit Ortsvektor

1
e Irg(r) dm
v)
Fir ein konstantes Schwerefeld — d.h. g(r) = konstant — féallt der Schwerpunkt mit dem
Massenmittelpunkt r, zusammen.
1
ro=r=— jrdm, (3.2.5)
m )

wobei die Beziehung G = g Ip(r) dV = gm benutzt worden ist.
(v)

Besitzt der Korper eine homogene Dichteverteilung — d.h.p(r) = konstant, so geht mit Hilfe von

dm=pdV und m= .[ p dV = pV der Massenmittelpunkt in den Volumenschwerpunkt r, Gber.
v)

r=r =— jrdv (3.2.6)

In Komponenten lautet die Vorschrift zur Berechnung des Volumenschwerpunkts:

1 1 1
x, =— | xdV; y,=— | ydv; z,=— | zdv.
VJ‘ V('v[) V("[)
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Beispiel: Volumenschwerpunkt einer Halbkugel
yi
y=+JR? - x*
R dV=A-dx
=z y®-dx
R ~ X

%
%
/
.
é
_
dx

Abb. 3.2-1: Ermittlung des Volumenschwerpunkts einer Halbkugel

yv =Zv =0
1
X, =X, =— J.de
Vi
: 4 s
Volumen einer Kugel: V:EﬁR
R 2
X, =X, = L '[X|:7Z'(R2—X2):|dx
1&7[[?3 0
23

Volumenschwerpunkt S(x,.y,.,z,)=S (Z 0, Oj
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Anmerkungen: .

Setzt sich das betrachtete Volumen V aus Teilvolumina V. mit bekannter

Schwerpunktslage r,, zusammen, so gilt:

V=SV

i

jrdvz
) ) (

[rav+ [rdv+..=% [rdv
v, Vy) v

=r, Vi+r, Vo +.. =31,V
i

Der Volumenschwerpunkt - ausgedrickt durch seinen Ortsvektor r, - ergibt

sich dann zu:

bzw. in Komponenten:

ZXVI Vl
X -

v

Hat der Korper eine Symmetrieachse, dann liegt der Schwerpunkt auf dieser

Achse.

3.3 Flachenschwerpunkt

Zyvi Vl ZZVi

V4

1

V.

1

1

Bei flachenhaften Kérpern mit konstanter Dicke (z.B. Scheiben, Platten) liegt der Schwerpunkt im

Abstand z, :g oberhalb der Grundflache A. Das Volumenelement dV ergibt sich zu

und das Volumen zu:

dV =h-dA;

dA = Flachenelement
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Fir die Schwerpunktkoordinaten (x, , y,) der Flache A = '[dA folgt:
(A

)

1
X, =X.=— | xdA
A s A'[
(4)
1

Ya =Y, =;AjydA

wobei x bzw. y die Koordinaten des Flachenelements dA sind.

Anmerkungen:

Statische Momente: | S, := .[y dA
()

Flachenmomente erster Ordnung

Sy::jdi
(4)

Fir Teilflachen A, mit bekannter Lage des Schwerpunkts S, mit Ortsvektoren r,; = (xA,, yA,)

der Teilflache A, gilt fir die Lage des Schwerpunkts S der zusammengesetzten Flache:

Z X5 A, ZyAi A

Die Achsen durch den Schwerpunkt heiRen Schwerachsen.

Die statischen Momente S, und S, bezlglich der Schwerachsen sind Null.

Das statische Moment bezlglich einer Symmetrieachse

verschwindet. Deshalb gilt:

Symmetrieachsen sind Schwerachsen

e,

A

xTﬁ
1

Abb. 3.3-1: Flache mit Symmetrieachse
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Beispiel 1: Rechteckflache mit Aussparung

2a

2a

Abb. 3.3-2: Ausgespartes Rechteck

Schwerpunkte der Teilflachen:

Rechteck ohne Aussparung:

A, =3a-4a=12a" mit Flachenschwerpunkt: r,, =(X,;, ¥ )=(0,0)=r,,

Aussparung:

A, =a-a=a’ mit Schwerpunkt:r,, = (X,,, Y,) = (a, % aj =Ty,

Gesamtflache: A=A -A,

Flachenschwerpunkt S(x,,y,) des Rechtecks mit Aussparung:

XA1'A1_XA2'A2 :0'1232—3'32 :_ia
A - A 12a* - a° 11

X, =

2_§ a2
y :}/A1'A1_YA2'A2:0 12a 2a a :_ia
A A -A 12a* - a* 22




3 Kraftemittelpunkt, Schwerpunkt und Massenmittelpunkt 42

Beispiel 2: Ermittlung des Flachenschwerpunkts eines Dreiecks

[
»

H
dx

Abb. 3.3-3: Flachenschwerpunkt eines Dreiecks

B B 2 7B 2
A dAzj.ydx:J.H(1—1)dx:H{x—x—} :H[B—B—}:lBH
PR J B 2B, 28| 2

1 18
X, =— | XdA=— | xydx
A A<£> A! y

Hinweis: Zur Berechnung von x, den Streifen dA so legen, dass jeder Teil des Streifens
denselben Abstand x von der y -Achse hat.

1 8 X H [x> xT 1
XA:—1 IXH(1_EjdX:—1 {?—ﬁ} =§B
EBHO EBH 0

Hinweis zur Berechnung der Koordinaten y, :

<<

X= B(1—%} ist die Umkehrfunktion

dyT dA=x-dy

Abb. 3.3-4: Dreieck mit Flachenelement

H

.[ydA Iyxdy IyB 1—yjdy

yA — (A) = (A) = 0 H =... =lH
A A BH 3

VO

N|=



3 Kraftemittelpunkt, Schwerpunkt und Massenmittelpunkt 43

3.4 Schwerpunkt einer Linie

Linienartige Kdrper zeichnen sich dadurch aus, dass zwei Abmessungen des Kérpers sehr viel kleiner
als die dritte sind, also kleine Abmessungen des Querschnitts A gegenlber der Lange S haben.

Abb. 3.4-1: Linienartiger Kérper mit Volumenelement

dvV=A-ds
V=A-S
Linienschwerpunkt: r, = 1 '[r(A ds) aus Gl. (3.2.6) fir Volumenschwerpunkt r,
AS V2
v dv
1
; X, = 3 '[ x ds
r,=— jrds in Komponenten: 1 ®)
S s Ye=—= I y ds
S

Beispiel:  Halbkreisférmig gebogener Draht — Berechnung des Linienschwerpunkts

ey
A

»

+R
Abb. 3.4-2: Linienartiger Kérper mit Radius R und Querschnittsflache A

Es gelten die folgenden Beziehungen fir Polarkoordinaten:

ds =R d¢
X =R cos¢g
y =R sing

Lange des Halbkreises S =7 R
Schwerpunkt: x, =0 (liegt auf der Symmetrieachse)

17 . R = 2
=— [yds=—([(R R dg) = [- _%R
2 S(Ly s=2rl( sing)(R d#) = [-eosel, =2
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3.5 Schwerpunkt einer Linienlast

Eine Linienlast q(x) soll durch ein statisch aquivalentes Kraftsystem mit Resultierender R und
Kraftangriffspunkt x, ersetzt werden. Analog zur Schwerpunktbestimmung einer Gruppe von

Einzelkraften G kann der Schwerpunkt einer kontinuierlich verteilten Linienlast q(x) bestimmt
werden.

Abb. 3.5-1: Streckenlast q(x)
Die Linienlast Uber der differentiellen Lange Ax wird als Einzellast q(x) A x aufgefasst.

Resultierende Last: R~ q(x)Ax (3.5.1)

Resultierendes Moment: M, ~ > x, (q(x,) Ax) =R x, (3.5.2)

i

Im Grenzibergang A x — 0 gehen die Summen in Integrale iber, und nach Einsetzen von Gl. (3.5.1)
in Gl. (3.5.2) folgt fUr die Lage x, der Wirkungslinie der resultierenden Kraft R:

Ix q(x)dx

oD
° jq(x) dx
0]
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Beispiel: Balken mit dreieckférmiger Last q(x)= qo%

Qo

B

|

|
|
Abb. 3.5-2: Dreieckférmige Linienlast auf einfachem Balken

Gesucht: Grofe R und Lage x, der Resultierenden R .
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4 Statik der Systeme starrer Korper

4.1  Auflagerarten

Ein starrer Korper ist an bestimmten Punkten (= Auflager) gegen eine feste Unterlage gestitzt und
wird durch Krafte belastet.

L

Abb. 4.1-1: Systemskizze eines Korpers mit Lasten und Auflagern

Auflagerreaktionen:  Die vom Auflager auf den belasteten Kdrper ausgeubten Krafte und Momente

Ziel: Gleichgewicht zwischen den Auflagerkraften und den Lasten herstellen.

Schnittprinzip: Der zu untersuchende Koérper wird gedanklich von den Lagern geldst. Auf
den befreiten Korper werden die Auflagerreaktionen anstelle der Lager ein-
gezeichnet (Befreiungsprinzip von LAGRANGE).

Freikorperbild:

)

y AX
eyL é;
eX

[po+—

Abb. 4.1-2: Freikdrperbild mit Lasten und Reaktionskraften

Die Auflagerreaktionen stellen sich so ein, dass sich der Korper im Gleichge-
wicht befindet und damit in Ruhe ist.
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4.2 Statische Bestimmtheit

Ein starrer Korper, der keinen Auflagerbindungen unterworfen ist, hat

- 6 unabhangige Bewegungsmoéglichkeiten (Freiheitsgrade) im Raum, nadmlich 3 Translationen
und 3 Rotationen,

- 3 unabhangige Bewegungsmadglichkeiten (Freiheitsgrade) in der Ebene, namlich 2 Translationen
und 1 Drehung.

Ein Punkt, der keinen Auflagerbindungen unterworfen ist, hat

- 3 unabhangige Verschiebungen im Raum

- 2 unabhangige Verschiebungen in der Ebene

Jede Lagerreaktion unterdriickt eine Bewegungsmaglichkeit.
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Raumliche Lagerungs- und Verbindungselemente

z
Symbol Bezeichnung Ubertragbare Krifte Y
und Momente X
Punktlager A,
£ N
Raumliche A
i Pendelstiitze i
Kugelgleitgelenk ALA,
Kugelgelenk ALA LA,
———————— Spitzenlager ALA LA,
_—_ﬁ_j
— Bewegliches AcA,
E Kippgelenk M, M,
Langsverschiebliches ALA
@) Achslager M, M,
— Festes Achslager ALALA,
>(;3( M,.M,
| Langsverschiebliches ALA,
=] |:'Z Lager M,,M,,M,
Ii: Einspannung Aoy A,
M, .M, M,

Abb. 4.2-1: Auflagerarten und Ubertragbare Reaktionsgrofien
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Ebene Lagerungs- und Verbindungselemente

Erklarung der Lagersymbole (Auflagerbindungen):

Symbole Bezeichnung Ubertragbare Krifte
und Momente
Ubergang Rand
) .
O p\_— Horizontales
~—
7 Schiebestiick A,
o 2 '>O Vertikales
I ‘ Schiebesttick A,
O £ Gelenk ALA
- y Doppel-
': / ':
| / Schiebestilick M

— — Horizontales
A —
L/ —— Schiebestiick
_ / Vertikales
” ’ Schiebestiick Ao M,

Einspannung

AW

x1 D0y Tz

BN SO

Abb. 4.2-2: Auflagersymbole und Lagergrofien

Def.:  Ein Korper ist statisch bestimmt gelagert, wenn der Korper unverschieblich gelagert ist und
alle Lagerreaktionen sich aus den Gleichgewichtsbedingungen ermitteln lassen. Treten weni-
ger Lagerreaktionen als Gleichgewichtsbedingungen auf, so ist der Korper verschieblich (ki-
nematisch gelagert).



4 Statik der Systeme starrer Kérper 50

Maoglichkeiten der statisch bestimmten Lagerung eines Kérpers in der Ebene

drei 1-wertige Lager

(Wirkungslinie nicht durch einen Punkt)

ein 2-wertiges und ein 1-wertiges Lager

ein 3-wertiges Lager

Abb. 4.2-3: Lagerungsmaglichkeiten eines Koérpers

Beispiele fiir verschiebliche Lagerungen

1. Alle Wirkungslinien schneiden sich in einem Punkt. Die Krafte A, B und C bilden ein zentrales
Kraftsystem, das mit einer beliebigen aulleren Last nicht ins Gleichgewicht gebracht werden
kann.

2. Alle Wirkungslinien sind parallel; d.h. der Kdrper ist in horizontaler Richtung verschieblich.

3. Der Korper ist in vertikaler Richtung verschieblich.

S

Abb. 4.2-4: Drei Beispiele fur verschiebliche Lagerung
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4.3 Bestimmung der Auflagerreaktionen

Die Auflagerkrafte eines Korpers unter duReren Lasten stellen sich so ein, dass der Koérper im Gleich-
gewicht ist. Das auf den frei geschnittenen Kdrper wirkende Kraftsystem muss ein Gleichgewichtssys-
tem sein, also

R=0 (4.2.1a)
und M. =0 (4.2.1b)

i) Gleichgewicht am zentralen Kraftsystem (dritte Grundaufgabe)

Sollen die unbekannten Auflagerreaktionen nach GréRe und Richtung fiir eine Gleichgewichtsaufgabe
in der Ebene (Raum) bestimmt werden, so lassen sich am zentralen Kraftsystem in der Ebene (Raum)
héchstens zwei (drei) unbekannte Kréafte mit Hilfe der beiden (drei) Kraftegleichgewichtsbedingungen
R,=0und R, =0 sowie (R, =0 im raumlichen Fall) berechnen.

Beispiel: Zwei gelenkig miteinander verbundene Lagerstabe und sind im Knoten @ momen-
tenfrei verbunden und in den Punkten @ und an einer Wand befestigt. Der Knoten
@ wird durch das Gewicht in Form der Einzelkraft G =2 kN belastet. Wie grof3 sind die
Reaktionskrafte in den Lagerstaben [1] und [2]?

Systemskizze

3m

4m

A

Abb. 4.3-1: Einfaches Stabsystem

Die Stabachsen legen die Wirkungslinien WL 1 und WL 2 fir die Reaktionskrafte S, und S, in den
Lagerstaben [1] und [2] fest.
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Graphische Lésung:

Betrachte Knoten @:

1.

2.

Knoten @ freischneiden.

Wirkungslinien WL 1 und WL 2 der unbekannten Stabkrafte S, und S, einzeichnen

Gleichgewicht herstellen: Dazu die Gewichtskraft G mit den beiden unbekannten Stabkraften
S, und S, ins Gleichgewicht bringen, in dem G in Komponenten F, und F, mit den vorge-

gebenen Wirkungslinien WL1 und WL 2 zerlegt wird (zweite Grundaufgabe).

Krafteck schlieBen und Gleichgewicht herstellen.

Stabkréafte S, und S, durch Abmessen und Umrechnen mit Kraftemalstab bestimmen.

Freikorperdiagramm fiir Knoten @ Graphische Lésung
, WL1

WL

s1

/ G=2kN -
s

1 WL2

S .
2 4
’
’
,
O\©
~
N
~
~
~
~
~
~

Lageplan Kraftplan

Abb. 4.3-2: Lage- und Kraftplan fir das Stabsystem

Kraftplan: Kraftemalistab: m, = 0.5 kN
1cm
S,=33cm- 0.5KN _4 65k
1cm
S,=28cm- 0.5 kN _ 1,40 kN
1cm
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Rechnerische Losung:

1. Schritt:
2. Schritt:

3. Schritt:

Freikdrperbild: Knoten von den Auflagern freischneiden

Lagerreaktionen einzeichnen: Dazu Stabkrafte so antragen, dass sie vom Knoten @
wegzeigen ( positive Richtung ).

S,

©

12

B

tan g, = = £, =36,9°,

tan g, = = B, =45°

NN NS

G

v

Abb. 4.3-3: Lageplan der Krafte am Knoten @

- Einfuhrung eines geschickt gewahlten Koordinatensystems

(zweckmalig: x = horizontal, y = vertikal )

- Richtungswinkel ¢; von der x-Achse aus im Gegenuhrzeigersinn antragen.

a, =180° — 36,9° =~ 143° o, =180° + 45° = 225° a=270°

Abb. 4.3-4: Kraftvektoren mit Richtungswinkel

Gleichgewichtsbedingungen anschreiben: Dazu Stabkrafte S, und S, sowie ggf.
Lasten in Komponenten zerlegen.

Hinweis: Gleichgewicht in positiven Koordinatenrichtungen formulieren, damit der
Impulssatz spater keine unndtigen Probleme bereitet.



4 Statik der Systeme starrer Kérper 54

GGW:
+S,, +G, =0

ix 1x X

x-Richtung i): R, =Y F.=S

i

= S, cos 225° + S, cos143° +0 =0

= ~0,707S, -0,800S, 0 (4.2.2)

y-Richtung +T: R, =>F =S +S

2y

+G, =0

= S, sin225° + S, sin143,1° +(-2)=0

= - 0,707 S, + 0,600 S, =2 (4.2.3)
4. Schritt: Losbarkeit untersuchen (hier: 2 Unbekannte und 2 unabhangige Gleichungen)
5. Schritt: Unbekannte berechnen
Aus Gl. (4.2.2): S, =- % S, =-0,884 S, (4.2.4)
Gl. (4.2.4) in Gl. (4.2.3): -0,707 S, + 0,600 (- 0,884 S,) = 2
-124 S, =2
S,= —-162kN
Aus Gl. (4.2.4) und Gl. (4.2.3): S, =-0,884 (— 1,62) =143 kN

ii)  Gleichgewicht am allgemeinen Kraftsystem (dritte Grundaufgabe)

In der Ebene (Raum) kénnen mit Hilfe der GGW-Bedingungen drei (sechs) Krafte mit vorgegebenen
Wirkungslinien und Momenten am allgemeinen Kraftsystem bestimmt werden.

Lésungsweg: Korper freischneiden und unbekannte Lagerkrafte und -momente antragen.

Graphische Losung mittels Seileckverfahrens oder CULMANNschem Verfahren der Zwischenresultie-
renden (wird nicht behandelt).
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Analytische Lé6sung mittels der drei Gleichgewichtsbedingungen der Statik:

Summe aller horizontalen Krafte =0: R, = ZF,X =0

Summe aller vertikalen Krafte =0: R, = ZF,Y =0

Summe aller Momente =0: M, = ZM,CZ =0
Die Krafte-GGW-Bedingungen R, =0, R, =0, M_=0

sind den gemischten Krafte- und

Momentenbedingungen: R, =0, M,, =0, M,, =0 (Gerade OP darf nicht L zur x-Achse sein)

oder R, =0, M, =0, My, =0 (Gerade OP darf nicht L zur y-Achse sein)
oder My, =0, M,,=0, My, =0 (Punkte O, P, Q diirfen nicht auf einer Gera-
den liegen)
aquivalent!

Hinweis: Um aufwendige Komponentenzerlegungen vieler Krafte zu vermeiden, ist es in der Praxis
oft glinstiger, eine oder beide Krafte-GGW-Bedingungen durch Momentengleichgewichts-
bedingungen zu ersetzen.

Beispiel: Rechnerische Ldsung zur Bestimmung der Auflagerreaktion

Ein Balken der Lange / ist an beiden Enden gelagert und durch sein Eigengewicht G
sowie durch eine zusétzliche Kraft F belastet (s. Skizze). Wie groR sind die Auflagerkrafte?

Systemskizze:

: 1/2 /4 /
Abb. 4.3-5: System und Belastung

1. Freikdrperbild zeichnen:

Starren Korper mit dul3eren Lasten von den Auflagern freischneiden.
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Abb.4.3-6: Freigeschnittener Balken mit Lasten G und F sowie Reaktionskraften A, B und C

2. Auflagerreaktionen A,B,C am frei geschnittenen Kérper antragen.

3. Gleichgewichtsbedingungen formulieren.

Die Summe der Krafte und die Summe aller Momente um einen beliebigen Bezugspunkt
muss jeweils Null ergeben. In diesem Fall wurde das linke Auflager (A) als Momenten-
bezugspunkt gewanhlt.

.
- ZF,.X=O=A—F%x/§ o A=§F (4.2.5)
A ZF,y=O=B+C—G—F%x/§ (4.2.6)

¥ ZM,A=O=CI—Gé—F%\/§%/ o C=%+¥F (4.2.7)

4. Losbarkeit des Gleichungssystems untersuchen (Determinante der Koeffizientenmatrix muss un-
gleich null sein — siehe lineare Algebra).

5. Unbekannte berechnen.

Gl. (4.2.7) in Gl. (4.2.6): B= % + g F (4.2.8)
6. Kontrollrechnung
¥ ZM,C:O:—BI+GL+£FL = B:E+£F
; 2 2 4 2 8
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4.4 Reaktionskrafte in Systemen starrer Kérper
Mehrere starre Korper, die miteinander Uber Verbindungselemente zusammenhangen, bilden ein

Starrkdrpersystem.

Beispiel:

™S A

starrer Korper i

A Verbindungselement j

VAR E=——
e

Abb. 4.4-1: System starrer Kérper

Zur Ermittlung der Auflagerreaktion und der Krafte und Momente in den Verbindungselementen wer-
den die einzelnen Korper an den Verbindungsstellen und Auflagern frei geschnitten
(LAGRANGEsches Befreiungsprinzip).

Anstelle der Auflager und Verbindungselemente werden auf die frei geschnittenen Korper die vom
Auflager bzw. Verbindungselement Ubertragbaren Reaktionskrafte angetragen.

Verbindungselemente fiir Scheiben

Verbindungselemente in der Ebene

Gelenk Pendelstab Pendelfihrung
T T T s B
Verbindungsreaktionen
GV
a5 AR e B
G, S

Zahl der Verbindungsreaktionen z

T

¢
e
¢

Abb. 4.4-2: Verbindungselemente



4 Statik der Systeme starrer Kérper 58

Beispiel: Freikdrperdiagramm fir Kérper (1] und

Abb. 4.4-3: Freikoérperdiagramm

Ziel ist es, alle unbekannten Reaktionskrafte an den Auflagern und Verbindungsknoten aus den zur
Verfligung stehenden Gleichgewichtsbedingungen an den Einzelkdrpern zu ermitteln.

i) Statische Bestimmtheit

An jedem Teilkdrper miissen in der Ebene (Raum) drei (sechs) Gleichgewichtsbedingungen erfiillt
sein.

Die Zahl der Auflagerreaktionen sei a

Die Zahl der Verbindungsreaktionen sei z

Def.: Ein System von starren Korpern heil’t statisch bestimmt, wenn alle Auflager- und Verbin-
dungsreaktionen (a+ z) aus den Gleichgewichtsbedingungen berechnet werden kénnen und
das System oder Teile davon unbeweglich sind.

Notwendige, aber nicht (!) hinreichende Bedingung fir die statische Bestimmtheit eines Systems aus
n Koérpern :

In der Ebene: a+z=3n (4.4.1)
Im Raum: a+z==6n (4.4.2)
Beispiel:

Abb. 4.4-4: Einzelne Kdrper (Scheiben)
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A
Auflagerreaktionen: A:} a=3
B
G,
Verbindungsreaktionen: G, z=3
S
Anzahl der starren Korper: n=2
a+ z = 3 n
\2 \2 \2
3 +3 =32
= Das System ist statisch bestimmt.
= Alle Auflager- und Verbindungsreaktionen kénnen aus den

Gleichgewichtsbedingungen berechnet werden.

Def.: Ein System von n starren Korpern heit m -fach statisch unbestimmt, wenn die Zahl der
unbekannten Reaktionskrafte (Auflager- und Verbindungsreaktionen) (a+z) die Anzahl der
Gleichgewichtsbedingungen um die Zahl m Ubersteigt.

in der Ebene m= a+z-3n (4.4.3)

im Raum: m= a+z-6n (4.4.4)

Beispiel 1:

@

()

®

Abb. 4.4-5: Systemskizze

Auflager- und Zwischenreaktionen:

a, =3 ag =1 a+z=a, +a;=3+1=4

Anzahl der Teilkorper: n=1

Grad der statischen Unbestimmtheit: m=1 = 1-fach statisch unbestimmt
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Beispiel 2:
z=2
O
T
a; =1
Abb. 4.4-6: Systemskizze
Anzahl der Teilkdrper: n=2
Auflager- und Zwischenreaktionen: a+z=a,+a,+z=3+1+2=6
=3n=3.-2
Grad der statischen Unbestimmtheit: m=0 = statisch bestimmt
Beispiel 3:
Abb. 4.4-7: Systemskizze
Anzahl der Teilkdrper: n=3
Anzahl der Auflager- und Zwischenreaktionen: a+z=a,+a;+a,+a,+2z2,+2z,

=2+1+1+1+2+2
=9
=3n=9

Grad der statischen Unbestimmtheit: m=0, = statisch bestimmt
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ii) Bestimmung der Auflager- und Verbindungsreaktionen

Das System wird von den Auflagern geldést und an den Verbindungen der Teilscheiben durchge-
schnitten (Freikérperbild). Anstelle der Auflager- und Verbindungselemente werden die Auflager- und
die Verbindungsreaktionen ("Gelenkkrafte") angetragen.

Zur systematischen Ermittlung der ReaktionsgréRen an den Auflager- und Verbindungsknoten werden
fur jede starre Scheibe das Freikorperbild gezeichnet und die Gleichgewichtsbedingungen formuliert.

Beispiel 1: System aus zwei Starrkérpern

| | |

A
X

Abb. 4.4-8: Systemskizze

Ges.: Auflagerreaktionen

Verbindungsreaktionen (Gelenkkrafte)

1. Statische Bestimmtheit:

Grad der statischen Unbestimmtheit (Zahl der Freiheitsgrade):

m=(1+3+2)-3-2=0 & statisch bestimmt

2. Freischneiden und Antragen der unbekannten Auflager- und Verbindungsreaktionen, wobei die
Schnitte durch die Gelenke gelegt werden.

4 unbekannte LagergroRen und 2 unbekannte Verbindungsreaktionen
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5kN
3kN T
) — R > <

Abb. 4.4-9: Freikdrperdiagramme

3. Je drei Gleichgewichtsbedingungen pro Scheibe formulieren.
GGW an Scheibe :

+
- G, +3kN=0 = G, =-3kN
A~
B: 5kN-15m+G,-3m=0 = G, =-25kN (4.4.5)
+71: -5kN+B+G, =0 mit (44.5) < B =+75kN
Kontrolle:
A~
Summe aller Momente um den Punkt G: +5-45-B-3=0

& 225-75-3=0 erflllt.

Abb. 4.4-10: Freikorperdiagramm fiir Scheibe

GGW an Scheibe [2]:

+
- A, +3kN =0 < A, =-3kN

+1 A, +25kN-4kN =0 o A, =+15kN
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A~
A: M, -25kN-2m-3kN-3m+4kN-2m=0 < M,=6kNm

Kontrolle: Summe aller Momente um den Punkfé\: 6 kNm + (+ 1,5)kN- 2m+ (- 3) kN-3m =0

MA AV AH
Beispiel 2: Starrkorpersystem
F1=8kNl 2 -2 le=4kN

3m
3m
a, = 2 A T
77y —
Lom . s8m - sm . 3Sm n =2 starre Korper
Abb. 4.4-11: Systemskizze
Verbindungsreaktionen: z=2+2,=2+1=3
Auflagerreaktionen: a=a, +a,=2+1=3
1. Statische Bestimmtheit: m=(a+z)-3n=(3+3)-3-2=0
Zahl der statisch Uiberzahligen Reaktionskrafte
2. Auflagerreaktionen am "frei geschnittenen” Gesamtsystem

Da nur 3 unbekannte Lagergrofien vorliegen, konnen diese am untenstehenden Freikorperbild fir das
Gesamtsystem berechnet werden, ohne dass Schnitte durch die Verbindungselemente gelegt werden
muissen. Das Gesamtsystem wird als ein einziger Starrkérper behandelt.

8kN l 4kNl

Abb. 4.4-12: Freikdrperdiagramm
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3. Gleichgewicht am Gesamtsystem
+
- Y F,=0: A =0
2
A: ZM,A:O: B-12-8-3-4-9=0 < B=5kN
T ZEy:O: A, -8-4+B=0 < A, =12-5=T7kN
K‘\
Probe: B: ZM,B:O:—7~12+8-9+4-3 erflllt
-84+72+12=0
4. Verbindungsreaktionen am "frei geschnittenen” Teilkorper:
kN
| @)
!
: / G1H

T?kN

Abb. 4.4-13: Freikorperdiagramme mit unbekannten Gelenkkraften

5. Gleichgewicht an Scheibe :

LT ZF,Y:O:GW—8KN+7KN < G, =1kN

G > Mg =0=—-7kN-6m+8kN-3m+ G, - 3m <  G,=6kN

i

+

>: YF, =0-G,+G, & G, =-6kN

Gleichgewicht an Scheibe | 2 | zur Kontrolle:

M YF, =0=-G,-4+5 & G, =1kN
{(; ZM,G=0=—G2~3+5-6—4-3 < G,=6kN

>: YF, =0--G, -G, & G, =-6kN
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iii) Dreigelenksystem (Dreigelenkbogen)

Ein aus zwei Scheiben bestehendes System mit jeweils zweiwertiger Lagerung der Einzelscheiben
und zweiwertiger Verbindung nennt man einen Dreigelenkbogen oder Dreigelenksystem. Der Dreige-
lenkbogen ist statisch bestimmt gelagert und brauchbar, sofern die drei Gelenke nicht auf einer Gera-

den liegen.

Abb. 4.4-14: Beispiel fiir Dreigelenksystem

Beispiele fur Dreigelenksysteme:

5

=]

Abb. 4.4-15: Dreigelenksystem bestehend Abb. 4.4-16: Dreigelenksystem bestehend aus
aus Balken (Rahmen) Fachwerkscheiben

Rechnerische Ermittlung der Auflagerreaktionen und Gelenkkréfte

1. Freischneiden der Scheiben mit Schnitten durch das mittlere Gelenk und die Lager.

2. Antragen der insgesamt 6 unbekannten Reaktionskrafte (jeweils zwei Lagerreaktionen und zwei

Verbindungsreaktionen)
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Abb. 4.4-17: Freikdrperdiagramme fir Dreigelenksystem

3. Anjeder Scheibe stehen 3 Gleichgewichtsbedingungen zur Berechnung der Lagerkrafte zur

Verflgung. Daraus ergeben sich 6 Gleichungen fir 6 Unbekannte.
Beispiel 1: Dreigelenkbogen mit AuRengelenken auf gleicher Héhe

Eine symmetrische Gelenkbriicke (s. Skizze) wird durch das Gewicht ihrer Teilkérper G =3kN und
eine Einzelkraft K =4kN an der Stelle x =1,5m belastet. Der Schwerpunkt der Teilkorper liegt im

Drittelpunkt. Ermitteln Sie die Auflagerreaktionen in den Punkten@ undsowie die Gelenkkréfte im
Punkt(G).

Freischneiden der Einzelscheiben:

4kNl lGV
X G

—pH
2m z

3kN

@ AH_> GH <
AVT GVT
3kNy
B
A
Abb. 4.4-18: System mit Belastung Abb. 4.4-19: Freikérperdiagramme B,
Notwendige Bedingung fur die statische Bestimmtheit:
Auflagerreaktionen: AL A,.B,.B, =a=4

Verbindungsreaktionen: G,.G, =z=2
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= n=2
Teilkorper: a+z=3n
4+2=3-2

m=0 = System ist statisch bestimmt.

Die Auflager und das Gelenk konnen jeweils nur zwei Kraftkomponenten ubertragen. Die entspre-
chenden Reaktionskrafte in den Punkten @,und @werden eingeflhrt. Fir jeden Teilkdrper kon-
nen drei Gleichgewichtsbedingungen formuliert werden. Als Bezugspunkt fiir die Momentengleichge-
wichte wird das mittlere Gelenk gewahit.

Linker Teilkorper:

+

—: Y F, = 0=A,+G, (4.4.6)
+T DF, = 0=A, -3kN-4kN -G, (4.4.7) System von
G: > Mg = 0=4kN (Sm—%ijr 3kN-§-3m—AV-3m+AH-2m (4.4.8) 6 linearen

Rechter Teilkorper:

- >F =0=-G, -85, (4.4.9) Gleichungen
+T: >F = 0=G,-3kN+B, (4.4.10) mit6

A 2 2

G: Y Mg= 0= —3kN-§-3m+ B,-3m-B,-2m= B, —gBH =2kN (4.4.11) Unbekannten

Es liegen 6 lineare Gleichungen fur die 6 Unbekannten A, A,, G,.G,, B,.B, vor.
—

Gelenk—
kréfte

10 0 0 1 OAT 0]
0 1 0 0 0 -1|A 7
2 30 0 0 0}B,| |-12
0 0 -1 0 -1 0B, |O
0 0 0 1 0 1|6, 3
0 0 2 3 0 0G| |6

Lésbarkeit untersuchen: Determinante der Koeffizientenmatrix % O
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GAussches Eliminationsverfahren liefert Losung des linearen Gleichungssystems.

Oder: Geschicktes Einsetzen der Unbekannten in andere Gleichungen erfordert viel Erfah-
rung und Ubersicht.

Lésung der Gleichungen:

(4.4.9) - (4.4.6) = A, =8B, (4.4.12)
(4.4.10) - (4.4.7) = A, =2-3kN+4kN - B, (4.4.13)
1 2 2
(4.4.12,4413) —> —(4.4.8) = 2-3kN-B, - B,—=—--3kN - 2kN (4.4.14)
3m 3 3
1 3 3
(4.4.14) + (4.4.11) = B, =§~3kN-E+4kN§=3kN=AH =-G, (4.4.15)
(4.4.14) - (4.4.11) = B, =3kN + 4KN% =4kN (4.4.16)
(4.4.16) - (4.4.13) = A, =3kN + 4kN (1 —%]:GKN
(4.4.16) - (4.4.10) = G, = —4kN%z—1kN
Nachteil: Die 6 Gleichungen sind gekoppelt und deshalb durch elementare Zeilenumformungen

im Sinne der linearen Algebra fir die Handrechnung mithsam zu Iésen.

Vorteilhafteres Vorgehen bei der Gleichgewichtsberechnung zur Bestimmung der AuflagergréfRen
des Dreigelenkbogens - siehe Horsaallibung!

Um grolie gekoppelte Gleichungssysteme zu vermeiden, empfiehlt es sich, Momentengleichungen mit
durchdachter Wahl des Bezugspunktis zu formulieren. Bei Dreigelenkbégen kann man durch An-
schreiben der Momentengleichungen um das AufRengelenk in jedem Teilkdrper mit zwei gekoppelten
Gleichungen auskommen.

Im nachfolgenden Beispiel wird die Lésung der Statikaufgabe durch geschickte Wahl der Momenten-
bezugspunkte durchgefiihrt, um die Berechnung von Hand mdoglichst Ubersichtlich zu gestalten.
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Beispiel 2: Effiziente LOsung der Statikaufgabe fur einen Dreigelenkbogen

§

10 kKN/m

\/ / \

4m

2m 4m 3m “ 2m

Abb. 4.4-20: Dreigelenksystem mit Auflengelenken auf unterschiedlicher Héhe

AuRengelenke auf unterschiedlicher Hohe — 2 gekoppelte Gleichungen mit zwei
Unbekannten
Gesucht:  Auflager- und Gelenkkréfte

Lésung: Freischneiden der Einzelscheiben

Abb. 4.4-21: Freikdrperdiagramme des Dreigelenksystems

Gleichgewichtsbedingungen so formulieren, dass moglichst wenig gekoppelte Gleichungen entstehen.
Deshalb eignen sich Momentengleichungen um die Auflengelenke, so dass nur die beiden Gelenk-
krafte als Unbekannte auftreten.

P
Scheibe[1]: A: M, =G,  4m-G, -3m-60-1m=0 (4.4.17)
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AT
Scheibe[2]: B: M, =G, 3m+G,-4m=0 (4.4.18)
3

Aus (4.4.18): G,=- 1 G, (4.4.19)

. 3
(4.4.19)in (4.4.17): 4G, - —ZGV -3=60

4

G, = 60-% =9,60 kN (4.4.20)

(4.4.20) in (4.4.19):

Scheibe [1]:+1:

Scheibe [2]:+ 1

G, = —% .9,60 = —7,20 kN

SF, =0: A —60+G, =0
A, =50,4 kN
YF,=0: A,+G,=0

A, =7,20 kN

YF,=0: B, -G, =0
B, =9,60 kN
>F, =0: -B,-G, =0

B, =+7,20 kN
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iv) Gelenkbalken (Gerbertrager)

Bei langen Tragern mussen haufig aufler den Lagern am Balkenende weitere Zwischenlager vorge-
sehen werden. Diese zugehorigen Auflagerreaktionen erhéhen die Zahl der statischen Unbekannten.
MontagestoRe werden oft nicht biegesteif ausgefliihrt, sodass hier Momentengelenke angenommen
werden. Derartige Trager werden als Gelenkbalken oder Gerbertrager bezeichnet.

Beispiel 1: Gelenkbalken unter Quer- und Langsbelastung
q, =5 kN/m

by vy ovb

@ F =10 kN
X ) A
711117 @ jrm—
—

6m 3m 6 m

Ple

I

Y

Abb. 4.4-22: Gelenkbalken mit aul3eren Lasten und Auflagern
Gesucht:  Lager- und Gelenkkrafte

Lésung: Freischneiden der einzelnen Teilkérper (Balken, Scheiben).

Schnitte durch Auflager und Gelenke fihren!

lR=6~5=30

- - T ———-T-—--T-—-°O——-1

r 1 1 1 1 1 =
YoV ¥ VY ¥ § % =5

— — Gy

N Je

Koérper (Scheiben)
Auflagerreaktion
Verbindungsreaktionen

lGV
G, 10

—— .

Abb. 4.4-23: Freikdrperdiagramme fir die einzelnen Gelenkbalken

N © >
no
N AN

Prifung der statischen Bestimmtheit des Gelenkbalkens

m=a+z-3n

m=(2+1+1)+(2)-3-2=0 = System ist statisch bestimmt
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Die Auflagerreaktionen kénnen nacheinander bestimmt werden, wenn das Momentengleichgewicht
um die Gelenke und Auflagerstellen angeschrieben wird. Man beginnt mit dem Balkenelement, an
dem nur zwei unbekannte Vertikalkrafte (Gelenk- und Auflagerkréafte) angreifen.

Scheibe : Gleichgewichtsbedingungen

@: > M=0: G,-6-30-3=0 < G, =15kN
@: > M=0: ~A, 6+30-3=0 < A, =15kN
BN > F,=0: A+G,=0

Scheibe : Gleichgewichtsbedingungen

: > M=0: G/3+C-6=0 < C=-7,5kN
’/@: >M=0: B-3+C-9=0 < B =+22,5kN
5 > F=0: -G,+10=0 = G, =10kN
Daraus folgt: = A, =-10kN

Kontrollen: Kraftegleichgewicht am Gesamtsystem

130
-10 10

L R

Abb. 4.4-24: Gelenkbalken mit Lasten und Auflagerreaktionen

v
Q
Q
v

Die auReren Lasten und die Auflagerkrafte sind dann im Gleichgewicht, wenn die resultierende Kraft
verschwindet

T4: SR, =0: 15-30+225+(-7,5)=0

N
- > F,=0: -10+10=0
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5 SchnittgroBen in Staben und Balken

5.1  SchnittgréBenvereinbarungen in Staben, Balken und Bégen

Schlanke Koérper mit kleinen Querschnittsabmessungen in der Héhe (h) und der Breite (b) im Ver-
gleich zur Lange (I) nennt man Stabe.

| I
hb<l
\ I /
Balkenachse 2 Mittellinie

| Querschnitt

| |
= o

Abb. 5.1-1: Stabférmiger Kérper mit Mittellinie

Stabe mit Lasten in Richtung der Stabachse werden Dehnstébe genannt.
Aus Dehnstaben zusammengesetzte Systeme heilRen Fachwerke.
Stabe mit Lasten quer zur Stabachse werden als Balken oder als Biegestédbe bezeichnet.

Rahmen bestehen aus zusammengesetzten Staben und sind die Bezeichnung flir ein Stabsystem
aus Balken.

Bogen besitzen eine gekrimmte Stabachse.

Zur Bestimmung der Beanspruchung eines Stabs werden die inneren Krafte (Schnittkrafte) freigelegt
(Schnittprinzip), indem die Balkenachse gedanklich durchgeschnitten wird. An der Schnittflache
(Schnittufer) wirken uber die Querschnittsflache verteilte innere Flachenkrafte.
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Schnittgréfen im geraden Stab mit ebener Belastung:

\ M, 17 /‘\qﬁ/
——e, I/.\i I | I A X

Frrsr

Schnitt

s—$o

Flachenkrafte auf der Schnittflache

1
1
1
z 1
1
1

N +——

¢
I
T

Schwerachse Q

positives Schnittufer i Mittellinie

Balkenachse
le.
Abb. 5.1-2: Einflhrung der SchnittgroRen im Stab

Die Flachenkrafte p werden zu SchnittgroRen N = Normal- (Langs-)kraft,
Q = Querkraft,
M = Biegemoment

zusammengefasst.

Die Schnittkrafte an den beiden Schnittufern treten entgegengesetzt gerichtet auf. Dieser Sachverhalt
wird als Reaktionsprinzip (Gegenwirkungsprinzip) fir SchnittgréRen an gegenlberliegenden Schnitt-
ufern bezeichnet.

Fortschritts-
richtung M Q
- M
mathem. ¥y - x — »N N —
positiver
Drehsinn
5 gestrichelte Faser Q
positives negatives
Schnittufer
Abb. 5.1-3: Definition der Schnittgroflen des Stabs
Merke: Positive SchnittgroBen zeigen am

positiven Schnittufer in

positive Koordinatenrichtungen.
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SchnittgrofRen im raumlich gekrimmten Stab umfassen neben den Langs- und Querkraften noch zwei
Biegemomente und ein Torsionsmoment.

N\

N
neutrale Faser
resultierende
Schnittkraft ~ Q(S)
en

Q(s) D M( ) resultierendes

»/ Schnittmoment

e, \J

Tangentenvektor an
die Mittellinie
S /

Abb. 5.1-4: SchnittgréfRen des Balkens

Komponentendarstellung der Schnittkraft:

Q(s)=Ne,+Q, e, +Q, e,

4

Normalkraft Querkrafte

und des Schnittmoments:

M(s)=M, e +M, e, + M, e,

o/

Torsionsmoment Biegemomente
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5.2 SchnittgréBenermittiung im geraden Stab unter ebener Belas-
tung durch Gleichgewichtsbildung am Teilstab

Der SchnitigroRenverlauf wird am frei geschnittenen Teilsystem mit Hilfe der Gleichgewichts-
bedingungen bereichsweise berechnet. Dazu werden zuerst die unbekannten Auflager- und Verbin-
dungsreaktionen bestimmt. Fir die Bestimmung der SchnittgréRen an irgendeiner Stelle im Stab wird
der betreffende Stab an dieser Stelle durchgeschnitten und von den Auflagern geldst. Die Schnittgro-
Ren werden an den Schnittufern des Teilstabs angetragen so wie gegebenenfalls auch die Auflager-
und Zwischenreaktionen. Anhand der Gleichgewichtsbedingungen kénnen die Schnittgréfen aus den
auleren Lasten und den zuvor ermittelten Auflager- und Zwischenreaktionen berechnet werden.

i) Behandlung von Einzellasten

Der Stab wird in Bereiche unterteilt, wo die SchnittgroRenverlaufe stetig und glatt sind. Die Bereichs-
grenzen sind Lagerpunkte, Gelenkstellen und Lasteinleitungspunkte von Einzelkraften.

Beispiel: Gerader Balken unter Einzellasten

©
/4 3/41 | /2 /2
' " . 2
sinag =—
l 5
z cos a = 4
J5
Abb. 5.2-1: Systemskizze
1. Freischneiden des Balkens von den Auflagern
F F l
A l F/2
L ® 2

f B ®
| |

Abb. 5.2-2: Freikérperdiagramm

3 unbekannte Auflagerreaktionen (A,,A, und B). Daraus folgt: Das System ist statisch bestimmt ge-
lagert.
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2. Auflagerkrafte:

+ F F
S SE - 0=A - ~ A==
ZIX X 2 X 2
% SF, = 0=A +B-2F
A / 3 7
A M, = 0=—FLiBI-F2 —~ B='F
4 2 4

i

Aus Gl. (5.2) und GlI. (5.3) folgt: A =—F.

aa

3. Bestimmung des Schnittkraftverlaufs (Unterteilung in Bereiche)

Bereich: 0 < x <£

Abb. 5.2-3: Teilstab mit Lasten und SchnittgréRen

S0 N(X)+A =0 = N(x):—%F
M —Q)rA =0 = Q(x):%F

AN

X: M(x)-A, x=0 = M(x):%Fx

Bereich: %S x<l:

A =

N =

[
>

1

F M(x)
L@ l ( )—»N(X)
| i
[

0

Abb. 5.2-4: Teilstab mit Lasten und SchnittgréRen
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+

! N(x)+A, =0 = N(x):—%F
+T: -Q(x)+ A, -F=0 = Q(x)z—%F
A

+

X: M(x)—xAZ+(x—£]F:O

/

= M(x):%Fx—F(x—Zj: 3

——Fx+lF/:1F(/—3x)
4 4 4

Bereich: | < x<%l:

i = N(x)=-=F

- N(x)+A =0

+T —Q(x)+Az—F+£F=O = Q(x)=F

AN
+

Einfacher: am rechten Teilkérper die Schnittgréen berechnen!

3/21

Ny

Abb. 5.2-6: Teilstab mit Lasten und SchnittgréRen

X: M(x)—xAz+(X—£)F—(x—/)£F:O = M(x):—F(%/—xj
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Bereich:

N | W

| <x

r\

+

X

<2l
Q(x
N(x) M(x) T( )
(P ©
| |
I M.
| 2/ -l
[ o
Abb. 5.2-7: Teilstab mit Lasten und SchnittgroRen
N(x)=0 Q(x)=0 M(x)=0
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SchnittgréRenverlaufe:
iy 3 1 1
I 4 I 4 I 2 I 2 I

N( x) Normalkraftverlauf

@ / 2]

-1/2 F
Q(x) Querkraftverlauf
A
E+
14 F @
0 ; > x
o | "
-3/4F
Momentenverlauf

-1/2 Fl +

0 | > X

]
I
1/16 FI + | 2

v
M(x)
Abb. 5.2-8: Graphische Darstellung des Verlaufs der SchnittgréRen im Balken



5 SchnittgroBen in Staben und Balken 81

ii) Behandlung von Streckenlasten mit Hilfe des bestimmten Integrals

Neben Einzellasten treten haufig auch Streckenlasten p (x) in Langs- (n (x)) und Querrichtung

(9 (x)) von Balken (Stébe) auf.
p(x)=n(x)e, +q(x)e,

Die SchnittgréRenermittiung durch Gleichgewichtsbildung am Teilstab kann auch fur duf3ere Strecken-
lasten angewendet werden, wenn Uber die verteilten Lasten integriert wird.

Beispiel 1: Einfacher Balken unter dreieckformiger Streckenlast mit der Funktionsgleichung

C](X) =g, %

q(x)

®2i < ® —

4

Abb. 5.2-9: Systemskizze des Balkens unter Querlast q(x)
1. Freischneiden des Balkens von den Lagern zur Ermittlung der Reaktionskréfte.

q(¢&)dé

> —>X

" t
: dz

Abb. 5.2-10: Freikérperdiagramm

System ist statisch bestimmt, denn m=3n-(a+z)=3-3=0

2. Auflagerkrafte:

N Zﬁxzo A =0 = A =0
‘+ | 1/ 5 1 53 /
A: Y M, =0:BI-[&(q(£)de)=0 = B:7J.§(q17jd§:/—2q1?
i 0 0 0
1
B =§q1/
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+T o YR =00 A +B-[(q(¢)dé)=0 = Az:j(%éjdf—B:m

3. SchnittgrélRenverlaufe

Bereich: 0 <& < x:

\/

Moment dM(x) der Flachenkrafte q(¢&) auf dem Balkenelement d¢ :

dM(x) =q(¢)(x-¢)ds

X M(x)-A, x+ jq(g)(x—g)dgzo

1

o M(x)- 6q1/x—;[[q1§j(x—§)d§

1 2
< M(x) :gq1/x{1—);—2}
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4. Graphische Darstellung der SchnittgréRenverlaufe

1 1
Q(X 2) 24 %

max M bei Q(x)=0

i > X = Xy =—/
l max '\/5
Ly = 0,57/
3 1
J3
' > X maxleq1 /2i(1_lj
© I 6 3L 3
1
=——=q,/
max M 93
v 1
M(x) 15,59
Abb. 5.2-12: SchnittgroRenverlaufe
Beispiel 2: Schrager Balken unter Eigengewicht
2
q(x)= - Po
\/ \ \ \/ y y y y y
2
A l— — «— «— <«— <] n(x)=7po

Abb. 5.2-13: Systemskizze Abb. 5.2-14: Zerlegung der Belastung
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1. Auflagerkrafte:

Symmetrie und Gleichgewicht +1: A

2. Schnittgrofen:

Bereich: 0 <& < x:

q(¢£)de
% a0 =25,
y y Y Y \J \J \J
2
J2 l— <«— %— - - n(x)zg%
A, =Xp
x =5 p n(&)dé Sl}M(X) N (x)
A —T\/E I
Z_Tp(] Q(X)
I s |48
[ [
| X
I o
Abb. 5.2-15: Teilstab
S N+ A - [n(&)de=0 - N:—%p0/+.[%p0d§
0 0
Nz—gp0 (I -x)
+T —Q+Az—jq(§)d§:0 = Q=§Po/—jgﬂ’od§
0 0
N2 (1
Q—7p0 (E/—X]
b X X
X: M—Azx+j(x—§)q(§)d§=0 = Mzgpolx—j(x—f)%podf
I
= p{2/x x& |+ 5 OJ
Hinweis:

Das Aufstellen der bestimmten Integrale zur Berechnung der Schnittgré3en kann

vermieden werden, wenn die Streckenlast durch ihre Resultierende ersetzt wird, die
im Flachenschwerpunkt anzutragen ist.
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x/2 x/2

R,=q-x
1::l::l::l::_::lzzlzzlzz
P TN 29
P ( wM(x)
> ) )—VN(X)
TAZ £(X)
| X

Abb. 5.2-16: Teilstab

5 N+A -R, =0 I N=—£p0/+£pox
2 2
- A Ry
+T -Q+A -R,=0 = Q=gpol—gpox
A, R,
e
X: M+Rf§—Azx:0 = M:%?nﬂx—%?m
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SchnittgréfRenverlaufe:

AN (%)
Normalkraftverlauf
> X
@)
_ﬁq | =
2 0
AQ(X)
J2 Querkraftverlauf
N2qg. ] A
g 9o @
> X
4 10
Momentenverlauf
> X
@
max M
VM (X)

Abb. 5.2-17: SchnittgroRenverlaufe

M(x=i):£q0 {/é—(éﬂ :%q0 2 =max M,

da die quadratische Parabel ihr Maximum in der Mitte zwischen den Nullstellen hat.
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5.3 Differentialgleichungen fir das Gleichgewicht des Stabs

Ein gerader Stab wird durch die ebene Streckenlast p(x)=n(x)e, + q(x)e, mit Komponenten

langs (n(x)) und quer (g(x)) zur Stabachse belastet.

X, Ax

/

Abb. 5.3-1: Systemskizze

Freischneiden des Balkenelements der Lange A x und Aufstellen der Gleichgewichtsbedingungen:

Antragen der

SchnittgréRen
M+ AM M+AM Q+AQ
l)—» -«— <' ——————————————————— >—> N + ANe—

0 5 (§ e 49 Q+AQ
O ]

Abb. 5.3-2: Infinitesimales Balkenelement
+ X+Ax
—: SF, =-N+ jng)d.§+(N+AN)=0 (5.3.1)

X+AX

+ 1 j ~-(Q+4Q)= (5.3.2)
K+\ X+AX
X+AX: YM,  =-Q Ax-M+ [ q(£) (x+Ax=£)dE+ (M +AM)=0 (5.3.3)
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aus Gl. (5.3.1): AN = - X]Mn(g) dé (5.3.4)
aus Gl. (5.3.2): AQ=- HJ.AXq(i) d (5.3.5)
aus Gl. (5.3.3): AM =Q Ax - “J.Mq(g) (X+Ax—&) d& (5.3.6)

Fir kleine Balkenelemente der Lange Ax konnen die Streckenlasten g (x) und n (x) innerhalb des
Balkenelements als konstant angenommen werden (genauere Herleitung mit Hilfe des Mittelwert-

satzes der Integralrechnung). Dann folgt:

(Ax)°
=Q Ax —q(x) | x-Ax+ Ax* - Ax——]

=QAx - g(x )

Division durch Ax und Grenzwertbildung Ax — 0

AN von
Jmax =V x)=-n()
AQ N
i, e =5 Q) =—9()

AM
lim — =: M' =
My ax (x)=0Q()

Durch die Ableitung von (5.3.12) unter Bericksichtigung von (5.3.11) folgt:

M"(x) = -q(x)

(5.3.7)

(5.3.8)

(5.3.9)

(5.3.10)

(5.3.11)

(5.3.12)

(5.3.13)

Die Gleichungen (5.3.10) bis (5.3.12) sind die lokalen Differentialgleichungen fiir das Gleichge-

wicht des Stabs.
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5.4 Statische Randbedingungen

Fir die Berechnung der Schnittgroenverlaufe des statisch bestimmten Balkens aus den Differential-
gleichungen fiir das Gleichgewicht sind noch sogenannte statische Randbedingungen notwendig.

Durch Integration der Gleichgewichtsbedingungen folgt:

X X

N(x)=—£n(§) dé + ¢, Q(X)=—£q(§) dé + ¢,
=—jn(x) dx +c, =—jq(x) dx +c,

M(x)= JX.Q(§) d¢ +c,

= IQ(X) dx+c,

Die Integrationskonstanten c,, ¢, und ¢, werden aus den statischen Randbedingungen des statisch
bestimmt gelagerten Balkens berechnet. Diese Bedingungen bestimmen die SchnittgroRen von M, N

und Q an den Randern des Stabes und hangen von der Lagerung ab. Die statischen Randbedingun-
gen werden in Tabellenform zusammengestellt.

SchnittgréRen an der Stelle A
Lagerung N, Q, M

A

T

( gelenkiges Lager

WA,

2-wertig < Parallelfiihrung

\\\\\\@
D

o

D)

Schiebehiilse  — 0 ? ?

\ @
11— 2 ? ?

3-wertig Einspannung @
freies Ende A—— 0 0 0

langsverschiebliches Lager @ rs 0 ? 0
I: 5 ?
! 0 0
querverschiebliches Lager | @

Abb. 5.4-1: Gegebene ( = 0 ) und unbekannte ( ? ) SchnittgréfRen

1-wertig

ReaktionsgréRen an den Randern (Stabende @ ) ergeben statische Randbedingungen fir Schnitt-
grélRen
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5.5 Berechnung der SchnittgroBen aus den Differentialgleichun-
gen fir das Gleichgewicht
Anstelle des bestimmten Integrals kdnnen zur Ermittlung der SchnittgrofRenverlaufe statisch bestimm-

ter Balken die Differentialgleichungen fiir das Gleichgewicht verwendet werden. Damit erspart man
sich die Berechnung der Auflagerkrafte mit Hilfe des Gleichgewichts am frei geschnittenen Korper.

Beispiel 1: Dehnstab unter konstanter Langslast n(x) =n, (z.B. Stab unter Eigengewicht)
- : -
n(x)=n,
20

Abb. 5.5-1: Systemskizze mit Langsbelastung n(x) = n,
Gleichgewicht: N' =-n,
N =- Ino dx +C
N(x)=-n, x+C
Bestimmung der Integrationskonstanten C aus den Randbedingungen am freien Ende B:

N(x=1)=0=-n, 1 +C & C=n,l

N(x)=ny I —ny x= ny (I - x)

Normalkraftverlauf N (x)

Abb. 5.5-2: Normalkraftverlauf

Hinweis: Bei konstanter Langsstreckenlast n(x) = n, ist der Normalkraftverlauf N(x) linear.

Berechnung der Auflagerkraft A:

Kraftegleichgewicht am Stabende zwischen Lagerreaktion A und Normalkraft N an der Stelle
x =0 (N(0)) herstellen.

53F,=0: A=-N(0)=-n,/
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Beispiel 2: Einfacher Balken unter dreieckférmiger Streckenlast q(x) =q, %

a(x)=a7

: ,

Abb. 5.5-3: Systemskizze

2

' X X
Q:—q:—q17 = Q:_Q1E+C1
X2 X3
M =Q —q1a+c1 = M:—q1a+c1x+c2
Randbedingungen: M(0)=0 =c,=0
I /
M(l):O:—q1a+c1l =6 =07
. x? I
Lésung: Q(x) =-gq TR
a,/ xY .
= ——|1-3|= (quadratisch)
6 /
X3
M(x) TR

1? x x Y
- 4 X (—j (kubisch)
6 |/ /
Das Moment wird dort extremal, wo  Q(x) =0 ist.
2
6 / NG

V3 o

:maxM:M(x:/ﬁ):z—ng

Bestimmung der Auflagerkrafte A, ,A, und B aus dem Schnittgréenverlauf an den
Stabenden (Stelle x =0 und x =/) und dem Gleichgewicht mit den Reaktionskraften
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SchnittgroRenverlaufe: N(x) =0

»
|

Normalkraftverlauf

v

Querkraftverlauf

7] _—quadratisch

Momentenverlauf

v

v

M (

/

kubisch

o

]

27

q,/?

Abb. 5.5-4: SchnittgréRenverlaufe
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Hinweise zur Berechnung und zur Kontrolle der SchnittgroBenverlaufe:

. Uber die Differentialgleichungen hangt der Q — und M —Verlauf vom Verlauf der Streckenlast
q ab.

zB. g=konst.z0 = Q=Ilinear = M = quadratisch

. Aus Sprung in ¢ = Knickin Q

o Aus Sprung in Q = Khnickin M

. Aus Nulldurchgang von ¢ = Extremum von Q

. Aus Nullstelle von Q = Extremum von M

o Querkraftgelenk = Nulldurchgang von Q

. Momentengelenk = Nulldurchgang von M

o Einzellast = Sprung von Q bzw. N

SchnittgrofRenverlauf bei Einzelkraften und —momenten
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Beispiel: Querlast F, auf einem Balkenelement der Lange A x

Balken 'E'

I
Tl

Q Q"
Abb. 5.5-5: Balkenelement mit Einzellast

N

Hinweis: Die Bezeichnungen Q' und Q bedeuten die Querkraft am positiven (+) und
negativen (-) Schnittufer des Balkenelements, an dem F, angreift.

Gleichgewicht am Balkenelement Ax: +T.Q —-F, -Q" =0 = Q" =Q -F,
Q(x)
4 Q - Verlauf
“Sprung*
Q_ FZ
( |||||}S}Q+,
)) . ) X
M —iVerIauf
(( i
) ) { fF—»x
“K H k“
M(x) || nic

Abb. 5.5-6: SchnittgréRenverlaufe im Bereich der Punktlast

Fir eine Einzelkraft in Richtung der Stabachse gilt entsprechend der Kraftegleichge-
wichtsbedingung in x — Richtung:

N* =N -F,

Gemal dem Momentengleichgewicht gilt fir ein in positiver Richtung wirkendes &ufieres
Einzelmoment M, :

M =M -M



5 SchnittgroBen in Staben und Balken 95
Belastung keine konst. linear konzentriert
n=0 n =konst
N P
langs Lo et —_—
nR | ! i
1 linear E i
konst. : ! ! Sprung
NVertaf | IIIIITTT]
Sonderfall = 0 AN =R
Biegestab
quer g=0 g =konst CI(X) P
T i I
%P : . a a !
: i , quadr. ! Sptung
konst. ' linear ! i Parabel!
Q-Verlauf i i , :
Sonderfall = 0 i Kein Knick ! | AQ =P,
i 'quadr. | ' kub. !
inear 'Parabel | ' Parabel ! !
U | T |
Sonderfall = konst. keine Knicke Knick A,
=0
m = konst M
m=0 Il—' f'\e
Moment :hh‘:\ s
m, M, E i |
konst. . konst. : korjst.
Q-Verlauf | : | [(TTTTITTT
Sonderfall = 0 ' ! E
linear : | Spriung
M-Verlauf Em]mﬂ [CITOT] ARjjjaatt
Sonderfall = konst. AM =M,
=0

Abb. 5.5-7: Belastung und SchnittgréRenverlaufe
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5.6  SchnittgréBen in Stabsystemen (Fachwerke und Rahmen)

Stabsysteme bestehen aus Einzelstaben, die Uber Gelenke (Verbindungselemente) miteinander ver-
bunden sind.

Beispiel: Stabsystem

Abb. 5.6-1: Systemskizze

Als Verbindungselement mit den entsprechenden Ubergangsbedingungen im mechanischen Modell
unterscheidet man:

Bezeichnung Symbol Ubergangsbedingung
M Q N
Momentengelenk (,Gelenk®) ~ =0 #0 0
O/
Querkraftgelenk | £0 =0 0
Normalkraftgelenk —_— =0 #0 =0

Abb. 5.6-2: Gelenke in Staben

Zur Berechnung der Schnittgrofien in Stabsystemen werden die einzelnen Stabe und Knoten freige-
schnitten und die Schnittkrafte aus den Gleichgewichtsbedingungen des starren Kérpers am Teilsys-
tem oder Balken errechnet.

Bemerkung zum Knotengleichgewicht:

Betrachtung eines Balkenelements der Lange A x mit Einzelkraft F .

Am Balkenelement der Lange A x greift die Einzelkraft F, an, die sehr viel gréRer ist als die
Resultierende einer eventuell vorhandenen Streckenlast g A x. (Die Kraft wird in positiver
z -Richtung gezahilt.)
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Beispiel: Kréaftegleichgewicht am frei geschnittenen Knoten quer zur Stabachse mit Querlasten F,
und SchnittgréRen Q" und Q™ vor und nach dem Knoten

Stabléngskoordinate

z
le /Knoten
Ax) 4 Ax
(%) | —ofx5)
AX
-~
Abb. 5.6-3: Knotengleichgewicht
Q(x+Ax) =Q(x)-F

z

Q" = lim Q(x+%) = lim Q[x—%]—FzzQ—Fz

Ax—0 Ax—0

Vorgehen: . Auflagerreaktionen berechnen
. Freischneiden der Einzelstabe

@
QL

Abb. 5.6-4: Freigeschnittener Stab

. Freischneiden der Knoten

t

Abb. 5.6-5: Freigeschnittener Knoten mit Stabverzweigung

. Antragen der Schnittgrof3en. Die Einfihrung einer "Faser" erweist sich als hilf-
reich fur die Festlegung des Vorzeichens der Querkraft und des Biegemo-
ments.

o Berechnung der unbekannten SchnittgroRen an den Knoten und Stabenden

aus den GGW-Bedingungen am Koérper.

Hinweis:

Das Gleichgewicht am Stab wird vorteilhafterweise in Richtung der Stab-
koordinaten x und z angeschrieben.

Vorteil: Aufstellung des Impulssatzes wird erleichtert.
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Beispiel: Schnittgrofen in Rahmen

1,5m 3m 2m
lSkN l4kN
@ ©) @

T7,5kN 3m

3 kN
—>

M®

@ 3 kN
6kNm Cv—:w -

T1,5 kN

Abb. 5.6-6: Systemskizze

Auflagerkrafte:
—s.Kap.4.4 -

Schnittgrofien an den Knoten

15
» x Knoten @ - Gj__l N,
\ J
7 12
Abb. 5.6-7: Gleichgewicht am Knoten @
+3 >F,=Q,+5=0 —Q,=-5kN
S SF =N, +3=0  —N,=-3kN
5
cm @@ o D)
3 N21
v Q21
z

Abb. 5.6-8: Gleichgewicht am Teilstab

+ T > F,=Q,+5=0 - Q,, =-5kN
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S SF =N,y +3=0 N, =-3kN
A
2. M, +5-15=0 > M,, = 7,5kNm

-7,5 @ M,
x  Knoten @ : <_<TE|E 13 —
-3 N
[ -5 T7,5
z

Abb. 5.6-9: Gleichgewicht am Knoten @

+ T ZEZZ_Q23_5+7’5:0 = Qy =+2,5kN
> ZEXZ+N23+3:0 = Ny = —3kN

A
2 M,, —(— 7,5)=0 — My, =—7,5kNm

X «— %@)l—y”
l_> 7 oxl Qs

Abb. 5.6-10: Gleichgewicht am Stab( 9 { 3
+ 1 -Q,+25=0 — @, = 2,5kN

+

- N,, = - 3kN
Kontrolle des Biegemoments M,, =0 am Gelenk im Knoten @:

o~
3 25-3+(-75)=0
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25 l“
N
X Knoten @: 43_ T:Q:l —> *
| O 4

V4

Abb. 5.6-11: Gleichgewicht am Knoten@

+ 1 ~Q, +25-4=0 - Q,, = - 1,5kN

5. N,, = — 3kN

stab (3)-(4):

Abb. 5.6-12: Gleichgewicht am Stab (3)-(4)

+T -Q,-15=0 — Q,; =—15kN
5 N,, = — 3kN
A

4: M, +(-15)-2=0 — M,, =-3kNm

Abb. 5.6-13: Gleichgewicht am Knoten(4)
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rechtwinklige Rahmenecke

Querkraft gehtin Normalkraft Giber

Q ’ N

Normalkraft gehtin Querkraft Uber

N — Q
+ T ~N,s +(-15)=0
A
4: My —(-3)=0

— N, =—15kN

- Q, =3kN

@i 3
® !
QT M

Abb. 5.6-14: Gleichgewicht am Stab (4)-(5)

+ T Ny, +(-15)=0
5 ~Q, +3=0
A~

5: My, —(-3)-(+3)-3=0

— N, =—15kN

— Q;, =3kN

— M,, =6kNm
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Schnittkraftverlaufe:

N-Verlauf
-3 -3
@ _— -15
©
-15
Q-Verlauf
25 {1 ® 14 +3
_ v
s o s R
v
®
3
M-Verlauf

s
i A

6
Abb. 5.6-15: Schnittgréf3enverlaufe
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6 Reibung

In den Grenzen der bisherigen Modellbildung von Systemen aus starren Kérpern sind reibungsfreie
Gleitlager und Gelenke angenommen worden. Die beiden bisher eingeflhrten Lagertypen (Festlager
und Gleitlager) sind Idealisierungen wirklicher mechanischer Systeme. Das eine Ubertragt beliebig
groRe Krafte, das andere ist reibungsfrei. Tatsachlich aber sind alle technisch realisierbaren Lager
begrenzt in der Aufnahme von Kréften, und selbst in Gleitlagern tritt Reibung auf. Die beiden
bisherigen Lageridealisierungen werden um eine dritte Modellannahme erweitert, namlich um die
Reibung.

6.1  Haft- und Gleitreibung

In der Kontaktflache zwischen zwei rauen Korpern - beispielsweise der Gleitfuge eines Lagers - kann
aufgrund der Reibung eine Kraft tangential zur Kontaktflache tbertragen werden, wodurch die relative
Bewegung zwischen den Koérpern behindert wird.

Beispiel: Koérper auf einer schiefen Ebene

Das Phanomen der Reibung kann besonders anschaulich an einem Koérper auf einer
schiefen, rauen Ebene gezeigt werden. Bei einem Neigungswinkel «, dessen Betrag unter
einem bestimmten Wert ¢, liegt, der von der Beschaffenheit der Reibflachen abhangt,
bleibt der Kérper in Ruhe. Bei betragsmaRig gréflerem Neigungswinkel gleitet er ab. In der
Gleitfuge, d.h. Kontaktflaiche zwischen Koérper und Ebene, herrscht eine komplizierte
Verteilung der flachenhaften Kontaktkrafte. Zur Vereinfachung der Uberlegungen wird im
Weiteren nur noch die Resultierende dieser Kontaktflachenkrafte betrachtet, die eine
Komponente N senkrecht (normal) zur Gleitfuge (Kontaktfliche) und eine zweite
Komponente H in Richtung (tangential) der Gleitfuge hat. Diese Zusammenfassung zur
Resultierenden und deren Komponentenzerlegung ist an jeder Stelle mdglich, an der ein
Kérper in Reibkontakt mit einem anderen steht. Die Symbole N und H stehen als
Abkirzungen fir die Begriffe Normalkraft und Haftkraft.

Systemskizze:

Korper der Masse m mit Gewicht G

a = Neigungswinkel

Abb. 6.1-1: Koérper auf einer schiefen, rauen Ebene
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Freigeschnittener Korper mit Schnittkraften und Gleitebene (Kontaktflache):

y

Innere Krafte in der Kontaktflache:
N =Normalkraft L zur Kontaktflache
H =Haftkraft || zur Kontaktflache

e

Abb. 6.1-2: Freigeschnittener Kérper und Gleitebene mit inneren Kraften N und H

Kraftegleichgewicht am Korper:
/Y F,=N-G-cosa=0 normal
zur Gleitfuge

NDYFy=-H+G sina=0 tangential

Fur den Betrag der maximal Ubertragbaren Haftkraft H gibt es eine obere Grenze H,, so dass gilt:

|H| < H, =G sina,,

bevor der Korper bei einem kritischen Neigungswinkel «, ins Gleiten kommt.

(6.1.1)

Die Erfahrung zeigt, dass der Betrag der maximal Ubertragbaren Haftkraft H, naherungsweise

proportional zur Normalkraft N ist.

|H|<Hy = 1y N und N=>0,

(6.1.2)

Den Proportionalitatsfaktor p, bezeichnet man im Zusammenhang mit dieser Reibannahme als

Haftreibungskoeffizient und nennt die Beziehung das CouLomBsche Reibmodell.

Aus dem Kraftegleichgewicht nochmal zur Gleitfuge folgt:

N =G cosa
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und tangential dazu:
H =G sina

Einsetzen der beiden Gleichungen in Gl. (6.1.2) fur positives H >0 ergibt:

G sina < 4,G cosa

= M, = tana

Fir den Fall, dass der Haftreibungskoeffizient groRer als der Tangens des Neigungswinkels ist,
herrscht Haftreibung und es tritt kein Gleiten ein.

Der Haftreibungskoeffizient z, kann mit dem Neigungswinkel o = «, dadurch bestimmt werden, dass
im Grenzfall H = H, gerade noch kein Gleiten eintritt.

M, =tang,

Wird die maximal Ubertragbare Haftkraft H, Uberschritten, so tritt Gleiten ein, wobei in der

Kontaktflache die Gleitreibungskraft R der Relativbewegung zwischen Koérper und Ebene
entgegenwirkt. In der einfachsten Modellannahme nach CouLowmB ist die Reibkraft proportional zur
Normalkraft N .

|R|=uN (6.1.3)
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Darin ist x die Gleitreibungszahl, die von der Materialpaarung und der Oberflachenbeschaffenheit

abhangt.

Materialpaarung Haftreibungskoeffizient ., Gleitreibungskoeffizient 4
Stahl - Stahl 0,15-0,5 0,1-0,4

Stahl - Graugruf® 0,2 0,1

Stahl - Eis 0,03 0,015

Gummi - Asphalt 0,7-0,9 0,5-0,8

Ski - Schnee 0,1-0,3 0,04 -0,2

Hinweis:

e Die Haftkraft H wird wie eine Reaktionskraft beim Bearbeiten von Statikaufgaben behandelt.

e Sie muss allerdings die Haftbedingung |H|£H0 = u, N erflllen, die eine Ungleichung
darstellt und mathematisch durch Fallunterscheidungen geldst wird.

e Andernfalls tritt Gleiten ein, und die Reibungskraft R ist statt dessen in der Gleitfuge formal in
Richtung der relativen Geschwindigkeit v zwischen den Kdrpern anzusetzen.

Fir den Reibungskraftvektor R gilt im dreidimensionalen Fall:

Freigeschnittener Starrkdrper

x(t) [T

u «——

R=-uNY
|v]

T Cleitebene

Abb. 6.1.-3: Kdrper mit Relativgeschwindigkeit v und tatsachlich wirkender Reibkraft R
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Hinweis: Die Reibungskraft R ist in positiver Koordinatenrichtung x(t) auf den Kérper
anzutragen.

Im einaxialen Fall gilt fir die Reibkraft

1 fur v>0
R =— u N sign(v) mit  sign (v) = 0 fur v=0 (6.1.4)
-1 fir v<Q,

wobei v die Relativgeschwindigkeit zwischen Kérper und Ebene ist.

Beispiel 1: Eine gewichtslose Leiter unter dufderer Last G ist an eine glatte Wand auf einem
rauen Boden mit Haftreibungskoeffizient y, gelehnt.

Wanda
- 7
i\ 7 G
/
h Leiter
Y Hy
- X » Boden
—
b
f——]

Abb. 6.1-4: Systemskizze

Fur welche Entfernung x der Last G von der Wand ist die Haftbedingung verletzt?

In der Praxis bedeutet dies: Wie hoch darf eine Person auf der Leiter steigen, bevor
diese verrutscht?

]

Abb. 6.1-5: Freikdrperdiagramm der Leiter mit Reaktionskraften
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TZFN:N—GZO = N=G (6.1.5)
¥
A:ZM,:—GX+Nb—Hh:0 (6.1.6)
. . b-x
Gl. (6.1.5) in GI. (6.1.6) liefert: H=G 5
wobei 0< x <b ist.
mit Gl. (6.1.5)
Die Haftbedingung lautet:  |H| = ‘G <y N=u, G
D b-x
Daraus ergibt sich fur H=G P >0
b-x o und G>0
h
Entfernung x der Last G von der Wand:
xXz2b-pu, h
so dass die Leiter gerade noch nicht gleitet.
6.2 Seilreibung

In der Mechatronik und Antriebstechnik ist die Kenntnis der Seilreibung um eine raue, kreisférmige
Scheibe notwendig, um den Riemenantrieb auszulegen (siehe Vorlesung Konstruktionstechnik).

Beispiel aus der Antriebstechnik: Antrieb der Lichtmaschine (Verbraucher) Giber den Keilriemen durch
den Automotor und Einstellung der Vorspannkraft S; tber die Spannrolle.

Antrieb

Verbraucher M,

Spannrolle

Abb. 6.2-1: Systemskizze des Riementriebs
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Ein Seil wird um eine Scheibe geschlungen (Umschlingungswinkel « ), auf die ein Drehmoment M,
wirkt. Das Seil sei biegeschlaff (Idealseil).

Antriebsmoment </

Abb. 6.2-2: Freigeschnittenes Seil mit Rolle

Es git S, >S,, da die Reibungskrafte entlang der Kontaktfldiche die Seilkraft von S, aufS,
~abbauen®.

Gesucht ist die maximal Ubertragbare Seilkraft S, am auflaufenden Ende in Abhéngigkeit der Seilkraft
S, am ablaufenden Seil.

Gleichgewichtsbetrachtung am umlaufenden Seilelement der La&nge ds mit Zentriwinkel deo:

S+dS

Abb. 6.2-3: Kreisausschnitt des umlaufenden Seiles um die Rolle

Das Kraftegleichgewicht zwischen den Seilkraften S und S+dS sowie der Normalkraft dN und der
Reibkraft dR wird aufgestellt.

Gleichgewichtsbedingungen in horizontaler und vertikaler Richtung:

+

- (S+dS)cosd7¢+dR—S cos%ozo (6.2.1)
: dN—S-'d—(D—S dS '%—0 6.2.2

Ty sin— (S+ )S|n2— (6.2.2)

Fir kleine Winkel de gilt:

cosd—(p ~1
2
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sind—(p zd—¢
2 2
Aus (6.2.1) und (6.2.2):
(S+dS)+dR—S =0 (6.2.3)
dN—Sd—(p—(S+dS)d—¢:0 (6.2.4)
2 2
CouLomMBsches Reibmodell:
dR=-udN (6.2.5)

Der Term dS-d—Z(” ist eine infinitesimal kleine GréRe zweiter Ordnung und gegeniber dem Term

S d7¢ vernachlassigbar.

Aus (6.2.3), (6.2.4) und (6.2.5) folgt:

dS=-dR=pu dN (6.2.6)
und

dN=S-d¢ (6.2.7)
(6.2.7) in (6.2.6) liefert dann:

dS=pu-Sdo (6.2.8)

dS

— = ude

S (6.2.9)
Integrieren:

S, =

o dS p=a

57 pe
So 9=0 (6.2.10)
ISl =uol,

(6.2.11)
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Abb. 6.2-4: Maximale Ubertragbare Seilkraft S in Abhangigkeit des Umschlingungswinkels «o

In|S, |- In|S,| = u(a-0)

(6.2.12)
In—=%* = ua
So (6.2.13)
Seilkraft am auflaufenden Ende im Fall des Gleitens:
S, =S,e"” (6.2.14)

Hinweis: « istim Bogenmal einzusetzen!

Das Antriebsmoment M, in Abhéngigkeit der Seilkrafte ergibt sich aus dem Momentengleichgewicht
an der Rolle um deren Drehpunkt @ — siehe Abb. 6.2-2:

|
D:Y My =M, +S,.r-S,-r=0 (6.2.15)

Die sich tatsachlich einstellende Seilkraft S, am auflaufenden Ende infolge des Antriebmoments M,
bei Haftreibung muss kleiner gleich der maximal Gbertragbaren Seilkraft S im Grenzfall des Gleitens
am ablaufenden Ende sein:

S,

o "

My s <sem=s
.

a

(6.2.16)

Fur die Seilkraft S, in GIl. (6.2.15) wird die rechte Seite von Gl. (6.2.14) eingesetzt:
My s, -0 -0
P

Zur Ubertragung des Antriebsmoments M, ergibt sich daraus die erforderliche Vorspannkraft sg” im

Haftfall:
1 M,

erf
SO ZT_
e’ -1 r



