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Aufgabe 1

Ubungsblatt 1 auf der Website
Aufgabe 4

Ein Dehnstab der Lange [ und der Dehnsteifigkeit E'A(z) wird durch eine konstante Streckenlast
n(x) belastet, siche Abb. 4. Mit dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen soll der Verlauf der

n(z) = ng
[—— —— —— —— —— ——»]
j T : EA(.T-) = FA,
l
| -

Abb. 4: Prismatischer Dehnstab unter gleichférmiger Streckenlast

FeldgroBlen und der Normalkraft iiber den Dehnstab ermitttelt werden. Im Einzelnen sind dazu
folgende Punkte zu bearbeiten:

a) Ermitteln sie den Verschiebungsverlauf im Dehnstab, indem sie von einem linearen Verlauf
ausgehen, der den geometrischen Randbedingungen geniigt.

b) Nehmen Sie einen quadratischen Ansatz im Dehnstab an und berechnen Sie damit den
Verschiebungsverlauf im Stab.

c) Stellen Sie den Verschiebungs-, Verzerrungs- und Normalkraftverlauf fiir beide Ansétze
grafisch gegeniiber.
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Aufgabe 1

Aufgabe 4 (a)  Verschiebungsverlauf mit linearem Ansatz

linearer Ansatz fiir das Verschiebungsfeld, der den geometrischen Randbedingungen geniigt (Ver-

schiebung am linken Lager gleich Null)

n(z) = ng

[— — — — —» —»]

u(r) = a — \EA(a:) — EA
(JJ —u { ) = aj | ! |
du(x) = da
de(x) = du {-.)—5{11 u(x)
L X

a1 ist unbekannter Parameter im Verschiebungsansatz |

Prinzip der virtuellen Verschiebungen fiir den Dehnstab  (Variationsgleichung)

I I
[ de(x) BA()e(r) da = [bu(e) P(@)],y, + [ Gul@)n(z)ds  Gleichung (1.1.11)
0 N 0 _ im Skript

oA, —5Aa
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Aufgabe 1

Einsetzen der Ansitze

[ I}
[5{1.1EA[|{1.1 dr = [5{1.1P|[;£.')]I:xp + [5.:111'.?11] dx
0 T 0
Integrieren

B a1z=l
da1FE Agay ["’:E:ﬁl = daing {{], 51-_3}3:

=0

Losen der skalaren Gleichung

2
day (EAgalz _ ”“3'23 ) _0

Klammerausdruck muss verschwinden, Umstellen nach ay

_ npl u(r) = arzx
“ =354, (o) =/ (2) =

Verschiebungsfeld:

npl

u(xr) = ol T
2F Ag
Verzerrungsfeld:
nol
e(x) =u'(x) = QE[;lg
Stabnormalkraft:
N(x) = FAps(x) =
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Aufgabe 1

Aufgabe 4 (b)

Verschiebungsverlauf mit quadratischem Ansatz

quadratischer Ansatz fir das Verschiebungsfeld, der den geometrischen Randbedingungen gentigt

(somit entfillt der konstante Term)

-~ B I
du(x) = 5{11% + das (Ei) = {day; da2} (I 2
7)

. 1 . 2r . i
de(x) = daj— + dagi—_j = {day; daz}

s
: b

“--""‘“-_-,
S
L]

Einsetzen ins P.v.V.

n(z) = ng

—— e = = = ]

"z \ BA@) = EA,
B : -
u(x)
I
L X

l
e(x) EA(z)e(z) dr = [du(x)P(z)],—y, + / du(x)n(x)dr
0

Ty —

T

=H4; =d8Aa
VERS
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Aufgabe 1

Einsetzen der Ansatze in das Prinzip der virtuellen Verschiebungen fiir den Dehnstab

1 I
| ! 7]
[“ sas} 4 L VA {l 22Vl g o ey Lot
[ ©ar daxky o, (BANT g, = {{ v (I)g (‘f‘)‘ )
0 T 7
E.J E T=Ip
0
T
E T
-+ /{5{11 das} \2 (70 dr
D (7)
keine Randlasten, Umsortieren (Randlasten = Einzelkrafte)
L (O
{6ay das} [EA = dr {"} = {6a; das} n / E ) » dir
1 - 0 LQ'JL‘ ril;r.gJ as : ) D= (f)u |
’ B AN
NI KA
ERS
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Aufgabe 1

Integrieren
R | g . r=I
[_ T xT-
: LV EA YT T ai : : 20
oaq oa: - . . = q0aq1 oOao;mn -
{0ay daz}—=| , 4I3J| a, [ = 1601 dazkmoq “
[ 32 20 3127 +—0

Losen der skalaren Gleichung

EAq |!

12 Ls

{da; das}

e,
2R
e I ]
N —
|
=
=
o] == b2 | =

in Matrixschreibweise

dal (Ka—P)=0

da = Vektor der virtuellen Unbekannten

K = Steifigkeitsmatrix

a = Vektor der Unbekannten
P = Lastvektor
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Aufgabe 1

Klammerausdruck muss verschwinden, Gleichungsystem (2 Gleichungen, 2 Unbekannte)

Ka=P

1 1
1 —| |a2

3

EAy

Losen des Gleichungssystems (z. B. Gauss oder Einsetzungsverfahren)

nol?
a =
" FAo
nol?

2= ToFA,

Einsetzen in

den Ansatz T (;1: )2

u(z) = az
> l
1 2T

e(z) = a7 + a2 7y

Verschiebungsfeld:

we) =5

Verzerrungsfeld:
ol
e(z) =u'(z) = —gz(]

Stabnormalkraft:

nol? [21: (Eﬂ

|

N(z) = EApe(x) = nol {1 _ ﬂ

I
-3
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Aufgabe 1

Aufgabe 4 (c)

Linearer Ansatz:

nol
u(x) = QEA[.I

U

Verschiebungsverlauf

Quadratischer Ansatz:
nol? |z '\
) — 27 _ [ Z
wT) = 554, [ z (z)]
nol?

= 2E Ay
7 linear —
,’ quadratisch - -

[

Institut fur Mechanik
FG Numerische Mechanik
Prof. Dr.-Ing. Anton Matzenmiller 9



Aufgabe 1

Aufgabe 4 (c) Verzerrungsverlauf
Linearer Ansatz: Quadratischer Ansatz:
npl p nol T
elx) =4 (x) = elr)=u(zx)= —=——|1——
E
A
nol linear —
EA, T~ quadratisch - -
nol T~
2F Ag N ~_
—= -—
[
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Aufgabe 1

Aufgabe 4 (c)

Normalkraftverlauf

Linearer Ansatz: Quadratischer Ansatz:
] ngl T
N(xr) = FEAp(r) = o N(z) = FApe(z) = npl [l — l_}
N
A
linear —
nol T« _ quadratisch - -
ﬂ{]l T~ ~ -
2 T~
S - H-HI
[
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Aufgabe 2

Beispiel aus Kap. 1.3: Gevouteter Dehnstab

1.3.1 Dehnstab mit linear veranderlichem Querschnitt unter Einzellast

A=10cm? A =1cm’
N
u(0)=u, =0 Y — P, =20kN
—x

Abb. 1.3-1: Dehnstab mit veranderlichem Querschnitt (gevoutet)

kN
cm?

E =3-10°N/mm?=3.10*

A(x)=10-0,09x [cm’ |
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Aufgabe 2

Ruckblick: exakte Losung im Vergleich mit linearem Ansatz

Graphische Darstellung der exakten und der Naherungslosung

N 20 | kN
u(x)[em o N _gpo_ <Y
“( )[cm] L A A(x)[cmz]
0,020
0,01706
0,015
exakt .2 0,01212
0,010~ e
Néhegng
00057 _.-~~_#0,0043
= | | »x[cm]
50 100

Abb. 1.3-2: Verlauf von exakter und genaherter Spannung und Verschiebung
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Aufgabe 2

1.3.3 Verbesserung der Naherungslésung mit Interpolationspolynom hdherer
Ordnung

Anstelle des quadratischen Polynoms in der Standardform u"(x)=c¢, +¢,x +c,x* verwendet man far
die Interpolation die Darstellung in Linearfaktoren:

X Bedingungen:
_— ‘ o ()= ( UJ - uh(x=0) = 0

::N2 (%) uh(x=50) =0
u"(x=100) = u,

_ Bedingungen:

o (x) = Ax (1 X ] : uh(x=0) = 0
u"(x=50) = u,4
=:Nj (%) uh(x=100) =0

Vorteil: Im Gegensatz zu den Koeffizienten ¢, und c, {Cn =0, da U[U)=U) in der Polynomreihe

haben die Stutzwerte v, und u, die Bedeutung von Knotenverschiebungen am Stabende
und in der Stabmitte.
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Aufgabe 2

Verschiebungsansatz: u"(x)=N,(x) u, +N,(x) u, = [Nz (x) N, (x)] Bz}
3
dN dn, ||u
Ableitung: u”'(x):g(x):{ 2 3}{ 2}
° dx dx || u,

dN, 1 Ax

B = = — 1— .
2 (%) dx 100[ 100) 0,01—"

dn, N 4 1_ 2x
dx 100 100
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Aufgabe 2

Die Funktionen N, (x) und N,(x) heiBen Formfunktionen fur die Verschiebung. B, (x) und B,(x)

sind Formfunktionen fir die Verzerrungsapproximation.

Virtuelle GroRen: Su"(x)=|Ny(x) N,

Einsetzen in die Variationsgleichung (1.1.11):

I

[su, 5u3]J EiiﬂEA(x)[Bz(X) B, (x)]dx {Uz}
L |
|

Steifigkeitsmatrix K

wobei die Komponente des Lastvektors P, =0 ist.

P
[6u, Su,] {F’j

\_Y_l

Lastvektor P
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Aufgabe 2

Aufstellen der Steifigkeitsmatrix:

(|1 (1_ﬂf
100 |\ 100)

K= 3-104(10—0,09)() {—
4 (1_2_%\
100 | 100)|

> ‘ 2050 —2600
- | 2600 8800

Merkregel: Bei N unbekannten Knotenverschiebungen
ist die Dimension der Steifigkeitsmatrix NxN

1 [’1_ 4 x
100 100

',

2x2 Matrix

Aufstellen des Lastvektors: P = {200}

|

4

100

L
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Aufgabe 2

Ldsen des Gleichungssystems:

3u' Ku=3u'P Matrizengleichung in symbolischer Form (siehe Folie 16)
su’ (Ku-P)=0 Muss fir alle virtuellen Verschiebungen erfiillt sein
Ku=P Fur das vorliegende Zahlenbeispiel ergibt sich das Gleichungssystem zu:

2050 -2600] {uﬂ ~[20]

2600 8800 ||us| ~ | 0|

‘u, | [0,01560]
L'Jgj = 10,00461|
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Aufgabe 2

1.3.4 Vergleich von exakter LOsung und quadratischer Naherung

0,020

0,015

0,010+

0,05 -

} u(x)in [cm]

0,00461

exakte Lésung

quadratische
Naherung

0,00443

» X In |cm
6o lem!

i

A

o(x)in [kN/cmz]

Abb. 1.3-6: Verlauf der Verschiebung und Spannung
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Aufgabe 2

1.3.5 Riuckrechnung zu den Dehnungen und Spannungen

Dehnungsverlauf: g(x) = (U)(X) =B, U, +B; Uy = 130.3 -+ 4?{3‘(}?”3

Spannung und Normalkraft an den Stabenden und in Stabmitte:

o(0) = Eu'(0) = 0,852 kN/cm? N(0)=10-0,852 =8,52kN

o(50) = 4,68 kN/ cm? N(50)=5,5-4,68 = 25,74 kN

(100) — 8,51kN/cm?’ N(100)=1-8,51 =8,51kN
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Hausibung 1

Hausubung 1
Aufgabe 1: Prinzip der virtuellen Verschiebung (P.v.V.)

Das vorliegende Beispiel soll zeigen, dass anstelle der Gleichungsbedingungen der Statik auch
mit dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen Reaktionskrifte berechnet werden konnen. Um
den Rechenaufwand klein zu halten, wird ein statisch bestimmtes System gew ihlt.

Ein statisch bestimmter Gelenkbalken wird mit drei Einzelkriften Py = P> = P; = P wie dar-
gestellt belastet.
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Hausibung 1

P Py Ps
@ -
® ® ©

1) Fiir die Ermittlung der Auflagerreaktion im Knoten (B) sind folgende Teilaufgaben zu
16sen:

a) Geben Sie das kinematische System fiir die Ermittlung der Auflagerkraft B an.

b) Zeichnen Sie die virtuelle Verschiebungsfigur zur Berechnung der Auflagerkraft B
c) Zeichnen Sie das Kraftsystem und schreiben Sie die Arbeitsgleichung an.

d) Berechnen Sie die Reaktionskraft B mit dem Prinzip der virtuellen Verschiebung,.

e) Uberpriifen Sie ihr Ergebnis mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen.
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Hausibung 1

P Py Ps
@ -
® ® ©

2) Berechnen Sie das Biegemoment im Knoten (D) des Balkens (A)-(B)-(C). (Wie Aufgabe 1
bearbeiten)

3) Was ist der Vorteil der Losung mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Verschiebung (P.v.V.)
im Vergleich zum Schnittprinzip und den Gleichgewichtsbedingungen?

4) Was ist von Nachteil, wenn das P.v.V. den Gleichgewichtsbedingungen vorgezogen wird?

Hinweis: Da es sich um die Bestimmung der Auflagerreaktion von einem statisch bestimmten
System handelt, konnen Sie die Einzelstidbe als starre Kérper behandeln.
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Hausibung 1

Minimalbeispiel als Hinweis zur Aufg. 1 Teil 2 (Berechnung des Biegemoments)

Kraftplan

Verschiebungsfigur

P.v.V. Mdp + Mdop—-Pou=0
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Hausibung 1

irA

Aufgabe 2: Berechnung der Knotenverschiebung mit dem P.v.V.
| P =4,2kN
] EA N E' = 210000 i
A t | N ~ mm?
@ ® ® A=8cm?
0,60 m | 0,40m |
|

Berechnen Sie mit Hilfe des P.v.V. die Verschiebung der Lasteinleitungsstelle des dargestellten
Dehnstabs.

1) Nehmen Sie in den beiden Stiben @ - @ und @ - @ jeweils einen linearen Verschie-
bungsverlauf u(r) an.

2) Berechnen Sie daraus die Verschiebungsableitung und deren erste Variation nach der
Knotenverschiebung us.

3) Setzen Sie Verschiebungsableitung und deren Variation in das P.v.V. ein und berechnen
Sie daraus die Knotenverschiebung uo.

4) Zeichnen Sie den Verlauf des Verschiebungsfeldes u(x) entlang der Stabachse.

5) Ermitteln Sie den Dehnungsverlauf () und den Normalkraftverlauf N (x) und stellen
Sie beide Ergebnisse graphisch dar.

6) Kontrollieren Sie das Gleichgewicht des Stabs @ - @ - @
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