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Abkürzungsverzeichnis / Abbreviations and symbols

α Beanspruchungsverhältnis definiert über nominelle Dehnraten, Funk-
tion für nichtlineare Ermüdungsschädigungsakkumulation im Schädi-
gungsmodell

αChaboche Ansatz von CHABOCHE für nichtlineare Ermüdungsschädigungsakku-
mulation

αDo Ansatz von VAN DO für nichtlineare Ermüdungsschädigungsakkumu-
lation

αexp Schub-Zug-Verhältnis im Schädigungsmodell
αIFM Vorgeschlagener Ansatz für nichtlineare Ermüdungsschädigungsak-

kumulation
αmod Faktor für nichtlineare Ermüdungsschädigungsakkumulation
αp1 Parameter für nichtlineare Ermüdungsschädigungsakkumulation
αp2 Schalter für nichtlineare Ermüdungsschädigungsakkumulation
αp3 Untere Schranke für nichtlineare Ermüdungsschädigungsakkumulati-

on
αc Beanspruchungsverhältnis definiert über nominelle Spannungen
αL−zykl Belastungsverhältnis definiert über die Kräfte im Schwingversuch
αL Belastungsverhältnis definiert über die Zylinderverschiebungen
τ̄ Gesamtschubspannung
D̄ Näherung für die Schädigungsentwicklung nach dem Zyklensprung
t̄i Komponente i = n, t,b im Spannungsvektor mit Modifikation für Schub-

wechselbeanspruchung
β Neigungswinkel zwischen Klebschichtnormale und Zugrichtung
βi Schädigungstreibende Größe i in der Zeit
Ň Halbzyklus
∆τ̄ Schwingbreite der Gesamtschubspannung
∆Dcoll Schädigungsinkrement infolge eines Kollektivdurchlaufs
∆Djump Schädigungsinkrement infolge Zyklensprung
∆t Zeitschrittweite
∆tmac Makrozeitschrittweite
∆tmic Mikrozeitschrittweite
δ Richtungskosinus
∆σ Einaxiale Spannungsschwingbreite
ε Dehnung, Fehlertoleranzwert im Abbruchkriterium des NEWTON-Verfahrens
εR Prozentuale Abweichung der Bruchzyklenzahl infolge Vernachlässi-

gung der Minimalspannung
εi Zielfunktion i
εeq,0 Kurzzeitkriechkoeffizient
ε
′
eq,cr,N Kriechkoeffizient

εeq,cr Kriechverformung
εeq Vergleichsdehnung
ηAPP,nonvec APP-Bereinigungsgewicht für nicht-vektor Prozessor
ηc Anteil der Kriechschädigung
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ηdelay Verzögerung der LS-DYNA-Berechnung
ηf Anteil der Ermüdungsschädigung
ηni Viskosität in Zugrichtung für MAXWELL-Element i
ηpart Anteil der CPU-Zeit zur Lösung des linearen Gleichungssystems
ηsi Viskosität in Schubrichtung für MAXWELL-Element i
γ Tangens des Gleitwinkels
σ̂eq Spitzenwert der Vergleichsspannung
τ̂ni Zugrelaxationszeit für MAXWELL-Element i
τ̂si Schubrelaxationszeit für MAXWELL-Element i
N̂ Halbzyklenzähler
κi Schädigungstreibende Größe i im Zyklus
1 Einheitstensor zweiter Stufe
Cvi Viskoelastische Steifigkeit im TAYLOR-Algorithmus
h Vektor der Spannungsgeschichte
n Einheitsnormalenvektor
R Relaxationsfunktionstensor
Rθδ Drehmatrix
t CAUCHY-Spannungsvektor
W Wertebereich
D̊ Näherung für die Schädigungsentwicklung infolge des Kollektivs
ν Querdehnzahl, Kollektivformzahl
φ Phase
φi Phase der Komponente i = n, t,b im Spannungsvektor
∆∆∆ Verschiebungssprungvektor
σσσ CAUCHY-Spannungstensor
σσσq Querdehnungsbehinderter Spannungstensor für kleine Deformationen
εεεq Querdehnungsbehinderter Verzerrungstensor für kleine Deformationen
ψ Kontinuität
ρ Korrelationskoeffizient
σ Einaxiale Spannung
σ0 Ordinatenabschnitt der WÖHLER-Geraden
σa,max Kollektivhöchstwert
σa0 Spannungsamplitude für Ordinatenabschnitt der WÖHLER-Geraden
σa Einaxiale Spannungsamplitude
σdc Parameter im Kriechschädigungsansatz
σdf Parameter im Ermüdungsschädigungsansatz
σdu Parameter im Ermüdungsschädigungsansatz
σD Referenzspannungsamplitude in der BASQUIN-Gleichung
σeq,m Vergleichsmittelspannung
σeqa Vergleichsspannungsamplitude
σeqc Kriechvergleichsspannung
σeqfmax Ermüdungsvergleichsspannungsmaximum
σeqfmin Ermüdungsvergleichsspannungsminimum
σeqf Ermüdungsvergleichsspannung
σeqmax Vergleichsspannungsmaximum
σeqmic Vergleichsspannung auf der Mikroebene
σeqmin Vergleichsspannungsminimum
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σeqm Vergleichsmittelspannung
σeqs Vergleichsspannung nach SCHLIMMER
σeq Vergleichsspannung
σl0 Parameter im Ansatz von CHABOCHE für nichtlineare Ermüdungsschä-

digungsakkumulation
σmax Einaxiale Maximalspannung
σmin Einaxiale Minimalspannung
σm Einaxiale Mittelspannung
σref Parameter im Kriechschädigungsansatz
σult Zugfestigkeit
τ Schubspannung, vergangene Zeit im viskoelastischen Faltungsinte-

gral
τ∗ Spitzenwertfolge des CARLOS-Kollektivs
τmax Schubspannungsmaximum
τmin Schubspannungsminimum
τm Schubmittelspannung
τresa Resultierende Schubspannungsamplitude
τresm Resultierende Schubmittelspannung
τu Schubfestigkeit
θ Richtungskosinus
t̃ Vektor der effektiven CAUCHY-Spannungen
σ̃σσ Effektiver CAUCHY-Spannungstensor
σ̃ Einaxiale effektive Spannung
ε̃ Einaxiale, kleine effektive Dehnung
Ã Effektive Fläche
D̃ Ermüdungsschädigung im allgemeinen Ansatz von ONERA
ε Einaxiale, kleine Dehnung
A Nominelle Fläche
a Parameter im Ansatz von CHABOCHE für nichtlineare Ermüdungsschä-

digungsakkumulation
A0 Ausgangsfläche
a1 Koeffizient in der Vergleichsspannung nach SCHLIMMER
Adef Defektfläche
b Parameter im Ansatz von CHABOCHE für nichtlineare Ermüdungsschä-

digungsakkumulation
b1 Parameter in der Vergleichsspannung
b2 Parameter in der Vergleichsspannung
b3 Schalter für Schubwechselbeanspruchung
b4 Schalter für Schubwechselbeanspruchung
bp Parameter für den Einfluss des hydrostatischen Druckes in der Ver-

gleichsspannung bzw. für den Einfluss von Normalspannungen in der
Schnitthypothese

C Parameter der BASQUIN-Geraden
Cel0 elastische Steifigkeit bei Versuchsbeginn
Cel elastische Steifigkeit
D Schädigung
Dcrit Kritische Schädigung
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Dc Kriechschädigung
Df Ermüdungsschädigung
Djump,crit Kritische Schädigung für die Zyklensprungmethode
dK Klebschichtdicke
E Elastizitätsmodul
E∗ scheinbarer Elastizitätsmodul bei Zugbelastung mit Querdehnungsbe-

hinderung
F Kraft, Multi-Zielfunktion
f Frequenz
f (.) Unspezifizierte Funktion mit einem oder mehreren Argumenten
f ∗ Schädigungsparameter bei Schnitthypothesen
Fa Kraftamplitude
Fm Mittelkraft
Fnorm Normiertes Lastkollektiv
G Schubmodul
H Summenhäufigkeit
hi Stufenhäufigkeit
I1 Erste Invariante des CAUCHY-Spannungstensors
I1q Erste Invariante des Spannungstensors für kleine Deformationen
Ip polares Flächenmoment
J2 Zweite Invariante des CAUCHY-Spannungsdeviators
J2q Zweite Invariante des Spannungsdeviators für kleine Deformationen
K Kompressionsmodul
k Parameter im Ermüdungsschädigungsansatz, Exponent der WÖHLER-

Geraden
kni Normalsteifigkeit für MAXWELL-Element i
ksi Schubsteifigkeit für MAXWELL-Element i
kW Neigung der WÖHLER-Geraden
L0 Anfangsmesslänge
M Moment
m Parameter in der Vergleichsspannung nach SCHLIMMER, Exponent im

Gesetz für die Kriechverformung
Ma Momentamplitude
Mm Mittelmoment
mip Diskrete Modellantwort am Regressionspunkt p des Datensatzes i
N Zyklenzahl
n Parameter im Kriechschädigungsansatz
NB Bruchzyklenzahl
ndof,N Anzahl an Freiheitsgraden pro Knoten
ndof Anzahl an Freiheitsgraden
ND Referenzzyklenzahl in der BASQUIN-Gleichung
ND Zyklenzahl bis zu einer messbaren Schädigung im Versuch
nFLOPS Anzahl durchführbarer Fließkommaoperationen pro Sekunde
NH Zyklenzahl bei höherem Lastniveaus des Zweistufenversuchs
niter Anzahl an NEWTON-Iterationen
njump,FEA Anzahl der Zeitschritte ohne Zyklensprungoperationen
Njump Kollektivsprungweite

LXVIII



Abkürzungsverzeichnis / Abbreviations and symbols

nload Anzahl betrachteter Laststufen
NL Zyklenzahl bei niedrigerem Lastniveaus des Zweistufenversuchs
nmic Anzahl an Mikrozeitpunkten
nN Anzahl an Knoten
nop,LDL Anzahl an Rechenoperationen der LDLT-Zerlegung
nop,tp Anzahl an Rechenoperationen pro Zeitpunkt
nop Anzahl der Fließkommaoperationen
NRH Bruchzyklenzahl bei höherem Lastniveaus des Zweistufenversuchs
NRL Bruchzyklenzahl bei niedrigerem Lastniveaus des Zweistufenversuchs
NR Bruchzyklenzahl im Schädigungsmodell
ntpcoll Anzahl der Diskretisierungsintervalle für das Kollektiv
ntpc Anzahl an Lösungszeitpunkten pro Zyklus
ntpc Anzahl diskreter Zeitschritte pro Zyklus bei der numerischen Lösung
ntp Anzahl an Lösungszeitpunkten
ntp Anzahl diskreter Zeitpunkte der numerischen Lösung
p Vergleichsspannung nach von Mises
q hydrostatischer Druck
qjump,D Parameter für die Zyklensprungmethode
Qpred Güte der numerischen Prognose
R Lastverhältnis, Beanspruchungsverhältnis
ra äußerer Radius
RBDF2 Residuum
Ri Beanspruchungsverhältnis für Komponente i = n, t,b im Spannungs-

vektor
ri innerer Radius
Rn Relaxationsfunktion für Normalbeanspruchung
Rseq Residuum für die vorgeschlagene sequentielle Kopplung
Rs Relaxationsfunktion für Schubbeanspruchung
Rε Beanspruchungsverhältnis in Abhängigkeit von εR
s1 Verschiebung am Zylinder
s2 Verschiebung am Zylinder
scr Kriechverschiebung
sl,ges Axialverschiebung am Zylinder
sl Axialverschiebung an der Klebschicht
smax Maximalwert der Verschiebung im Zyklus
smin Minimalwert der Verschiebung im Zyklus
st,ges Tangentialverschiebung am Zylinder
st Tangentialverschiebung an der Klebschicht
T Periodendauer
t Zeit
t∗ Sprungzeitpunkt
tb Binormale Schubspannungskomponente des Spannungsvektors
Tcoll Kollektivdauer
tcomp,min Minimale CPU-Zeit der FE-Rechnung
tcomp,sim CPU-Zeit der FE-Rechnung
tcomp CPU-Zeit
tjump,init Initialisierungszeit für die Zyklensprungmethode
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tjump Zeitsprungweite
tmac Makrozeit
tmic Mikrozeit
tna0 Ordinatenabschnitt in der WÖHLER-Geraden bei reiner Ermüdung durch

Zug
tnm0 Ordinatenabschnitt in der Kriechbruchgeraden für reine Zugbeanspru-

chung
tn Normalspannungskomponente des Spannungsvektors
tpred Prognosezeit
tR Bruchzeit
tta0 Ordinatenabschnitt in der WÖHLER-Geraden bei reiner Ermüdung durch

Schub
ttm0 Ordinatenabschnitt in der Kriechbruchgeraden für reine Schubbean-

spruchung
tt Tangentiale Schubspannungskomponente des Spannungsvektors
tia Spannungsamplitude der Komponente i = n, t,b im Spannungsvektor
timax Oberspannung der Komponente i = n, t,b im Spannungsvektor
timin Unterspannung der Komponente i = n, t,b im Spannungsvektor
tim Mittelspannung der Komponente i = n, t,b im Spannungsvektor
tip Diskreter Zieldatenwert am Regressionspunkt p des Datensatzes i
v1 Geschwindigkeit am Zylinder
v2 Geschwindigkeit am Zylinder
Abb. Abbildung
Abbn. Abbildungen
APP adjusted peak performance
BDF2 Rückwärtsdifferenzenformel zweiter Ordnung
bzw. beziehungsweise
CA constant amplitude
CARLOS car loading standard
CPU central processing unit
d. h. das heißt
engl. englisch
FE Finite-Elemente
FEM Finite-Elemente-Methode
FLOP floating point operation
FLOPS floating point operations per second
Gl. Gleichung
Gln. Gleichungen
HCF high cycle fatigue
i. A. im Allgemeinen
IfM Institut für Mechanik
konst. konstant
LCF low cycle fatigue
LWF Laboratorium für Werkstoff- und Fügetechnik
ME mean error
MSE mean squared error
MSM Multiskalenmethode
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ONERA Office national d’études et de recherches aérospatiales
RMSE root mean squared error
S. Seite
s. siehe
SAL Stand-Alone-Löser
sog. sogenannt
Tab. Tabelle
Tabn. Tabellen
VA variable amplitude
vgl. vergleiche
wg. wegen
ZSM Zyklensprungmethode
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Modellierung des Ermüdungsversagens mit Kontinuumsschädigungsmechanik
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13 Modellierung des Ermüdungsversagens mit Kontinu-
umsschädigungsmechanik
Modelling of fatigue failure with continuum damage
mechanics

Ulrich Kroll, Anton Matzenmiller

Kurzfassung

Die Schädigungsmodellbildung für die Klebverbindung erfolgt mittels Konti-
nuumsschädigungsmechanik. Die vorgeschlagene Schädigungsdifferentialglei-
chung besteht aus der Addition der Kriech- und Ermüdungsschädigungsent-
wicklung. Beide Schädigungsanteile werden durch eine Vergleichsspannung
angetrieben. Der Einfluss der Parameter im Schädigungsansatz auf die pro-
gnostizierte Bruchzeit und -zyklenzahl bei Kriech- und Schwingbeanspruchung
wird anhand analytischer und numerischer Integration der Schädigungsdiffe-
rentialgleichung ermittelt. Das Schädigungsmodell wird für bessere Progno-
sen bei Schubwechsel- und Druckbeanspruchung erweitert. Eine eigene Ver-
gleichsspannung für den Kriech- und Ermüdungsanteil und eine Modifikati-
on des Schädigungsmodells für nichtlineare Schädigungsakkumulation werden
vorgestellt. Die Parameter im Schädigungsansatz werden analytisch identifi-
ziert und anschließend numerisch optimiert. Die Identifikation, Optimierung,
Verifikation und Validierung erfolgen an Testdaten der stumpf geklebten Dop-
pelrohrprobe.

Abstract

The modelling of damage for the adhesive joint is based on continuum damage
mechanics. The proposed damage differential equation consists of the addition
of the creep and fatigue damage evolution. Both damage parts are driven by
an equivalent stress. The influence of the parameters in the damage approach
on the predicted time and cycles to rupture for creep and fatigue loading is
investigated by means of analytical and numerical integration of the dama-
ge differential equation. The damage model is enhanced for better predictions
due to alternating shear and pressure loading. An equivalent stress for the
creep and fatigue damage part and a modification of the damage model for
nonlinear damage accumulation are presented. The parameters in the dama-
ge approach are identified analytically and optimised numerically afterwards.
The identification, optimisation, verification and validation are performed by
means of test data from the bluntly-glued steel-tube specimen.

215



Modellierung des Ermüdungsversagens mit Kontinuumsschädigungsmechanik
Modelling of fatigue failure with continuum damage mechanics

13.1 Ausgangssituation
Starting situation

Ziel des Forschungsprojekts ist eine Methode zur Lebensdauerprognose für Strukturkleb-
verbindungen infolge realitätsnaher ein- und mehrkanaliger Betriebsbelastung. Neben
dem Strukturspannungskonzept wird das rheologische Werkstoffmodell mit Schädigung
als zweiter Lösungsweg verfolgt, um eine vergleichsweise höhere Güte der Lebens-
dauerprognose anzustreben. Der Ausgangspunkt ist hierbei das von MATZENMILLER

und KURNATOWSKI vom Institut für Mechanik (IfM) der Universität Kassel erarbeite-
te linear viskoelastische Kohäsivzonenmodell mit Kriech- und Ermüdungsschädigung
aus dem Vorgängerprojekt FOSTA-Nr. P796 [MK12]. Die Lebensdauer wird durch eine
transiente, implizite FE-Berechnung mit dem kommerziell verfügbaren FE-Programm
LS-DYNA prognostiziert. Dafür sind die Modellgleichungen als USER-Materialroutine
implementiert worden. Für die Verifikation der Implementierung wird der Vergleich der
FE-Ergebnisse mit Prognosen infolge eines FORTRAN-Programms, dem sog. “Stand-
Alone-Löser”, herangezogen, das ausschließlich die Schädigungsdifferentialgleichung
numerisch löst.
Mit dem Modell ist die Schwingfestigkeit infolge Schwellbelastung mit konstanten Ampli-
tuden für einfache Probekörper mit quasi-homogenem Spannungszustand in der Kleb-
schicht (Zugscher-, Kopf- und Schrägzugprobe) erfolgreich prognostiziert worden. Die
Verifikations- und Validierungsrechnungen haben gute Ergebnisse geliefert und eine
hohe Güte der Versagensprognose aufgezeigt. Zur Identifikation der Ermüdungsschädi-
gungsparameter ist bei der Vorgehensweise in [MK12] allerdings die Lösung eines Op-
timierungsproblems unumgänglich. Bislang existiert kein methodisches Vorgehen, mit
dem die benötigten Startwerte für die Optimierung festgelegt werden können. Denn eine
ingenieuranschauliche Bedeutung der Ermüdungsschädigungsparameter liegt nicht vor.
Des Weiteren weisen die Verifikations- und Validierungsrechnungen mit der FEM trotz
grob vernetzten, einfachen Probengeometrien bei einer relativ großen Zeitschrittweite
(im Bereich von 10−2 Sekunden) enorm hohe Berechnungszeiten auf, die die in industri-
ellen Anwendungen angestrebten maximalen Rechenzeiten von mehreren Stunden weit
überschreiten. Infolge der hohen Berechnungszeiten ist bislang eine umfassende Vali-
dierung an technologischen und bauteilähnlichen Prüfkörpern und die Lebensdauerpro-
gnose infolge ein- und mehrkanaliger Betriebsbelastung ebenfalls nicht erfolgt. Ferner
fehlt eine detaillierte Analyse der Modellgleichungen und eine Gegenüberstellung mit
Modellen des Stands der Forschung. Das vorliegende Forschungsprojekt knüpft an die-
ser Stelle an, um die offene Fragestellung zum Modell im Vorgängerprojekt FOSTA-Nr.
P796 [MK12] zu klären und die Implementierung für die industrielle Anwendung aufzu-
bereiten.
Zur Zielsetzung gehört das Verständnis, wie aus dem Kriech- und Ermüdungsanteil
des Schädigungsmodells die prognostizierte Lebensdauer hervorgeht. Dafür wird im
Abschnitt 13.2 zunächst der theoretische Rahmen der Modellierung und numerischen
Lösung der Schädigungsdifferentialgleichung erläutert. In Abschnitt 13.3 wird anschlie-
ßend durch analytische und numerische Berechnungen aufgezeigt, wie der Einfluss von
Mittelspannung und Mehrachsigkeit der Beanspruchung auf die Versagenszeit im Mo-
dell aufgegriffen und in der Lebensdauerprognose umgesetzt werden. Danach wird die
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Schädigungsakkumulation des Modells analysiert und ausgearbeitet, unter welchen Be-
dingungen der Schädigungsansatz lineare und nichtlineare Schädigungsakkumulation
aufweist, was die Berücksichtigung der zeitlichen Reihenfolge der Amplitudenstufen in
der Lastsequenz mit variablen Amplituden zur Folge hat.
In Abschnitt 13.4 lassen die Testdaten am stumpf geklebten Doppelrohr unter Schub-
wechsel- und Druckbeanspruchung darauf schließen, dass für valide Schwingfestig-
keitsprognosen eine Modellerweiterung notwendig ist, die infolgedessen ausgearbei-
tet wird. Außerdem ist aus den Kriechtestdaten der Grundversuche am stumpf gekleb-
ten Doppelrohr zu folgern, dass Definitionen von eigenen Vergleichsspannungen für
den Kriech- und Ermüdungsanteil sinnvoll sind. Deshalb werden eine Kriech- und ei-
ne Ermüdungsvergleichsspannung angesetzt. Zuletzt wird eine systematische Methode
zur adaptiven Verbesserung der Schädigungsakkumulation des Modells auf Basis der
ONERA-Ansatzes vorgeschlagen.
In Abschnitt 13.5 wird eine effiziente Parameteridentifikationsmethode ausgearbeitet
und durchgeführt. Die Identifikationsmethode zeichnet sich dadurch aus, dass die Mo-
dellparameterwerte für eine möglichst genaue Prognose mit möglichst einfachen Mit-
teln zügig und ingenieuranschaulich bestimmt werden können. Der identifizierte Para-
metersatz wird anschließend verifiziert. Für die bestmögliche Modellprognose erfolgt in
Abschnitt 13.6 die Parameteroptimierung, bei der die identifizierten Parameter als Start-
werte dienen. Die Optimierung der Parameter wird verifiziert.
Neben der Schädigungsmodellierung ist auch die Modellierung des Materialverhaltens
in effektiven Spannungen (effektives/schädigungsfreies Materialverhalten) für FE-Be-
rechnungen von Bedeutung, weshalb im Abschnitt 14 das für die Klebschicht verwen-
dete linear viskoelastische Kohäsivzonenmodell erläutert wird. Im Anschluss werden in
Abschnitt 14.1 die Implementierung des rheologischen Modells mit Schädigung in LS-
DYNA, das FE-Modell der stumpf geklebten Doppelrohrprobe und die Ergebnisse der
transienten FE-Lebensdauerprognosen aufgeführt und die jeweiligen Berechnungszei-
ten ausgewertet. Anschließend werden im Abschnitt 14.3 die Methoden zur Reduzie-
rung der Berechnungszeiten ausgearbeitet und verifiziert. Die abschließende Validie-
rung des gesamten Konzepts erfolgt in Abschnitt 15 anhand der L-Probe.
In Abschnitt 15.3 wird auf die Umsetzung zur Berücksichtigung der nichtlinearen Schä-
digungsakkumulation für zukünftige Forschungsarbeiten eingegangen.

13.2 Schädigungsmodellierung zur Versagensprognose
Damage modelling for failure prediction

13.2.1 Modellbildung für die Lebensdauerprognose auf Basis der Spannung
Modelling for lifetime prediction based on stress

Nachfolgend werden grundlegende Begriffe zur Charakterisierung schwingbeanspruch-
ter Komponenten definiert und erläutert. Die Begriffe und Definitionen sind dabei an die
Norm über den WÖHLER-Versuch DIN Norm 50100 [DIN78] angelehnt und um Ausfüh-
rungen aus dem einschlägigen, etablierten Schrifttum zur Schwing- und Betriebsfestig-
keitsanalyse wie [Ell97], [Sur98], [SM00], [Hai06], [RV07] und [San08] ergänzt.
Bei mehrkanaliger Belastung liegen mehrere Lasteinleitungsstellen vor. Ein Sonderfall
ist die einkanalige Belastung, bei der nur eine Lasteinleitungsstelle vorhanden ist. Die
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einkanalige, harmonische Belastung mit der Frequenz f , der Phase φ , der Mittelkraft Fm
und der Kraftamplitude Fa entspricht der Belastungs-Zeit-Funktion

F = Fm +Fa sin(2π f t +φ) , (13-1)

mit der die an der Lasteinleitungsstelle wirkende Kraft F zur Zeit t festgelegt ist. Im
einaxialen Fall führt die harmonische Belastungs-Zeit-Funktion auf die harmonische Be-
anspruchungs-Zeit-Funktion

σ =
F
A
= σm +σa sin(2π f t +φ) , (13-2)

in der mit A die nominelle Fläche gekennzeichnet ist. Die Werte σm und σa werden
Mittelspannung und Spannungsamplitude genannt. Das Beanspruchungsverhältnis ist
zu

R =
σm−σa

σm +σa
=

σmin

σmax
(13-3)

definiert, wobei für spätere Ausführungen außerdem die Minimal- oder Unterspannung

σmin = σm−σa , (13-4)

die Maximal- oder Oberspannung

σmax = σm +σa , (13-5)

und die Schwingbreite
∆σ = |σmax−σmin|= 2σa (13-6)

eingeführt werden. In der Beanspruchungs-Zeit-Funktion (13-2) treten mit der Mittel-
spannung σm, der Spannungsamplitude σa und der Frequenz f drei Beanspruchungs-
kennwerte auf. Die Angabe der Mittelspannung oder Spannungsamplitude kann durch
die Kennwerte (13-3) bis (13-5) stellvertretend ersetzt werden. Die harmonische Belas-
tung (13-1) bzw. Beanspruchung (13-2) heißt schwellend, falls F ≥ 0, Fa > 0 bzw. σ ≥ 0,
σa > 0 und wechselnd, falls Fm = 0, Fa > 0 bzw. σm = 0, σa > 0. Die Sonderfälle F = Fm
bzw. σ = σm heißen Kriechbelastung- bzw. -beanspruchung. Infolge der Belastung er-
fährt die Struktur eine Schädigung über der Zeit t bzw. Schwingspiele oder Zyklenzahl
N = f t, die nach der Bruchzeit tR bzw. Bruchzyklenzahl

NR = f · tR (13-7)

zu vollständiger Materialtrennung und Bauteilversagen führt. Dieses Phänomen heißt
Materialermüdung.
Die Belastung (13-1) bzw. Beanspruchung (13-2) wird als Belastung bzw. Beanspru-
chung mit konstanten Amplituden (engl. “constant amplitude (CA) loading”) bezeichnet.
Die Frequenz f ist hierbei ebenfalls ein konstanter Wert. Bei Belastung mit konstanten
Amplituden wird die ertragbare Zyklenzahl NR vom ungeschädigten bis zum vollständig
geschädigten Zustand als Schwingfestigkeit bezeichnet. Weist eine im realen Betrieb
auftretende, nicht harmonische Belastungs-Zeit-Funktion pro Schwingspiel verbundene
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Schleifen mit lokalem Minimum und Maximum auf, die von Schwingspiel zu Schwing-
spiel verschieden sind, so wird die Belastung als Belastung mit variablen Amplituden
(engl. “variable amplitude (VA) loading”) bezeichnet. Die ertragbare Schwingspielzahl
vom ungeschädigten Zustand bis zum Bruch bei Belastung mit variablen Amplituden
wird Betriebsfestigkeit oder Lebensdauer genannt.
Zur Charakterisierung der Schwingfestigkeit werden WÖHLER-Versuche durchgeführt,
bei denen stets eine feste Frequenz f und eine Beanspruchung mit konstanten Am-
plituden vorliegen. Bei der WÖHLER-Versuchsreihe wird üblicherweise die Spannungs-
amplitude σa variiert und die Mittelspannung oder das Beanspruchungsverhältnis kon-
stant gehalten. Im letztgenannten Fall ergibt die WÖHLER-Testreihe Datenpunkte der
Form (NR,σa), wobei ein quasi-homogener Spannungszustand vorliegen muss. Ist dies
nicht der Fall, wird die Schwingfestigkeit in Anlehnung an den WÖHLER-Versuch an-
hand von Datenpunkten der Form (NR,Fa) ermittelt. Die Datenpunkte werden einfach
oder doppeltlogarithmisch im WÖHLER-Diagramm aufgetragen, wobei im Folgenden
stets von der doppeltlogarithmischen Auftragung ausgegangen wird. Anhand der au-
genscheinlichen Ausgleichslinie lässt sich das WÖHLER-Diagramm in die drei Bereiche
der Kurzzeit-, Zeit- und Dauerfestigkeit einteilen.
Die Übergänge der drei Bereiche sind nicht eindeutig definiert. Der Bereich der Kurzzeit-
festigkeit liegt üblicherweise bei mehreren hundert bis mehreren tausend Bruchzyklen
vor. Die zugehörige Belastung wird niederzyklische Belastung und das Versagensphä-
nomen niederzyklische Ermüdung (engl. “low cycle fatigue (LCF)”) genannt. Bei der
niederzyklischen Ermüdung ist die Ausprägung wesentlicher plastischer Deformationen
prinzipiell nicht auszuschließen, weshalb in Materialmodellen für niederzyklische Ermü-
dung üblicherweise Konstitutivgleichungen zur Modellierung von Plastizität enthalten
sind. Neben der niederzyklischen führt die hochzyklische Belastung zu Materialermü-
dung im Zeitfestigkeitsbereich, der sich über mehrere tausend bis mehrere Millionen
Bruchzyklen erstreckt. Das Versagensphänomen infolge hochzyklischer Belastung wird
hochzyklische Ermüdung (engl. “high cycle fatigue (HCF)”) genannt. Bei hochzyklischer
Ermüdung treten kaum plastische Deformationen auf, sodass sie bei der Modellierung
nicht berücksichtigt werden. Jenseits der hochzyklischen Belastung liegt der Dauerfes-
tigkeitsbereich, der in weitere Unterbereiche eingeteilt werden kann. Das vorliegende
Forschungsprojekt umfasst hochzyklische Ermüdung und den dafür zu erbringenden
Schwing- und Betriebsfestigkeitsnachweis. Für hochzyklische Ermüdung bestehen die
Konzepte, mit denen der jeweilige Nachweis erbracht wird, üblicherweise aus Modell-
gleichungen auf Basis der Spannung.
Bei Konzepten zur Lebensdauerprognose auf Basis der Spannung werden für den Zeit-
festigkeitsbereich Modellgleichungen verwendet, die den Zusammenhang zwischen der
Bruchzyklenzahl NR und der harmonischen Beanspruchung mit der Amplitude σa her-
stellen. Die BASQUIN-Gleichung

NR = ND

(
σa

σD

)−kW

(13-8)
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zählt zu den bekanntesten Modellen auf Basis der Spannung für hochzyklische Ermü-
dung. Logarithmieren und Umformen des Exponentialansatzes (13-8) führt auf die dop-
peltlogarithmische WÖHLER-Gerade

logσa =−
1

kW
logNR + log

(
σD

kW
√

ND
)
=− 1

kW
logNR + logσa0 . (13-9)

Der Ordinatenabschnitt ist mit logσa0 gekennzeichnet. Der Parameter kW wird als Nei-
gung und das Referenzwertepaar (ND,σD) üblicherweise anhand des Übergangs von
Zeit- zu Dauerfestigkeit identifiziert, sodass die Parameter der WÖHLER-Geraden (13-9)
anhand von WÖHLER-Testdatenpunkten bestimmt werden können. Typische Wertebe-
reiche der Neigung kW und des Ordinatenabschnitts σa0 für den in diesem Projekt un-
tersuchten Klebstoff BETAMATETM 1496V sind anhand der dicken Zugscherprobe zu
kW ≈ 15...25 und σa0 ≈ 101.2605...101.3756 = 18...24 bei der Frequenz f = 7 Hz und dem
Beanspruchungsverhältnis R = 0.1 identifiziert worden [MK12] (Abschnitt 9.2), wobei
der Median zur Auswertung der WÖHLER-Testdaten herangezogen worden ist. Der Or-
dinatenabschnitt σa0 ist damit etwas größer als die Hälfte der Schubfestigkeit und der
Exponent der WÖHLER-Geraden kW ist bei industriell eingesetzten Klebstoffen üblicher-
weise größer als bei Stahl.
Im folgenden Abschnitt wird die theoretische Grundlage der Kontinuumsschädigungs-
mechanik vorgestellt, mit der aus dem Modellansatz für die Schädigung als innere
Variable im Rahmen der Kontinuumsmechanik automatisch Modellgleichungen für die
Lebensdauerprognose auf Basis der Spannung wie Gl. (13-9) impliziert werden. Der
Modellansatz besteht aus lediglich einer Gleichung, mit der sämtliche Ermüdungsphä-
nomene wie die Einflüsse der Amplitude und Mittelspannung, der Frequenz und der
Reihenfolge der Amplitudenstufen berücksichtigt werden.

13.2.2 Ansatz der Kontinuumsschädigungsmechanik zur Lebensdauerprognose
Ansatz of continuum damage mechanics for lifetime prediction

Die Modellierung der Schädigung erfolgt mit der Kontinuumsschädigungsmechanik, die
eine spezielle Erweiterung der Materialtheorie innerhalb der Kontinuumsmechanik dar-
stellt und auf die Arbeit von KACHANOV [Kac58] zurückgeht. In der Kontinuumsschädi-
gungsmechanik wird die Definition der Schädigung anhand der Illustration in Abb. 13-1
für den eindimensionalen Fall motiviert. Der dargestellte Rundstab hat den Ausgangs-
querschnitt A0 und weist keine Belastungsvorgeschichte und Vorschädigung auf. Aus-
gehend vom vollkommen ungeschädigten Zustand D = 0, s. Abb. 13-1 (links), erfährt
der Stab die Belastung durch die Kraft F , die eine Schädigung D > 0 bewirkt, s. Abb.
13-1 (Mitte). Die Schädigung äußert sich in porenartigen Mikrodefekten, die infolge des
gedanklichen Schnitts durch den Stab anteilig die Defektfläche Adef der ursprünglichen
Ausgangsquerschnittsfläche A0 einnehmen. Infolgedessen kann die Belastung nur noch
durch die restliche intakte effektive Querschnittsfläche

Ã = A0−Adef (13-10)

abgetragen werden, s. Abb. 13-1 (Mitte). Im vorliegenden Fall ist die Schädigung isotrop
und entspricht einer skalaren Größe, die nicht von der Schnittnormalen n abhängt. Als
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A0

ε ≡ ε̃

D = 0

D = 0D > 0

Ã

F, σ̃

F, σ̃F, σ

F, σ

n

Adef

Ã

RaumRaum
physikalischer effektiver

Abbildung 13-1: Skizze zur Ausbildung von Schädigung [KM16]
Figure 13-1: Illustration of damage evolution [KM16]

Maß für den Schädigungszustand hat KACHANOV auf Basis der in Abb. 13-1 illustrierten
Überlegung die dimensionslose Kontinuität oder Integrität

ψ =
A0−Adef

A0
=

Ã
A0

(13-11)

als Verhältnis der effektiven Fläche Ã zur Ausgangsfläche A0 definiert. Die Schädigungs-
variable

D = 1−ψ =
Adef

A0
(13-12)

besitzt dieselbe Aussagekraft wie die Integrität. Der Wert D = 0 kennzeichnet den Zu-
stand des Materials, bei dem keine Schädigung vorliegt. Der Wert D = 1 bedeutet voll-
ständige Schädigung bzw. Materialtrennung und Initiierung eines Makrodefekts. Das
physikalische Materialverhalten mit Schädigung wird im sog. physikalischen Raum be-
schrieben, s. Abb. 13-1 (Mitte). Hingegen liegen im sog. effektiven Raum, s. Abb. 13-1
(rechts), keine Schädigung und infolgedessen das sog. effektive Materialverhalten oder
Materialverhalten in effektiven Spannungen vor. Aus der Gleichgewichtsbeziehung für
den Stab im physikalischen und effektiven Raum folgt bei Berücksichtigung der Defini-
tion von Integrität bzw. Schädigung nach Gl. (13-11) bzw. Gl. (13-12) das Konzept der
effektiven Spannung σ̃ :

F = A0σ = Ãσ̃ ⇔ σ̃ = σ
A0

Ã
=

σ

ψ
=

σ

1−D
. (13-13)

Um die Materialantwort zwischen effektivem und geschädigtem Zustand zu verknüpfen,
fehlt eine zusätzliche Beziehung zwischen effektiver ε̃ und physikalischer Dehnung ε.
Üblicherweise wird die Dehnungsäquivalenzhypothese [Cha82]

ε̃ = ε (13-14)
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hierfür angenommen. Die effektive linear elastische Materialantwort ist

σ̃ = E ε̃ , (13-15)

wobei mit E der Elastizitätsmodul gekennzeichnet ist. Das Einsetzen der effektiven Ma-
terialantwort (13-15) und der Dehnungsäquivalenzhypothese (13-14) in das Konzept der
effektiven Spannung (13-13) führt auf die Spannung infolge Elastoschädigung:

σ = (1−D)σ̃ = (1−D)E ε̃ = (1−D)Eε . (13-16)

In Gl. (13-16) ist die isotrope Schädigung eine innere Variable, die sich als degradieren-
der Faktor (1−D) auf die Steifigkeit im Sinne der Materialgleichung für Elastoschädi-
gung (13-16) auswirkt.
Die Übertragung des Konzepts der effektiven Spannung (13-13) bei isotroper Schädi-
gung auf den dreidimensionalen Fall ist z. B. in [LC94] (Abschnitt 7.3.1) zu finden:

σσσ = (1−D)σ̃σσ . (13-17)

Die Schädigung repräsentiert im weitesten Sinne als innere Variable die Mikrodefekt-
dichte am materiellen Punkt. Die Illustration in Abb. 13-1 eröffnet dabei zwar einen geo-
metrischen Zugang für das Konzept der effektiven Spannung (13-17). Dieser Zugang
ist zur Definition und Modellierung von Schädigung auf Basis kugelförmiger Porende-
fekte nicht bindend. Vielmehr können mit der phänomenologischen Schädigungsmo-
dellierung auch Versagensphänomene beschrieben werden, bei denen keine porenarti-
gen Defekte und damit auch keine Defektfläche vorliegen wie z. B. Mikrorissbildung in
Verbundwerkstoffen, Versagen von Grenzschichten z. B. durch Auftrennen einer stoff-
schlüssigen Verbindung durch Elimination wirkender Kohäsivkräfte, gegenseitige Ablö-
sung von Molekülketten in Polymeren, Schädigung infolge Einlagerung von Fremdma-
terial durch Diffusion, Schädigung durch Strahlung, durch elektrische oder magnetische
Felder oder durch Wärmeeinwirkung etc. Jeder der eben genannten Vorgänge bewirkt
als Schädigung eine Schwächung des Grundmaterials – kugelförmige Poren treten aber
nicht auf. Phänomenologische Schädigung wird daher anhand der Auswirkung und nicht
der Ursache der Mikrodefektbildung modelliert, die zur Degradation der materiellen In-
tegrität bzw. der Steifigkeit führt. Auf Basis der phänomenologischen Modellbildung wird
für die Schädigung daher üblicherweise ein Ansatz verwendet, der das phänomenolo-
gische Materialverhalten ohne deduktiven Hintergrund einer geometrischen oder mikro-
mechanischen Vorstellung bestmöglich und physikalisch plausibel beschreibt.
Der Ansatz für die Schädigung infolge mechanischer Vorgänge wie Deformation bzw.
Krafteinwirkung ist im Rahmen der Kontinuumsschädigungsmechanik üblicherweise ei-
ne gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung, die die zeitliche Schädigungsent-
wicklung infolge Belastung bzw. Beanspruchung angibt. Die gewöhnliche Differential-
gleichung erster Ordnung zur Beschreibung der Schädigungsentwicklung wird im fol-
genden als Schädigungsdifferentialgleichung bezeichnet, in der n schädigungstreibende
Größen βi(t), i = 1, ...,n auftreten:

dD
dt

= Ḋ = f (D,βi(t)) . (13-18)
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Als schädigungstreibende Größen werden materialspezifische Funktionen von Defor-
mationen, Spannungen und Energien angesetzt. Für den vorliegenden Anwendungs-
fall, der Lebensdauerprognose bei hochzyklischer Belastung, haben sich Modelle mit
der Spannung als schädigungstreibende Größe durchgesetzt.

13.2.3 Kontinuumsschädigungsmodell für Kriech- und Ermüdungsversagen
Continuum damage model for creep and fatigue failure

LEMAITRE und CHABOCHE setzen in [LC75] die Schädigungsdifferentialgleichung für die
zeitliche Entwicklung der Schädigung Ḋ als Summe eines Kriech- Ḋc und Ermüdungs-
anteils Ḋf an:

Ḋ = Ḋc + Ḋf . (13-19)

MATZENMILLER und KURNATOWSKI verwenden im Vorgängerprojekt [MK12] für die Kriech-
schädigungsentwicklung einen Potenzansatz, der an den Vorschlag von KACHANOV

[Kac58] zur Kriechversagensprognose für sprödes Material angelehnt ist:

Ḋc =
1
c0

(〈σeq−σdc〉
σref(1−D)

)n

, c0 = 1 s . (13-20)

Der darin auftretende MACAULAY-Operator für das Argument x ist wie folgt definiert:

〈x〉= x+ |x|
2

. (13-21)

Die Konstante c0 im Kriechschädigungsansatz (13-20) dient ausschließlich zur Herstel-
lung der konsistenten Einheit 1/s für die Schädigungsentwicklung Ḋ. Die Kriechdau-
erfestigkeit σdc, die Neigung der doppeltlogarithmischen Kriechzeitfestigkeitsgeraden n
und der Parameter für den Ordinatenabschnitt der doppeltlogarithmischen Kriechzeit-
festigkeitsgeraden σref sind materialspezifische Kriechschädigungsparameter, die an-
hand von Versuchsdaten identifiziert werden müssen. Die Vergleichsspannung σeq ist
die schädigungstreibende Größe.
Für die Ermüdungsschädigungsentwicklung Ḋf wird in [MK12] der Ansatz

Ḋf =

( 〈σeq−σdf〉
(σu−σdf)(1−D)

)k 〈σ̇eq〉
σu−σdf

, (13-22)

verwendet, der auf das Modell von LEMAITRE in [Lem79] zurück geht. Im Ermüdungs-
schädigungsansatz (13-22) kennzeichnet σdf die Dauerfestigkeit. Die Parameter σu und
k repräsentieren den Ordinatenabschnitt und die Neigung der doppeltlogarithmischen
Zeitfestigkeitsgeraden. Die schädigungstreibenden Größen im Ermüdungsschädigungs-
ansatz (13-22) sind die Vergleichsspannung σeq und ihre Rate σ̇eq. Werden die Ansätze
für Kriech- (13-20) und Ermüdungsschädigung (13-22) in die Gesamtschädigungsent-
wicklung (13-19) eingesetzt, liegt die folgende im Vorgängerprojekt [MK12] verwendete
Schädigungsdifferentialgleichung vor:

Ḋ =
1
c0

(〈σeq−σdc〉
σref(1−D)

)n

+

( 〈σeq−σdf〉
(σu−σdf)(1−D)

)k 〈σ̇eq〉
σu−σdf

. (13-23)
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Im Folgenden wird erläutert, wie die schädigungstreibende Vergleichsspannung σeq aus
dem Ansatz

σeqs =
√

J2 +a1I2
1 −mI1 , a1 =

1
6

1−2ν

1+ν
(13-24)

nach SCHLIMMER [SB11b] gewonnen wird, wobei

I1 = σ11 +σ22 +σ33 (13-25)

die erste Invariante des Spannungstensors σσσ und

J2 =
1
6
[
(σ11−σ22)

2 +(σ22−σ33)
2 +(σ11−σ33)

2]+σ
2
12 +σ

2
23 +σ

2
13 (13-26)

die zweite Invariante des Spannungsdeviators

σσσdev =σσσ −1I1/3 (13-27)

und 1 den Einheitstensor kennzeichnen. Mit den Koeffizienten a1 bzw. Querdehnzahl
ν und m liegen zwei materialspezifische Parameter in der Vergleichsspannung (13-24)
vor, die ursprünglich für die Verwendung in Fließkriterien elastoplastischer Modelle für
Strukturklebverbindungen vorgeschlagen wird.
Nach dem Vorbild der Betriebsfestigkeitsanalyse wird bei Modellen der Kontinuums-
schädigungsmechanik zur Lebensdauerprognose auf Basis der Spannung eine schädi-
gungstreibende Vergleichsspannung der gleichen Form angesetzt, die sich bereits bei
der Modellierung anderer Phänomene wie z. B. Plastizität bewährt hat, s. hierzu [RV07],
S. 69/70. Auch im etablierten Schrifttum zur Kontinuumsschädigungsmechanik [LC94],
[Lem96], [LD05] und [Mur12] wird im Rahmen der Modellbildung für Metalle derart vor-
gegangen, indem die VON-MISES-Vergleichsspannung als schädigungstreibende Grö-
ße verwendet wird.
Die einzelnen Spannungskomponenten, aus denen die Invarianten und letztendlich die
Vergleichsspannung gebildet werden, treten allesamt gemeinsam infolge Belastung auf.
Eine entkoppelte Betrachtung, bei der ausschließlich Normal- oder Schubbeanspru-
chung vorliegt, ist prinzipiell ausgeschlossen. Mit einer vereinfachenden Annahme kön-
nen Normal- und Schubanteil allerdings dennoch unabhängig voneinander formuliert
werden. Der daraus resultierende Vorteil ist, dass besonders einfache Sonderfälle für
die Vergleichsspannung formuliert und anhand dieser Sonderfälle die Parameter im An-
satz für die Vergleichsspannung besonders einfach identifiziert werden können.
Bei der Idealisierungsannahme handelt es sich um den querdehnungsbehinderten Ver-
zerrungszustand

εεεq =




0 0 εq13
0 εq23

sym. εq33


 , (13-28)
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der den querdehnungsbehinderten Spannungszustand

σσσq =




σq11 0 σq13
σq22 σq23

sym. σq33


 (13-29)

zur Folge hat. Das Einsetzen des querdehnungsbehinderten Verzerrungszustands in
das verallgemeinerte dreidimensionale lineare Elastizitätsmodell für kleine Deformatio-
nen führt in Vektor-Matrix-Darstellung auf den Ausdruck




σq11
σq22
σq33
σq12
σq23
σq13



=




K




1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0



+2G




2/3 −1/3 −1/3 0 0 0
−1/3 2/3 −1/3 0 0 0
−1/3 −1/3 2/3 0 0 0

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1










0
0

εq33
0

εq23
εq13



,

(13-30)
worin K den Kompressions- und G den Schubmodul kennzeichnen. Das Auswerten der
Modellgleichungen mit Verwendung von K = [2G(1+ν)]/[3(1−2ν)] führt auf

σq11 =

(
K− 2

3
G
)

εq33

σq22 = σq11

σq33 =

(
K +

4
3

G
)

εq33,σq12 = σq21 = 0,σq13 = σq31 = 2Gεq13,σq23 = σq32 = 2Gεq23

und

σq33 =
K + 4

3G

K− 2
3G

σq11 =
1−ν

ν
σq11 (13-31)

sowie auf die Beziehung
σq22 = σq11 =

ν

1−ν
σq33 , (13-32)

sodass sich die Invarianten I1q und J2q anhand von Gln. (13-25) und (13-26) beim quer-
dehnungsbehinderten Spannungszustand wie folgt ergeben:

I1q = σq33
ν

1−ν
+σq33

ν

1−ν
+σq33 = σq33

1+ν

1−ν
, (13-33)

J2q =
1
6
[
2(σq22−σq33)

2]+σ
2
q23 +σ

2
q13 =

1
3

σ
2
q33

(
ν

1−ν
−1
)2

+σ
2
q23 +σ

2
q13

=
(2ν−1)2

3(ν−1)2 σ
2
q33 +σ

2
q23 +σ

2
q13 . (13-34)
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Unter Verwendung von (13-24)2 lässt sich die Vergleichsspannung (13-24)1 mit den
Abkürzungen

b1 =
(2ν−1)2

3(ν−1)2 +a1

(
1+ν

1−ν

)2

=
1−3ν +2ν2

2(1−ν)2 (13-35)

b2 =−m
1+ν

1−ν
(13-36)

wie folgt angeben:
σqeqs =

√
b1σ2

q33 +b2σq33 +σ2
q13 +σ2

q23 . (13-37)

Die Vergleichsspannung (13-37) infolge der Annahme vollständiger Querdehnungsbe-
hinderung ist der Anlass, die dünne Klebschicht als Kohäsivzone zwischen den Sub-
straten aufzufassen. Für die Kohäsivzone muss eine Beziehung zwischen Spannungs-
t und Verschiebungssprungvektor ∆∆∆ zugrunde gelegt werden. Der Spannungsvektor hat
infolge der Querdehnungsbehinderung (13-28) die Einträge

t =
[
σq13 σq23 σq33

]T
=
[
tt tb tn

]T
, (13-38)

die als Tangential- tt, Binormal- tb und Normalspannung tn bezeichnet werden. Die Ver-
gleichsspannung im Kohäsivzonenmodell lautet damit

σeq =
√〈

b1t2
n +b2tn + t2

t + t2
b

〉
, (13-39)

wobei die MACAULAY-Klammer ergänzt worden ist, um einen negativen Radikanden
auszuschließen.
Bei Beanspruchung mit konstanten Amplituden hat der Spannungsvektor (13-38) analog
zur zeitkontinuierlichen Spannung (13-2) die Komponenten

tt = ttm + tta sin(2π f t +φt) , (13-40)
tb = tbm + tba sin(2π f t +φb) , (13-41)
tn = tnm + tna sin(2π f t +φn) . (13-42)

Liegt keine Phasenverschiebung vor, d. h. φt = φb = φn = 0, sind die Gln. (13-39) bis
(13-42) allesamt periodische Funktionen und haben lokale Maxima σeqmax bzw. ttmax,
tbmax, tnmax bei t = (4n+ 1)/(4 f ) und lokale Minima σeqmin bzw. ttmin, tbmin, tnmin bei t =
(4n+3)/(4 f ) für ganzzahlige n = 0,1,2, ... usw. Es sei angemerkt, dass durch die Nicht-
linearität des Ausdrucks für die Vergleichsspannung (13-39) die Vergleichsmittelspan-
nung σeqm bei t = n/(2 f ), n = 0,1,2, ... i. A. bei Beanspruchung mit konstanten Ampli-
tuden durch Gln. (13-40) bis (13-42) nicht als additiver Term derart extrahieren werden
kann, sodass die Vergleichsmittelspannung als konstanter Term mit dem Produkt aus
Vergleichsspannungsamplitude σeqa und sinusförmigen Anteil addiert wird:

σeq 6= σeqm +σeqa sin(2π f t) . (13-43)

226



Modellierung des Ermüdungsversagens mit Kontinuumsschädigungsmechanik
Modelling of fatigue failure with continuum damage mechanics

Obwohl die Darstellung der Vergleichsspannung in Mittelspannung und Amplitude i. A.
nicht möglich ist, kann sie per Definition (13-39) durchaus als Schwellbeanspruchung
bezeichnet werden, wenn die enthaltenen Komponenten des Spannungsvektors den
sinusförmigen Verlauf nach Gln. (13-40) bis (13-42) aufweisen.

13.2.4 Numerische Lösung der Schädigungsdifferentialgleichung mit dem “Stand-
Alone-Löser” (SAL)
Numerical solution of the damage differential equation with the “Stand-
Alone-Löser” (SAL)

Die kontinuierliche Zeit t wird in ntp äquidistante Zeitpunkte bzw. Zeitintervalle/Zeitschrit-
te ∆t = ( j)∆t = ( j)t − ( j−1)t, j = 1, ...,ntp unterteilt, wobei (0)t = 0. Die numerische Lö-
sung besteht somit aus den Schädigungswerten ( j)D, j = 1, ...,ntp zur diskreten Zeit ( j)t,
j = 1, ...,ntp. Für die numerische Lösung der Schädigung ( j)D, j = 1, ...,ntp wird die Rück-
wärtsdifferenzenformel zweiter Ordnung (im Folgenden engl. “Backward Differentiati-
on Formula” der Konvergenzordnung 2 (BDF2), s. [Gea71], Abschnitt 11.1) verwendet.
Dabei ist berücksichtigt worden, dass die BDF2 prinzipiell kein sog. selbststartendes
Verfahren wie das mit der Trapezregel modifizierte Verfahren TR-BDF2 [BCF+85] ist;
allerdings haben die gewählten Anfangswerte nahezu keinen Einfluss auf die numeri-
sche Lösung. Verglichen mit expliziten Verfahren ist die Zeitschrittweite bei Verwendung
der BDF2 um zwei bis vier Zehnerpotenzen größer, was eine enorme numerische Effizi-
enz bedeutet. Im Vergleich zu anderen impliziten Verfahren wie den impliziten RUNGE-
KUTTA- oder Mehrschrittverfahren höherer Ordnung oder aber Mehrschrittverfahren mit
Berücksichtigung höherer Ableitungen wie den ENRIGHT-Methoden (s. z. B. [HNW96],
S. 262) liegen die Vorteile der BDF2 vor allem in der geringen Anzahl an benötigten
Rechenoperationen, der Konsistenz und der sog. A-Stabilität zusammen mit der Ei-
genschaft der Steifigkeitsdämpfung bei steifen Anfangswertproblemen (s. [AP98], Ab-
schnitte 5.1.2 und 5.3). Die Eigenschaft der Steifigkeitsdämpfung wird auch L-Stabilität
genannt (s. [Asc08], Abschnitt 2.6). Durch ihre Eigenschaften eignet sich die BDF2 ins-
besondere bei Berechnungen mit großen Zeitschrittweiten, die im Bereich von 10−3 bis
10−2 Sekunden liegen. Außerdem ist die Diskretisierung analog zur BDF1 vorzuneh-
men, die auch als implizites EULER-Verfahren bekannt ist. Daraus resultiert eine un-
komplizierte Implementierung mit geringem Aufwand.
Das lineare Mehrschrittverfahren BDF2 führt auf die implizite Differenzengleichung

3
2
( j+1)D−2( j)D+

1
2
( j−1)D = ∆t · ( j+1)Ḋ , j = 0, ...,ntp−1 . (13-44)

Die diskrete Zeitableitung der Schädigung ist durch

( j+1)Ḋ = ( j+1)Ḋc +
( j+1)Ḋf , (13-45)

( j+1)Ḋc =
1
c0

(
〈( j+1)σeq−σdc〉
σref(1− ( j+1)D)

)n

, (13-46)

( j+1)Ḋf =

(
〈( j+1)σeq−σdf〉

(σu−σdf)(1− ( j+1)D)

)k 〈( j+1)σ̇eq〉
σu−σdf

(13-47)
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gegeben. Wird vom Zustand ohne Schädigung und Belastungsvorgeschichte ausge-
gangen, sind die Anfangswerte (−1)D = (0)D = 0. Für die Zeitableitung der Vergleichs-
spannung wird die Finite-Differenzen-Approximation zweiter Ordnung

( j+1)
σ̇eq =

3
2
( j+1)σeq−2( j)σeq +

1
2
( j−1)σeq

∆t
. (13-48)

verwendet (s. [For88]). Die implizit auftretende, gesuchte Größe ( j+1)D des Gleichungs-
satzes (13-44) bis (13-48) wird mit dem NEWTON-Verfahren aufgefunden, wofür wg. Gl.
(13-44) zur NEWTON-Iteration (i) das Residuum

RBDF2 =
3
2
( j+1)

(i)D−2 ( j)D+
1
2
( j−1)D−∆t

(
( j+1)

(i)Ḋc +
( j+1)

(i)Ḋf

)
(13-49)

vorliegt. Die aktuelle Lösung der nächsten NEWTON-Iteration (i+1) berechnet sich zu

( j+1)
(i+1)D =

( j+1)
(i)D−RBDF2


 ∂RBDF2

∂
( j+1)

(i)D



−1

(13-50)

mit den partiellen Ableitungen

∂RBDF2

∂
( j+1)

(i)D
=

3
2
−∆t


∂

( j+1)
(i)Ḋc

∂
( j+1)

(i)D
+

∂
( j+1)

(i)Ḋf

∂
( j+1)

(i)D


 , (13-51)

∂
( j+1)

(i)Ḋc

∂
( j+1)

(i)D
=

n
〈
( j+1)σeq−σdc

〉n

c0σn
ref

(
1− ( j+1)

(i)D
)n+1 , (13-52)

∂
( j+1)

(i)Ḋf

∂
( j+1)

(i)D
=

k
〈
( j+1)σeq−σdf

〉k〈
( j+1)σ̇eq

〉

(
(σu−σdf)

(
1− ( j+1)

(i)D
))k+1 . (13-53)

Die Lösung liegt vor, falls das Residuum das Konvergenzkriterium

|RBDF2|< ε (13-54)

erfüllt, für das ε ein klein zu wählender Toleranzwert ist. Der Wert ε = 2 ·10−15 hat sich
bewährt. Im Falle keiner Konvergenz wird weiter iteriert, indem i = i+1 gesetzt und wie-
der mit Gl. (13-49) fortgefahren wird. Die Schädigung wird mit dem vorgestellten Ablauf
solange integriert, bis die kritische Schädigung Dcrit = 1 erreicht ist. In jedem aktuellen,
neuen Zeitschritt ( j+1)t wird als Startwert für das NEWTON-Verfahren in Gl. (13-49) der
Schädigungswert ( j+1)

(i)D = ( j)D aus dem alten Zeitschritt ( j)t verwendet.
Zur Lösung der Schädigungsdifferentialgleichung mit der BDF2 (13-44) muss die Ver-
gleichsspannung σeq in den Schädigungsbeiträgen für Kriechen (13-46) und Ermüdung
(13-47) in der Zeit diskretisiert werden. Bei Beanspruchung mit konstanten Amplitu-
den liegen am diskreten Zeitpunkt ( j+1)t analog zu den zeitkontinuierlichen Spannungen
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(13-40) bis (13-42) die zeitdiskreten Spannungen

( j+1)tt = ttm + tta sin(2π f ( j+1)t +φt) , (13-55)
( j+1)tb = tbm + tba sin(2π f ( j+1)t +φb) , (13-56)
( j+1)tn = tnm + tna sin(2π f ( j+1)t +φn) (13-57)

vor, sodass die zeitdiskrete Vergleichsspannung mit

( j+1)
σeq =

√〈
b1

( j+1)tn2 +b2
( j+1)tn + ( j+1)tt2 + ( j+1)tb2

〉
(13-58)

gegeben ist. Die Eingabe des zeitdiskreten Beanspruchungssignals (13-58) in den Glei-
chungssatz (13-44) bis (13-54) der BDF2 zur numerischen Lösung der Schädigungs-
differentialgleichung (13-23) erfolgt mit einem FORTRAN-Programm, das im Folgenden
als Stand-Alone-Löser (SAL) bezeichnet wird. Dabei wird im Falle konstanter Amplitu-
den die Periodizität des Beanspruchungssignals (13-58) ausgenutzt, indem die Span-
nungswerte jedes Zyklus N der Dauer T nacheinander periodisch wiederholend in die
Gleichungen zur Lösung der Schädigungsdifferentialgleichung eingegeben werden. Die
zeitdiskreten Spannungskomponenten (13-55) bis (13-57) einer Periode T liegen dafür
zu den diskreten Zeitpunkten in einer Textdatei vor.
Wie bereits bei Beziehung (13-43) lässt sich aus der Vergleichsspannung (13-58) bei
Beanspruchung mit konstanten Amplituden durch Gln. (13-55) bis (13-57) die Vergleichs-
mittelspannung σeqm bei ( j+1)t = n/(2 f ), n= 0,1,2, ... nicht als additiver Term derart extra-
hieren, dass die Vergleichsmittelspannung als konstanter Term mit einem transienten,
sinusförmigen Anteil addiert wird. Dennoch ist die Vergleichsspannung eine periodische
Funktion mit lokalem Maximum σeqmax bei t = (4n+1)/(4 f ) und lokalem Minimum σeqmin
bei t = (4n+ 3)/(4 f ) für ganzzahlige n = 0,1,2, ... usw. Ohne Beschränkung der Allge-
meinheit wird zur besseren Illustration der Zeitdiskretisierung deshalb im Folgenden
vom Sonderfall der reinen Schubschwellbeanspruchung tn = tb = 0, σeq = tt ≥ 0 ausge-
gangen, sodass sich aus Gl. (13-58) die harmonische Beanspruchung

( j+1)
σeq = σeqm +σeqa sin(2π f ( j+1)t) (13-59)

ergibt. In Abb. 13-2 ist die Beanspruchung (13-59) für den ersten Zyklus N zeitdiskret
dargestellt. Die Anfangswerte, die zur Berechnung der Zeitableitung der diskreten Ver-
gleichsspannung (13-48) benötigt werden, sind zu null gesetzt: (−1)σeq =

(0)σeq = 0. Zur
Berechnung des Schädigungswerts ( j)D zur Zeit ( j)t liegt die diskrete Vergleichsspan-
nung ( j)σeq vor. Jeder einzelne Zyklus wird mit der festen Anzahl aus ntpc Zeitpunkten
diskretisiert, sodass j = 1, ...,ntpc. Der einzelne Zyklus muss mindestens mit ntpc = 8 Zeit-
schritten aufgelöst werden, damit der Signalverlauf noch eindeutig der Sinusform zuge-
ordnet werden kann. Außerdem ist darauf zu achten, dass diskrete Zeitpunkte beim Ver-
gleichsspannungsminimum und -maximum vorliegen. In [KM15] ist ausführlich am Bei-
spiel von f = 10 Hz bzw. T = 0.1 s erläutert, dass bei Verwendung der BDF2 (13-44) die
Zeitschrittanzahl pro Zyklus ntpc = 16, d. h. die Zeitschrittweite ∆t = T/16 = 6.25 ·10−3 s,
den besten Kompromiss zwischen numerischer Effizienz und Konvergenz darstellt.
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(1)t (3)t(2)t
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T

Abbildung 13-2: Beispiel für die diskretisierte Vergleichsspannung (13-59) in der Zeit t mit der
konstanten Zeitschrittweite ∆t = (3)

∆t für den ersten Zyklus N
Figure 13-2: Discrete equivalent stress (13-59) in time t with constant time step size ∆t = (3)

∆t
for the first cycle N

13.3 Analytische und numerische Betrachtung des Schädigungsan-
satzes
Analytical and numerical treatment of the damage approach

Im Folgenden soll anhand von Parameterstudien der Einfluss der Modellparameter im
Schädigungsansatz (13-23) auf die prognostizierte Versagenszeit visualisiert werden.
Die numerischen Ergebnisse werden qualitativ interpretiert und anschließend analytisch
verifiziert.

13.3.1 Parameterstudien
Parameter studies

Gegenstand der Parameterstudien sind die Kriech- σref, σdc, n und Ermüdungsschädi-
gungsparameter σu, σdf, k sowie die Parameter b1 und b2 im Ansatz für die Vergleichs-
spannung. Um den Einfluss der Parameter auf die Versagenszeit zu visualisieren, wird
im Folgenden zunächst nur der Kriechschädigungsanteil (13-20) betrachtet. Im An-
schluss folgen analoge Studien zum Ermüdungsschädigungsanteil (13-22). Zuletzt wird
der Einfluss der Vergleichsspannungsparameter auf die Versagenszeit analysiert, wenn
beide Schädigungsanteile im Modell gemäß Gl. (13-23) gemeinsam auftreten.
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Kriechschädigungsparameter: reine Kriechschädigung infolge reiner Schubbean-
spruchung

Um den Einfluss der Kriechschädigungsparameter auf die Versagenszeit zu illustrieren,
wird die konstante, reine Schubkriechbeanspruchung

σeq = ttm = konst. , tn = tb = 0 (13-60)

herangezogen. In diesem Fall gilt σ̇eq = ṫtm = 0, weshalb der Ermüdungsschädigungsan-
teil (13-22) in der Schädigungsdifferentialgleichung (13-19) entfällt und nur die Kriech-
schädigung (13-20) verbleibt, sodass die Differentialgleichung für reine Kriechschädi-
gung

Ḋc =
1
c0

( 〈ttm−σdc〉
σref(1−Dc)

)n

, c0 = 1 s (13-61)

zu lösen ist. Ausgehend vom Beispielparametersatz in Tab. 13-1 wird der Einfluss der
Kriechschädigungsparameter σref, σdc, n auf die Bruchzeit deutlich, indem jeweils ein
Parameter variiert wird, während die anderen Parameter die Werte des Beispielparame-
tersatzes beibehalten. Der Beispielparametersatz beinhaltet physikalisch plausibel aus-
Tabelle 13-1: Beispielparametersatz für Studien zu den Kriechschädigungsparametern
Table 13-1: Sample values for studies about creep damage parameters

σref [MPa] σdc [MPa] n [-]
35 3 15

gewählte Parameterwerte, die der Größenordnung der identifizierten Parameter im Vor-
gängerprojekt [MK12] entsprechen. Sowohl für den Beispielparametersatz als auch für
jede Variation eines Parameters werden vier Bruchzeiten infolge vier Beanspruchungen
(13-60) wie in Abschnitt 13.2.4 beschrieben numerisch berechnet und doppeltlogarith-
misch in Abb. 13-3 aufgetragen. Die Werte des untersuchten Parameters sind in der
jeweiligen Abbildung angegeben. Zusätzlich verläuft jeweils eine doppeltlogarithmische
Gerade durch die berechneten Datenpunkte.

Die erste Studie im oberen Diagramm der Abb. 13-3 veranschaulicht die Auswirkung des
Parameters n auf die Bruchzeit. Der Parameter n beeinflusst augenscheinlich sowohl
die Neigung der doppeltlogarithmischen Geraden als auch deren Ordinatenabschnitt.
Im mittleren Diagramm der Abb. 13-3 wird der Einfluss des Parameters σref untersucht,
der sich offenbar ausschließlich auf den Ordinatenabschnitt der doppeltlogarithmischen
Geraden auswirkt, da die Neigungen identisch sind. Im unteren Diagramm der Abb. 13-3
ist der Einfluss des Parameters σdc dargestellt, der sich offenbar sowohl auf die Neigung
als auch auf den Ordinatenabschnitt der doppeltlogarithmischen Geraden auswirkt.
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Abbildung 13-3: Einfluss der Kriechschädigungsparameter n, σref und σdc in Gl. (13-61) auf die
Zeit bis zum Versagen infolge der numerischen Prognosen mit dem SAL für jeweils vier reine
Schubkriechbeanspruchungen (13-60) pro Parametersatz
Figure 13-3: Influence of creep damage parameters n, σref and σdc in Eq. (13-61) on the life-
time due to numerical prediction with SAL for four pure shear creep loadings (13-60) per set of
parameters
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Ermüdungsschädigungsparameter: reine Ermüdungsschädigung infolge reiner
Schubbeanspruchung

Für die Studien zu den Ermüdungsschädigungsparametern k, σu und σdf wird die har-
monische, reine Schubschwellbeanspruchung

σeq = tt = ttm + tta sin(2π f t)≥ 0 , tn = tb = 0 (13-62)

mit der Frequenz f = 10 Hz und dem Beanspruchungsverhältnis von R = 0.1 verwendet.
Außerdem wird die Kriechschädigung (13-20) in der Schädigungsdifferentialgleichung
(13-19) für die Parameterstudien mit Ḋc = 0 vernachlässigt, sodass lediglich reine Er-
müdungsschädigungsentwicklung

Ḋf =

( 〈tt−σdf〉
(σu−σdf)(1−Df)

)k 〈ṫt〉
σu−σdf

(13-63)

vorliegt. Der Beispielparametersatz für die Studien zu den Ermüdungsschädigungspa-
rametern ist in Tab. 13-2 aufgeführt. Die Studien und Illustrationen der Ergebnisse in
Tabelle 13-2: Beispielparametersatz für Studien zu den Ermüdungsschädigungsparametern
Table 13-2: Sample values for studies about the fatigue damage parameters

σu [MPa] σdf [MPa] k [-]
40 3 25

Abb. 13-4 sind vollständig analog zu denjenigen für die Kriechschädigungsparameter
im vorigen Abschnitt. Aus dem oberen Diagramm in Abb. 13-4 geht hervor, dass der Pa-
rameter k vor allem die Neigung der doppeltlogarithmischen Geraden beeinflusst. Auf
den Ordinatenabschnitt wirkt sich der Parameter k augenscheinlich kaum aus. Hinge-
gen beeinflusst der Parameter σu offenbar ausschließlich den Ordinatenabschnitt, wie
es dem mittleren Diagramm in Abb. 13-4 zu entnehmen ist. Der Parameter σdf hat au-
genscheinlich vor allem eine Auswirkung auf die Neigung und einen geringen Einfluss
auf den Ordinatenabschnitt, s. unteres Diagramm in Abb. 13-4.

Vergleichsspannungsparameter

Für die Studien zu den Vergleichsspannungsparametern wird die reine Normalschwell-
beanspruchung

tn = tnm + tna sin(2π f t)> 0 , tt = tb = 0 (13-64)

mit dem Beanspruchungsverhältnis R = 0.1 und einer Frequenz von f = 10 Hz verwen-
det, sodass nach Einsetzen in Gl. (13-39) die Vergleichsspannung

σeq =
√

b1t2
n +b2tn (13-65)

vorliegt. Es wird die gesamte Schädigungsdifferentialgleichung (13-23) gelöst und die
Parameter aus Tabn. 13-1, 13-2 und 13-3 herangezogen. Die Ergebnisse der Studien
zum Einfluss der Vergleichsspannungsparameter werden analog zu den vorigen Para-
meterstudien durchgeführt und sind in Abb. 13-5 dargestellt. Aus Abb. 13-5 geht hervor,
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Abbildung 13-4: Einfluss der Ermüdungsschädigungsparameter k, σu und σdf in Gl. (13-63) auf
die Bruchzyklenzahl infolge der numerischen Prognosen mit dem SAL für jeweils vier reine
Schubschwellbeanspruchungen (13-62) pro Parametersatz
Figure 13-4: Influence of the fatigue damage parameters k, σu and σdf in Eq. (13-63) on the
number of cycles to fracture due to numerical predictions with SAL for four pure shear loadings
(13-62) per set of parameters
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Abbildung 13-5: Einfluss der Vergleichsspannungsparameter b1 und b2 auf die Zeit bis zum Ver-
sagen infolge reiner Zugschwellbeanspruchung
Figure 13-5: Influence of the parameters b1 und b2 in the equivalent stress on the time until failure
due to pure tensile loading
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Tabelle 13-3: Beispielparametersatz für Studien zu den Vergleichsspannungsparametern
Table 13-3: Sample values for studies about the parameters in the equivalent stress

b1 [-] b2 [MPa]
0.4 15

dass sowohl der Parameter b1 als auch der Parameter b2 stets beide gemeinsame einen
Einfluss auf die Neigung und den Ordinatenabschnitt der doppeltlogarithmischen Aus-
gleichsgeraden durch die Datenpunkte der berechneten Bruchzeiten haben.

13.3.2 Analytische Betrachtung der reinen Kriechschädigung
Analytical treatment of pure creep damage

Die nichtlineare gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung (13-23) für die Schä-
digung ist nur für Sonderfälle analytisch lösbar. In der Studie zum Einfluss der Kriech-
schädigungsparameter im vorigen Abschnitt 13.3.1 liegt allerdings mit reiner Kriech-
schädigung gerade so ein Sonderfall vor. Zur analytischen Lösung werden in der Diffe-
rentialgleichung für reine Kriechschädigung (13-61) die Terme in der Zeit t und Kriech-
schädigung Dc separiert und ausgehend vom ungeschädigten Zustand Dc = 0 zum Zeit-
punkt t = 0 bis zur Materialtrennung bei Dc = 1 zum Bruchzeitpunkt t = tR integriert,
wobei von ttm−σdc > 0 ausgegangen wird:

1∫

0

(1−Dc)
ndDc =

tR∫

0

1
c0

(
ttm−σdc

σref

)n

dt . (13-66)

Die Auswertung des Integrals (13-66) führt auf die Kriechbruchzeit

tR =
c0

n+1

(
σref

ttm−σdc

)n

. (13-67)

Durch Logarithmieren und Umformen geht der Ausdruck für die Kriechbruchzeit in Gl.
(13-67) in die äquivalente doppeltlogarithmische Schubkriechzeitfestigkeitsgerade über:

log(ttm−σdc) =−
1
n

log
tR
c0

+ log

(
σref

(n+1)
1
n

)
. (13-68)

Die Kriechzeitfestigkeitsgerade (13-68) ist formal identisch zur WÖHLER-Geraden (13-9)
und zusammen mit den Kennzeichnungen der Steigung und des Ordinatenabschnitts in
Abhängigkeit der relevanten Parameter in Abb. 13-6(a) illustriert. Die Steigung −1/n der
doppeltlogarithmischen Geraden (13-68) hängt ausschließlich vom Parameter n ab. Der
Parameter σref hat demnach keinen Einfluss auf die Steigung der Kriechzeitfestigkeits-
geraden, was die Beobachtung aus der Parameterstudie in Abb. 13-3 bestätigt. Damit
die doppeltlogarithmische Kriechzeitfestigkeitsgerade die in Testdaten stets beobacht-
bare negative Steigung aufweist, muss n > 0 gelten. Der rechte Summand auf der rech-
ten Seite in der Kriechzeitfestigkeitsgeraden (13-68) entspricht dem logarithmischen Or-
dinatenabschnitt, der von den beiden Parametern n und σref abhängig ist, was abermals
mit der Beobachtung aus der Parameterstudie in Abb. 13-3 übereinstimmt. Gilt n > 0,
so folgt (n+1)

1
n > 0, sodass σref > (n+1)

1
n zu plausiblen positiven Werten für den loga-
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rithmischen Ordinatenabschnitt führt. In Abb. 13-6(a) ist die Bedeutung des Parameters

log(ttm − σdc)

log(tR/c0)

log
(
σref/(n+ 1)

1
n

)

ttm = σdc

1

− 1
n

(a)

log tta

logNR

log σu(1−R)

2 k+1
√

1−Rk+1

tt = σdf
1

− 1
k+1

(b)

Abbildung 13-6: Auswirkung der Schädigungsmodellparameter auf die Versagenszeit bei rei-
ner Schubbeanspruchung: (a) Einfluss der Kriechschädigungsparameter n, σref und σdc auf die
Kriechzeitfestigkeitsgerade (13-68); (b) Einfluss der Ermüdungsschädigungsparameter k und σu
auf die Schwingzeitfestigkeitsgerade (13-84) infolge σdf = 0
Figure 13-6: Effect of the damage model parameters on the time to failure at pure shear loading:
(a) Influence of creep damage parameters n, σref and σdc on the straight line (13-68) of creep
strength; (b) Influence of the fatigue damage parameters k and σu on the straight line (13-84) of
fatigue strength due to σdf = 0

σdc skizziert. Aufgrund der MACAULAY-Klammer in der Kriechschädigungsentwicklung
(13-20) führen Werte σdc > σeq bzw. σdc > ttm bei reiner Schubbeanspruchung zu keiner
Kriechschädigung. Der Parameter σdc erlangt damit die Bedeutung einer Schubkriech-
zeitfestigkeit als unterster Grenzwert der Beanspruchung, bei der überhaupt Kriech-
schädigung auftritt. Infolgedessen sind lediglich Werte von σdc ≥ 0 plausibel.
Die Schubkriechzeitfestigkeit σdc ist anhand von Kriechversuchen mit reinem Schub
theoretisch identifizierbar. Nachdem dies erfolgt ist, können die restlichen Parameter n
und σref anhand der Steigung und dem Ordinatenabschnitt der doppeltlogarithmischen
Kriechzeitfestigkeitsgeraden (13-68) festgelegt werden, die aus Tests mit reiner Kriech-
schubbeanspruchung erzeugt wird. Dies gibt einen Anhaltspunkt für eine robuste Iden-
tifikationsmethode, die in Abschnitt 13.5.1 weiter ausgearbeitet und anhand der Testda-
ten vom LWF durchgeführt wird.
Die Gln. für die Kriechbruchzeit (13-67) und Kriechzeitfestigkeitsgerade (13-68) können
nicht nur für reine Schubbeanspruchung tt sondern auch für eine konstante Vergleichs-
spannung σeqm = konst., σeqm−σdc > 0 analog hergeleitet werden:

tR∫

0

dt = c0

1∫

0

(
(1−Dc)σref

σeqm−σdc

)n

dDc , (13-69)

tR =
c0

n+1

(
σref

σeqm−σdc

)n

, (13-70)

log(σeqm−σdc) =−
1
n

log
tR
c0

+ log

(
σref

(n+1)
1
n

)
. (13-71)

Die gewählten Grenzen zur Lösung der Schädigungsdifferentialgleichung in Gl. (13-69)
führen auf die Kriechbruchzeit (13-70). Allerdings lässt sich das Integral in Gl. (13-69)
auch in den Grenzen vom ungeschädigten Zustand Dc = 0 zum Zeitpunkt t̃ = 0 bis zum
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geschädigten Zustand Dc = D zum Zeitpunkt t̃ = t berechnen:

D∫

0

(1−Dc)
ndDc =

t∫

0

1
c0

(
σeqm−σdc

σref

)n

dt̃ . (13-72)

Nach der Integration und Einsetzen der Kriechbruchzeit (13-70) liegt die analytische
Lösung für die reine Kriechschädigung vor:

D = 1−
(

1− t
tR

) 1
n+1

. (13-73)

Als Funktion der Zeit t nimmt die Kriechschädigung (13-73) zwischen t = 0⇒D = 0 und
t = tR⇒D = 1 sinnvolle Werte an, die dem Werteintervall der Lösung der Schädigungs-
differentialgleichung entsprechen.
Anstelle der Integration vom ungeschädigten Zustand D = 0 aus lassen sich die Inte-
grale auch bzgl. des Zeitintervalls ∆t berechnen, in der ausgehend von der Schädigung
Dc =D zum Zeitpunkt t aufgrund der Kriechbeanspruchung die Schädigung Dc =D+∆D
zum Zeitpunkt t +∆t vorliegt:

D+∆D∫

D

(1−Dc)
ndDc =

t+∆t∫

t

1
c0

(
σeqm−σdc

σref

)n

dt̃ . (13-74)

Nach Integration, Umformung und Einsetzen von (13-70) folgt das Kriechschädigungs-
inkrement

∆D = 1−D−
[
(1−D)n+1− ∆t

tR

] 1
n+1

. (13-75)

In zeitdiskreter Darstellung ist ausgehend von der Schädigung ( j)D die resultierende
Schädigung ( j+1)D infolge der Kriechbeanspruchung über die Zeit ∆t gerade

( j+1)D = ( j)D+∆D = 1−
[
(1− ( j)D)n+1− ∆t

tR

] 1
n+1

. (13-76)

Gl. (13-76) ist eine Rekursionsgleichung, mit der die Schädigung ( j+1)D infolge Kriech-
beanspruchung zum aktuellen Zeitpunkt ( j+1)t berechnet werden kann.

13.3.3 Analytische Betrachtung der reinen Ermüdungsschädigung
Analytical treatment of pure fatigue damage

Die Annahme, dass im Schädigungsansatz bei reiner Schubbeanspruchung die Kriech-
schädigung mit Ḋc = 0 vernachlässigt wird, führt auf die Differentialgleichung für reine
Ermüdungsschädigung (13-63). Diese Gleichung stellt einen Sonderfall dar, der analog
zur reinen Kriechschädigung in Abschnitt 13.3.2 analytisch per Separation und Integra-
tion lösbar ist. Die Separation in Gl. (13-63) führt auf

(1−Df)
kdDf =

1
(σu−σdf)k+1 〈tt−σdf〉k 〈dtt〉 . (13-77)
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Obliegt der Schubspannung tt die harmonische Funktion (13-62), so resultiert aus jedem
geschlossenen Zyklus der Spannung ein Schädigungsinkrement ∆D:

D+∆D∫

D

(1−Df)
kdDf =

1
(σu−σdf)k+1

∮

tt

〈tt−σdf〉k 〈dtt〉 . (13-78)

Aufgrund der MACAULAY-Klammer im Differential ist 〈dtt〉 = 0, falls dtt < 0. D. h., Er-
müdungsschädigung tritt ausschließlich dann auf, wenn die Spannung zunimmt und
es findet keine Ermüdungsschädigung statt, wenn die Spannung abnimmt. Zusammen
mit der Annahme tt−σdf > 0 und der Folgerung für Gl. (13-40), dass die reine Schub-
schwellbeanspruchung (13-62) für einen geschlossenen Spannungszyklus Werte zwi-
schen dem Minimum ttmin und Maximum ttmax annimmt, wird aus Gl. (13-78)

D+∆D∫

D

(1−Df)
kdDf =

1
(σu−σdf)k+1

ttmax∫

ttmin

(tt−σdf)
k dtt . (13-79)

Gl. (13-79) repräsentiert ausgehend vom Zyklus N den Schädigungszuwachs infolge
des Zyklus N+1, in dem das lokale Minimum ttmin und Maximum ttmax der reinen Schub-
schwellbeanspruchung (13-62) analog zu den Definitionen (13-4) und (13-5) vorliegen,
sodass folgende Gleichung dem Ausdruck (13-79) äquivalent ist:

D+∆D∫

D

(1−Df)
kdDf =

1
(σu−σdf)k+1

N+1∫

N

ttmax∫

ttmin

(tt−σdf)
k dttdÑ . (13-80)

Die Integration des Schädigungszuwachses pro Zyklus (13-80) vom ungeschädigten
Zustand Df = 0 bei Ñ = 0 bis zur Initiierung des Makrodefekts infolge Df = 1 nach der
Bruchzyklenzahl Ñ = NR liefert

1∫

0

(1−Df)
kdDf =

1
(σu−σdf)k+1

NR∫

0

ttmax∫

ttmin

(tt−σdf)
k dttdÑ , (13-81)

woraus nach Auswertung der bestimmten Integrale der Ausdruck für die Bruchzyklen-
zahl NR infolge der reinen Schubschwellbeanspruchung (13-62) resultiert:

NR =
(σu−σdf)

k+1

(ttmax−σdf)
k+1− (ttmin−σdf)

k+1 . (13-82)

Logarithmieren und Umformen führt auf den Ausdruck

logNR = log
(
(σu−σdf)

k+1
)
− log

(
(ttmax−σdf)

k+1− (ttmin−σdf)
k+1
)
. (13-83)

Mit der Annahme σdf = 0 und ttmin = (2Rtta)/(1−R) sowie ttmax = (2tta)/(1−R) infolge
der Definition des Beanspruchungsverhältnisses (13-3) folgt die doppeltlogarithmische
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Gerade
log tta =−

1
k+1

logNR + log
σu(1−R)

2 k+1
√

1−Rk+1
, (13-84)

die offensichtlich formal der WÖHLER-Geraden (13-9) bei reiner Schubbeanspruchung
entspricht und im Folgenden deshalb ebenfalls als WÖHLER-Gerade bezeichnet wird.
Der Koeffizientenvergleich ergibt

k = kW−1 (13-85)

sowie
σa0 =

σu(1−R)

2 k+1
√

1−Rk+1
. (13-86)

Es ist zu beachten, dass das Beanspruchungsverhältnis R> 0 in Gl. (13-84) stets positiv
ist, da die stets positive Schwellbeanspruchung (13-62) angenommen worden ist. In Ab-
bildung 13-6(b) ist die WÖHLER-Gerade (13-84) zusammen mit der Kennzeichnung der
Steigung und dem Ordinatenabschnitt in Abhängigkeit der relevanten Parameter darge-
stellt. Die Steigung − 1

k+1 der WÖHLER-Geraden (13-84) hängt ausschließlich vom Para-
meter k und nicht vom Parameter σu ab, was mit der Beobachtung aus der Parameterstu-
die in Abb. 13-4 übereinstimmt. Für k >−1 verläuft die WÖHLER-Gerade mit plausibler
negativer Steigung. Der rechte Summand der rechten Seite der WÖHLER-Geraden ent-
spricht dem logarithmischen Ordinatenabschnitt, der von den Parametern σu und k ab-
hängt, was wiederum der Beobachtung aus der Parameterstudie in Abb. 13-4 entspricht.
Damit der Ordinatenabschnitt positiv ist, muss σu > 2 k+1

√
1−Rk+1/(1−R) erfüllt sein. In

Abb. 13-6(b) ist die Bedeutung des Parameters σdf illustriert, der die Schubschwingfes-
tigkeit darstellt. Ermüdungsschädigung tritt nicht auf, falls tt < σdf. Aus diesem Grund
sind ausschließlich positive Werte für σdf ≥ 0 plausibel. Offensichtlich berücksichtigt der
reine Ermüdungsschädigungsanteil (13-63) den Mittelspannungseinfluss über das Be-
anspruchungsverhältnis R, das im Ordinatenabschnitt der WÖHLER-Geraden (13-84)
auftritt. Je kleiner die Amplituden im Verhältnis zur Mittelspannung sind, umso größer
ist das Beanspruchungsverhältnis R und umso kleiner ist der Ordinatenabschnitt.
Ist die Schubschwingfestigkeit σdf identifiziert, können die verbleibenden Parameter k
und σu anhand der Steigung und des Ordinatenabschnitts der WÖHLER-Geraden (13-9)
festgelegt werden. Wie bereits bei den Kriechschädigungsparametern deutet dies auf ei-
ne robuste Identifikationsmethode hin, die im Abschnitt 13.5.3 ausgearbeitet und durch-
geführt wird.
In den Gln. (13-81) und (13-82) muss i. A. nicht ausschließlich reiner Schub (13-62)
vorliegen. Da der geschlossene Spannungszyklus bei der Vergleichsspannung (13-39)
das Minimum σeqmin und Maximum σeqmax aufweist, führt statt Gl. (13-81) der folgende
Ausdruck auf die Bruchzyklenzahl:

1∫

0

(1−Df)
kdDf =

1
(σu−σdf)k+1

NR∫

0

σeqmax∫

σeqmin

(
σeq−σdf

)k dσeqdÑ . (13-87)
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Nach Integration und Umformung ergibt sich daraus die Bruchschwingspielzahl

NR =
(σu−σdf)

k+1

(
σeqmax−σdf

)k+1−
(
σeqmin−σdf

)k+1 . (13-88)

Die Annahme σdf = 0 führt analog zu Gl. (13-84) auf die WÖHLER-Gerade

logσeqa =−
1

k+1
logNR + log

σu(1−R)

2 k+1
√

1−Rk+1
, (13-89)

falls der Sonderfall σeq = σeqm +σeqa sin(2π f t) vorliegt, für den die Beziehungen σeqmin =

(2Rσeqa)/(1−R) sowie σeqmax = (2σeqa)/(1−R) gelten. Die beiden letztgenannten Gln.
entsprechen dem genannten Sonderfall, da üblicherweise die Aufspaltung der Vergleichs-
spannung in Mittelspannung und Amplitude nicht möglich ist, s. Gl. (13-43). Sollte der
Sonderfall nicht vorliegen, ist die doppeltlogarithmische Darstellung der WÖHLER-Gera-
den in der Form (13-89) nicht möglich. In diesem Fall kann Gl. (13-88) ersatzweise in
folgenden Ausdruck für die WÖHLER-Beziehung umgeformt werden:

log
[
(σeqmax−σdf)

k+1− (σeqmin−σdf)
k+1
]
=− logNR + log(σu−σdf)

k+1 . (13-90)

Gl. (13-90) kann ebenfalls zur Modellierung der Schwingfestigkeit herangezogen wer-
den. Der Vorteil ist, dass keine vereinfachende Annahme σdf = 0 nötig ist. Allerdings ist
eine Darstellung in anschaulicher Form einer doppeltlogarithmischen Geraden wie bei
der WÖHLER-Geraden (13-89) nicht gegeben. Im Sonderfall σeqmin = 0 geht Gl. (13-90)
über in die Beziehung

log(σeqmax−σdf) =−
1

k+1
logNR + log(σu−σdf) . (13-91)

Zur Modellierung der Schwingfestigkeit und Identifikation ist Gl. (13-91) eine Alternati-
ve zu Gl. (13-89). Allerdings ist in Gl. (13-89) gegenüber Gl. (13-91) von Vorteil, dass
mit dem Beanspruchungsverhältnis R ein zusätzlicher Parameter zur gezielten Untersu-
chung des Mittelspannungseinflusses vorhanden ist.
Anstelle der Integration bis zum Bruch in Gl. (13-87) kann auch nur ausgehend vom
ungeschädigten Zustand bei Df = 0 im Zyklus Ñ = 0 bis zur Schädigung Df = D nach
Ñ = N Zyklen integriert werden:

D∫

0

(1−Df)
kdDf =

1
(σu−σdf)k+1

N∫

0

σeqmax∫

σeqmin

(
σeq−σdf

)k dσeqdÑ . (13-92)

Die Auswertung des obigen Ausdrucks und Einsetzen der Bruchzyklenzahl (13-88) führt
auf die analytische Lösung bei reiner Ermüdungsschädigung:

D = 1−
(

1− N
NR

) 1
k+1

. (13-93)
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Die Beziehung (13-93) ist formal identisch mit der analytischen Lösung bei reiner Kriech-
schädigung (13-73). Analog zur Kriechschädigung kann ebenfalls das Ermüdungsschä-
digungsinkrement ∆D infolge der Integration

D+∆D∫

D

(1−Df)
kdDf =

1
(σu−σdf)k+1

N+∆N∫

N

σeqmax∫

σeqmin

(
σeq−σdf

)k dσeqdÑ (13-94)

berechnet werden:

∆D = 1−D−
(
(1−D)k+1− 1

NR

) 1
k+1

. (13-95)

Die zeitdiskrete Schädigung ( j+1)D zum aktuellen Zeitpunkt ( j+1)t ist analog zum Kriech-
fall

( j+1)D = ( j)D+∆D = 1−
(
(1− ( j)D)k+1− 1

NR

) 1
k+1

. (13-96)

13.3.4 Analytische Betrachtungen zur Vergleichsspannung
Analytical treatment of equivalent stress

Für den im vorliegenden Forschungsprojekt untersuchten Klebstoff BETAMATETM 1496V
ist in [BMM+13] das elasto-viskoplastisch-schädigende TAPO-Modell entwickelt wor-
den, in dessen Fließfunktion f für das effektive Materialverhalten ohne Belastungs-
vorgeschichte die Vergleichsspannung mit der Schubfließgrenze verglichen wird, um
zu entscheiden, ob infolge der aktuellen Beanspruchung plastisches Fließen auftritt (s.
[Dyn14a], S. 2-1071). Diese Vorgehensweise bei der Modellierung der Elastoplastizität
wird auf die Modellierung der Schädigung infolge Kriechen und Ermüdung übertragen.
Dafür wird von festen, bereits identifizierten Kriech- σdc, σref, n und Ermüdungsschädi-
gungsparametern σdf, σu, k ausgegangen. Denn in den letzten beiden Abschnitten ist
gezeigt worden, dass die Kriech- und Ermüdungsschädigungsparameter anhand von
Testdaten mit reinem Schub identifiziert werden. Der Fall, dass nach der Identifikation
der Schädigungsparameter statt reiner Schubbeanspruchung tt bzw. tb zusätzlich Nor-
malbeanspruchung tn vorliegt, wird im Folgenden erläutert.

Kriechschädigung infolge Normal- und Schubbeanspruchung

Die reine Kriechschädigungsentwicklung infolge reiner Kriechschubbeanspruchung σeqm =

τm ist wg. Gl. (13-61)

Ḋc =
1
c0

(〈σeqm−σdc〉
σref(1−Dc)

)n

=
1
c0

( 〈τm−σdc〉
σref(1−Dc)

)n

, c0 = 1 s .

Wirken statt der konstanten Schubbeanspruchung τm die konstante Beanspruchung aus
Normal- tnm und Schubanteil

τ
2
resm = t2

tm + t2
bm , (13-97)
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so muss aufgrund der Vergleichsspannung (13-39) mit positivem Radikanden gerade

σeqm =
√

b1t2
nm +b2tnm + τ2

resm
!
= τm (13-98)

erfüllt sein, damit bei kombinierter Beanspruchung aus Zug und Schub dieselbe Kriech-
schädigungsentwicklung vorliegt wie bei Beanspruchung durch reinen Schub. Mit der
Vergleichsspannung σeq wird also die kombinierte Beanspruchung mit der Referenz-
schubbeanspruchung τ verglichen, was für den reinen Kriechfall auf den Vergleich der
mit Subskript „m“ gekennzeichneten konstanten Mittelspannungen führt. Ein Sonder-
fall stellt b2 = 0 bei reiner Normalbeanspruchung (τresm = 0) dar, was in Gl. (13-98) auf
σeqm =

√
b1tnm führt. Einsetzen dieses Ausdrucks in Gl. (13-69) ergibt nach Integration

und Umformen (vgl. Gl. (13-71))

log
(√

b1tnm−σdc

)
=−1

n
log

tR
c0

+ log

(
σref

(n+1)
1
n

)
. (13-99)

Ist σdc = 0, so ergibt Gl. (13-99)

log tnm =−1
n

log
tR
c0

+ log

(
σref√

b1(n+1)
1
n

)
. (13-100)

Offensichtlich beeinflusst für den angegebenen Sonderfall der Parameter b1 den Or-
dinatenabschnitt der doppeltlogarithmischen Zugkriechzeitfestigkeitsgeraden (13-100),
weshalb b1 > 0 physikalisch plausibel ist. Dem Parameter b1 kommt für den erläuterten
Sonderfall die Bedeutung zu, die Zugkriechzeitfestigkeitsgerade (13-100) über ihre Ver-
schiebung in vertikaler Richtung auf die Schubkriechzeitfestigkeitsgerade (13-68) abzu-
bilden, wobei b2 = τresm = σdc = 0 sein muss. Zwar liegt dieser Sonderfall i. A. nicht vor –
allerdings ist b2 = τresm = σdc = 0 nicht auszuschließen, weshalb es sinnvoll ist, b1 > 0 zu
beachten. Im Folgenden wird ausgeführt, weshalb außerdem b2≥ 0 eingehalten werden
sollte.
Nach quadratischer Ergänzung und Umformung von Gl. (13-98) wird ersichtlich, dass
eine Ellipsengleichung in der Normal- tnm und Schubbeanspruchung τresm vorliegt:
(

t2
nm +

b2

b1
tnm +

b2
2

4b2
1

)
− b2

2
4b2

1
+

τ2
resm
b1

=
τ2

m
b1
⇔ (τresm− yM)2

A2
t

+
(tnm− xM)2

A2
n

= 1 , (13-101)

yM = 0 , xM =− b2

2b1
, An =

√
τ2

m
b1

+
b2

4b2
1
, At =

√
τ2

m +
b2

4b1
.

Durch die Wurzel in den Halbachsenabschnitten An und At wird sichergestellt, dass die
Gleichung eine Ellipse und keine Hyperbel beschreibt. Aus At > 0 resultiert

b2 >−4b1τ
2
m . (13-102)

Da der Parameter b1 und die Referenzschubbeanspruchung τ2
m zwar positiv sind aber

prinzipiell beliebig klein werden können (der triviale Fall b1τ2
m = 0 sei ausgeschlossen),
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gewährleistet b2 ≥ 0, dass Gl. (13-102) stets erfüllt ist.
Wenn die Kriechschädigungsparameter auf Basis von Kriechtestdaten mit reinem Schub
mithilfe der Ausführungen in Abschnitt 13.3.2 festgelegt werden können, müssen die
Parameter b1 und b2 dafür sorgen, dass Gl. (13-98) erfüllt wird. Es ist davon auszuge-
hen, dass Testdaten mit kombinierter Kriechbeanspruchung die exakte Erfüllung von
Gl. (13-98) widerlegen, sodass die Parameter b1 und b2 lediglich derart gewählt werden
können, dass (13-98) hinreichend genau erfüllt wird, sodass sich die Versagensprogno-
se nach Identifikation von b1 und b2 im Streuband der Versuchsdatenpunkte befindet.
Die Versuchsdaten weisen hierbei entweder reine Normalbeanspruchung tnm mit τresm =

0 oder kombinierte Beanspruchung aus Normal- tnm und Schubanteil τresm auf. Bei rei-
ner Normalbeanspruchung lässt sich für den Parameter b1 bei b2 = 0 wie folgt ein plau-
sibler Wert auffinden, der als Startwert für eine Optimierung dienen kann: Kommt dem
Parameter b1 die Bedeutung zu, die Ordinatenabschnitte tnm0 und ttm0 der Ausdrücke
(13-100) und (13-68) aufeinander abzubilden, so folgt aus dem Koeffizientenvergleich
von Gln. (13-100) und (13-68) für tR = 1 s

log(
√

b1tnm0−σdc) = log

(
σref

(n+1)
1
n

)
, (13-103)

log(ttm0−σdc) = log

(
σref

(n+1)
1
n

)
(13-104)

⇒
√

b1tnm0 = ttm0⇔ b1 =

(
σref +σdc(n+1)

1
n

tnm0(n+1)
1
n

)2

. (13-105)

Nachdem die Kriechschädigungsparameter σref, σdc und n anhand der Kriechzeitfestig-
keitsgeraden infolge reinen Schubs bestimmt worden sind (s. Abschnitt 13.3.2), erfolgt
für den Sonderfall, dass lediglich eine weitere Kriechzeitfestigkeitsgerade infolge reiner
Normalbeanspruchung vorliegt, die Identifikation von b1 nach Ablesen des Ordinaten-
abschnitts tnm0 anhand Gl. (13-105) wobei b2 = 0.
Es ist zu erwarten, dass b1 in Gl. (13-105) den Maximalwert des Sonderfalls b2 = 0
darstellt. Somit kann der Wert für b1 in Gl. (13-105) als obere Grenze und Startwert
für eine Optimierung herangezogen werden, bei der b2 nicht zu null gesetzt wird. Der
zugehörige Startwert für b2 ist demnach natürlich b2 = 0. Idealerweise liegen allerdings
Testdaten aus Versuchen mit kombinierter Beanspruchung aus Zug und Schub vor, wo-
für die Identifikation der Parameter b1 und b2 im Folgenden beschrieben wird.
Bei kombinierter Beanspruchung aus Zug und Schub sorgen die Parameter b1 und b2
dafür, dass mit Erfüllung des Gleichungssystems

∣∣∣∣∣

√
b1(tnm1(tR))2 +b2tnm1(tR)+(τresm1(tR))2 = τm(tR)√
b1(tnm2(tR))2 +b2tnm2(tR)+(τresm2(tR))2 = τm(tR)

∣∣∣∣∣ (13-106)

bei drei verschiedenen Beanspruchungen (reiner Schub τm, erste kombinierte Bean-
spruchung aus Zug tnm1 und Schub τresm1 und zweite kombinierte Beanspruchung aus
Zug tnm2 und Schub τresm2) derselbe Bruchzeitpunkt tR vorliegt. Anstelle einer kombinier-
ten Beanspruchung kann auch reine Normalbeanspruchung vorliegen. Die Lösung des
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obigen Gleichungssystems (13-106) ist

b1 =
−τ2

m(tnm1− tnm2)+ tnm1τ2
resm2− tnm2τ2

resm1
tnm1(tnm1− tnm2)tnm2

, (13-107)

b2 =
τ2

m(t
2
nm1− t2

nm2)− t2
nm1τ2

resm2 + t2
nm2τ2

resm1
tnm1(tnm1− tnm2)tnm2

. (13-108)

Mit den Gl. (13-105), (13-107) und (13-108) zusammen mit den Bedingungen b1 > 0
und b2 ≥ 0 lassen sich die Parameter b1 und b2 anhand von einer Kriechzeitfestigkeits-
geraden infolge reinen Schubs und zwei Kriechzeitfestigkeitsgeraden infolge kombinier-
ter Beanspruchung aus Zug und Schub robust identifizieren bzw. optimieren, was im
Abschnitt 13.5.2 erfolgt. Ersatzweise kann anstelle einer kombinierten Beanspruchung
auch reine Zugbeanspruchung vorliegen. Die Vergleichsspannungsparameter b1 und b2
können allerdings nicht nur an Kriech- sondern auch an Ermüdungsversuchen identifi-
ziert werden.

Ermüdungsschädigung infolge Normal- und Schubbeanspruchung

Zur Identifikation der Vergleichsspannungsparameter b1 und b2 anhand von Ermüdungs-
versuchen wird die Vorgehensweise des vorigen Abschnitts weitestgehend reproduziert.
Allerdings kann nicht ohne Weiteres ein Gleichungssystem der Form (13-106) aufge-
stellt werden, da die Mittelspannung σeqm der Vergleichsspannung (13-39) mit den Ein-
trägen (13-40) bis (13-42) nicht zu einem Summanden vor einem sinusförmigen Term
mit der Amplitude σeqa algebraisch umgeformt werden kann, s. Ungleichung (13-43). Ein
Ermüdungsversagenskriterium der Form

σeqa =
√

b1t2
na +b2tna + τ2

resa , τ
2
resa = t2

ta + t2
ba (13-109)

ist zwar prinzipiell erstrebenswert und Ziel vieler Untersuchungen zur Mehrachsigkeit
der Materialermüdung. Allerdings ergibt sich eine Vergleichsspannungsamplitude der
Form (13-109) nicht aus der Vergleichsspannung (13-39) mit den Einträgen (13-40) bis
(13-42). Zur händischen, ingenieuranschaulichen Identifikation der Parameter b1 und b2
anhand von Ermüdungsversuchen ist deshalb eine vereinfachende Annahme notwen-
dig, die im Folgenden erläutert wird.
Die Bruchzyklenzahl bei reiner Ermüdungsschädigung infolge reiner Schubbeanspru-
chung gibt Gl. (13-82) an. Damit bei kombinierter Beanspruchung aus Zug und Schub
dieselbe Bruchzyklenzahl vorliegt wie bei reiner Schubbeanspruchung, muss

NR =
(σu−σdf)

k+1

(τmax−σdf)k+1− (τmin−σdf)k+1
!
=

(σu−σdf)
k+1

(σeqmax−σdf)k+1− (σeqmin−σdf)k+1 (13-110)

erfüllt sein, vgl. Gln. (13-82) und (13-88), wobei in Gl. (13-82) ttmax ≡ τmax und ttmin ≡
τmin aus Gründen der Notation für die folgenden Ausführungen gesetzt worden ist.
Gl. (13-110) ist erfüllt, falls das Vergleichsspannungsmaximum σeqmax dem Schubspan-
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nungsmaximum τmax und das Vergleichsspannungsminimum σeqmin dem Schubspan-
nungsminimum τmin entspricht:

∣∣∣∣∣∣
σeqmax =

√
b1t2

nmax +b2tnmax + τ2
resmax

!
= τmax

σeqmin =
√

b1t2
nmin +b2tnmin + τ2

resmin
!
= τmin

∣∣∣∣∣∣
, (13-111)

τ
2
resmax = t2

tmax + t2
bmax , τ

2
resmin = t2

tmin + t2
bmin . (13-112)

Statt aber beide Gln. (13-111) zu erfüllen, reicht es aus, dass nur das Spannungsmaxi-
mum (13-111)1 betrachtet wird. Um diese Aussage zu bestätigen, wird in Gl. (13-110)
das Verhältnis zwischen der Bruchzyklenzahl ohne Minimalspannung NR|σeqmin=0 und der
Bruchzyklenzahl mit Minimalspannung NR|σeqmin 6=0 gebildet:

NR|σeqmin=0

NR|σeqmin 6=0
=

(σeqmax−σdf)
k+1− (σeqmin−σdf)

k+1

(σeqmax−σdf)k+1 = 1− εR (13-113)

⇔ εR = 1− (σeqmax−σdf)
k+1− (σeqmin−σdf)

k+1

(σeqmax−σdf)k+1 . (13-114)

Der Wert εR in Gl. (13-114) gibt die prozentuale Abweichung der Bruchzyklenzahl für
den Fall an, dass die Minimalspannung im Ausdruck für die Bruchzyklenzahl (13-82)
und (13-88) bzw. (13-110) vernachlässigt wird. Für den Sonderfall σdf = 0 ergibt sich

εR =

(
σeqmin

σeqmax

)k+1

= Rk+1
ε ⇔ Rε = ε

1
k+1
R . (13-115)

Der Wert Rε kennzeichnet das Beanspruchungsverhältnis, bei dem infolge der Ver-
nachlässigung von Gl. (13-111)2 die prozentuale Abweichung εR für die prognostizierte
Bruchzyklenzahl vorliegt. Nach Gl. (13-85) ist k = kW−1. Wie am Ende des Abschnitts
13.2.1 erwähnt ist, nimmt der WÖHLER-Geraden-Exponent kW üblicherweise Werte zwi-
schen 15 und 25 an, sodass kWmin = 10 eine konservative untere Grenze darstellt. Wird
davon ausgegangen, dass eine prozentuale Abweichung εR = 0.05 verkraftbar ist und
k = kWmin− 1 = 9 vorliegt, so ergibt dies nach Einsetzen in Gl. (13-115) das Beanspru-
chungsverhältnis von Rε = 0.72. D. h., dass erst ab einem Beanspruchungsverhältnis
von über R= 0.7 ein Fehler von 5 % für die Bruchzyklenzahl zu erwarten ist, falls der Aus-
druck für die Minimalspannung in den Gln. (13-82) und (13-88) bzw. (13-110) vernach-
lässigt wird. In industriellen Anwendungen werden selten Problemstellungen mit R > 0.6
betrachtet, weshalb die Vernachlässigung der Minimalspannung in den soeben genann-
ten Gln. durchaus gerechtfertigt ist, um die Werte b1 und b2 anhand von Schwingversu-
chen zu identifizieren. Wird folglich der Term mit der Minimalspannung in Gl. (13-110)
gestrichen, resultiert

NR =
(σu−σdf)

k+1

(τmax−σdf)k+1
!
=

(σu−σdf)
k+1

(σeqmax−σdf)k+1 , (13-116)
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sodass analog zu den Überlegungen, die zur Beziehung (13-98) im Fall des Kriechens
geführt haben, gerade

σeqmax =
√

b1t2
nmax +b2tnmax + τ2

resmax
!
= τmax (13-117)

erfüllt sein muss, damit dieselbe Bruchzyklenzahl bei kombinierter Beanspruchung vor-
liegt wie bei reinem Schub.
Die folgenden Ausführungen sind analog zum Kriechen und führen auf formal identische
Ausdrücke wie Gln. (13-100) bis (13-108). Der Sonderfall b2 = 0, τresmax = 0 ergibt in Gl.
(13-117) σeqmax =

√
b1tnmax, was zusammen mit σeqmin = 0 in Gl. (13-88) eingesetzt wird,

sodass nach Umformung

log tna =−
1

k+1
logNR + log

σu

2
√

b1
(13-118)

bzw. bei Berücksichtigung der Minimalvergleichsspannung mit σeqmin 6= 0 analog zu Gl.
(13-84)

log tna =−
1

k+1
logNR + log

σu(1−R)

2
√

b1
k+1
√

1−Rk+1
(13-119)

vorliegt, wobei für Gl. (13-119) wegen b2 = 0 die Beziehungen tnmin = (2Rtna)/(1−R)
sowie tnmax = (2tna)/(1−R) gelten. Gl. (13-119) motiviert wie beim Kriechen b1 > 0. Die
Schritte, die auf Gl. (13-102) geführt haben, lassen sich analog mit dem Spannungsma-
ximum anstelle der Mittelspannung durchführen, was wiederum in der Aussage b2 ≥ 0
resultiert.
Falls die Versuchsdatenbasis nur reine Normalermüdungsbeanspruchung durch tn und
τresmax = 0 aufweist, ergibt sich aus der Betrachtung des Sonderfalls b2 = 0 der Startwert

√
b1tna0 = tta0⇔ b1 =

(
σu(1−R)

2 k+1
√

1−Rk+1tna0

)2

(13-120)

als oberster Grenzwert für eine Optimierung, in der als Startwert für b2 entsprechend
b2 = 0 festgelegt wird. Die Schubspannungsamplitude tta0 = σu(1−R)/(2 k+1

√
1−Rk+1) ist

aufgrund Gl. (13-84) bei NR = 1 als Ordinatenabschnitt gegeben. Die Normalspannungs-
amplitude tna0 ist aus Testdaten anhand des Ordinatenabschnitts der WÖHLER-Geraden
aufgrund reiner Normalbeanspruchung zu bestimmen. Idealerweise besteht die Testda-
tenbasis aber aus Versuchen mit kombinierter Ermüdungsbeanspruchung, weshalb für
die Identifikation von b1 und b2 wie folgt vorzugehen ist.
Analog zum Kriechen müssen die Parameter b1 und b2 so gewählt werden, dass infolge
der drei Beanspruchungen mit reinem Schub durch τmax, mit erster kombinierter Bean-
spruchung durch tnmax1 und τresmax1 und mit zweiter kombinierter Beanspruchung durch
tnmax2 und τresmax2 dieselbe Bruchzyklenzahl NR vorliegt, sodass das Gleichungssystem

∣∣∣∣∣

√
b1(tnmax1(NR))2 +b2tnmax1(NR)+(τresmax1(NR))2 = τmax(NR)√
b1(tnmax2(NR))2 +b2tnmax2(NR)+(τresmax2(NR))2 = τmax(NR)

∣∣∣∣∣ (13-121)
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erfüllt wird. Anstelle einer kombinierten Beanspruchung kann auch reine Normalbean-
spruchung vorliegen. Die Lösung des Gleichungssystems (13-121) ist

b1 =
−τ2

max(tnmax1− tnmax2)+ tnmax1τ2
resmax2− tnmax2τ2

resmax1
tnmax1(tnmax1− tnmax2)tnmax2

, (13-122)

b2 =
τ2

max(t
2
nmax1− t2

nmax2)− t2
nmax1τ2

resmax2 + t2
nmax2τ2

resmax1
tnmax1(tnmax1− tnmax2)tnmax2

. (13-123)

Mit den Gln. (13-120), (13-122) und (13-123) sowie den Bedingungen b1 > 0 und b2 ≥ 0
können die Parameter b1 und b2 anhand von einer WÖHLER-Geraden infolge reinen
Schubs und zwei WÖHLER-Geraden infolge kombinierter Beanspruchung aus Zug und
Schub robust identifiziert und optimiert werden, was im Abschnitt 13.5.4 erfolgt. Anstel-
le einer kombinierten Beanspruchung kann auch ersatzweise reine Zugbeanspruchung
vorliegen.

13.3.5 Schädigungsakkumulation
Damage accumulation

Schädigungsakkumulation ist die Eigenschaft eines Prüfkörpers, Materials oder Schädi-
gungsmodells, den Einfluss der Reihenfolge ertragener Beanspruchungsniveaus auf die
Versagenszeit zu berücksichtigen. Im allgemeinen wird bei Metallen z. B. in [BP11], S.
52, Abb. 2.3 oder auch bei Klebverbindungen in [EACAW04] beobachtet, dass ohne Be-
rücksichtigung der Auswirkung der Reihenfolge auftretender Beanspruchungsniveaus,
d. h. bei sog. linearer Schädigungsakkumulation, die Bruchzeiten überschätzt werden.
Diese Beobachtung deutet auf nichtlineare Schädigungsakkumulation hin. Bei Modellen
mit nichtlinearer Schädigungsakkumulation wird gezielt der Einfluss der Reihenfolge mit
berücksichtigt. Bei der werkstoffmechanischen Charakterisierung und mathematischen
Modellierung für einen Ansatz aus Kriech- und Ermüdungsschädigung wird zwischen
Kriechschädigungsakkumulation und Ermüdungsschädigungsakkumulation unterschie-
den. Im Folgenden wird nachgewiesen, unter welchen Bedingungen der Ansatz (13-23)
lineare und nichtlineare Kriech- und Ermüdungsschädigungsakkumulation aufweist.

Kriechschädigungsakkumulation

Zur Darstellung der Kriechschädigungsakkumulation des Ansatzes (13-23) wird von ei-
ner bestimmten Reihenfolge ertragener Beanspruchungsniveaus ausgegangen. Im ein-
fachsten Fall für Kriechen ist ein solches Beanspruchungsszenario ein Zwei-Stufen-
Kriechversuch: Zuerst wird die Beanspruchung σeq = σeqm1 = konst. aufgebracht. Nach
der Zeit t1 wird auf die Beanspruchung σeq = σeqm2 = konst. gewechselt. Das zweite
Beanspruchungsniveau bleibt bis zum Probenbruch nach der Zeit tR erhalten. Die ver-
brachten Zeitspannen auf dem ersten und zweiten Beanspruchungsniveau sind ∆t1 = t1
bzw. ∆t2 = tR− t1.
Aufgrund der konstanten Beanspruchung über die Zeitintervalle ∆t1 und ∆t2 liegt stets
reine Kriechschädigung vor, d. h. in Gl. (13-23) ist Ḋf = 0 und Ḋ = Ḋc. Die Schädigung
infolge des ersten Beanspruchungsniveaus σeqm1 >σdc ist deshalb analog zu Gl. (13-72)
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aus
Dc1∫

0

(1−Dc)
n dDc =

∆t1∫

0

1
c0

(
σeqm1−σdc

σref

)n

dt (13-124)

zu berechnen, was entsprechend Gl. (13-73) auf

Dc1 = 1−
(

1− ∆t1
tR1

) 1
n+1

(13-125)

mit der Bruchzeit

tR1 =
c0

n+1

(
σref

σeqm1−σdc

)n

(13-126)

für den Ein-Stufen-Versuch mit Beanspruchung σeqm1 führt (vgl. Gl. (13-67)). Infolge der
zweiten Beanspruchung σeqm2 > σdc ist die Integration ausgehend von der Schädigung
Dc = Dc1 zum Zeitpunkt t = t1 = ∆t1 bis Bruch bei Dc = 1 zum Zeitpunkt t = tR = ∆t1 +∆t2
durchzuführen:

1∫

Dc1

(1−Dc)
n dDc =

tR=∆t1+∆t2∫

t1=∆t1

1
c0

(
σeqm2−σdc

σref

)n

dt . (13-127)

Die Auswertung des Integrals unter Verwendung von Gl. (13-125) und der Bruchzeit

tR2 =
c0

n+1

(
σref

σeqm2−σdc

)n

infolge Ein-Stufen-Beanspruchung durch σeqm2 ergibt die lineare Kriechschädigungs-
akkumulationsvorschrift nach ROBINSON oder auch ROBINSON-Regel [Rob38] für den
Zwei-Stufen-Kriechversuch:

∆t1
tR1

+
∆t2
tR2

= 1 . (13-128)

Gl. (13-128) lässt sich für den K-Stufen-Versuch verallgemeinern. Zur Veranschauli-
chung wird die Schädigung nach der zweiten Stufe aus dem Integral

Dc2∫

Dc1

(1−Dc)
n dDc =

∆t1+∆t2∫

∆t1

1
c0

(
σeqm2−σdc

σref

)n

dt (13-129)

berechnet. Einsetzen von Gl. (13-125) in Gl. (13-129) führt auf

Dc2 = 1−
(
(1−Dc1)

n+1− t2
tR2

) 1
n+1

= 1−
(

1−
2

∑
i=1

∆ti
tRi

) 1
n+1

. (13-130)

Die Rechenschritte, die auf die Schädigung (13-130) nach der zweiten Stufe geführt ha-
ben, können für alle weiteren Stufen des K-Stufen-Versuchs analog fortgesetzt werden.
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Die Schädigung nach Stufe j des K-Stufen-Versuchs ist demzufolge

Dc j = 1−
(

1−
j

∑
i=1

∆ti
tRi

) 1
n+1

. (13-131)

Die letzte Stufe K, bei der Versagen eintritt, führt auf die Kriechschädigung von DcK = 1,
sodass die zuletzt aufgeführte Gleichung auf die ROBINSON-Regel führt:

DcK = 1 = 1−
(

1−
K

∑
i=1

∆ti
tRi

) 1
n+1

⇒
K

∑
i=1

∆ti
tRi

= 1 . (13-132)

Aufgrund der Kommutativität der Summanden führt bei der linearen Kriechschädigungs-
akkumulation (13-132) nach ROBINSON jede Reihenfolge der Kriechbeanspruchungs-
stufen zur selben Kriechbruchzeit. D. h., dass Reihenfolgeeinflüsse bei der Versagen-
sprognose mit dem Ansatz (13-23), der ab Gl. (13-124) zur Herleitung der ROBINSON-
Regel (13-132) verwendet worden ist, bei reiner Kriechbeanspruchung nicht berücksich-
tigt werden.

Ermüdungsschädigungsakkumulation

Für die Betrachtung der Ermüdungsschädigungsakkumulation des Ansatzes (13-23)
werden analoge Berechnungen zur Kriechschädigungsakkumulation anhand des Zwei-
-Stufen-Ermüdungsversuchs herangezogen. Dafür wird von reiner Ermüdungsschädi-
gung ausgegangen, d. h. in Gl. (13-23) ist Ḋc = 0 und Ḋ = Ḋf. Beim Zwei-Stufen-Ermü-
dungsversuch wird zuerst die harmonische Beanspruchung mit Vergleichsspannungs-
minimum σeqmin1 und -maximum σeqmax1 aufgegeben. Nach N1 Zyklen wird auf die Bean-
spruchung mit Vergleichsspannungsminimum σeqmin2 und -maximum σeqmax2 gewechselt
und bis zum Bruch nach NR Zyklen geprüft. Die ertragenen Zyklen auf dem ersten und
zweiten Beanspruchungsniveau sind ∆N1 = N1 und ∆N2 = NR−N1.
Vereinfachend wird von σeqmax1 > σeqmin1 > σdf, σeqmax2 > σeqmin2 > σdf ausgegangen. Für
die erste Stufe liefert analog zu Gln. (13-92), (13-93) und (13-88) das Integral

Df1∫

0

(1−Df)
kdDf =

1
(σu−σdf)k+1

∆N1∫

0

σeqmax1∫

σeqmin1

(
σeq−σdf

)k dσeqdÑ . (13-133)

die Schädigung

Df1 = 1−
(

1− ∆N1

NR1

) 1
k+1

(13-134)

mit der Bruchzyklenzahl

NR1 =
(σu−σdf)

k+1

(
σeqmax1−σdf

)k+1−
(
σeqmin1−σdf

)k+1 . (13-135)
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Für die zweite Stufe ist das Integral

1∫

Df1

(1−Df)
kdDf =

1
(σu−σdf)k+1

NR=∆N1+∆N2∫

∆N1

σeqmax2∫

σeqmin2

(
σeq−σdf

)k dσeqdÑ (13-136)

mit Berücksichtigung der Gln. (13-134) und (13-135) auszuwerten, was auf die linea-
re Ermüdungsschädigungsakkumulationsvorschrift nach PALMGREN [Pal24] und MINER

[Min45] oder auch PALMGREN-MINER-Regel für den Zwei-Stufen-Ermüdungsversuch
führt:

∆N1

NR1
+

∆N2

NR2
= 1 . (13-137)

Ebenso wie die ROBINSON-Regel für die Kriechschädigungsakkumulation lässt sich die
PALMGREN-MINER-Regel (13-137) für den K-Stufen-Versuch verallgemeinern. Zur Ver-
anschaulichung wird analog zum Kriechen aus dem Integral

Df2∫

Df1

(1−Df)
kdDf =

1
(σu−σdf)k+1

∆N1+∆N2∫

∆N1

σeqmax2∫

σeqmin2

(
σeq−σdf

)k dσeqdÑ (13-138)

nach Einsetzen von Gl. (13-134) die Schädigung nach der zweiten Stufe berechnet:

Df2 = 1−
(
(1−Df1)

k+1− ∆N2

NR2

) 1
k+1

= 1−
(

1−
2

∑
i=1

∆Ni

NRi

) 1
k+1

. (13-139)

Die Rechenschritte lassen sich auf alle weiteren Stufen anwenden. Die Ermüdungs-
schädigung nach Stufe j ist demnach

Df j = 1−
(

1−
j

∑
i=1

∆Ni

NRi

) 1
k+1

. (13-140)

Bei der letzten Stufe K tritt Versagen mit DfK = 1 ein, sodass Gl. (13-140) auf die PALM-
GREN-MINER-Regel führt:

DfK = 1 = 1−
(

1−
K

∑
i=1

∆Ni

NRi

) 1
k+1

⇒
K

∑
i=1

∆Ni

NRi
= 1 . (13-141)

Wie beim Kriechen führt die Kommutativität der Summanden in der PALMGREN-MINER-
Regel dazu, dass die Reihenfolge der Stufen keinen Einfluss auf die Bruchzyklenzahl
hat. Infolgedessen wird bei Vernachlässigung der Kriechschädigung im Ansatz (13-23),
der zur Herleitung der linearen Schädigungsakkumulation (13-141) nach PALMGREN

und MINER ab Gl. (13-133) verwendet worden ist, die Reihenfolge, in der die Beanspru-
chungsstufen im K-Stufen-Versuch auftreten, nicht berücksichtigt.

251



Modellierung des Ermüdungsversagens mit Kontinuumsschädigungsmechanik
Modelling of fatigue failure with continuum damage mechanics

Separierbarkeit und lineare Schädigungsakkumulation

Die Definition der linearen Schädigungsakkumulation basiert auf der Beanspruchung
des K-Stufen-Versuchsszenarios, bei dem innerhalb einer Stufe periodische Beanspru-
chungs-Zeit-Funktionen Schädigung bewirken. Auf der jeweiligen Stufe ist bei Kriech-
schädigungsakkumulation die periodische Funktion die konstante Beanspruchung mit
unendlich vielen Periodendauern und bei Ermüdungsschädigungsakkumulation z. B.
das Sinussignal mit kleinster Periodendauer als Kehrwert der Frequenz. Zur Herlei-
tung der linearen Schädigungsakkumulation (13-132) bzw. (13-141) nach ROBINSON

für Kriechen bzw. PALMGREN und MINER für Ermüdung ist zum Aufstellen und Auswer-
ten der bestimmten Integrale stets die Separation des Terms mit der Schädigung Dc
bzw. Df notwendig. Infolgedessen stehen ausschließlich der Schädigungsterm und sein
zugehöriges Differential auf einer Gleichungsseite. Die Separierbarkeit der Schädigung
in der Schädigungsdifferentialgleichung ist in der Tat diejenige mathematische Eigen-
schaft, die automatisch zu linearer Schädigungsakkumulation führt [OK79], [LC94], S.
92f. In [Tod01] wird außerdem gezeigt, dass die Separierbarkeit der Schädigung sowohl
notwendige als auch hinreichende Bedingung für lineare Schädigungsakkumulation ist.
Im Gegenzug liegt nichtlineare Schädigungsakkumulation vor, falls die Schädigung nicht
separiert werden kann. Diese Aussagen über die Schädigungsakkumulation gelten all-
gemein für alle Schädigungsansätze der Form (13-18) unter der Voraussetzung, dass
die Schädigungsentwicklung autonom ist, d. h. nicht explizit von der Zeit abhängt. Dies
trifft auf den Ansatz (13-23) zu.
Zur Verdeutlichung wird im Folgenden in Anlehnung an die Beweisführung in [OK79] ge-
zeigt, dass Separierbarkeit zu linearer Schädigungsakkumulation führt. Dafür wird vom
Schädigungsansatz

Ḋ = f (D,σeq, σ̇eq) (13-142)

ausgegangen, in dem die Vergleichsspannung σeq und ihre Zeitableitung σ̇eq die schädi-
gungstreibenden Größen sind. Ferner erfolgt die Beweisführung anhand des K-Stufen-
Versuchsszenarios, bei dem auf jeder Stufe die schädigungstreibenden Größen peri-
odisch sind. Liegt nur eine Stufe vor, so ist aufgrund der angesprochenen Periodizität

σeq(t) = σeq(t +T ) , σ̇eq(t) = σ̇eq(t +T ) . (13-143)

Sei i∈N der Stufenzähler wie in der ROBINSON- (13-132) und PALMGREN-MINER-Regel
(13-141), so kennzeichnet

σeqi(t) = σeqi(t +Ti) , σ̇eqi(t) = σ̇eqi(t +Ti) , i = 1, ...,K (13-144)

die periodische Beanspruchung σeqi und ihre periodische Zeitableitung σ̇eqi auf der Stufe
i des K-Stufen-Versuchs, wobei auf jeder Stufe prinzipiell unterschiedliche Periodendau-
ern Ti vorliegen können. Beim Ein-Stufen-Szenario ist Gl. (13-142) separierbar, falls sie
zu

Ḋ = g(D) f (σeq, σ̇eq) (13-145)
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umgeformt werden kann. Da die Funktion f (σeq, σ̇eq) nicht explizit von der Zeit abhängt,
ist sie aufgrund von Gln. (13-143) ebenfalls periodisch mit Periode T :

f (σeq(t), σ̇eq(t)) = f (σeq(t +T ), σ̇eq(t +T )) . (13-146)

Ausgehend hiervon wird zunächst das Ein-Stufen-Szenario mit Kriechbeanspruchung
σeq = konst. als Sonderfall betrachtet, sodass wegen σ̇eq = 0

f (σeq, σ̇eq) = f (σeq) = konst. (13-147)

vorliegt. Unter Berücksichtigung der zuletzt aufgeführten Gleichung ist Gl. (13-145)

Ḋ = g(D) f (σeq) . (13-148)

Separation und Integration vom ungeschädigten Zustand D = 0 zur Zeit t = 0 bis Bruch
bei D = 1 zum Zeitpunkt t = tR führt auf

1∫

0

dD
g(D)

= f (σeq)

tR∫

0

dt = tR f (σeq) . (13-149)

Verschiedene Beanspruchungen σeqi, i ∈ N führen analog zur vorigen Gleichung beim
jeweiligen Ein-Stufen-Kriechversuch auf die Bruchzeiten tRi, i ∈ N:

1∫

0

dD
g(D)

= f (σeqi)

tRi∫

0

dt = tRi f (σeqi)⇔ f (σeqi) =

1∫
0

dD
g(D)

tRi
, i ∈ N . (13-150)

Beim K-Stufen-Kriechversuch tritt in der letzten Stufe K Versagen ein, sodass i= 1, ...,K.
Jede einzelne Stufe i, auf der die Beanspruchung σeqi vorliegt, liefert einen eigenen
Schädigungsbeitrag, sodass die Schädigung Di nach Stufe i analog zu Gl. (13-129) aus

Di∫

Di−1

dD
g(D)

= ∆ti f (σeqi) , i = 1, ...,K (13-151)

berechnet werden kann. Die Summenbildung über alle Stufen führt auf

K

∑
i=1

Di∫

Di−1

dD
g(D)

=
K

∑
i=1

∆ti f (σeqi) . (13-152)

Die Summe der Integrale auf der linken Seite über alle Stufen i = 1, ...,K entspricht
beim K-Stufen-Kriechversuch ohne Vorschädigung mit D0 = 0 bis Bruch bei DK = 1 dem
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folgenden Ausdruck:

K

∑
i=1

Di∫

Di−1

dD
g(D)

=

D1∫

D0

dD
g(D)

+ ...+

DK∫

DK−1

dD
g(D)

=

DK∫

D0

dD
g(D)

=

1∫

0

dD
g(D)

. (13-153)

Einsetzen von Gln. (13-150) und (13-153) in Gl. (13-152) führt schließlich auf

1∫

0

dD
g(D)

=
K

∑
i=1

∆ti

1∫
0

dD
g(D)

tRi
⇔

K

∑
i=1

∆ti
tRi

= 1 . (13-154)

Aus Gln. (13-147) bis (13-154) geht hervor, dass der Schädigungsansatz mit sepa-
rierbarer Schädigung (13-148) bei Kriechbeanspruchung automatisch auf Gl. (13-154)
führt und damit lineare Kriechschädigungsakkumulation nach ROBINSON vorliegt, vgl.
Gl. (13-132). Dies trifft auch für den Ansatz (13-23) zu, der bei Kriechbeanspruchung
die Form (13-148) annimmt und damit separierbar ist.
Die Aussage, dass Separierbarkeit zu linearer Schädigungsakkumulation führt, bleibt
auch bei Ermüdungsbeanspruchung bestehen, bei der die Zeitableitung der Beanspru-
chung nicht verschwindet und Gl. (13-146) statt Gl. (13-147) vorliegt. Dieser Fall wird im
Folgenden erläutert. Zunächst wird vom Ein-Stufen-Ermüdungsszenario ausgegangen,
in Gl. (13-145) separiert und vom ungeschädigten Zustand D = 0 zur Zeit t = 0 bis Bruch
bei D = 1 zum Zeitpunkt t = tR integriert:

1∫

0

dD
g(D)

=

tR∫

0

f (σeq(t), σ̇eq(t))dt . (13-155)

Vereinfachend wird davon ausgegangen, dass der Versagenszeitpunkt gemäß Gl. (13-7)
mit NR ∈ N ein ganzes Vielfaches der Periodendauer ist:

tR = NRT , NR ∈ N . (13-156)
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Aufgrund Gl. (13-156) und der Periodizität von f (σeq(t), σ̇eq(t)) nach Gl. (13-146) ist in
Gl. (13-155)

tR∫

0

f (σeq(t), σ̇eq(t))dt =

=

1T∫

0T

f (σeq(t), σ̇eq(t))dt +
2T∫

1T

f (σeq(t), σ̇eq(t))dt + ...+

NRT∫

(NR−1)T

f (σeq(t), σ̇eq(t))dt

=

T∫

0

f (σeq(t), σ̇eq(t))dt +
T∫

0

f (σeq(t), σ̇eq(t))dt + ...+

T∫

0

f (σeq(t), σ̇eq(t))dt

= NR

T∫

0

f (σeq(t), σ̇eq(t))dt . (13-157)

Nach Einsetzen von Gl. (13-157) in Gl. (13-155) folgt

1∫

0

dD
g(D)

= NR

T∫

0

f (σeq(t), σ̇eq(t))dt . (13-158)

Analog zum Kriechen führen verschiedene Beanspruchungen (13-144) bei Ein-Stufen-
Ermüdungsversuchen auf die jeweiligen Bruchzyklenzahlen

NRi =
tRi

Ti
, i ∈ N , (13-159)

sodass Gl. (13-158) für die Beanspruchung σeqi nach Umformen wie folgt lautet:

Ti∫

0

f (σeqi(t), σ̇eqi(t))dt =

1∫
0

dD
g(D)

NRi
, i ∈ N . (13-160)

Beim K-Stufen-Ermüdungsversuch ist i = 1, ...,K. Jede Stufe liefert einen Schädigungs-
beitrag, sodass nach der Stufe i die Schädigung Di analog zu Gl. (13-138) mit

Di∫

Di−1

dD
g(D)

= ∆Ni

Ti∫

0

f (σeqi(t), σ̇eqi(t))dt , i = 1, ...,K (13-161)

vorliegt. Die Schädigungssumme über alle K Stufen ist

K

∑
i=1

Di∫

Di−1

dD
g(D)

=
K

∑
i=1

∆Ni

Ti∫

0

f (σeqi(t), σ̇eqi(t))dt . (13-162)
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Einsetzen von Gln. (13-153) und (13-160) in Gl. (13-162) führt auf

1∫

0

dD
g(D)

=
K

∑
i=1

∆Ni

1∫
0

dD
g(D)

NRi
⇔

K

∑
i=1

∆Ni

NRi
= 1 . (13-163)

Die Gln. (13-153) und (13-155) bis (13-163) bestätigen, dass der Ansatz mit separierba-
rer Schädigung (13-145) bei Ermüdungsbeanspruchung lineare Schädigungsakkumu-
lation (13-141) nach PALMGREN und MINER aufweist. Bei reiner Ermüdungsbeanspru-
chung, d. h. Ḋc = 0, D = Df, trifft dies auf den Ansatz (13-23) zu, der in diesem Fall die
Form (13-145) annimmt und damit separierbar ist.
Aus den Ausführungen dieses Abschnitts geht hervor, dass die Linearität bzw. Nichtli-
nearität der Schädigungsakkumulation des Ansatzes (13-23), der von der Form (13-142)
ist, von den Werten der Parameter n und k abhängt: Die Schädigungsakkumulation ist
linear, falls n = k, und nichtlinear, falls n 6= k. Denn im Falle von n = k kann immer sepa-
riert werden, was bei n 6= k nicht möglich ist. Insbesondere weist der Ansatz (13-23) bei
reiner Kriech- D = Dc, Ḋf = Df = 0 und reiner Ermüdungsschädigung D = Df, Ḋc = Dc = 0
Separierbarkeit der Schädigung D und damit lineare Schädigungsakkumulation auf.

13.4 Erweiterung des Schädigungsansatzes
Improvement of the damage approach

Die Ansätze des Stands der Forschung zur Lebensdauerprognose mit der Kontinuums-
schädigungsmechanik bestehen aus Modellgleichungen, in denen zum einen der Zyklus
als auch von ihm abgeleitete Zyklenkennwerte wie die Spannungsamplitude und die Mit-
telspannung auftreten. Allerdings existiert keine einheitliche Definition dieser Größen.
Um diesem Umstand zu begegnen, wird deshalb zunächst die Schädigungsentwick-
lung pro Zyklus erläutert und danach das Konzept des Halbzyklus eingeführt, anhand
dessen der Zyklus und die Zyklenkennwerte definiert werden. Im Anschluss werden die
Zyklenkennwerte im Rahmen von Erweiterungen des Schädigungsmodells aus P796
verwendet.

13.4.1 Schädigungsentwicklung pro Zyklus
Damage evolution per cycle

In [LC94] wird auf S. 418 die Definition der Schädigung pro Zyklus motiviert. Anhand
dieser Definition wird die Differentialgleichung für die Entwicklung der Schädigung D
infolge i schädigungstreibender Größen κi über den Zyklus N wie folgt angesetzt:

dD
dN

= f (D,κi) . (13-164)

Obwohl das Konzept des Zyklus allgemein akzeptiert ist und Differentialgleichungen
der Form (13-164) in den meisten Modellen des Stands der Forschung eingesetzt wer-
den, existiert keine einheitliche Definition des Zyklus N und der in ihm auftretenden
schädigungstreibenden Größen κi, für die Zyklenkennwerte der Deformation oder Be-
anspruchung verwendet werden. Deshalb existieren selbst im jüngsten Schrifttum Ver-

256



Modellierung des Ermüdungsversagens mit Kontinuumsschädigungsmechanik
Modelling of fatigue failure with continuum damage mechanics

öffentlichungen zur Definition von Zyklenkennwerten wie z. B. der Mittelspannung und
Mitteldehnung, s. [DAG+15]. In [PSB93] wird kurz das Konzept des Zyklus erläutert und
die Formulierung der Schädigungsdifferentialgleichung der Form (13-164) motiviert. In
[MN01] wird detailliert auf die Definition des Zyklus und zugehörige Kennwerte einge-
gangen. Die Ausführungen beschränken sich allerdings ausschließlich auf die Schädi-
gungsakkumulationstheorie – eine Umsetzung für die Lebensdauerprognose wird nicht
ausgearbeitet. Im vorliegenden Forschungsprojekt wird der Sachverhalt aufgegriffen
und dargestellt, wie Zyklenkennwerte definiert und in einer Differentialgleichung der
Form (13-164) verwendet werden können.
Dafür wird im Folgenden zunächst gezeigt, unter welchen Voraussetzungen eine Dif-
ferentialgleichung der Form (13-18), mit der die Schädigungsentwicklung in der Zeit
beschrieben wird, in diejenige der Form (13-164) über geht, die die Schädigungsent-
wicklung pro Zyklus darstellt. Ausgangspunkt dafür ist die zuvor erwähnte Gl. (13-18)
für die zeitliche Schädigungsentwicklung:

Ḋ = f (D,βi(t)) .

Für die nachfolgenden Schritte wird für Gl. (13-18) Separierbarkeit vorausgesetzt:

g−1(D)dD = f (βi(t))dt . (13-165)

Integration und sofortige Ableitung (Differentiation nach variabler oberer Grenze [BMM08],
S. 459) ergibt aus Gl. (13-165) das Zwischenergebnis

d
dD




D∫

D∗

g−1(D̃)dD̃


= g−1(D) . (13-166)

Integration von Gl. (13-165) in den Grenzen D̃ = D∗ zur Zeit t = t∗ bis zur Schädigung
D̃ = D > D∗ nach der Zeit t = t∗+NT ergibt

D∫

D∗

g−1(D)dD =

t∗+NT∫

t∗

f (βi(t))dt =
NT∫

0

f (βi(t))dt = N
T∫

0

f (βi(t))dt , (13-167)

wobei für die letzten beiden Schritte die Funktion f (βi(t)) periodisch mit Periode T sein
muss. In diesem Fall kennzeichnet das positive, ganzzahlige N ∈ N∗ den Zyklus, der
in [MN01] als diskrete und in [PSB93] als dimensionslose Zeit beschrieben ist. Wegen
N ∈ N∗ kann eigentlich der infinitesimale Grenzwert für N → 0 nicht gebildet werden,
weshalb Gl. (13-167) streng genommen nur für ein finites Schädigungsinkrement ∆D
gilt, das infolge der Funktion f (βi(t)) mit Periodendauer T über das Zeitintervall von
der Größe ganzer Vielfacher der Periodendauer T aufgetreten ist. Im Schrifttum wird
darüber aber stets hinweggesehen, s. z. B. [PSB93], und Gl. (13-167) in Gl. (13-166)
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eingesetzt:

d
dD


N

T∫

0

f (βi(t))dt


= g−1(D)⇔ dD

dN
= g(D)

T∫

0

f (βi(t))dt . (13-168)

Da kein Grenzwert für N → 0 existiert, müsste der Ausdruck dD/dN eigentlich ∆D/∆N
lauten. Eine weitere Alternative ist δD/δN, s. [Lem79]. Teilweise treten innerhalb eines
Werks sowohl dD/dN als auch δD/δN auf, s. [LC94]. Weiterhin ist anzumerken, dass im
Schrifttum oftmals die Annahme gemacht wird, dass die Variation der Schädigung pro
Zyklus klein ist, um einen Schädigungsansatz der Form (13-18) in die Form (13-164) zu
überführen, s. z. B. [PSB93], [FBPC12]. Bei nicht-separierbaren Schädigungsansätzen
resultiert aus dieser Annahme eine Näherung für die analytische Lösung der Schä-
digungsdifferentialgleichung, s. [FBPC12]. Bei separierbaren Schädigungsmodellen ist
die Annahme allerdings überflüssig, da die analytische Lösung ohnehin aus Separation
und Integration gewonnen wird.
Die Darstellung der Schädigungsentwicklung in Abhängigkeit des Zyklus nach Gl. (13-164)
kann anhand der Gln. (13-165) bis (13-168) im Zeitintervall t = t∗ bis t = t∗+NT , N ∈N∗
vorgenommen werden, falls die Funktion f (βi(t)), die von den schädigungstreibenden
Größen βi abhängt, im betrachteten Zeitintervall periodisch mit Periode T ist und der
Ansatz (13-164) zumindest für das betrachtete Zeitintervall in Gl. (13-167) separierbar
ist. Insbesondere muss das betrachtete Zeitintervall mindestens so groß sein wie die
Periodendauer T . Die meisten Ansätze des Stands der Forschung weisen die soeben
genannten Eigenschaften auf, s. z. B. [CL88], [DLC15]. Das betrachtete Zeitintervall
umfasst üblicherweise eine Stufe des K-Stufen-Versuchsszenarios, wobei davon aus-
gegangen wird, dass die Dauer jeder Stufe ein Vielfaches der jeweiligen Periodendauer
ist.
Das Konzept des Zyklus ist z. B. bereits anhand des Ein-Stufen-Szenarios bei reiner Er-
müdungsschädigung (13-63) in den Gln. (13-87) und (13-92) verwendet worden. Nach
Integration über die Periodendauer liegen in Gl. (13-168) als schädigungstreibende Grö-
ßen κi aufgrund des verwendeten Ansatzes das Spannungsminimum und -maximum
vor:

dD
dN

= g(D)

T∫

0

f (βi(t))dt = g(D)h(κi) . (13-169)

Gl. (13-169) entspricht Gln. (13-87) und (13-92) mit κ1 = σeqmax und κ2 = σeqmin. Außer-
dem ist Gl. (13-169) der Sonderfall von Gl. (13-164), bei dem die Schädigungsdifferen-
tialgleichung innerhalb einer Stufe des K-Stufen-Versuchs separierbar ist.
Durch Abtastung des Beanspruchungssignals mit anschließender Detektion von Span-
nungsminimum und -maximum kann der Zyklus prinzipiell definiert werden. Der Zyklus
liegt dann entweder zwischen zwei Spannungsminima oder -maxima vor, die zusam-
men mit dem dazwischen auftretenden Maximum bzw. Minimum als History-Variablen
bei der numerischen Prognose gespeichert werden müssen, um sie bei der Schädi-
gungsberechnung zu verwenden, sobald ein Zeitintervall mit der Länge der Perioden-
dauer des Zyklus betrachtet worden ist. Im Folgenden wird eine alternative Umsetzung
des Konzepts vom Zyklus vorgestellt, bei der der algorithmische Ablauf zur Detektion
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der Zyklenkennwerte derart effizient erfolgt, dass ein geringer Speicherbedarf und eine
einfache prozedurale Detektion der Zyklenkennwerte vorliegen. Des Weiteren wird im
folgenden Konzept keine Periodizität gefordert, da der Zyklus nicht anhand periodischer
Funktionen sondern anhand von sog. Spitzenwerten definiert wird.

13.4.2 Konzept des Halbzyklus
Concept of half cycle

Das Konzept des Halbzyklus wird exemplarisch anhand des stetigen Vergleichsspan-
nungssignals σeq(t) in der Zeit t in Anlehnung an die Ausführungen in [MN01] und
[PSB93] dargestellt. Die Vergleichsspannung wird in sog. Halbzyklen eingeteilt. Die De-
finition beruht auf dem Auffinden von mindestens zwei Spitzenwerten, die wie folgt fest-
gelegt werden: Existiert für die Beanspruchungs-Zeit-Funktion σeq(t) ein ε > 0, sodass
es den mit dem Zähler N̂ = 1,2, ... abzählbaren Zeitpunkt [N̂]t gibt, in dessen unmit-
telbarer Umgebung [t − ε, t + ε] für ε → 0 sich das Vorzeichen der Zeitableitung des
Beanspruchungssignals σ̇eq(t) ändert oder besagte Zeitableitung infolge konstanter Be-
anspruchung verschwindet, dann heißt

σ̂eq = σ̂eq(N̂) =σeq

(
[N̂]t
)

mit (13-170)

[N̂]t ∈ [t− ε, t + ε]|σ̇eq(t− ε)σ̇eq(t + ε)≤ 0 und

σ̇eq(t− ε) 6= 0∨ σ̇eq(t + ε) 6= 0

Spitzenwert zum Zeitpunkt [N̂]t. Die Sequenz σ̂eq(N̂) wird als Spitzenwertfolge bezeich-
net. Mit den eckigen Klammern in [N̂]t soll hervorgehoben werden, dass der diskrete
Zeitpunkt nicht an einer beliebigen Position im Zyklus vorliegt wie in Abschnitt 13.2.4,
sondern an der Stelle, wo ein Spitzenwert auftritt. Größen mit Superskript links oben
in eckigen Klammern liegen im Folgenden aufgrund der Definition des Spitzenwerts
(13-170) vor. Spitzenwerte an Knicken (Zeitpunkte mit unstetig differenzierbarem Funk-
tionsverlauf) im Signal, wie sie in der Dreieckschwingung auftreten, werden ebenso
erfasst wie die Spitzenwerte an Zeitpunkten, an denen das Beanspruchungssignal ste-
tig differenzierbar ist und seine Zeitableitung verschwindet. Wenn zwei Zeitpunkte [N̂−1]t
und [N̂]t mit Spitzenwerten vorliegen, kann der Halbzyklus festgelegt werden als Menge
aller Zeitpunkte zwischen [N̂−1]t und [N̂]t:

[N̂]Ň =
{

t ∈
[
[N̂−1]t, [N̂]t

]}
. (13-171)

Der Zähler N̂ ist deshalb der Halbzyklenzähler. Aufgrund der Definition des Halbzyklus
(13-171) sind die Spannungswerte zwischen zwei Spitzenwerten

σeq(
[N̂]Ň) = {σeq(t)} , [N̂−1]t ≤ t ≤ [N̂]t . (13-172)

Auf Basis der Gl. (13-172) werden das Vergleichsspannungsminimum und -maximum
sowie die Vergleichsmittelspannung, -spannungsamplitude und -schwingbreite wie folgt
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definiert:

[N̂]
σeqmin = min(σeq(

[N̂]Ň)) (13-173)
[N̂]

σeqmax = max(σeq(
[N̂]Ň)) (13-174)

[N̂]
σeqm =

[N̂]σeqmax +
[N̂]σeqmin

2
(13-175)

[N̂]
σeqa =

∣∣∣[N̂]σeqmax− [N̂]σeqmin

∣∣∣
2

(13-176)

[N̂]
∆σeq = 2[N̂]

σeqa . (13-177)

Das Spannungsminimum und -maximum repräsentieren den minimalen bzw. maxima-
len Wert des Spannungssignals innerhalb zweier Zeitpunkte, zwischen denen sich das
Vorzeichen der Zeitableitung der Spannung nicht ändert oder infolge eines Übergangs
zu konstanter Beanspruchung verschwindet.
Gelten die Gln. (13-170) bis (13-177) für die Beanspruchung, so wird sie als zyklisch be-
zeichnet. Zyklizität ist damit die Eigenschaft der Beanspruchung, dass sie in mindestens
ein Zeitintervall [[N̂−1]t, [N̂]t] eingeteilt werden kann, an dessen unterem [N̂−1]t und oberem
[N̂]t Intervallgrenzwert ein Spannungsmaximum oder -minimum und ein Spannungsmini-
mum bzw. -maximum als Spitzenwerte vorliegen. Die in den Gln. (13-173) bis (13-177)
auftretenden Größen heißen Beanspruchungskennwerte des Zyklus oder Zyklenkenn-
werte. Bei zyklischer Beanspruchung kann bzgl. des Vorzeichens ihrer Zeitableitung
offenbar Folgendes festgestellt werden: Das Vorzeichen ändert sich mindestens zwei-
mal oder das Vorzeichen ändert sich mindestens einmal und verschwindet dann infolge
konstanter Beanspruchung. Weist eine Beanspruchung Intervalle mit Unstetigkeiten auf
und ist sie aber in allen anderen Intervallen stetig, so kann sie in den stetigen Interval-
len zyklisch sein und wird dann als stückweise zyklisch bezeichnet. In Abb. 13-7 sind
Beispiele für Zyklen mit den zugehörigen Spitzenwerten aufgeführt.

σeq(t)σeq(t)σeq(t) σeq(t)

t ttt
Abbildung 13-7: Beispiele für Spitzenwerte (×) im Beanspruchungssignal σeq(t)
Figure 13-7: Examples for peak values (×) in loading signal σeq(t)

Auf Basis des Konzepts des Halbzyklus liegt die Schädigung D an den Zeitpunkten [N̂]t,
an denen Spitzenwerte der Beanspruchung auftreten, mit

[N̂]D = D([N̂]t) (13-178)

vor. Der Vollständigkeit wegen sei an dieser Stelle noch die Halbzyklendauer

[N̂]T = [N̂]t− [N̂−1]t (13-179)
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und die Kollektivdauer Tcoll erwähnt, die der Zeitspanne von periodisch wiederkehren-
den Beanspruchungswerten entspricht. In Abb. 13-8 sind alle Kennwerte und Defini-

[N̂]σeqmax

σeq(t)

[N̂]σeqm

[N̂ ]
Ň

[N̂−1]
Ň

[N̂+1]
Ň

[N̂ ]T

[N̂ ]σeqa

[N̂ ]σeqmin

[N̂ ]∆σeq

(j)σeq = σ̂eq(N̂)

(j−8)σeq = σ̂eq(N̂ − 1)

t
(j−8)t = [N̂−1]t

(j−7)t (j+1)t
(j)t = [N̂ ]t

[N̂−1]D [N̂ ]D

Tcoll

Abbildung 13-8: Parametrisierung des Halbzyklus [N̂]Ň am Beispiel der harmonischen Funktion
für die Vergleichsspannung σeq(t) in der Zeit t mit Zuordnung der diskreten Zeitpunkte (•) zur
Detektion der Spitzenwerte an den mit einem Quadrat (�) gekennzeichneten Zeitpunkten
Figure 13-8: Parameterisation of the half cycle [N̂]Ň for the harmonic equivalent stress σeq(t) over
time t with assignments of the discrete time points (•) for detection of peak values at time points
with a square (�)

tionen der zyklischen Vergleichsspannung am Beispiel des harmonischen Funktions-
verlaufs für den Halbzyklus [N̂]Ň illustriert. Für die Implementierung numerischer Me-
thoden, bei denen Zyklenkennwerte verwendet werden, müssen im einfachsten Fall
das Vergleichsspannungsminimum [N̂]σeqmin und -maximum [N̂]σeqmax detektiert und als
History-Variablen abgespeichert werden. Die Detektion der Spitzenwerte erfolgt über ei-
ne Fallunterscheidung dreier aufeinanderfolgender Spannungswerte, z. B. anhand von
( j−9)σeq, ( j−8)σeq und ( j−7)σeq. Falls

• ( j−9)σeq >
( j−8)σeq und ( j−7)σeq >

( j−8)σeq oder

• ( j−9)σeq =
( j−8)σeq und ( j−7)σeq >

( j−8)σeq oder

• ( j−9)σeq >
( j−8)σeq und ( j−7)σeq =

( j−8)σeq

zutrifft, so liegt ein Minimum als Spitzenwert vor. Für das betrachtete Tripel aus Span-
nungswerten trifft der erste der drei eben genannten Fälle zu. Als Nächstes werden die
Spannungswerte ( j−1)σeq, ( j)σeq und ( j+1)σeq betrachtet. Falls

• ( j−1)σeq <
( j)σeq und ( j+1)σeq <

( j)σeq oder

• ( j−1)σeq <
( j)σeq und ( j+1)σeq =

( j)σeq oder

• ( j−1)σeq =
( j)σeq und ( j+1)σeq <

( j)σeq
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zutrifft, so liegt ein Maximum als Spitzenwert vor. Der erste Fall trifft auf das soeben
betrachtete Tripel zu. In Abb. 13-8 wird deutlich, dass Vergleichsspannungsminimum
[N̂]σeqmin und -maximum [N̂]σeqmax jeweils an den mit einem Quadrat (�) gekennzeichne-
ten Zeitpunkten detektiert werden, da erst dort die zuvor beschriebene Fallunterschei-
dung möglich ist. So wird zum Zeitpunkt ( j−7)t die Fallunterscheidung anhand der Span-
nungswerte ( j−9)σeq, ( j−8)σeq und ( j−7)σeq durchgeführt und der Spitzenwert bei ( j−8)t
als Minimum detektiert, sodass der Wert [N̂]σeqmin als History-Variable gespeichert wird.
Zum Zeitpunkt ( j+1)t liegt die Fallunterscheidung für die Spannungswerte ( j−1)σeq, ( j)σeq
und ( j+1)σeq vor, sodass der Spitzenwert bei ( j)t als Maximum detektiert und als History-
Variable [N̂]σeqmax gespeichert wird. Erst zum Zeitpunkt ( j+1)t liegen die Zyklenkennwerte
für den Halbzyklus [N̂]Ň vor.
Abschließend sei noch der Sonderfall der Beanspruchung durch konstanten Amplituden
σeq(t) = σeqm+σeqa sin(2π f t) erwähnt, wofür die Ausdrücke in Gln. (13-173) bis (13-177)
offensichtlich für alle Halbzyklen identisch sind, sodass sie verkürzt angegeben werden
können:

σeqmin = min(σeq(
[N̂]Ň)) = min(σeq) (13-180)

σeqmax = max(σeq(
[N̂]Ň)) = max(σeq) (13-181)

σeqm =
σeqmax +σeqmin

2
(13-182)

σeqa =

∣∣σeqmax−σeqmin
∣∣

2
(13-183)

∆σeq = 2σeqa . (13-184)

Im Folgenden wird oftmals der besseren Lesbarkeit wegen anstelle der allgemeinen No-
tation mit Halbzyklenzähler wie in Gln. (13-173) bis (13-177) die Notation für konstante
Amplituden wie in Gln. (13-180) bis (13-184) ohne Halbzyklenzähler verwendet. Damit
ist aber nicht stets der Sonderfall konstanter Amplituden gemeint, sofern es nicht explizit
angegeben ist.

13.4.3 Schubwechselbeanspruchung
Alternating shear loading

Anstelle der Axialkraft (13-1) kann auch eine andere einkanalige Belastung vorliegen,
die Schubbeanspruchung tt bewirkt. Für die Doppelrohrprobe ist dies z. B. das die bei-
den Rohrhälften gegeneinander tordierende Moment

M = Mm +Ma sin(2π f t +φ) , (13-185)

wobei die Subskripte dieselbe Bedeutung haben wie bei den Größen der Axialkraft
(13-1). Für die Schubspannung tt gelten dieselben Bezeichnungen und Definitionen
nach Gln. (13-3) bis (13-6) wie für die Beanspruchungs-Zeit-Funktion (13-2).
In Abb. 13-9 sind die Testdaten aus WÖHLER-Versuchen an der stumpf geklebten Dop-
pelrohrprobe unter Torsionsbelastung (13-185) dargestellt, wobei für die Testdaten zwei
Versuchsreihen vorliegen: zum einen reine Wechselbeanspruchung mit R = −1 und
zum anderen Schwellbeanspruchung mit R = 0.1. Außerdem sind doppeltlogarithmi-

262



Modellierung des Ermüdungsversagens mit Kontinuumsschädigungsmechanik
Modelling of fatigue failure with continuum damage mechanics

1

10

100

1000 10000 100000 1e+06 1e+07

N
en
n
sc
h
u
b
sp
a
n
n
u
n
g
sa
m
p
li
tu
d
e
[M

P
a
]

Bruchschwingspielzahl [-]

LWF R=-1
Fit R=-1

LWF R=0.1
Fit R=0.1

Abbildung 13-9: Vergleich der Bruchzyklenzahlen für die Doppelrohrprobe bei Schubwechselbe-
anspruchung mit R =−1 und Schubschwellbeanspruchung mit R = 0.1
Figure 13-9: Comparison of numbers of cycles to fracture for the steel-tube specimen under
alternating shear loading with R =−1 and shear loading with R = 0.1

sche Ausgleichsgeraden durch jede der beiden Versuchsreihen eingetragen. Auf dem
niedrigsten Beanspruchungsniveau mit tta = 10.8 MPa liegen die Testdatenpunkte bei-
der Versuchsreihen nah beieinander. Außerdem schneiden sich die Ausgleichsgeraden
zwischen NR = 106 und NR = 107 Bruchzyklen. D. h., bei dieser Beanspruchung ist die
Mittelschubspannung ttm für das Versagen nahezu bedeutungslos. Vielmehr ist das Er-
müdungsversagen ausschließlich durch die Amplitude tta bedingt. Diese Beobachtung
entspricht derjenigen bei Metallen, s. [SM00], S. 136, Abb. 5.4, wo auf die Daten aus
[Smi42] referenziert wird.
Das Schädigungsmodell (13-19) widerspricht allerdings dieser Beobachtung und lie-
fert bei reiner Schubwechselbeanspruchung nicht dieselbe Bruchzyklenzahl am Schnitt-
punkt der doppeltlogarithmischen Ausgleichsgeraden in Abb. 13-9 sondern prognosti-
ziert um Größenordnungen höhere Bruchzyklenzahlen.
Zum besseren Verständnis wird der Sachverhalt anhand der beiden Beanspruchungen
aus reinem Schub

tt1 = 10+10sin(2π f t) (13-186)
tt2 = 10sin(2π f t) (13-187)

erläutert, d. h. in der Vergleichsspannung (13-39) sind jeweils tn = tb = 0. Die Bean-
spruchungen (13-186) und (13-187) sind den Fällen mit Schubwechsel- bei R =−1 und
Schubschwellbeanspruchung bei R = 0.1 mit tta = 10.8 MPa aus Abb. 13-9 sehr ähnlich
und die folgenden Aussagen damit übertragbar – für die Beanspruchungen (13-186),
(13-187) sind nur runde, ganze Zahlen zur besseren Handhabbarkeit festgelegt wor-
den. Die Gln. (13-186) und (13-187) führen aufgrund der Vergleichsspannung (13-39)
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auf

σeq1 = tt1 = 10+10sin(2π f t) (13-188)
σeq2 = |tt2|= |10sin(2π f t)| . (13-189)

In Abbn. 13-10(a) und (b) sind die Beanspruchungen (13-186), (13-187) sowie (13-188),
(13-189) in blau und rot dargestellt. Bei Betrachtung der Vergleichsspannungen in Abbn.
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Abbildung 13-10: Erste fünf Zyklen der Beanspruchung bei f = 10 Hz: (a) Schubspannungen
aus Gln. (13-186) (blau) und (13-187) (rot); (b) Vergleichsspannungen aus Gln. (13-188) (blau),
(13-189) (rot) und (13-201) (grün)
Figure 13-10: First five cycles of loading with f = 10 Hz: (a) shear stresses from Eqs. (13-186)
(blue) and (13-187) (red); (b) equivalent stresses from Eqs. (13-188) (blue), (13-189) (red) and
(13-201) (green)

13-10(b) ist offensichtlich, dass die rote Linie eine wesentlich geringere Beanspruchung
repräsentiert als die blaue und somit zu einer sehr viel höheren Bruchzyklenzahl führt.
Dies wird im Folgenden anhand des Schädigungsmodells quantifiziert.
Wird der Kriechanteil vernachlässigt, so kann die Bruchzyklenzahl analytisch anhand
von Gl. (13-88) infolge der Beanspruchungen (13-188) und (13-189) bestimmt werden:
Für (13-188) und (13-189) ergeben sich die beiden Bruchzyklenzahlen

NR1 = (σu/σeqmax1)
k+1 (13-190)

NR2 = 2(σu/σeqmax2)
k+1 . (13-191)

Aus dem Verhältnis

NR2/NR1 = 2(σeqmax1/σeqmax2)
k+1 = 2 ·2k+1 (13-192)

wird deutlich, dass das Schädigungsmodell eine infolge Beanspruchung (13-189) im
Vergleich zu Beanspruchung (13-188) um mehrere Größenordnungen höhere Bruch-
zyklenzahl liefert. Denn aufgrund Gl. (13-85) und den Ausführungen am Ende des Ab-
schnitts 13.2.1 nimmt k = kW− 1 üblicherweise Werte zwischen k = 14...24 an, sodass
NR2/NR1 ≈ 7 · 104...7 · 107, was im Widerspruch steht zur Beobachtung aus Abb. 13-9,
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dass beim niedrigsten Beanspruchungsniveau mit τa = 10.8 MPa Bruchzyklenzahlen in
derselben Größenordnung vorliegen.
Durch die nicht-konservativen Prognosen des Schädigungsmodells wird die Ermüdungs-
schädigung bei Wechselbeanspruchung in hohem Maße unterschätzt, was für die Aus-
legung auf Betriebsfestigkeit fatale Folgen haben kann. Aus diesem Grund muss der
Schädigungsansatz modifiziert werden, um valide Prognosen für Schubwechselbean-
spruchung zu erhalten. Dafür erscheint es aus den bisherigen Ausführungen anhand
der Gln. (13-188) und (13-189) sowie Abb. 13-10 angemessen, die Vergleichsspannung
wie folgt zu modifizieren.
Zur Vereinfachung wird von reinem Schub ausgegangen, d. h. tn = tb = 0. Das Bean-
spruchungsverhältnis (13-3) nimmt für den Fall tt = −ttm + ttm sin(2π f t), d. h. ttmax = 0,
ttmin < 0, den Wert R = −∞ an. Bei Schubbeanspruchung durch tt = ttm + ttm sin(2π f t)
und tt = −ttm + ttm sin(2π f t) ist der Fall, dass das Beanspruchungsverhältnis in beiden
Fällen denselben Wert annimmt, allerdings plausibler. Deshalb wird im Folgenden das
Schubbeanspruchungsverhältnis Rt auf Basis des Konzepts des Halbzyklus definiert:

[N̂]Rt =





sgn([N̂]ttmin
[N̂]ttmax)

min(|[N̂]ttmin|,|[N̂]ttmax|)
max(|[N̂]ttmin|,|[N̂]ttmax|)

, [N̂]ttmin 6= 0∨ [N̂]ttmax 6= 0

1 , [N̂]ttmin =
[N̂]ttmax = 0

. (13-193)

Schubspannungsminimum [N̂]ttmin und -maximum [N̂]ttmax sind analog zu den Zyklen-
kennwerten (13-173) und (13-174) definiert. Alle davon abgeleiteten Größen seien eben-
falls analog definiert. Die Eigenschaften des Schubbeanspruchungsverhältnisses [N̂]Rt
nach Gl. (13-193) sind folgende:

• Im Gegensatz zum Beanspruchungsverhältnis R in Gl. (13-3) nimmt das Schub-
beanspruchungsverhältnis stets endliche Werte an, sodass es sich zur computer-
gestützten Verarbeitung eignet

• Bei schwellender und negativ schwellender Beanspruchung hat das Schubbean-
spruchungsverhältnis identische, positive Werte und ist nach oben beschränkt bei
[N̂]Rt = 1

• Bei Wechselbeanspruchung ist das Schubbeanspruchungsverhältnis negativ und
nach unten beschränkt bei [N̂]Rt =−1

Im Falle konstanter Amplituden ergibt sich

[N̂]Rt = Rt =

{
sgn(ttminttmax)

min(|ttmin|,|ttmax|)
max(|ttmin|,|ttmax|) , ttmin 6= 0∨ ttmax 6= 0

1 , ttmin = ttmax = 0
. (13-194)

Anhand der Eigenschaften des Schubbeanspruchungsverhältnisses (13-194) ist leicht
festzustellen, dass es bei Schwellbeanspruchung ttmin ≥ 0, ttmax > 0 positiv oder null und
bei Wechselbeanspruchung negativ ist. Bei den Beanspruchungen tt = ttm+ ttm sin(2π f t)
und tt =−ttm + ttm sin(2π f t) nimmt es außerdem denselben Wert an.
Mit dem Schubbeanspruchungsverhältnis (13-193) wird die Vergleichsspannung (13-39)
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wie folgt in Abhängigkeit der Komponenten des Spannungstensors (13-40) bis (13-42)
neu definiert:

σeq =
√〈

b1t̄2
n +b2t̄n + t̄2

t + t̄2
b

〉
, (13-195)

t̄t = tt(1+b3 〈−Rt〉) , (13-196)
t̄b = tb(1+b3 〈−Rb〉) , (13-197)
t̄n = tn(1+b3b4 〈−min(Rt,Rb)〉∆τ̄/σu) , (13-198)

Rt =
[N̂]Rt ,Rb =

[N̂]Rb , (13-199)

∆τ̄ = [N̂]
∆τ̄ = |[N̂]

τ̄max− [N̂]
τ̄min| , τ̄ = tt + tb . (13-200)

Das Beanspruchungsverhältnis Rb für die binormale Schubkomponente wird analog zu
(13-194) für die tangentiale Schubspannungskomponente berechnet. Die Terme in den
runden Klammern betreffen die Modifikation für Schubwechselbeanspruchung. Sei der
aktuelle Zeitpunkt ( j+1)t, der gemäß Abb. 13-8 zum aktuellen Halbzyklus [N̂+1]Ň gehört,
so stellt sich anhand der Ausführungen in Abschnitt 13.4.2 über das Konzept des Halb-
zyklus die Frage, ob an den Zeitpunkten ( j)t bis ( j+8)t im aktuellen Halbzyklus [N̂+1]Ň das
aktuelle Schubbeanspruchungsverhältnis [N̂+1]Rt oder allgemein eine aktuelle Größe auf
Basis der Zyklenkennwerte gebildet werden kann, um diese Größe im numerischen Inte-
grationsalgorithmus aus Abschnitt 13.2.4 zu verwenden. Das zentrale Problem ist, dass
an Zeitpunkten zwischen den Spitzenwerten die aktuellen Zyklenkennwerte zum Bilden
des aktuellen Schubbeanspruchungsverhältnisses [N̂+1]Rt nicht vorliegen. Es ist aller-
dings physikalisch plausibel, dass der aktuelle Wert der Schädigung ausschließlich von
vergangenen und nicht zukünftigen Ereignissen eindeutig beschrieben ist. Deshalb ist in
den modifizierten Spannungstermen (13-196) bis (13-198) mit dem zugehörigen Schub-
beanspruchungsverhältnis (13-199) das zuletzt berechnete Rt =

[N̂]Rt bzw. Rb =
[N̂]Rb im

letzten Halbzyklus [N̂]Ň bezeichnet, für den die Zyklenkennwerte (13-173) bis (13-177)
am Zeitpunkt ( j+1)t vorliegen, vgl. Abb. 13-8. Dasselbe gilt auch für die Schubspan-
nungsschwingbreite (13-200).
Die Parameter b3 und b4 in den modifizierten Spannungstermen (13-196) bis (13-198)
nehmen die Werte null oder eins an. Bei b3 = b4 = 0 ist die modifizierte Vergleichsspan-
nung (13-195) identisch mit der ursprünglichen in Gl. (13-39). Aufgrund der Bruchzyklen
aus den Tests am stumpf geklebten Doppelrohr ist allerdings b3 = b4 = 1 empfehlens-
wert. Denn bei reinem Schub, d. h. tn = tb = 0, ist in diesem Fall die Vergleichsspannung
in Gl. (13-195) unter Beachtung der Gln. (13-194) und (13-196) gerade

σeq3 = |tt2|(1+b3 〈−Rt〉) = 2|tt2|= 2σeq2 (13-201)

und stellt mit der grünen Linie das doppelte der roten Linie in Abb. 13-10(b) dar, wenn
für die Schubbeanspruchung tt der Ausdruck in (13-187) eingesetzt wird. Die Bruchzy-
klenzahl

NR3 = (σu/σeqmax3)
k+1/2 = (σu/σeqmax1)

k+1/2 = NR1/2 (13-202)

ist halb so groß wie diejenige in Gl. (13-190) infolge der Beanspruchung (13-186) (blaue
Linie in Abb. 13-10), wenn der Zyklus N = t · f = t/T stets auf Basis der Periodendau-
er T der Beanspruchung tt und nicht des Vergleichsspannungssignals σeq festgelegt
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ist. Denn offenbar sind die Periodendauern von Spannung und Vergleichsspannung bei
Wechselbeanspruchung um den Faktor zwei verschieden, s. Abb. 13-10.
Die Schubspannungsschwingbreite (13-200) in Gl. (13-198) mindert bei sehr kleiner
Schubwechselbeanspruchung, die z. B. numerisch bedingt sein kann, die Auswirkung
des Terms mit den Beanspruchungsverhältnissen Rt und Rb auf die Normalspannungs-
komponente ab, da ansonsten zu konservative Prognosen entstehen.

13.4.4 Druckbeanspruchung
Pressure loading

Bei zweikanaliger Belastung liegen zwei Lasteinleitungsstellen vor. Für die Doppelrohr-
probe ist eine zweikanalige Belastung z. B. durch die Axialkraft (13-1) und das Moment
(13-185) gegeben. Anhand der Daten aus WÖHLER-Tests des stumpf geklebten Doppel-
rohrs unter Torsionsbelastung ist zu beobachten, dass die Schubwechselschwingfestig-
keit der Klebschicht infolge überlagerter konstanter Druckbeanspruchung erhöht wird,
s. Abb. 13-11. Die Erhöhung der Schubwechselfestigkeit bei konstanter Druckbeanspru-
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Abbildung 13-11: Steigende Wechselfestigkeit der Klebschicht in der Doppelrohrprobe infolge
überlagerter Druckbeanspruchung
Figure 13-11: Increased fatigue strength against alternating loading of the adhesive joint in the
steel-tube specimen due to additional pressure loading

chung bedeutet, dass im Modell bei überlagerter Schubwechsel- mit konstanter Druck-
beanspruchung die Beanspruchung der Klebschicht in Form der Vergleichsspannung
infolge kleiner werdendem t̄n < 0 ebenfalls kleiner werden muss. Wird die Vergleichs-
spannung (13-195) herangezogen und mit konstantem Druck überlagerte Schubwech-
selbeanspruchung vorausgesetzt (t̄n = konst. < 0, tb = 0, Rt =−1), ist zu erkennen, dass
der Term b1t̄2

n aufgrund von b1 > 0 für kleiner werdende Normalspannung t̄n < 0 quadra-
tisch anwächst, sodass die Beanspruchung erhöht und die Schwingfestigkeit gesenkt
wird. Das Schädigungsmodell kann demnach die Beobachtung aus dem Versuch nicht
abbilden, dass Druck die Schubwechselfestigkeit erhöht.
Deshalb wird in Anlehnung an das reduzierte TAPO-Modell eine MACAULAY-Klammer
um den Term mit der quadratischen Normalspannung in der Vergleichsspannung (13-195)
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ergänzt:

σeq =

√〈
b1 〈t̄n〉2 +b2t̄n + t̄2

t + t̄2
b

〉
. (13-203)

Infolge der ergänzten MACAULAY-Klammer verschwindet der Term b1 〈t̄n〉2 bei Druckbe-
anspruchung t̄n < 0. Infolgedessen verringert der Term b2t̄n bei b2 > 0 und kleiner wer-
dender Druckbeanspruchung t̄n < 0 die Vergleichsspannung σeq, sodass die Schwing-
festigkeit bzw. Lebensdauer erhöht werden. Infolgedessen sollte b2 = 0 bei der Identi-
fikation vermieden werden, da die Erhöhung der Schwingfestigkeit infolge Druckbean-
spruchung sonst nicht vorliegt.

13.4.5 Kriech- und Ermüdungsvergleichsspannung
Creep and fatigue equivalent stress

Das Modell aus additiver Kriech- und Ermüdungsschädigung gibt Gl. (13-19) an:

Ḋ = Ḋc + Ḋf .

In der Kriech- Ḋc und Ermüdungsschädigungsentwicklung Ḋf tritt infolge der Ansätze
(13-20) und (13-22) die für Schubwechsel- und Druckbeanspruchung modifizierte Ver-
gleichsspannung (13-203) mit den dort enthaltenen Parametern b1 und b2 auf. Aller-
dings weisen die Ausführungen in Abschnitt 13.3.4 darauf hin, dass die Vergleichsspan-
nungsparameter b1 und b2 sowohl anhand von Kriech- und Ermüdungsversuchsdaten
bestimmt werden können. Es ist zu erwarten, dass die resultierenden Parameter der
beiden Identifikationsmethoden unterschiedlich sind, da Kriech- und Ermüdungsschä-
digung aufgrund verschiedener Versagensmechanismen entstehen. Es ist deshalb an-
gemessen, dass der Kriechanteil ebenso eine eigene Vergleichsspannung zugewiesen
bekommt wie der Ermüdungsanteil, was analog zu der Vorgehensweise ist, den Zeit-
festigkeitsgeraden für Kriechen und Ermüdung unterschiedliche Parameter für die Stei-
gungen und Ordinatenabschnitte zuzuweisen. Deshalb geht aus Abschnitt 13.3.4 die
Motivation hervor, in der Kriech- und Ermüdungsschädigungsentwicklung

Ḋc =
1
c0

(〈σeqc−σdc〉
σref(1−D)

)n

, c0 = 1 s (13-204)

Ḋf =

( 〈σeqf−σdf〉
(σu−σdf)(1−D)

)k 〈σ̇eqf〉
σu−σdf

(13-205)

zwei formal identische Vergleichsspannungen für Kriechen und Ermüdung

σeqc =

√〈
b1c 〈t̄n〉2 +b2ct̄n + t̄2

t + t̄2
b

〉
, (13-206)

σeqf =

√〈
b1f 〈t̄n〉2 +b2ft̄n + t̄2

t + t̄2
b

〉
(13-207)

anzusetzen, die sich nur in ihren Parametern b1c,b2c bzw. b1f, b2f unterscheiden. Für den
Fall b1c = b1f = b1,b2c = b2f = b2 ist die Vergleichsspannung (13-203) wiederhergestellt.
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13.4.6 Nichtlineare Schädigungsakkumulation
Nonlinear damage accumulation

Nach den Ausführungen in Abschnitt 13.3.5 akkumuliert der Ansatz (13-19) die Schä-
digung linear, falls n = k und nichtlinear, falls n 6= k. Üblicherweise werden Kriech- und
Ermüdungsschädigung separat mit Ansätzen für nichtlineare Schädigungsakkumulati-
on versehen, um bessere Prognosen für die Bruchzeiten aufgrund realitätsnaher Belas-
tung mit variablen Amplituden zu erzielen. Im Folgenden werden hierfür Möglichkeiten
aus dem Schrifttum aufgeführt und dargestellt, wie die Terme in den bestehenden Glei-
chungssatz für die Schädigungsentwicklung eingebracht werden.
Der allgemeine Ansatz für die zeitliche Entwicklung von additiv verknüpfter Kriech- und
Ermüdungsschädigung (13-19) ist äquivalent zu

dD = dDc +dDf

= Ḋcdt +
dDf

dN
dN . (13-208)

Zur Erfassung nichtlinearer Kriechschädigungsakkumulation muss ein nicht-separier-
barer Ansatz für die Kriechschädigungsentwicklung Ḋc aufgestellt werden. Erste An-
sätze zur Modellierung nichtlinearer Kriechschädigungsakkumulation werden in [ZB86]
aufgegriffen. In [CP91] werden theoretische Grundlagen zur Modellierung nichtlinearer
Kriechschädigungsakkumulation erläutert. In [Pav01] wird das Phänomen der nichtli-
nearen Kriechschädigung ausführlich beschrieben und ein empirischer Ansatz auf Basis
der Kriechzeitfestigkeitsgeraden entwickelt. Im Rahmen der Kontinuumsschädigungs-
mechanik sind im Schrifttum allerdings keine etablierten Modelle für nichtlineare Kriech-
schädigungsakkumulation vorzufinden. Die Forschung an diesem Thema wird in den
Ausblick gestellt.
Im Gegensatz zu nichtlinearer Kriechschädigungsakkumulation existieren für nichtlinea-
re Ermüdungsschädigungsakkumulation diverse Ansätze, die allerdings im Rahmen der
Kontinuumsschädigungsmechanik allesamt ähnliche Varianten des Ansatzes in [CL88]
(s. auch [LC94], Abschnitt 7.4.3) sind, der deshalb dem Stand der Forschung entspricht.
Für die Darstellung des erwähnten Ansatzes wird im Folgenden reine Ermüdungsschä-
digung betrachtet, d. h. Ḋc = 0, dD = dDf in Gl. (13-208). Der Ansatz in [CL88] lässt
sich vom folgenden allgemeinen ONERA-Ansatz [BP11], Gl. [2.24] zur Beschreibung
der Ermüdungsschädigung D̃ pro Zyklus N ableiten:

dD̃
dN

=
D̃α

(1−α)NR
. (13-209)

Mit NR ist die Bruchzyklenzahl bezeichnet, für die ein Modellansatz verwendet wird,
der z. B. auf der BASQUIN-Gleichung (13-8) oder der Bruchzyklenzahl (13-88) des vor-
liegenden Schädigungsmodells basiert. Die Funktion α = α(σeq) dient zur Modellierung
der nichtlinearen Schädigungsakkumulation, worauf später detailliert eingegangen wird.
Für die Ermüdungsschädigung wird der folgende Variablenwechsel vorgeschlagen (s.
[CL88], Gl. (21) und [BP11], Gl. [2.115]):

D̃ = 1− (1−Df)
k+1 . (13-210)

269



Modellierung des Ermüdungsversagens mit Kontinuumsschädigungsmechanik
Modelling of fatigue failure with continuum damage mechanics

Der Exponent k entspricht der Neigung der WÖHLER-Geraden, s. Gl. (13-85). Differen-
tiation des Variablenwechsels (13-210) führt auf den Ausdruck

dD̃ = (k+1)(1−Df)
kdDf , (13-211)

der zusammen mit dem Variablenwechsel (13-210) in den allgemeinen ONERA-Schä-
digungsansatz (13-209) eingesetzt wird und damit den ONERA-Ansatz für allgemeine
Ermüdungsschädigung ergibt:

dDf

dN
=

(
1− (1−Df)

k+1)α

(1−α)(k+1)(1−Df)kNR
. (13-212)

Da die Funktion α = α(σeq) in Abhängigkeit der Beanspruchung angesetzt wird, sorgt
sie bei zeitveränderlicher Beanspruchung, z. B. bei Beanspruchung mit variablen Am-
plituden, prinzipiell für eine Nicht-Separierbarkeit der Schädigung Df von der Beanspru-
chung σ . Wird die Funktion α allerdings in Abhängigkeit der Zyklenkennwerte, z. B. in
Abhängigkeit der Amplitude in Gl. (13-2) und des Spannungsmaximums (13-5) bzw. in
Abhängigkeit der Zyklenkennwerte des Konzepts des Halbzyklus in Abschnitt 13.4.2 an-
gesetzt, so ist sowohl für den Fall konstanter Amplituden als auch für jeden Zyklus selbst
die Funktion α eine Konstante und der Ansatz (13-212) separierbar und damit für jeden
einzelnen Zyklus und für Beanspruchung mit konstanten Amplituden analytisch lösbar.
In [CL88] wird derart vorgegangen und α für nichtlineare Ermüdungsschädigungsakku-
mulation im eindimensionalen Fall wie folgt angesetzt:

α = αChaboche = αChaboche(σmin,σmax) = 1−a
〈

σmax−σl

σult−σmax

〉
(13-213)

mit
σl = σm +σl0(1−bσm) . (13-214)

In den Gln. (13-213), (13-214) sind σm die Mittelspannung (13-2), σmin die Minimalspan-
nung (13-4), σmax die Maximalspannung (13-5), σult die Zugfestigkeit, a ein Parameter
zur Modellanpassung bei Schädigungsinteraktion (z. B. durch Kriech- und Ermüdungs-
schädigung), b ein Parameter zur Erfassung des Mittelspannungseinflusses und σl0 die
Ermüdungsfestigkeit infolge Wechselbeanspruchung.
In Anlehnung an [DLC15] tritt für den dreidimensionalen Fall die Vergleichsspannung an-
stelle der einaxialen Spannung in Gl. (13-213). Da die Dauerschwingfestigkeit σl0 ≡ σdf
und jede von ihr abhängige Funktion im vorliegenden Projekt nicht identifiziert wird,
gilt die Identität σl ≡ σeqfm, sodass Gl. (13-213) für den dreidimensionalen Fall wie folgt
lautet:

α = αDo = αDo(σeqfa,σeqfmax) = 1−a
〈

σeqfa−σdf

τu−σeqfmax

〉
. (13-215)

Für die Zyklenkennwerte des Maximalwerts σeqfmax sowie der Amplitude σeqfa der Ver-
gleichsspannung für Ermüdung sollen die Definitionen anhand des Konzepts des Halb-
zyklus in Abschnitt 13.4.2 gelten. Mit dem Subskript „f“ist vermerkt, dass sich die be-
treffenden Größen lediglich auf die Ermüdungsvergleichsspannung (13-207) beziehen.
Außerdem wird statt der Zug- σult die Schubfestigkeit τu verwendet.
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In Gl. (13-215) ist αDo nach unten nicht beschränkt, sodass bei σeqfa−σdf > 0 und a > 0

lim
σeqfmax→τu

αDo =−∞ , (13-216)

was sich negativ auf die Konvergenz von iterativen numerischen Lösungsverfahren aus-
wirken kann. Deshalb wird die Funktion

α = αIFM = αp2

(〈
1−αp1

〈
σeqfa−σdf

τu−σeqfmax

〉
−αp3

〉
+αp3

)
(13-217)

vorgeschlagen, worin αp1 dem materialspezifischen a in Gl. (13-215) entspricht und αp2
dazu dient, optional αp2 = 0⇒ α = 0 zu setzen. Ansonsten gelte αp2 = 1. Um den Wer-
tebereich von α nach unten zu beschränken, wird der Parameter αp3 eingeführt, mit
dem infolge αp3 ≤ α < 1 das Konvergenzverhalten iterativer Lösungsverfahren verbes-
sert werden soll.
Der Ansatz (13-217) kann ausschließlich an Blockversuchen mit kombinierter Zug-Schub-
Beanspruchung validiert werden. Diese Tests werden als Ziel zukünftiger Forschungs-
vorhaben in den Ausblick gestellt. Dennoch kann anhand der Testdaten aus den Block-
versuchen mit reiner Schubbeanspruchung σeq = t̄t, tn = tb = 0 eine erste Validierung
erfolgen, s. Abschnitt 15.3.

ONERA-Modifikation für nichtlineare Schädigungsakkumulation

Einsetzen der Bruchzyklenzahl (13-88) in den allgemeinen Ermüdungsschädigungsan-
satz (13-212) unter Berücksichtigung der Identitäten σeqmax = σeqfmax und σeqmin = σeqfmin
infolge der Einführung der Ermüdungsvergleichsspannung (13-207) führt auf

dDf

dN
=

(
1− (1−Df)

k+1)α

(1−α)(k+1)(1−Df)k

(
σeqfmax−σdf

)k+1−
(
σeqfmin−σdf

)k+1

(σu−σdf)k+1 (13-218)

=

(
1− (1−Df)

k+1)α

(1−α)(k+1)(1−Df)k

σeqfmax∫

σeqfmin

〈
σeqf−σdf

〉k 〈dσeqf
〉 k+1
(σu−σdf)k+1 , (13-219)

wobei von σeqf−σdf > 0 ausgegangen wird. Das Integral in Gl. (13-219) ähnelt formal
demjenigen auf den rechten Seiten in Gln. (13-87) und (13-79), sodass offensichtlich
folgender Ausdruck mit Gl. (13-219) äquivalent ist:

Ḋf =

(
1− (1−Df)

k+1)α

(1−α)

( 〈
σeqf−σdf

〉

(σu−σdf)(1−Df)

)k 〈
σ̇eq
〉

σu−σdf
. (13-220)

Die Äquivalenz der Gln. (13-219) und (13-220) ist offenbar deshalb gegeben, da die ele-
mentare Integration von Gl. (13-220) über einen Spannungszyklus gerade Gl. (13-219)
ergibt (vgl. dazu auch die Schritte in Abschnitt 13.3.3 anhand der Gln. (13-77) bis
(13-80)).
Liegt nicht nur Schädigung infolge Ermüdung sondern zusätzlich infolge Kriechen vor,
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wird aus Gl. (13-220) zunächst die um Kriechschädigung zu ergänzende Beziehung

Ḋf = αmod

( 〈
σeqf−σdf

〉

(σu−σdf)(1−D)

)k 〈
σ̇eq
〉

σu−σdf
(13-221)

mit der Abkürzung

αmod =

(
1− (1−D)k+1)α

(1−α)
. (13-222)

Die Ermüdungsschädigungsentwicklungen (13-221) und (13-205) sind bis auf den Fak-
tor (13-222) identisch. Die nichtlineare Schädigungsakkumulation äußert sich in der
Modellierung demnach als adaptiver Term in Form des Faktors (13-222). Nichtlineare
Schädigungsakkumulation ist nicht vorhanden, falls α = 0⇒ αmod = 1. Dann ist die Er-
müdungsschädigungsentwicklung (13-221) identisch zu Gl. (13-205), sodass im Schädi-
gungsansatz Gln. (13-19), (13-204) und (13-205) kein zusätzlicher Term für nichtlineare
Schädigungsakkumulation vorhanden ist und im Sonderfall n = k lineare Schädigungs-
akkumulation vorliegt. Mit dem Ansatz (13-217) kann demnach mittels αp2 = 0⇒ αmod =

1 der Ermüdungsansatz (13-205) wiederhergestellt werden.
Die Hinzunahme der Kriechschädigungs- zur Ermüdungsschädigungsentwicklung (13-221)
z. B. mit dem Ansatz (13-204) führt nach Ausschreiben des gesamten Schädigungsan-
satzes Gl. (13-19) auf den Ausdruck

Ḋ =
1
c0

(〈σeqc−σdc〉
σref(1−D)

)n

+

(
1− (1−D)k+1)α

(1−α)

( 〈
σeqf−σdf

〉

(σu−σdf)(1−D)

)k 〈
σ̇eq
〉

σu−σdf
. (13-223)

In Gl. (13-223) ist die Funktion α abhängig von Zyklenkennwerten wie der Amplitude
und des Maximums der Vergleichsspannung, s. Gl. (13-217). Die Zyklenkennwerte wer-
den z. B. auf Basis des Konzepts des Halbzyklus in Abschnitt 13.4.2 definiert. Sei der
aktuelle Zeitpunkt ( j+1)t, dann gehört gemäß Abb. 13-8 der aktuelle Zeitpunkt zum ak-
tuellen Halbzyklus [N̂+1]Ň. Für den aktuellen Zeitpunkt ( j+1)t und folgende Zeitpunkte
des aktuellen Halbzyklus [N̂+1]Ň können nur bereits berechnete Zyklenkennwerte des
letzten Halbzyklus [N̂]Ň für die in Abschnitt 13.2.4 beschriebene numerische Integrati-
on der Schädigungsdifferentialgleichung verwendet werden. Deshalb wird analog zum
Schubbeanspruchungsverhältnis Rt in Abschnitt 13.4.3 verfahren und der Wert für α

verwendet, der für den letzten Halbzyklus [N̂]Ň berechnet worden ist: α = [N̂]α. Unter
dieser Voraussetzung ist mit Berücksichtigung der Abkürzung (13-222) für die numeri-
sche Lösung statt Gl. (13-53) lediglich

∂ Ḋf

∂D
=

αmodk
〈
σeqf−σdf

〉k 〈
σ̇eq
〉

((σu−σdf)(1−D))k+1 +

( 〈
σeqf−σdf

〉

(σu−σdf)(1−D)

)k 〈
σ̇eq
〉

σu−σdf

∂αmod

∂D
, (13-224)

∂αmod

∂D
=

α
(
1− (1−D)k+1)α−1

(k+1)(1−D)k

1−α
(13-225)

in zeitdiskreter Form zu verwenden.
Anstelle des alten α = [N̂]α zum Zeitpunkt ( j+1)t im Halbzyklus [N̂+1]Ň kann allerdings das
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aktuelle α = [N̂+1]α verwendet werden, wenn die Schädigungsdifferentialgleichung mit
den Differentialen der Schädigung, Zeit und Zyklen formuliert und mit speziellen Metho-
den numerisch integriert wird. In einer solchen Formulierung tritt die Ermüdungsschädi-
gung nicht mehr kontinuierlich im Zyklus sondern erst unmittelbar nach dem Auftreten
von Spitzenwerten auf. Der Ausgangspunkt dafür entsteht aus dem Einsetzen der um
Kriechschädigung zu ergänzende Ermüdungsschädigung (vgl. (13-212))

dDf

dN
=

(
1− (1−D)k+1)α

(1−α)(k+1)(1−D)kNR
(13-226)

in den allgemeinen Ansatz für Kriech- und Ermüdungsschädigung (13-208), was auf
den allgemeinen Ansatz für Kriech- und Ermüdungsschädigung nach LEMAITRE und
CHABOCHE [LC94], [Cha03] führt:

dD = Ḋcdt +

(
1− (1−D)k+1)α

(1−α)(k+1)(1−D)kNR
dN . (13-227)

Einsetzen der Kriechschädigung (13-204) und der Bruchzyklenzahl (13-88) unter Be-
rücksichtigung von σeqmax = σeqfmax und σeqmin = σeqfmin infolge der Einführung der Ermü-
dungsvergleichsspannung (13-207) in die letztgenannte Gl. (13-227) ergibt den zu Gl.
(13-223) äquivalenten Ausdruck

dD =
1
c0

(〈σeqc−σdc〉
σref(1−D)

)n

dt+

+

(
1− (1−D)k+1)α

(1−α)(k+1)(1−D)k

[(
σeqfmax−σdf

)k+1−
(
σeqfmin−σdf

)k+1

(σu−σdf)k+1

]
dN . (13-228)

In den Differentialgleichungen (13-227) und (13-228) treten die drei Differentiale der
Schädigung dD, der Zeit dt und der Zyklen dN auf. Integrationsverfahren, die zur Lö-
sung einer Differentialgleichung der Form (13-227) eingesetzt werden, müssen dieser
Besonderheit Rechnung tragen.

Sequentielle Kopplung in [BP11] zur numerischen Lösung der Schädigungsdiffe-
rentialgleichung

In [BP11] macht CHABOCHE für die numerische Lösung der Differentialgleichung der
Form (13-227) einen Vorschlag, der in numerische Simulationen auf Basis der FEM zur
Lebensdauerprognose implementierbar ist. Dieser Vorschlag beruht darauf, zuerst die
Kriechschädigung auf Basis der Rekursionsgleichung (13-76) zu berechnen und ausge-
hend vom somit erhaltenen Schädigungswert die aktuelle Schädigung anhand der Re-
kursionsgleichung für Ermüdungsschädigung zu bilden, die für den allgemeinen Ansatz
(13-209) von ONERA bzw. den ONERA-Ansatz für allgemeine Ermüdungsschädigung
(13-212) wie folgt gewonnen wird: Der ONERA-Ansatz (13-209) wird separiert und aus-
gehend von der Schädigung D̃= ( j)D̃ bis zur Schädigung D̃= ( j+1)D̃ infolge eines Zyklus
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von N bis N +1 integriert:

( j+1)D̃∫

( j)D̃

D̃−αdD̃ =

N+1∫

N

1
(1−α)NR

dÑ . (13-229)

Die Auswertung des bestimmten Integrals führt auf die Rekursionsgleichung

( j+1)D̃ =

(
( j)D̃1−α +

1
NR

) 1
1−α

. (13-230)

Einsetzen des Variablenwechsels (13-210) resultiert nach Umformung in der Rekursi-
onsgleichung für allgemeine Ermüdungsschädigung

( j+1)Df = 1−


1−

[(
1−
[
1− ( j)Df

]k+1
)1−α

+
1

NR

] 1
1−α




1
k+1

. (13-231)

Die letztgenannte Gleichung ist für reine Ermüdungsschädigung hergeleitet worden.
Kriechschädigung wird in [BP11] (S. 90) eingebracht, indem in Gl. (13-231) die zuletzt
berechnete Ermüdungsschädigung ( j)Df durch die zuvor berechnete Kriechschädigung
auf Basis der Rekursionsgleichung (13-76) ersetzt wird. Die gesamte Schädigung D in-
folge Kriechen und Ermüdung wird demnach aus der Berechnung der Kriechschädigung
D∗ als Zwischenlösung und dem anschließenden Einsetzen dieser Zwischenlösung in
die Ermüdungsschädigung gewonnen:

D∗ = 1−
(
(1− ( j)D)n+1− ∆t

tR

) 1
n+1

, (13-232)

( j+1)D = 1−
(

1−
[(

1− [1−D∗]k+1
)1−α

+
1

NR

] 1
1−α

) 1
k+1

. (13-233)

Für die Kriechbruchzeit tR und die Bruchzyklenzahl NR können z. B. die Modellgleichun-
gen (13-70) und (13-88) herangezogen werden, sodass die Gln. (13-232) und (13-233)
die Lösung der Differentialgleichung (13-227) in Form eines Rekursionsgleichungssat-
zes darstellen. Allerdings ist anzumerken, dass Gl. (13-233) auf der Herleitung anhand
Gln. (13-229) bis (13-231) beruht, bei der Kriechschädigung nicht beachtet worden ist.
Deshalb repräsentieren Gln. (13-232), (13-233) eine einseitige Kopplung der Kriech-
mit der Ermüdungsschädigung, die sequentiell ausgeführt und deshalb im Folgenden
als sequentielle Kopplung bezeichnet wird.
Die sequentielle Kopplung (13-232), (13-233) weist den Nachteil auf, dass in den Aus-
drücken für die Bruchzeit tR und Bruchzyklenzahl NR nach Gln. (13-70) und (13-88) Zy-
klenkennwerte auftreten, die z. B. auf Basis des Konzepts des Halbzyklus in Abschnitt
13.4.2 gebildet werden, aber bei Abschnitten von Beanspruchungen mit monoton stei-
gendem Verlauf nicht vorliegen. Aufgrund dieses Umstands tritt während langsam mo-
noton steigender Beanspruchung keine Schädigung auf, wenn die sequentielle Kopp-
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lung nach Gln. (13-232) und (13-233) verwendet wird. Deshalb wird die sequentielle
Kopplung am Beispiel von Gl. (13-228) wie folgt modifiziert.

Numerische Lösung der Schädigungsdifferentialgleichung mit halbzyklenweise,
sequentiell eingekoppelter Ermüdungsschädigung

Die nachstehenden Ausführungen zur numerischen Lösung der Schädigungsdifferenti-
algleichung (13-228) beziehen sich auf die Zeitpunkte ( j−6)t bis ( j+1)t in Abb. 13-8 und
das Konzept des Halbzyklus sowie zugehöriger Detektion der Spitzenwerte in Abschnitt
13.4.2 mit dem Ziel, dass stets Kriechschädigung auftritt, falls die Kriechfestigkeit σdc
überschritten ist. Insbesondere soll Kriechschädigung auch bei Beanspruchungen mit
monoton steigenden Abschnitten auftreten, für die keine Mittelspannung aufgefunden
werden kann und eine Kriechschädigungsberechnung mit Gln. (13-232) und (13-76)
nicht möglich ist.
Am Zeitpunkt ( j−8)t liegt mit dem Vergleichsspannungsminimum ein Spitzenwert vor, der
anhand der in Abschnitt 13.4.2 erläuterten Fallunterscheidung zum Zeitpunkt ( j−7)t re-
gistriert und als History-Variable gespeichert wird. Die Berechnung der Schädigung zu
den Zeitpunkten ( j−6)t bis ( j+1)t ist wie folgt: Zum Zeitpunkt ( j−6)t im Halbzyklus mit Zäh-
ler N̂ liegt das zum Vergleichsspannungsminimum zugehörige Maximum für Gl. (13-228)
noch nicht vor, sodass an den Zeitpunkten ( j−6)t bis ( j)t lediglich Kriechschädigung mit

dD = dDc = Ḋcdt =
1
c0

(〈σeqc−σdc〉
σref(1−D)

)n

dt (13-234)

auftritt. Die Lösung (k)D = (k)Dc, k = j−6, ..., j der Differentialgleichung (13-234) erfolgt
mit der BDF2 wie in Abschnitt 13.2.4 numerisch, sodass beliebige, auch nicht ele-
mentar integrierbare Beanspruchungs-Zeit-Verläufe σeqc = σeqc(t) vorliegen können. Am
Zeitpunkt ( j+1)t wird schließlich per Fallunterscheidung wie beim Vergleichsspannungs-
minimum das Vergleichsspannungsmaximum aufgefunden, das ebenfalls als History-
Variable gespeichert wird, sodass nun die Zyklenkennwerte für den Halbzyklus mit Zäh-
ler N̂ bestimmt werden können. Für diesen Halbzyklus ist zwar bislang Kriechschä-
digung aufgetreten – allerdings muss die Ermüdungsschädigung gemäß Gl. (13-228)
noch hinzukommen. Die Ermüdungsschädigung ∆Df infolge des letzten Halbzyklus mit
Zähler N̂ wird bei der Schädigungsberechnung zum Zeitpunkt ( j+1)t mittels

dD = Ḋcdt +dDf =
1
c0

(〈
σeqc−σdc

〉

σref(1−D)

)n

dt +dDf (13-235)

berücksichtigt. Die numerische Lösung von Gl. (13-235) erfolgt wie in Abschnitt 13.2.4
mit der BDF2. Analog zu Gl. (13-44) führt die Anwendung der BDF2 zur numerischen
Lösung von Gl. (13-235) auf

3
2
( j+1)D−2( j)D+

1
2
( j−1)D = ∆t · ( j+1)Ḋc +

( j)
∆Df . (13-236)
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Wird das Residuum

( j+1)
(i)Rseq =

3
2
( j+1)

(i)D−2( j)D+
1
2
( j−1)D−

(
∆t · ( j+1)

(i)Ḋc +
( j)

∆Df

)
!
= 0 , (13-237)

( j+1)
(i)Ḋc =

1
c0




〈
( j+1)σeqc−σdf

〉

σref(1− ( j+1)
(i)D)




n

(13-238)

nicht erfüllt, erfolgt die Aktualisierung der Schädigung mit dem NEWTON-Verfahren bis
zur Konvergenz:

( j+1)
(i+1)D =

( j+1)
(i)D−

( j+1)
(i)Rseq


∂

( j+1)
(i)Rseq

∂
( j+1)

(i)D



−1

, (13-239)

∂
( j+1)

(i)Rseq

∂
( j+1)

(i)D
=

3
2
−∆t


∂

( j+1)
(i)Ḋc

∂
( j+1)

(i)D


 , (13-240)

∂
( j+1)

(i)Ḋc

∂
( j+1)

(i)D
=

n
〈
( j+1)σeqc−σdc

〉n

c0σn
ref

(
1− ( j+1)

(i)D
)n+1 . (13-241)

Als Startwert für das NEWTON-Verfahren wird in Gl. (13-237) ebenso wie für Gl. (13-49)
der alte Schädigungswert ( j+1)

(i)D = ( j)D verwendet. Die Berechnung des Ermüdungs-

schädigungsinkrements ( j)∆Df kann analog zur einseitigen Kopplung der Kriech- mit
der Ermüdungsschädigung so wie in Gl. (13-233) erfolgen:

( j)
∆Df =

[N̂]
∆Df = 1−


1−



(

1−
(

1− ( j)D
)k+1

)1−[N̂]α

+
1

[N̂]NR




1
1−[N̂]α




1
k+1

− ( j)D .

(13-242)
Hierbei ist aufgrund des Konzepts des Halbzyklus bei Verwendung der Modellgleichung
(13-88) für die Bruchzyklenzahl

[N̂]NR =
(σu−σdf)

k+1

(
[N̂]σeqfmax−σdf

)k+1
−
(
[N̂]σeqfmin−σdf

)k+1 (13-243)

einzusetzen.
Der Vorteil des vorgestellten Integrationsverfahrens gegenüber der sequentiellen Kopp-
lung nach Gln. (13-232) und (13-233) ist, dass Kriechschädigung auch bei langsam
monoton ansteigender Beanspruchung auftritt, was physikalisch plausibel ist. Als Nach-
teil kann die vergleichsweise kompliziertere Implementierung angesehen werden.
Die Lösung von Gl. (13-228) mit Gln. (13-234) bis (13-243) ist formal identisch zur Lö-
sung von Gl. (13-223), sofern eine zyklische Beanspruchung vorliegt. Denn nur bei zy-
klischer Beanspruchung können Spitzenwerte, Halbzyklen und zugehörige Beanspru-

276



Modellierung des Ermüdungsversagens mit Kontinuumsschädigungsmechanik
Modelling of fatigue failure with continuum damage mechanics

chungskennwerte zur Berechnung des Ermüdungsschädigungsinkrements (13-242) ge-
bildet werden. Der einzige Unterschied zwischen der Lösung der Gln. (13-223) und
(13-228) ist, dass bei Gl. (13-223) das α = [N̂]α aus den Beanspruchungskennwerten
des letzten Halbzyklus und bei Gl. (13-228) infolge des Ermüdungsschädigungsinkre-
ments (13-242) das α = [N̂]α aus den Beanspruchungskennwerten des aktuellen Zyklus
gebildet wird. Denn bei der Lösung von Gl. (13-228) befindet sich der Zeitpunkt ( j)t für
das Ermüdungsschädigungsinkrement ( j)∆Df in Gl. (13-242) im selben Halbzyklus, so-
dass ( j)∆Df =

[N̂]∆Df. Hingegen befindet sich der Lösungszeitpunkt ( j+1)t bei der Lösung
von Gl. (13-223) im aktuellen Halbzyklus [N̂+1]Ň, aber das α = [N̂]α wird infolge der Zy-
klenkennwerte des alten Halbzyklus [N̂]Ň gebildet.
Aus diesem Grund ergibt sich folgende Hypothese: Die Lösung der Gln. (13-223) und
(13-228) ist identisch, falls in beiden Fällen die Größe α aus den Zyklenkennwerten des
alten Halbzyklus gebildet wird. Dies wird erreicht, indem anstelle von Gl. (13-242)

( j)
∆Df = 1−


1−



(

1−
(

1− ( j)D
)k+1

)1−[N̂−1]α

+
1

[N̂]NR




1
1−[N̂−1]α




1
k+1

− ( j)D (13-244)

verwendet wird. Es ist zu beachten, dass in Gl. (13-244) das alte α = [N̂−1]α infolge der
Zyklenkennwerte des alten Halbzyklus [N̂−1]Ň verwendet wird. Die soeben aufgestellte
Hypothese wird in Abschnitt 15.3.2 verifiziert.

13.5 Parameteridentifikation und Verifikation
Parameter identification and verification

Bei der nachfolgend aufgeführten Identifikation werden die Daten aus den Tests der
stumpf geklebten Doppelrohrprobe vom LWF verwendet. Zur Kennzeichnung bei kombi-
nierter Beanspruchung wird das Schub-Zug-Verhältnis zu für Kriech- bzw. Ermüdungs-
belastung zu

αexp =
ttm
tnm

bzw. αexp =
tta
tna

(13-245)

festgelegt, wobei stets von tb = 0 ausgegangen wird.

13.5.1 Kriechschädigungsparameter
Creep damage parameters

Die Identifikation der Kriechzeitfestigkeit σdc ist bis heute eine besondere Herausforde-
rung an die experimentelle Werkstoffcharakterisierung und Prüftechnik. In [Hul74] ist
beschrieben, dass bislang keine Kriechzeitfestigkeit beobachtet und identifiziert werden
konnte, woran sich bis heute nichts verändert hat. Zwar wird der Parameter σdc deshalb
im Modell nicht eliminiert, allerdings wird im Folgenden von

σdc = 0 (13-246)

ausgegangen, bis Testdaten infolge von äußerst langwierigen Kriechversuchen die Iden-
tifikation von σdc ermöglichen oder die Existenz der Kriechzeitfestigkeit widerlegen.
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Aufgrund der Ausführungen in Abschnitt 13.3.2 lassen sich die Kriechschädigungspara-
meter n und σref anhand der doppeltlogarithmischen Schubkriechzeitfestigkeitsgeraden
(13-68) identifizieren, s. auch Abb. 13-6(a). Die Testdatenpunkte für die Identifikation
werden aus j Schubkriechversuchen gewonnen und sind Wertepaare aus registrierter
Bruchzeit infolge aufgegebener Schubkriechmittelspannung (tRi, ttmi), i = 1, ..., j. In Tab.
D-1 sind die für die Identifikation verwendeten Datenpunkte aufgeführt. Das höchste Be-
anspruchungsniveau mit 30.3 MPa ist bei der Identifikation nicht berücksichtigt worden,
da die Größe der Beanspruchung darauf schließen lässt, dass plastische Deformatio-
nen auftreten und damit ein Kriechversagensmechanismus vorliegt, infolgedessen im
Modell Plastizität für Kriechkurzzeitfestigkeit berücksichtigt werden müsste.
Zur Identifikation der Parameter n und σref wird die doppeltlogarithmische Schubkriech-
zeitfestigkeitsregressionsgerade

log ttm = s1 log tR + s2 (13-247)

durch die logarithmierten Werte aus Tab. D-1 mithilfe der linearen Regression konstru-
iert. Die Regressionskoeffizienten s1 und s2 werden anhand des Datensatzes (tRi, ttmi−
σdc), i = 1, ..., j aus j Einträgen bei formaler Berücksichtigung der Kriechdauerfestigkeit
wie folgt ermittelt, s. z. B. [BMM08] (Gln. (16.155a) und (16.155b)):

s1 =
∑

j
i=1 (log tRi−µtR)(log(ttmi−σdc)−µtm)

∑
j
i=1 (log tRi−µtR)

2 , (13-248)

s2 = µtm− s1µtR , (13-249)

µtR =
1
j

j

∑
i=1

log tRi , (13-250)

µtm =
1
j

j

∑
i=1

log(ttmi−σdc) . (13-251)

Der Koeffizientenvergleich der Geraden (13-247) mit Gl. (13-68) ergibt s1 = −1/n und

s2 = log
(

σref

(n+1)
1
n

)
, sodass mit Beachtung der Gln. (13-248) bis (13-251) und den Werten

aus Tab. D-1 folgende Kleinste-Quadrate-Schätzung für den Parameter n resultiert:

n =− ∑
j
i=1 (log tRi−µtR)

2

∑
j
i=1 (log tRi−µtR)(log(ttmi−σdc)−µtm)

= 18.97≈ 19 , j = 6 . (13-252)

Anschließend folgt die Berechnung des Parameters σref zu

σref = 10µtm+(1/n)µtR(n+1)1/n = 50.67≈ 51 MPa . (13-253)

Das Ergebnis der Identifikation der Kriechschädigungsparameter ist in Tab. 13-4 zusam-
mengefasst.
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13.5.2 Parameter in der Vergleichsspannung für Kriechen
Parameters in the equivalent stress for creep

Die Identifikation der Parameter b1c und b2c in der Vergleichsspannung (13-206) für Krie-
chen erfolgt auf Basis der Gln. (13-107) und (13-108):

b1c =
−τ2

m(tnm1− tnm2)+ tnm1τ2
resm2− tnm2τ2

resm1
tnm1(tnm1− tnm2)tnm2

, (13-254)

b2c =
τ2

m(t
2
nm1− t2

nm2)− t2
nm1τ2

resm2 + t2
nm2τ2

resm1
tnm1(tnm1− tnm2)tnm2

. (13-255)

In den Gln. (13-254) und (13-255) ist τm ≡ ttm die Schubspannung aus der doppeltloga-
rithmischen Regressionsgeraden (13-247), in der nach τm umgeformt wird:

τm = 10s2+s1 log tR . (13-256)

Die Regressionskoeffizienten s1 und s2 werden mit den Gln. (13-248) bis (13-251) be-
rechnet, die bereits aus der Identifikation der Kriechschädigungsparameter n und σref
bekannt sind. Die verbleibenden Größen

tnm j = 10s4 j+s3 j log tR , j = 1,2 (13-257)

und

τresm j = 10s6 j+s5 j log tR , j = 1,2 (13-258)

sind Normal- und Schubspannungsregressionswerte aus den doppeltlogarithmischen
Ausgleichsgeraden log tnm j = s3 j log tR+s4 j und logτresm j = s5 j log tR+s6 j durch die Normal-
bzw. Schubmittelspannung über der Bruchzeit zweier Testreihen j = 1,2 mit kombinier-
ter Beanspruchung aus Zug und Schub. Die Regressionskoeffizienten s3 j, s4 j, s5 j und
s6 j mit j = 1,2 werden infolge Anwendung der linearen Regression auf die logarithmier-
ten Werte der jeweiligen Testdaten erhalten. Anstelle kombinierter Beanspruchung darf
eine Testreihe reine Normalbeanspruchung aufweisen.
Als Datenbasis werden folgende Testreihen verwendet: Doppelrohr unter Zug ( j = 1,
Tab. D-2) und kombinierter Beanspruchung mit αexp = 2 ( j = 2, Tab. D-3).
Die Regressionskoeffizienten s3 j, s4 j, s5 j und s6 j mit j = 1,2 werden aus den p Einträgen
der erwähnten Datensätze wie folgt berechnet:

s3 j =
∑

p
i=1
(
log tR ji−µtR j

)(
log tnm ji−µnm j

)

∑
p
i=1
(
log tR ji−µtR j

)2 , (13-259)

s4 j = µnm j− s3 jµtR j , (13-260)
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µtR j =
1
p

p

∑
i=1

log tR ji , (13-261)

µnm j =
1
p

p

∑
i=1

log tnm ji , (13-262)

s5 j =
∑

p
i=1
(
log tR ji−µtR j

)(
logτresm ji−µres j

)

∑
p
i=1
(
log tR ji−µtR j

)2 , (13-263)

s6 j = µres j− s5 jµtR j , (13-264)

µres j =
1
p

p

∑
i=1

logτresm ji . (13-265)

Die mit den Gln. (13-248) bis (13-251) und (13-259) bis (13-265) ermittelten Regressi-
onskoeffizienten für die doppeltlogarithmische Ausgleichsgerade durch die logarithmier-
ten Testdaten aus Tabn. D-1, D-2 und D-3 sind in Tab. D-4 aufgeführt. Die einzusetzende
Bruchzeit tR in Gln. (13-256) bis (13-258) soll im Bereich der Kriechzeitfestigkeit liegen.
Ein plausibler Wert, der in Tab. D-5 ermittelt worden ist, liegt im Bereich des Mittelwerts
der mittleren logarithmierten Bruchzeiten aller betrachteten Testreihen, s. Gln. (13-250)
und (13-261). Infolge der Gln. (13-256) bis (13-258) ergeben sich bei Verwendung der
in Tabn. D-4 und D-5 enthaltenen Werte die Spannungen in Tab. D-6. Einsetzen die-
ser Spannungen in die Gln. (13-254) und (13-255) führt schließlich auf die Parameter
b1c = 0.38≈ 0.4 und b2c = 12.9 MPa≈ 13 MPa, die in Tab. 13-4 aufgeführt sind.

13.5.3 Ermüdungsschädigungsparameter
Fatigue damage parameters

Im vorliegenden Forschungsprojekt kann die Schwingfestigkeit σdf nicht charakterisiert
werden, da hierfür keine Prüfkapazitäten vorgesehen sind. Aus diesem Grund wird im
Folgenden davon ausgegangen, dass keine Schwingfestigkeit vorliegt:

σdf = 0 . (13-266)

Anhand der Ausführungen in Abschnitt 13.3.3 werden die verbleibenden Ermüdungs-
schädigungsparameter k und σu bei Vernachlässigung der Kriechschädigung anhand
der WÖHLER-Geraden infolge WÖHLER-Tests am stumpf geklebten Doppelrohr unter
schwellender Torsion bzw. schwellender Schubbeanspruchung der Klebschicht bei Fre-
quenz f = 10 Hz und Beanspruchungsverhältnis R = 0.1 identifiziert, s. Gl. (13-84) sowie
Abb. 13-6(b). Die Testresultate sind in Tab. D-7 dargestellt. Die j Testdatenpunkte sind
Wertepaare (NRi, ttai), i = 1, ..., j aus Schubbeanspruchungsamplitude über der erhalte-
nen Bruchzyklenzahl. Um die Parameter k und σu zu identifizieren, wird analog zum
Kriechen in Abschnitt 13.5.1 die doppeltlogarithmische WÖHLER-Regressionsgerade

log tta = s7 logNR + s8 (13-267)
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durch die logarithmierten Testdatenpunkte mittels linearer Regression ermittelt. Die Re-
gressionskoeffizienten s7 und s8 werden wie folgt berechnet:

s7 =
∑

j
i=1 (logNRi−µNR)(log ttai−µta)

∑
j
i=1 (logNRi−µNR)

2 , (13-268)

s8 = µta− s7µNR , (13-269)

µNR =
1
j

j

∑
i=1

logNRi , (13-270)

µta =
1
j

j

∑
i=1

log ttai . (13-271)

Der Koeffizientenvergleich der doppeltlogarithmischen Regressionsgeraden (13-267)
mit der WÖHLER-Geraden (13-84) ergibt s7 =−1/(k+1) und s8 = log σu(1−R)

2 k+1√1−Rk+1
, sodass

der Parameter k mit Beachtung der Gln. (13-268) bis (13-271) und den Testdaten in Tab.
D-7 wie folgt bestimmt wird:

k =− ∑
j
i=1 (logNRi−µNR)

2

∑
j
i=1 (logNRi−µNR)(log ttai−µta)

−1 = 19.44≈ 19 , j = 20 . (13-272)

Im Anschluss wird der Parameter σu wie folgt erhalten, wobei aufgrund der verwendeten
Testdatenbasis R = 0.1 vorliegt:

σu =
2 ·10µta+(1/(k+1))µNR k+1

√
1−Rk+1

1−R
= 47.25≈ 47 . (13-273)

Das Ergebnis der Identifikation der Ermüdungsschädigungsparameter ist in Tab. 13-5
zusammengefasst.

13.5.4 Parameter in der Vergleichsspannung für Ermüdung
Parameters in the equivalent stress for fatigue

Die Parameter b1f und b2f in der Ermüdungsvergleichsspannung (13-207) werden auf
Basis der Gln. (13-122) und (13-123) identifiziert:

b1f =
−τ2

max(tnmax1− tnmax2)+ tnmax1τ2
resmax2− tnmax2τ2

resmax1
tnmax1(tnmax1− tnmax2)tnmax2

, (13-274)

b2f =
τ2

max(t
2
nmax1− t2

nmax2)− t2
nmax1τ2

resmax2 + t2
nmax2τ2

resmax1
tnmax1(tnmax1− tnmax2)tnmax2

. (13-275)
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In den Gln. (13-274) und (13-275) treten die maximalen Spannungen

τmax = 10s10+s9 logNR , (13-276)

tnmax j = 10s12 j+s11 j logNR , (13-277)

τresmax j = 10s14 j+s13 j logNR (13-278)

auf, wobei j = 1,2. In Gl. (13-276) bezeichnet τmax den Regressionswert aus der dop-
peltlogarithmischen Ausgleichsgeraden logτmax = s9 logNR + s10 durch die logarithmier-
ten Schubspannungsmaxima über den logarithmierten Bruchzyklenzahlen in Tab. D-7.
Die Regressionskoeffizienten s9 und s10 werden wie folgt berechnet:

s9 =
∑

p
i=1 (logNRi−µNR)(log ttmaxi−µtmax)

∑
p
i=1 (logNRi−µNR)

2 , (13-279)

s10 = µtmax− s9µNR , (13-280)

µNR =
1
p

p

∑
i=1

logNRi , (13-281)

µtmax =
1
p

p

∑
i=1

log ttmaxi . (13-282)

Die Spannungsmaxima tnmax j und τresmax j sind die Regressionswerte der doppeltloga-
rithmischen Regressionsgeraden log tnmax j = s11 j logNR+s12 j bzw. logτresmax j = s13 j logNR+

s14 j, die durch die logarithmierten maximalen Normal- bzw. Schubspannungen über
den Bruchzyklenzahlen zweier Testreihen j = 1,2 bei kombinierter Klebschichtbean-
spruchung aus Zug und Schub verlaufen. Anstelle eines kombinierten Lastfalls kann
auch lediglich reine Zugbelastung vorliegen.
Folgende Daten werden für die beiden Testreihen j = 1,2 ausgewählt: Doppelrohr unter
schwellender Zugbelastung ( j = 1, Tab. D-8) und kombinierter Zug-Torsionsbelastung
mit α = 2 ( j = 2, Tab. D-9). Die Regressionskoeffizienten s11 j, s12 j, s13 j und s14 j ergeben
sich mit j = 1,2 wie folgt:

s11 j =
∑

p
i=1
(
logNR ji−µNR j

)(
log tnmax ji−µnmax j

)

∑
p
i=1
(
logNR ji−µNR j

)2 , (13-283)

s12 j = µnmax j− s11 jµNR j , (13-284)

µNR j =
1
p

p

∑
i=1

logNR ji , (13-285)

µnmax j =
1
p

p

∑
i=1

log tnmax ji , (13-286)
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s13 j =
∑

p
i=1
(
logNR ji−µNR j

)(
logτresmax ji−µresmax j

)

∑
p
i=1
(
logNR ji−µNR j

)2 , (13-287)

s14 j = µresmax j− s13 jµNR j , (13-288)

µresmax j =
1
p

p

∑
i=1

logτresmax ji . (13-289)

Die mit den Gln. (13-279) bis (13-282) und (13-283) bis (13-289) berechneten Regres-
sionskoeffizienten für die doppeltlogarithmisch lineare Regression auf Basis der Test-
daten in Tabn. D-7, D-8 und D-9 sind in Tab. D-10 aufgeführt. Die in Gln. (13-276) bis
(13-278) einzusetzende Bruchzyklenzahl NR soll im Schwingzeitfestigkeitsbereich lie-
gen. Hierfür wird der in Tab. D-11 aufgeführte Mittelwert aus den mittleren logarithmier-
ten Bruchzyklenzahlen (13-281) und (13-285) aller betrachteten Testreihen aus Tabn.
D-7, D-8 und D-9 verwendet. Einsetzen dieser Bruchzyklenzahl in Gln. (13-276) bis
(13-278) führt auf die Spannungswerte in Tab. D-12, die in Gln. (13-274) und (13-275)
schließlich auf die Parameter b1f = 0.5847 ≈ 0.6 und b2f = 14.696 MPa ≈ 15 MPa führen.
Das Ergebnis der Identifikation der Parameter in der Ermüdungsvergleichsspannung ist
in Tab. 13-5 dargestellt.

13.5.5 Zusammenfassung der identifizierten Modellparameter
Summary of the identified parameters

In Tabn. 13-4 und 13-5 ist das Ergebnis der Parameteridentifikation dargestellt.
Tabelle 13-4: Identifizierte Parameter für Kriechen
Table 13-4: Identified parameters for creep

σdc [MPa] n [-] σref [MPa] b1c [-] b2c [MPa]
0 19 51 0.4 13

Tabelle 13-5: Identifizierte Parameter für Ermüdung
Table 13-5: Identified Parameters for fatigue

σdf [MPa] k [-] σu [MPa] b1f [-] b2f [MPa]
0 19 47 0.6 15

13.5.6 Verifikation des SAL und der identifizierten Parameter
Verification of SAL and the identified parameters

In diesem Abschnitt wird vor allem die Identifikationsmethode für die in Tabn. 13-4 und
13-5 aufgeführten Parameter verifiziert. Die ausführliche Verifikation der in Abschnitt
13.2.4 beschriebenen numerischen Lösung auf Basis der BDF2 mit dem SAL ist in
[KM15] vorzufinden.
In Abb. 13-12 ist die Verifikation der Identifikationsmethoden in den Abschnitten 13.5.2
und 13.5.4 dargestellt, mit denen die Vergleichsspannungsparameter b1c und b2c in Tab.
13-4 sowie b1f und b2f in Tab. 13-5 ermittelt worden sind.
Im oberen Diagramm in Abb. 13-12 ist für Test i die jeweils erhaltene Bruchzeit tRi infolge
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Abbildung 13-12: Verifikation für die Identifikation der Parameter in der Kriech- und Ermüdungs-
vergleichsspannung anhand der Testdaten aus Tabn. D-1, D-2 und D-3 bzw. D-7, D-8 und D-9:
Kriechvergleichsspannung über Bruchzeit (oben) und Vergleichsoberspannung über Bruchzy-
klenzahl (unten) für die Doppelrohrprobe unter Torsion, Zug und kombinierter Belastung mit
αexp = 2
Figure 13-12: Verification for the identification of the parameters in creep and fatigue equivalent
stress by means of test data from Tabs. D-1, D-2 and D-3 resp. D-7, D-8 and D-9: Equivalent
stress for creep over time to fracture (top) and maximal equivalent stress over number of cycles
to failure (bottom) for the steel-tube specimen under torsion, tension and combined loading with
αexp = 2
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der Kriechvergleichsspannung

σeqci =
√

b1ct2
nmi +b2ctnmi + τ2

resmi (13-290)

aufgetragen, die aufgrund von Gl. (13-206) infolge der Testdaten aus Tabn. D-1, D-2 und
D-3 sowie den Parameterwerten aus Tab. 13-4 in der Klebschicht vorliegt, wobei in Tab.
D-3 tbmi = 0, ttmi = τresmi. Zusätzlich sind die drei doppeltlogarithmischen Ausgleichsge-
raden durch die zugehörigen mittels Gl. (13-290) berechneten Punktewolken für die drei
Beanspruchungsfälle dargestellt. Für Kriechen ist die Identifikationsmethode verifiziert,
da die logarithmischen Regressionsgeraden durch die Testdaten in Abb. 13-12 (oben)
bei Verwendung der Vergleichsspannung (13-206) und den Parametern aus Tab. 13-4
im Bruchzeitpunkt tR = 440000 s zusammen fallen, der wie in Abschnitt 13.5.4 beschrie-
ben aufgefunden wird und in Tab. D-5 aufgeführt ist.
Im unteren Diagramm in Abb. 13-12 sind für Test i die Bruchzyklenzahl NRi und die
Vergleichsoberspannung

σeqmaxi =
√

b1t2
nmaxi +b2tnmaxi + τ2

resmaxi (13-291)

aus Gl. (13-117) für die Testdaten aus Tabn. D-7, D-8 und D-9 dargestellt, wobei in
Tab. D-9 tbmaxi = 0, ttmaxi = τresmaxi. Die drei doppeltlogarithmischen Ausgleichsgeraden
durch die mittels Gl. (13-291) berechneten Punktewolken schneiden sich für die drei
Beanspruchungsfälle bei Verwendung der Vergleichsoberspannung (13-117) und den
Parametern in Tab. 13-5 bei der Bruchzyklenzahl NR = 60000, die für die Identifikation
verwendet worden ist, s. Abschnitt 13.5.4 und Tab. D-11. Diese Tatsache verifiziert die
Identifikationsmethode für die Parameter in der Ermüdungsvergleichsspannung.

Statische Belastung infolge Torsion, Zug und Kombination aus Torsion und Zug

In Abb. 13-13 sind die Verifikationsrechnungen mit dem SAL bei Verwendung der Pa-
rameter aus Tabn. 13-4 und 13-5 für Kriechbelastung dargestellt. Zusätzlich sind die
doppeltlogarithmischen Ausgleichsgeraden durch die logarithmierten Testdaten einge-
zeichnet. Im obersten Diagramm der Abb. 13-13 fallen die numerischen Prognosen mit
der doppeltlogarithmischen Ausgleichsgeraden zusammen, was die Identifikationsme-
thode für die Kriechschädigungsparameter σdc, σref und n auf Basis von Gl. (13-68) veri-
fiziert. Die Rechnungen im mittleren und untersten Diagramm der Abb. 13-13 verifizieren
abermals wie bereits das obere Diagramm in Abb. 13-12 die Identifikationsmethode der
Parameter sowie die numerische Lösung mit dem SAL. Die quantitative Verifikation der
Identifikation erfolgt zusammen mit derjenigen für die Optimierung in Abschnitt 13.6.4.
Im untersten Diagramm der Abb. 13-13 ist zu beobachten, dass sich die Datenpunkte
für die Zugspannung nicht entlang der doppeltlogarithmischen Geraden anordnen. Dies
ist kein numerischer Fehler sondern eine Besonderheit, die in der Vergleichsspannung
bei b1c 6= 0 und b2c 6= 0 begründet ist. Denn in diesem Fall liegt anstelle von Gl. (13-99)

285



Modellierung des Ermüdungsversagens mit Kontinuumsschädigungsmechanik
Modelling of fatigue failure with continuum damage mechanics

10

100

100000 1e+06 1e+07

K
ri
ec
h
sc
h
u
b
sp
a
n
n
u
n
g
[M

P
a
]

Bruchzeit [s]

LWF R=1.0
Fit R=1.0

Stand-Alone

1

10

100

1000 10000 100000 1e+06 1e+07

K
ri
ec
h
n
o
rm

a
ls
p
a
n
n
u
n
g
[M

P
a
]

Bruchzeit [s]

LWF R=1.0
Stand-Alone
Fit R=1.0

K
ri
ec
h
sp
a
n
n
u
n
g
[M

P
a
]

LWF R=1.0,Zugspannung
LWF R=1.0,Schubspannung

Stand-Alone Zug

Fit Zug
Fit Schub

1

10

100

10000 100000 1e+06 1e+07

Bruchzeit [s]

Stand-Alone Schub

Abbildung 13-13: Verifikation für Kriechen: Vergleich der numerischen Prognosen mit den Test-
daten aus Tabn. D-1 bis D-3 für die Doppelrohrprobe unter Torsion (oben), Zugbelastung (Mitte)
und kombinierter Belastung aus Torsion und Zug mit αexp = 2 (unten)
Figure 13-13: Verification for creep: Comparison of the numerical predictions with test data from
Tabs. D-1 to D-3 for the steel-tube specimen under torsion (top), tension (centre) and combined
loading with αexp = 2 (bottom)
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der allgemeine Fall

log
(√

b1t2
nm +b2tnm + τ2

resm−σdc

)
=−1

n
log

tR
c0

+ log

(
σref

(n+1)
1
n

)

vor, sodass keine doppeltlogarithmische Gerade für (log tR, log tnm) oder (log tR, logτresm)

existiert, sondern nur für (log tR, logσeqm), s. Gl. (13-71) und Abb. 13-6(a). Diese Aussa-
ge gilt ebenfalls für den Ermüdungsfall. Offenbar ist die Prognose nur in Sonderfällen
im doppeltlogarithmischen linear.

Schwellbelastung infolge Torsion, Zug und Kombination aus Torsion und Zug

Zur Verifikation des SAL und der Parameter in Tab. 13-5 ist in den drei Diagrammen
in Abb. 13-14 jeweils die Spannungsamplitude aus Tabn. D-7, D-8 und D-9 über der
zugehörigen Bruchzyklenzahl aufgetragen. Außerdem sind die doppeltlogarithmischen
Ausgleichsgeraden durch die Versuchsdatenpunktewolken eingezeichnet.
Die numerischen Prognosen im oberen Diagramm der Abb. 13-14 weichen marginal von
der Ausgleichsgeraden ab. Dies ist der Vernachlässigung des Kriechanteils bei der Iden-
tifikation der Ermüdungsschädigungsparameter geschuldet. Denn nur mit der Vernach-
lässigung des Kriechanteils ist die analytische, direkte Identifikation der Ermüdungs-
schädigungsparameter wie in Abschnitt 13.5.3 anhand der Ausführungen in Abschnitt
13.3.3 möglich. Die Darstellung der Kriech-, Ermüdungs- und Gesamtschädigung in
Abb. 13-15 für die vier Prognosen im oberen Diagramm der Abb. 13-14 zeigt, dass die
Kriechschädigung im Vergleich zur Ermüdungsschädigung klein ist. Die Anteile ηc und
ηf der Kriech- Dc und Ermüdungsschädigung Df von der Gesamtschädigung D werden
wie folgt quantifiziert (Di = 0 wird ausgeschlossen):

ηc = 1− 1
p

p

∑
i=1

|Di−Dci|
|Di|

, (13-292)

ηf = 1− 1
p

p

∑
i=1

|Di−Dfi|
|Di|

. (13-293)

Mit p ist in Gln. (13-292) und (13-293) die jeweilige Zeilenanzahl der in Abb. 13-15
dargestellten zeitdiskreten Datensätze gekennzeichnet. Die Anteile von Kriech- ηc und
Ermüdungsschädigung ηf für die vier Beanspruchungsniveaus P1 bis P4 in Abb. 13-16
belegen, dass die Kriech- gegenüber der Ermüdungsschädigung zwar klein, aber nicht
vernachlässigbar klein ist.
Aus den Ergebnissen der Abb. 13-14 ist zu schließen, dass trotz der Vernachlässi-
gung der Kriechschädigung solche Ermüdungsschädigungsparameter identifiziert wer-
den können, die eine gute Prognose des Ermüdungsversagens infolge reinen Schubs
liefern. Für die betrachtete kombinierte Beanspruchung aus Zug und Schub werden
ebenfalls gute Prognosen erhalten. Die marginale Abweichung ist abermals durch die
Vernachlässigung der Kriechschädigung bedingt. Die quantitative Verifikation erfolgt zu-
sammen mit derjenigen für die Optimierung in Abschnitt 13.6.4.
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Abbildung 13-14: Verifikation für Ermüdung infolge Schwellbelastung ( f = 10 Hz, R= 0.1 bei jeder
Spannungskomponente): Vergleich der numerischen Prognosen mit den Testdaten aus Tabn. D-
7 bis D-9 für die Doppelrohrprobe unter Torsion (oben), Zug (Mitte) und kombinierter Belastung
aus Torsion und Zug mit αexp = 2 (unten)
Figure 13-14: Verification for fatigue ( f = 10 Hz, R= 0.1 for every stress component): Comparison
of the numerical predictions with test data from Tabs. D-7 to D-9 for the steel-tube under torsion
(top), tension (center) and combined loading with αexp = 2 (bottom)
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Abbildung 13-15: Verläufe der Kriech-, Ermüdungs- und Gesamtschädigung aus Berechnungen
mit dem SAL für die vier Prognosen im oberen Diagramm aus Abb. 13-14 (Frequenz f = 10 Hz,
Beanspruchungsverhältnis R = 0.1)
Figure 13-15: Creep, fatigue and overall damage from computations with the SAL for the four
predictions in the top diagram of Fig. 13-14 (frequency f = 10 Hz, load ratio R = 0.1)

13.5.7 Validierung mit dem SAL
Validation with the SAL

In den Abbn. 13-17 und 13-18 sind Schwingfestigkeitsprognosen für die Beanspru-
chungsfälle der Testdaten aus Tabn. D-13 bis D-17 dargestellt, die nicht Bestandteil des
Datensatzes für die Identifikation gewesen sind. Das Schädigungsmodell ist deshalb
anhand der augenscheinlich zuverlässigen Ergebnisse in den zuvor genannten Abbn.
validiert.

13.6 Optimierung der identifizierten Parameter mit LS-OPT
Optimisation of the identified parameters with LS-OPT

Da bei der Identifikation der Ermüdungsschädigungsparameter in Abschnitt 13.5.3 die
Kriechschädigung vernachlässigt worden ist, sind die Schwingfestigkeitsprognosen im
obersten Diagramm in Abb. 13-14 nicht optimal. Falls die Kriechschädigung nicht ver-
nachlässigt wird, kann allerdings das Identifikationsproblem für die Ermüdungsschädi-
gungsparameter k und σu nicht mehr analytisch gelöst werden. Zudem ist es bei der
Identifikation der Parameter b1c, b2c, b1f und b2f in der Kriech- und Ermüdungsver-
gleichsspannung zweckmäßig, dass so viele Datensätze wie möglich aus Grundver-
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Abbildung 13-16: Gegenüberstellung von Kriech- und Ermüdungsschädigung für die vier Pro-
gnosen aus Abb. 13-15
Figure 13-16: Comparison of creep and fatigue damage for the four predictions in Fig. 13-15

suchen am stumpf geklebten Doppelrohr mit unterschiedlichem Schub-Zug-Verhältnis
αexp verwendet werden. Die zusätzliche Berücksichtigung der Testdaten mit αexp = 0.5
bei der Identifikation führt allerdings dazu, dass eine analytische Identifikation der Pa-
rameter in der Vergleichsspannung ebenfalls nicht mehr möglich ist.
Da in beiden soeben beschriebenen Fällen das Identifikationsproblem nicht mehr ana-
lytisch direkt zu lösen ist, geht die Identifikationsaufgabe in das inverse Optimierungs-
problem

min
p1,...,pnpar

F(εi(p1, ..., pnpar)) (13-294)

über, bei dem die Multi-Zielfunktion (vgl. [Opt12], Gl. (15-1))

F(εi(p1, ..., pnpar)) =
nε

∑
i=1

wFiεi(p1, ..., pnpar) , wFi = 1 (13-295)

iterativ mit den npar Parametern p1, ..., pnpar minimiert werden soll, wobei wFi Wichtungs-
faktoren für die nε von den Parametern abhängigen Zielfunktionen εi(p1, ..., pnpar) sind,
die den Modellfehler gemessen an der Zielkurve darstellen. Für jeden Datensatz, d.
h. für jede Versuchsreihe, wird ein Fehler festgelegt, sodass nε die Anzahl der Daten-
sätze bei der Optimierung kennzeichnet. Als Zielfunktion wird die mittlere Fehlerqua-
dratsumme oder mittlere quadratische Abweichung (engl. “mean squared error” (MSE))
(s. [Opt12], Gln. (5-6)/(14-3)) zwischen den Zieldatenpunkten tip und der Modellantwort
mip(p1, ..., pnpar) infolge des Parametersatzes p1, ..., pnpar für den Datensatz i verwendet:

εi(p1, ..., pnpar) =
1
np

np

∑
p=1

wip

(
mip(p1, ..., pnpar)− tip

Sip

)2

, wip = 1 , Sip = max |tip| .

(13-296)
In Gl. (13-296) ist np die Zeilenanzahl (Regressionspunktanzahl, vgl. [Opt12], Abb. 5-1)
des diskreten Datensatzes i. Mit dem Divisor Sip wird der Datensatz i normalisiert. Als
Antwort- und Zielgröße wird die logarithmierte Spannung verwendet und die Regressi-
onspunkte anhand der zugehörigen logarithmierten Bruchzyklenzahlen festgelegt. Die
identifizierten Werte für die Parameter b1c und b2c in Tab. 13-4 sowie k, σu, b1f und b2f
in Tab. 13-5 dienen als Startwerte für die Optimierung, die mit dem kommerziellen Pro-
gramm LS-OPT [Opt12] durchgeführt wird. Die Optimierungsstrategie in [Opt12], S. 93
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Abbildung 13-17: Validierung für αexp = 0.5: Vergleich der numerischen Prognosen mit den Test-
daten aus Tabn. D-13 und D-14 für die Doppelrohrprobe unter Kriechen (oben) und Ermüdung
mit Frequenz f = 10 Hz und Beanspruchungsverhältnis bei jeder Spannungskomponente von
R = 0.1 (unten)
Figure 13-17: Validation for αexp = 0.5: Comparison of the numerical predictions with test data
from Tabs. D-13 and D-14 for the steel-tube specimen under creep (top) and fatigue with fre-
quency f = 10 Hz and load ratio R = 0.1 for every stress component (bottom)
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Abbildung 13-18: Validierung anhand der Doppelrohrprobe: Vergleich der numerischen Progno-
sen mit den Testdaten aus Tabn. D-15 bis D-17 für wechselnde Torsion mit Frequenz f = 10 Hz
(oben) und zusätzlicher Überlagerung mit konstantem Zug (Mitte) und Druck (unten)
Figure 13-18: Validation by means of steel-tube specimen: Comparison of the numerical predic-
tions with test data from Tabs. D-15 to D-17 for alternating torsion with frequency f = 10 Hz (top)
and additional constant tension (center) and pressure (bottom)
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ist iterativ. Jede Iteration beginnt mit Anwendung der sequentiellen Antwort-Flächen-
Methode (engl. “sequential response surface method (SRSM)”. Anschließend erfolgt in
der Iteration die Fehlerminimierung mittels sog. adaptivem “simulated annealing” (ASA)
– einem stochastischen, iterativen, globalen Optimierungsalgorithmus – und nachge-
schaltetem sog. “Leapfrog (LFOPC)” Algorithmus – einem Gradientenverfahren. Für die
SRSM wird der MSE (13-296) verwendet. Mit der Standardeinstellung in LS-OPT für die
Gewichte wip nach Gl. (13-296)2 beeinflusst jeder Bereich der Modellantwort die Ziel-
funktion in gleichem Maße. Die Normierung nach Gl. (13-296)3 entspricht ebenfalls der
Standardeinstellung in LS-OPT. Bei der Optimierung wird der SAL als benutzerdefinier-
ter Löser verwendet. Die Parameterstudien in Abschnitt 13.3.1 vermitteln einen quali-
tativen Eindruck für die Sensitivität der Modellantwort infolge der Parameterwerte. Als
Optimierungsintervallgrenzen können für b2c und b2f null, für b1c und b1f Obergrenzen
nach Gln. (13-105)2 bzw. (13-120)2 und ansonsten für die restlichen Parameter ca. ±
20 % der identifizierten Werte herangezogen werden. Die Optimierung der Ermüdungs-
schädigungsparameter k und σu erfolgt stets vor derjenigen der Vergleichsspannungs-
parameter b1f und b2f für Ermüdung, da die zuvor optimierten Werte für k und σu in die
Optimierung von b1f und b2f übernommen werden und die Modellantwort beeinflussen.

13.6.1 Ermüdungsschädigungsparameter
Fatigue damage parameters

Für die Optimierung der Ermüdungsschädigungsparameter k und σu über die Problem-
stellung (13-294) werden für die Zieldaten t1p die logarithmierten Spannungsamplituden
aus Tab. D-7 verwendet. In Gln. (13-295) und (13-296) ist i = nε = 1, da ein Datensatz
vorliegt. Als Regressionspunkte werden die logarithmierten Bruchzyklenzahlen aus Tab.
D-7 herangezogen. Das Ergebnis der Optimierung der Ermüdungsschädigungsparame-
ter ist

k = 18.8≈ 19 , σu = 48.66 MPa≈ 49 MPa . (13-297)

13.6.2 Vergleichsspannungsparameter
Parameters of the equivalent stress

Die optimierten Ermüdungsschädigungsparameter aus Abschnitt 13.6.1 werden für die
Optimierung der Parameter b1f und b2f in der Ermüdungsvergleichsspannung übernom-
men. Für die Zieldaten t1p, t2p und t3p werden die logarithmierten Zugspannungsamplitu-
den der nε = 3 Datensätze aus Tabn. D-8, D-9 und D-14 verwendet. Die logarithmierten
Bruchzyklenzahlen in den jeweiligen Tabn. werden als Regressionspunkte festgelegt.
Das Optimierungsergebnis für die Parameter in der Ermüdungsvergleichsspannung ist

b1f = 0.3782≈ 0.4 MPa , b2f = 20.86 MPa≈ 21 MPa . (13-298)

Zur Optimierung der Parameter in der Kriechvergleichsspannung werden die logarith-
mierten Kriechzugspannungen aus den Tabn. D-2, D-3 und D-13 als nε = 3 Zieldaten-
sätze t1p, t2p und t3p verwendet. Die logarithmierten Bruchzeiten in den jeweiligen Tabn.
sind die Regressionspunkte. Als Ergebnis der Optimierung werden folgende Werte er-
halten:

b1c = 0.4618≈ 0.5 , b2c = 12.3 MPa≈ 12 MPa . (13-299)
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13.6.3 Zusammenfassung des optimierten Parametersatzes
Summary of the optimised parameters

In den Tabn. 13-6 und 13-7 ist der vollständige Parametersatz für das Schädigungsmo-
dell nach der Optimierung zusammengefasst.
Tabelle 13-6: Optimierte Parameter für Kriechen
Table 13-6: Optimised parameters for creep

σdc [MPa] n [-] σref [MPa] b1c [-] b2c [MPa]
0 19 51 0.5 12

Tabelle 13-7: Optimierte Parameter für Ermüdung
Table 13-7: Optimised parameters for fatigue

σdf [MPa] k [-] σu [MPa] b1f [-] b2f [MPa]
0 19 49 0.4 21

13.6.4 Verifikation der Optimierung und Validierung mit dem SAL
Verification of the optimisation and validation with the SAL

Die folgende Verifikation erfolgt qualitativ durch den Vergleich der Abbn. 13-13 und 13-
17 mit 13-19 sowie 13-14 mit 13-20 und 13-17 mit 13-21. Im Anschluss wird anhand der
Gegenüberstellung des mittleren MSE infolge Identifikation und Optimierung die Verifi-
kation quantifiziert. Dabei wird der mittlere MSE von weniger als 0.001 als verkraftbar
kleiner Fehler angesehen und angestrebt.
Der qualitative Vergleich der Prognosen in allen zuvor aufgezählten Abbn. bestätigt die
Güte der Identifikationsmethode. Beim Vergleich der Abbn. 13-13 und 13-17 ist das
Ergebnis infolge reiner Torsion (αexp = ∞, s. oberstes Diagramm in Abb. 13-13) ausge-
schlossen, da die Kriechschädigungsparameter analytisch bestimmt worden sind und
keine Optimierung erforderlich ist. Aus dem Vergleich der restlichen Beanspruchungs-
fälle ist eine Verbesserung infolge der Optimierung mit bloßem Auge nicht ohne Weite-
res zu erkennen. Erst die Auswertung des MSE in Tab. 13-8 zeigt, dass sich zwar die
Prognoseergebnisse für reinen Zug (αexp = 0) und kombinierte Belastung mit αexp = 2 in-
folge der Optimierung unwesentlich verschlechtert haben. Allerdings hat sich der MSE
für den Fall αexp = 0.5 derart verbessert, dass insgesamt infolge der Optimierung ein
kleiner mittlerer MSE zu verzeichnen ist, was die Optimierung der Parameter in der
Kriechvergleichsspannung b1c und b2c verifiziert.
Für Ermüdungsbeanspruchung ist beim Vergleich der Abbn. 13-14 mit 13-20 augen-
scheinlich in allen drei Diagrammen eine Verbesserung der Prognose infolge der Opti-
mierung zu erkennen, was die Auswertung der jeweiligen MSE in Tab. 13-9 bestätigt.
Auch der Vergleich für die Validierungsrechnungen für den verbleibenden Schwellbelas-
tungsfall αexp = 0.5 in Abb. 13-17 und 13-19 sowie die Validierung für reine Schubwech-
selbeanspruchung und Überlagerung mit konstantem Zug bzw. Druck in Abbn. 13-18
und 13-22 zeugt von einer Verbesserung der Prognose infolge der Optimierung, was
die Auswertung der MSE in Tab. 13-9 wie beim Kriechen abermals bestätigt.
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Abbildung 13-19: Verifikation der Optimierung für Kriechen: Vergleich der numerischen Progno-
sen mit den Testdaten aus Tabn. D-2, D-3 und D-13 für die Doppelrohrprobe unter Zug (oben)
sowie kombinierter Belastung mit αexp = 2 (Mitte) und αexp = 0.5 (unten)
Figure 13-19: Verification of the optimisation for creep: Comparison of the numerical predictions
with the test data from Tabs. D-2, D-3 and D-13 for the steel-tube specimen under tension (top)
as well as combined loading with αexp = 2 (center) and αexp = 0.5 (bottom)
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Abbildung 13-20: Verifikation der Optimierung für Ermüdung: Vergleich der numerischen Pro-
gnosen mit Testdaten aus Tabn. D-7 bis D-9 der Doppelrohrprobe unter Torsion (oben), Zug
(Mitte) und kombinierter Schwellbelastung mit αexp = 2 (unten) ( f = 10 Hz, R = 0.1 bei jeder
Spannungskomponente)
Figure 13-20: Verification of the optimisation for fatigue: Comparison of the numerical predic-
tions with the test data from Tabs. D-7 to D-9 for the steel-tube specimen under torsion (top),
tension (center) and combined loading with αexp = 2 (bottom) ( f = 10 Hz, R = 0.1 for every stress
component)
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Abbildung 13-21: Verifikation der Optimierung für Ermüdung: Vergleich der numerischen Pro-
gnosen mit den Testdaten aus Tab. D-14 für die Doppelrohrprobe unter kombinierter Schwellbe-
lastung mit αexp = 0.5 und Frequenz f = 10 Hz sowie Beanspruchungsverhältnis von R = 0.1 bei
jeder Spannungskomponente
Figure 13-21: Verification of the optimisation for fatigue: Comparison of the numerical predictions
with the test data from Tab. D-14 for the steel-tube specimen under combined loading with
αexp = 0.5 and frequency f = 10 Hz as well as load ratio R = 0.1 for every stress component

Tabelle 13-8: Gegenüberstellung des MSE infolge der Identifikation und Optimierung anhand der
Verifikationsrechnungen für Kriechen
Table 13-8: Comparison of the MSE due to identification and optimisation by means of verifica-
tion for creep

Identifikation Optimierung
αexp = 0 0.000126 0.000253
αexp = 2 0.000617 0.000619

αexp = 0.5 0.000426 0.000221
∑ 0.001169 0.001093

mittlerer MSE: ∑/3 0.00039 0.000364
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Abbildung 13-22: Validierung der Optimierung: Vergleich der numerischen Prognosen mit den
Testdaten aus Tabn. D-15 bis D-17 für die Doppelrohrprobe unter reiner Torsionswechselbe-
lastung (oben) und zusätzlich überlagertem konstanten Zug (Mitte) und Druck (unten) ( f = 10 Hz)
Figure 13-22: Validation of the optimisation: Comparison of the numerical predictions with the
test data from Tabs. D-15 to D-17 for the steel-tube specimen under pure alternating torsion
(top) and additional constant tension (center) and pressure (bottom) ( f = 10 Hz)
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Tabelle 13-9: Gegenüberstellung des MSE infolge der Identifikation und Optimierung anhand der
Verifikations- (α = ∞,0,2,0.5) und Validierungsrechnungen für Ermüdung
Table 13-9: Comparison of the MSE due to the identification and optimisation by means of the
verification (α = ∞,0,2,0.5) and validation for fatigue

Identifikation Optimierung
αexp = ∞ 0.000152 0.000134
αexp = 0 0.000416 0.000319
αexp = 2 0.000771 0.000729

αexp = 0.5 0.001591 0.00036
∑1 0.002930 0.001542

mittlerer MSE: ∑1 /4 0.000733 0.000386
Rt =−1, τresa

tnm
= ∞ 0.00033 0.000327

Rt =−1, τresa
tnm

= 18
11 0.000455 0.000308

Rt =−1, τresa
tnm

=−18
11 0.000627 0.000351

∑2 0.001412 0.000986
mittlerer MSE: ∑2 /3 0.000471 0.000329

∑1+∑2 0.004342 0.002529
mittlerer MSE: (∑1+∑2)/7 0.000620 0.000361

299



Modellierung des Ermüdungsversagens mit Kontinuumsschädigungsmechanik
Modelling of fatigue failure with continuum damage mechanics

300



Implementierung, Verifikation und Minimierung der Berechnungszeit
Implementation, verification and minimisation of the computation time

14 Implementierung, Verifikation und Minimierung der
Berechnungszeit
Implementation, verification and minimisation of the
computation time

Ulrich Kroll, Anton Matzenmiller

Kurzfassung

Das rheologische Modell mit Schädigung wird als Spannungsalgorithmus ei-
nes benutzerdefinierten Materials in das FE-Programm LS-DYNA implemen-
tiert. Für die implizite FEM wird außerdem die konsistente tangentiale Stei-
figkeit des Modells hergeleitet und implementiert. Die Berechnungszeiten der
FE-Verifikationsrechnungen für die Schwingfestigkeitsprognose der stumpf ge-
klebten Doppelrohrprobe liegen im Bereich von Stunden bis Wochen. Zur Re-
duzierung der Berechnungszeit werden die Zyklensprung- und Multiskalenme-
thode ausgearbeitet und implementiert. Beide Methoden können simultan ver-
wendet werden. Infolgedessen liegen die Berechnungszeiten der FE-Verifika-
tionsrechnungen im Bereich von Sekunden bis Minuten, wobei die Güte jeder
Schwingfestigkeitsprognose erhalten bleibt. Durch die Zyklensprung- und Mul-
tiskalenmethode wird die Simulation für die Schwingfestigkeitsprognose bis zu
mehrere zehntausendfach schneller ausgeführt.

Abstract

The rheological model with damage is implemented into the FE-program LS-
DYNA as stress update algorithm for a user-defined material. Furthermore, the
consistent tangential stiffness of the model is derived and implemented. The
computation times of the FE-simulations for the verification of the lifetime pre-
dictions for the bluntly-glued steel-tube specimen are in the range from hours
to weeks. The cycle jump and multiscale method are developed and implemen-
ted for the reduction of the computation time. Both methods can be applied
simultaneously. As a result, the computation times of the FE-simulations for
the verification are in the range from seconds to minutes, whereby the quality
of each lifetime prediction remains the same. Due to the cycle jump and mul-
tiscale method, the simulation for the lifetime prediction is performed up to a
few ten thousand times faster.
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14.1 Implementierung
Implementation

Das vorgestellte Modell wird über die für benutzerdefinierte Materialmodelle vorgesehe-
ne Entwicklerschnittstelle als USER-Material in das Programm LS-DYNA implementiert.
An der Schnittstelle, der Materialroutine, ist für die FE-Berechnung der Spannungsalgo-
rithmus zu programmieren, mit dem die Spannungen auf Basis der Modellgleichungen
computergestützt berechnet werden.

14.1.1 Linear viskoelastisches Kohäsivzonenmodell
Linear viscoelastic cohesive zone model

Schädigung wird mit dem Konzept der effektiven Spannung in den bestehenden Glei-
chungssatz für das Materialverhalten ohne Schädigung eingekoppelt, s. Abschnitt 13.2.2.
Für ein Modell, das den Spannungs- t mit Verschiebungssprungvektor ∆∆∆ verknüpft, be-
deutet das analog zu Gl. (13-17)

t = (1−D)t̃ . (14-1)

Der effektive Spannungsvektor t̃ wird mittels linearer Viskoelastizität modelliert und als
Funktional des Verschiebungssprungvektors ∆∆∆ angesetzt. Im Rahmen der linearen Vis-
koelastizität ist das Funktional das Faltungsintegral

t̃ =
t∫

0

R(t− τ)
d∆∆∆

dτ
dτ , (14-2)

in dem die Relaxationsfunktion R und der Verschiebungssprungvektor

∆∆∆ =
[
∆t ∆b ∆n

]T (14-3)

auftreten, der wie auch der Spannungsvektor aus der tangentialen, binormalen und nor-
malen Komponente besteht. Für den Relaxationsfunktionstensor

R(t− τ) =




Rs(t− τ) 0 0
Rs(t− τ) 0

sym. Rn(t− τ)


 (14-4)

wird angenommen, dass der Einfluss der Komponente Rs für Schub- und Rn für Normal-
beanspruchung vollständig entkoppelt ist, s. [MK12], Gl. (3.3-4). Für die Komponenten
des Relaxationsfunktionstensors werden PRONY-Reihen angesetzt:

Rn(t) =
M

∑
i=1

kni exp
(
− t

τ̂ni

)
, Rs(t) =

M

∑
i=1

ksi exp
(
− t

τ̂si

)
, τ̂ni =

ηni

kni
, τ̂si =

ηsi

ksi
. (14-5)

Die Größen ηsi und ηni sind Viskositäten, die infolge der zu bestimmenden Relaxati-
onszeiten τ̂si bzw. τ̂ni für Schub- bzw. Normalrichtung sowie der Steifigkeiten ksi und kni
vorliegen.
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14.1.2 Identifikation der Parameter für das viskoelastische Modell
Identification of the parameters for the viscoelastic model

Die Identifikation der Parameter für das viskoelastische Modell in den effektiven Span-
nungen ist im Vorgängerprojekt [MK12] in den Abschnitten 3.4.3 bis 3.4.6 ausführlich
beschrieben. Das Ergebnis ist in [MK12], Tab. 3.4-4 aufgelistet. Die aus dem Vorgän-
gerprojekt übernommenen Parameter sind in Tab. D-18 im Anhang aufgeführt. Die An-
zahl an Reihengliedern für die Relaxationsfunktionen (14-5) wird auf M = 2 festgelegt.
Auf das im Vorgängerprojekt [MK12] verwendete dritte Reihenglied wird verzichtet, da
es lediglich für Schubbeanspruchung identifiziert worden ist.

14.1.3 Zusammenfassung der Modellgleichungen
Summary of the model equations

In Tab. 14-1 sind alle Modellgleichungen zusammengefasst. Der übersichtlichen Dar-
stellung wegen ist sowohl die Abhängigkeit der Schubbeanspruchungsverhältnisse Rt =
[N̂]Rt und Rb = [N̂]Rb als auch der Schubspannungsschwingbreite ∆τ̄ = [N̂]∆τ̄ von den
Beanspruchungskennwerten des letzten Halbzyklus mit Zähler N̂ nicht aufgeführt.

14.1.4 Spannungsalgorithmus
Stress update algorithm

Der Algorithmus zur Berechnung der Spannungen (14-1) besteht aus der numerischen
Auswertung des Faltungsintegrals (14-2) und anschließender Schädigungsberechnung.
Das angesprochene Faltungsintegral wird mit dem Algorithmus in [TPG70] gelöst, der
in [MK12] (Abschnitt 3.4.1) dokumentiert und nachfolgend der Vollständigkeit wegen
aufgeführt ist. Die einzelnen Schritte sind dabei stark an [MK12] (Abschnitt 3.4.1) ange-
lehnt und geringfügig ergänzt. Die Darstellung des Algorithmus erfolgt exemplarisch für
die Normalspannungskomponente. Die anderen Komponenten werden analog berech-
net.
Wegen Gln. (14-5)1 und (14-4) wird die Normalkomponente des effektiven Spannungs-
vektors (14-2) wie folgt berechnet:

t̃n(t) =
t∫

0

M

∑
i=1

kni exp
(
−t− τ

τ̂ni

)
d∆n

dτ
dτ . (14-6)

Zur Berechnung der aktuellen effektiven Spannung wird der Zeitraum 0 ≤ τ ≤ t in die
Abschnitte 0 ≤ τ ≤ θ und θ ≤ τ ≤ θ +∆t = t zerlegt mit der vereinfachenden Notation
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Tabelle 14-1: Modellgleichungen
Table 14-1: Model equations

Bezeichnung Gleichung Gleichungsnummer

Spannungsvektor t = (1−D)
t∫

0
R(t− τ)d∆∆∆

dτ
dτ (14-1), (14-2)

Relaxationsfunktion

R(t) =




Rs(t) 0 0
Rs(t) 0

sym. Rn(t)


 (14-4)

Rn(t) =
M
∑

i=1
kni exp

(
− t

τ̂ni

)
(14-5)1

Rs(t) =
M
∑

i=1
ksi exp

(
− t

τ̂si

)
(14-5)2

Schädigung Ḋ = Ḋc + Ḋf (13-19)

Kriechschädigung Ḋc =
1
c0

( 〈σeqc−σdc〉
σref(1−D)

)n
, c0 = 1 s (13-204)

Ermüdungsschädigung Ḋf =
( 〈σeqf−σdf〉
(σu−σdf)(1−D)

)k 〈σ̇eqf〉
σu−σdf

(13-205)

Kriech-
σeqc =

√〈
b1c 〈t̄n〉2 +b2ct̄n + t̄2

t + t̄2
b

〉
(13-206)vergleichsspannung

Ermüdungs-
σeqf =

√〈
b1f 〈t̄n〉2 +b2ft̄n + t̄2

t + t̄2
b

〉
(13-207)vergleichsspannung

Schubbean- Rt = sgn(ttminttmax)
min(|ttmin|,|ttmax|)
max(|ttmin|,|ttmax|) (13-193)

spruchungsverhältnis Rb = sgn(tbmintbmax)
min(|tbmin|,|tbmax|)
max(|tbmin|,|tbmax|)

Spannungskomponenten
t̄t = tt(1+b3 〈−Rt〉) (13-196)
t̄b = tb(1+b3 〈−Rb〉) (13-197)

t̄n = tn(1+b3b4 〈−min(Rt,Rb)〉∆τ̄/σu) (13-198)

Schubspannungs-
∆τ̄ = |τ̄max− τ̄min| , τ̄ = tt + tb (13-200)schwingbreite
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( j+1)t = t und ( j+1)∆t = ∆t, sodass

( j+1)t̃n =
θ∫

0

M

∑
i=1

kni exp
(
−θ +∆t− τ

τ̂ni

)
d∆n

dτ
dτ +

θ+∆t∫

θ

M

∑
i=1

kni exp
(
−θ +∆t− τ

τ̂ni

)
d∆n

dτ
dτ

=
M

∑
i=1

kni

(
exp
(−∆t

τ̂ni

)
( j)dni +

( j+1)
∆dni

)
(14-7)

=
M

∑
i=1

kni
( j+1)dni ,

( j+1)dni = exp
(−∆t

τ̂ni

)
( j)dni +

( j+1)
∆dni , (14-8)

wobei

( j)dni = exp
(
− θ

τ̂ni

) θ∫

0

exp
(

τ

τ̂ni

)
d∆n

dτ
dτ , (14-9)

( j+1)
∆dni = exp

(
−θ +∆t

τ̂ni

) θ+∆t∫

θ

exp
(

τ

τ̂ni

)
d∆n

dτ
dτ . (14-10)

Die Näherung für die Zeitableitung des Verschiebungssprungs wird über den Differen-
zenquotienten

d∆n

dτ
=

( j+1)∆n− ( j)∆n

∆t
(14-11)

gebildet. Das Einsetzen dieser Näherung in Gl. (14-10) führt zunächst auf

( j+1)
∆dni = exp

(
−θ +∆t

τ̂ni

) θ+∆t∫

θ

exp
(

τ

τ̂ni

) ( j+1)∆n− ( j)∆n

∆t
dτ

=
τ̂ni

∆t

(
1− exp

(
−∆t

τ̂ni

))(
( j+1)

∆n− ( j)
∆n

)
. (14-12)

Schließlich ergibt das Einsetzen der Näherung (14-12) in die effektive Spannung (14-7)

( j+1)t̃n =
M

∑
i=1

kni
τ̂ni

∆t

(
1− exp

(
−∆t

τ̂ni

))(
( j+1)

∆n− ( j)
∆n

)
+

M

∑
i=1

kni exp
(−∆t

τ̂ni

)
( j)dni . (14-13)

Die zur Normalkomponente (14-13) analoge Herleitung der effektiven Spannung für die
verbleibenden Komponenten in tangentiale und binormale Schubrichtung führt auf

( j+1)t̃ = ( j+1)Cvi

(
( j+1)

∆∆∆− ( j)
∆∆∆

)
+ ( j)h , (14-14)
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worin die viskoelastische Steifigkeit Cvi und der Geschichtsvektor ( j)h der Spannung
auftreten:

( j+1)Cvi =



( j+1)Cvit 0 0

0 ( j+1)Cvib 0
0 0 ( j+1)Cvin


 , ( j)h =




M
∑

i=1
kti exp

(
−∆t
τ̂ti

)
( j)dti

M
∑

i=1
kbi exp

(
−∆t
τ̂bi

)
( j)dbi

M
∑

i=1
kni exp

(
−∆t
τ̂ni

)
( j)dni



, (14-15)

( j+1)Cvit =
M

∑
i=1

kti
τ̂ti

∆t

(
1− exp

(
−∆t

τ̂ti

))
, (14-16)

( j+1)Cvib =
M

∑
i=1

kbi
τ̂bi

∆t

(
1− exp

(
−∆t

τ̂bi

))
, (14-17)

( j+1)Cvin =
M

∑
i=1

kni
τ̂ni

∆t

(
1− exp

(
−∆t

τ̂ni

))
. (14-18)

Im Anschluss an die Berechnung der Spannung ( j+1)t̃ sind für den nächsten Zeitschritt
( j+2) die Hilfsgrößen ( j+1)dti, ( j+1)dbi und ( j+1)dni analog zu Gl. (14-8)2 mittels

( j+1)dti = exp
(
−∆t

τ̂ti

)
( j)dti +

( j+1)
∆dti , (14-19)

( j+1)dbi = exp
(
−∆t

τ̂bi

)
( j)dbi +

( j+1)
∆dbi , (14-20)

( j+1)dni = exp
(
−∆t

τ̂ni

)
( j)dni +

( j+1)
∆dni (14-21)

zu aktualisieren und als History-Variablen zu speichern. Danach erfolgt die Aktualisie-
rung der Schädigung mit der in Abschnitt 13.2.4 beschriebenen numerischen Integration
mittels BDF2 durch Gln. (13-45) bis (13-54). Erreicht die Schädigung am GAUSS-Punkt
den kritischen Wert Dcrit, so wird die Löschung des Elements veranlasst (s. [SWB08] für
weitere Details zur Methode der Elementlöschung).

14.1.5 Konsistente tangentiale Steifigkeit des Kohäsivzonenmodells
Consistent tangential stiffness of the cohesive zone model

Für die implizite FE-Berechnung muss die konsistente tangentiale Steifigkeit des Kohä-
sivzonenmodells für den aktuellen Zeitpunkt ( j+1)t hergeleitet und implementiert werden,
vgl. [MK12], S. 66, Gln. (3.4-20)ff. Für diesen Abschnitt gilt die Summenkonvention: Über
alle doppelt auftretenden, kursiven Indizes bei Produkten und Divisionen wird summiert.
Die tangentiale Steifigkeit ist

∂ ( j+1)ti
∂ ( j+1)∆k

=
(

1− ( j+1)D
)
( j+1)Cviik−

∂ ( j+1)D
∂ ( j+1)∆k

( j+1)t̃i . (14-22)
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Der Minuend mit der viskoelastischen Steifigkeit ist bekannt. In der partiellen Ableitung

∂ ( j+1)D
∂ ( j+1)∆k

=
∂ ( j+1)D
∂ ( j+1)t̃ j

∂ ( j+1)t̃ j

∂ ( j+1)∆k
=

∂ ( j+1)D
∂ ( j+1)t̃ j

( j+1)Cvi jk (14-23)

ist die partielle Ableitung der Schädigung nach den effektiven Spannungen zu bestim-
men. An dieser Stelle ist der konsistente Ausdruck im Rahmen des NEWTON-Verfahrens
und des BDF2-Integrators einzusetzen. Dazu verhilft Gl. (13-44):

( j+1)D =
2
3

(
2( j+1)D− 1

2
( j)D+∆t · ( j+1)Ḋ

)
. (14-24)

Nach Einsetzen von Gl. (13-45) führt die partielle Ableitung nach den effektiven Span-
nungen auf

∂ ( j+1)D
∂ ( j+1)t̃ j

=
2
3

∂

∂ ( j+1)t̃ j

(
∆t( j+1)Ḋc +∆t( j+1)Ḋf

)
=

2
3

(
∆t

∂ ( j+1)Ḋc

∂ ( j+1)t̃ j
+∆t

∂ ( j+1)Ḋf

∂ ( j+1)t̃ j

)
. (14-25)

Für die partiellen Ableitungen auf der rechten Seite werden Gln. (13-46) und (13-47)
herangezogen:

∂ ( j+1)Ḋc

∂ ( j+1)t̃ j
=

∂ ( j+1)Ḋc

∂ ( j+1)σeqc

∂ ( j+1)σeqc

∂ ( j+1)t̃ j
, (14-26)

∆t
∂ ( j+1)Ḋf

∂ ( j+1)t̃ j
= ∆t

∂ ( j+1)Ḋf

∂ ( j+1)σeqf

∂ ( j+1)σeqf

∂ ( j+1)t̃ j
, (14-27)

∂ ( j+1)Ḋc

∂ ( j+1)σeqc
= n




〈
( j+1)σeqc−σdc

〉

(
1− ( j+1)D

)
σref




n−1
H
(〈

( j+1)σeqc−σdc

〉)

(
1− ( j+1)D

)
σref

, (14-28)

∆t
∂ ( j+1)Ḋf

∂ ( j+1)σeqf
= k




〈
( j+1)σeqf−σdf

〉

(
1− ( j+1)D

)
(σu−σdf)




k−1

·

·
H
(〈

( j+1)σeqf−σdf

〉)

(1− ( j+1)D)(σu−σdf)

〈
( j+1)∆σeqf

〉

σu−σdf
+

+




〈
( j+1)σeqf−σdf

〉

(
1− ( j+1)D

)
(σu−σdf)




k
H
(〈

( j+1)∆σeqf

〉)

σu−σdf
· 3

2
. (14-29)

In Gln. (14-28) und (14-29) tritt der HEAVISIDE-Operator

H(x) =

{
0, ∀x≤ 0

1, ∀x > 0
(14-30)
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auf. Analog zu Gl. (13-48) ist mit Berücksichtigung der Ermüdungsvergleichsspannung
(13-207)

( j+1)
∆σeqf =

3
2
( j+1)

σeqf−2( j+1)
σeqf +

1
2
( j)

σeqf . (14-31)

Aus den zeitdiskreten Ausdrücken für die Kriech- (13-206) und Ermüdungsvergleichss-
pannung (13-207) ergeben sich die verbleibenden partiellen Ableitungen wie folgt:

∂ ( j+1)σeqc

∂ ( j+1)t̃t
=

(
1− ( j+1)D

)2
( j+1)t̃t

( j+1)σeqc
, (14-32)

∂ ( j+1)σeqc

∂ ( j+1)t̃b
=

(
1− ( j+1)D

)2
( j+1)t̃b

( j+1)σeqc
, (14-33)

∂ ( j+1)σeqc

∂ ( j+1)t̃n
=

2b1c

(
1− ( j+1)D

)2
( j+1)t̃n +b2c

(
1− ( j+1)D

)

2( j+1)σeqc
, (14-34)

∂ ( j+1)σeqf

∂ ( j+1)t̃t
=

(
1− ( j+1)D

)2
( j+1)t̃t

( j+1)σeqf
, (14-35)

∂ ( j+1)σeqf

∂ ( j+1)t̃b
=

(
1− ( j+1)D

)2
( j+1)t̃b

( j+1)σeqf
, (14-36)

∂ ( j+1)σeqf

∂ ( j+1)t̃n
=

2b1f

(
1− ( j+1)D

)2
( j+1)t̃n +b2f

(
1− ( j+1)D

)

2( j+1)σeqf
. (14-37)

14.2 Verifikation
Verification

14.2.1 FE-Modell der stumpf geklebten Doppelrohrprobe
FE-model of the butt-jointed steel-tube specimen

Das in Abb. 14-1 dargestellte FE-Modell ist mit LS-Prepost erstellt worden und dient zur
Simulation mit LS-DYNA (Version SMP, R7.0.0, double precision) für die Schwingfestig-
keitsprognose. Die im Folgenden erwähnten LS-DYNA-Keywords sind in [Dyn14a] und
[Dyn14b] zu finden. Die Erläuterungen zu den Keywords sind in [Dyn17] nachzulesen.
Aus Gründen numerischer Effizienz ist nicht die gesamte Probengeometrie sondern
nur die Klebschicht und ihre unmittelbare Umgebung modelliert worden, sodass das
FE-Modell aus möglichst wenig Knoten besteht. Die Klebschicht ist mit 32 Hexaeder-
elementen in Umfangs- und einem Element in Radialrichtung modelliert. Die Anbindung
an die Fügeteilelemente erfolgt über ein knotenkompatibles FE-Netz. Die Fügeteile be-
stehen aus Hexaederelementen der Formulierung ELFORM=2 sowie elastischem Ma-
terialverhalten mit typischen Kennwerten für Stahl. Für die Klebschicht werden Kohäsiv-
zonenelemente der Formulierung ELFORM=19 verwendet. Die Einleitung der Kraft F(t)
bzw. des Moments M(t) erfolgt über einen Starrkörper mit Verwendung der Keywords
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Abbildung 14-1: FE-Modell der stumpf geklebten Doppelrohrprobe
Figure 14-1: FE-Model of the butt-jointed steel-tube specimen

*LOAD_RIGID_BODY und *DEFINE_CURVE_FUNCTION. An dem Starrkörper gegen-
überliegenden Ende des Doppelrohrprobenausschnitts sind alle Freiheitsgrade der Kno-
ten parallel zur Klebschichtebene gesperrt. Die FE-Berechnung erfolgt implizit ohne
Berücksichtigung der Masse, wofür das Keyword *CONTROL_IMPLICIT_GENERAL
verwendet wird. Mit *CONTROL_IMPLICIT_AUTO wird die automatische Zeitschritt-
weitensteuerung von LS-DYNA deaktiviert. Unter Verwendung des Keywords *CON-
TROL_IMPLICIT_SOLUTION wird das sog. “Full-NEWTON”-Verfahren eingestellt, bei
dem die Steifigkeitsmatrix in jeder Iteration berechnet wird. Die FE-Simulation wird so-
lange durchgeführt, bis die mit dem Keyword *TERMINATION_DELETED_SOLIDS fest-
gelegte Anzahl an Kohäsivzonenelementen ausgefallen ist. Die Oberfläche der Stahlfü-
geteile infolge der Vorbehandlung wird nicht explizit im Modell mit einbezogen.

14.2.2 Verifikation der Implementierung des Modells in LS-DYNA
Verification of the model implementation in LS-DYNA

Die Verifikation der Implementierung des Modells in Tab. 14-1 ist in den Abbn. 14-
2 bis 14-4 zusammengefasst. Die Verifikation erfolgt mit dem augenscheinlichen Ver-
gleich der Prognosen mit SAL und FEM. Die Prognosen weichen um bis zu einer zehn-
tel Dekade voneinander ab, was einem sehr guten Ergebnis entspricht und die FE-
Implementierung verifiziert. Die Abweichungen der Prognoseergebnisse sind vor allem
in den numerischen Fehlern durch die FEM begründet, die im Wesentlichen auf die sehr
grobe Ortsdiskretisierung zurückzuführen sind.

14.3 Rechenzeitminimierung
Minimisation of computation time

Die vorgestellte Methode zur Lebensdauerprognose von Klebverbindungen wird mit der
kommerziell verfügbaren Software LS-DYNA im Rahmen einer nichtlinearen, impliziten
FE-Simulation umgesetzt. Dafür wird die gesamte Problemzeit, die bei hochzyklischer
Ermüdung zwischen mehreren tausend bis mehrere Millionen Zyklen besteht, pro Zy-
klus in ntpc = 16 diskrete Zeitpunkte unterteilt, s. Abschnitt 13.2.4. Bei der impliziten
FE-Berechnung ist daher an mehreren zehntausend bis mehreren zehnfachen Millio-
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Abbildung 14-2: Verifikation der Implementierung des Modells in LS-DYNA für Ermüdung: Ver-
gleich der Prognosen mit SAL und FEM mit Testdaten aus Tabn. D-7 bis D-9 für die Doppelrohr-
probe unter schwellender Torsion (oben), schwellendem Zug (Mitte) und kombinierter Schwell-
belastung mit αexp = 2 (unten) ( f = 10 Hz, R = 0.1 bei jeder Spannungskomponente)
Figure 14-2: Verification of the model implementation in LS-DYNA for fatigue: Comparison of the
predictions with SAL and FEM with test data from Tabs. D-7 to D-9 for the steel-tube specimen
under torsion (top), tension (center) and combined loading with αexp = 2 (bottom) ( f = 10 Hz,
R = 0.1 for every stress component)

310



Implementierung, Verifikation und Minimierung der Berechnungszeit
Implementation, verification and minimisation of the computation time

1

10

100

100

1000 10000 100000 1e+06 1e+07 1e+08 1e+09

S
p
a
n
n
u
n
g
sa
m
p
li
tu
d
e
[M

P
a
]

Bruchschwingspielzahl [-]

FEM Schub

LWF R=0.1,a=0.5,Schubspannung
LWF R=0.1,a=0.5,Zugspannung

Stand-Alone Schub
Stand-Alone Zug

Fit Schub
Fit Zug

FEM Zug

Abbildung 14-3: Verifikation der Implementierung des Modells in LS-DYNA für Ermüdung: Ver-
gleich der Prognosen mit SAL und FEM mit Testdaten aus Tab. D-14 für die Doppelrohrprobe
unter kombinierter Schwellbelastung mit αexp = 0.5 ( f = 10 Hz, R = 0.1 bei jeder Spannungskom-
ponente)
Figure 14-3: Verification of the model implementation in LS-DYNA for fatigue: Comparison of the
predictions with SAL and FEM with test data from Tab. D-14 for the steel-tube specimen under
combined loading with αexp = 0.5 ( f = 10 Hz, R = 0.1 for every stress component)

nen Zeitpunkten ein System aus nichtlinearen Gleichungen zu lösen. Es ist abzusehen,
dass aufgrund der Vielzahl an Zyklen bzw. Zeitpunkten eine enorme Berechnungszeit
zur Lebensdauerprognose mit der vorgestellten Methode erforderlich ist.
Bei der Berechnungszeit wird zwischen der Programmlaufzeit (engl. “wall-clock time”,
“real time”) und der Prozessorzeit (engl. “central processing unit (CPU)-time”) unter-
schieden. Die Prozessorzeit ist die Zeit, in der der Prozessor Benutzer- und System-
instruktionen verarbeitet, die durch den sog. Prozess-Scheduler zugewiesen werden.
Bei der Programmlaufzeit kommen zusätzlich zur Prozessorzeit Verzögerungen infolge
Netzwerklatenz, Wartezeiten für Ein- und Ausgabe sowie Prozessorleerlauf etc. hinzu.
Aus diesem Grund stellt die Prozessorzeit, die im folgenden mit CPU-Zeit abgekürzt
wird, ein nahezu objektives Maß zur Bewertung der Rechenleistung dar. Allerdings ist
die CPU-Zeit stets vom verwendeten Betriebssystem und dem Prozess-Scheduler ab-
hängig.
Die Ausarbeitungen und Verifikationen der Methoden zur Rechenzeitminimierung erfol-
gen allesamt am Beispiel der Doppelrohrprobe.

14.3.1 Benötigte Rechenkapazität für implizite FEM
Required computing capacity for implicit FEM

Um die Ergebnisse der Abbn. 14-2 bis 14-4 zu produzieren, sind die in Tab. 14-2 auf-
gelisteten CPU-Zeiten vonnöten. Im Folgenden soll aufgezeigt werden, wie die Größen-
ordnung der in Tab. 14-2 aufgeführten CPU-Zeiten zustande kommt. Die Zahlenwerte in
diesem Abschnitt gelten in grobem Maßstab und sollen vor allem lediglich einen Anhalts-
punkt für die Größenordnung einzelner Einflussfaktoren auf die CPU-Zeit vermitteln. Auf
diese Weise wird deutlich, welche Maßnahmen zur Minimierung der benötigten CPU-
Zeit zu favorisieren sind.
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Abbildung 14-4: Verifikation der Implementierung des Modells in LS-DYNA: Vergleich der Pro-
gnosen mit SAL und FEM mit Testdaten aus Tabn. D-15 bis D-17 für die Doppelrohrprobe unter
reiner Torsionswechselbelastung ( f = 10 Hz) (oben) und zusätzlich überlagertem konstanten Zug
(Mitte) sowie Druck (unten)
Figure 14-4: Verification of the model implementation in SL-DYNA: Comparison of the predictions
with SAL and FEM with test data from Tabs. D-15 to D-17 for the steel-tube specimen under pure
alternating torsion ( f = 10 Hz) (top) and additional constant tension (center) as well as pressure
(bottom)
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Tabelle 14-2: CPU-Zeiten aller Schwingfestigkeitsprognosen aus den Abbn. 14-2, 14-3 und 14-4
infolge der vier Beanspruchungsniveaus in jeweils einem Diagramm
Table 14-2: CPU times of all lifetime predictions in Figs. 14-2, 14-3 and 14-4 due to the four
loadings

αexp = ∞ 1 h 30 min 4 h 35 min 15 h 48 min 223 h
αexp = 0 35 min 2 h 35 min 14 h 5 min 199 h 37 min
αexp = 2 20 min 3 h 12 min 42 h 55 min 136 h 36 min

αexp = 0.5 51 min 5 h 41 min 39 h 17 min 575 h 48 min
Rt =−1, τresa

tnm
= ∞ 6 h 57 min 21 h 51 min 72 h 45 min 1019 h 22 min

Rt =−1, τresa
tnm

= 18
11 3 h 7 min 13 h 21 min 77 h 10 min 243 h 48 min

Rt =−1, τresa
tnm

=−18
11 24 min 1 h 34 min 16 h 32 min 183 h 45 min

Die CPU-Zeit wird mittels

tcomp =
nop

ηAPP,nonvec ·nFLOPS ·ηdelay
(14-38)

berechnet. Im Zähler steht die einheitenlose Anzahl an Rechenoperationen nop, die in
Fließkommaoperationen (engl. “floating point operations (FLOP)”) angegeben wird und
im übertragenen Sinne vergleichbar ist mit der vom Prozessor zu verrichtende Arbeit.
Im selben Kontext steht im Nenner ein Ausdruck für die vom Rechner zu bewerkstel-
ligende Arbeit pro Sekunde. Der Nenner, der sich aus dem Bereinigungsgewicht oder
Wirkungsgrad ηAPP,nonvec (engl. “Adjusted Peak Performance (APP)” für nicht-vektor Pro-
zessoren [Int]), der Verzögerung der LS-DYNA Rechnung infolge paralleler Knoten-
auslastung ηdelay und der durchführbaren Rechenoperationen pro Sekunde nFLOPS [Int]
(engl. “floating point operations per second (FLOPS)”) zusammensetzt, kann deshalb
als Leistungsfähigkeit oder Rechenkapazität des Computersystems aufgefasst werden.
Der Wert nFLOPS wird auch als theoretische Spitzenleistung (engl. “theoretical peak per-
formance”, “peak performance”, “floating performance”) bezeichnet [HW11], Abschnitt
1.2.1. Der Wertebereich von ηdelay entspricht der minimalen und maximalen Knoten-

Tabelle 14-3: Theoretische Spitzenleistung des verwendeten Rechensystems mit zwei Intel Xeon
X5675 Prozessoren und Verzögerungsfaktoren der Berechnungszeit
Table 14-3: Theoretical peak performance of the applied computer system with two Intel Xeon
X5675 processors and delay factors of the computation time

ηdelay ηAPP,nonvec nFLOPS [GFLOPS]
0.49...0.7 0.3 147.168

auslastung, die eine Verzögerung infolge der Prozesszuweisung durch den Prozess-
Scheduler führt. Einsetzen von nFLOPS in die CPU-Zeit Gl. (14-38) führt auf das Zwi-
schenergebnis

tcomp =
nop

30.91...21.63 ·109 s , (14-39)

worin die Anzahl an Rechenoperationen

nop = ntp ·niter ·nop,tp (14-40)

der gesamten FE-Berechnung einzusetzen ist. Pro Zeitpunkt liegt im Mittel die Anzahl
an NEWTON-Iterationen niter vor. Die Anzahl an Zeitpunkten, an denen gelöst wird, ist

ntp = NR ·ntpc , (14-41)
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worin NR die betrachtete Bruchzyklenzahl und ntpc die Anzahl der Diskretisierungsin-
tervalle pro Zyklus kennzeichnen, s. Abschnitt 13.2.4. Zur Auswertung der Anzahl an
Rechenoperationen (14-40) wird noch die Anzahl an Rechenoperationen pro Zeitpunkt

nop,tp = nop,LDL/ηpart (14-42)

benötigt. Die Anzahl nop,tp ist i. A. nicht ohne Weiteres zu ermitteln, weshalb ausge-
nutzt wird, dass bei der impliziten FEM die vergleichsweise meisten Rechenoperatio-
nen – nämlich 100ηpart % – auf die Lösung des linearen Gleichungssystems entfallen.
Der Wert für ηpart wird anhand einer transienten FE-Rechnung ermittelt. Dies kann ei-
ne gesamte transiente Berechnung bis Versagen oder eine Anrechnung sein. Der Wert
ηpart = 0.539 stammt aus der Ausgabe von LS-DYNA für die FE-Berechnung bis Bruch
für das zweitniedrigste Beanspruchungsniveau mit Amplitude tta = 12.34 MPa der reinen
Schubschwellbeanspruchung im oberen Diagramm in Abb. 14-2. Die Lösung des linea-
ren Gleichungssystems beträgt demnach knapp 54 % der CPU-Zeit.
Mit nop,LDL ist die Anzahl der Rechenoperationen zur einmaligen Lösung des linearen
Gleichungssystems innerhalb einer Iteration in einem Zeitschritt der impliziten FEM mit-
tels LDLT-Zerlegung bezeichnet. Eine möglichst genaue Zählung der Rechenoperatio-
nen ohne vereinfachende Annahmen ist in [IG15] zu finden:

nop,LDL = n3
dof +n2

dof/2−ndof/2 . (14-43)

Mit
ndof = nN ·ndof,N (14-44)

ist die Anzahl der Freiheitsgrade ohne Randbedingung bezeichnet. Die Anzahlen an
Knoten und Freiheitsgraden pro Knoten sind nN und ndof,N. Für das in Abschnitt 14.2.1

Tabelle 14-4: Daten zum Berechnungsablauf
Table 14-4: Data for computational procedure

niter [-] ntpc [-] NR [-] ntp [-] ηpart [-] ndof,N [-] nN [-] ndof [-] nop,LDL [-]
3 16 78416 1254656 0.539 3 192 576 191268576

beschriebene FE-Modell der Doppelrohrprobe ergeben sich die Daten zum Berech-
nungsablauf aus Tab. 14-4, die zusammen mit Gln. (14-39) bis (14-44) auf die CPU-Zeit
von

tcomp = 12 h 1 min...17 h 9 min (14-45)

führen. Zum Vergleich beträgt die CPU-Zeit aus der FE-Rechnung

tcomp,sim = 15 h 48 min . (14-46)

Die CPU-Zeit wird theoretisch minimal, falls ηdelay = 1. Dies entspricht dem Fall, dass
auf dem Rechensystem die FE-Berechnung auf einer CPU vollständig isoliert von an-
deren Prozessanfragen abläuft, was prinzipiell mit sog. “CPU-shielding” bzw. gezieltem
Einsatz des Prozess-Schedulers erreicht werden kann. Dann ergibt sich unter Beibe-
haltung aller restlichen Werte eine CPU-Zeit von

tcomp,min = 8 h 25 min . (14-47)
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Die Größenordnung der tatsächlichen tcomp,sim, der prognostizierten tcomp und auch der
minimal prognostizierten CPU-Zeit tcomp,min ist für praktische Anwendungsfälle der vor-
gestellten Methode untragbar. Bei nN = 1000 Knoten ohne Randbedingung und Beibe-
haltung der restlichen Werte des Berechnungsablaufs ergibt sich bereits eine theore-
tisch minimale CPU-Zeit von knapp fünfzig Tagen. Aus diesem Grund soll die CPU-Zeit
minimiert werden.
Das erläuterte Berechnungsbeispiel und Tab. 14-4 zeigen, dass vor allem zwei Größen
die CPU-Zeit wesentlich beeinflussen: Zum einen die Anzahl an Rechenoperationen
zur Lösung des linearen Gleichungssystems nop,LDL, die unmittelbar von der Anzahl der
Freiheitsgrade ndof abhängt, und zum anderen die Anzahl zu berechnender Zyklen bis
zum Versagen NR bzw. die durch die Zeitdiskretisierung der Zyklen resultierende An-
zahl der Berechnungszeitpunkte ntp. Um die Rechenzeit möglichst stark zu reduzieren,
werden deshalb Methoden in Betracht gezogen, mit denen entweder die Anzahl an Frei-
heitsgraden ndof oder an Berechnungszeitpunkten ntp reduziert wird.
Zur Reduktion der Freiheitsgrade kann für linear elastisches Material die statische Kon-
densation oder auch GUYAN-Reduktion [Guy65] verwendet werden. Die statische Kon-
densation entspricht der Anwendung der GAUSS-Elimination auf die zu kondensieren-
den Freiheitsgrade, die nach der Kondensation nicht mehr in der Lösung des Glei-
chungssystems auftreten [Bat96], Abschnitte 8.2.1 und 8.2.4. Die Kondensation erfolgt
in der FE-Berechnung vor dem Zusammenbau der Steifigkeitsmatrizen. Das Resultat
der statischen Kondensation auf einen Elementeverbund ist eine Substruktur mit ei-
gener Substruktursteifigkeitsmatrix. Die Substruktur weist lediglich Freiheitsgrade an
ihrem Rand auf – ihre inneren Freiheitsgrade sind kondensiert. Die Effizienz der sta-
tischen Kondensation hängt wesentlich davon ab, wie häufig identische Substrukturen
innerhalb des FE-Netzes auftreten. Je häufiger identische Substrukturen im FE-Netz
auftreten, desto häufiger kann die einmal hergeleitete Substruktursteifigkeitsmatrix ver-
wendet werden und desto höher ist die Effizienz der statischen Kondensation.
Für die in dieser Arbeit betrachteten Strukturen werden bewusst zunächst möglichst
grobe Netze verwendet, um den Berechnungsaufwand gering zu halten. Eine statische
Kondensation ist bei dem grobem FE-Netz des Modells für die Doppelrohrprobe in
Abschnitt 14.2.1 überflüssig. Deshalb wird im folgenden Abschnitt eine Methode vor-
gestellt, um die Anzahl der Berechnungszeitpunkte zu reduzieren. Infolgedessen soll
die Schwingfestigkeitsprognose mit der Kontinuumsschädigungsmechanik und FEM bei
Verwendung grober FE-Netze mit wenigen Freiheitsgraden in akzeptabler Berechnungs-
zeit möglich sein. Anschließend wird die Übertragbarkeit für wesentlich größere Netze
mit wesentlich mehr Freiheitsgraden in den Ausblick gestellt. Hierbei kann dann die sta-
tische Kondensation zum Einsatz kommen und untersucht werden, welche Reduktion
der Berechnungszeit sie mit sich bringt.

14.3.2 Zyklensprungmethode (ZSM)
Cycle jump method (ZSM)

Im vorigen Abschnitt 14.3.1 ist aufgezeigt, in welchem Maße sich die einzelnen Po-
sitionen der Soft- und Hardware auf die CPU-Zeit auswirken. Der größte Einfluss ist
der enormen Anzahl an Zyklen zuzuschreiben, s. Tab. 14-2. Die Zyklensprungmethode
(ZSM) ist ein numerisches Verfahren, mit dem die Anzahl der zu berechnenden Zyklen
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zur Versagensprognose verringert werden soll, um die Berechnungszeit zu verkürzen.
Die Idee beruht auf der Beobachtung, dass die Schädigungsentwicklung über viele Zy-
klen regelmäßig verläuft, sodass ein Trend erkannt wird, anhand dessen die Schädi-
gungsentwicklung über zukünftige Zyklen extrapoliert werden kann. Bei der Extrapo-
lation ist allerdings darauf zu achten, dass der Fehler der extrapolierten Schädigung
gegenüber der prognostizierten Schädigung ohne Extrapolation möglichst gering ist.
In Abb. 14-5 ist die Vorgehensweise bei der ZSM schematisch illustriert. Zur übersichtli-

t∗ + tjump

D(t∗ − 2Tcoll)

D(t∗ − Tcoll)

∆t

t∗

∆Dcoll(t
∗)

∆Dcoll(t
∗ − Tcoll)

∆Djump(t
∗)

t

D(t∗)

D(t∗) + ∆Djump(t
∗)

Tcoll
tjump

D

t∗ − 2Tcoll t∗ − Tcoll

Abbildung 14-5: Schematischer Ablauf der ZSM am Beispiel des Sprungs über drei Zyklen
Figure 14-5: Schematic procedure of the ZSM for jump over three cycles

chen Darstellung ist der Zyklus lediglich mit vier Zeitschritten ∆t diskretisiert. An jedem
diskreten Zeitpunkt der numerischen Berechnung liegt ein diskreter Schädigungswert
vor, der mit den Punkten illustriert ist. Anhand des Schädigungsverlaufs über der Zeit,
der mit der schwarzen, durchgezogenen Linie skizziert ist, wird die mit der roten Li-
nie dargestellte Regelmäßigkeit erkannt, die im Folgenden als Trend bezeichnet wird.
Der Trend lässt sich algorithmisch über die Schädigungswerte an ausgezeichneten Zeit-
punkten detektieren, die in Abb. 14-5 diejenigen Zeitpunkte sind, an denen ein Bean-
spruchungsmaximum vorliegt – s. Maximum der gestrichelten, schwarzen Linie, die die
harmonische Beanspruchungs-Zeit-Funktion kennzeichnet. Die ausgezeichneten Zeit-
punkte, an denen der Trend detektiert wird, werden im Folgenden Referenzzeitpunkte
der ZSM genannt. Nachdem der Trend anhand der Schädigungswerte an den Refe-
renzzeitpunkten vorliegt, wird ein numerisches Integrationsverfahren als Extrapolator
verwendet, um die zukünftige Schädigungsentwicklung anhand des Trends zu bestim-
men. Das Ergebnis der Extrapolation ist ein Schädigungszuwachs ∆Djump im Zeitraum
tjump. Die Rechenzeitreduktion wird dadurch bewirkt, dass die Berechnungszeitpunkte
des gesamten FE-Problems über den Zeitraum tjump entfallen. Die ZSM reduziert damit
die Anzahl an Berechnungszeitpunkten ntpc in Tab. 14-4 durch das Überspringen der
FE-Berechnungszeitpunkte über mehrere (im Falle von Abb. 14-5 drei) Zyklen, was für
die Methode namensgebend ist.
Die ZSM wird erstmals in [Cha88] im Rahmen spezieller Integrationsalgorithmen er-
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wähnt, um die Ermüdungsberechnung von Komponenten und Bauteilen zu ermöglichen.
Erste Ansätze gehen auf Arbeiten ab 1978 zurück. In [VDD01] wird die ZSM zusam-
men mit der FEM für Ermüdung von Verbundwerkstoffen verwendet. In [Cha03] wird
erwähnt, dass in Zukunft die ZSM sowie ähnliche Methoden dabei helfen, die entwickel-
ten Methoden der Kontinuumsschädigungsmechanik zu Lebensdauerprognose indus-
triell anzuwenden. In [CK06] ist die erste prototypische Implementierung der ZSM in die
FE-Software ABAQUS für benutzerdefiniertes Material als Methode beschrieben, bei
der Postprocessing, Neustart der Berechnung und sogenanntes Mapping (Initialisierung
von inneren Variablen mit den Werten einer früheren FE-Berechnung) für die Progno-
se der Entwicklung plastischer Dehnungen verwendet werden. In [TCCD07] findet die
ZSM im Rahmen der Delaminationsanalyse für Verbundwerkstoffe unter hochzyklischer
Beanspruchung auf Basis der Bruchmechanik Anwendung. In [BLG08] und [BLG10]
ist die ZSM Bestandteil der Entwicklung numerischer Methoden für Ermüdungs- und
Risswachstumsprognosen mit der Kontinuumsschädigungsmechanik für zyklische Be-
lastung: Es werden 2D-Berechnungen mit einfachen Geometrien und Stahlwerkstoff
demonstriert und Kraft sowie Spannung an ausgewählten Stellen ausgewertet. Das ver-
wendete Modell ist elastoplastisch mit ONERA-Ansatz für nichtlineare Schädigungsak-
kumulation. In [SSD+15] wird die ZSM im Rahmen niederzyklischer Beanspruchung von
Stahl mit einem elastoplastischen Modell verwendet, dessen Parameter invers identifi-
ziert werden.
Trotz der genannten vereinzelten Anwendungen ist die ZSM bislang nicht vollständig
in den Berechnungsablauf der impliziten FEM implementiert und an unterschiedlichen
Geometrien in 3D-Berechnungen verwendet worden. Das Potential der ZSM zur Redu-
zierung der Berechnungszeit für Schwingfestigkeitsprognosen ist nur ansatzweise er-
gründet. Im Folgenden wird zunächst der ZSM-Algorithmus vorgestellt. Anschließend
werden die FE-Berechnungszeiten und Schwingfestigkeitsprognosen für die stumpf ge-
klebte Doppelrohrprobe bei Verwendung der ZSM den Berechnungszeiten und Progno-
sen ohne ZSM gegenübergestellt.
Die folgenden Erläuterungen beziehen sich auf den schematischen Ablauf der ZSM
in Abb. 14-5. Dort sind in rot das Abspeichern der Schädigungswerte zur Detektion
des Trends und in blau das Ergebnis des Zyklensprungalgorithmus dargestellt. In Abb.
14-5 wird deutlich, dass mit der ZSM anhand der bisherigen Schädigungsentwicklung
infolge periodisch wiederholender Ereignisse die zukünftige Schädigungsentwicklung
extrapoliert wird. Die periodisch wiederholenden Ereignisse sind Sollbeanspruchungs-
werte der periodischen Beanspruchungs-Zeit-Funktion. Die Periodendauer Tcoll des Be-
anspruchungssignals wird Kollektivdauer und die zugehörigen Beanspruchungswerte
innerhalb einer Kollektivdauer das Beanspruchungskollektiv genannt. Bei harmonischer
Beanspruchung besteht das Beanspruchungskollektiv aus der Menge aller Spannungs-
werte einer Zeitspanne Tcoll, die das (ganze) Vielfache der Periodendauer ist. Im ein-
fachsten Fall ist diese Zeitspanne wie in Abb. 14-5 die kleinste Periodendauer (Tcoll = T ),
vgl. auch Abb. 13-8.
Die Umsetzung der ZSM erfolgt in Anlehnung an [CK06], wo die Schädigung nach dem
Zyklensprung unter Verwendung des HEUN-Verfahrens angenähert wird, das ein expli-
zites RUNGE-KUTTA-Einschrittverfahren 2. Ordnung ist ([SWP12], S. 50). Allerdings wird
die ZSM nicht anhand der Zyklen sondern zunächst in der Zeit formuliert.
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Die Anwendung des HEUN-Verfahrens für die Schädigung D(t∗) zum Zeitpunkt t∗, an
dem der Sprung mit Weite tjump ausgeführt wird, ergibt

D(t∗+ tjump) = D(t∗)+
tjump

2
(
D̊(t∗)+ D̄(t∗+ tjump)

)
. (14-48)

Die Näherung für die Schädigungsentwicklung infolge des Kollektivs ist

D̊(t∗) =
D(t∗)−D(t∗−Tcoll)

Tcoll
=

∆Dcoll(t∗)
Tcoll

, (14-49)

worin ∆Dcoll(t∗) das Schädigungsinkrement zum Zeitpunkt t∗ infolge des letzten Kollek-
tivdurchlaufs kennzeichnet. Die Näherung für die Schädigungsentwicklung nach dem
Sprung der Weite tjump ist

D̄(t∗+ tjump) = D̊(t∗)+
D̊(t∗)− D̊(t∗−Tcoll)

Tcoll
tjump . (14-50)

Einsetzen von Gln. (14-49) und (14-50) in Gl. (14-48) führt auf

D(t∗+ tjump) = D(t∗)+
tjump

Tcoll
∆Dcoll(t∗)+

t2
jump

2T 2
coll

(∆Dcoll(t∗)−∆Dcoll(t∗−Tcoll)) . (14-51)

Um einen Ansatz für die Sprungweite tjump zu erhalten, wird Gl. (14-50) umgeformt:

tjump = Tcoll
D̄(t∗+ tjump)− D̊(t∗)

D̊(t∗)− D̊(t∗−Tcoll)
. (14-52)

Die prinzipiell unbekannte Näherung der Schädigungsentwicklung D̄(t∗ + tjump) nach
dem Sprung wird wie folgt angesetzt:

D̄(t∗+ tjump) = D̊(t∗)+qjump,DD̊(t∗)⇔ qjump,D =
D̄(t∗+ tjump)− D̊(t∗)

D̊(t∗)
. (14-53)

Der Parameter qjump,D dient zur Steuerung der Sprungweite, die sich nach Einsetzen
von Gl. (14-53)1 in Gl. (14-52) wie folgt ergibt:

tjump =
qjump,DTcollD̊(t∗)

D̊(t∗)− D̊(t∗−Tcoll)
. (14-54)

Der Parameter qjump,D gibt nach Gl. (14-53)2 die relative Abweichung der Näherungen
der Schädigungsentwicklung nach dem Sprung zu derjenigen vor dem Zyklensprung
an und repräsentiert somit die Sprungweite, für die sich die Schädigungsentwicklung
um den durch qjump,D angegebenen Anteil der bisherigen Schädigungsentwicklung er-
höht haben soll. Durch qjump,D > 0 ist infolge der Anwendung des HEUN-Integrators ein
Fehler in der Schädigungsentwicklung infolge des Sprungs zu erwarten. Der Fehler ver-
schwindet für qjump,D = tjump = 0. Somit ist der Parameter qjump,D zwar größer null zu
setzen – allerdings soll die relative Abweichung der Schädigungsentwicklung nach dem
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Sprung klein sein gegenüber derjenigen vor dem Sprung, um sicherzustellen, dass der
Fehler infolge des HEUN-Verfahrens gering ausfällt. Deshalb wird qjump,D = 0.05 festge-
legt, sodass nur soweit gesprungen werden soll, dass sich die Schädigungsentwicklung
nach dem Sprung im Vergleich zu derjenigen vor dem Sprung lediglich um 5 % erhöht
hat.
Die Übertragung des Konzepts auf diskrete Zyklen erfolgt unter Beachtung von Gl.
(14-49)2 mit der Kollektivsprungzahl

Njump =
tjump

Tcoll
=

qjump,D∆Dcoll(t∗)
∆Dcoll(t∗)−∆Dcoll(t∗−Tcoll)

, (14-55)

die angibt, über wie viele Kollektivdurchläufe gesprungen werden soll. Mit Beachtung
der Kollektivsprungzahl (14-55) ist die Schädigung nach dem Sprung (14-51) demzufol-
ge

D(t∗+ tjump) = D(t∗)+∆Djump(t∗) , (14-56)

∆Djump(t∗) = Njump∆Dcoll(t∗)+
N2

jump

2
(∆Dcoll(t∗)−∆Dcoll(t∗−Tcoll)) . (14-57)

Mit Gln. (14-49)2 und (14-55) bis (14-57) sind alle Gleichungen für die Implementierung
der ZSM bekannt, die folgendermaßen numerisch umgesetzt wird: Findet zum Zeitpunkt
( j) der Zyklensprung statt, so wird das zugehörige Schädigungsinkrement ( j)∆Djump erst
zum Zeitpunkt ( j + 1) berechnet und vor dem Spannungsalgorithmus mittels ( j)D ←
( j)D+ ( j)∆Djump berücksichtigt. Erst nach der Schädigungsaktualisierung (14-56) infolge
der Zyklensprünge wird der Spannungsalgorithmus für den Zeitpunkt ( j+1) ausgeführt.
Die ZSM ist also ein dem Spannungsalgorithmus vorgeschaltetes Verfahren und läuft
zum Zeitpunkt ( j+1) wie folgt ab.
An jedem GAUSS-Punkt Q eines jeden Elements e wird das Schädigungsinkrement

( j)
∆Dcoll;e;Q = ( j)De;Q− ( j−ntpcoll)De;Q , e = 1, ...,ne , Q = 1, ...,nQ (14-58)

infolge des Kollektivdurchlaufs berechnet, wobei mit ntpcoll die Anzahl der Diskretisie-
rungsintervalle des Kollektivs, mit ne die Anzahl der Kohäsivzonenelemente mit benut-
zerdefiniertem Material und mit nQ = 4 die Anzahl der GAUSS-Punkte des Kohäsivzo-
nenelements ELFORM=20 in LS-DYNA bezeichnet sind. Bei harmonischer Beanspru-
chung kann die Kollektivdauer mit der kleinsten Periode T gleichgesetzt werden, so-
dass ntpcoll = ntpc, womit die Anzahl der Diskretisierungsintervalle des Kollektivs gleich
der Anzahl der Diskretisierungsintervalle des Zyklus ist. Für die in Abschnitt 13.2.4 be-
schriebene Diskretisierung bedeutet das ntpcoll = 16. Mithilfe der Abrundefunktion

bxc= max{p ∈ Z | p≤ x} (14-59)
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wird an jedem GAUSS-Punkt Q eines jeden Elements e die Kollektivsprungzahl in Ab-
hängigkeit des Schädigungsinkrements (14-58) infolge des Kollektivdurchlaufs zu

( j)Njump;e;Q =

⌊
|qjump,D|( j)∆Dcoll;e;Q

|( j)∆Dcoll;e;Q− ( j−ntpcoll)∆Dcoll;e;Q|

⌋
, e = 1, ...,ne , Q = 1, ...,nQ

(14-60)
berechnet. Der Betragsoperator, der auf qjump,D angewendet wird, hat auf die ZSM kei-
ne Bedeutung und dient für eine Fallunterscheidung im Zusammenhang der algorith-
mischen Kopplung von Methoden zur Minimierung der Berechnungszeit, s. Abschnitt
14.3.4. Beim allgemeinen Fall der inhomogenen Beanspruchung weist der kritische
GAUSS-Punkt im kritischen Element im Vergleich zu allen anderen GAUSS-Punkten in
allen anderen Elementen den kleinsten Wert für die Zyklensprungweite (14-60) auf. Mit

( j)Njump = min ( j)Njump;e;Q , e = 1, ...,ne , Q = 1, ...,nQ (14-61)

wird sicher gestellt, dass für die ZSM die Zyklensprungweite des kritischen GAUSS-
Punkts im kritischen Element verwendet wird, damit der größtmögliche Fehler infolge
der ZSM auf maximal einen GAUSS-Punkt eingeschränkt ist. Nach der Berechnung des
Schädigungsinkrements

( j)
∆Djump =

( j)Njump
( j)

∆Dcoll +
( j)N2

jump

2

(
( j)

∆Dcoll− ( j−ntpcoll)∆Dcoll)
)

(14-62)

entsprechend Gl. (14-57) werden die Schädigungen des letzten und vorletzten Zeit-
punkts aktualisiert:

( j)D← ( j)D+ ( j)
∆Djump , ( j−1)D← ( j−1)D+∆

( j)Djump . (14-63)

Zuletzt wird die Prognosezeit

( j)tpred← ( j)tpred +
( j)Njump ·Tcoll =

( j)t + ( j)Njump ·∆t ·ntpcoll (14-64)

um die Zeitspanne infolge der Zyklensprünge erhöht und als History-Variable gespei-
chert. Nach dem Spannungsalgorithmus des aktuellen Zeitschritts ( j+1) erfolgt stets

( j+1)tpred← ( j)tpred +∆t . (14-65)

Zur Detektion des prognostizierten Versagenszeitpunkts des Elements wird die als History-
Variable gespeicherte Prognosezeit im Post-Processing ausgewertet.
In Tab. 14-5 sind neben qjump,D alle weiteren Parameter für die ZSM aufgelistet. Es

Tabelle 14-5: Parameter für die Verwendung der ZSM
Table 14-5: Parameters for the application of the ZSM

qjump,D [-] Djump,crit [-] njump,FEA [-] tjump,init
0.05 1 16 1.025

ist zu erwarten, dass der Fehler infolge der Zyklensprünge mit zunehmend progres-
sivem Schädigungsverlauf größer wird. Um den Fehler einzuschränken, werden kei-
ne Zyklensprünge durchgeführt, falls am GAUSS-Punkt Q = 1, ...,nQ im Element e =
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1, ...,ne die Schädigung Dcoll;e;Q > Djump,crit den Schädigungsgrenzwert Djump,crit über-
steigt. Die Berechnungen an der Doppelrohrprobe haben allerdings gezeigt, dass selbst
bei Djump,crit = 1 nur minimale Abweichungen der prognostizierten Versagenszeit auftre-
ten, s. nachfolgende Verifikation. Mit njump,FEA ist die Anzahl an Zeitschritten gekenn-
zeichnet, während der nach einem Zyklensprung keine Zyklensprungoperationen durch-
geführt werden. Der gesamte Zyklensprungalgorithmus – auch die Detektion der zuge-
hörigen Hilfsgrößen z. B. in Gl. (14-58) – pausiert demnach für njump,FEA Zeitschritte.
Die Einstellung njump,FEA = ntpc = 16 (vgl. Abschnitt 13.2.4) hat die FE-Berechnungen
der Doppelrohrprobe mit Verwendung der ZSM stabilisieren können: Ein vollständig
transient mit der FEM berechneter Zyklus nach einem Zyklensprung hat zu plausi-
bleren und gleichmäßiger auftretenden Zyklensprüngen in der gesamten Berechnung
geführt. Nach Beginn der Berechnung setzt die ZSM erst nach der Initialisierungszeit
tjump,init ein. D. h., der gesamte Zyklensprungalgorithmus pausiert im Simulationszeit-
raum 0 ≤ t ≤ tjump,init. Mit dieser Einstellung soll sichergestellt werden, dass der Trend
der Schädigungsentwicklung, anhand dessen die Extrapolation mit der ZSM motiviert
wird, in allen Elementen vorliegt und keine Setzeffekte oder frühzeitige Elementausfälle
innerhalb der ersten Zyklen den Trend verfälschen. Der Wert tjump,init = 1.025 entspricht
damit bei harmonischer Beanspruchung mit Frequenz f = 10 Hz den ersten zehn Zy-
klen, in denen keine ZSM durchgeführt wird. Gleichzeitig werden als Referenzzeitpunkte
für die ZSM wie in Abb. 14-5 diejenigen festgelegt, an denen ein Spannungsmaximum
auftritt. Mit dem Parameter tjump,init können somit verschiedene Referenzzeitpunkte zu-
geordnet werden.
Bei der aktuellen Implementierung der ZSM wird lediglich die Schädigung berücksich-
tigt. Die Einbettung der inneren Variablen infolge Viskoelastizität in den Algorithmus der
ZSM wird in den Ausblick gestellt.

Verifikation der ZSM

Die Ergebnisse in den Abbn. 14-6 bis 14-8 verifizieren die Implementierung der ZSM in
den SAL und LS-DYNA. Beim Vergleich der Berechnungen mit dem SAL und der FEM
untereinander jeweils mit und ohne Verwendung der ZSM sind augenscheinlich keine
Abweichungen vorhanden. Aufgrund dessen wird auf den quantitativen Vergleich ver-
zichtet.
Wird der Parameter für die kritische Schädigung, ab der keine ZSM durchgeführt wird,
auf Djump,crit = 0.3 gesetzt, so werden die Ergebnisse im Anhang aus Abbn. D-1 bis D-3
erhalten. Die Ergebnisse sind von derselben Güte wie in den Abbn. 14-6 bis 14-8, wofür
Djump,crit = 1 verwendet worden ist.
Bei Djump,crit = 0.3 beträgt die CPU-Zeit bei Prognosen für die Bruchzyklenzahlen jen-
seits von NR = 106 noch vereinzelt mehrere Stunden, s. Tab. D-19. Im Vergleich der FE-
Prognosen ohne ZSM ist das zwar eine Reduzierung der CPU-Zeiten auf 20 % bis etwa
0.2 %; in Anbetracht des minimalistischen FE-Modells mit der sehr geringen Anzahl an
Freiheitsgraden ist die Berechnungszeit von mehreren Stunden in Einzelfällen dennoch
untragbar. Allerdings werden bei Djump,crit = 1 CPU-Zeiten im Bereich von Sekunden
bis Minuten erzielt, s. Tab. 14-6. Das entspricht einer Reduzierung der Berechnungs-
zeit auf etwa 17 % bis 0.03 % und macht die Anwendung der ZSM im Rahmen von
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Schwingfestigkeitsprognosen für Komponenten attraktiv. Bei nnode = 1000 Knoten und
knapp NR = 80000 beträgt die theoretisch minimale CPU-Zeit statt knapp fünfzig Tagen
nur eineinhalb Tage.

14.3.3 Multiskalenmethode (MSM)
Multiscale method (MSM)

Bei der impliziten FEM werden in jedem Zeitschritt die Verschiebungen berechnet, mit
denen sowohl die materialunabhängigen Gleichungen wie die Impulsbilanz als auch die
konstitutiven Gleichungen für die Spannungen und die Schädigung erfüllt werden. Alle
soeben erwähnten Größen sind i. A. Teil eines nichtlinearen Gleichungssystems, das
in jedem Zeitschritt iterativ mit einem auf dem NEWTON-Verfahren basierenden Algo-
rithmus gelöst wird. Da alle zuvor genannten Größen als Bestandteil des Gleichungs-
systems simultan im Zeitschritt berechnet werden, wird diese Vorgehensweise als ge-
koppelte Berechnung bezeichnet. Im Gegenzug wird von der entkoppelten Berechnung
gesprochen, falls die i schädigungstreibenden Größen βi aus einer FE-Berechnung mit
effektiven Spannungen, d. h. ohne Berücksichtigung von Schädigung, ermittelt werden,
um sie in einer Nachlaufrechnung (engl “post processing”) in die numerische Lösung
einer Differentialgleichung für die Schädigung wie z. B. (13-18) einzugeben und daraus
die Versagensprognose abzuleiten.
Der Vorteil der gekoppelten Berechnung ist, dass der zugrundeliegende Gleichungs-
satz ohne vereinfachende Annahmen vollständig gelöst wird. Außerdem ist eine sepa-
rate bruchmechanische Betrachtung für die Rissfortschrittsanalyse überflüssig [Lem84].
Der Nachteil ist, dass die Lösung aller Gleichungen an jedem Zeitschritt erfolgt und die
gekoppelte Berechnung aus enorm vielen Zeitschritten besteht, was zu einer langen
Berechnungszeit führt, s. Abschnitt 14.3.1 und insbesondere die Anzahl an zu berech-
nenden Zeitpunkten ntp in Tab. 14-4. Der Vorteil der entkoppelten Berechnung ist, dass
auf die Gleichungslösung für das gesamte FE-Modell weitestgehend verzichtet wird, in-
dem die Struktur lediglich über einen bis einige Zeitschritte angerechnet wird. Anschlie-
ßend werden alle relevanten inneren Variablen, Deformationen und Beanspruchungen
über eine Schnittstelle ausgegeben und in ein separates Programm – den Schädigungs-
Post-Prozessor – eingegeben, mit dem der Versagenszeitpunkt für einen oder mehrere
GAUSS-Punkte prognostiziert wird. Auf diese Weise entfällt der Berechnungsaufwand
lediglich auf die Lösung der Schädigungskonstitutivgleichung. Der Nachteil bei dieser
Methode ist, dass der Einfluss der Schädigung auf das Spannungs- und Deformations-
feld sowie auf neben der Schädigung weitere innere Variablen im Ermüdungsprozess
nicht berücksichtigt wird und dies zu Prognosefehlern führen kann. In [Cha03] ist in
Abschnitt 2.04.7.1 allerdings erwähnt, dass zumindest bei Kriechschädigung eine kon-
servative Prognose entsteht und dass die entkoppelte Berechnung für Kriech- und Er-
müdungsprognosen zulässig ist.
In industriellen Anwendungen zur Schwing- und Betriebsfestigkeit kommt üblicherweise
die entkoppelte Methode zum Einsatz, die sich auch bei der Erarbeitung erster Metho-
den für die Lebensdauerprognose mit der Kontinuumsschädigungsmechanik etabliert
hat. Die entkoppelte und gekoppelte Berechnung sind in [Lem84] und [Lem86] erwähnt.
In [Cha88] wird die entkoppelte Analyse als klassischer Ansatz zur Anwendung der Kon-
tinuumsschädigungsmechanik für Ermüdungsprognosen bezeichnet. Die entkoppelte
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Abbildung 14-6: Verifikation der Implementierung der ZSM in LS-DYNA: Vergleich der numeri-
schen Prognosen mit den Testdaten aus Tabn. D-7 bis D-9 für die Doppelrohrprobe unter Torsion
(oben), Zug (Mitte) und kombinierter Schwellbelastung mit αexp = 2 ( f = 10 Hz, R = 0.1 bei jeder
Spannungskomponente)
Figure 14-6: Verification of the implementation of the ZSM in LS-DYNA: Comparison of the nu-
merical predictions with test data from Tabs. D-7 to D-9 for the steel-tube specimen under torsion
(top), tension (center) and combined loading with αexp = 2 ( f = 10 Hz, R = 0.1 for every stress
component)
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Abbildung 14-7: Verifikation der Implementierung der ZSM in LS-DYNA: Vergleich der numeri-
schen Prognosen mit den Testdaten aus Tab. D-14 für die Doppelrohrprobe unter kombinierter
Schwellbelastung mit αexp = 0.5 ( f = 10 Hz, R = 0.1 bei jeder Spannungskomponente)
Figure 14-7: Verification of the implementation of the ZSM in LS-DYNA: Comparison of the nu-
merical predictions with test data from Tab. D-14 for the steel-tube specimen under combined
loading with αexp = 0.5 ( f = 10 Hz, R = 0.1 for every stress component)

Tabelle 14-6: CPU-Zeiten aller Schwingfestigkeitsprognosen bei Verwendung der ZSM aus
Abbn. 14-6, 14-7 und 14-8 infolge der vier Beanspruchungsniveaus in jeweils einem Diagramm
Table 14-6: CPU times of all predictions with application of the ZSM from Figs. 14-6, 14-7 and
14-8 due to the four loadings in each diagram

αexp = ∞ 5 min 7 min 9 min 20 min
αexp = 0 4 min 5 min 7 min 9 min
αexp = 2 3 min 6 min 9 min 12 min

αexp = 0.5 4 min 6 min 8 min 11 min
Rt =−1, τresa

tnm
= ∞ 6 min 7 min 9 min 16 min

Rt =−1, τresa
tnm

= 18
11 5 min 7 min 9 min 10 min

Rt =−1, τresa
tnm

=−18
11 4 min 5 min 8 min 11 min
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Abbildung 14-8: Verifikation der Implementierung der ZSM in LS-DYNA: Vergleich der nume-
rischen Prognosen mit den Testdaten aus Tabn. D-15 bis D-17 für die Doppelrohrprobe unter
reiner Torsionswechselbelastung (oben) und zusätzlich überlagertem konstanten Zug (Mitte) so-
wie Druck (unten) ( f = 10 Hz)
Figure 14-8: Verification of the implementation of the ZSM in LS-DYNA: Comparison of the nu-
merical predictions with test data from Tabs. D-15 to D-17 for the steel-tube specimen under
pure alternating torsion (top) and additional constant tension (center) as well as pressure (bot-
tom) ( f = 10 Hz)
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Berechnung folgt dabei im Anschluss an die Berechnung der relevanten Feldgrößen aus
dem sog. stabilen Zyklus, bei dem nur noch vernachlässigbare Spannungsumlagerun-
gen auftreten. Außerdem wird auf zukünftige Ansätze verwiesen, bei der die gekoppelte
Berechnung zur Anwendung kommt. Es wird allerdings darauf hingewiesen, dass mit
den damals aktuellen Rechenkapazitäten eine gekoppelte Berechnung nicht möglich
ist. In [LC94] wird die entkoppelte Analyse kurz beschrieben und in [LD94] erstmals als
Nachlaufrechnung im prototypischen FORTRAN-Programm “Damage 90” angewendet,
das für die Zweiskalensimulation im Rahmen der Arbeiten [LSD99], [AH02], [Des06]
und [DDG15] weiterentwickelt worden ist. In [Cha03] sind abermals entkoppelte und ge-
koppelten Analyse beschrieben mit dem Verweis darauf, dass in Zukunft Berechnungen
vollständig gekoppelt über alle Zyklen durchgeführt werden und dafür auf Algorithmen
wie die ZSM oder ähnliche zurückgegriffen werden muss. Bis heute ist dies aufgrund
fehlender Rechenkapazität allerdings nicht erfolgt. Mit der Ausarbeitung der ZSM im
vorigen Abschnitt 14.3.2 wird erstmals eine Möglichkeit präsentiert, um im Rahmen ei-
ner gekoppelten Simulation praxisrelevante Berechnungszeiten zu erzielen. In diesem
Abschnitt wird die Multiskalenmethode (MSM) als teilweise entkoppeltes Verfahren vor-
gestellt, um die Rechenzeit weiter zu reduzieren.
In Abb. 14-9 ist der Algorithmus der MSM schematisch dargestellt. Der übersichtlichen
Darstellung wegen besteht der Makrozeitschritt aus lediglich vier Mikrozeitschritten. Bei
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Abbildung 14-9: Berechnungsablauf bei MSM am GAUSS-Punkt (×)
Figure 14-9: Computational procedure with MSM at GAUSS-point (×)
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der MSM wird das einkanalige FE-Simulationsproblem mit Belastung F(t) in ein einka-
naliges FE-Kriechproblem überführt, bei dem die Kriechbelastung F = Fmax und der sog.
Makrozeitschritt (n)∆tmac auf der Makroebene vorliegen. Die Zeitschrittweite (n)∆tmac kann
beliebig gewählt werden. Zur Vereinfachung sei sie konstant: (n)∆tmac =∆tmac. In Abb. 14-
9 ist sie so groß wie die Periodendauer des Belastungssignals F(t). Das Kraftmaximum
Fmax ist das globale Maximum der Belastungs-Zeit-Funktion F(t). Bei der harmonischen
Belastungs-Zeit-Funktion (13-1) ist Fmax der periodisch wiederkehrende Spitzenwert.
Die auf den Betrag ihres globalen Maximums normierte Belastungs-Zeit-Funktion ist

Fnorm(t) =
F(t)

max |F(t)| =
σ(t)

max |σ(t)| , (14-66)

wobei für den letzten Ausdruck der einaxiale Fall mit Gln. (13-2) und (13-5) betrach-
tet worden ist. Bei harmonischer Schwellbelastung, die harmonische Schwellbeanspru-
chung (13-2) bewirkt, gilt unter Berücksichtigung von Gl. (13-3) und Phasenverschie-
bung

Fnorm(t) =
1+R

2
+

1−R
2

cos(2π f t) . (14-67)

Aus Gl. (14-66) ergibt sich für jeden GAUSS-Punkt des Kohäsivzonenelements die Hy-
pothese

t(t) = tmaxFnorm(t) , (14-68)

infolge derer eine proportionale Beanspruchung nach der Definition in [RV07], S. 95f
vorliegt. Der Makrozeitschritt ∆tmac wird auf der Mikroebene in nmic sog. Mikrozeitschritte
(n)∆tmic, n = 1, ...,nmic zerlegt. Die Mikrozeitschrittweite sei der Vereinfachung wegen wie
die Makrozeitschrittweise konstant: (n)∆tmic = ∆tmic. Die Mikrozeitschrittweite liegt infol-
ge der Angaben der Mikrozeitpunkte (n)tmic mit dem zugehörigen Kraftwert Fnorm(

(n)tmic)

in einer Textdatei vor. In Abb. 14-9 ist für Fnorm(
(n)tmic) der einfachen Darstellung we-

gen eine Dreieckschwingung skizziert und der Zyklus mit lediglich nmic = 4 Zeitpunkten
diskretisiert. Bei der Anwendung der MSM wird allerdings von der sinusförmigen, har-
monischen Beanspruchung und nmic = ntpc = 16 Punkten für die Diskretisierung ausge-
gangen, vgl. Abschnitt 13.2.4.
Ausgehend von den vorstehenden Erläuterungen ist der algorithmische Ablauf bei der
MSM wie folgt: Zum Zeitpunkt (0)tmac wird in jeder NEWTON-Iteration im jeweiligen GAUSS-
Punkt eines jeden Elements der Spannungsvektor tmax infolge der Belastung durch Fmax
vom Algorithmus auf der Makroebene (FE-Berechnung) an den Algorithmus auf der Mi-
kroebene (Schädigungsberechnung) übergeben (1. Schritt in Abb. 14-9). Bei der Schä-
digungsberechnung wird zuerst die Schädigung auf der Mikroebene initialisiert: Sie er-
hält den Schädigungswert aus der Makroebene als Anfangswert (2. Schritt in Abb. 14-
9). Zur Berechnung der Spannung wird Gl. (14-68) verwendet, die zeitdiskret wie folgt
lautet:

(n)t = tmaxFnorm(
(n)tmic) . (14-69)

In der Mikrozeitschleife von (n)∆tmac bis (n+1)∆tmac wird zu den nmic Zeitpunkten der
Spannungsvektor (14-69) sowie die schädigungstreibenden Größen auf der Mikroebe-
ne (n)σeqmic(tmaxFnorm(

(n)tmic)) und (n)σ̇eqmic(tmaxFnorm(
(n)tmic)) berechnet (3. Schritt in Abb.

14-9) und die Schädigung mit dem in Abschnitt 13.2.4 beschriebenen Algorithmus nu-
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merisch integriert (4. Schritt in Abb. 14-9). Nach Beendigung der Mikrozeitschleife wird
die numerisch integrierte Schädigung auf der Mikroebene an die Makroebene zurück
gegeben (5. Schritt in Abb. 14-9). Nun kann eine erneute Strukturberechnung erfol-
gen und der soeben beschriebene Algorithmus erneut starten. In diesem Fall muss
Fnorm(

(n)tmic) periodisch sein bzw. dem auf den Betrag des globalen Maximums normier-
ten Lastkollektiv entsprechen.
Während der gesamten Mikrozeitschleife wird infolge Gl. (14-69) Proportionalität zwi-
schen äußerer Belastung F und innerer Beanspruchung t angenommen. Diese Propor-
tionalität entspricht einer linearen Beziehung, die verletzt wird, sobald innerhalb des Ma-
krozeitschritts Nichtlinearitäten z. B. infolge Geometrie (große Deformationen), Material
(nichtlineares Materialverhalten) oder Kontakt (Aufstützung) auftreten. Führen die auf-
tretenden Nichtlinearitäten im Makrozeitschritt zu unverhältnismäßig großen Fehlern, so
ist die Makrozeitschrittweite zu reduzieren. Im Sonderfall ∆tmac = ∆tmic ist der ursprüng-
liche Spannungsalgorithmus wiederherstellt. Als Makrozeitschritt wird für alle Berech-
nungen ∆tmac = 0.1 s verwendet, sodass mit dem normierten Kollektiv Fnorm(

(n)tmic) ein
normierter Zyklus vorliegt.
Bei den FE-Berechnungen der Doppelrohrprobe liegt für die Fälle der Torsionswech-
selbelastung mit überlagertem Zug und Druck nichtproportionale Beanspruchung vor,
für die die Proportionalität in Gl. (14-69) nicht gilt. Infolgedessen wird anstelle von Gl.
(14-69)



(n)tt
(n)tb
(n)tn


=




Fnormt(
(n)tmic) 0 0
0 Fnormb(

(n)tmic) 0
0 0 Fnormn(

(n)tmic)





(n)ttmax
(n)tbmax
(n)tnmax


 (14-70)

verwendet, worin die normierten Belastungs-Zeit-Funktionen Fnormt(
(n)tmic), Fnormb(

(n)tmic)

und Fnormn(
(n)tmic) für die einzelnen Komponenten in tangentiale, binormale und normale

Richtung vorgegeben werden. Im Sonderfall Fnormt(
(n)tmic)=Fnormb(

(n)tmic)=Fnormn(
(n)tmic)

entspricht Gl. (14-70) gerade Gl. (14-69). Der Vorteil von Gl. (14-70) ist, dass die MSM
für die Doppelrohrprobe auch bei nichtproportionaler Beanspruchung umgesetzt wer-
den kann, da Zug- und Schubbeanspruchung unabhängig voneinander über die Last-
kanäle für Zuglast und Torsion eingeprägt werden können. Gl. (14-70) ist nur valide,
falls ein Last- einem Beanspruchungskanal eindeutig zugeordnet werden kann und in-
folgedessen der Beanspruchungskanal einzig und allein über diesen einen eindeutig
zugeordneten Lastkanal in Zusammenhang steht. Für die Doppelrohrprobe trifft dies
aufgrund der Probengeometrie zu: Das Torsionsmoment bewirkt lediglich Schubspan-
nung und die Zug- bzw. Druckkraft lediglich Zug- bzw. Druckspannung.
Die zeitdiskreten normierten Belastungs-Zeit-Funktionen in Gl. (14-70) bestehen bei
proportionaler Schwellbeanspruchung aus Werten in Tab. D-23 und bei proportiona-
ler Wechselbeanspruchung aus Werten in Tab. D-24 im Anhang. Bei nichtproportiona-
ler Beanspruchung infolge Torsionswechselbelastung mit überlagertem konstanten Zug
und Druck hingegen werden die Werte aus Tab. D-25 im Anhang herangezogen. In Tab.
14-7 sind die verwendeten Einstellungen für die MSM aufgeführt.
Im allgemeinen Fall der nichtproportionalen Beanspruchung infolge mehrkanaliger Be-

lastung ist die Umsetzung der MSM mittels Gl. (14-70) nicht möglich, da im Allgemeinen
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Tabelle 14-7: Parameter für die Verwendung der MSM
Table 14-7: Parameters for the application of the MSM

∆tmac [s] ∆tmic [s] Fnormt, Fnormb, Fnormn [-]
0.1 6.25 ·10−3, vgl. Abschnitt 13.2.4 s. Tabn. D-23 bis D-25

eine eindeutige Zuordnung der Last- zu den Beanspruchungskanälen nicht existiert. Um
dieser Problematik zu begegnen, muss für die MSM ein anderen Algorithmus nach dem
Vorbild auf Basis des Schädigungs-Post-Prozessors “Damage 90” (s. [LSD99], [AH02],
[Des06] und [DDG15]) programmiert werden. Im neu zu programmierenden Algorith-
mus muss über den Zeitraum der kleinster Periodendauer der Beanspruchungsver-
läufe jeder Spannungskomponente an jedem GAUSS-Punkt der Spannungsverlauf als
History-Variablen gespeichert werden, um anschließend mit diesen Spannungswerten
die Schädigung nach dem Vorbild des in Abb. 14-9 skizzierten Algorithmus zu berech-
nen. Die Programmierung der MSM für nichtproportionale Beanspruchung infolge mehr-
kanaliger Belastung wird in den Ausblick gestellt.
Bei der aktuellen Implementierung der MSM wird lediglich die Schädigung auf der Mi-
kroebene berechnet, s. Abb. 14-9. Die Quantifizierung des Einflusses viskoelastischer
Deformationen auf die Versagenszeit bei Verwendung der MSM kann die Aktualisierung
der viskoelastischen History-Variablen auf der Mikroebene notwendig machen. Für eine
detaillierte Analyse muss allerdings ein verlässliches viskoelastisches Spektrum identi-
fiziert werden. Insbesondere macht dies eine ausführliche Validierung der auftretenden
Verschiebungen anhand von Daten aus Tests mit konstanter und zyklischer Belastung
notwendig. Diese Arbeiten werden in den Ausblick gestellt werden.
Bei der Verwendung der MSM wird das Problem mit zyklischer Belastung in ein Kriech-
problem überführt wird, bei dem sich üblicherweise das viskoelastische Antwortverhal-
ten unterscheidet. Denn bei einem Viskoelastizitätsmodell auf Basis der PRONY-Reihen
(14-5) mit M Reihengliedern werden diejenigen Reihenglieder mit sehr kurzen Relaxa-
tionszeiten im Kriechfall kaum und im Falle zyklischer Belastung sehr beansprucht, falls
die zugehörige Relaxationszeit in der Größenordnung der (kleinsten) Periodendauer der
zyklischen Belastung liegt. Somit ist das viskoelastische Antwortverhalten bei zyklischer
Belastung üblicherweise steifer im Vergleich zur Kriechbelastung. Die Auswirkung die-
ses Phänomens infolge Viskoelastizität bei Verwendung der MSM wird in den Ausblick
gestellt.

Verifikation der MSM

Die Ergebnisse in den Abbn. 14-10 bis 14-12 verifizieren die Implementierung der MSM
in LS-DYNA, da alle Prognosen mit Verwendung der MSM mit denjenigen ohne Ver-
wendung der MSM augenscheinlich übereinstimmen. In Tab. 14-8 sind die CPU-Zeiten
aller Berechnungen in den Abbn. 14-10 bis 14-12 aufgezeigt. Wie zu erwarten gewe-
sen ist, beträgt bei Verwendung der Makrozeitschrittweite ∆tmac = 0.1 s die CPU-Zeit mit
Verwendung der MSM im Vergleich zu derjenigen ohne MSM zwischen knapp 10 %
bis etwa 7 %, was einer 10- bis 15-fachen Beschleunigung der Berechnung entspricht.
Bei nnode = 1000 Knoten und knapp NR = 80000 Bruchzyklen beträgt die theoretisch mi-
nimale CPU-Zeit statt etwa fünfzig Tagen demnach höchstens fünf Tage. Die 16-fache
Beschleunigung ist der theoretische Spitzenwert, da im Makrozeitschritt ∆tmac = 0.1 s
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Abbildung 14-10: Verifikation der Implementierung der MSM in LS-DYNA: Vergleich der numeri-
schen Prognosen mit den Testdaten aus Tabn. D-7 bis D-9 für die Doppelrohrprobe unter Torsion
(oben), Zug (Mitte) und kombinierter Schwellbelastung mit αexp = 2 ( f = 10 Hz, R = 0.1 bei jeder
Spannungskomponente)
Figure 14-10: Verification of the Implementation of the MSM in LS-DYNA: Comparison of the
numerical predictions with test data from Tabs. D-7 to D-9 for the steel-tube specimen under
torsion (top), tension (center) and combined loading with αexp = 2 ( f = 10 Hz, R = 0.1 for every
stress component)
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Abbildung 14-11: Verifikation der Implementierung der MSM in LS-DYNA: Vergleich der numeri-
schen Prognosen mit den Testdaten aus Tab. D-14 für die Doppelrohrprobe unter kombinierter
Schwellbelastung mit αexp = 0.5 ( f = 10 Hz, R = 0.1 bei jeder Spannungskomponente)
Figure 14-11: Verification of the implementation of the MSM in LS-DYNA: Comparison of the
numerical predictions with test data from Tab. D-14 for the steel-tube specimen under combined
loading with αexp = 0.5 ( f = 10 Hz, R = 0.1 for every stress component)

Tabelle 14-8: CPU-Zeiten aller Schwingfestigkeitsprognosen aus den Abbn. 14-10, 14-11 und
14-12 infolge der vier Beanspruchungsniveaus in jeweils einem Diagramm
Table 14-8: CPU times of all lifetime predictions from Figs. 14-10, 14-11 and 14-12 due to the
four loadings in each diagram

αexp = ∞ 8 min 23 min 1 h 17 min 18 h 7 min
αexp = 0 3 min 12 min 1 h 4 min 15 h 36 min
αexp = 2 2 min 20 min 3 h 36 min 11 h 21 min

αexp = 0.5 4 min 26 min 2 h 58 min 38 h 56 min
Rt =−1, τresa

tnm
= ∞ 36 min 1 h 50 min 5 h 59 min 80 h 13 min

Rt =−1, τresa
tnm

= 18
11 15 min 1 h 2 min 5 h 50 min 18 h 13 min

Rt =−1, τresa
tnm

=−18
11 2 min 8 min 1 h 18 min 13 h 19 min
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Abbildung 14-12: Verifikation der Implementierung der MSM in LS-DYNA: Vergleich der nume-
rischen Prognosen mit den Testdaten aus Tabn. D-15 bis D-17 für die Doppelrohrprobe unter
reiner Torsionswechselbelastung (oben) und zusätzlich überlagertem konstanten Zug (Mitte) so-
wie Druck (unten) ( f = 10 Hz)
Figure 14-12: Verification of the implementation of the MSM in LS-DYNA: Comparison of the
numerical predictions with test data from Tabs. D-15 to D-17 for the steel-tube specimen un-
der pure alternating loading (top) and additional constant tension (center) as well as pressure
(bottom) ( f = 10 Hz)
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bzw. im normierten Lastkollektiv Fnorm(
(n)tmic) gerade nmic = ntpc = 16 Zeitpunkte infolge

der in Abschnitt 13.2.4 beschriebenen Diskretisierung für die Lösung der Schädigungs-
differentialgleichung enthalten sind.
Studien mit Makrozeitschrittweiten von ∆tmac = 1 s und ∆tmac = 10 s haben dieselben Er-
gebnisse ohne Geschwindigkeitsvorteil geliefert. Bei größeren FE-Modellen mit weitaus
mehr Freiheitsgraden ist für numerische Effizienz eine größere Makrozeitschrittweite
anzusetzen, die z. B. im Bereich der hundertfachen Kollektivdauer liegt.

14.3.4 Kopplung der ZSM und MSM
Coupling of ZSM and MSM

Die gleichzeitige Anwendung der ZSM aus Abschnitt 14.3.2 auf die Berechnung mit der
MSM aus Abschnitt 14.3.3 wird im Folgenden als Kopplung der ZSM mit der MSM be-
zeichnet. Die Kopplung kann ohne Weiteres in LS-DYNA umgesetzt werden, indem die
Kollektivdauer Tcoll in Abschnitt 14.3.2 mit der Dauer des normierten Belastungskollek-
tivs Fnorm(t) übereinstimmt. Für das in Abb. 14-9 dargestellte Ablaufschema bedeutet
das Tcoll = ∆tmac.
Zur Umsetzung der Kopplung werden anstelle der Parameter in Tab. 14-5 für die ZSM
diejenigen in Tab. 14-9 eingestellt. In der Implementierung aktiviert das negative qjump,D

Tabelle 14-9: Parameter für die Verwendung der ZSM in Verbindung mit der MSM
Table 14-9: Parameters for the application of the ZSM in conjunction with the MSM

qjump,D [-] Djump,crit [-] njump,FEA [-] tjump,init
−0.05 1 1 1.025

die simultane Anwendung der ZSM und MSM. Im Fall von qjump,D < 0 und Djump,crit = 0
für die Werte in Tab. 14-5 zur Anwendung der ZSM ist ausschließlich die MSM akti-
viert. Der Wert qjump,D = 0 deaktiviert sowohl die ZSM als auch die MSM. Somit wird die
Aktivierung der ZSM und MSM sowie deren Kopplung über die Parameter qjump,D und
Djump,crit in Tab. 14-5 gesteuert.

Verifikation der simultanen Anwendung von ZSM und MSM

Die Ergebnisse in den Abbn. 14-13 bis 14-15 verifizieren die gleichzeitige Anwendung
beider Methoden. Mit der Kopplung wird die numerische Effizienz beider Methoden mul-
tipliziert. Die Berechnungen weisen die CPU-Zeiten aus Tab. 14-10 auf.
Eine weitere Möglichkeit zur Reduzierung der Berechnungszeit ist besonders einfach
über die Einstellungen der FE-Software durchzuführen. Und zwar ist dies die Option, die
sog. tangentiale Steifigkeit über mehrere Zeitschritte konstant zu halten. In LS-DYNA ist
dies mit dem Parameter “ISTIF” im Keyword “CONTROL_IMPLICIT_SOLUTION” mög-
lich. Prototypische Berechnungen an der Doppelrohrprobe haben aufgezeigt, dass mit
Verwendung dieser Option bis zu weiteren 75 % der Berechnungszeit eingespart wer-
den können. Für kompliziertere Problemstellungen ist allerdings die Auswirkung auf das
Prognoseergebnis unter Berücksichtigung der Einstellungen für die Konvergenzkriterien
genauer zu untersuchen. Diese Untersuchungen werden in den Ausblick gestellt.
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Abbildung 14-13: Verifikation der implementierten Kopplung von ZSM und MSM in LS-DYNA:
Vergleich der numerischen Prognosen mit den Testdaten aus Tabn. D-7 bis D-9 für die Dop-
pelrohrprobe unter Torsion (oben), Zug (Mitte) und kombinierter Schwellbelastung mit αexp = 2
( f = 10 Hz, R = 0.1 bei jeder Spannungskomponente)
Figure 14-13: Verification of the implemented coupling of ZSM and MSM in LS-DYNA: Compari-
son of the numerical predictions with test data from Tabs. D-7 to D-9 for the steel-tube specimen
under torsion (top), tension (center) and combined loading with αexp = 2 ( f = 10 Hz, R = 0.1 for
every stress component)
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Abbildung 14-14: Verifikation der implementierten Kopplung von ZSM und MSM in LS-DYNA:
Vergleich der numerischen Prognosen mit den Testdaten aus Tab. D-14 für die Doppelrohrprobe
unter kombinierter Schwellbelastung mit αexp = 0.5 ( f = 10 Hz, R = 0.1 bei jeder Spannungskom-
ponente)
Figure 14-14: Verification of the implemented coupling of ZSM and MSM in LS-DYNA: Compari-
son of the numerical predictions with test data from Tab. D-14 for the steel-tube specimen under
combined loading with αexp = 0.5 ( f = 10 Hz, R = 0.1 for every stress component)

Tabelle 14-10: CPU-Zeiten aller Schwingfestigkeitsprognosen aus den Abbn. 14-13, 14-14 und
14-15 infolge der vier Beanspruchungsniveaus in jeweils einem Diagramm
Table 14-10: CPU times of all lifetime predictions from Figs. 14-13, 14-14 and 14-15 due to the
four loadings in each diagram

αexp = ∞ 25 s 34 s 46 s 2 min
αexp = 0 20 s 25 s 32 s 43 s
αexp = 2 17 s 27 s 50 s 1 min

αexp = 0.5 21 s 29 s 37 s 53 s
Rt =−1, τresa

tnm
= ∞ 38 s 52 s 1 min 3 min

Rt =−1, τresa
tnm

= 18
11 29 s 41 s 1 min 2 min

Rt =−1, τresa
tnm

=−18
11 19 s 29 s 53 s 2 min
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Abbildung 14-15: Verifikation der implementierten Kopplung von ZSM und MSM in LS-DYNA:
Vergleich der numerischen Prognosen mit den Testdaten aus Tabn. D-15 bis D-17 für die Dop-
pelrohrprobe unter reiner Torsionswechselbelastung (oben) und zusätzlich überlagertem kon-
stanten Zug (Mitte) sowie Druck (unten) ( f = 10 Hz)
Figure 14-15: Verification of the implemented coupling of ZSM and MSM in LS-DYNA: Com-
parison of the numerical predictions with test data from Tabs. D-15 to D-17 for the steel-tube
specimen under pure alternating torsion (top) and additional constant tension (center) as well as
pressure (bottom) ( f = 10 Hz)
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15 Validierung des rheologischen Modells mit Schädi-
gung
Validation of the rheological model with damage

Ulrich Kroll, Anton Matzenmiller

Kurzfassung

Zwei FE-Modelle werden für die L-Probe erstellt. Das erste Modell weist ein
grobes und das zweite ein feines FE-Netz auf. Beide Modelle werden mit LS-
DYNA zur Schwingfestigkeitsprognose simuliert. Das rheologische Modell mit
Schädigung wird zusammen mit der Zyklensprung- und Multiskalenmethode
für die Klebschicht eingesetzt. Die Schwingfestigkeitsprognosen sind von ho-
her Güte und werden durch Anwendung der Zyklensprung- und Multiskalen-
methode zeitnah erhalten. Die Prognose für die Schwingfestigkeit der Dop-
pelrohrprobe unter Zwei-Stufen-Belastung weist aufgrund der Parameteriden-
tifikation lineare Schädigungsakkumulation auf. Die vorgeschlagene Modifi-
kation des Schädigungsmodells auf Basis des ONERA-Ansatzes wird anhand
der numerischen Lösung der Schädigungsdifferentialgleichung für Zwei-Stu-
fen-Schubschwellbeanspruchungen validiert. Eine weitere Validierung anhand
der Testdaten der Zugscherprobe unter Betriebslast aus dem Vorgängerpro-
jekt wird durchgeführt. Die Lebensdauerprognosen mit und ohne Verwendung
der Modifikation für nichtlineare Schädigungsakkumulation werden miteinan-
der verglichen. Mit Verwendung der Modifikation werden konservativere und
qualitativ bessere Lebensdauerprognosen erhalten.

Abstract

Two FE-models are generated for the L-specimen. The first model has a coarse
and the second one a fine FE-mesh. Both models are simulated with LS-DYNA
for the lifetime prediction. The rheological model with damage is applied to-
gether with the cycle jump and multiscale method for the adhesive layer. The
lifetime predictions are of high quality and are achieved in a timely manner by
means of the application of the cycle jump and multiscale method. The lifetime
prediction for the steel-tube specimen under two-level loading shows linear
damage accumulation, which is caused by the parameter identification. The
proposed modification of the damage model with the ONERA-approach is va-
lidated by means of the numerical solution of the damage differential equation
for two-level shear loadings. A further validation is performed by means of test
data from the shear specimen under service loading from the previous project.
The lifetime predictions with and without application of the modification for
nonlinear damage accumulation are compared to each other. If the modificati-
on is applied, the lifetime predictions are more conservative and are of higher
quality.
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15.1 FE-Modellierung der L-Probe
FE-modelling of the L-specimen

Das vorgestellte rheologische Modell mit Schädigung und die Methoden zur Minimie-
rung der Berechnungszeit werden an der L-Probe validiert. Die Validierung erfolgt an-
hand von zwei FE-Modellen mit verschieden feinen Netzen. Beide FE-Modelle sind mit
dem LS-Prepost erstellt worden. Das erste FE-Modell mit grobem Netz ist in Abb. 15-1
dargestellt. Es ist für numerische Effizienz mit möglichst wenig Elementen und Freiheits-

Fügeteil

Klebstoff

FV/20

FH/20

Abbildung 15-1: FE-Modell der L-Probe mit grobem Netz
Figure 15-1: FE-model of the L-specimen with coarse mesh

graden versehen und besteht deshalb aus einem entlang der Symmetrieachse der Pro-
be verlaufenden Ausschnitt mit einer Breite von nur einem statt zwanzig Millimetern. Die
Freiheitsgrade aller Knoten der Fügeteile und Klebschicht sind in senkrechte Richtung
zu den Richtungen der Lasteinleitungen gesperrt. Das zur Einstellung der Klebschichtdi-
cke verwendete Teflon ist nicht modelliert worden. Insgesamt liegen 210 Knoten vor, die
nicht mit einem Starrkörper verbunden sind. Davon gehören 68 Knoten zur Klebschicht,
die aus 16 Hexaederelementen der Formulierung ELFORM=20 besteht. Die Anbindung
der Klebschichtelemente erfolgt über den Kontakt *CONTACT_TIED_SHELL_EDGE_-
TO_SURFACE_CONSTRAINED_OFFSET. Die Fügeteile sind mit insgesamt 72 Scha-
lenelementen der Formulierung ELFORM=16 modelliert, von denen 28 Elemente zu
dem L-Profil gegenüberliegenden Blechstreifen gehören. Die Fügeteilelemente haben
elastoplastisches Materialverhalten für Stahl auf Basis einer vom LWF ermittelten Fließ-
kurve. Die Einleitung der Belastung FH am Streifen und FV am L-Profil erfolgt jeweils
über einen Starrkörper mit Verwendung der Keywords *LOAD_RIGID_BODY und *DE-
FINE_CURVE_FUNCTION. An der Einspannstelle befindet sich ein Starrkörper, dessen
Freiheitsgrade gesperrt sind. Die FE-Berechnung erfolgt implizit mit denselben Einstel-
lungen und Keywords wie beim FE-Modell der Doppelrohrprobe in Abschnitt 14.2.1.
Die im Vergleich zur Doppelrohrprobe unterschiedliche Oberflächenvorbehandlung wird
nicht mit modelliert.
Das zweite FE-Modell mit feinerem Netz zeigt Abb. 15-2. Das FE-Modell besitzt die Geo-
metrie des Probekörpers. Das Teflon, das zur Einstellung der Klebschichtdicke verwen-
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FV

FH

Fügeteil Klebstoff

Abbildung 15-2: FE-Modell der L-Probe mit feinem Netz
Figure 15-2: FE-model of the L-specimen with fine mesh

det worden ist, ist wiederum nicht modelliert. Das FE-Modell besteht aus 920 Knoten, an
denen keine Randbedingung vorliegt. Die Klebschicht nimmt insgesamt 578 Knoten ein
und besteht aus 256 Hexaederelementen, wobei ein Element über die Dicke vorliegt.
Die Fügeteile weisen insgesamt 312 Schalenelemente auf, von denen 112 Elemen-
te vom dem L-Profil gegenüberliegenden Streifen eingenommen werden. Alle weiteren
Modellspezifikationen sind identisch mit denjenigen des FE-Modells mit grobem Netz
mit dem Unterschied, dass die Freiheitsgrade in senkrechte Richtung zur Lasteinleitung
nicht gesperrt sind.

15.2 Schwingfestigkeitsprognose für die L-Probe
Lifetime prediction for the L-specimen

In Abb. 15-3 sind die Testdaten aus den Tabn. D-20 und D-21 für das schäl- bzw.
schubdominierende Prüfszenario sowie die numerischen Schwingfestigkeitsprognosen
mit der vorgestellten Methode und gekoppelter ZSM und MSM dargestellt. Bei den Test-
daten handelt es sich um Wertepaare aus Kraft FH und FV, die wie in Abb. 15-1 bzw.
15-2 wirken und zum Bruchzeitpunkt NR führen. Aus diesem Grund liegt sowohl für
das schub- als auch das schäldominierende Prüfszenario zu einem Bruchzeitpunkt je-
weils ein Wertepaar aus FH und FV vor. Alle Testdatenpunkte für das schäldominieren-
de Prüfszenario sind dabei mit ausgefüllten Dreiecken und für das schubdominieren-
de Szenario mit Kreuzen gekennzeichnet, sodass die mit “Exp.-FH-Schäl” und “Exp.-
FV-Schäl” bezeichneten Daten in Tab. D-20 und die mit “Exp.-FH-Schub” und “Exp.-FV-
Schub” bezeichneten Daten in Tab. D-21 aufgeführt sind. Außerdem sind die doppeltlo-
garithmischen Ausgleichsgeraden jeweils durch die Testdatenpunkte und die Prognosen
für den schäl- und schubdominierenden Fall eingezeichnet.
In Abb. 15-3 weichen die Prognosen von den Messergebnissen zwar deutlich ab. Beim
Vergleich der doppeltlogarithmischen Ausgleichsgeraden durch die Testdaten und Pro-
gnosen liegen außerdem offensichtlich andere Steigungen und Ordinatenabschnitte vor.
In Anbetracht des Stands der Technik und Forschung ist die Prognosegüte allerdings als
sehr gut zu bewerten. Vor allem im zentralen Bereich der Zeitfestigkeit, d. h. zwischen
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Abbildung 15-3: Validierung an der L-Probe (FE-Modell mit grobem Netz) unter Schwellbelas-
tung mit Frequenz f = 10 Hz: Vergleich der Testdaten aus Tabn. D-20 und D-21 mit den Schwing-
festigkeitsprognosen mit der FEM in Verbindung mit ZSM und MSM
Figure 15-3: Validation by means of the L-specimen (FE-model with coarse mesh) under loading
with frequency f = 10 Hz: Comparison of test data from Tabs. D-20 and D-21 with the lifetime
prediction with FEM in conjunction with ZSM and MSM

NR = 10000 und NR = 100000 Bruchzyklen, ist die Prognosegüte beim schubdominieren-
den Fall als sehr hoch und beim schäldominierenden Fall als hoch einzuschätzen.
Die Ergebnisse in Abb. 15-4 für die feine Vernetzung sind im Vergleich zu diejenigen bei
grober Vernetzung in Abb. 15-3 augenscheinlich ähnlich gut, aber weniger konservativ.
Die Schwingfestigkeitsprognosen infolge der Berechnungen mit den vier Lasthorizonten
der schäl- und schubdominierenden Belastungsfälle bei Verwendung der FE-Modelle
mit grober und feiner Vernetzung werden zeitnah erhalten, was die in Tab. 15-1 aufge-
Tabelle 15-1: CPU-Zeiten aller Schwingfestigkeitsprognosen aus den Abb. 15-3 und 15-4 bei
grobem bzw. feinem FE-Netz infolge der vier Beanspruchungsniveaus jeweils für den schäl- und
schubdominierenden Lastfall
Table 15-1: CPU times of all lifetime predictions from Figs. 15-3 and 15-4 with coarse and fine
mesh due to each four loadings of the peel- and shear-dominating load case

Grobes Netz schäldominierend 3 min 5 min 13 min 39 min
schubdominierend 4 min 5 min 8 min 42 min

Feines Netz schäldominierend 36 min 58 min 1 h 39 min 2 h 33 min
schubdominierend 1 h 1 min 1 h 46 min 3 h 9 min 10 h 49 min

führten CPU-Zeiten belegen.
Der sog. “root mean squared error” (RMSE)

εRMSE =
√

ε (15-1)

ist die Wurzel aus dem Fehler

ε =
1

nload

nload

∑
i=1

(logNRsimi− logNRexpi)
2 , (15-2)

340



Validierung des rheologischen Modells mit Schädigung
Validation of the rheological model with damage

10

100

1000

1000

10000

10000

100000 1e+06 1e+07 1e+08

K
ra
ft
a
m
p
li
tu
d
e
[N

]

Bruchschwingspielzahl [-]

Exp-FH-Schub
Exp-FV-Schub
Sim-FH-Schub
Sim-FV-Schub
Exp-FH-Schäl
Exp-FV-Schäl
Sim-FH-Schäl
Sim-FV-Schäl

Abbildung 15-4: Validierung an der L-Probe (FE-Modell mit feinem Netz) unter Schwellbelastung
mit Frequenz f = 10 Hz: Vergleich der Testdaten aus Tabn. D-20 und D-21 mit den Schwingfes-
tigkeitsprognosen mit der FEM in Verbindung mit ZSM und MSM
Figure 15-4: Validation by means of the L-specimen (FE-model with fine mesh) under loading
with frequency f = 10 Hz: Comparison of test data from Tabs. D-20 and D-21 with the lifetime
predictions with FEM in conjunction with ZSM and MSM

in dem die prognostizierte Bruchzyklenzahl NRsimi und der arithmetische Mittelwert NRexpi
der Bruchzyklenzahlen auf Laststufe i = 1, ...,nload einer Versuchsreihe mit nload Last-
stufen auftreten. Der RMSE (15-1) entspricht der Standardabweichung (Streuung) der
Differenz aus Modellprognosen und Zieldaten. Mithilfe des RMSE (15-1) wird das Güte-
maß

Qpred = 10εRMSE (15-3)

definiert, das denjenigen Faktor repräsentiert, um den sich die Modellprognosen im Mit-
tel von den Zieldaten unterscheiden. Die Werte des RMSE εRMSE und der Güte Qpred in
Tab. 15-2 infolge der Schwingfestigkeitsprognosen für die L-Probe bestätigen die Validi-
tät des rheologischen Modells mit Schädigung.
Tabelle 15-2: Auswertung des RMSE εRMSE und der Güte Qpred für die Validierungsrechnungen
der L-Probe mit grober (Abb. 15-1) und feiner (Abb. 15-2) FE-Vernetzung
Table 15-2: Evaluation of the RMSE εRMSE and the quality Qpred for the validation of the L-
specimen with coarse (Fig. 15-1) and fine (Fig. 15-2) FE mesh

εRMSE [-] Qpred [-]

Grobes FE-Netz schäldominierend 0.449 2.8
schubdominierend 0.664 4.6

Feines FE-Netz schäldominierend 0.377 2.4
schubdominierend 0.730 5.4
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15.3 Berücksichtigung des Reihenfolgeeinflusses mit nichtlinearer
Schädigungsakkumulation
Consideration of the influence of the chronological order with
nonlinear damage accumulation

Aus Abschnitt 13.3.5 geht hervor, dass der Einfluss der Reihenfolge von Amplituden-
stufen im Beanspruchungskollektiv durch das rheologische Modell mit Schädigung in
Tab. 14-1 nicht berücksichtigt wird, falls n = k, was infolge der in den Abschnitten 13.5.1
und 13.5.3 durchgeführten Parameteridentifikation vorliegt, vgl. Tabn. 13-4 und 13-5.
Da der Reihenfolgeeinfluss nicht berücksichtigt wird, zeigen die Prognosen mit dem
SAL für die Zwei-Stufen-Tests an der Doppelrohrprobe mit den Ergebnissen aus Tab.
D-22 lineare Schädigungsakkumulation auf, s. Abb. 15-5. Der Einfluss der Reihenfol-
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Abbildung 15-5: Vergleich der numerischen Prognosen mit dem SAL und den Testdaten aus Tab.
D-22 für Zwei-Stufen-Schubschwellbeanspruchung (R = 0.1, f = 10 Hz) mit Lastniveau “Low”
(ttm = 13.2 MPa, tta = 10.8 MPa, mittlere Bruchzyklenzahl NRL ≈ 713246) und mit Niveau “High”
(ttm = 16.97 MPa, tta = 13.88 MPa, mittlere Bruchzyklenzahl NRH ≈ 5663)
Figure 15-5: Comparison of the numerical predictions with the SAL and test data from Tab. D-22
for two-level shear loading (R= 0.1, f = 10 Hz) with load level “Low” (ttm = 13.2 MPa, tta = 10.8 MPa,
mean number of cycles to rupture NRL ≈ 713246) and with load level “High” (ttm = 16.97 MPa,
tta = 13.88 MPa, mean number of cycles to rupture NRH ≈ 5663)

ge von Amplitudenstufen im Beanspruchungskollektiv wird mit Ansätzen für nichtlineare
Schädigungsakkumulation berücksichtigt. In Abschnitt 13.4.6 wird der ONERA-Ansatz
ausführlich beschrieben und darauf verwiesen, dass weitere Untersuchungen mit kom-
binierter Beanspruchung und variablen Amplituden vonnöten sind, um den Ansatz zu
validieren. Im Folgenden wird allerdings eine erste Validierung für reine Schubschwell-
beanspruchung bei variablen Amplituden vorgestellt. Vorher werden die Eigenschaften
des ONERA-Ansatzes näher erläutert und die Auswirkungen bei Ein- und Zwei-Stufen-
Beanspruchung aufgezeigt.
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15.3.1 Auswirkung der ONERA-Modifikation bei Ein- und Zwei-Stufen-Beanspru-
chung
Effect of the ONERA-modification at one- and two-level-loading

Wird das vorgestellte Schädigungsmodell mit ONERA-Modifikation und reine Ermü-
dungsschädigung D = Df angenommen, so beschreibt Gl. (13-220) die Schädigungs-
entwicklung:

Ḋ =

(
1− (1−D)k+1)α

(1−α)

( 〈
σeqf−σdf

〉

(σu−σdf)(1−D)

)k 〈
σ̇eq
〉

σu−σdf
.

Die Funktion α ist nach Gln. (13-215) und (13-217) von den Beanspruchungskennwer-
ten σeqmax und σeqa abhängig und deshalb bei Ein-Stufen-Beanspruchung von D = 0 bei
t = 0 bis Bruch bei D = 1 nach N = NR Zyklen konstant. Separation und Integration ergibt

D=1∫

D=0

(1−α)(1−D)k
(
1− (1−D)k+1

)α dD =

NR∫

0

σeqmax∫

σeqmin

(σeq−σdf)
k

(σu−σdf)k+1 dσeqdN , (15-4)

wobei vereinfachend von σeq > σdf ausgegangen wird. Nach Einsetzen der Substitution
(13-210) und deren Differentiation (13-211) wird daraus

D̃(D=1)=1∫

D̃(D=0)=0

(1−α)D̃−αdD̃ = (k+1)

σeqmax∫

σeqmin

(σeq−σdf)
k

(σu−σdf)k+1 dσeq

NR∫

0

dN (15-5)

⇔ NR =
(σu−σdf)

k+1

(
σeqmax−σdf

)k+1−
(
σeqmin−σdf

)k+1 , (15-6)

was allerdings der bereits bekannten Bruchzyklenzahl nach Gl. (13-88) entspricht. Of-
fensichtlich beeinflusst die Funktion α nicht die Bruchzyklenzahl bei Ein-Stufen-Bean-
spruchung und reiner Ermüdungsschädigung. Die nichtlineare Schädigungsakkumula-
tionseigenschaft kann demnach in Form des ONERA-Ansatzes adaptiv zur bisherigen
Modellierung hinzugenommen werden. Eine erneute Identifikation der Schädigungsmo-
dellparameter in Tabn. 13-6 und 13-7 ist anschließend nicht nötig. Offenbar sind die
phänomenologischen Beschreibungen der Schwingfestigkeit (infolge konstanter Ampli-
tuden) zusammen mit der Identifikationsstrategie auf Basis des Abschnitts 13.5 und der
Lebensdauer (infolge nichtlinearer Schädigungsakkumulation bei variablen Amplituden)
im Modell voneinander getrennt.
Die weiteren analytischen Betrachtungen sind an die Berechnungsschritte und Bezeich-
nungen in Abschnitt 13.3.5 angelehnt. Wird in Gl. (15-5) anstelle bis zum Bruch le-
diglich vom Zustand ohne Schädigung D̃ = 0 bei N = 0 bis N = N1 = ∆N1 Zyklen inte-
griert, nach denen die Schädigung D̃ = D1 infolge Ein-Stufen-Beanspruchung mit NR1
Bruchzyklen nach Gl. (13-135) vorliegt, ergibt sich bei Berücksichtigung der Bezeich-
nung α1 = α(σeqa1,σeqmax1) = αDo(σeqa1,σeqmax1) infolge der Verwendung des Ansatzes
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(13-215)

D1∫

0

(1−α1)D̃−α1dD̃ =
1

NR1

∆N1∫

0

dN (15-7)

⇔ D1 =

(
∆N1

NR1

) 1
1−α1

=

(
∆N1

NR1

) τu−σeqmax1
a(σeqa1−σdf)

, (15-8)

wobei von τu−σeqmax1 > 0 sowie a(σeqa1−σdf) > 0 ausgegangen worden ist. Bei Zwei-
Stufen-Beanspruchung wird die Integration bis zum Bruch fortgesetzt:

1∫

D1

(1−α2)D̃−α2dD̃ =
1

NR2

NR=∆N1+∆N2∫

∆N1

dN (15-9)

⇔
(

∆N1

NR1

)p̄

+
∆N2

NR2
= 1 , p̄ =

1−α2

1−α1
(15-10)

⇔
(

∆N1

NR1

) (τu−σeqmax1)(σeqa2−σdf)
(τu−σeqmax2)(σeqa1−σdf)

+
∆N2

NR2
= 1 (15-11)

Im Vergleich mit Gl. (13-137) weisen die Gln. (15-10) und (15-11) zusätzlich den Ex-
ponenten am Schädigungsbeitrag D1 aus der ersten Stufe auf, vgl. Gl. (15-8). Beach-
tenswert ist, dass der Parameter a auf die Prognose für das Zwei-Stufen-Beanspru-
chungsszenario gemäß Gl. (15-11) keine Auswirkung hat – wohl aber auf den Ermü-
dungsschädigungsverlauf, s. Gl. (15-8). Aus diesem Grund muss eine zukünftige Iden-
tifikation des Parameters a anhand von Schädigungsverläufen der Form (15-8) mit zu-
sätzlicher Berücksichtigung der Kriechschädigung erfolgen. Der Parameter a dient somit
zur Beschreibung der Kriech-Ermüdungs-Interaktion sowie zur Abbildung des Verlaufs
der Schädigung D(t) bzw. D(N) über der Zeit t bzw. Zyklen N. Die Definition und die
Messung von Schädigungsverläufen aus Tests für eine Identifikation des Parameters a
werden in den Ausblick gestellt, sodass im Folgenden von a = 1 ausgegangen wird.
Der Schädigungsverlauf (15-8)1 geht bei Ein-Stufen-Beanspruchung über N Zyklen über
in

D = 1−
(

1−
(

N
NR

) 1
1−α

) 1
k+1

, (15-12)

wobei mit Berücksichtigung des Variablenwechsels (13-210) die Substitution D1 = 1−
(1−D)k+1 durchgeführt und wegen der Beanspruchung durch nur eine Stufe der un-
missverständlichen Notation wegen ∆N1 = N sowie α1 = α gesetzt worden ist.
In Abb. 15-6 sind Schädigungsverläufe nach Gl. (15-12) über das Verhältnis der Zyklen-
zahl zur Bruchzyklenzahl für verschiedene diskrete Werte für α = αDo nach Gl. (13-215)
aufgetragen, wobei von der Schubfestigkeit τu = 37 MPa ausgegangen wird, die anhand
von quasistatisch-zügigen Tests bestimmt worden ist. Für Abb. 15-6 ist in Gl. (15-12)
aus zuvor genannten Gründen für α = αDo nach Gl. (13-215) der Wert a = 1 und k = 19,
s. Tab. 13-7. Außerdem sind die reinen Schubschwellbeanspruchungen mit Beanspru-
chungsverhältnis R = 0.1 in Tab. D-7 herangezogen worden, die die Werte α = −1.252
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infolge σeqa = tta = 13.88 MPa, α =−0.667 infolge σeqa = tta = 13.11 MPa, α =−0.288 infol-
ge σeqa = tta = 12.34 MPa und α = 0.169 infolge σeqa = tta = 10.8 MPa ergeben. Zusätzlich
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Abbildung 15-6: Schädigungsverläufe infolge Gl. (15-12) für verschiedene α = αDo nach Gl.
(13-215) mit τu = 37 MPa und k = 19, s. Tab. 13-7
Figure 15-6: Damage due to Eq. (15-12) for different α = αDo according to Eq. (13-215) with
τu = 37 MPa and k = 19, see Tab. 13-7

sind in Abb. 15-6 noch die Verläufe für α = 0, α = 0.9, α =−1 und α =−10 eingezeich-
net.
Die Schädigungsverläufe in Abb. 15-6 streben ab einem bestimmten Zyklenzahlverhält-
nis allesamt progressiv gegen eins. Der übersichtlichen Darstellung wegen sind aller-
dings nur Ordinatenwerte bis D = 0.2 aufgetragen. In einem Teilbereich D > 0 in un-
mittelbarer Umgebung von D = 0 verläuft die Schädigung über der normierten Zyklen-
zahl bei negativem α bis zum Wendepunkt degressiv, was vor allem bei der Kurve für
α = −10 besonders deutlich dargestellt ist. Der degressive Schädigungsverlauf infol-
ge Gl. (15-12) bei negativem α erscheint bei rein mechanischer Schädigung aufgrund
der Motivation für die Schädigungsmodellierung auf Basis des Konzepts der effektiven
Spannung in Abschnitt 13.2.2 unplausibel. Allerdings wird im Schrifttum dies nicht an-
gemerkt, s. z. B. [LC94], S. 420f und [Man06], S. 131f.
Wird für α der Ansatz für αDo in Gl. (13-215) herangezogen, so ist der Wertebereich von
α wie auch der von αDo nach unten nicht beschränkt:

W (αDo) = {αDo ∈ R|−∞≤ αDo ≤ 1} . (15-13)

Im Gegensatz weist das α im Ansatz nach Gl. (13-217) die untere Schranke αp3 auf:

W (αIFM) = {αIFM ∈ R|αp3 ≤ αIFM ≤ 1} . (15-14)

Somit führt αp3 = 0 zu stets progressiver Schädigung. Dies erscheint zwar physikalisch
plausibel, schränkt allerdings die Abbildung von nichtlinearer Schädigungsakkumulation

345



Validierung des rheologischen Modells mit Schädigung
Validation of the rheological model with damage

ein.

15.3.2 Validierung der nichtlinearen Schädigungsakkumulation
Validation of nonlinear damage accumulation

Die Ergebnisse des vorigen Abschnitts motivieren Gl. (13-217) mit αp3 ≥ 0 zu verwen-
den, damit der Schädigungsverlauf stets progressiv Verläuft. In diesem Abschnitt wird
aufgezeigt, dass die Einschränkung αp3 ≥ 0 ebenso zu einer starken Einschränkung der
nichtlinearen Schädigungsakkumulation führt. Dafür werden die SAL aus Tab. 15-3 in
Verbindung mit Gl. (13-217) für α zur Berücksichtigung nichtlinearer Schädigungsakku-
mulation verwendet. Bei den Lösern SAL-1 bis SAL-3 wird Gl. (13-223) und bei SAL-4
bis SAL-6 Gl. (13-235) gelöst. Die Lösung mit SAL-1 bis SAL-4 erfolgt so, wie es in
Abschnitt 13.4.6 beschrieben ist. Die Löser SAL-5 und SAL-6 sind derart modifiziert,
dass der Exponent α für nichtlineare Schädigungsakkumulation nicht wie in Abschnitt
13.4.6 beschrieben von Beanspruchungskennwerten des aktuellen sondern des letzten
Halbzyklus abhängt. D. h., in Gl. (13-242) wird statt [N̂]α der Wert [N̂−1]α verwendet.
Tabelle 15-3: Verschiedene SAL für Studien zur nichtlinearen Schädigungsakkumulation
Table 15-3: Different SAL for studies about nonlinear damage accumulation

Bezeichnung Gelöste Gleichung Beanspruchungskennwerte
αp3für Exponent α

SAL-1 (13-223) aus letztem Halbzyklus αp3 = 0
SAL-2 (13-223) aus letztem Halbzyklus αp3 =−1
SAL-3 (13-223) aus letztem Halbzyklus αp3 =−10
SAL-4 (13-235) aus aktuellem Halbzyklus αp3 =−105

SAL-5 (13-235) aus letztem Halbzyklus αp3 =−10
SAL-6 (13-235) aus letztem Halbzyklus αp3 =−105

Validierung für Zwei-Stufen-Beanspruchung

Für Zwei-Stufen-Schubbeanspruchung werden die Löser SAL-1 bis SAL-3 betrachtet,
die die Prognosen in Abb. 15-7 ergeben. Zusätzlich sind die Testdaten eingezeichnet
sowie die gestrichelte Gerade, die lineare Schädigungsakkumulation bedeutet.
Bei Verwendung des SAL-1 mit αp3 = 0 ist die nichtlineare Schädigungsakkumulation in
Abb. 15-7(a) nur schwach ausgeprägt, da sich die Datenpunkte der Prognosen nahe an
der gestrichelten Geraden anordnen. Bei αp3 = −1 entstehen die Prognosen mit dem
SAL-1 in Abb. 15-7(b), wo die nichtlineare Schädigungsakkumulation wesentlich stärker
ausgeprägt ist. Die Prognosen in Abb. 15-7(c), die mit αp3 = −10 bei Verwendung des
SAL-3 erhalten werden, sind augenscheinlich recht ähnlich zu denjenigen in Abb. 15-
7(b). Noch kleinere Werte für αp3 ergeben keine besseren Prognosen.
Offensichtlich reicht zur Validierung der Wertebereich −10 ≤ αp3 < 1 aus. Damit der
Schädigungsverlauf keinen allzu degressiven Verlauf aufweist, ist prinzipiell αp3 = −1
zu bevorzugen. Aufgrund der geringen Datenbasis kann allerdings keine abschließende
Aussage über die Güte der Prognosen für die Zwei-Stufen-Tests und die Schädigungs-
verläufe getroffen werden.
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Abbildung 15-7: Vergleich der numerischen Prognosen mit SAL-1 bis SAL-3 und den Testdaten
aus Tab. D-22 für Zwei-Stufen-Schubschwellbeanspruchung (R = 0.1, f = 10 Hz) mit Lastniveau
“Low” (ttm = 13.2 MPa, tta = 10.8 MPa, mittlere Bruchzyklenzahl NRL ≈ 713246) und mit Niveau
“High” (ttm = 16.97 MPa, tta = 13.88 MPa, mittlere Bruchzyklenzahl NRH ≈ 5663) für den Bereich
0 ≤ NH/NRH ≤ 1, 0 ≤ NL/NRL ≤ 1: Datenpunkte der Tests und Prognosen sowie Kennzeichnung
der linearen Schädigungsakkumulation (gestrichelte Linie)
Figure 15-7: Comparison of the numerical predictions with SAL-1 to SAL-3 and test data from
Tab. D-22 for two-level shear loading (R = 0.1, f = 10 Hz) with load level “Low” (ttm = 13.2 MPa,
tta = 10.8 MPa, mean number of cycles to rupture NRL ≈ 713246) and load level “High” (ttm =
16.97 MPa, tta = 13.88 MPa, mean number of cycles to rupture NRH ≈ 5663) for 0 ≤ NH/NRH ≤
1, 0 ≤ NL/NRL ≤ 1: Test data points and predictions as well as assigment of linear damage
accumulation (dashed line)

Validierung für Zugscherprobe unter CARLOS-Kollektiv

Im Vorgängerprojekt ist der Einfluss von variablen Amplituden auf die Lebensdauer mit
dem sog. vertikalmodifizierten CARLOS-Kollektiv untersucht worden, s. [MK12], Ab-
schnitt 5.2.5.1. Das CARLOS-Kollektiv entspricht der in Abb. 15-8(a) dargestellten Spit-
zenwertfolge, bei der zwei aufeinanderfolgende lokale Maxima und Minima im Abstand
von 0.1 s auftreten. Dies entspricht der Frequenz f = 10 Hz bei harmonischer Beanspru-
chung und der konstanten Halbzyklendauer von [N̂]T = 0.05 ∀ N̂. Das CARLOS-Kollektiv,
das im Folgenden mit τ∗ bezeichnet wird, ist normiert auf die maximale Amplitude
von eins der sog. Bereichspaarzählung, s. [Sch14], Abb. 6-20, vgl. [RV07], S. 267 und
Abb. 5.23. Diese Normierung hat beim vertikalmodifizierten CARLOS-Kollektiv maxτ∗ ≈
2 MPa zur Folge, s. Abb. 15-8(a). Ein Auszug des vertikalmodifizierten CARLOS-Kollektivs
ist Abb. 15-8(b) zu entnehmen. Die Versuchsdurchführung der Tests an der Zugscher-
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Abbildung 15-8: Darstellung des vertikalmodifizierten CARLOS-Kollektivs (a) und Auszug zwi-
schen t = 500 s und t = 510 s (b)
Figure 15-8: Illustration of the vertical modified CARLOS-collective (a) and excerpt between
t = 500 s and t = 510 s (b)

probe unter dem CARLOS-Kollektiv ist in [MK12], Abschnitt 5.2.5.2 und [Sch14], Ab-
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Abbildung 15-9: Validierung des Ansatzes für nichtlineare Schädigungsakkumulation: Vergleich
der numerischen Prognosen des SAL und der Löser SAL-1 bis SAL-6 mit den Testdaten aus
[MK12], Tab. 9.9-6 und Abb. 5.2.26 für die Zugscherprobe unter vertikal modifiziertem CARLOS-
Kollektiv und Beanspruchung der Klebschicht durch reinen Schub tt = cτ∗

Figure 15-9: Validation of the approach for nonlinear damage accumulation: Comparison of the
numerical predictions with SAL and SAL-1 to SAL-6 with test data from [MK12], Tab. 9.9-6 and
Fig. 5.2.26 for the shear specimen under vertical modified CARLOS collective and shear stress
tt = cτ∗ in the adhesive layer

schnitt 6.2.2 beschrieben.
In Abb. 15-9 sind die Testdaten und Prognosen mit dem SAL sowie dessen Erweiterun-
gen um nichtlineare Schädigungsakkumulation SAL-1 bis SAL-6 in Tab. 15-3 dargestellt.
Mit dem SAL, der aufgrund n = k lineare Schädigungsakkumulation aufweist, wird die
Bruchzyklenzahl überschätzt. Beim Vergleich von SAL-1 bis SAL-3 wird deutlich, dass
mit kleinerem αp3 konservativere und augenscheinlich bessere Prognosen erzielt wer-
den. Die Prognosen infolge Verwendung des SAL-4, bei dem anstelle der Schädigungs-
differentialgleichung in der Zeit (13-223) diejenige in der Zeit und Zyklen (13-235) gelöst
wird und bei dem der Exponent α infolgedessen aus den Halbzyklenkennwerten des ak-
tuellen Halbzyklus gebildet wird, lassen sich mit den Prognoseergebnissen der anderen
Löser nicht vergleichen. Der Vergleich der Prognosen mit SAL-3 und SAL-5 führt aller-
dings zur qualitativen Verifikation, dass die Lösungen der Gln. (13-223) und (13-235)
genau dann identisch sind, falls der Exponent α in beiden Fällen aus den Zyklenkenn-
werten des letzten Halbzyklus gebildet wird: Die Prognosen mit SAL-3 und SAL-5 sind
bis auf numerisch bedingte Abweichungen identisch. Zuletzt bleibt zu erwähnen, dass
SAL-6 die konservativsten Prognosen liefert.
In Anbetracht der geringen Datenbasis kann keine Aussage darüber getroffen werden,
welche Lösung letztendlich zu bevorzugen ist. Der Nachteil des SAL ist seine lineare
Schädigungsakkumulation durch das Identifikationsergebnis n = k, weshalb prinzipiell
die Lösungen mit SAL-1 bis SAL-6 zu bevorzugen sind. Dabei sind die Lösungen der
Gln. (13-223) und (13-235) genau dann äquivalent, falls zur Berechnung des Exponen-
ten α im Ansatz für nichtlineare Akkumulation jeweils die Zyklenkennwerte aus dem
alten Halbzyklus verwendet werden. Die Lösung von Gl. (13-235) ist allerdings nume-
risch robuster. Infolgedessen kann der Exponent α bei SAL-4 bis SAL-6 im Vergleich zu
SAL-1 bis SAL-3 viel kleinere Werte annehmen, infolge derer bei SAL-1 bis SAL-3 die
Ausdrücke (13-222), (13-224) und (13-225) sehr groß werden und Konvergenzprobleme
verursachen.
Z. B. tritt beim CARLOS-Kollektiv infolge des höchsten Beanspruchungsniveaus von
max tt = 36 MPa in Abb. 15-9 das minimale α =−32.84 auf, infolgedessen bei k = 19 und
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D = 10−5...10−2 die großen Zahlenwerte αmod = 8.8 ·10119...5.8 ·1022 die Konvergenz bei
SAL-1 bis SAL-3 negativ beeinflussen. Zum Vergleich haben Studien gezeigt, dass bei
αp3 =−10 bei k = 19 und D = 2 ·10−4...1.2 ·10−2 der Faktor αmod = 8.8 ·1022...440623 vor-
liegt und trotz dieser hohen Zahlenwerte dennoch Konvergenz erzielt wird. Für αp3 = 0
und αp3 =−1 liegen ebenfalls keine Konvergenzprobleme vor.
Bei der Lösung der Gl. (13-235) ist ferner zu untersuchen, ob gegenüber der Lösung
von Gl. (13-223) eine geringere Anzahl an Diskretisierungsintervallen pro Zyklus ntpc
verwendet werden kann, was einen numerischen Vorteil bzgl. der Effizienz bedeuten
würde.
Die offenen Fragen können nur anhand zukünftiger Forschungsarbeiten und Testda-
ten infolge mehraxialer Belastung mit variablen Amplituden geklärt werden. Bis dahin
erweisen sich die vorgeschlagenen Modifikationen auf Basis des ONERA-Ansatz als
zielführend, um nichtlineare Schädigungsakkumulation zu berücksichtigen.
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16 Zusammenfassung
Summary

Gegenstand der Untersuchung war das Verhalten struktureller Stahlklebverbindungen
im allgemeinen Fall mehrkanaliger, schwingender Belastung. Die Zielsetzung bestand
darin,

• die Lebensdauer struktureller Klebverbindungen unter mehrkanaligen Belastun-
gen experimentell zu untersuchen,

• Hypothesen zur Lebensdauerprognose zu identifizieren, die proportionale und
nichtproportionale Beanspruchungen berücksichtigen,

• ein rheologisches Werkstoffmodell mit Schädigung zu implementieren und die Be-
rechnungszeit zu verkürzen sowie

• die Prognosefähigkeit der Methoden zu bewerten.

Im folgenden wird zusammenfassend dargestellt, welcher Fortschritt gemäß der Ziel-
setzung gegenüber dem Stand der Technik erreicht wurde.
Unter mehrkanaliger Belastung experimentell untersucht wurden die Klebstoffe Be-
tamate 1496 stellvertretend für zähmodifizierte, crashtaugliche Klebstoffsysteme und
SikaPower 480 als Vertreter der strukturellen, unmodifizierten Systeme. Alle Untersu-
chungen wurden bei Raumtemperatur durchgeführt. Variiert wurden die Verhältnisse
zwischen Schub- und Normalspannung, zwischen Unter- und Oberlast sowie die Zeitab-
hängigkeit der Belastungssignale, um mehrachsige, proportional oder nichtproportional
zyklische bzw. zeitlich ruhende Beanspruchungen zu erhalten. Die Prüffrequenzen bei
zyklischer Belastung lagen zwischen 7 und 10 Hertz. Es wurden folgende Ergebnisse
erhalten:

1. Versuche unter zyklischer ein- und mehrkanaliger Belastung im Zugschwellbe-
reich mit zeitlich unveränderlichen Hauptspannungsrichtungen (proportionale Be-
anspruchung) an Proben mit homogenem Spannungszustand haben gezeigt, dass
die Lebensdauer vom Mehrachsigkeitsgrad des Spannungszustandes in der Kleb-
schicht abhängt. Bei zunehmendem Normalspannungsanteil zeigte sich eine Ab-
nahme der Lebensdauer.

2. In einkanaligen Torsionswechselversuchen an der stumpf geklebten Doppelrohr-
probe zeigte sich im Vergleich zu den Torsionsschwellversuchen eine höhere Le-
bensdauer. Dies wurde mit dem Einfluss von Schubmittelspannungen begründet.

3. In Versuchen unter mehrkanaliger Belastung mit zeitlich veränderlichen Haupt-
spannungsrichtungen (nichtproportionale Beanspruchung) an stumpf geklebten
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Doppelrohrproben wurde folgendes festgestellt: Die Überlagerung einer Torsions-
wechselbelastung mit einer zeitlich konstanten Zugbelastung führte zu einer Ab-
nahme der Lebensdauer, überlagerte Druckbelastung zu einer Zunahme. Weiter-
hin wurde gezeigt, dass eine Phasenverschiebung von 90 Grad zwischen Schub-
und Zugspannung im Zugschwellbereich bei gleichem Lastverhältnis zu einer Ver-
längerung der Lebensdauer führte.

4. In zweistufigen Blockversuchen unter Torsionsschwellbelastung zeigte sich eine
Tendenz zur Verlängerung der Lebensdauer bei zunehmender Belastung in der
zweiten Stufe, während abnehmende Belastung in der zweiten Stufe zu keiner
signifikanten Veränderung führte.

5. Im Zeitstandversuch an Doppelrohrproben war eine Abhängigkeit der Verformung
vom Mehrachsigkeitsgrad sichtbar: Unter reinem Schub wurden höhere Verfor-
mungen gemessen als bei zusätzlich wirkenden Normalspannungen und es waren
hohe Lasten erforderlich, um Brüche zu erhalten.

6. Im Schwingversuch gemessene Verformungen an stumpf geklebten Doppelrohr-
proben zeigten bei steigendem Normalspannungsanteil eine Kriechgeschwindig-
keitszunahme. Bei steigendem Normalspannungsanteil nahmen die bei kurzen
Zeiten gemessenen Verformungen ab.

Die experimentellen Ergebnisse lassen sich wie folgt interpretieren: Gültige Modelle
zur Lebensdauerprognose sollten unabhängig vom Modelltyp Normalspannungen der-
art berücksichtigen, dass Druck zu einer Verlängerung und Zug zu einer Verkürzung
der Lebensdauer führt. Bei der Betrachtung nichtproportionaler Beanspruchungen im
Rahmen einer spannungsbasierten Lebensdauerabschätzung ist die Berücksichtigung
der veränderlichen Hauptspannungsrichtungen im Zyklus erforderlich.
Anhand der experimentellen Ergebnisse wurden Hypothesen für proportionale und nicht-
proportionale Beanspruchung identifiziert, die sich im Rahmen einer spannungsbasier-
ten Lebensdauerabschätzung einfach anwenden lassen. Dabei ergaben sich folgende
Aussagen:

1. Unabhängig davon, ob Invarianten oder Spannungskomponenten in der Schnitt-
ebene betrachtet wurden, ergaben sich nur bei Berücksichtigung von Normalspan-
nungen sinnvolle Ergebnisse.

2. Bei Belastung einer strukturellen Klebverbindung mit einem Belastungskollektiv
führt die Berücksichtigung der Kollektivform zu einer präziseren Lebensdauerpro-
gnose.

3. Bei proportionaler Beanspruchung lieferten die größte Hauptnormalspannung und
die lineare Drucker-Prager-Vergleichsspannung die besten Ergebnisse.

4. Bei nichtproportionaler Beanspruchung und zeitaufgelöster Betrachtung des Be-
lastungszyklus waren die Schnittebene mit der größten Normalspannung und das
Findley-Kriterium am besten geeignet. Mit Invarianten war keine zufriedenstellen-
de Beschreibung der nichtproportionalen Beanspruchung möglich.
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5. Zur Abschätzung der zyklischen Kriechverformung im Rahmen einer spannungs-
basierten Lebensdauerprognose wurde auf Basis der Versuchsergebnisse ein von
der Mittelspannung abhängiges Modell vorgeschlagen. Analog zum Schwingbruch
konnte der Normalspannungseinfluss über eine Drucker-Prager-Vergleichsspan-
nung beschrieben werden.

Ein rheologisches Werkstoffmodell mit Schädigung zur Prognose der Lebensdauer von
Klebverbindungen im Rahmen der Kontinuumsschädigungsmechanik wurde weiterent-
wickelt und anhand der Versuchsergebnisse validiert. Dabei konnten folgende Ergeb-
nisse erzielt werden:

1. Einem allgemeinen Ansatz folgend wurde das Modell bezüglich nichtlinearer Scha-
densakkumulation erweitert. Dabei wurde für das spezielle Problem, dass bisher
als implementierungsfähig geltende Ansätze bei monoton steigenden Belastungs-
abschnitten keine Schädigung ausgewiesen haben, eine implementierungsfähige
Lösung vorgeschlagen.

2. Das Modell wurde in das transiente FE-Berechnungsprogram LS-Dyna implemen-
tiert und anhand der Ergebnisse zweistufiger Blockversuche an stumpf geklebten
Doppelrohrproben sowie Kollektivbelastungsversuchen an Zugscherproben vali-
diert.

3. Zur Verkürzung der Berechnungszeit wurden die Zyklensprungmethode und die
Multiskalenmethode implementiert. Auf Basis der Zyklensprungmethode gelang
eine bis zu tausendfache Beschleunigung der Berechnung. Bei Anwendung der
Multiskalenmethode wurde eine zehnfache Beschleunigung erreicht und bei simul-
taner Anwendung beider Methoden ergab sich eine Multiplikation der numerischen
Effizienz.

Die Versuchstechnik zur Validierung von Berechnungsansätzen für mehrkanalige Belas-
tungen wurde weiterentwickelt, die Berechnungsansätze wurden zur Lebensdauerpro-
gnose angewendet und die Prognosefähigkeit wurde bewertet. Die erzielten Ergebnisse
lassen sich wie folgt zusammenfassen:

1. Bauteilähnliche Probekörper, die das Aufbringen zweier voneinander unabhängi-
ger Belastungen ermöglichen, wurden neu entwickelt: Die L-Probe lässt die Va-
riation des Verhältnisses zwischen Schub- und Schälbeanspruchung unter mehr-
kanaliger Belastung zu. Die Flansch-Rundstab-Probe ermöglicht das Aufbringen
von Wechsellast unter mehrkanaliger Belastung.

2. Die Napfprobe wurde eingesetzt, um ein lokales Strukturspannungskonzept zur
Abschätzung der Lebensdauer auf Basis der Ergebnisse der Rohrproben zu vali-
dieren. Die Prognosegenauigkeit lag im Bereich der Streuung der Einzelversuchs-
reihen.

3. Die Lebensdauer der Flansch-Rundstab-Probe unter ein- und mehrkanaliger, pro-
portionaler und nichtproportionaler Belastung wurde für den unmodifizierten Kleb-
stoff auf Basis lokaler Spannungen abgeschätzt. Mit der Drucker-Prager-Vergleichs-
spannung und mit der Normalspannung in der Schnittebene ergaben sich ähnliche
Ergebnisse. Die Genauigkeit lag bei etwa einer Dekade.
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4. Die Lebensdauer der L-Probe unter ein- und mehrkanaliger, proportionaler Be-
lastung wurde für den zähmodifizierten Klebstoff mit dem rheologischen Werk-
stoffmodell berechnet. Die Treffgenauigkeit war besser als eine Dekade und die
Berechnungszeit lag bei einigen Minuten.
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Tabelle D-1: Daten aus Schubkriechtests am stumpf geklebten Doppelrohr
Table D-1: Data from shear creep tests of the butt jointed steel-tube specimen

i Kriechbruchzeit tRi [s] Kriechschubspannung ttmi [MPa]
1 2097000 22.8
2 429984.93193 22.8
3 167643.94896 22.8
4 1328064 19.2
5 1369944 19.2
6 3073944 19.2

Tabelle D-2: Kriechdaten aus Tests an der stumpf geklebten Doppelrohrprobe unter Zug
Table D-2: Creep data from tests of the butt-jointed steel-tube specimen under tension

i Kriechbruchzeit tR1i [s] Zugspannung tnm1i [MPa]
1 11374.1875 25.38199
2 20346.28125 25.38199
3 73491.79687 25.38199
4 149708.82813 22.25805
5 167878.67187 24.03853
6 170051.70312 24.03853
7 273348.71875 24.03853
8 431563.01563 22.25805
9 583043.29687 22.25805

10 1141392.59375 20.47286
11 1476062.46875 20.47286
12 2351179.53125 20.47286
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Tabelle D-3: Kriechdaten aus Tests an der stumpf geklebten Doppelrohrprobe unter kombinierter
Belastung mit αexp = 2
Table D-3: Creep data from tests of the butt-jointed steel-tube specimen under combined loading
with αexp = 2

i Kriechbruchzeit tR2i [s] Zugspannung tnm2i [MPa] Schubspannung τresm2i [MPa]
1 20082.01562 10.90412 21.24495
2 35089.5 10.90412 21.24495
3 39172.5 10.90412 21.24495
4 177194.46875 10.30468 19.26354
5 204813.54687 10.30468 19.26354
6 328982.48437 8.64277 17.0075
7 348024.5 10.30468 19.26354
8 449576.51562 8.64277 17.0075
9 1656733.53125 8.64277 17.0075

Tabelle D-4: Regressionskoeffizienten aufgrund Testdaten aus Tab. D-2 für Kriechen infolge Zug
( j = 1) und Testdaten aus Tab. D-3 für Kriechen infolge kombinierter Beanspruchung ( j = 2)
Table D-4: Regression coefficients based on test data from Tab. D-2 for creep due to tension
( j = 1) and test data from Tab. D-3 for creep due to combined loading ( j = 2)

s1 s2 j s3 j s4 j s5 j s6 j

-0.052711 1.6362 1 -0.047007 1.6129 – –
2 -0.081775 1.4313 -0.057915 1.581

Tabelle D-5: Mittelwerte infolge Gln. (13-250) und (13-261) sowie einzusetzende Kriechbruchzeit
tR = 440000 s in Gln. (13-256) bis (13-258)
Table D-5: Mean values due to Eqs. (13-250) and (13-261) and creep rupture time tR = 440000 s
to be inserted into Eqs. (13-256) to (13-258)

µtR µtR1 µtR2 10(µtR+µtR1+µtR2)/3 tR [s]
5.99 5.58 5.36 439879 440000

Tabelle D-6: Spannungswerte nach Gln. (13-256) bis (13-258) für tR = 440000 s mit Regressions-
koeffizienten aus Tab. D-4
Table D-6: Stress values due to Eqs. (13-256) to (13-258) for tR = 440000 s with regression
coefficients from Tab. D-4

τm [MPa] j tnm j [MPa] τresm j [MPa]

21.81 1 22.26 0
2 9.328 17.95
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Tabelle D-7: Schubspannungsamplitude ttai, Schubspannungsmaximum ttmaxi und Bruchzyklen-
zahl NRi aus WÖHLER-Test i am stumpf geklebten Doppelrohr unter schwellender Torsion
( f = 10 Hz, R = 0.1)
Table D-7: Shear stress amplitude ttai, shear stress maximum ttmaxi and number of cycles to
rupture NRi from WÖHLER-test i of the butt-jointed steel-tube under torsion ( f = 10 Hz, R = 0.1)

i NRi [-] ttai [MPa] ttmaxi [MPa]
1 3778 13.88 30.85
2 4434 13.88 30.85
3 4968 13.88 30.85
4 6972 13.88 30.85
5 8162 13.88 30.85
6 9945 13.11 29.14
7 11951 13.11 29.14
8 32200 13.11 29.14
9 48122 13.11 29.14

10 57390 12.34 27.42
11 60968 12.34 27.42
12 61817 13.11 29.14
13 103481 12.34 27.42
14 110310 12.34 27.42
15 150504 12.34 27.42
16 382380 10.8 24
17 526976 10.8 24
18 588182 10.8 24
19 875428 10.8 24
20 1193265 10.8 24
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Tabelle D-8: Bruchzyklenzahl NR1i, Oberzugspannung tnmax1i und Zugspannungsamplitude tna1i
aus Tests an der stumpf geklebten Doppelrohrprobe unter schwellender Zugbelastung ( f =
10 Hz, R = 0.1)
Table D-8: Number of cycles to rupture NR1i, maximal tensile stress tnmax1i and tensile stress
amplitude tna1i from tests of the butt-jointed steel-tube specimen under tensile loading ( f = 10 Hz,
R = 0.1)

i NR1i [-] tnmax1i [MPa] tna1i [MPa]
1 2802 31.64 14.238
2 4372 31.64 14.238
3 4446 28.29 12.7305
4 5405 28.29 12.7305
5 7201 31.64 14.238
6 10283 31.64 14.238
7 11552 31.64 14.238
8 12648 28.29 12.7305
9 13738 28.29 12.7305

10 29585 28.29 12.7305
11 53294 24.94 11.223
12 76272 24.94 11.223
13 145152 24.94 11.223
14 161806 24.94 11.223
15 184697 24.94 11.223
16 480324 20.29 9.1305
17 565460 20.29 9.1305
18 866646 20.29 9.1305
19 1119302 20.29 9.1305
20 2377701 20.29 9.1305
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Tabelle D-9: Bruchzyklenzahl NR2i, Zug- tnmax2i und Schuboberspannung τresmax2i sowie
Zugspannungs- tna2i und Schubspannungsamplitude τresa2i aus WÖHLER-Test i an der stumpf
geklebten Doppelrohrprobe unter kombinierter Belastung mit αexp = 2 ( f = 10 Hz, R = 0.1 für
jede Spannungskomponente)
Table D-9: Number of cycles to rupture NR2i, maximal tensile tnmax2i and shear stress τresmax2i
as well as tensile stress tna2i and shear stress amplitude τresa2i from WÖHLER-Test i of the butt-
jointed steel-tube specimen under combined loading with αexp = 2 ( f = 10 Hz, R = 0.1 for every
stress componente)

i NR2i [-] tnmax2i [MPa] τresmax2i [MPa] tna2i [MPa] τresa2i [MPa]
1 2362 13.71 27.42 6.17059 12.34118
2 4130 13.71 27.42 6.17059 12.34118
3 4200 13.71 27.42 6.17059 12.34118
4 4612 13.71 27.42 6.17059 12.34118
5 5776 13.71 27.42 6.17059 12.34118
6 28077 12 24 5.39927 10.79853
7 29888 12 24 5.39927 10.79853
8 35857 12 24 5.39927 10.79853
9 39506 12 24 5.39927 10.79853
10 108103 12 24 5.39927 10.79853
11 115801 10.28 20.57 4.62794 9.25589
12 301827 9.6 19.2 4.31941 8.63883
13 311030 10.28 20.57 4.62794 9.25589
14 314074 10.28 20.57 4.62794 9.25589
15 349432 9.6 19.2 4.31941 8.63883
16 411578 9.6 19.2 4.31941 8.63883
17 415871 10.28 20.57 4.62794 9.25589
18 450957 9.6 19.2 4.31941 8.63883
19 455904 10.28 20.57 4.62794 9.25589
20 578146 9.6 19.2 4.31941 8.63883

Tabelle D-10: Regressionskoeffizienten aufgrund Testdaten aus Tab. D-7 für Ermüdung infolge
Schub, Tab. D-8 für Ermüdung infolge Zug ( j = 1) und Tab. D-9 für Ermüdung infolge kombinierter
Beanspruchung ( j = 2)
Table D-10: Regression coefficients based on test data from Tab. D-7 for fatigue due to shear,
Tab. D-8 for fatigue due to tension and Tab. D-9 for fatigue due to combined loading ( j = 2)

s9 s10 j s11 j s12 j s13 j s14 j

-0.048928 1.6744 1 -0.075523 1.7696 – –
2 -0.071035 1.3955 -0.071035 1.6965

Tabelle D-11: Mittelwerte infolge Gln. (13-281) und (13-285) sowie einzusetzende Bruchzyklen-
zahl NR = 60000 in Gln. (13-276) bis (13-278)
Table D-11: Mean values due to Eqs. (13-281) and (13-285) as well as number of cycles to
rupture NR = 60000 to be inserted into Eqs. (13-276) to (13-278)

µNR µNR1 µNR2 10(µNR+µNR1+µNR2)/3 NR [-]
4.73 4.71 4.83 57104 60000
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Tabelle D-12: Spannungswerte nach Gln. (13-276) bis (13-278) für NR = 60000 mit Regressions-
koeffizienten aus Tab. D-10
Table D-12: Stress values due to Eqs. (13-276) to (13-278) for NR = 60000 with regression
coefficients from Tab. D-10

τmax [MPa] j tnmax j [MPa] τresmax j [MPa]

27.58 1 25.63 0
2 11.38 22.755

Tabelle D-13: Kriechdaten aus Tests an der stumpf geklebten Doppelrohrprobe unter kombinier-
ter Belastung mit αexp = 0.5 ( f = 10 Hz, R = 0.1 für jede Spannungskomponente)
Table D-13: Creep data from tests of the butt-jointed steel-tube specimen under combined load-
ing with αexp = 0.5 ( f = 10 Hz, R = 0.1 for every stress component)

i Kriechbruchzeit tR3i [s] Zugspannung tnm3i [MPa] Schubspannung τresm3i [MPa]
1 3404.01562 22.16 10.96
2 44696.96875 22.16 10.96
3 94845.40625 20.24 9.96
4 97012 22.16 10.96
5 121144.5 20.24 9.96
6 148342.42188 20.24 9.96
7 185264.53125 18.25 8.86
8 297642.45312 18.25 8.86
9 543346.48437 18.25 8.86
10 1183602.53125 16.46 7.93
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Tabelle D-14: Bruchzyklenzahl NR3i, Zug- tna3i und Schubspannungsamplitude τresa3i aus WÖH-
LER-Test i an der stumpf geklebten Doppelrohrprobe unter kombinierter Belastung mit αexp = 0.5
( f = 10 Hz, R = 0.1 für jede Spannungskomponente)
Table D-14: Number of cycles to rupture NR3i, tensile tna3i and shear stress amplitude τresa3i from
WÖHLER-test i of the butt-jointed steel-tube specimen under combined loading with αexp = 0.5
( f = 10 Hz, R = 0.1 for every stress component)

i NR3i [-] tna3i [MPa] τresa3i [MPa]
1 4518 12.0 6.0
2 5380 12.0 6.0
3 6066 12.0 6.0
4 6100 12.0 6.0
5 6510 12.0 6.0
6 22875 10.5 5.25
7 27219 10.5 5.25
8 27388 10.5 5.25
9 27549 10.5 5.25

10 33120 10.5 5.25
11 168504 9.13047 4.56523
12 206211 9.13047 4.56523
13 218133 9.13047 4.56523
14 245700 9.13047 4.56523
15 279623 9.13047 4.56523
16 518107 7.53892 3.76946
17 850369 7.53892 3.76946
18 905276 7.53892 3.76946
19 1085592 7.53892 3.76946
20 3384420 7.53892 3.76946
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Tabelle D-15: Schubspannungsamplitude ttai und Bruchzyklenzahl NRi aus WÖHLER-Test i am
stumpf geklebten Doppelrohr unter wechselnder Torsion ( f = 10 Hz)
Table D-15: Shear stress amplitude ttai and number of cycles to rupture NRi from WÖHLER-test i
of the butt-jointed steel-tube specimen under alternating torsion ( f = 10 Hz)

i NRi [-] ttai [MPa]
1 30470 13.88
2 74734 13.88
3 133712 13.88
4 57678 13.88
5 89880 13.88
6 115446 13.11
7 171920 13.11
8 107444 13.11
9 43097 13.11
10 162979 13.11
11 153434 12.34
12 183252 12.34
13 213590 12.34
14 226288 12.34
15 166584 12.34
16 2079614 10.8
17 785444 10.8
18 1973568 10.8
19 1314814 10.8
20 755470 10.8
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Tabelle D-16: Schubspannungsamplitude ttai und Bruchzyklenzahl NRi aus WÖHLER-Test i am
stumpf geklebten Doppelrohr unter wechselnder Torsion ( f = 10 Hz) und konstanter Zugbean-
spruchung
Table D-16: Shear stress amplitude ttai and number of cycles to rupture NRi from WÖHLER-test i
of the butt-jointed steel-tube specimen under alternating torsion ( f = 10 Hz) and constant tension

i NRi [-] ttai [MPa] tnmi [MPa]
1 986247 9.20 5.62
2 1116974 9.20 5.62
3 466704 9.20 5.62
4 358202 9.20 5.62
5 1100488 9.20 5.62
6 84864 10.80 6.60
7 65955 10.80 6.60
8 72555 10.80 6.60
9 165864 10.80 6.60

10 262010 10.80 6.60
11 98387 11.70 7.15
12 63373 11.70 7.15
13 27888 11.70 7.15
14 65590 11.70 7.15
15 42590 11.70 7.15
16 218214 9.80 5.99
17 383098 9.80 5.99
18 555098 9.80 5.99
19 237321 9.80 5.99
20 396716 9.80 5.99
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Tabelle D-17: Schubspannungsamplitude ttai und Bruchzyklenzahl NRi aus WÖHLER-Test i am
stumpf geklebten Doppelrohr unter wechselnder Torsion ( f = 10 Hz) und konstanter Druckbean-
spruchung
Table D-17: Shear stress amplitude ttai and number of cycles to rupture NRi from WÖHLER-test i
of the butt-jointed steel-tube specimen under alternating torsion ( f = 10 Hz) and constant tension

i NRi [-] ttai [MPa] tnmi [MPa]
1 6196 19.20 -11.73
2 1734 19.20 -11.73
3 4480 19.20 -11.73
4 8076 19.20 -11.73
5 2754 19.20 -11.73
6 283655 16.11 -9.85
7 391718 16.11 -9.85
8 87244 16.11 -9.85
9 31508 16.11 -9.85

10 111041 16.11 -9.85
11 11544 18.00 -11.00
12 45728 18.00 -11.00
13 5430 18.00 -11.00
14 17974 18.00 -11.00
15 11262 18.00 -11.00
16 421658 14.40 -8.80
17 588883 14.40 -8.80
18 922713 14.40 -8.80
19 136825 14.40 -8.80
20 168800 14.40 -8.80

Tabelle D-18: Verwendete Viskoelastizitätsparameter aus [MK12], Tab. 3.4-4
Table D-18: Applied viscoelasticity parameters from [MK12], Tab. 3.4-4

ks1 ks2 τ̂s1 τ̂s2
[MPa/mm] [MPa/mm] [s] [s]

461.2 329.0 5782.2 250249.6
kn1 kn2 τ̂n1 τ̂n2

[MPa/mm] [MPa/mm] [s] [s]
2425. 916. 11197. 368762.
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Tabelle D-19: CPU-Zeiten aller Schwingfestigkeitsprognosen aus den Abbn. D-1, D-2 und D-3
infolge der vier Beanspruchungsniveaus in jeweils einem Diagramm
Table D-19: CPU times of all lifetime predictions from Figs. D-1, D-2 und D-3 due to the four
loadings in each diagram

αexp = ∞ 5 min 8 min 17 min 2 h 43 min
αexp = 0 3 min 5 min 7 min 26 min
αexp = 2 4 min 6 min 29 min 1 h 14 min

αexp = 0.5 4 min 6 min 12 min 1 h 23 min
Rt =−1, τresa

tnm
= ∞ 9 min 20 min 1 h 12 h 13 min

Rt =−1, τresa
tnm

= 18
11 6 min 13 min 53 min 2 h 33 min

Rt =−1, τresa
tnm

=−18
11 4 min 6 min 28 min 4 h 7 min

Tabelle D-20: Kraftamplituden FHai und FVai an Streifen und L-Profil sowie Bruchzyklenzahl NRi
aus WÖHLER-Test i an der L-Probe unter Schwellbelastung mit Lastverhältnis FVmin/FVmax =
FHmin/FHmax = 0.1 ( f = 10 Hz) beim schäldominierenden Prüfszenario
Table D-20: Force amplitudes FHai and FVai at strip and L-profile as well as number of cycles to
rupture NRi from WÖHLER-test i of the L-specimen under loading with load ratio FVmin/FVmax =
FHmin/FHmax = 0.1 ( f = 10 Hz) at peel-dominating test setup

i NRi [-] FHai [N] FVai [N]
1 8316 697.5 130.5
2 24103 697.5 130.5
3 24196 697.5 130.5
4 24451 639 121.5
5 44950 639 121.5
6 47793 639 121.5
7 33041 585 108
8 96326 585 108
9 106807 585 108

10 209534 526.5 99
11 385533 526.5 99
12 528952 526.5 99
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Abbildung D-1: Verifikation der Implementierung der ZSM in LS-DYNA mit Djump,crit = 0.3: Ver-
gleich der numerischen Prognosen mit den Testdaten aus Tabn. D-7 bis D-9 für die Doppelrohr-
probe unter Torsion (oben), Zug (Mitte) und kombinierter Schwellbelastung mit αexp = 2 (unten)
( f = 10 Hz, R = 0.1 bei jeder Spannungskomponente)
Figure D-1: Verification of the implementation of the ZSM in LS-DYNA with Djump,crit = 0.3: Com-
parison of the numerical predictions with test data from Tabs. D-7 to D-9 for the steel-tube speci-
men under torsion (top), tension (center) and combined loading with αexp = 2 (bottom) ( f = 10 Hz,
R = 0.1 for every stress component)
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Abbildung D-2: Verifikation der Implementierung der ZSM in LS-DYNA Djump,crit = 0.3: Vergleich
der numerischen Prognosen mit den Testdaten aus Tab. D-14 für die Doppelrohrprobe unter
kombinierter Schwellbelastung mit αexp = 0.5 ( f = 10 Hz, R = 0.1 bei jeder Spannungskompo-
nente)
Figure D-2: Verification of the implementation of the ZSM in LS-DYNA with Djump,crit = 0.3: Com-
parison of the numerical predictions with test data from Tab. D-14 for the steel-tube specimen
under combined loading with αexp = 0.5 ( f = 10 Hz, R = 0.1 for every stress component)

Tabelle D-21: Kraftamplituden FHai und FVai an Streifen und L-Profil sowie Bruchzyklenzahl NRi
aus WÖHLER-Test i an der L-Probe unter Schwellbelastung mit Lastverhältnis FVmin/FVmax =
FHmin/FHmax = 0.1 ( f = 10 Hz) beim schubdominierenden Prüfszenario
Table D-21: Force amplitudes FHai and FVai at strip and L-profile as well as number of cycles to
rupture NRi from WÖHLER-test i of the L-specimen under loading with load ratio FVmin/FVmax =
FHmin/FHmax = 0.1 ( f = 10 Hz) at shear-dominating test setup

i NRi [-] FHai [N] FVai [N]
1 15061 1863 85.5
2 22524 1863 85.5
3 36259 1863 85.5
4 27355 1633.5 76.5
5 40679 1633.5 76.5
6 72741 1633.5 76.5
7 122337 1399.5 67.5
8 163768 1399.5 67.5
9 243026 1399.5 67.5

10 317081 1165.5 54
11 494864 1165.5 54
12 547757 1165.5 54
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Abbildung D-3: Verifikation der Implementierung der ZSM in LS-DYNA Djump,crit = 0.3: Vergleich
der numerischen Prognosen mit den Testdaten aus Tabn. D-15 bis D-17 für die Doppelrohrprobe
unter reiner Schubwechselbelastung (oben) und zusätzlich überlagertem konstanten Zug (Mitte)
und Druck (unten) ( f = 10 Hz)
Figure D-3: Verification of the implementation of the ZSM in LS-DYNA with Djump,crit = 0.3: Com-
parison of the numerical predictions with test data from Tabs. D-15 to D-17 for the steel-tube
specimen under pure alternating loading (top) and additional constant tension (center) as well
as pressure (bottom) ( f = 10 Hz)
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Tabelle D-22: Ergebnisse der Zwei-Stufen-Tests an der Doppelrohrprobe unter Torsionsschwell-
belastung ( f = 10 Hz, R= 0.1) mit Lastniveau “Low” (ttm = 13.2 MPa, tta = 10.8 MPa, mittlere Bruch-
zyklenzahl NRL ≈ 713246) und mit Niveau “High” (ttm = 16.97 MPa, tta = 13.88 MPa, mittlere Bruch-
zyklenzahl NRH ≈ 5663)
Table D-22: Results of the tests with two-level loading of the steel-tube specimen under torsion
( f = 10 Hz, R= 0.1) with load level “Low” (ttm = 13.2 MPa, tta = 10.8 MPa, mean number of cycles to
rupture NRL ≈ 713246) and with load level “High” (ttm = 16.97 MPa, tta = 13.88 MPa, mean number
of cycles to rupture NRH ≈ 5663)

i ∆NLi/NRL [-] ∆NHi/NRH [-]
1 0.68832 0.25
2 0.49 0.5
3 0.19 0.75
4 1.13175 0.5
5 0.38558 0.75
1 0.75 0.62
2 0.25 1.08
3 0.5 0.97
4 0.25 1.69
5 0.5 2.06

Tabelle D-23: Normierte Belastungs-Zeit-Funktionen in Gl. (14-70) zum Mikrozeitpunkt (n)tmic mit
Mikrozeitpunktzähler n = 1, ...,nmic infolge der Zeitdiskretisierung mit nmic = 16 Mikrozeitpunkten
für die MSM bei proportionaler Schwellbeanspruchung mit R = 0.1 und f = 10 Hz
Table D-23: Normalised load-time function in Eq. (14-70) at micro time (n)tmic with micro time
point counter n = 1, ...,nmic due to discretisation in time with nmic = 16 micro time steps for the
MSM for proportional loading with R = 0.1 and f = 10 Hz

n [-] (n)tmic [s] Fnormt(
(n)tmic) [-] Fnormb(

(n)tmic) [-] Fnormn(
(n)tmic) [-]

1 6.250000000E-003 9.65745790E-01 9.65745790E-01 9.65745790E-01
2 1.250000000E-002 8.68198052E-01 8.68198052E-01 8.68198052E-01
3 1.875000000E-002 7.22207545E-01 7.22207545E-01 7.22207545E-01
4 2.500000000E-002 5.50000000E-01 5.50000000E-01 5.50000000E-01
5 3.125000000E-002 3.77792455E-01 3.77792455E-01 3.77792455E-01
6 3.750000000E-002 2.31801948E-01 2.31801948E-01 2.31801948E-01
7 4.375000000E-002 1.34254210E-01 1.34254210E-01 1.34254210E-01
8 5.000000000E-002 1.00000000E-01 1.00000000E-01 1.00000000E-01
9 5.625000000E-002 1.34254210E-01 1.34254210E-01 1.34254210E-01

10 6.250000000E-002 2.31801948E-01 2.31801948E-01 2.31801948E-01
11 6.875000000E-002 3.77792455E-01 3.77792455E-01 3.77792455E-01
12 7.500000000E-002 5.50000000E-01 5.50000000E-01 5.50000000E-01
13 8.125000000E-002 7.22207545E-01 7.22207545E-01 7.22207545E-01
14 8.750000000E-002 8.68198052E-01 8.68198052E-01 8.68198052E-01
15 9.375000000E-002 9.65745790E-01 9.65745790E-01 9.65745790E-01
16 1.000000000E-001 1.00000000E+00 1.00000000E+00 1.00000000E+00
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Tabelle D-24: Normierte Belastungs-Zeit-Funktionen in Gl. (14-70) zum Mikrozeitpunkt (n)tmic mit
Mikrozeitpunktzähler n = 1, ...,nmic infolge Zeitdiskretisierung mit nmic = 16 Mikrozeitpunkten für
die MSM bei proportionaler Beanspruchung infolge wechselnder Torsion
Table D-24: Normalised load-time function in Eq. (14-70) at micro time (n)tmic with micro time
point counter n = 1, ...,nmic due to discretisation in time with nmic = 16 micro time steps for the
MSM for proportional loading due to alternating torsion
n [-] (n)tmic [s] Fnormt(

(n)tmic) [-] Fnormb(
(n)tmic) [-] Fnormn(

(n)tmic) [-]
1 6.250000000E-003 9.23879533E-01 9.23879533E-01 9.23879533E-01
2 1.250000000E-002 7.07106781E-01 7.07106781E-01 7.07106781E-01
3 1.875000000E-002 3.82683432E-01 3.82683432E-01 3.82683432E-01
4 2.500000000E-002 0.00000000E+00 0.00000000E+00 0.00000000E+00
5 3.125000000E-002 -3.82683432E-01 -3.82683432E-01 -3.82683432E-01
6 3.750000000E-002 -7.07106781E-01 -7.07106781E-01 -7.07106781E-01
7 4.375000000E-002 -9.23879533E-01 -9.23879533E-01 -9.23879533E-01
8 5.000000000E-002 -1.00000000E+00 -1.00000000E+00 -1.00000000E+00
9 5.625000000E-002 -9.23879533E-01 -9.23879533E-01 -9.23879533E-01

10 6.250000000E-002 -7.07106781E-01 -7.07106781E-01 -7.07106781E-01
11 6.875000000E-002 -3.82683432E-01 -3.82683432E-01 -3.82683432E-01
12 7.500000000E-002 0.00000000E+00 0.00000000E+00 0.00000000E+00
13 8.125000000E-002 3.82683432E-01 3.82683432E-01 3.82683432E-01
14 8.750000000E-002 7.07106781E-01 7.07106781E-01 7.07106781E-01
15 9.375000000E-002 9.23879533E-01 9.23879533E-01 9.23879533E-01
16 1.000000000E-001 1.00000000E+00 1.00000000E+00 1.00000000E+00

Tabelle D-25: Normierte Belastungs-Zeit-Funktionen in Gl. (14-70) zum Mikrozeitpunkt (n)tmic mit
Mikrozeitpunktzähler n = 1, ...,nmic infolge Zeitdiskretisierung mit nmic = 16 Mikrozeitpunkten für
die MSM bei nichtproportionaler Beanspruchung infolge wechselnder Torsion mit überlagertem
konstanten Zug und Druck
Table D-25: Normalised load-time function in Eq. (14-70) at micro time (n)tmic with micro time
point counter n = 1, ...,nmic due to discretisation in time with nmic = 16 micro time steps for the
MSM for nonproportional loading due to alternating torsion with additional tension and pressure
n [-] (n)tmic [s] Fnormt(

(n)tmic) [-] Fnormb(
(n)tmic) [-] Fnormn(

(n)tmic) [-]
1 6.250000000E-003 9.23879533E-01 9.23879533E-01 1.00000000E+00
2 1.250000000E-002 7.07106781E-01 7.07106781E-01 1.00000000E+00
3 1.875000000E-002 3.82683432E-01 3.82683432E-01 1.00000000E+00
4 2.500000000E-002 0.00000000E+00 0.00000000E+00 1.00000000E+00
5 3.125000000E-002 -3.82683432E-01 -3.82683432E-01 1.00000000E+00
6 3.750000000E-002 -7.07106781E-01 -7.07106781E-01 1.00000000E+00
7 4.375000000E-002 -9.23879533E-01 -9.23879533E-01 1.00000000E+00
8 5.000000000E-002 -1.00000000E+00 -1.00000000E+00 1.00000000E+00
9 5.625000000E-002 -9.23879533E-01 -9.23879533E-01 1.00000000E+00

10 6.250000000E-002 -7.07106781E-01 -7.07106781E-01 1.00000000E+00
11 6.875000000E-002 -3.82683432E-01 -3.82683432E-01 1.00000000E+00
12 7.500000000E-002 0.00000000E+00 0.00000000E+00 1.00000000E+00
13 8.125000000E-002 3.82683432E-01 3.82683432E-01 1.00000000E+00
14 8.750000000E-002 7.07106781E-01 7.07106781E-01 1.00000000E+00
15 9.375000000E-002 9.23879533E-01 9.23879533E-01 1.00000000E+00
16 1.000000000E-001 1.00000000E+00 1.00000000E+00 1.00000000E+00
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