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4 Verschiebungsmethode

Die Zusammenhange zwischen den verschiedenen mechanischen Gleichungen und Variablen sollen
anhand des ToNTI-Diagrammes visualisiert werden.

4.1 TonTiI-Diagramm flr das dreidimensionale Kontinuum

Aus der folgenden Anordnung der mechanischen GréRen im ToNTI-Diagramm ergeben sich deren Be-

ziehungen zueinander.

Kinematische Statische
GroRRen GroRRen
Verschiebungs-
B gleichung )
Verschiebung u=u(xt) k Volumenkrafte
U = U (X, X, X5, 1) k
Kinematik grad u dive +... Impulsbilanz
o=0" Drehimpulsbilanz
é
E (o]
Verzerrun Spannung
9 Eu Oik
Konstitutiv-
relationen

Abb. 4.1-1: TonTI-Diagramm fir das dreidimensionale Kontinuum

Verschiebungs-/Bewegungsgleichung fur den ein- (1-D) und dreidimensionalen (3-D) Fall:

1-D 3-D

Impulsbilanz: a—U+ k = az_u div o+ pk = pl
P ' x TP e
. . ou 1 T

Kinematik: =— €==|grad u+(grad u

‘T 2[9 (grad u)' |
Elastizitatsgl.: o=E¢ c=2G [s + %(Spa)q

-V
Verschiebungs-/
. _ o’u ou .

Bewegungsgleichung: py =E Pl + pk Herleitung untenstehend

Nach Elimination von Spannung o bzw. o

und Dehnung ¢ bzw. € entsteht aus der Impulsbilanz-

gleichung die Verschiebungs- oder Bewegungsgleichung
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4.2 Verschiebungsgleichungen von Navier-Cauchy-Lamé

Die Bewegungsgleichungen der dreidimensionalen Elastodynamik fir kontinuierliche Korper kénnen
explizit als Verschiebungsgleichungen im Sonderfall der linearen Elastizitatstheorie mit kleinen Defor-
mationen hergeleitet werden.

Verschiebungsfeld: U, =0, (X X, X, t)
. . o°u, 9oy . .
i. Impulshilanz: P~ = + ok, , Drehimpulsbilanz: o, = o,
ot OX,
ii.  Kinematik: Ei -1 %+%
2| ox, X

ii. elastische Materialsteifigkeitsbeziehung o, =2G [gik +% & 5"(}
—cV

Durch Elimination der Spannungen o, und Dehnungen ¢, zugunsten der Komponenten des Verschie-
bungsfeldes u, =0 (xl,xz,x3,t) folgt aus der

Elastizitatsgleichung: o =26 L[ M M| v M o
2%, ox, ) 1-2v o

Spannungsdivergenz:

00y, 0 ou, 0 ou, 2v 0 ou,
— =G| ———+——+ — O
OX, OX, OX, OXx, OX;, 1-2v 0ox, OX,

o oy

0%; OX,

2
14 2v o°u,
1-2v ) 0x,0x%,

aaik_G oy, . 1 0 du
OX, O0X, 0%, 1-2v ox; OX,

In symbolischer Notation gilt:

divo=a(;i=G[Au+

Xk

grad (div u)} ,

1-2v

wobei sich der LAPLACE-Operator A vor dem Verschiebungsfeld u formal aus dem Skalarprodukt des
NABLA-Operators V mit sich selbst ergibt.

Au ::V-Vu:V(V-u)

Hinweis: Die Divergenz div des Gradienten grad des Verschiebungsfeldes div( gradu)=V(V-u)
fuhrt dann zum LAPLACE-Operator A.

In ausfihrlicher Komponentenschreibweise lautet der LAPLACE-Operator A wie folgt:

o o° 0
=t t—
x> ox: ox2
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Die Verschiebungsgleichungen nach NAvIER-CAUCHY-LAME oder die Bewegungsgleichung ergibt sich

dann in Indexnotation zu:

oy, oy, 1 0 ou,
p—=3-=G — |+ ok
ot O0X.0X, 1-2v 0x; OX,
beziehungsweise in symbolischer Notation:
82—u—G AU + grad (div u) [+ pk
e 1-2v P

Die Verschiebungsgleichungen sind drei lineare, partielle Differentialgleichungen fiir die drei Kompo-
nenten U, =0, (X, X,, X5, t) mit i =1, 2, 3 des Verschiebungsfelds.

Ausgeschrieben lauten sie:

2 2 2 2 ]

ot X" OX;  OXg 1-2v ox, 0% OX, OX3 )]

2 2 2 2
alizzG auzz 6U22 auzz 1 i %4.%.’_% +pk2
ot oX,”  OX; Ox; 1-2v Ox, \OX, OX, OX,
o°u o°u, 0°u, o°u 1 o (ou, oéu, du

= =G = > > — | =+ 2+ ||+ pk,

ot OX,” OX, OX; 1-2v OXx, \OX, OX, OX,

Verschiebungsgleichung fiir den Dehnstab (1-D Fall):

u={u, (x,t)} = {u(x )}

Eindimensionaler Fall:

. U  do
Impulsbilanz: —=—1+pk
p P o2 ox P
Kinematik: = a_u
OX
Elastizitatsgleichung: o=Ee¢
2 2
Verschiebungsgleichung: pgt—g =E ZX—L: + pk
pU=Eu"+ pk

Dieses System von drei partiellen Differentialgleichungen fur das allgemeine elastische Kontinuum
muss durch Anfangs- und Randbedingungen ergénzt werden, damit eine eindeutige Losung vorliegt.

Anfangsbedingungen:

u(x,0)=u,(x) Anfangsort bzw. Ausgangslage u, (x)

au

x0)=v, ()

Anfangsgeschwindigkeit v, (x) in der Ausganglage
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Randbedingungen:

Auf dem Rand (der Oberflache) des Korpers wird entweder der (eingepragte) Verschiebungsvektor
u, (x,t)

oder die Last (eingepragter Spannungsvektor) t, (x,t) vorgegeben.

Xeh,

[xeA,

A=A, UA,
A NA =0

Oberflachenkrafte

/7

Festlager 77T

u

Abb. 4.2-1: Krafte- und Verschiebungsrand des Kdrpers

A, Krafterand mit eingepragter Oberflachenkraft

(Randkrafte sind vorgeschrieben)

A, © Verschiebungsrand mit vorgeschriebenem Verschiebungsvektor

(Randverschiebungen sind vorgeschrieben)
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4.3 Qualitative L6sung der eindimensionalen Wellengleichung

Am Beispiel der StoRBwelle im Dehnstab soll die Lésung der obenstehenden Wellengleichung diskutiert
werden. Dazu wird eine Welle Uber die Geschwindigkeitsrandbedingung v(x =0,t= 0) =V, am freien
Ende in den Dehnstab eingeleitet, der am rechten Ende unverschieblich gelagert ist.

@ @é Angaben: E =Modul
—> %) | = Stablange

| .
[ | p= Massendichte

Abb. 4.3-1: Dehnstab mit Randbedingungen (Lagerung und Anfangsgeschwindigkeit)

Stab am Anfang ohne Verschiebung und in Ruhe

U 0) =01\ tangsbedi
nrangspedingungen
li(x,0)=0 J gHns

Randbedingungen:

am Knoten u,(t)=u(0,t)=v, -t am Knoten u,(t)=u(l,t)=0

Verschiebung mit gleichférmiger Geschwindigkeit Festhalterung am Stabende bei x =1
am Stabanfang bei x =0

u (t) —-u (0’ t) Die Randbedingung am Knoten @ ist inhomogen, d. h. # 0. Daher sind
! zusatzliche Uberlegungen zur Lésung der DGL durch Separationsansatz
notwendig.

Abb. 4.3-2: Verlauf der Verschiebung am Stabanfang tber der Zeit t

Deshalb ist die Lésung (ohne Herleitung) aus dem Ansatz nach d’ALEMBERT einfacher. Der Verschie-
bungsverlauf im Dehnstab ist in der Abbildung 4.3-3 zu drei verschiedenen Zeitpunkten fir eine Lon-
gitudinalwelle als Kurvenschar grafisch dargestellt. Zu beachten ist, dass sich die Welle mit der Ge-
schwindigkeit ¢ ausbereitet, das Dehnstabende sich aber nur mit der Geschwindigkeit v, nach rechts

beweqt.

u(x,t)

A
Vo, L Kurvenschar far t, <t, <t,
Vol, Vo
A3 ¢
X
|
ct, ct, ct, I

Abb. 4.3-3: Verschiebungsverlauf im Dehnstab zu drei festen Zeitpunkten t, <t, <t,
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In der folgenden Abbildung ist die Verschiebung u(x,t) Uber der Orts-Zeitebene dargestellt. Dazu wird

die charakteristische Kurve X =ct in die Zeichnung eingetragen, die die Ausbreitung der Wellenfront
kennzeichnet.

u(0,t) =v,t

Abb. 4.3-4: Verschiebungsverlauf tber der x-Koordinate und der Zeitachse t

Die Funktionsgleichung fur den Verschiebungsverlauf lautet mit der Fallunterscheidung fir die beiden
Falle:

v, .

—(ct - f <ct
u(xt) = c( x) fur x

0 far x >ct

Die Dehnung ergibt sich als Ortsableitung aus der Verschiebung.

v .
ou |--=2 fur x <ct
= = C

FT X
X 0 fir x <ct

Die Spannung geht aus dem Elastizitaitsmodell hervor.

v, .
-E— fir x <ct

0 far x >ct

Die Verschiebungsdarstellung kann mit Hilfe der FOppL-Klammer wie folgt in Kurzschreibweise ge-
schrieben werden:

u(xt) =V?°<ct - X) (FopPL-Klammer) (ct-x) :={

ct—x firct—x=0
0 firct—x <0

Die Ableitung der FoppL-Klammer (x) = (x)" fihrt auf die HEAVISIDE-Funktion H(x).

= {x)=H () = (x"

Zur Darstellung des Dehnungsverlaufs wird von der HEAvISIDE-Funktion Gebrauch gemacht.

fir x<ct

0 fur x >ct
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Die Veranschaulichung des Dehnungsverlaufs &(x,t) erfolgt als Kurvenschar mit dem Parameter Zeit

t=t, <t, <t,.

ct, ct, ct, |

1
Abb. 4.3-5: Dehnungsverlauf im Dehnstab zu drei festen Zeitpunkten t, <t, <t,
Daraus ergeben sich die unten dargestellten Verlaufe der Spannung Uber der x —t -Ebene zu den ge-

nannten drei Zeitpunkten.

VO ..
o(xt)=Ee(xt)= —E\QH(ct—x): —E? flr x <ct
¢ 0

fir x > ct

/Vt

=7
T
e Ve
/’// 7
T ’
- ,
Pl 7/ /
prad / /
/ 7/
/ //
7/ } > X
ct, ct, |

Abb. 4.3-6: Spannungsverlauf im Dehnstab zu drei festen Zeitpunkten t, <t, <t, Uber der
X—t - Ebene

Fazit:

Die Abbildungen zeigen die Ausbreitung der Welle im Dehnstab tber der Zeit t.
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4.4 Analytische Losung der Wellengleichung nach der Methode von
d’ALEMBERT

Die eindimensionale, homogene Wellengleichung

o2u 1 &
cu _ 2 %8 _p, 4.4-1
dx? c? ot? ( )

wobei ¢? = E die Wellenausbreitungsgeschwindigkeit ist, soll nach der Methode von d’ALEMBERT durch
Y%
Koordinatentransformation gemarn

E=x-ct (4.4-2 a)
und
n=X+ct (4.4-2 b)

geldst werden, um einen Uberblick iiber die Lésungen zu verschaffen.

= u(x,t)=u(&n)
(%, ) =0(£(x 1), (1)

Ableitung nach der Kettenregel:

u_ou of o0 oy

(4.4-3)
oX 0& Ox 0om oX
Aus: E=x-ct folgt: % =1 % =—C
OX ot
n=X+ct folgt: 6_77:1; 6_77=+C
OX ot
Einsetzen in (4.4-3) ergibt:
ou_oi, oo 4.4
ox o0& Onm
Die zweite Ableitung erfolgt mit Hilfe von Gl. (4.4-4):
Fu_owor, FW o, FU oy 0% oy
OX®>  0L% Ox 0E0Onox OnoE Ox on® ox
=1 =1 =1 =1
Einsetzen der partiellen Ableitung fur & und 7 nach der Ortskoordinate X :
2 2~ 2~ 2~
gu_Ju,, 04 ot (4.4-5 a)

=— 42—+
ox2 o2 “econ on’
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Ableitung von Gl. (4.4-4) nach der Zeit t ergibt:
ou_od o0& ol on
ot o0& ot on ot

=—C

=— =+C

Einsetzen der partiellen Ableitung fir & und 7 nach der Zeit t :

ou ou  ou
—=C| ——+ —
ot o0& on
Die zweite Ableitung nach der Zeit t erfolgt mit Hilfe der vorigen Beziehung:

2 2~ 2~ 2~ 2~
au:C _6u6_§_ o°u 8_77+ o°u 6_§+8_u6_77

Ed 02 Bt OnoE ot 9 on ot on® ot

C =+C C =+4C

Einsetzen der partiellen Ableitung fiir £ und 7 nach der Zeit t :

(4.4-5 b)

Fu_[dn_, Fa o
o’ os2 “of on on?

Gleichung (4.4-5 a) und (4.4-5 b) in die Wellengleichung (4.4-1) einsetzen:

[ R S R —
ox* ¢ eat? o2 ofon on® c?

_Qu_1du_du , o Fu_ 1 [dfu_, du du
og*  ogon on

ergibt die gemischte Ableitung der Verschiebung U nach & und 7

”—
o°u ~0
o0& on

Die Normalform obiger Wellengleichung lautet:

o°u
0g on

Sie ist eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung und geht aus der Koordinatentransformation
gemal Gleichung (4.4-2 a) und (4.4-2 b) hervor. Sie kann durch zwei Integrationsschritte geldst werden.

T— Integrations- ,Konstante® ist eine freie Funktion von 7
(s n)=r(£)+s(n)

Die Umrechnung in die Ausgangsvariablen x und t gemaR Gleichung (4.4-2 a) und (4.4-2 b) liefert
die allgemeine Losung
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u(x, t)=r(x—ct)+s(x+ct)

der Wellengleichung. Sie erlaubt folgende Deutung:

(4.4-6)

Die allgemeine Losung stellt die Uberlagerung einer riick- und vorlaufigen Welle dar. r(x—ct) breitet

sich mit der Geschwindigkeit ¢ in positiver x-Richtung aus, wéhrend s(x +ct) in negativer x-Richtung

fortschreitet.

Die Form der Welle bleibt jeweils erhalten! Zur Zeit t, > 0 ergeben sich die folgenden Verschiebungen

entlang der x-Achse der beiden Funktionen r und s in Abbildung (4.4-1).

+ » X > X
;Ct1
Abb. 4.4-1: Vor- und ricklaufige Welle
Die Wellengleichung (4.4-6) muss an die Anfangs- und Randbedingungen angepasst werden.
Anfangsbedingungen zur Zeit t =0 :
u(x,0)=u,(x)=f(x) Anfangsauslenkung
%u(x, 0)=v,(x)=0 Anfangsgeschwindigkeit
Mit Hilfe der allgemeinen Lésung lautet die Auslenkung u zur Zeit t =0.
u(x, 0)=r(x)+s(x)="f(x) (4.4-7)
und die Anfangsgeschwindigkeit:
o(x—ct ‘ o(x+ct
a—u(x,0)= dr ( ) P (x+ct) =0
ot d(x—ct) ot d(x+ct) _ ot
—— —
=-C t=0 =+C t=0
dr ds
dx( ) dx ( )
Durch Ableitung nach der Ortskoordinate x folgt
dr ds df
aus Gl. (4.4-7): —(X)+—(X)=—(X 4.4-9
@47 (x)r(¥)= (%) (4.4-9)
dr ds
Aus Gl. (4.4-8): ——(x)+—(x)=0 4.4-10
( ) dx( ) dx( ) ( )
. . dr df
Gleichung (4.4-9) — Gleichung (4.4-10): 2d—(x) = d—(x)
X X
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Gleichung (4.4-9) + Gleichung (4.4-10): 2j—i(x) = %(x)

Integrieren: 1 (x)—r(0) = %(f (x)-f(0)) (4.4-11)
s(x)-s(0)= %(f (x)=f(0)) (4.4-12)

Die Rand-/Lagerbedingung u(0, 0) =f(0) ergibt G— X

u(0,0)=r(0)+s(0)=f(0) u(0,t)=0=f(0)

Addition von Gleichung (4.4-11) und (4.4-12):

U(x t)=r(x,t)+5(x t)-r (0)—S(O)=%f(x—ct)+%f(x+ct)—f(0)
~0)

Die Lésung fur die Anfangsrandwertaufgabe lautet dann:

u(x t)= %[f (x —ct)+f(x +ct)]

(4.4-13)

Mit voranschreitender Zeit t durchlaufen die Argumente (x—ct) und (x +ct)alle Werte auf dem Zah-
lenstrahl des offenen Interwalls (—oo, +oo). Die Auslenkung u(x, t) ist bislang nur auf dem Intervall

[O, I] erklart und wird im Folgenden an die Randbedingungen angepasst.

Beispiel:  Beidseitig eingespannter Dehnstab

] a

—» X
! -
Randbedingungen: u(0,t)=0 u(l,t)=0

Abb. 4.4-2: Beidseitig gelagerter Dehnstab

Aus der Losung und Gleichung (4.4-13) folgt fur das linke Stabende x =0:
u(0,t) = % f (—ct)+%f (+ct) =0
2N f(—ct)=—f(ct)

Obige Bedingung verlangt fiir alle t >0, dass f(x) als ungerade Funktion —f (—x) in der linken Koor-
dinatenhalbebene fortgesetzt wird.
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Abb. 4.4-3: Ungerade Fortsetzung der Funktion —f (—x)

Am rechten Stabende x =1 gilt mit der Losung aus Gleichung (4.4-13):

u(lt)=[F(1+et) +F(1-ct)] =0

- - . 2 o
Wird die Lésung periodisch in der Zeit mit — fortgesetzt, so ergibt sich:
c

u(x,t+2?lj:u(x,t)

f(=x)
Abb. 4.4-4: Periodische Fortsetzung

Am rechten Rand: X =1 gilt mit der Losung aus Gleichung (4.4-13):
u(l,t+2|—j:£f I—c(t+2|—] +£f I+c[t+2|—j =0
c 2 C 2 c

“Le-e vl f(ectr2)=0
2 2%,—4

=f(l+ct)

I e
N wegen 2— Periodizitat
c

2N f(——ct)=—f(I+ct)
Es zeigt sich, dass die Anfangsauslenkung f(x) ungerade und 2—'— periodisch Uber die x-Achse von
c

—o bis +oo fortgesetzt werden muss, damit die Randbedingungen des beidseitig eingespannten

Dehnstabs erfullt werden.
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4.5 Analytische Losung der Wellengleichung im Dehnstab nach der
Methode von BERNOULLI

Bewegungsgleichung des Dehnstabs:

pUu—Eu"=pk mit u:u(x,t)

T

Randbedingung (RB): u(0,t)=u(l,t)=0 (DIRICHLET-Randbedingung) 4
E=
~
Anfangsbedingung (AB):  u(x, 0) =u,(x) beidseitig unverschieblich | I
u(x, 0)=v,(x)
U-c?u” = pk (4.5-1)
T c= \/E Wellenausbreitungsgeschwindigkeit im Dehnstab
P

Lésungsmethode nach BERNOULLI:  Trennung der Variablen x und t mittels Produktansatz in eine
Ortsfunktion X (x) und eine Zeitfunktion T (t):

u(x, t)=X(x)T(t) =

Einsetzen in homogene PDGL

X (x)-T(t)-c? X"(x)T(t)=0 |- (X(x)-T (1))
und Division durch (X (x)-T (t)) fuhrt auf 2 gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung

nach Trennung in Gleichungen fir die Variablen T (t) und X(x):

"

2 2

=¢*Z_= Konstant = -

— |

Trennung in zwei homogene, gewohnliche Differentialgleichungen fir die Orts- und Zeitfunktion

- T(t)+ T (t)=0; (4.5-2)
= X (x)+ % X(x)=0 (4.5-3)

Hinweis: Die Gleichung (4.5-3) definiert eine Eigenwertgleichung.

Allgemeine Ldsung von Gl. (4.5-2):
T(t)=Acos vt +B sin w(t)

Lésung von Gl. (4.5-3):

X(x)=C cos Dy +D sin £x (4.5-4)
c c
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Zuerst Anpassung der Ortsfunktion X (x) an die Rand- (Lager-) —Bedingungen
Fir DIRICHLET-Randbedingungen folgt dann:
u(O,t):O = X(O):O:C-1+D-O = C=0
u(l,t)=0 = X(1)=0=0+Dsin 2|
C
< D=0 triviale Lésung
Die notwendige Bedingung fiir eine nicht triviale Losung ist hier die Eigenwertgleichung:
sin?1=0 & lenﬁ,
c C
denn die Nullstellen der Sinusfunktion sind 7 -periodisch
c .
a)n:nle— flr n=123,..
Die Lésung (es gibt unendlich viele) sind die
Eigenwerte bzw. Eigenfrequenzen n - w, = n;rIE; n=123,..
und die Eigenfunktionen (Eigenformen) n - X, (x) —sinZx = sin (nﬁ?j
C
Hinweis: Die Eigenfunktionen X, (x) sind bis auf einen konstanten Vorfaktor D bestimmt.
Bemerkung: Die Losung fur die Ortsfunktion X(X) =D sin @) ist die Eigenfunktion und fuhrt zu-
C
sammen mit ihrer zweiten Ableitung
w 2 w
X"(x)= —(—j D sin —I
c c
auf eine Eigenwertaufgabe mit der Differentialgleichung:
® 2
X"(x) = _(_J X (x) siehe Gl. (4.5-3)
c
—
2
Der Eigenwert lautet: A= —[%J

Die Differentialgleichungen zu jedem einzelnen Eigenwert o,
T, (t)+@’T,(t)=0

far die Zeitfunktion T (t) liefern jeweils die Losungsfunktion:
T,(t)=A,cos ot +B, sin ot

Somit lautet die allgemeine Losung der Wellengleichung fiir den beidseitig eingespannten Stab:
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u(x,t)=> X, (x)T,(t) Die durch Superposition der einzelnen L6-

sungsfunktionen entsteht.

u(xt)= gfi” (nnlﬁj {An cos (nﬂ'lgtj +B, sin [nﬂlgtﬂ

Die allgemeine Lésung u(x, t) entsteht durch Uberlagerung (Superposition) der Eigenschwingungen

u, (%, t):
u, (%, 1) = |:An cos (nﬂf—tj +B, sin (mlgtﬂ sin [n;zlfj

Wegen der sinusformigen Ortsfunktion X(x) ist die Lésung 2—I-periodisch. Fir den beidseitig einge-
c

spannten Dehnstab muss deshalb die Anfangsbedingung als ungerade Funktion in negativer x-Rich-
tung fortgesetzt werden.

Beispiel: Anfangsauslenkung u, (x) des Dehnstabs

Bilinear verteilte An-

A .
Uy (%) fangslenkung mit Ma-
ximum & in Feldmitte
6 .
Fortsetzung - } t > X
als ungerade -1 . 1/2 I
Funktion
nach links
Dehnstab g E

Abb. 4.5-1: Fortsetzung der Auslenkung u, (x) in den negativen Bereich

Die Anfangsbedingung sei fur die Verschiebung:

_,,
c
=
o
IA
x
A

X
u(x 0) = u, (x) =f (x) =26 = !
X .
1—|— fur

und fur die Geschwindigkeit:

Zt—u(x, 0)=v,=0

Die Zeitableitung der allgemeinen Ldsung ist:
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Somit ergibt sich fiur die Koeffizienten B,

B, =0 for vn=123, ...

Anpassung der allgemeinen Lésung an die Anfangsverschiebung u, :

u(x,0)= nZ:‘sin (n;zlijAn =U, (x)=f(x)

c
nr—

Multiplikation dieser Gleichung mit sin (m;zlij und Integration tber die Stabl&nge ergibt:

j‘f (x)sin (m;rlijdx =

0 n=1o

ij‘An sin (n;zli]-sin [m;zlij dx

linkes Integral =, ,

rechtes Integral =J, .,

Es gilt somit die Funktion f(x) fur die Anfangsverschiebung u, (x) in eine Sinusreihe zu entwickeln.

1/2 I
i‘]I me= J'isin (mzzi] dx + J'(l— 5) sin (mzzéj dx
25 o | [ [ [

2

. X X
sin|mz > | xcos| mz
1 ( | ) ( | j

172

lgcos (mz/2)

257" | (mr Y’ | Mz mz mz
() o | ()
I
_sin (mz/2) Ecos(m;r/z) _ cos (mx) . | cos (m;r)+
zY mz mz mz
'mj " | "
cos (mz/2) sin (m7/2)
mz -

(

mrz
I

i

Im;z
I

Das dritte und fiinfte Reihenglied ergeben zusammen null. Ebenso heben sich die Reihenglieder zwei,

sechs und acht gegenseitig auf.

) sin (mz/2) _2, sin (mz/2)
- (mﬂ_)z - 2 m?

25"

firm=123,...

I/2
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Berechnung der ersten Reihenglieder bis m =11:

m=1 2, 3, 4 5 6, 7, 8 9 10,

1 2l 1 -1 1 -1 -1
—-J == =, = = = =
28 I,m 72'2 |:12 0, 32 ’ 0, 52 y 0, 72 y 0, 92 y 0,
Bildungsgesetz
-1\
Jlmzz—lz(—)ZZS m=0,12,..
o7 (2m+1)
Die Integrale mit geradem m (=2, 4, 6, ...) sind null.
Indexverschiebung:
_1 m-1
JIm=282—|2L2 m=123,..
’ 7" (2m-1)
Das rechte Integral lautet:
|
Jim = _[sin (mﬂlijsin (n;zlijdx
0
Fall m=n: Integral 305 im Bronstein/Semendjajew-Formelsammlung:

sin (m—”)LX sin (m+n)”*
Jram = L(m—n)l } - 2((m+n))|

sin(m-n)m  sin(m+n)m
2(m-n) 2(m+n)

= fir alle m=n

11,

17

Das Ergebnis war wegen der Orthogonalitatsrelation zu erwarten.

Fall m=2: Integral 275 im Bronstein/Semendjajew-Formelsammiung

I %
J :jsin nz—| dx
r,nm o I

1 1 . nz
==X — 5 Sin 2— X

2 4(;1”) |

I 0

| .
=— - > Sin 2Nz

2 4(nﬂ

|

| N

=— fir n=m
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Damit lautet die Reihengleichung:

‘]I,m = ZAn ‘]r,nm = A1 ‘]rmn:w

2l ()™ |
g (2m —1)2 An 2

Alle anderen Reihenglieder J, =~ verschwinden:

n

Jiam =0 fir m=n

_1n 1
Ersetze m durch n: < A, :iz(—)zza firn=123..
7" (2n-1)

A, sind die Koeffizienten der Sinusreihe der Anfangsverschiebung

N
oZ}
I
—
c:
=
o
In
x
In

N —

Einsetzen der Koeffizienten A, und B, in die allgemeine Losung u(x,t) der Wellengleichung:

u(x,t)= iZSi(_l—)Mzsin (n;zliJcos (n;z(l:—tj

o7 (2n-1)

ergibt die Losung fur obiges Beispiel mit der Anfangsauslenkung u, =f(x) in Abb. (4,5-1).

Mit Hilfe der Additionstheoreme fiir das Produkt aus Sinus- und Cosinusfunktion

sin a cos B =%[sin (a—B)+sin (a +ﬂ)} (s. Bronstein, S. 157)
ergibt sich:
u(x,t ﬁi (- )" . {sm(nﬂ(x—ct))+sin (n—”(x+ct)ﬂ
72'2 n:l 2n l) | |

Die Lésung der Wellengleichung setzt sich aus der Summe einer vorlaufigen (ct - x) (nach rechts in

positiver x-Richtung) und einer riicklaufigen Welle (ct + x) (nach links in negativer x-Richtung) zu-

sammen.
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Die Summen der unendlichen Reihe sei:

bzw.:

Dann lautet die Losung fur obiges Beispiel:

Fazit:

u(x,t):%f (x—ct)+%f (x+ct)

Die Methode der FOURIER-Analyse mit Hilfe des Produktansatzes ergibt dieselbe Lésung wie
die Methode nach D‘ALEMBERT.
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4.6 Klassifizierung linearer partieller Differentialgleichungen zweiter
Ordnung

4.6.1 Beispiele fur partielle Differentialgleichungen der Mechanik und Wéarme-
Ubertragung

An dieser Stelle soll kurz auf die verschiedenen Typen linearer, partieller Differentialgleichungen zwei-
ter Ordnung eingegangen werden.

1) Falls Volumenkréafte: n(x) = pk vorhanden sind, ergibt sich fur die Differentialgleichung der Wel-
lenausbreitung im Dehnstab:

c” = E mit ¢ = Wellenausbreitungsgeschwindigkeit
o’u E o°u _ K P
a2 poac ” (4.5-1)

f

Bewegungsgleichung ist Ergebnis der Impulsbilanzgleichung

2) Die Kréaftebilanz der vorgespannten Membran (Vorspannkraft s, ) unter Querlast q = d(x, y) ergibt

hier die Querverschiebung w(x, y):

0w . ow g (4.5-2)

ox*  oy? s,

Herleitung siehe Vorlesung ,Methode der finiten Elemente®.

Beispiel: Vorgespannte Membran (,,Trampolin®)

Schnitt: —» S,
A e
y —

Abb. 4.5-1: Vorgespannte Membran unter Querlast
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3) Die Theorie der Warmeubertragung liefert fur den Stab folgendes Ergebnis:

T(x,t) = Temperaturfeld Massedichte

spez. Warmekapazitéat bei konstantem Volumen
Warmeleitfahigkeit

Warmequellen (z. B. elektrische Reaktion, nuk-
learer Zerfall)

2
QD
(e
L/
™
_‘N<O\Q

Abb. 4.5-2: Stab mit Warmequellen

Anhand der Energiebilanz (Zeitableitung innere Energie = Warmezufuhr):

E = Q
folgt die Warmeleitungsgleichung:

LT o
P T ek

+ pr

f

Warmequellen

Definition: Temperaturleitfahigkeit

i

Die Warmeleitungsgleichung des Stabs liefert das Temperaturfeld T (x, t) in Abhangigkeit der
Zeit t.

a T

or (4.5-3)
ot a\’ax2 c

v

4.6.2 Klassifizierung der partiellen Differentialgleichungen

Alle drei Gleichungen (4.5-1) bis (4.5-3) sind partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die ganz
unterschiedliche Prozesse oder Systeme beschreiben. Deren Lésungen verhalten sich vollkommen ver-
schieden. Die partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit der allgemeinen Form:

o°u o°u o°u ou ou
a—+2b——+c—=-F | XY, —, —,
OX ox oy oy ox oy
N J
e
Hauptteil

werden anhand der Diskriminante D = b? —ac des Hauptteils wie folgt klassifiziert:

>0 hyperbolisch
D=Db’-ac =0 parabolisch
< 0 elliptisch

Gleichung (4.5-1): Wellenausbreitung im Dehnstab: D =0- (1)[—EJ = E >0 = hyperbolisch

p) P
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Gleichung (4.5-2): PoissoN-Gleichung fir Membrane: D=0-(1)-(1)=-1<0 = elliptisch

Gleichung (4.5-3): Warmeleitungsgleichung: D=0-0-(—a,)=0 = parabolisch
2:

Der Term fir die 2. Ableitung 2};

fehlt in der Warmeleitungsgleichung.

Elliptische Differentialgleichungen werden in der Regel mit finiten Elementen geldst — siehe Vorlesung
,Methoden der finiten Elemente*.

Die zeitliche Diskretisierung von parabolischen und hyperbolischen Differentialgleichungen erfolgt ubli-
cherweise mit finiten Differenzen wie z. B. mit dem NEwMARK-Verfahren oder mit der zentralen Diffe-
renzenmethode.



