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Vorwort

Die neue Statik ist die alte Statik
und im Grunde ist sie heute mdchtiger
als je zuvor.

Einflussfunktionen sind ein klassisches Werkzeug der Statik. Sie verkniip-
fen Statik mit Anschauung, denn mit ein paar geschickten Skizzen—wenn es
sein muss auf einem Bierdeckel—kann man leicht dem Tragverhalten einer
Struktur nachspiiren und so Klarheit tiber kritische Punkte finden.

Leider ist aber die Anwendung der Einflussfunktionen etwas in den Hinter-
grund geriickt, denn in Zweifelsfillen spielt man dann doch lieber Varianten
mit dem Computer durch und umgeht so die Miihe, nach dem warum und
wieso zu fragen und tiefer in das Verstindnis des Tragverhaltens einzudrin-
gen.

Neue Ergebnisse haben jedoch das Interesse an den Einflussfunktionen
wieder belebt, denn es ist nun klar, dass finite Elemente mit Einflussfunk-
tionen rechnen. Das gleicht einer Rolle riickwirts. Man dachte, man sei der
klassischen Rechenverfahren ledig, und pl6tzlich sieht man, dass sie in den
finiten Elementen wieder auferstanden sind.

In der klassischen Statik beschrinkt sich das Thema Einflussfunktionen
auf den Satz von Land und seine Modifikationen und man verliert bald das
Interesse, weil sich die Einflussfunktionen so schwer berechnen lassen.

Heute benutzen wir finite Elemente und bei finiten Elementen ist der Be-
griff viel weiter gefasst. Das Stichwort heift Funktionale. Die Durchbiegung
in der Feldmitte, das Moment iiber der Stiitze, die Kraft in der Stiitze, all dies
sind Funktionale. Alles, was man berechnen kann, ist fiir die finiten Elemen-
te ein Funktional. Und zu jedem linearen Funktional gehort eine Greensche
Funktion, eine Einflussfunktion.

Nun sind Einflussfunktionen aber Biegelinien, also Verformungen und das
wird mit finiten Elementen zum Problem, denn FE-Netze besitzen nur eine
eingeschrinkte Kinematik. Es gibt nur einen beschrinkten Vorrat an An-
satzfunktionen (shape functions), um Verformungen darzustellen. Und das
ist der Grund, warum FE-Ergebnisse in der Regel falsch sind, denn das FE-
Programm kann mit der eingeschrinkten Kinematik eines Netzes die exakten
Einflussfunktionen nicht generieren, es iiberlagert daher gezwungenermafen
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gendherte Einflussfunktionen mit der Belastung und so sind die Ergebnisse
auch nur Niherungen.

Denn eigentlich sind die Einflussfunktionen die wahren shape functions,
die physikalischen shape functions. Diese muss das FE-Programm moglichst
gut anndhern. Wenn das gelingt, dann sind auch die FE-Ergebnisse gut.

In der Computerstatik geht das Thema Einflussfunktionen also weit {iber
den Satz von Land hinaus und um diesem Umfang einigermafsen gerecht zu
werden, haben wir dieses Buch geschrieben.

Es ist kein Buch fiir Erstsemester, der Leser sollte mit dem Thema Ein-
flussfunktionen schon etwas vertraut sein, dem Thema in den Statik- oder
Mechanikvorlesungen schon begegnet sein.

Wir behandeln das Thema auch scheinbar mit einem sehr spitzen Bleistift.
Das ist aber im Grunde Notwehr, weil sich in der Statik doch viele Dinge im
Laufe der Zeit eingeschliffen haben und der mathematische Hintergrund der
Formeln nicht immer offenbar und evident ist.

Kassel Friedel Hartmann, Peter Jahn
Friihjahr 2016 hartmann@be-statik.de, PJahn@uni-kassel.de

PS. Urspriinglich sollte der Titel nur Einflussfunktionen — vom modernen
Standpunkt aus heifen. Im Zeitalter der Suchmaschinen schien es uns jedoch
sinnvoll, das Wort Statik mit in den Titel aufzunehmen. Es war nicht unsere
Absicht einen (nicht existierenden) Gegensatz zwischen alter und neuer Sta-
tik zu konstruieren. Nur der Blickwinkel auf die Einflussfunktionen hat sich
mit dem Computer geéndert.
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1. Grundlagen

1.1 Einfiihrung

Zur Einleitung wollen wir kurz die Arbeits- und Energieprinzipe der Statik

das Prinzip der virtuellen Verriickungen
den Energieerhaltungssatz

das Prinzip der virtuellen Krifte

den Satz von Betti

in moderner Form herleiten, um das Thema Einflussfunktionen erschop-
fend und prézise behandeln zu kénnen.

ou
<« | | > «| >
- f f
a
¥
ow ow —
ow =tan ¢ -x
Translation (Pseudo) Drehung
b c

Abb. 1.1 Diese Bewegungen kontrollieren das Gleichgewicht in der Stabstatik, a) Ver-
schiebung eines Stabes, b) Translation eines Balkens, ¢) Drehung eines Balkens

11
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1.1.1 Das Prinzip der virtuellen Verriickungen

An einem Stab mogen zwei gegengleiche Krifte +f ziehen, s. Bild 1.1 a.
Weil sich die beiden Krifte gegenseitig aufheben

—f+r=0, (1.1)

kann man die Gleichung mit einer beliebigen Zahl Ju multiplizieren, ohne
etwas an dem Ergebnis zu verédndern

ou-(—f+f)=—-0u-f+du-f=0. (1.2)

Statisch bedeutet dies, dass man den Stab beliebig verschieben kann (du) und

jedesmal ist die Arbeit der beiden Stabendkréfte in der Summe null. Das ist

das elementarste Beispiel fiir das Prinzip der virtuellen Verrickungen.
Formal beruht es auf der Tatsache, dass, wenn eine Gleichung null ist

Eq=0, (1.3)
dass dann auch das Produkt der Gleichung mit beliebigen Zahlen du null ist
ou-Eq=0. (1.4)

Was natiirlich auch dann gilt, wenn « und du Funktionen sind. Geniigt also
z.B. u(z) der Differentialgleichung

—FBAY" (x) — p(z) =0 0<z<l, (1.5)

dann folgt
l
/ (—EAY' —p)dudr =0, (1.6)
0

oder nach partieller Integration und der Annahme, dass du(0) = du(l) = 0
ist

UNGSN

1
d:r:/ poudr. (1.7)
0

1.1.2 Der Satz von Bett:

Wenn zwei Zahlen z; und zs die beiden Gleichungen
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16sen, und man multipliziert die beiden Gleichungen jeweils mit der anderen
Zahl ’tiber Kreuz’,

3}2’3'.161:12'3)2 .1171'3'.%'2:18'.731, (19)

dann sind die linken Seiten gleich und daher miissen auch die rechten Seiten
gleich sein,

A12 =12 To = 18- X, = Agl . (1.10)

Das ist der Satz von Betti in seiner elementarsten Form. Auf dieser ein-
fachen Algebra beruht im Grunde der Satz von Betti. Die reziproken dujfSeren
Arbeiten zweier Systeme, die im Gleichgewicht sind, sind gleich grof.

Sind zwei Vektoren u; und us die Knotenverschiebungen eines Fachwerks
in zwei unterschiedlichen Lastfillen

Ku = f, Kus=f,, (1.11)
dann ergibt eine skalare Multiplikation ’iber Kreuz’ das Resultat
ul Ku, =ul f, ul Kuy =ui f, (1.12)

und weil die linken Seiten gleich sind, miissen auch die rechten Seiten gleich
sein

uy fr=ui f5, (1.13)

miissen die reziproken #ufteren Arbeiten der Knotenkréfte gleich grof sein.

1.1.3 Einflussfunktionen

Um die Gleichung
3.2=12 (1.14)

zu 16sen, dividieren wir die rechte Seite durch die Zahl 3, was man aber auch
als Multiplikation der rechten Seite mit dem Faktor g = 1/3 lesen kann. Die
Zahl g, ‘the magic number’, ist die Losung der Gleichung

3.9g=1, (1.15)

wenn also auf der rechten Seite eine 1, eine "Punktlast’, steht. Wie natiirlich
muss dann die Zahl
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1
r=g-12=3-12=4 (1.16)

die Losung von (1.14) sein. Das ist die Technik der Einflussfunktionen oder
Greenschen Funktionen (daher der Buchstabe g).

Soll etwa die Verschiebung w; eines Fachwerkknotens berechnet werden,
so setzen wir in den Knoten eine Kraft f; = 1, s. Bild 1.2 b, bestimmen die
dazu gehorigen Knotenverschiebungen des Fachwerks, den Vektor g;,

Kg,=e; (i-ter Einheitsvektor) (1.17)
und bilden das Skalarprodukt zwischen g; und dem Lastvektor f
u=elu=e K 'f=g'f. (1.18)

Bei einem Balken setzen wir in analoger Weise eine Einzelkraft P = 1 in den
Aufpunkt z, bestimmen die zugehdrige Biegelinie Gy (y, ), s. Bild 1.2 d, und
iiberlagern die Belastung mit dieser Biegelinie, um die Durchbiegung w(z) in
dem Punkt z zu erhalten

l
w(zr) = /O Go(y, =) p(y) dy . (1.19)

1.1.4 Identitdten

Beim Rechnen in der Statik geht es in der Regel um das Losen von skalaren
Gleichungen

ku=f, (1.20)
oder um das Losen von Gleichungssystemen wie
Ku=f, (1.21)
oder das Losen von Differentialgleichungen wie
EIw'V (z) = p(x). (1.22)
Zu jedem der Operatoren auf der linken Seite gehort eine einfache Identitét

g/(u,du) =duku—ukdu=0 (1.23)

Z)(u, ou) =dul’ Ku—ul Kdu=0 (1.24)
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/.

v |
WAVAN
VavaN

p

bbby
\J w(z) B

C

=

S
GO (y/ (IJ)
Abb. 1.2 Verformungsberechnungen, a) Fachwerk, b) g, = Einflussfunktion fiir u;, c)

Biegebalken, d) Einflussfunktion fiir w(x)
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KN I
—
8
=
~
—
=

Abb. 1.3 Treppensteigen
als Anwendung der partiel-
len Integration

VMM

dx =0.
s EI

(1.25)

1
fg/(wﬁw) = / ETw' §wdx + [Véw — Mow']l —
0

Nur die letzte Identitét ist nicht ganz so offensichtlich, weil sie auf partieller
Integration beruht und wir daher die Einschrinkung machen miissen, dass
die Funktionen w und éw aus C*(0,1) bzw. C?(0,1) sind, damit sie gilt.

Die Arbeits- und Energieprinzipe der Statik sind verbale Umschreibungen
solcher mathematischer Identitéten.

1.2 Greensche Identitiaten

Wir stellen im Folgenden zunéchst in knapper Form die wesentlichen Dif-
ferentialgleichungen der Stabstatik vor und notieren die zu ihnen gehérenden
Identitéten.

Gemiéf der partiellen Integration

l l
/ o' (z) Su(z)de = [udu]l — / u(x) 6u' (z) dx (1.26)
Jo 0

ist der folgende Ausdruck eine Identitét

- l

!
Au, du) = /0 u' () du(x)de — [udu)l) + /0 w(x)du'(x)de =0. (1.27)
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] ]
I !
a b

/OZN(x)dx—O /OIM(x)dx—O

Abb. 1.4 Das Integral der Normalkraft und des Biegemomentes ist null

Die beiden Funktionen miissen nur hinreichend glatt sein, u(z) und du(zx)
miissen in C'(0,1) liegen (stetige erste Ableitungen auf dem Intervall (0,1)
haben), damit die partielle Integration zuléssig ist.

Die elementarste Anwendung der partiellen Integration ist das Treppen-
steigen

b
| 1@an =0 - sa). (1.28)

Wenn bei jedem Schritt dx der Zuwachs an Hohe df = f'(z) dx betrégt, dann
steigt man insgesamt um das Maf f(b) — f(a) nach oben, s. Bild 1.3.

Diese so einfache Glg. (1.28) ist der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung. Aus ihm folgt z.B., dass das Integral der Normalkraft
N(z) = EAv (x) in einem beidseitig festgehaltenen Stab null ist, s. Bild
1.4 a,

!
/ EAW (z)dr = [EAu)l, =0 (1.29)
0
und ebenso das Integral der Biegemomente M(x) = —EIw’(x) in einem

eingespannten Balken, s. Bild 1.4 b,
l
/ —FEIw"(z)dx = —EI (w'(l) — w'(0)) = 0. (1.30)
0
Bei partiellen Ableitungen lautet die Regel der partiellen Integration

/u,ivd():/univdsf/ wv,; di2. (1.31)
9] r 17}

Hier ist I" der Rand des Gebiets {2 iiber das integriert wird, n; ist die i-te
Komponente des Normalenvektors n auf I" und
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P
Stab P Schubtriger @
| =D I |
(@ u(l
u(@) | ) o)
T | ve |
P P
Balken
Seil @ M(x) @
H <—D D—» H ]
I B V() |
(x)
P Th. II. Ordg.
P
el. Bettung @ M()
i‘\ ‘\ N« Hd
c
T(x)
Abb. 1.5 Bauteile der Stabstatik
ou
Uy 1= 0z, (1.32)

ist eine abkiirzende Schreibweise fiir die Ableitung nach x;.
Aus dieser Gleichung folgt, dass wenn eine Scheibe (2 an ihrem Rand I’
festgehalten wird, u, = u, = 0, dann ist das Integral der Spannung

Ope = E (€20 +Veyy) = E (Ugyp +V Uy,y ) (1.33)

(und ebenso von o,,) null, denn

/ E(Ug,p +v 1y, ) d2 = / E(ugng +vuyny)ds=0. (1.34)
Q r
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1.2.1 Ldngsverschiebung u(x) eines Stabes

—EAY"(z) = p(x) (1.35)

o ! 'NON
' (u, 6u) = / —EAY (x) du(z) dx + [N Su)l) — / ZA dr =0,
Jo 0

dulere virt. Arbeit innere virt. Arbeit

(1.36)

mit der Normalkraft N = FAv/, s. Bild 1.5.

1.2.2 Schubverformung wg(xz) eines Balkens

—GAw!(z) = p(x) (1.37)
i v/ !
C(we, dw,) = /0 —GAW! () bws(x) da + [V dw,]h — ; % dr =0,
A, 0A;
(1.38)

mit V = GAw, .
1.2.3 Durchbiegung w eines Seils

—Hw" (z) = p(z) H = Horizontalzug im Seil (1.39)
mit V(z) = Hw'(z) als der Querkraft in dem Seil

« : 7 l ZV(SV
o (w,0w) :/ —Hw (z)éw(x)dm+[V6w]Of/ Td:ﬁ:o. (1.40)
0 Jo

0A, SA;

1.2.4 Durchbiegung w eines Balkens

EIw'V(z) = p(z) (1.41)
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i l l
‘(w,ow) = / ETw"™Y (z) dwdx + [V dw — M ']} —/ JM;I]V[ dz =0,
0 0

5A, 5A,

(1.42)
mit M(z) = —EIw"(xz) und V(z) = —EIw" ().
1.2.5 Durchbiegung w eines Balkens, Theorie II.
Ordnung

EIw'V(z) + Pw"(z) = p(x) P = Druckkraft (1.43)

1
w,ow) = / (ETw' (z) + Pw" (x)) 6w dx + [T dw — M ']}
0

6Aq
l
- / (]V[ oM _ Puw'(z)dw'(x))dz =0 (1.44)
o FEI
5A;
mit der Transversalkraft
T(z) = —-Elw"(z) - Puw'(z) =V(z) — Pw' (), (1.45)

als der Erweiterung der Querkraft um den vertikalen Anteil aus der schrig
gerichteten (w’ = tan ¢) Druckkraft P

1.2.6 Elastisch gebetteter Trdiger
EIw'V (z) + cw(z) = p(z) (1.46)

G (w,bw) = /Z(EI w' (2) + cw(x)) dw(z) dr + [V dw — M o'l
0

6Aq

_ /Ol(]vadll\Z[ + cw(x)dw(x))dx=0. (1.47)

SA;
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1.2.7 Zugbandbriicke

EIw!'V(z) — Huw"(x) = p(z) H = Vorspannkraft (1.48)

l
;Cé/(w, dw) = /0 (ETw!'V (z) — Hw" (x)) 6w(z) dz + [V 6w — M sw']}

6Aq

L MoM / /
f/o( o H ! (2) 8w (@) dz = 0, (1.49)

§A;

mit V = —ETw" (z) + Hw'(z).

1.3 Die Arbeitssidtze der Statik

In allen Identititen, wie z. B. der des Seils,

1 Ly v
C (w, 6w) = / —Hw" (z) dw(x) dx + [V dw]g — %dw:m (1.50)
0 0

werden Kréfte [F] mit Wegen [L] iberlagert, werden Arbeiten — [F'-L] addiert
1
/ CHw'(z)6w(z)de = [F/L)-[[]-[[] = [F-I]  (151)
0

[V dw]ly = V(1) 6w(l) — V(0)dw(0) = [F - L] — [F - L] (1.52)

Vv o R
/Oﬁdx— Fo =L, (1)

und die Gesamtbilanz ist am Schluss null. Auf diesem 'Nullsummenspiel’
beruhen die Arbeits- und Energieprinzipe der Balkenstatik.

Prinzip der virtuellen Verriickungen

C(w,0w) = A, — 5A; = 0. (1.54)

Energieerhaltungssatz

Ist das zweite Argument identisch mit dem ersten, dann formuliert die
Identitét den Energieerhaltungssatz
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/

Abb. 1.6 Tumbleweed /&L

1
E C///(wvw) =A,—A4;,=0, (155)

der besagt, dass die dufere Eigenarbeit (deswegen der Faktor 1/2) als innere
Energie gespeichert wird.

Prinzip der virtuellen Krifte

Riickt man w(z) an die zweite Stelle und iiberldsst den ersten Platz einer
Testfunktion dw*, die man, wie es Tradition ist, mit einem Stern schreibt,
dann ist es das Prinzip der virtuellen Krifte

G (ow*,w) = 5A; — 5A; = 0. (1.56)

Satz von Betti

Auch der Satz von Betti gehort an diese Stelle, weil er durch Spiegelung
aus der ersten Greenschen Identitéit entsteht
=~ > > !
P (w, ©) = C(w,w) —C (b, w) :/ ETw" (z)w(x) de + [V o — M o'}
0

- [wV—w'M]lo—/lw(x)EIﬁJW(x) dz =0, (1.57)
0

Az

was bedeutet, dass die reziproken &ufseren Arbeiten zweier Biegelinien w und
w gleich grof sind, v%(w,uﬁ) =A12— A1 =0.
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1.4 Ein Nullsummenspiel...

Die Arbeits- und Energieprinzipe der Mechanik und Statik beruhen also
auf Integralidentititen wie

= sin(z)
= cos(z?)
=22 4+22x+1 "

1 !
/ —u wdx + [u u]l, - / (u)?dx =0 (1.58)
0 0

e 2 <

die sich im Grunde nur aus einer Formel herleiten—der partiellen Integration.

Die erste Greensche Identitéit gleicht dem Spiel, das der Wiistenwind (=
ou) mit dem ausgetrockneten tumbleweed (= u) treibt, s. Bild 1.6. Egal, wie
stark der Wind blést, und wie grof die Kapriolen sind, die Bilanz ist am
Schluss immer null, (C/()(u, ou) = 0.

Mit der partiellen Integration kommt die Dualitdt in die Mechanik hinein,
also das Wechselspiel von Kraft und Weg. Die fundamentale Bedeutung des
Arbeitsbegriffs fiir die Mechanik beruht auf den Greenschen Identitéten.

Am Anfang steht immer das L,-Skalarprodukt' von zwei konjugierten Gro-
Ken, von Kraft und Weg,

1
/ —EAW uwdr = Kraft x Weg (1.59)
0

und wie natiirlich entstehen so aus dem Ausgangsintegral durch partielle
Integration die Arbeits- und Energieprinzipe der Mechanik und Statik.
Es gibt eben nicht nur die klassische Formel der partiellen Integration

l 1
Au,v) = / o' vdr — [uv]}) +/ wv'dz =0, (1.60)
0 0

sondern viele weitere Mdoglichkeiten, Paare von Funktionen in einem ’Null-
summenspiel’ miteinander zu verkniipfen

i
/ —FAV vdz + ...
0

1
ETu!Y
/0 wvdrt =0. (1.61)

/ —Auvd2+ ...
2

! Das La-Skalarprodukt von zwei Funktionen ist die Uberlagerung der Funktionen.
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p=10kN/m
B -
o M(I)"m
50 kN V(x)
| |
] ]

Abb. 1.7 Kragtriger, aux = Hilfssystem

Und dass es Nullsummen sind, also Invarianten, darauf beruht der Erfolg der
Arbeits- und Energieprinzipe.

1.5 Beispiele

Nach dieser doch knappen, schlagwortartigen Auflistung sollen im Folgen-
den Beispiele helfen, den Inhalt zu veranschaulichen.

1.5.1 Das Prinzip der virtuellen Verriickungen

Die Biegelinie des Kragtriger in Bild 1.7

Elw'(z)=10  w(0)=w'(0)=0 M1 =V(1)=0 (1.62)
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hat die Gestalt
1 10 50 125
4 3 22

w(x) = BT (ﬂx —% 2 5 ) (1.63)
und die Schnittkréfte lauten
M(z)=-522 +50x — 125  V(z)=—10z +50. (1.64)
Die erste Greensche Identitét der Balkengleichung,
W(w,éw) = /ZEIwIV(x) dwdx + [V dw — M sw']}) — l MESSIM dr =0,
’ ’ (1.65)

reduziert sich unter Beachtung von (1.62), und wenn wir annehmen, dass
dw(x) eine zuldssige virtuelle Verriickung ist,

ow(0) =0 sw'(0) =0, (1.66)
auf den Ausdruck
l l
> M oM
(g(w,(iw) :/ 10 - dw dx — de:O, (1.67)
b 0 o FEI

der die Bilanz dA, — 6 A; = 0 darstellt.
Wiihlen wir z.B. als zuliissige virtuelle Verriickung die Funktion dw(z) = 22,
so finden wir in der Tat, dass die Bilanz null ergibt

=

g)(wwz) = / 10 - 2* dzx */ (=52% + 502 — 125) - (—2) dz
0

0
12 12
_ 120 120 s A =0, (1.68)
3 3
Die virtuelle Verriickung
dw(x) = cosx (1.69)

ist dagegen keine zuléssige virtuelle Verrlickung, denn bei dieser Bewegung
wird das eigentlich feste linke Lager verriickt, dw(0) = cos0 = 1. Das setzt
aber die Giiltigkeit von g)(w, dw) = 0 nicht aufer Kraft. Man muss jetzt
nur richtig z&hlen und beachten, dass nun auch die Querkraft V(0) = 50 eine
Arbeit leistet, und so ergibt sich mit dem Momentenverlauf

SM(z) = —EI éw"(z) = ET cos x (1.70)

auch das richtige Resultat (es ist —50-1 = —V(0) - cos 0)
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5 5
Z/(w,cosx):/ 10coszdzr —50-1 —/ (=522 + 502 — 125) cos z dx
0 0

= 95950+ 59.50 = 0. (1.71)
—— N —
§A, 0A;

Auch die Starrkérperbewegungen dw = a + bx sind keine zuléssigen virtuel-
len Verriickungen, aber trotzdem ist ihre Anwendung erlaubt und sogar gebo-
ten, denn zwei spezielle Starrkérperbewegungen, dw(z) = 1 und dw(z) = =,
kontrollieren das Gleichgewicht, also die Summe der vertikalen Kréfte und
die Summe der Momente um das linke Lager

) 5
{///(w,l):/o 10-1dz —V(0)-1=50—-50=0 Sw=1, (1.72)

5
;(/(w,x):/() 10-zdx — M(0)-1=125-125=0 ow=uz. (1.73)

(M(0)-1 = M(0)-z') . Nur wenn w orthogonal zu diesen beiden Verriickungen
ist, dann herrscht Gleichgewicht.

1.5.2 Energieerhaltungssatz

Man iiberzeugt sich auch leicht, dass die Biegelinie des Kragtragers dem
Energieerhaltungssatz geniigt

1 I
- q//(w,w):f/ p(z)w / —dw —A;
9 - 2 J
-1 i(1562 5 — 1562.5) (1.74)
2 El ’

dass also die dufere Eigenarbeit A, gleich der inneren Energie A; ist.

1.5.3 Das Prinzip der virtuellen Krifte

Bei diesem Prinzip wird die Reihenfolge von w und dw vertauscht und
man schreibt dann iiblicherweise dw* statt dw

l
0

LM M
f/ 0 dx=0. (1.75)
0

ET

Die Mohrsche Arbeitsgleichung basiert auf dieser Gleichung. Dort nennt man
dann die Funktion jw* = w
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p=10kN/m pr=1
T ey P ¢
|
M IM*

SMEM*
w(l =/ dz
() . TEI

Abb. 1.8 Kragtriager

Um auf diesem Weg die Durchbiegung am Kragarmende des Trigers in
Bild 1.8 a zu berechnen, belasten wir den Tréiger in einem zweiten Lastfall
mit einer Einzelkraft P* =1, zu der die Biegelinie dw*(x) gehort

EIwV =0 6V'()=1 &M*(1)=0. (1.76)

Wegen w(0) = w’(0) = 0 folgt dann

l *
(é)(éw*,w):P*w(l)f/ oM™ M dr =0, (1.77)
: Jo EI
oder
l
SM* M
. = 1.
1 w(il) /O e, (1.78)

was die Mohrsche Arbeitsgleichung ist.

Nach diesem ersten Probestiick wollen wir das Prinzip der virtuellen Krifte
nun systematischer fassen. Es sind, wie immer bei der ersten Greenschen
Identitét, zwei Funktionen im Spiel. Die Biegelinie w(z), die jetzt an die
zweite Stelle riickt und eine Biegelinie dw*(x), die den ersten Platz einnimmt.

Weil dw*(x) an erster Stelle steht, liefert dw*(z) die Kraftgrofen, also die
Streckenlast

EISw*V (z) =:6p* (1.79)

und ebenso die Momente und Querkrifte am Balkenanfang und Balkenende
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§V*(0) = —EIsw* (0)  6V*() = —EIéw*" (1)
SM*(0) = —EIsw* (0)  6M*(l) = —EIsw* (I). (1.80)

Wir nennen die Gesamtheit der dufieren Kréfte, die zu dw*(z) gehoren, 6 K*.

Weil die Weggrofen von dw* an den Balkenenden in der ersten Green-
schen Identitét nicht abgefragt werden, muss Jw* keine Riicksichten auf die
Lagerbedingungen des Trigers nehmen.

Die Identitét g(dw*, w) = AL —3JAF = 0ist dann die Bilanz der duferen
Arbeiten dA;. die die Krifte JK* auf den Wegen w(x) leisten minus der
virtuellen inneren Energie §A?, also der Uberlagerung von 6M* und M.

In der Literatur wird das Prinzip der virtuellen Krifte wie folgt ausge-
sprochen:

Prinzip der virtuellen Krifte

Ist ein System wvon dufSeren Kriften SK* im Gleichgewicht, dann ist die
dussere Arbeit 6A* dieser Krifte auf den Wegen der Verformung u des Sy-
stems, hier der Durchbiegung w(x),

l
5A;;:/ EI§wV w(z)de + [6 Viw —§ M* W]}, (1.81)
0

gleich der virtuellen inneren Energie §A}, also dem Integral

l
O M*M
0AF = dx . 1.82
- [ (182)
In der Summe also
0A; —§A; =0, (1.83)

was mit ((///(510*, w) = 0 identisch ist.

Manchmal wird verlangt, dass die Kréfte 0 K* infinitesimal klein sein miis-
sen, aber dafiir gibt es keinen sachlichen Grund, denn partielle Integration
macht keinen Unterschied zwischen grof und klein.

Das Gleichgewicht der virtuellen Krifte ist garantiert, weil wir die Kréfte
aus der Funktion dw* (dem 'Mutterschiff’) durch Differentiation abgeleitet
haben und jede Funktion dw* € C%(0,1) die Gleichgewichtsbedingungen er-
fillt

g)@w*, ow) =0 ow=a+bzx. (1.84)
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Abb. 1.9 Stockwerkrahmen, Belastung und Verformung

Anders wire es, wenn EI§w*’V und die Balkenendkrifte § V* und §M*
nicht zueinander passen wiirden, wenn sie ’gewiirfelt’ wiren, dann wire die
Bilanz § A} — 6 A} nicht notwendig null.

1.6 Rahmen

Die Erweiterung der Identitdten auf rahmenartige Tragwerke wie in Bild
1.9 ist einfach, denn die Summe von Nullen ist null, 0 + 0 = 0.

Der Rahmen mdge aus n Stielen und Riegeln mit entsprechenden Lings-
und Biegeverformungen u; und w; bestehen. Fiir jedes u; bzw. w; formulieren
wir die zugehorige erste Greensche Identitét und dann addieren wir all diese
Identitédten

04+0+...40=0. (1.85)

Im néchsten Schritt trennen wir diesen Ausdruck nach duflerer und innerer
Arbeit auf. Was in den Identitdten dufsere Arbeit ist, bleibt auf der linken
Seite und was innere Arbeit ist, kommt auf die rechte Seite, womit wir am
Schluss einen Ausdruck wie

5A, = 0A; (1.86)

vor uns haben.
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Der Term 04, ldsst sich in der Regel weiter vereinfachen. Die beiden zu u
und w gehorigen Identitéten eines einzelnen Riegels oder Stieles,

(i, 6u;) =0 (lings) C(wi, 6w;i) =0 (quer) (1.87)

>

tragen in der Summe zu 0A, einen Ausdruck wie

l; l;
/ De Ou; dr + / p. 0w; dx + [N; 6ui]6i + [Vi dw; — M; 5w§]8 (1.88)
0 0

Randarbeiten

bei. Das sind also die virtuellen dufieren Arbeiten der Streckenlasten p,
(laings) und p, (quer) zwischen den Knoten, und die Randarbeiten, die die
Balkenendkrifte, N;, V; und M; auf den zu ihnen konjugierten virtuellen Ver-
riickungen leisten.

Wenn in den Knoten des Rahmens keine Kréfte oder Momente angreifen,
dann sind die Anschlusskrifte der Balken in den Knoten unter sich im Gleich-
gewicht. Was als Normalkraft N ankommt, wird als Querkraft V' weitergelei-
tet, etc. Ferner sind die Verformungen und auch die virtuellen Verriickungen
der Balken in den Knoten alle gleich grof.

Aus dem Gleichgewicht an den Knoten und dem Gleichklang der virtuellen
Verriickungen folgt, dass die Summe der Randarbeiten, also die Summe iiber
die eckigen Klammern in jedem Knoten null sind, und damit reduziert sich
die Bilanz auf

l

l; i
0A, = E [/0 P dw; dx +/0 Dg Ou; dix]
1 l
— = P . 1.
Ei [ . EA dx + . EL dz] = 04, (1.89)

Wenn Punktlasten in den Knoten angreifen, dann springen die beteiligten
Balkenendkrifte um die Grofe dieser Punktlasten, d.h. die Summe iiber die
Randarbeiten (die eckigen Klammern) ergibt dann in dem Knoten einen Bei-
trag wie P - dw(z).

Den Ausdruck (1.89) kann man nun weiter vereinfachen, indem man auf
das Anschreiben der Integrationsgrenzen verzichtet und ebenso die Indices
an u; und w; und FA; und EI; etc. weglédsst, denn jeder weifs ja, welcher Teil
des Rahmens gerade gemeint ist. Man schreibt also

5Aa:/p25wdx+/pz(5udaf (1.90)

und

NON MoM
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Abb. 1.10 Einzelkrifte erfordern eine Zweiteilung des Feldes

so dass aus den vielen Identitaten am Ende schlieRlich der Ausdruck

NN MM
(SAa—/pZ(S’UJdCE-‘r/pzdudI—/ﬂd.T-i— TdI—(SAZ
(1.92)

wird.

1.7 Einzelkrifte und Einzelmomente

Es ist noch zu klaren, wie die Einzelkrafte und Einzelmomente in die Ar-
beitsgleichung hineinkommen, also Terme wie P - jw(z).

Diese Terme kommen von den eckigen Klammern, den Randarbeiten, denn
Einzelkréfte und Einzelmomente auf freier Strecke machen eine Zweiteilung
der Biegelinie in wy, () und wg(x) notwendig, weil man, anschaulich gesagt,
nicht einfach {iber eine Einzelkraft hinweg integrieren kann. Der Rand ent-
steht dort, wo die beiden Hélften zusammenstofien.

Man integriert vom linken Lager bis zur Stelle Z des Tragers, stoppt dort,
und setzt hinter dem Lastangriffspunkt die Integration fort

C(w,0w) = Clwr,dw) oz + C(wr,0w)my=0+0=0. (1.93)

Die beiden Teile der Biegelinie, wy,(z) und wgr(z), sind jeweils homogene
Losungen der Balkengleichung, weil wir der Einfachheit halber annehmen
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Abb. 1.11 Der Triger muss in fiinf Integrationsintervalle unterteilt werden

diirfen, dass keine Streckenlasten vorhanden sind
Elwg(z)=0 0<z<=Z Elwgr(z)=0 T<xz<l, (1.94)

und an der Stelle Z gehen die beiden Losungen stetig ineinander iiber, bis auf
die Momente My und Mg bzw. die Querkrifte V; und Vg, die um den Wert
des Momentes bzw. der Einzelkraft springen, s. Bild 1.10,

MR(.f) — ML(.f) =0 VL(i’) — VR(f) =P. (195)

Bei der Addition der Randarbeiten, also der eckigen Klammern an der Uber-
gangssstelle, bleibt allein die virtuelle Arbeit des Einzelmomentes bzw. der
Einzelkraft iibrig

(VL 0w — My ow']5 4 [Vr dw — Mg dw']s = P - dw(z) (1.96)
und somit lautet die Bilanz bei einer zuléssigen virtuellen Verriickung

1
M oM
0A, =P - dw(z) = ———dx =04,;. (1.97)
o FEI
Gegebenenfalls muss man, s. Bild 1.11, die Integration mehrmals unterbre-
chen

(ﬁ/(w, dw) = ?‘/(wv 6w)(w1,w2) —l—i’é/(w, 6“’)(902,903) +.. +gy///(w7 6w)($51$6)
=0+0...+0=0. (1.98)

All dies gilt natiirlich auch fiir Lagerkrifte, die ja auch Punktkrifte sind. Da-
mit sie in der Bilanz auftauchen, muss man allerdings virtuelle Verriickungen
benutzen, die offiziell nicht zuldssig sind, die die 'Ruhepflicht’; die Festhaltung
der Lager, ignorieren, was mathematisch ja vollkommen legitim ist.

Ist dw eine solche virtuelle Verriickung des Durchlauftrégers in Bild 1.11,
die auch die Lager verschiebt, dann stehen in der ersten Greensche Identitét
des Gesamtsystems jetzt auch die Arbeiten der Lagerkrifte
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Abb. 1.12 Lagersenkung
und Lagerverdrehung

(f)(w,éw) = My 6w (z1) + Adw(z1) + Péw(wy) + M dw'(x3) + B Sw(xy)

P

vo "MsM
+/ powdx + Cdw(ze) — dezo. (1.99)
5 0

Wir konnen gleich den umgekehrten Schluss ziehen:

Wenn man nur mit zuléssigen virtuellen Verriickungen dw an einem Trag-
werk 'wackelt’, dann sind die Randarbeiten in den Lagern null.

1.8 Lagersenkung

Im Zusammenhang mit einer Lagersenkung interessieren uns drei Themen:

e Der Energieerhaltungssatz

e Das Prinzip der virtuellen Verriickungen

e Die Anwendung des Prinzips der virtuellen Kréfte zur Berechnung von
Verformungen

Das rechte Lager des Trégers in Bild 1.12 senkt sich um ein Maf w . Die
Biegelinie des Trégers

Elw' V=0 w(0)=w'(0)=0 M1 =0 w(l)=ws, (1.100)

besteht aus zwei Funktionen, einer Biegelinie w1 (2) mit den korrekten Rand-
werten
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w1(0) = wi(0) =0 M(l)=0 wi(l) =wa (1.101)

und einer zweiten Biegelinie wy(z), die den (eventuellen) Fehler von wy, dass
namlich ETw!V nicht null ist, korrigiert, d.h.

EIwlY(z) = —ETw!V(z) wa(0) = wh(0) = wa(l) =0 My(l) =0,
(1.102)

so dass die Summe w(x) = wy(x) + wa(z) den Gleichungen (1.100) gentigt.

Wenn natiirlich ETw!" null ist, dann ist w; schon die exakte Lésung und
wy ist dann nicht notwendig.

Energieerhaltungssatz

Beginnen wir auf der Diagonalen, der Uberlagerung von w mit sich selbst

l e
- M
(((w,w):/ E[wlvwd:c—F[Vw—Mw']é—/ —dz
i 0 o EI
l]\/[2
=V() - — —dr=0. 1.103
() wa— [ Gpde=0 (1.103
Nach Multiplikation mit 1/2
1('//(ww)—lV(l) w 1/l%2dar—0 (1.104)
2 7V T A2 )y EITT T ‘

ist dies der Energieerhaltungssatz.
Prinzip der virtuellen Verriickungen

Nun gehen wir auf die Nebendiagonale, dw sei also eine beliebige zuldssige
virtuelle Verriickung. Zuldssig bedeutet, dass die folgenden Randwerte null
sind, dw(0) = dw’(0) = dw(l) = 0, und weil auch die Streckenlast null ist,
EIw!V =0, ist 64, = 0, und somit muss auch §A4; = 0 sein

1
“(w,dw) = — MoM —64;=0. (1.105)
‘ o EI
Das mag iiberraschen, aber man versteht es, wenn man an die Mohrsche
Arbeitsgleichung denkt: Wir berechnen in (1.105) mit Hilfe der Einzelkraft
V(1) im rechten Lager, um wieviel die virtuelle Verriickung dort nach unten
geht, aber dw(l) = 0.
Wir machen die Probe und wihlen als dw(z) die Biegelinie, die sich ein-
stellt, wenn am rechten Ende eine Moment 0M = 1 den Balken verdreht, s.
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(1.106)

(1.107)

Jetzt vertauschen wir die Platze von w und dw, das wir in Jw* umbenen-

nen, wir formulieren also das Prinzip der virtuellen Krdifte

C(6w*,w) = §AL —6AF =0,

(1.108)

und berechnen mit diesem Prinzip beispielhaft die Durchbiegung in Balken-
mitte, s. Bild 1.12. Traditionsgeméif heift die Biegelinie, die den virtuellen
Kriftezustand beschreibt, bei der Formulierung der Mohrschen Arbeitsglei-

chung auch nicht dw*, sondern w.
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Wir lassen also eine Einzelkraft P = 1 in Richtung der gesuchten Verschie-
bung wirken und formulieren mit den beiden Teilen der Biegelinie

W =Wg, +Wp (1.109)

und w die erste Greensche Identitdt und erhalten so, wir iiberspringen die
Zwischenschritte, das Ergebnis

Gl @1, w) 0050 + G (@r,w) 0500

.
- _ M M
=1-w(0.50)+V(1) wa— dx =0, (1.110)
o FEI
oder aufgelost nach der gesuchten Durchbiegung
.

M M .

w(0.51) :/ de =V (1) -wa. (1.111)
o FEI

Bei einer Lagersenkung ist also die Mohrsche Arbeitsgleichung um den Bei-
trag —V(I) - wa zu erweitern, wobei V(I) die Lagerkraft aus P = 1 ist.
Der Beitrag ist negativ, weil er eigentlich auf die linke Seite gehort, zu den
virtuellen dufleren Arbeiten.

Wenn sich die Einspannung um einen Winkel ¢ verdreht,
Elw'™ =0  w/'(0) =tanpa w(0)=w()=M(1)=0, (1.112)

dann gilt auf der Diagonalen

; (//(w w) = 1M(O) tanpa — 7/ —dx—07 (1.113)
und auf der Nebendiagonalen (dw(0) = dw(l) = dw’(0) = 0)
1
C(w,dw) = — MM o — 0, (1.114)
: y EI
bzw.
1
> M*M
C(sw*, w) = M*(0) - tan g 4 —/ ) 57 de=0. (1.115)
0

Wie oben folgt daraus fiir die Uberlagerung von @ (Einzelkraft in Balken-

mitte) mit w das Ergebnis (wir lassen die Zwischenschritte wieder weg)
MM

, EI

((//(U’J,w) = M(0)-tanpa + 1-w(0.51) — dx =0 (1.116)

oder umgestellt
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Abb. 1.14 Schraubenfeder
-

_ _ MM

1-w(0.51) :—M(O)-tancpA—i-/ o dx . (1.117)
0

Das Moment M(0) ist das Einspannmoment aus der Einzelkraft P = 1. Ei-
gentlich gehort es auf die linke Seite, weil es virtuelle duflere Arbeit ist, und
so steht es rechts mit dem Faktor (—1).

1.9 Federn

In matrizieller Schreibweise lautet das Federgesetz, s. Bild 1.14,

k. —k ur | | f
{,k E } {uﬂ = {fj (1.118)
oder, kiirzer, K u = f.

Zu diesem System gehort die Identitét
Clu,0u) =0u" Ku—u' Kdu=0. (1.119)

Ist w die Gleichgewichtslage der Feder, K u = f, dann ergibt sich daraus das
Prinzip der virtuellen Verriickungen fiir die Feder

C(u,0u) = du’ f —ul Kdu=04,—64;,=0 (1.120)
und analog das Prinzip der virtuellen Krdifte

Clout,u) =uT f* —uT Ku=38A%5 — A7 =0. (1.121)

1.10 Temperatur

In der linearen Statik darf man die Ergebnisse superponieren und so kann
man den Lastfall Temperatur wie einen zusitzlichen Lastfall behandeln

w(r) =wrp1 +wrr2 + ... +wr. (1.122)

Wir diirfen immer annehmen, dass wp am statisch bestimmten Tragwerk
berechnet wird, also die Form
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o= aptT
p = Qr h
h R
#%—H E
Al=arTl
Abb. 1.15 Temperatur
AT .
wr(z) = ar—-z +ax+b, (a, b sind Konstante) (1.123)

hat, weil eventuell nétige Korrekturen in den vorangehenden Lastféllen be-
handelt werden.

Das Prinzip der virtuellen Krifte fiir eine Biegelinie wy, wir setzen eine
Punktlast P* =1 in den Aufpunkt z, lautet dann

!
C(6w*, wr) =1 - wp(x) — / EIsw*" wlider=0 (1.124)
0
oder mit w4, = ar AT/h
!
AT
wr(z) :/ oM™ ar—- dz . (1.125)
0

Hierbei ist ag ~ 107% (Stahl, Beton) der Temperaturkoeffizient des Mate-
rials, AT ist die Temperaturdifferenz zwischen Ober- und Unterkante des
Trégers und h ist die Triagerhohe, s. Bild 1.15.

Genauso leitet man die Formel fiir die Lingsverschiebung aus Temperatur
ab

1
uT(af):/ ON* arTdzx, (1.126)
0

wobei T' die Anderung gegeniiber der Ausgangstemperatur ist.
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1.11 Die vollstindige Arbeitsgleichung

Wir haben nun alle Teile zusammen, um die vollstdndige Arbeitsgleichung
zu formulieren

MM NN AT
=[St [y ek [Wer Shins [Narrar

M; M;
ki . kyj
Normalkraftfedern Biegmiern
— ZkaAk 7ZMZ tanpa; . (1.127)
k l

Lagerverschiebungen  Lagerverdrehungen

Das 0 auf der linken Seite steht, wie es in der Statik-Literatur Tradition ist,
sowohl fiir Verschiebungen als auch Verdrehungen.

Wenn es eine Verdrehung ist, dann ist es der Tangens des Drehwinkels, weil
in der ersten Greenschen Identitdt—auf der die Arbeitsgleichung ja beruht—
das Moment mit dem Tangens gepaart ist

A+ Vw—-Muw]+. .. (1.128)

und nicht mit dem Drehwinkel.
Nur so wird die Arbeitsgleichung auch ihrem Namen gerecht, stehen links
wie rechts wirklich Arbeiten

!
M-&:lkNm~tangp:[F~L}~[]:/... (1.129)

1.12 Kurzform

Es ist nun sicherlich miihsam, fiir ein gegebenes System die Bilanz
0A, =04, (1.130)

aus den Greenschen Identitéten der einzelnen Tragglieder zu entwickeln. Das
macht kein Ingenieur so, sondern er weiff nach ein wenig Ubung automa-
tisch, welche Beitrige er dA, zuschlagen muss. Das sind die Arbeiten der
Streckenlasten

l !
/ P, 0w dx / p, oudz (1.131)
0 0

und die Arbeiten der Punktlasten
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P, dw(x) P, du(zx) M §w' () etc. (1.132)
und die Beitrige zu §A; sind auch bekannt

MM NN AT
0A; = I dr + A dx+/61\4aTde+/5NaTTd$
SF, F; §M; M,
+4+y

ki

726kam€ 7251\/[1 tanpay,
% ]

(1.133)

J

und sie verkiirzen sich meist auf

1 1
MoM NON

A= | ——
0 . Bl dz + . BA

dz (1.134)

oder oft noch einfacher auf

Y MSM
o EI

5A; = da . (1.135)

1.13 Dualitét

Die Arbeits- und Energieprinzipe des Balkens entwickeln sich spielerisch
aus dem Arbeitsintegral

/l EIw"V (z)dw(z) dz (1.136)
0

also der Uberlagerung (= Ly-Skalarprodukt)? von Kraft und Weg. Wie dies
geschieht, ist in der ersten Greenschen Identitit detailliert dargelegt. Und
was fiir den Balken gilt, gilt fiir die anderen Bauteile ebenso.

Kraft und Weg sind die beiden Pole, um die sich die Statik dreht. Der
Arbeitsbegriff ist der zentrale Begriff der Statik und die fundamentale Re-
chenoperation der Statik ist das Skalarprodukt

Die Kunst im Umgang mit der ersten Greenschen Identitét besteht nun
einfach darin, die virtuelle Verriickung so zu wihlen, dass man die Informa-
tion bekommt, die man sucht. Dabei hat man die Auswahl zwischen drei
Techniken

2 Hier wird deutlich, warum es sinnvoll ist, die Uberlagerung von zwei Funktionen ein
Skalarprodukt zu nennen
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Abb. 1.16 Einflussfunktionen bei einem Einfeldtréger

Prinzip der virtuellen Verriickungen Z/(w, ow) =0 Krifte

41

Prinzip der virtuellen Krifte gf)(&u*, w) =0 Wege
Satz von Betti D (wy,wy) =0 Wege und Kriifte

Mit dem Satz von Betti kann man Weg- und Kraftgrofen berechnen. Mit

dem Prinzip der virtuellen Krifte nur Weggrofen und mit dem Prinzip der

virtuellen Verrickungen nur Kraftgrofen, {iblicherweise Lagerkrifte.

Im Prinzip der virtuellen Verriickungen formuliert man
 (w,dw) = Reale Krifte x virtuelle Wege — a(w, §w) = 0

und im Prinzip der virtuellen Krifte dagegen

(1.137)
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l
_l—» 442
212

Abb. 1.17 Einflussfunktion fiir Moment in einem Sparren

((///(&w*,w) = Virtuelle Krifte x reale Wege — a(dw*,w) =0. (1.138)

Will man zum Beispiel die Lagerkraft A an dem Einfeldtréger in Bild 1.16
berechnen, so kann man eine Drehung um das rechte Lager, dw(z) =1 — x/l,
als virtuelle Verriickung wéhlen

G (w, w) = / ' o) bw(z) d — V(0) 5w(0) = 0, (1.139)
0

und die Identitdt dann nach A = V(0) auflésen

A‘l—/olp-(l—glg)dm. (1.140)

Der Vollstindigkeit halber wollen wir auch zeigen, wie man mit dem Prinzip
der virtuellen Verrickungen Einflussfunktionen fiir Kraftgrofen an statisch
bestimmten Tragwerken berechnen kann, obwohl das Vorgehen eigentlich mit,
dem Satz von Betti identisch ist.

Weil das Tragwerk nach Einbau des entsprechenden Gelenkes kinematisch
ist, ist die virtuelle innere Arbeit §A; = 0 und somit muss auch 64, = 0 sein
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Cw,0w) =64, —0=0 (1.141)

wihrend beim Satz von Betti

& (w7(5w) == ALQ — A2,1 =0 (1142)

die Arbeit A null ist, s. S. 117, und daher muss auch A; > null sein. Ma-
thematisch sind aber §A, und A, > bei den folgenden Beispielen gleich, nur
werden sie anders benannt, und daher ist kein Unterschied zwischen den bei-
den Verfahren an dieser Stelle.

Um die Einflussfunktion fiir das Moment in Balkenmitte zu bestimmen,
bauen wir ein Gelenk in Balkenmitte ein, und bringen das zuvor innere Mo-
ment M auf beiden Seiten des Gelenks als dufteres Momentenpaar auf, damit
der Balken weiterhin die Wanderlast abtragen kann.

Dann erteilen wir dem Balken eine virtuelle Verriickung dw(z) derart,
dass sich die Balkenmitte um einen noch niher zu bestimmenden Wert Aw
absenkt. Der Stabdrehwinkel der linken Halfte dabei ist dw) = Aw/(I/2) und
der rechten Hilfte ist dwy = —Aw/(1/2). Gemék dem Prinzip der virtuellen
Verriickungen gilt

C(w,0w) = A, — 5A; = 0. (1.143)

Nun ist die virtuelle innere Arbeit bei dieser Bewegung null (wie bei einer
Marionette) und daher muss auch die Summe der virtuellen dufseren Arbeiten
Null sein

A, =1-6w(z) — M Swhy + M -dwk =0. (1.144)
Wenn man nun Aw so grof wéhlt, dass
dwy — dwp =1 (1.145)
ist, also Aw = /4, dann folgt
M(z) =1-dw(x). (1.146)

Zur Bestimmung der Einflussfunktion fiir die Querkraft in Balkenmitte bauen
wir in die Mitte des Balkens ein Querkraftgelenk ein, und korrigieren diesen
Verlust an Querkrafttragfihigkeit dadurch, dass wir links und rechts von dem
Gelenk die zuvor innere Kraft V' als duflere Stiitzkraft wirken lassen. Dann
spreizen wir dieses Gelenk so, dass die beiden Seiten des Gelenks jeweils um
4+0.5 m nach oben bzw. nach unten ausweichen und berechnen die virtuel-
le duflere Arbeit, die dabei von der Wanderlast und den beiden Kriften V'
geleistet wird

0A, =1-ow(z)—V(z)-05-V-05=1-0w(x)—V(z)-1=0 (1.147)
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Abb. 1.18 Mohr und der Satz von Betti, es ist einfacher M zu bestimmen, als die Bie-
gelinie Go(y, )

oder
V(z) = dw(x). (1.148)

Die Logik lésst sich auch auf Wandermomente anwenden, wenn also ein Mo-
ment iiber den Tréger lduft. Ein Wandermoment M = 1 leistet Arbeit, wenn
man es verdreht. Das Mafs fiir diese Arbeit ist das Produkt aus dem Moment
und dem Tangens des Drehwinkels, also

M - 5w’ (1.149)

und daher sind die Einflussfunktionen fiir A(z), M(z) und V(z) in diesem
Fall identisch mit den Ableitungen von dw(x).

Sind Streckenlasten vorhanden, dann geschieht die Auswertung der Ein-
flussfunktionen durch Integration
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Ax) = / o) dw(z) dz . (1.150)

Bei schriigen Stében, wie dem Sparren in Bild 1.17, muss man darauf achten,
dass nur der Anteil von dw(z), der in Richtung der Wanderlast fallt, gezihlt
wird.

1.14 Mohr contra Betti

Man kann die Durchbiegung eines Balkens mit der Mohrschen Arbeitsglei-
chung (dem Prinzip der virtuellen Krifte) berechnen

L M(y) M ,
w(z) =/ Mdy “(Go,w) =0 (1.151)
o EI :
oder mit dem Satz von Betti
l -
w(x) = / Go(y,x)ply)dy  FH(Go,w) =0. (1.152)
0

Die letztere Gleichung benutzt aber kein Ingenieur, weil er dazu erst die
Biegelinie Gg(y, ) bestimmen miisste, die die Einzelkraft P = 1 an dem
Triiger erzeugt, s. Bild 1.18. Die Berechnung der Momente M = —EIGY
fallt dem Ingenieur dagegen viel leichter, und das ist der Grund, warum
Verformungen an Tragwerken mit der Mohrschen Arbeitsgleichung berechnet
werden und nicht mit dem Satz von Betti.

Allerdings muss man bei Mohr mehr tun, um zum Ergebnis zu kommen,
wie man in Bild 1.19 sieht, denn man muss die Momente M und M iiber den
ganzen Rahmen integrieren, wihrend sich dasselbe Ergebnis nach dem Satz
von Betti durch eine Auswertung in einem Punkt ergibt.

Mit Blick auf die finiten Elemente scheint es so zu sein, dass Mohr die
genaueren Ergebnisse liefert, weil sich die mittleren Fehler in M}, und Mj, (den
FE-Né&herungen) besser ausgleichen, wihrend Betti ja genau den richtigen
Wert Go(y,z) am Ort y von P treffen muss. Aber Mohr und Betti sind zwei
Seiten einer Medaille! Wenn man mit finiten Elementen rechnet, dann sind
die Ergebnisse gleich genau (oder gleich ungenau), weil man Mohr mittels
partieller Integration in Betti umformen kann und umgekehrt.

Anmerkung 1.1. In der Statikliteratur schreibt man fiir das Integral (1.151)
kiirzer

Vi

)=
o EI

dz (1.153)

taucht der Aufpunkt z nicht auf, und deswegen kann dann die Integrations-
variable = heiffen. Auch wir haben diese kurze Form bei der Arbeitsgleichung
benutzt und werden sie gelegentlich weiter benutzen.
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C paN
Abb. 1.19 Berechnung der Horizontalverschiebung eines Knotens mit Mohr und mit dem
Satz von Betti, a) Momente aus Last, b) Momente aus P = 1, c¢) Verschiebung aus

P =1 (= Einflussfunktion fiir die Horizontalverschiebung)
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Abb. 1.20 Der Satz von Betti, System 1 der reale Balken, System 2 derselbe Balken, frei
schwebend, ohne Belastung, ohne Lager, sich frei um sein rechtes Ende drehend

1.15 Schwache und starke Einflussfunktionen

Die Gleichung

. _
w(m):/o Wdy (1.154)

nennen wir eine schwache Einflussfunktion und die Gleichung

1
w(z) = / Goly, z) p(y) dy (1.155)

eine starke Einflussfunktion. Man kann also w(z) aus den Momenten, der
zweiten Ableitung von w, berechnen oder aus der Streckenlast, also der vier-
ten Ableitung von w.

Schwache Einflussfunktionen basieren auf der ersten Greenschen Identitét,
in der Formulierung als Prinzip der virtuellen Krdfte,

TG w) =0 (1.156)

und starke Einflussfunktionen auf der zweiten Greenschen Identitit, dem Satz
von Betti

Z(G,w)=0. (1.157)

Das Standardbeispiel fiir eine schwache Einflussfunktion ist die Mohrsche
Arbeitsgleichung (1.154).

Mit der Mohrschen Arbeitsgleichung kann man aber keine Kraftgrofien wie
etwa die Querkraft
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G3(y,z) = wo + X1 - wn

b wo
X1 =1
(“‘ 511 .
i —
C w1
(in =1
M,y

d

Abb. 1.21 Mohr und Kraftgréfen, a) Einflussfunktion fiir V(z), b) am statisch be-
stimmten Triger, c) Korrektur mit Xy, d) Moment aus X1 =1

l P=1
a Go(y,x)

e

v —
b Gi(y,x)

Abb. 1.22 Einflussfunktionen beim Seil fiir a) die Durchbiegung und b) die Querkraft
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2 [P MM
V(z) = Bl dy (1.158)
berechnen. Was klar scheint, denn welche virtuelle Kraft will man anwen-
den, um die Querkraft V(z) in einem Punkt zu berechnen? Das Prinzip der
virtuellen Krifte taugt also nur zur Berechnung von Weggrofen.
Auch rechnerisch ist das Ergebnis null, wie das folgende Beispiel zeigen soll.
Betti kann mit der Einflussfunktion fiir V'(z), s. Bild 1.21 a, die Querkraft in
Balkenmitte exakt voraussagen

l
V(z) = / Gy, ) ply) dy (1.159)

Probiert man dasselbe mit Mohr, dann muss man geméaf (1.158) das Mo-
ment M der Einflussfunktion mit dem Moment M aus der Belastung iiberla-
gern. Die Einflussfunktion G5(y,x) setzt sich aus zwei Teilen zusammen, der
Scherbewegung in Bild 1.21 b, und einem Zusatzterm, der den Fehler in der
Einspannung korrigiert. Entsprechend hat M die Gestalt

M=X,-M; +0, (1.160)

wenn wir das Moment der stiickweise linearen Scherbewegung null setzen (was
nur im Aufpunkt etwas problematisch ist). Die Uberlagerung ergibt jedoch
null und nicht V(z)

l v l
2 [P MM M M,
V(z) = 7dy:X1/ dy =0, (1.161)
o EI o EI

weil die Uberlagerung von M und M; die Kontrolle ist ( Reduktionssatz)®, ob
die Verdrehung des Balkens in der Einspannfuge null ist was sie ist.

Man kann sich das auch analytisch zurechtlegen. Am einfachsten geht das
an einem Seil mit den beiden Einflussfunktionen Gg(y,z) fiir die Durchbie-
gung und Gi(y,x) fiir die Querkraft V(z) = Hw'(z) in Seilmitte, s. Bild
1.22.

Formal geschieht die Herleitung so, dass man die Strecke (0,1) in der Mitte
zweiteilt, dabei einen Spalt (z — &, x + ) lédsst, die Identitét

l
f/’(w,w):/ —Hw" wde + [V bl — a(w,d) =0 (1.162)
0

fiir jeden Teil getrennt formuliert und dann den Spalt gegen Null gehen lésst

‘G (Go,w) = lim { G (Go,w)0.0-0) + G (Go,w)se} = 0+0.
(1.163)

3 Die Uberlagerung von M mit M; muss null sein (KraftgroRenverfahren)
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Abb. 1.23 Die kanonischen Randwerte von Stab und Balken

Wir erhalten so
; l
S/(/(Go,w):/ 0-wdz+1-w(z)—a(Go,w) =0, (1.164)
0
was die Gleichung von Mohr ist

l‘/OV

w(z) = a(Go,w) = ; ﬂdy, (1.165)

wihrend aus der Formulierung

.l
g/(Gl,w) = /0 0-wdx+ (Vi(z_) = Vi(zy)) - w(z) — a(Gy,w)
=040 -w(z)—a(G,u) =0 (1.166)

folgt, dass a(G1,w) = 0 ist, was sich auch aus

l
Clw,Gy) = / pGidy —V(z)-1—a(w,Gy) =0 (1.167)
0

=0 (Betti)

ergibt. Fiir mehr Details iiber den Unterschied zwischen schwachen und star-
ken Einflussfunktionen sei auf [31] verwiesen.

1.16 Die kanonischen Randwerte

Die erste Greensche Identitdt besteht aus lauter Skalarprodukten kon-
jugierter Grofen. Dabei kommt den Weg- und Kraftgrofen in den eckigen
Klammern, deren Produkte die Randarbeiten sind,
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[Nulg = N u(l) = N(0)u(0) = fauz + frw (1.168)
Vw—Muwlhy=V({)w() - M(>1)w 1) — V(0)w(0) + M(0)w'(0)
= faug + faus + frur + faus, (1.169)

eine spezielle Bedeutung zu. Sie kann man als die kanonischen Werte eines
Stabes bzw. eines Balkens bezeichnen, s. Bild 1.23. Das kommt am besten in
den Steifigkeitsmatrizen des Stabes

EAT 1 —1][w] _[fi
= = 1.170
l {—1 1} {Uz_ | f2 ( )
und des Balkens
12 =61 =12 =617 [uq ] fi
EI | —61 41> 6l 217 Usg f2
T l-12 o6 12 6| us| " | Fs (1.171)
—61 2[2 61 4[2 _’M4_ f4

zum Ausdruck.

Die Steifigkeitsmatrizen formulieren eine Kopplung zwischen den 2 + 2
Weg- und Kraftgrofen eines Stabes bzw. den 4 4+ 4 Grofen eines Balkens.
Sind Streckenlasten vorhanden, dann sind die Gleichungen um den Vektor p
der Auflagerdriicke zu erweitern,

Ku=f+p, (1.172)

der beim Stab zwei Komponenten und beim Balken vier Komponenten hat
l
pi = / p(z) ¢f (x) dz 1=1,2 (Stab) (1.173)
0

l
pi = / p(z) ¢ (x) dz 1=1,2,3,4 (Balken) . (1.174)
0

Die ¢ (z) sind die zwei bzw. vier Einheitsverformungen des Stabes bzw. Bal-
kens, s. Bild 3.6 auf S. 159. Die Auflagerdriicke sind die Krafte, mit denen die
Lasten auf die Lager driicken und an ihnen ziehen, um sie zum Nachgeben zu
zwingen. Die Festhaltekrifte versuchen dies zu verhindern. Sie haben daher
das entgegengesetzte Vorzeichen

Auflagerdriicke — Festhaltekréfte x(—1).

Bei den finiten Elementen operiert man meist mit nur einem Vektor f = f+p,
der beide Anteile enthilt, also die Kréfte f;, die direkt in den Knoten angrei-
fen, und die Kréfte p; aus der verteilten Belastung. Wenn der Ingenieur sagt,
dass er Lasten in die Knoten reduziert, dann sind das eigentlich die p;.
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e Man kann immer nur einen Teil der u; und f; frei wihlen, der andere Teil
ist dann durch das System K u = f + p bestimmt.

e Und in jeder Gleichung darf es immer nur eine Unbekannte geben, wie im
Fall eines gelenkig gelagerten Trigers

12 —61 —12 —61 0 fi? 121

EI | —61 412 61 212 U ? 0 D2

B =12 6 12 6l 0 | | f3? + ps |’ (1.175)
—6l 2[2 6l 4[2 ’U,4? 0 P4

e Und man kann nicht zwei konjugierte Groken gleichzeitig vorschreiben,
also an einem Stab mit einer Kraft von 10 kN ziehen und gleichzeitig
verlangen, dass die Langsverschiebung u (1) dabei 1 em betragen soll.

Die eigentlich wichtige Botschaft ist jedoch,

e Man kann die fehlenden Weg- und Kraftgrofen an den Enden eines Ele-
mentes aus der Gleichung Ku = f + p berechnen, wenn man die eine
Halfte kennt.

e Wenn man die u; und f; am Balkenende kennt, dann kann man mit ihnen
(zusammen mit der Belastung p(z)) die Verformungen und Schnittgrofen
in allen Punkten dazwischen berechnen.

Dieser Schluss ist so wichtig, dass wir noch niher auf ihn eingehen wollen.

1.17 Die Reduktion der Dimension

Beim Drehwinkelverfahren sprechen wir vom Grad der kinematischen Un-
bestimmtheit und meinen damit die Zahl der unbekannten Knotenverschie-
bungen und Knotenverdrehungen. Wenn die Verformungen der Knoten be-
rechnet worden sind, nennen wir das Tragwerk kinematisch bestimmt, und
wir konnen uns dann daran machen, aus den Knotenwerten die Verformungen
und die Schnittgréften zwischen den Knoten zu berechnen.

In der Stabstatik reicht es also offenbar aus, die Weg- und Kraftgrofen auf
dem 'Rand’ zu kennen—in den Knoten—um die Verformungen und Schnitt-
grofen in den Punkten dazwischen berechnen zu kénnen, s. Bild 1.24.

Denn nur so ist es moglich, dass sich die Statik eines Rahmens auf zwei
Vektoren, w und f, die dem Gleichungssystem

Ku=f+p (1.176)

geniigen, reduzieren lisst. Das bedeutet:



1.17 Die Reduktion der Dimension 53

/\

(‘l—» )4'1—»

oo viele Werte

AN

4

=

I~

al_, £

D
41 /
AN
e

<
ﬁ‘v‘
ﬁ‘v‘

Abb. 1.24 Die Knoten sind die 'Rdnder’ eines Rahmens. Weiff man, was in den Knoten
passiert, dann weifs man alles...

Endlich viele Knotenwerte bestimmen die unendlich vielen Verformungen
u(z), w(z),w(z) und Schnittgréfen N(z), M(x),V (z) in den unendlich vie-
len Punkten der Stiele und Riegel.

Das ist aber doch eine Reduktion um Eins. Die n = 1 dimensionalen
Tragglieder schrumpfen auf eine n —1 = 0 dimensionale Menge von Punkten,
von Knoten, zusammen. Erst diese Reduktion erlaubt die Anwendung des
Drehwinkelverfahrens.

Alle linearen, selbstadjungierten Differentialgleichungen erlauben es, die
Dimension eines Problems um Eins zu verringern, n — (n — 1). Der prakti-
sche Wert dieser Reduktion kann nicht hoch genug geschétzt werden.

Wenn man die Weg- und Kraftgrofen auf dem Rande kennt, dann kann man
die Verformungen und Schnittgrofen im Innern mittels Einflussfunktionen
aus den Randwerten berechnen.

Zur Ermittlung der Spannungen in einer Staumauer (n = 3), s. Bild 1.25,
reicht die Kenntniss der Verschiebungen und Spannungen auf der Oberfliche
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Abb. 1.25 Staumauer, auf der Wasser- und Luftseite kennt man den Spannungsvektor
t = Sm und im Fels den Verschiebungsvektor w = 0. Die fehlenden Werte, den Span-
nungsvektor £ im Fels und den Verschiebungsvektor « des oberen Teils kann man durch
Lésen einer Integralgleichung (‘Knotenausgleich auf der Oberfliche der Staumauer’) be-
rechnen. Anschlieffend kann man aus den Randwerten alle interessierenden Werte im Innern
der Staumauer berechnen

der Staumauer (n = 2) aus. Um eine Platte (n = 2) zu berechnen, reicht die
Kenntniss der Weg- und Schnittgrofien 1ings des Randes (n = 1) aus und bei
einem Balken (n = 1) muss man nur die Knotenwerte kennen.

Die einfachste und elementarste Umsetzung dieser Idee ist das Lineal.
Eine Gerade (die Losung der Differentialgleichung «” = 0) ist durch ih-
re beiden Randwerte eindeutig bestimmt und daher kann man die Gerade
zeichnen, wenn man das Lineal an die Endpunkte anhélt. Das Lineal ist die
Einflussfunktion der Geraden.

1.18 Methode der Randelemente

Die Methode der Randelemente ist die Anwendung dieser Idee auf Fl&-
chentragwerke (Scheiben und Platten). Sie hat ihren Namen von den kurzen
Geradenstiicken (Randelementen), in die der Rand der Platte oder Scheibe
unterteilt wird. Eine Unterteilung des Innern wie bei den finiten Elementen
ist nicht notig, so wie ja noch nie ein Ingenieur einen Knotenausgleich ’im
Feld’ gefiihrt hat.

Man kann sich die Methode der Randelemente als eine Mischung aus dem
Drehwinkelverfahren und Einflussfunktionen vorstellen. Der Rand der Platte
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Abb. 1.26 Deckenplatte, a) die Knoten der Randelemente und b) die Hauptmomente
im LF g

oder Scheibe wird in Randelemente unterteilt, s. Bild 1.26 und 1.27, um die
Randverformungen und Randkrifte (= Funktionen) mit Polygonziigen dar-
stellen zu konnen. Dann wird, wie beim Drehwinkelverfahren, ein Knoten-
ausgleich durchgefiihrt—allerdings nicht iterativ, sondern in einem Schritt.

Anschliefend werden dann mit Hilfe von Einflussfunktionen aus den Ver-
formungen der Rénder und den Lagerkréften die Schnittgrofien im Innern der
Platte oder Scheibe berechnet.
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Abb. 1.27 Wandscheibe, a) Knoten der Randelemente, b) Lagerkrifte, ¢) Hauptspan-
nungen
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Abb. 1.28 Stab, a) System und Belastung, b) geniherte Einflussfunktion—ihr fehlt der
Knick, c¢) Fundamentalldsung, sie hat den Knick an der richtigen Stelle, aber ihre Rand-
werte sind nicht null; die horizontalen Verschiebungen sind, um sie sichtbar zu machen,
nach unten abgetragen

1.19 Finite Elemente und Randelemente

Finite Elemente und Randelemente werden of miteinander verglichen und
die Vor- und Nachteile der beiden Methoden abgewogen. Wir wollen das
hier nicht wiederholen, sondern nur darauf hinweisen, dass das wesentliche
Werkzeug beider Methoden Einflussfunktionen sind.

Ein FE-Programm berechnet die Verschiebungen ganz klassisch mit
Einflussfunktionen

l
un(z) = / Galy, ) p(y) dy (1.177)

nur dass die Einflussfunktion G},(y, ) eine Ndherung ist, s. Bild 1.28 b, weil
sie den Knick unter der Einzelkraft nicht darstellen kann (zumindest, wenn
der Aufpunkt z zwischen den Knoten liegt).
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Abb. 1.29 Test eines
Keilriemens

Die Methode der Randelemente geht im Grunde genauso vor, aber sie
benutzt eine sogenannte Fundamentallésung g(y,x). Das ist eine Funktion,
die den richtigen Knick unter der Einzelkraft aufweist, die aber an den Enden
des Stabes nicht null ist, die also die Lagerbedingungen verletzt.

Bei der Auswertung der Einflussfunktion, also der Formulierung des Satzes
von Betti, verschiebt g(y, z) daher auch die Enden des Stabes, und so leisten
nun auch die Normalkrifte N(0) und N(I) in den Lagern, s. Bild 1.28 a, eine
Arbeit, die Einflussfunktion wird 'l&nger’

l
u(z) = /O oy 2) pw) dy + N g(l,2) — N(©) g(0,2).  (1.178)

Der Vorteil von Fundamentallsungen ist, dass sie ein Universalschliissel sind,
der iiberall passt. Mit ein und derselben Fundamentallésung kann man alle
Stidbe berechnen. Der Nachteil ist, dass auch die Normalkréfte an den Stab-
enden in die Rechnung eingehen. Sie muss man sich erst durch eine separate
Rechnung besorgen, was aber technisch kein Problem ist. Nur sind die Er-
gebnisse dieser Berechnungen bei Flichentragwerken N&herungen.

Das Operieren mit Fundamentallésungen hat den weiteren Vorteil, dass
alle Einflussfunktionen exakt sind—nur die '"Marken’ (die Randwerte), an die
man die Einflussfunktionen im iibertragenen Sinn anlegt, sind N&herungen,
sind leicht verrutscht.

1.20 Testfunktionen

Die Arbeits- und Energieprinzipe der Statik beruhen also auf der ersten
Greenschen Identitét

C(w,5w) =0, (1.179)
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und deren ’Spiegelung’, dem Satz von Betti. Die Schreibweise f/(/(w, dw) ist
geeignet deutlich zu machen, dass nichts besonderes oder geheimnisvolles an
einer virtuellen Verriickung dw ist. Mathematisch ist es einfach der Gegenpart
zu w. Und wie w ist dw eine Funktion und nichts sonst!

Leider ist der Begriff der virtuellen Verriickungen jedoch historisch so be-
lastet, dass man versucht ist, ihn aus der Statik zu verbannen und ihn durch
einen harmloseren Begriff wie den der Testfunktion zu ersetzen.

Um das Gewicht eines Koffers zu bestimmen, heben wir den Koffer hoch.
Geméfl der Formel Kraft = Masse x Beschleunigung kénnen wir aus der Be-
schleunigung a und der Kraft im Arm, auf die Masse M des Korpers schlieffen.

Um die Spannung in einem Keilriemen zu ermitteln, driicken wir mit dem
Daumen dagegen, s. Bild 1.29. Bei einen Fufball reicht ebenfalls ein Dau-
mendruck. Dualitét, die 'zwei’ in den Greenschen Identititen, s. (1.179), ist
also ganz fest im Alltag verankert.

1.21 Miissen virtuelle Verriickungen klein sein?

Nein. Virtuelle Verriickungen miissen nicht klein sein. Die Arbeits- und
Energieprinzipe der Statik der Kontinua beruhen auf partieller Integration

ZU/.TUI .’E:UUZ— luil:’U,I X .
/0 () v(z) dz = [uv]} /0 (2)v/(2)d (1.180)

und partielle Integration macht keinen Unterschied zwischen ’grof’ und
"klein’.

Mit solchen Forderungen konfrontiert, sind wir immer versucht, die Ge-
genfrage zu stellen: Was ist klein? Ist 0.1 klein, oder doch eher 0.001? Und
was ist, wenn eine Biegelinie wie

Sw(x) = 1073 sin(10° - z) (1.181)
’klein’ ist, aber sehr grofe Momente und noch gréfere Querkrifte aufweist

SM = —EI§uw"(x) = 1000- sin(10? - ) (1.182)
8V = —EI 6w (x) =1000000- cos(10® - z) . (1.183)

1.22 Nur, wenn Gleichgewicht herrscht?

Die Identitéten beruhen auf einer Kette von identischen Umformungen
mittels partieller Integration und daher ist das Ergebnis fé/(w,éw) =0
immer richtig.

Nun wird aber bei der Formulierung der Arbeitsprinzipien der Statik
immer davon gesprochen, dass die Systeme im Gleichgewicht sein miissen.
Warum diese Einschrinkung?
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Die Biegelinie eines gelenkig gelagerten Einzeltrégers ist die Losung des
Randwertproblems

ElwV(z)=p(z) w0)=wl)=0 M(O0)=M(1)=0. (1.184)

Um nachzuweisen, dass die Biegelinie dem Prinzip der virtuellen Verrickun-
gen geniigt, setzen wir die Biegelinie w und eine zuldssige virtuelle Verriickung
dw in die erste Greensche Identitit ein

" MSM
o EI

1
g(wﬁw):/ EIw!'Y (z) 6w dz + [V dw — M sw']}) — dr =0,
0

(1.185)
und erhalten so unter Beriicksichtigung von
Elw'(z)=p(x) M@O) =M1 =0  dw(0)=0dwl)=0 (1.186)
das bekannte Ergebnis

l l
(w, dw) = / p(x) dw(x)de — MoM dx =0A, —0A; =0. (1.187)
- 0 o FEI
Es gibt also sozusagen zwei Formulierungen der ersten Greenschen Identitét:
Eine ’blanke’ Formulierung, (1.185), bei der man keine Ersetzung vornimmt,
und die garantiert null ist, weil alles ja nur auf partieller Integration beruht.

Die zweite Formulierung, die, die statisch interessanter ist, ist die, bei der
man Ersetzungen gemif (1.186) vornimmt, also die Tatsache ausnutzt, dass
die Biegelinie w(x) das Randwertproblem 16st und dw eine zuléssige virtuelle
Verriickung ist. Diese Ersetzungen sind aber nur dann korrekt, wenn w(x)
wirklich die Losung des Randwertproblems ist.

Das steckt hinter der Bemerkung, dass die Arbeitsprinzipe nur gelten,
wenn das System im Gleichgewicht ist.

In der Literatur wird die zu Grunde liegende Identitét (1.185) gar nicht
angeschrieben, sondern die Autoren formulieren direkt die verkiirzte Identitét
(1.187). Das verpflichtet die Autoren aber zu dem Hinweis, dass das ganze
nur gilt, wenn der Balken im Gleichgewicht ist und dw eine zuléssige virtuelle
Verriickung ist.

1.23 Was ist Weg und was ist Kraft?

Bei der Umformung des Arbeitsintegrals

l
/ EIw!'V (z) w(z) dx (Eigenarbeit) (1.188)
0
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mittels partieller Integration erscheinen wie von selbst die Weg- und Kraft-
grofen, die zur Differentialgleichung gehoren. Sie bilden paarweise die Rand-
arbeiten

[Vw—Muw]l= V() wl) — MI)w' (1) — V(0)w(0) + M(0)w'(0), (1.189)

woran man ablesen kann, dass die Querkraft V' zu w konjugiert ist und das
Moment M zu w’. Das scheint uns selbstverstéindlich, weil wir es nicht anders
kennen, aber hier ist die Stelle, wo das amtlich gemacht wird.

Der Versuch eines Kollegen etwa die Grofe w+ 0.5 w’ als die 'wahre’ Weg-
grofe auf dem Rand zu definieren, die zu V' konjugiert ist, muss scheitern,
weil es in der ersten Greenschen Identitéit anders steht. Sie hélt uns auf dem
rechten Weg.

Bei der (zweimaligen) partiellen Integration der Arbeitsgleichung des Bal-
kens nach Theorie II. Ordnung

/0 ’(EIwIV(az) + Pw"(x))w(z)de = [(EIw" (z) + Pw'(z)) w+ M w']}

—T(x)

l 2
+/O (%—P(w’(x))%dm (1.190)

lernen wir z.B., dass nun der Ausdruck
T(z) = —-Elw" (z) — Pw'(z) =V(z) — Pw' (), (1.191)

die Transversalkraft, zu w(z) konjugiert ist und wir lesen aber auch ab, dass
M (z) dasselbe Moment ist, wie bei der Theorie erster Ordnung und dass M
weiterhin zu w’ konjugiert ist.

1.24 Die Zahl der Weg- und Kraftgrofien

Zu Differentialgleichungen zweiter Ordnung gehoren je eine Weg- und eine
Kraftgrofe. Im Falle eines Stabes, —EAu”(x), sind dies

u(z) O-te Ableitung N(z) = EAv/ () 1. Ableitung (1.192)
eines Seils, —H w" (z),

w(z) O-te Ableitung  V(z) = Hw'(x) 1. Ableitung (1.193)
oder eines Schubtrigers, —GAw” (z),

w(z) 0-te Ableitung V() = GAw'(z) 1. Ableitung. (1.194)
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Abb. 1.30 Oszillierende Belastung auf einem Seil und das getreue Echo im Seil

Zu Differentialgleichungen vierter Ordnung gehoren dagegen je zwei Weg-
und je zwei Kraftgrofen

w(z), w'(x) 0-te und 1. Ableitung (1.195)
M(z) = —Elw'(x),V(x) = —EIw" () 2.und 3. Ableitung.  (1.196)

Diese Unterscheidung ist nicht ganz unwichtig, weil Einflussfunktionen fiir
Weggrdfen sowohl mit dem Prinzip der virtuellen Krifte als auch dem Satz
von Betti berechnet werden kénnen, wihrend Einflussfunktionen fiir Kraft-
grofen in der Regel nur mit dem Satz von Betti berechnet werden kénnen.

1.25 Warum das Minus in —EA u” = p?

Warum beginnen alle Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit einem
Minus?

Der Mathematiker wiirde sagen, das héngt mit den trigonometrischen
Funktionen zusammen. Wenn die Streckenlast p(z) auf dem Seil wellenférmig
verlduft, p(z) = sin(z), dann ist die Durchbiegung w(x) des Seils ein getreues
Echo der Belastung, w(z) = 1/H sin (x), s. Bild 1.30. Weil aber die zweite
Ableitung des Sinus negativ ist, muss ein Minus vor der Differentialgleichung
dies korrigieren

—Huw'(z) = —H (—% sin(z)) = sin(x) (1.197)

Statisch kommt das Minus natiirlich aus der Gleichgewichtsbedingung —V +
V +dV + pdx = 0, aber was wissen sin(z) und cos(z) vom Gleichgewicht?
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Bei der Balkengleichung, ETw!Y (), korrigiert sich der 'Fehler’ im Ubrigen
durch die viermalige Differentiation, (—1)- (1) - (—1)- (1) = 1, von selbst.

1.26 Die virtuelle innere Energie

Das jeweils letzte Integral in den Greenschen Identitéten ist die virtuelle
innere Energie, die oft auch knapper

YMSM
o EI

a(w, dw) := dz (1.198)

geschrieben wird. Wir bezeichnen sie auch als Wechselwirkungsenergie, weil
das besser die Gleichwertigkeit der beiden Funktionen w und dw zum Aus-
druck bringt.

Auf der Diagonalen, dw = w, ist die Wechselwirkungsenergie gleich der
inneren Energie

1 IAe
= =— —dz. 1.199
sotwu) =3 [ Fris (1.199)

Sind w(z) und dw(x) zusammengesetzte Funktionen, ¢; und d; mogen belie-
bige Zahlen sein,

w(z) = g wy(z) + c2 wa(x) ow(x) = dy dwy(x) + d2 dw(z),  (1.200)

dann kann man das Gesamtergebnis auf die Uberlagerung der einzelnen Bie-
gelinien zuriickfithren

a(w, dw) = ¢1 dy a(wy, dwy) + ¢1 da a(wy, dws)
+ co dy a(w2,6w1) + co do a(wg,éwg). (1.201)

Deswegen nennt man a(w, dw) eine symmetrische Bilinearform.

1.27 Gleichgewicht

Gleichgewicht herrscht, wenn die dufseren Krifte orthogonal sind zu al-
len Funktionen dw, deren Momente null sind, weil dann die virtuelle innere
Energie null ist

L MSM
o EI

a(w, dw) = dx =0, (1.202)

und in der ersten Greenschen Identitdt nur die Arbeiten der duferen Kréfte
iibrig bleiben
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Abb. 1.31 Auslenkung 3’ bei einer echten Drehung und Auslenkung y bei einer Pseudo-
drehung

1
“C(w,bw) = / powdz + [V éw — M éw')l =0. (1.203)
0

Beim Balken sind die 'Null-Energie’-Funktionen die Starrkérperbewegungen
ow(z) =a+bx. (1.204)

Dies ist die Stelle, wo die Pseudodrehungen in die Statik hinein kommen. Im
Unterschied zu echten Drehungen bleiben die Punkte nicht auf dem Drehkreis,
sondern sie folgen der Tangente an den Drehkreis, s. Bild 1.31,

tan = 2. (1.205)
X

Das ist kein "Defekt’, sondern es liegt in der Natur der Balkengleichung. Die
Mathematik bestimmt an Hand von a(w, dw) = 0, dass Drehungen bei Balken
so aussehen miissen. Alle Einflussfunktionen statisch bestimmter Tragwerke
sind ja kinematische Ketten und als solche basieren sie auf Pseudodrehungen.
Echte Drehungen wiirden zu falschen Ergebnissen fiihren.

Die Balkenendkriifte V' und -momente M eines Balkens stehen mit der
verteilten Belastung also p genau dann im Gleichgewicht, wenn (1.203) fiir
alle dw = ax + b null ist. Das ist natiirlich genau die Bedingung, dass die
Summe der vertikalen Kréfte null sein muss (dw = 1) und dass die Summe
der Momente um das linke Lager null sein muss, dw =z. Fiir M = 0 in
anderen Punkten wihlt man a, b geeignet.
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Jede Funktion w aus C*(0,1) ist im Ubrigen im Gleichgewicht, denn die
zu ihr gehorigen Kraftgrofen

Elw'V(z)  M(z)=—-FIw"(zx) V(z)=—-FIw"(z) (1.206)

erfiillen die Gleichung

‘ !
C(w,ow) = / ETw"Y (z)dw(x)de + [V ow — Msw']h =0 (1.207)
0

fiir beliebige Starrkérperbewegungen dw(z) = a + bz.
So ist jede Sinus-Welle, w(x) = sin (z), im Gleichgewicht

l
(K///(sin (2),1) = /0 EI sin (z) - 1dx + [EI cos (x)-1]4, =0 (1.208)

(bm :l sin (z) -z dx
G (sin (2), 2) /OEI (@) -zd

+ [EI cos (x) -z — (EI sin (z)) 1], =0. (1.209)
\_\‘/,—/ T

Bei einem Fundamentbalken ist das anders. Zur Differentialgleichung des elas-
tisch gebetteten Balkens

ETw' () 4 cw(z) = p(x), (1.210)

gehort die Identitét

l
Cél)(w7 ow) = / p(x) dw(x) dx + [V dw — M duw']
0

L MoM
—/O( i + cw(x) dw(z))de =0. (1.211)

Jetzt gibt es keine Funktion dw, aufer w = 0, die die virtuelle innere Energie

l
a(w, dw) ::/0 (ME(SI]M + cw(z) dw(x)) dx (1.212)

zu null macht. Gibt es also keine Gleichgewichtsbedingungen? Nun die Terme
in der ersten Greenschen Identitit miissen zumindest orthogonal sein zu allen
Funktionen dw € C2. Wihlen wir die Funktion dw(z) = 1, dann folgt

: l i
fé’(w,n:/o p(:c)d;c-l—V(l)—V(O)—/O cw(@)de =0,  (1.213)

oder wegen p(z) = EI'V () + cw(x)
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l
C(w,1) = / Elw' dr+V(1)-V(0)=0, (1.214)
0

was uns vertraut vorkommt. Analog resultiert die Drehung dw(z) = x in der
Momentenbedingung um den linken Anfangspunkt

l
Clw,x) :/ Elw"Y zde+V()x—M()-1+M(0)-1=0. (1.215)
0

Allerdings wird hier immer nur der Anteil ETw'" der Gesamtbelastung
p(z) = ETw'V (x) + cw(x) bilanziert.

Wenn am Ende eines Fundamentbalkens eine Einzelkraft P = V(1) steht,
dann muss folglich gelten

l
/ Elw'Y(z)dz+P=0. (1.216)
0

Wegen ETw!V (x) 4+ cw(x) = 0 (keine Streckenlast) kann man ETw!V(z)
mit —cw(x) vertauschen, und daher muss auch gelten

l
P:/O cw(x)dz, (1.217)

woraus man abliest, dass das Integral des Bodendrucks gleich der Kraft P
ist.

1.28 Wie der Mathematiker das Gleichgewicht entdeckt

Der Mathematiker weiff, dass jede Biegelinie w(z) der Identitét
C(w,bw) =0 (1.218)

geniigt. Insbesondere folgt daraus, dass jede Biegelinie w orthogonal zu allen
Biegelinien dw(x) = a+ bz sein muss. Weil in diesen Fillen aber §A4; = 0 ist,
miissen die dufieren Krifte orthogonal zu jedem solchen Jw sein

Z/(w,(sw) :5A(176142 :6Aa70:07 (1219)
und so entdeckt der Mathematiker die Forderung

dv=0 > M=o, (1.220)

ohne etwas von Statik zu wissen.
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M=P-1+H-w)
w

w(l
< .
\¢<:| H
Abb. 1.32 Theorie TI. l
Ordnung j« |

1.29 Die Mathematik hinter dem Gleichgewicht

Das Gleichgewicht basiert im Grunde auf dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung

/ f(e)de = £(1) - £(0), (1.221)

denn weil BT w!V(z) = —V'(x) = p(x) die Ableitung der Querkraft V (z) ist,
gilt

/Z—V'(x) de =-V()+ = / z)de+ V(1) -V(0)=0.
' (1.222)

Um die Momentenbedingung herzuleiten, starten wir mit dem Moment der
Streckenlast p(x) = —V’(x) (um das linke Lager) und formulieren es mittels
partieller Integration um

1 l
/ ~V'(x)xdr = [~V 2]} — / —V(z) ldz. (1.223)
Jo 0
Wegen V(z) = M'(z) ergibt dann der Hauptsatz den Ausdruck
1
/ V(@) de = [—V a]b + M(I) — M(0), (1.224)
0
oder

/lp(x) wdz + V(1) -1 — M) + M(0) = 0. (1.225)
0

1.30 Gleichgewicht am verformten Tragwerk?

In der Theorie erster Ordnung wird das Gleichgewicht am unverformten
Tragwerk aufgestellt und in der Theorie zweiter Ordnung am verformten
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Tragwerk—so heifit es zumindest. Aber das ist nicht ganz richtig. Die Theorie
zweiter Ordnung ist in Wirklichkeit eine Mischung aus beiden Theorien, s.
Bild 1.32.

Die seitliche Auslenkung des Balkens, also die Vergroferung der Durch-
biegung geht in die Gleichgewichtsbedingung ein, aber die Verkiirzung der
Stabachse in Lingsrichtung, nicht.

Es ist daher theoretisch auch nicht moglich, das Gleichgewicht eines Rah-
mens, der nach Theorie zweiter Ordnung berechnet wurde, zu iiberpriifen.
Denn die Knotenverformungenen enthalten ja Beitrige aus Theorie 1. wie II.
Ordnung. Dass das in der Praxis nicht aufféllt, liegt daran, dass die Ver-
kiirzungen der Stibe sehr klein sind, so dass man bei einer Uberpriifung der
Gleichgewichtsbedingungen geneigt ist, Abweichungen auf Rundungsfehler zu
schieben, [36].

1.31 Quellen und Senken

Aus der Sicht der Physik sind die Gleichgewichtsbedingungen Erhaltungs-
sitze. Das, was aus einer Platte, einem Gebiet {2, am Rande herausflieft, also
in der Statik die Lagerkréfte auf dem Rand I', bei der Platte der Kirchhoff-
schub v,,, muss in der Summe gleich der aufgebrachten Belastung sein?

g)(w71)=/pd9+/vnds=0. (1.226)
(7 r

Die Temperaturverteilung 7'(x) in einem Zimmer, das von einer Fufsboden-
heizung p (= Quellen) erwdrmt wird und dessen Winde konstant auf null
Grad gehalten werden, geniigt der Gleichung

—AT =p T=0 auf I". (1.227)

Aus der ersten Greenschen Identitéit des Laplace-Operators,
fé)(wu):/ —AuudQ—i—/@uds—/Vu-VudQ:O, (1.228)
2 ron 7]
folgt
> T
Z(T,1):/pd(z+/a—ds:o, (1.229)
° o] r aTL

dass, das, was an Wirme aus dem Zimmer (2 herausflieft, das ist 97'/dn,
gleich der im Zimmer produzierten Wérme sein muss.

Fachwerkstibe sind frei von Quellen und Senken im Innern (keine Strecken-
lasten zwischen den Knoten) und daher miissen sich die Normalkréfte am
Anfang und am Ende in der Summe autheben, was hineinflieit muss auch

4 Die Eckkrifte haben wir weggelassen.
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Arbeit, Potentielle Energie

1
5 k Uz = Az
20
1
15 L= A,
u 10 2
: ° — Gleichgewichtspunkt
f T 0.5 0.5 T 1.5 5 U

1
/ B et fu = Minimum von 7

H(u):%kuz—fu

Abb. 1.33 Dort, wo A; = A, ist, liegt der Gleichgewichtspunkt u der Feder. Weil die
innere Energie A; quadratisch mit u wiichst, die duRere Arbeit A, aber nur linear, holt
A; immer A, ein, gibt es immer eine Gleichgewichtslage

wieder herausflielen
Cu,1)=[N-14 = N() = N(0) =0. (1.230)

Summarisch hat also die erste Greensche Identitdt, wenn man fiir du = 1
setzt, die Struktur

(ﬁ/(m 1) :/ Quellen im Gebiet df2 +/ Fluss am Rand ds = 0. (1.231)
o) r

1.32 Das Prinzip vom Minimum der potentiellen
Energie

Das Federgesetz
ku=f (1.232)

besagt, dass die Auslenkung w einer Feder proportional zur aufgebrachten
Kraft f ist, s. Bild 1.33.

Die Kraft f, die die Feder nach unten zieht, leistet dabei eine Arbeit (weil
es Eigenarbeit ist, steht hier der Faktor 1/2),

A, = %fu, (1.233)

und diese Arbeit wird als innere Energie in der Feder gespeichert
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1 2
A; = 3 ku”. (1.234)

Und wir erwarten natiirlich, dass in der Gleichgewichtslage die dufiere Arbeit
und die innere Energie iibereinstimmen

1 1.,
A 5 fu 3 ku A (1.235)
Dies ist aber durch die Identitét
Z/(u,éu) =duku—ukdu=0 (1.236)

garantiert, denn

% ;///(u,u) = %uku— %uku: %uf—%kug =A,—A;,=0. (1.237)
Triigt man den Verlauf der Funktion 1/2 fu und der Funktion 1/2ku? in
einem Koordinatensystem auf, dann ist die Auslenkung u der Feder unter
der Wirkung der Kraft f genau der Punkt w, in dem sich die beiden Kurven
schneiden, siehe Bild 1.33.

Nun gibt es noch eine dritte Kurve in Bild 1.33 und das ist die potentielle
Energie II der Feder

II(u) = %kuQ—fu. (1.238)

Der Faktor 1/2 bewirkt, dass sich bei der Bildung der Ableitung die 2 weg-
kiirzt

') =ku—f (1.239)

und so, weil die Auslenkung u der Feder dem Federgesetz ku = f geniigt,
die potentielle Energie im Gleichgewichtspunkt u eine horizontale Tangente,
II'(u) = 0, hat.

Die interessante Beobachtung ist nun, siehe Bild 1.33, dass der Punkt, in
dem sich die duflere und innere Arbeit schneiden, auch gleichzeitig der Punkt
ist, in dem die potentielle Energie ihr Minimum hat.

Wie man im Bild 1.33 sieht, steigt am Anfang die duftere Arbeit schneller
als die innere Energie, aber dann passieren die beiden Kurven einen Punkt,
von dem ab die innere Energie schneller wichst als die duflere Arbeit. Dieser
Schnittpunkt ist der Gleichgewichtspunkt. Nur in diesem Punkt gilt A, = A;.

Wiirde von Anfang an die innere Energie schneller steigen als die dufere
Arbeit, dann wiirde sich die Feder iiberhaupt nicht bewegen, dann wére schon
im Nullpunkt der Wettlauf zu Ende.

Setzen wir alle Werte eins, also £k = 1 und f = 1, dann liegt der Gleich-
gewichtspunkt genau bei v = 1. Woraus folgt, dass die Mechanik im Grunde
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H(w) II(FE) Nullpunkt
/ / 4
néher dran
I
11(w) 1(FE)
@ 4 > LF )
1 FFE
exakt

FFE
exakt

Abb. 1.34 Die potentielle Energie IT(wp) der FE-Lésung liegt auf der Zahlengerade
immer rechts von der exakten potentiellen Energie IT(w)

auf der Tatsache beruht, dass im Intervall (0,1) die Ungleichung u > u? gilt
und danach das Umgekehrte gilt, u? > w.

1.32.1 Minimum oder Mazximum?

Man kann die Lastfélle (LF) in der Statik in zwei Arten, p und ¢, einteilen:

e In einem LF p werden Krifte aufgebracht
e In einem LF ¢ werden Lagerverschiebungen /-verdrehungen aufgebracht.

Wir werden sehen, dass der Typ des Lastfalls bestimmt, ob die potentielle
Energie in der Gleichgewichtslage positiv oder negativ ist.

In einem LF p ist die potentielle Energie in der tiefsten Lage negativ, wie
man durch Einsetzen (ku = f) direkt verifiziert

1 1 1
O(u)= kv’ — fu=-fu—fu=—=fu. (1.240)
2 2 2
Nun ist aber die Auslenkung u der Sieger in dem Wettbewerb, die potentielle

Energie moglichst klein zu machen, und das heifft doch anschaulich, dass u
den grifitmaoglichen Abstand |I1(u)| vom Nullpunkt hat.
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Abb. 1.35 Lagersenkung

Das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie ist in einem LF p eigent-
lich ein Maximumsprinzip: Der Betrag |11 ()| wird maximiert. Nur weil die
potentielle Energie in der Gleichgewichtslage negativ ist, ist das dasselbe,
wie das Minimum der potentiellen Energie zu finden.

Aber viele Ingenieure interpretieren das Prinzip eben so, wie es die Wort-
wahl (anscheinend) suggeriert, mit moglichst wenig Anstrengung zum Ziel
kommen, die potentielle Energie méglichst klein machen, moglichst nahe an
Null zu riicken, wihrend die wahre Bedeutung genau das Gegenteil ist.

Das Bestreben der Kraft f ist es, moglichst viel Energie aus der Feder
herauszuholen, |7 (u)| moglichst grof zu machen.

Betrachten wir nun einen LF § wie in Bild 1.35. Wegen der fehlenden dufse-
ren Lasten reduziert sich die potentielle Energie auf den positiven Ausdruck

1 1 [t M2
I(w) = 3 a(w,w) = 3 /0 T dz . (1.241)

In einem LF ¢ ist die potentielle Energie also positiv, liegt rechts vom Null-
punkt, und wenn man jetzt die potentielle Energie minimiert, dann sucht man
den Verformungszustand u oder w, der die potentielle Energie moglichst nahe
an Null riickt, s. Bild 1.34. Dann hat das Prinzip vom Minimum der poten-
tiellen Energie genau die Bedeutung, die der Ingenieur ihm normalerweise
unterlegt. Das Tragwerk versucht mit moglichst wenig Aufwand an innerer
Energie die Verformungen zu erdulden, die ihm aufgezwungen werden.

Wie ist das nun, wenn in einem Lastfall gleichzeitig Krifte und Verschie-
bungen aufgebracht werden? Kénnte es dann sein, dass die potentielle Energie
in dem Lastfall p gerade entgegengesetzt ist zu der potentielle Energie in dem
Lastfall  und somit I1(w, + ws) = —II(w,) + I (ws) = 0 ist?

Ein solches Additionstheorem fiir die potentielle Energie gibt es nicht, die
potentielle Energie einer zusammengesetzten Biegelinie w = w + wy ist nicht
einfach

o

I (wy +we) = I (wy) + I (ws), (1.242)

und die potentielle Energie ist nur null, IT(w) = 0, wenn w null ist.
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1.32.2 Horizontale Tangente

Die potentielle Energie der Feder ist eine Funktion IT(u), die man diffe-
renzieren kann und daher ist es leicht moglich nachzuweisen, dass sie in der
tiefsten Lage eine horizontale Tangente hat. Bei der potentiellen Energie eines
gelenkig gelagerten Balkens

l 2 l
II(w) = 1 / %dw —/0 p(z) w(z)dx = %a(w,w) — (p,w)  (1.243)

geht das jedoch nicht so einfach. Man argumentiert hier vielmehr indirekt.
Wenn 7 (w) der tiefste Punkt ist, dann muss in jedem Nachbarpunkt w +
die potentielle Energie grofer sein

H(w+w)—I(w)>0. (1.244)

Man addiert also zu w eine beliebige Funktion @, aber so, dass w + w weiter-
hin die Lagerbedingungen einhélt, also w(0) = w(l) = 0, und iiberpriift die
Ungleichung.

Einfaches Einsetzen ergibt in der Tat, dass die Differenz positiv ist

T(w + @) — T(w) = a(w, ) — (p, u?)—l—%a(u?,u?) 0, (1.245)
—_—
G (w,d)=0

denn das Integral
I a2
M
D, W) = — 1.24
a(w, ) /0 T dx (1.246)

kann nur null sein, wenn M null ist, aber dann ist w = 0, weil die Starrkor-
perbewegungen ja aufgrund der Lagerbedingungen ausgeschlossen sind.

1.32.3 Wenn das Material reifSt

Das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie kann auch erkliren,
warum die Spannungen in einem Bauteil wachsen, wenn das Bauteil Risse
bekommt, s. Bild 1.36.

Wenn das Bauteil reifét, gibt es Flanken, auf denen die Verschiebungen auf
beiden Seiten nicht mehr gleich sind, wie das der Fall war, solange die Flanke
noch im Inneren des ungerissenen Bauteils lag. Risse bewirken also, dass der
Ansatzraum V grofer wird, weil mehr Funktionen an der Konkurrenz um
das Minimum teilnehmen kdnnen. Damit rutscht das Minimum aber noch
weiter weg vom Nullpunkt, der Betrag des Minimums wird also gréfer, und
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Krifte
. IT-Achse
|11 (w)| wichst  II(ug) II(uq) =0
L I Setzung
Riss
. Lagerkraft
i ® I1-Achse
A
I=0 I (ug) II(uy) |71 (w)| sinkt
st

Abb. 1.836 In einem LF p (Krifte) nehmen die Spannungen zu, wenn das Material reift,
w1 — ug, wihrend sie in einem LF § (Wege) sinken

das bedeutet, dass die potentielle Energie und damit die Spannungen in dem
Bauteil steigen.

Wenn sich ein Lager senkt, haben Risse den gegenteiligen Effekt, die Span-
nungen sinken, weil I7(w) > 0 jetzt niher an Null rutschen kann; wieder weil
der Ansatzraum V}, durch die Risse grofer wird.

1.32.4 Wenn Lager entfallen

Dieselbe Logik gilt auch bei Durchlauftrigern, bei denen die Zahl der Lager
sozusagen der Grofe des Ansatzraums V entspricht, auf dem das Minimum
der potentiellen Energie gesucht wird, s. Bild 1.37 und Bild 1.38. Je mehr
Lager vorhanden sind, um so kleiner ist der Ansatzraum, weil die wachsende
Anzahl von Zwangspunkten, w(z) = 0, die Konkurrenz immer kleiner werden
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P
wy () wy (1)
a
P
U)Q(.T) i wQ(l)
b

Abb. 1.37 Je mehr Lager vorhanden sind, um so kleiner wird der Betrag der potentiellen
Energie, weil der Ansatzraum V' schrumpft

10kN

a
w w(x)

—356-103 2 = ]
ET =3.56 - 10° kNm > [ 087mm | <

10 kN
—-29 M(z)
e
b
5.25 kNm

10 kN

c
‘ w(x)

> 066w ] <
10kN — 9295

M(x)
d — /,\\A—/
\V 0.73
4.6 kNm

Abb. 1.38 Die Verringerung der potentiellen Energie bedeutet eine kleinere Durchbiegung
unter der Einzelkraft
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a
I7=211-10"3kNm \i

10 mm
b A N A A A A\l
IT =169 - 1073 kNm
10 mm

Abb. 1.39 Wenn man die Zahl der Lager erhoht, aber die Absenkung unverdndert bei-
behilt, dann nimmt die potentiellen Energie zu

ldsst, V' schrumpft also, und das bedeutet, dass die potentielle Energie in
einem LF p dem Betrage nach kleiner wird.

Gerade bei Einzelkriiften kann man das direkt an den Verformungen able-
sen, denn bei diesen ist die potentielle Energie proportional zur Durchbiegung
unter der Einzelkraft

1
IT(w) = 7/0 M= e~ Pew(l) = —%P-w(l) (1.247)

und wegen |[II(ws)| = 0.5 Pws(l) < |II(w1)| = 0.5 Pw(l) muss daher gel-
ten, s. Bild 1.37, dass die Kragarmdurchbiegung kleiner wird, wenn man ein
Zwischenlager einbaut.

Dasselbe Phinomen beobachtet man in Bild 1.38

1
I(w) = —5 10kN-0.66mm = 3.3 1073 kNm . (1.248)

Die umgekehrte Tendenz stellt sich ein, wenn man Lager wegnimmt, denn
dann wird der Ansatzraum V grofer, weil weniger Forderungen an die Bie-
gelinien gestellt werden, die an der Konkurrenz um das Minimum teilneh-
men, und das bedeutet, dass der Betrag der potentiellen Energie wichst,
Bild 1.38 a,

1 .
II(w) = —5 10kN-0.87Tmm = —4.4. 1073 kNm . (1.249)

Das gegenteilige Phdnomen hat man, wenn man einen Durchlauftriger, des-
sen Ende man um einen vorgegebenen Betrag wa nach unten driickt (La-
gersenkung), auf zusétzliche Lager stellt, s. Bild 1.39. Wieder wird der An-
satzraum V kleiner, aber weil in einem LF ¢ die potentielle Energie positiv
ist, bedeutet dies, dass die potentielle Energie steigt. Es macht mehr Miihe,
einem Tridger mit n + 1 Lagern eine Verformung aufzuzwingen, als einem
Trager mit n Lagern.
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Abb. 1.40 Membran und zentrische Punktlast

1.33 Unendliche Energie

Einflussfunktionen sind die Reaktionen auf Punktlasten, Einzelkrifte, Ein-
zelmomente, oder sie haben ihren Ursprung in Verschiebungsspriingen oder
plotzlichen Richtungswechseln der Tangente (Knick in der Biegelinie). Daher
haben viele Einflussfunktionen unendlich grofe Energie. Was das bedeutet,
wollen wir im Folgenden diskutieren.

Von allen Flichentragwerken ist die Membran das einfachst mégliche und
daher konzentrieren wir uns zunichst auf eine kreisférmige Membran mit
Radius R = 1, die eine Offnung (2 iiberdeckt und die am ringférmigen Rand
I gehalten wird. Wirkt ein Druck p auf die Membran, dann bildet sich eine
Biegefliche u(x) aus, die die Lésung des Randwertproblems

—HAu=p in 2 u=0 auf (1.250)
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ist. Die Konstante H ist die in z1- und zs-Richtung, (also = und y) gleich
grofse Vorspannkraft in der Membran. Wir werden spéter H = 1 setzen.

Beim Seil ist die Schnittkraft die Querkraft V = H w’ und bei einer Mem-
bran gibt es nun zwei Querkrifte vy, , vy, (Kréfte/lfd. m)

{uml} _ [uz} — HVu, (1.251)

UZQ T2

die proportional den Neigungen der Biegefliche in die beiden Richtungen
bzw. x5 sind.

Die Arbeits- und Energieprinzipe der Membran basieren auf der ersten
Greenschen Identitdt des Laplace-Operators, also dem Ausdruck, (wir setzen
H = 1)’

(K///(u,éu):/ fAuéudQ+/Vu-n5udsf/ VusVoud2 =0.
0 r Q

§A, 0A;
(1.252)

Das Skalarprodukt zwischen dem Gradienten und dem Normalenvektor

Vien =, N1+ Uy, No = 9u (1.253)
on

ist die Normalableitung der Biegefldche, also die Neigung der Membran am
Rand in Richtung des nach Aufien zeigenden Normalenvektors. Wenn die
Durchbiegung zum Rande hin kleiner wird, was die Regel ist, ist die Norma-
lableitung negativ und wir haben Gleichgewicht zwischen der abwérts gerich-
teten Flichenkraft p | und den aufwérts gerichteten Haltekriften du/dn 1
am Rand

fﬁé’(u,l):/p-ldmr/vu.n.1ds:0. (1.254)
(] r

Wenn wir die Membran in ihrer Mitte @ = 0 mit einer Einzelkraft P = 1
belasten, s. Bild 1.40, dann bildet sich ein Trichter aus,

1
Gly,z) = ~5- In r r=|y—x, (1.255)
der bis zum Punkt oo reicht, d.h. die Membran kann die Einzelkraft nicht
festhalten.

Nun wollen wir den Energieerhaltungssatz in diesem Lastfall formulieren,
also die Gleichung

CG,G)=As—A; =0, (1.256)

N —
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anschreiben, aber ohne den Faktor 1/2, weil er fiir die Argumentation unwe-
sentlich ist.
Der Gradient der Biegefliche G, des ’Schlauchs’; verhilt sich wie 1/r

11
VG =— - {CF’S‘P} (1.257)
27 r | sinp
und wegen
1, 11
VGVG = mﬁ(cos ¢ +sin” @) = 22 (1.258)

ist daher die innere Energie unendlich grof,

27 1
Ai:/ VG-VGdQ:/ / iirdrdga:oo7 (1.259)
o 0 o 4m2r?

denn das Integral

'
/ —dr =00 (1.260)
0

r

ist unbeschrénkt. Passend dazu ist auch die dufere Arbeit unendlich grofs
Ay =P 0, (1.261)
weil P unendlich tief absinkt. In sich ist das Resultat zwar stimmig
Ay —Aj=00—-00=0, (1.262)

aber mit unendlich kann man leider nicht rechnen, unendlich ist einfach nur
‘unzdhlbar viel’.

Der Grund fiir die unendliche Energie ist, dass man zur Formulierung von
A; auf die Diagonale der ersten Greenschen Identitit

% C(G,G)=Ay—A; =0 (1.263)
gehen muss und sich so die Singularitit im Integral verdoppelt. Aus 1/r wird
1/7? und das ist nicht mehr integrierbar.

Dies wiederholt sich in der Elastizitdtstheorie. Wenn man eine Scheibe, die
auch wieder kreisférmig sei, R = 1, mit einer Einzelkraft belastet, dann ver-
halten sich die Dehnungen und Spannungen wie 1/r und folglich verdoppelt
sich auf der Diagonalen die Singularitéit, und so wird A; unendlich grof,

2w 1 1
Ai:/ 0ij Eij dQ:/ / —rdrde. (1.264)
I7) 0 o T
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Bei dreidimensionalen Problemen verhalten sich die o;; und ;; wie 1/7? und
das Volumenelement df2 = r? dr dy sin 6 df kann der verdoppelten Singula-
ritdt 1/r* nicht paroli bieten, d.h. die innere Energie ist wieder unendlich
grofs.

Belastet man eine Platte (Kirchhoff) mit einer Einzelkraft, dann hat die
Biegefliche die Gestalt (c ist eine Konstante)

r? In r 4 regulire Terme . (1.265)

wE) =e o

Die Momente m;; bzw. Kriimmungen r;; gehen daher nur’ wie
mi; ~ Inr (1.266)

gegen Unendlich und so ist die innere Energie in einer kreisformigen Platte,
R=1,

27 1
A = / Mij Kij df2 ~ / / In? 7 r dr dp + endliches Integral (1.267)
n 0 0 ‘76—’

beschrinkt, ist A; endlich, weil der Integrand in der Grenze gegen Null geht,
r — 0 gewinnt gegeniiber In? r — oo,

lim 7 In® r = 0. (1.268)
r—0
In dieses scheinbare Durcheinander von endlicher und unendlicher Energie
kann man nun mit dem Sobolev’schen Einbettungssatz eine gewisse Syste-
matik hineinbringen, denn er erlaubt genaue Voraussagen, wann die innere
Energie endlich ist und wann nicht, [31].
Praktisch lauft es darauf hinaus, dass die innere Energie A; immer dann
unendlich ist, wenn auch die &ufiere Arbeit A, unendlich ist, und dies ist
genau dann der Fall, wenn in dem Produkt

A, = Kraft x Weg (1.269)

einer der beiden Terme unendlich grofs ist.

Bei der Membran ist die Kraft endlich, P = 1, aber der Weg, den die Kraft
geht, die Durchbiegung im Aufpunkt, ist co. Ebenso ist es bei der Scheibe.
Bei der Platte ist hingegen die Durchbiegung, die die Kraft P = 1 erzeugt,
endlich und somit ist A, = Kraft x Weg < oc.

Die Energie ist immer unendlich, wenn das Material iiber die Fliefigrenze
hinaus deformiert wird, wie das bei der Erzeugung von Einflussfunktionen
fir Kraftgrofen noétig ist. Die Einflussfunktion fiir eine Normalkraft N in
einem Stab beruht auf einem Verschiebungssprung, man muss den Stab also
buchstéblich zerreiffen, und die Einflussfunktion fiir ein Moment M verlangt
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einen Knick, einen plétzlichen Richtungswechsel der Tangente, im Aufpunkt
und das geht nur, wenn man das Material vorher zum Fliefen bringt.

Bei Fliachentragwerken haben eigentlich alle Einflussfunktionen, auch die
fiir Weggrofien, unendlich grofe Energie. Die Ausnahme ist die Einflussfunk-
tion fiir die Durchbiegung w(x) einer Kirchhoffplatte.

Nun kann man fragen: "'Wenn die Energie der Einflussfunktionen unend-
lich ist, wieso kann man dann mit ihnen rechnen?’ Der Unterschied ist, dass
man bei der Anwendung des Prinzips der virtuellen Verrickungen oder des
Prinzips der virtuellen Krifte auf der Nebendiagonale ist

C(G,u) =04, —64; =0, (1.270)

und sich daher die Singularitét nicht verdoppelt, die virtuelle innere Energie
0A; bleibt endlich

0A, =1 u(x) = / VGVud =04;, (1.271)
Q

weil das 1/r des Gradienten VG durch das r in dem Flichenelement df2 =
rdr dy ausgeglichen wird. Genau genommen miissen wir auch noch fordern,
dass der Gradient von u beschrinkt ist, |Vu| < co.

Der Satz von Betti ist von den Singularitdten der Einflussfunktionen auch
betroffen, aber weil man am Schluss nur das Endergebnis sieht

lim (G, )0, = u(@) /Q Gly. @) ply) d2y = 0, (1.272)

e—0
sieht alles glatt aus. Das, was singulér war, hat zu dem Term w(xz) gefiihrt
und der Rest sind alles Integrale, deren Berechnung man dem Computer
iiberlassen kann (numerische Quadratur).

Auf der 'Diagonalen’ hebt sich im Satz von Betti im Ubrigen alles gegen-
seitig auf

P (uu) =04+0+4...4+0=0, (1.273)

und das gilt natiirlich auch fiir @;J(G, G) = 0, so dass es keinen Sinn macht,
den Satz von Betti auf der Diagonalen zu formulieren.

Anmerkung 1.2. Die charakteristischen Singularitdten der verschiedenen Ein-
flussfunktionen G; fiir elastische Korper, Scheiben und Platten, bis hinunter
zu den Einflussfunktionen fiir Momente und Querkréfte, findet der interes-
sierte Leser in [27] und [28]. Dort werden auch die Grenzprozesse

5 Die Kirchhoffplatte, auch schubstarre Platte genannt, ist die Erweiterung des Biegebal-
kens ET w!V auf zwei Dimensionen. Im Unterschied hierzu ist die Mindlin-Reissner Platte
eine schubweiche Platte, s. Kapitel 7. Im Regelfall meint der Ingenieur die Kirchhoffplatte,
wenn er von Platten spricht.



82 1 Grundlagen

Abb. 1.41 Balkenbiegelinien,
a) mit unendlich grofier

Energie, b) mit endlicher 25

Energie, hier sogar null < >
lim (G, u)g. =0 lim % (Gi,u)0, =0, (1.274)
e—=0 ° e—0

die ja den Einflussfunktionen zu Grunde liegen, detailliert diskutiert.

Anmerkung 1.3. Die WeggroRen eines Balkens sind w und w’. Will man einer
Biegelinie w einen plotzlichen Richtungswechsel aufzwingen, etwa einen Knick
oder einen Sprung in der Durchbiegung, dann ist dazu unendlich viel Energie
notig.
Das sieht man, wenn man eine Funktion w mit ’Knick’ wie in Bild 1.41 a
in eine Fourierreihe entwickelt
T 4

1 1
w(z) = 5 ;(cosx + 32 cos 3z + ) cosbr +...) (1.275)

und die zweite Ableitung quadrat-integriert

/ 7w (@) do

Wie passt das aber zu der Beobachtung, dass die Einflussfunktion fiir ein
Biegemoment eine endliche Energie hat? Nun das liegt darin, wie der Knick
erzeugt wird. Mathematisch wird der Knick von einem Quadropol erzeugt,
s. S. 343, d.h. zwei Momenten, die von links und rechts auf den Aufpunkt
zulaufen und dabei immer grofer werden, bis das Material plastifiziert und
sich der Knick ausbilden kann.

Der Ingenieur geht anders vor: Er baut einfach ein Gelenk ein und verdreht
dann die beiden Seiten so, dass tan; + tan ¢, = 1 ist. Das, was danach im
System an Energie steckt, ist einfach nur die Energie, die nétig ist, um die
Tangenten zu verdrehen, und diese Energie ist endlich.

Ja, wenn man die Biegelinie in Bild 1.41 b als eine Einflusslinie fiir das
Moment in Feldmitte interpretiert, dann hat w in diesem Fall sogar null
Energie, weil w” () = 0 ist.

16

™

(1+1+1..)=0c. (1.276)
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1.34 Nichtlineare Probleme

Arbeit, das Produkt aus Kraft und Weg, ist distributiv, wie das Skalar-
produkt von Vektoren

7w +us) = frug + s, (1.277)

oder die Uberlagerung von Funktionen, das Lo-Skalarprodukt,

1 l l
/ p (wy +w2)dx:/ pwlder/ pwgdz . (1.278)
0 0 0
Dasselbe gilt fiir die Differentialgleichungen der linearen Statik
—EA(u1 +u)’ = —EAu) — EAuY. (1.279)
Die Differentialgleichung eines geometrisch-nichtlinearen Stabes
—EAY (14+4)=p (1.280)

hingegen ist nichtlinear, oder—besser gesagt—mnicht distributiv. Sie ist auch
nicht selbstadjungiert und daher gibt es keinen Satz von Betti und das ent-
hebt uns des Problems dariiber nachdenken zu miissen, wie denn eine Ein-
flussfunktion fiir eine nichtlineare Gleichung aussehen konnte.

Es kann keine Einflussfunktion vom Typ

l
ur(z) + ug(z) = /0 G(y,z) (p1 + p2) dx (1.281)

sein, denn dann koénnte man ja Lastfille superponieren, was aber ein Wi-
derspruch wire. Skalarprodukt und nichtlinear ’beifen’ sich, passen nicht
zueinander.

Aber auch nichtlineare Differentialgleichungen lassen sich im Ubrigen par-
tiell integrieren und so kann man auch fiir diese Gleichungen Greensche Iden-
titdten formulieren, s. Kapitel 7. Nur ist eben die Wechselwirkungsenergie
a(u,du) nicht mehr symmetrisch und auf der Diagonalen, die es jetzt ja ei-
gentlich nicht mehr gibt, ist sie auch nicht die innere Energie A;. Man muss
a(u, du) wie einen Ausdruck f’(u) du lesen, also als Zunahme der Spannungen
f(u) in Richtung von du, wenn man von u zu u + du iibergeht.

Zwar gibt es keine Einflussfunktionen, aber im Linearisierungspunkt des
Newton-Algorithmus kann man Einflussfunktionen aufstellen und das Verfah-
ren des goal-oriented refinement mit Erfolg anwenden. Uns fehlt hier leider
der Raum auf diese Dinge niher einzugehen, sie sind auch sehr technisch und
im Bauwesen nicht unbedingt das primére Problem, deswegen sei an dieser
Stelle auf die Literatur verwiesen, [26], [31].
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2. Der Satz von Betti

Das Thema dieses Kapitels ist die Berechnung von Einflussfunktionen mit
dem Satz von Betti.

2.1 Grundlagen

Der Satz von Betti besagt, dass die reziproken duferen Arbeiten zweier
Systeme, die jedes fiir sich im Gleichgewicht sind, gleich grof sind

ALQ = A271 . (21)

Die Arbeiten, die die Lasten des Systems 1 auf den Wegen des Systems 2
leisten, A; o, sind genauso groff wie die Arbeiten, die die Lasten des Systems
2 auf den Wegen des Systems 1 leisten, As ;.

Dieser Satz beruht auf der zweiten Greenschen Identitit % (w, ). Sie er-
hélt man durch Spiegelung der ersten Greenschen Identitét und Vertauschung
der Reihenfolge

P (w,0) = Glwd) — Glb,w)=0-0=0, (2:2)

was im Falle des Balkens zu dem Ergebnis

- l
%(whwg) :/ EIw{V wy dx + [Vi wy — My wg']é

0
Al
l
— [Vawn 7M2'LU/1H)7/ wy ETwlY de =0 (2.3)
0
Ao 1
fiihrt.
Man kann sich das auch so vorstellen, dass man mit dem Arbeitsintegral
l
/ EIw"™Y (z)(x)de (2.4)
0

85
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P1 D2
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Abb. 2.1 Satz von Betti

startet, und dann mittels partieller Integration die Ableitungen von w voll-
stidndig auf w iiberwilzt und so am Schluss das Spiegelbild des Ausgangsin-
tegrals erhélt.

Differentialgleichungen, bei denen dieses moglich ist, heifen selbstadjun-
giert. Alle linearen Differentialgleichungen gerader Ordnung sind selbstad-
jungiert.

Differentialgleichungen ungerader Ordnung, wie u’ = p nennt man schief-
symmetrisch, weil sie nur nach Multiplikation mit (—1) mit dem Ausgangs-
integral zur Deckung zu bringen sind

l l
/ u'ﬁdmz[uﬁ}é—/ ud dx . (2.5)
0 0

Partielle Integration ist daher, wenn man so will, eine ’schiefsymmetrische’
Operation.

Beispiel

Die beiden Balken in Bild 2.1 tragen verschiedene Streckenlasten

10 - 54 .

=10 w@)=gor -2+ =7 (26
7-5%2 9 4

P =TE& wQ(z):%OEI (7T—-10&°+3¢Y), (2.7)

aber ihre reziproken dufleren Arbeiten, also die Arbeiten ’iiber Kreuz’, sind
dennoch gleich grofs

- l l
B (wy,we) = /0 p1(x) wy(z) de —/0 po(x) wy(z) dx

1 1
— 91146 — — . 911.46=0. 2.
77 91146 — = 91146 =0 (2.8)
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M; = =50

(F 7 |

S
wi(z) 1250
BEL - (@)

a b

Abb. 2.2 Satz von Betti bei zwei unterschiedlich gelagerten Systemen

Y
y
w

In den Statikbiichern wird der Satz von Betti auf Systeme beschrankt,
die im Gleichgewicht sind. Dieser Hinweis ist notwendig, weil die Autoren
nicht mit der voll ausgeschriebenen zweiten Greenschen Identitét beginnen,
(2.3), und daraus alles weitere ableiten, sondern sie beginnen den Satz von
Betti gleich mit Glg. (2.8). Dies setzt aber eben voraus, dass die beiden
Biegelinien den Differentialgleichungen ETw!Y = p; bzw. EIwlV = py und
den Randbedingungen geniigen.

Der Satz von Betti gilt im Ubrigen auch dann, wenn die beiden Balken
unterschiedlich gelagert sind, wie die beiden Balken in Bild 2.2, denn

17 1
= ! = — —_— = — - —_
Arz = Mi(0)w)(0) = 50 27 = —850 - — (2.9)

ist dasselbe, wie

!
Ayy = / pawi(z) dw — Bowi(l)
0

5
x 10 4 1 35 1250
= 7 ¥ @502 ) e - 2 22
/0 il A Y ¥ oy
1 1 1
— 401042 — — 48611 — — —850 — . 2.1
01042 — 48611+ = = —850- —— (2.10)

Die unterschiedliche Lagerung fiihrt dazu, dass jetzt auch die Lagerkrifte
Arbeiten leisten und die miissen mitgezihlt werden.

2.2 Einflussfunktionen fiir Weggrofien

Die Einflussfunktion Gg(y,z) fiir die Verschiebung eines Punktes x ist
identisch mit der Verformung des Tragwerks, wenn eine Kraft P = 1 den
Aufpunkt z in Richtung der gesuchten Verformung driickt. Das y ist die Lauf-
variable, das sind also die Orte y, an denen wir die Verschiebung beobachten,
die die Einzelkraft bewirkt.
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Die Einflussfunktion ist symmetrisch, Go(y, z) = Go(z,y), man kann also
jederzeit x mit y vertauschen. Ob die Kraft im Punkte x steht und wir beob-
achten die Verformung im Punkt y, oder ob die Kraft im Punkt y steht und
wir beobachten die Verformung im Punkt x, ist numerisch dasselbe (Satz von
Mazwell).

Fiir unsere Zwecke wird es sich als sinnvoll erweisen, mit z den Aufpunkt
zu bezeichnen und mit y den Punkt, in dem die Einzelkraft steht.

Eine Streckenlast p auf einem Balken kann man als eine Serie von kleinen
Einzelkréften

dP(y) = p(y) dy (2.11)

ansehen, die jede fiir sich die Durchbiegung im Aufpunkt z um das Maf
dw = Gy(y,z)dP(y) (2.12)

erhoht. Die gesamte Durchbiegung ist die Summe iiber die dw, also die Uber-
lagerung der Einflussfunktion mit der Belastung

l l
w(z) = /0 dw = /O Goly, =) ply) dy. (2.13)

Besteht die Belastung nur aus einer einzelnen Kraft P in einem Punkt y,
dann reduziert sich das natiirlich auf den Ausdruck

w(x) = Go(y,x) - P. (2.14)

Und so, wie die Weg- und Kraftgrofen eines Balkens aus der Biegelinie durch
Differentiation hervorgehen,

2 3
w'(z) = % w(x) M(z) = —EId— w(x) V(z) = —Efd— w(zx),

dx?
(2.15)

so gehen die zugehorigen Einflussfunktionen aus Gy(y,z) durch Differentia-
tion nach dem Aufpunkt x hervor

Gol(y, ) = Einflussfunktion fiir w(z) (2.16a)
Gi(y,x) = %Go(y, x) = Einflussfunktion fiir w’(z) (2.16b)
Go(y,z) = —EI j—;Go(y,x) = Einflussfunktion fiir M (x) (2.16¢)
Gs(y,z) = —EI ﬁGo(y,z) = Einflussfunktion fiir V() (2.164d)

da3
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Wir bezeichnen die Einflussfunktionen mit dem Buchstaben G, weil in der
Mathematik Einflussfunktionen Greensche Funktionen heifsen, und weil die
Durchbiegung die nullte Ableitung ist, schreiben wir ihre Einflussfunktion G|
mit einem Index 0.

Eigentlich miisste man immer sauber trennen zwischen Kern und Ein-
flussfunktion. Die Greenschen Funktionen G;(y,z) sind die Kerne und die
Integrale wie (2.13) sind die Einflussfunktionen, aber oft bezeichnet man
auch schon die Kerne als Einflussfunktionen.

2.2.1 Herleitung

Technisch geschieht bei der Herleitung der Einflussfunktion (2.13) das fol-
gende: Wir belasten den Triger im Aufpunkt y mit einer Einzelkraft P = 1,
s. Bild 2.3 a, ermitteln die zugehorige Biegelinie Gg(y,z) und formulieren
dann mit den beiden Biegelinien Gy(y, z) und w(y) den Satz von Betti, d.h.
die zweite Greensche Identitit.

Das geht nicht in einem Stiick, weil die dritte Ableitung (~ V') der Ein-
flussfunktion im Aufpunkt springt. Wir integrieren also vom linken Lager bis
zum Aufpunkt z, unterbrechen dort, und setzen die Integration hinter dem
Aufpunkt fort

P (Go,w) = FB(Gh,w0) 0.0 + P (G 0) iy - (2.17)
An den beiden Balkenenden sind w und M null und so verbleibt in der Summe

,@(Go’w) = L@Z(Gm )(0 x) + %(GO ’ )(dL 1)

— Vi) wle) — M(z)w (x%/o Gh(y. 2) ply) dy
l

— V(@) w(z) + M) v (@) - / GE(y, 2) ply) dy

— (Vi) - VOR<:c>> w(z) — (M(z) - ME () w'(2)
=0

oder

was die Einflussfunktion fiir w(z) ist.
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p P=1
| vy | ‘
S A A A
w(x)
* Gg(y,2) Gy (y, )
> T
l
< > e—— > >
a T,y

GO(y7 m) = GOL(yv CL’) + Gé%(yv m)

1
i 2 Vv
b
M=1
y4 / - 1
\ x\/
Gily, ) Gi(y,z)
|« >« >
> T,y
Gily,z) = Gi(y,z) + Gi(y, )
/
HE
’ M
c

Abb. 2.3 Anwendung des Satzes von Betti bei einem Balken
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Stab
p(x) P=1
[—»—» —>-—>-—>-—>-—>—Pp [ x
A —
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a [ >l »|
< > >
Gy, x) Gy, )

b
Abb. 2.4 Anwendung des Satzes von Betti bei einem Stab

2.2.1.1 Einflussfunktion fiir w’(x)

Zur Berechnung von w’(z) belasten wir den Tréiger im Aufpunkt mit einem
Einzelmoment M = 1 und formulieren mit den beiden Teilen G und G den
Satz von Betti, s. Bild 2.3 c,

Der Sprung des Biegemomentes im Aufpunkt macht, dass bei der Addition
der beiden Identitdten im Aufpunkt die Arbeit

(Mp(z,2) — Mr(x,2))w'(z) =1-w'(x) (2.21)

iibrig bleibt und damit ergibt sich die Einflussfunktion fiir w’(z)
1
Lu'(e) = [ Galya)pla) . (222)
0

2.2.1.2 Einflussfunktion fiir die Lingsverschiebung wu(x)

Die zweite Greensche Identitdt (Satz von Betti) der Differentialgleichung
—EAv" (z) = p(z) lautet
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| VTI @
_—\ l ? /Tw
VW

V(z)=-P-w

Abb. 2.5 Eine Einflussfunktion gleicht einer Schaukel

D (u,0) = /l —FBAY(z)a(z) dz + [N ]}
0
l
~ [ul]} —/ (@) (~BA@" (x)) dz = 0, (2.23)
0

und mit ihr erhdlt man eine Einflussfunktion fiir u(x), indem man eine Kraft
P =1 in Richtung der Stabachse wirken l&sst, s. Bild 2.4,

P (Go,u) = Z(Ghu) 02y + F(GF,w) @y =0+0

= Nita)ule) - [ Gyto.a) o)y

l
— NE(z) u(z) - / Gy, 2) ply) dy
1

= (Vi(x) — NE(z)) ulx) - / Goly ) ply)dy  (2.24)
=1 0
oder
l
1-U(~’L“):/0 Go(y, =) p(y) dy . (2.25)

2.3 Einflussfunktionen fiir Kraftgréfien

Bei der Berechnung von Einflussfunktionen fiir Kraftgrofen geht man—
kurz gesagt in zwei Schritten vor:

e Sichtbar machen
e Schaukeln

Erst macht man die Schnittgréfse durch den Einbau eines entsprechenden
Gelenkes zu einer duferen Kraftgrofe, s. Bild 2.5, und dann bewegt man die
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a \o/

tan ¢; 4+ tan @, =1

Abb. 2.6 Der Einbau von Gelenken erméglicht die Berechnung von Einflussfunktionen,
a) M-Gelenk, b) N-Gelenk, ¢) V-Gelenk

beiden Gelenkhilften so, dass die beiden Schnittgrofen, links und rechts vom
Gelenk, insgesamt den Weg —1 zuriicklegen.

In der Statik heifst dies der Satz von Land, der aber im Grunde doch nur
eine Anwendung des Satzes von Betti ist.

Man unterscheidet, s. Bild 2.6, zwischen M —, N— und V—Gelenken. Ist
das Tragwerk statisch bestimmt, dann wird aus dem Tragwerk durch den
Einbau des Gelenkes ein Getriebe und so sind keine Krifte notig, um die
beiden Gelenkhalften zu spreizen.

Ist das Tragwerk statisch unbestimmt, dann benétigt man Kréfte, um das
Gelenk zu spreizen. Praktisch geht man dabei so vor, dass man zunichst
auf beiden Seiten des Gelenkes eine Kraftgrofe X = 41 wirken ldsst, die
dadurch verursachte Spreizung des Gelenks ausrechnet, und dann das Paar
+X so normiert, dass die Spreizung sich genau zu Eins ergibt.

Archimedes weifs; wenn er das linke Lager an dem Hebel in Bild 2.7 weg-
nimmt, und den Hebel dort um eine Langeneinheit nach unten driickt, dass
dann die Arbeit der Lagerkraft A und die Arbeit der Kraft P in der Summe
null sein miissen

A1’2:A‘1—Ph2tan¢:O, (226)
und er findet so fiir den Wert von A das Resultat
A=Phytan p =P - (7). (2.27)

Alle Einflussfunktionen fiir Kraftgrofen sind im Grunde solche ’Schaukeln’,
s. Bild 2.5, denn das Spiel von Kréften und Bewegungen ist der Grundpfeiler
der Statik.
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P
Abb. 2.7 Der Hebel des Archimedes
p(z) f
|:—>—>—> —>—>—> —>—>:| |: x 1 :|
L GR
Stab [ Gl N ! N
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Abb. 2.8 Berechnung der Einflussfunktion fiir die Normalkraft N (z)

Statik ist nicht statisch, sondern Statik ist ’kinematisch’.
Zu jeder Schnittkraft gehort ein Gelenk und die Bewegung, die {iber das

Tragwerk lduft, wenn man das Gelenk spreizt, das Echo, entscheidet dariiber,
wie grofs die Schnittkraft in dem Aufpunkt ist.

2.3.1 Einflussfunktion fir N (x)

Die Einflussfunktion Gi(y,z) fiir eine Normalkraft N(x) weist im Auf-
punkt x einen Verschiebungssprung der Grofe Eins auf, s. Bild 2.8 b,
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Gi(z_) — Gi(zy) =1. (2.28)
Im Satz von Betti

/ Gy, z)p(y)dy + ... /GRy, y)dy,

(2.29)

sind, wegen u(0) = u(l) = 0 und G1(0,z) = G1(I,z) = 0, die Randarbeiten
an den Trigerenden null, und so verbleiben nur die Randarbeiten links und
rechts vom Aufpunkt z.

Die zu G gehorige Normalkraft N ist im Aufpunkt stetig, weil G; links
und rechts vom Aufpunkt dieselbe Steigung hat, s. Bild 2.8 b, und auch u(x)
ist dort stetig, so dass die Arbeit der beiden Normalkrifte +N;(z), links und
rechts vom Gelenk, insgesamt null ist

Ni(z_)u(x) = Ni(zy) u(z) = (N(z-) = Ni(zy))u(z) =0, (2.30)

links rechts

und sich somit alles auf
— l
H(G1,u) = N(2)(Gr(z-) — G1(4)) */0 G1(y, ) p(y) dy

l
— N(#)-1- /0 G1(y,2) ply) dy = 0 (2.31)

reduziert, oder

1
= /0 Gi(y,z)p(y) dy . (2.32)

2.3.2 Einflussfunktion fir M (x)

Im Aufpunkt z wird ein Momentengelenk eingebaut und dieses wird so
gespreizt, dass eine Spreizung von Eins entsteht

Gh(z_) — Gy(zy) =1. (2.33)

Bei der Formulierung des Satzes von Betti mit den beiden Teilen der Ein-
flussfunktion, G¥ und G¥,
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Abb. 2.9 Einflussfunktionen fiir M (z) und V(z)

sind die Randarbeiten an den Balkenenden null und die Randarbeiten an der
Ubergangsstelle, im Aufpunkt 2, heben sich gegenseitig weg bis auf den Term

Goe_)M(z) — Gy(zy) M(z) =1- M(x) (2.35)

und so folgt

1
1 M(x) = / Ga(y, =) ply) dy. (2.36)

Einflussfunktion fir V (x)

Die Querkraft machen wir durch den Einbau eines Querkraftgelenks sicht-
bar, s. Bild 2.9 e, und spreizen es dann derart, dass die beiden Querkriifte in
der Summe den Weg (—1) zuriicklegen. Das bedeutet, dass die Einflussfunk-
tion G3 im Aufpunkt einen Versatz der Grofe Eins aufweist

Ga(z_) — Ga(z,) =1. (2.37)

Entsprechend besteht die Biegelinie G aus zwei Teilen, GE und G, und so
miissen wir auch den Satz von Betti zweiteilen
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1
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Ga(y,z) = EL — M(x)
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1
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Abb. 2.10 Herleitung von Einflussfunktionen durch Differentiation
P (Gs,w) = Z (G w) 00y + P (G, w) @y =0+0. (2.38)

An der Ubergangsstelle, im Aufpunkt z, heben sich die Randarbeiten gegen-
seitig weg bis auf

Ga(z-)V(z) — Ga(zy) V(x) =1-V(z) (2.39)

und so ergibt sich aus A; 2 = 0 das Resultat
1
V(@) = [ Galya) sl dy. (2.40)
0

2.3.3 Die Kette der Einflussfunktionen

Die Kette startet mit der Einflussfunktion Gg(y,z) fiir die Verschiebung
bzw. die Durchbiegung in einem Punkt x und die Ableitung nach dem Auf-
punkt x fithrt dann zu den anderen Einflussfunktionen, wie in Bild 2.10 ge-
zeigt.

Man kann die Einflussfunktion auch theoretisch direkt differenzieren



98 2 Der Satz von Betti

Aufpunkt
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Y KQuellpunkt
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Abb. 2.11 Der Einfluss eines Momentes hidngt von der Neigung der Tangente an die
Einflussfunktion im Quellpunkt, am Ort von M, ab, a) Biegelinie aus dem Moment iiber
dem Lager, b) Einflussfunktion fiir Durchbiegung des Kragarmendes

P=1
Goly. 1) l

GO (yv l)

l l
uw) = [ Goarsdy > N = [ EAL o)) dy.
(2.41)

was aber als Differentiation eines Integrals nach einem Parameter gilt und
das ist nicht so einfach umzusetzen.

Theoretisch muss man in zwei Schritten vorgehen, wie wir am Beispiel einer
Platte und der Einflussfunktion fiir das Moment m, () erldutern wollen:
1. Zunéchst muss man den Kern G3(y, ) der Einflussfunktion fiir das Mo-

ment m,, durch Ableitung aus Gy berechnen, Go = m,.(Go(y,x)) .

2. Dann muss man den Grenzprozess

H(Gayw) = lim P (Gayw)g, =0 (2.42)
e—
ausfiihren und das Ergebnis nach mg,(z) auflésen
(@) = [ Galy.w)ply) d2y (243)
Q

Der Praktiker wird natiirlich sagen, 'ich weif, was heraus kommt’, und das
Ergebnis direkt hinschreiben.
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tan ¢, = 1

tan ¢; +tan ¢, =1 tan ¢, =

Abb. 2.12 Einflussfunktion fiir ein Moment

2.3.4 Momente differenzieren die Einflussfunktionen

Betrachten wir den Balken in Bild 2.11. Das Moment iiber dem Lager, es
habe die Koordinate y, kann man in zwei Einzelkréfte P = +M /Ay auflosen,
die links und rechts vom Lager angreifen und untereinander den Abstand Ay
haben. Ist Gy(y, ) die Einflussfunktion fiir die Durchbiegung am Kragarmen-
de x = [, dann ist

w(l) (Go(y + 0.5 Ay, 1) — Go(y — 0.5 Ay, 1)) - M = o Gol(y,l) - M

= lim
Ay—0

die Durchbiegung am Kragarmende aus dem Moment M {iber dem Lager.
Entscheidend fiir die Wirkung des Moments ist also die Steigung der Ein-
flussfunktion am Ort von M, im Quellpunkt.

Bei Rahmen haben also Einzelmomente M in Feldmitte geringen Einfluss,
weil dort die Neigung der Einflussfunktionen annihernd null ist, G’ ~ 0, und
Momente M in den Knoten den maximal mdéglichen Einfluss, weil dort die
Neigung G’ der Einflussfunktionen meist am groften ist.

2.3.5 Ein Ratsel

Bei der Herleitung der Einflussfunktion fiir Biegemomente wird oft die
Spreizung des Gelenks, wie in Bild 2.12 gezeigt, mit dp = 1 angegeben, wo
man im Zweifel ist, was das denn genau bedeutet. Betriigt der Winkel 45°
und meint dp = 1 also den Tangens dieses Winkels?

Was eigentlich gemeint ist, sieht man in Bild 2.12 auch. Der linke Teil des
Tragers wird um einen Winkel ¢; verdreht und der rechte um einen Winkel
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Ajg=—-V-14P-1= Ay, =0 (keine Krifte rechts)
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tan ¢, =1
[« (&
0.51

Ao =—M -tan ¢, — P -tan ¢, - 0.51 = Ay; = 0 (keine Kréfte rechts)

M=—P.-051
1:>
¥ 1
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Ajp=—N-14+P-1=Ay; =0 (keine Krifte rechts)

Abb. 2.13 Gelenke machen die Schnittgréfen sichtbar
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@, und zwar so, dass die Summe
tan ¢; +tan ¢, =1 (2.45)
gleich 1 ist, denn dann erh&lt man das gewiinschte Resultat
—M -tan ¢ — M -tan ¢, + P-dw=—-M -1+ P-dw=0, (2.46)

also M = P - jw.

In den Statikbiichern wird manchmal nicht sauber getrennt zwischen dem
Tangens, tan ¢, und dem Winkel ¢ selbst. Wenn die Autoren ¢ schreiben,
dann meinen sie eigentlich immer den Tangens und so auch hier

0o =¢+ ¢, =tan ¢ +tan ¢, = 1. (2.47)

Um dem Leser aber einen Gefallen (7) zu tun, wird der Tangens oft als der
Drehwinkel selbst genommen, tan ¢ ~ ¢, und tritt dann prompt mit der
Dimension Rad auf. Damit sind aber allen Missverstédndnissen Tor und Tiir
geoftnet.

Im Interesse eines transparenten Umgangs in der Statik sollte daher auf
einer der ersten Seiten eines Statikbuches eine Bemerkung der folgenden Art
stehen:

Der Buchstabe ¢ steht fiir den Tangens des Drehwinkels. Wenn wir den
Winkel meinen, dann benutzen wir die Bezeichnung ¢°, um den Unterschied
deutlich zu machen. Wir schwéren im Ubrigen ¢ nie mit der Dimension Rad
zu schreiben...

In diesem Buch schreiben wir tan ¢, wenn wir den Tangens meinen. Wir
erlauben uns nur die eine Unschérfe, dass wir gelegentlich im Text von Ver-
drehungen reden, wenn rechnerisch der Tangens gemeint ist.

Dass der Tangens eine so dominante Rolle spielt, liegt daran, dass er die
Weggrofe ist, die zu M konjugiert ist (erste Greensche Identitét), wihrend
der Winkel keinen ’Partner’ hat und daher nicht in den Grundgleichungen
der Statik vorkommt, die ja praktisch alle Arbeitsgleichungen sind.

2.4 Statisch bestimmte Tragwerke

Die Einflussfunktionen fiir Kraftgrofen an statisch bestimmten Tragwer-
ken sind kinematische Ketten, weil durch den Einbau des Zwischengelenks
der Grad der statischen Bestimmtheit sich von n = 0 auf n = —1 reduziert.

Die Schritte sind immer dieselben. Man baut ein M- bzw. V-Gelenk in das
Tragwerk ein, um die innere Schnittgrofe sichtbar zu machen, ’sie ans Licht
zu zwingen’; s. Bild 2.13. Dann zeichnet man das so modifizierte Tragwerk
noch einmal an und verformt es nun so, dass die beiden Kraftgréfen links
und rechts vom Gelenk zusammen den Weg —1 gehen.
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P

Abb. 2.14 Satz von Bet-
ti—Einflussfunktion fiir
ein Moment, a) Triger
mit Belastung, b) das-
selbe System unbelastet w1 Pr
aber mit einer Spreizung

tany; + tanp, = 1 des
Gelenks b wa (LE)

tan ¢; +tan @, =1

Ein Beispiel mdge dies erldutern. In Bild 2.14 wird die Einflussfunktion
fiir ein Moment hergeleitet. Zunédchst wird in den Tréger ein Gelenk einge-
baut, um das innere Moment M (z) ’sichtbar’ zu machen, zu einem duferen
Momentenpaar zu machen. Dann wird der so modifizierte Tréger noch ein-
mal angezeichnet, aber ohne Belastung. Statt dessen wird er so verschoben,
dass die Spreizung im Gelenk genau tan¢; + tan g, = 1 betridgt. Weil der
modifizierte Triager kinematisch ist, sind dazu keine Kréfte notig.

Nach dem Satz von Betti gilt

.@(wl, wg) = ALQ - Agyl =0. (248)

Nun ist Ay; = 0, weil die nicht vorhandenen Krifte am Tréger 2 keine
Arbeit auf den Wegen wy (z) leisten. Die Arbeit der Kréfte am Tréger 1 auf
den Wegen ws(x) ist somit ebenso null

Ao =—Mp, tan ¢y — Mp tan ¢, + Pwa(z) = —M -1+ Pwa(z) =0
(2.49)

oder
1-M = Pwsy(x), (2.50)
was bedeutet, dass wy(z) die Einflussfunktion fiir M (z) ist.

Anmerkung 2.1. Bekanntlich &ndern sich die Kraftgrofen in einem statisch
bestimmten Tragwerk nicht, wenn sich die Steifigkeiten dndern. Ein ’akade-
mischer’ Beweis dieses Prinzips lisst sich wie folgt fithren: wenn sich ET oder
EAin einem Stab #indert, dann sind die zugehérigen f Gleichgewichtskriifte,
s. Kapitel 5, und weil Gleichgewichtskréfte orthogonal sind zu allen Starrkoér-



2.4 Statisch bestimmte Tragwerke 103

Abb. 2.15 Regeln fiir die Polplankonstruktion

perbewegungen, also allen kinematischen Ketten (den Einflussfunktionen fiir
N, M,V), andern sich die Schnittkrifte nicht.

2.4.1 Polpldine

Bei der Konstruktion der Verschiebungsfiguren, die durch das Spreizen der
Gelenke entstehen, hilft die Kenntniss der Drehpole der einzelnen Scheiben.
Als Scheiben bezeichnet man einzelne Stiabe und Balken, oder biegesteife
Verbindungen und unverschiebliche Konstruktionen aus diesen.

Hierzu muss man jedoch anmerken, dass diese lediglich Reprisentanten
der entsprechenden Scheiben sind. Scheiben sind vielmehr unendlich grofe
Mengen von Punkten, deren Verdrehung um den zugehérigen Hauptpol so
erfolgt, dass sie sich dabei auf Geraden und nicht auf Kreisbahnen bewegen.

Die Regeln fiir die Konstruktion der Polplédne lauten, s. Bild 2.15:
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1. Jedes feste Gelenklager ist Hauptpol der angeschlossenen Scheibe.

2. Jedes Biegemomentengelenk bildet den Nebenpol der von diesem verbun-
denen Scheiben.

3. Die Senkrechte zur Bewegungsrichtung eines verschieblichen Gelenklagers
bildet den geometrischen Ort des Hauptpols der angeschlossenen Scheibe.

4. Der Nebenpol zweier, durch einen verschieblichen Anschluss (Normalkraft-
oder Querkraftgelenk) verbundenen Scheiben liegt auf jeder Senkrechten
zur Bewegungsrichtung im Unendlichen.

5. Die Hauptpole zweier Scheiben und ihr gemeinsamer Nebenpol liegen auf
einer Geraden: (i) — (i,j) — (j), z.B.: (1) — (1,2) — (2).

6. Die Nebenpole (4,j),(j,k), (i,k) dreier Scheiben I,J, K liegen auf einer
Geraden: (i,7) — (4,k) — (4, k), z.B.: (1,3) — (1,4) — (3,4).

7. Fallen die Nebenpole (i,j) und (j,k) in einem Punkt zusammen, so
liegt der Nebenpol (i,k) im gleichen Punkt, sofern alle drei Hauptpole
(2), (4), (k) auf einer Geraden liegen.

2.4.2 Konstruktion von Polplinen und
Verschiebungsfiguren

Am einfachsten beginnt man mit den festen Gelenklagern, denn diese sind,
s. Regel 1, der Hauptpol der angeschlossenen Scheibe. Momentengelenke bil-
den den Nebenpol der angeschlossenen Scheiben, s. Regel 2. —

Alle {ibrigen Pole bestimmt man nun mit Hilfe sogenannter Ortslinien.
Unter einer Ortslinie versteht man die Gerade, auf der sich gem&f den Re-
geln 3 bis 7 der Pol befinden muss.

e Der Schnittpunkt zweier Ortslinien fiir ein und denselben Pol ist der exakte
geometrische Ort des Pols.

e Laufen verschiedene Ortslinien fiir ein und denselben Pol parallel, so liegt
dieser als Schnittpunkt aller dieser Linien im Unendlichen.

e Liegt der Hauptpol einer Scheibe im Unendlichen bedeutet dies, dass sich
die Scheibe nur parallel verschieben kann, ihre Verdrehung ist null.

e Liegt der Nebenpol zweier Scheiben im Unendlichen bedeutet dies, dass
sich beide Scheiben um ihre jeweiligen Hauptpole um exakt denselben
Winkel verdrehen. Also sind zum Beispiel Stdbe dieser beiden Scheiben,
die vor der Verdrehung parallel zueinander waren, es auch danach.

Mit diesen Regeln kann man die Verformungsfigur bestimmen, die durch
das 'normierte’ Spreizen des M-, V- oder N-Gelenks entstehen. Normiert
meint, dass das Gelenk so gespreizt wird, dass am Gelenk negative Arbeit
auf einem Weg von 1 m geleistet wird. Der Teil der Verformungsfigur, der in
Richtung der Wanderlast féllt, ist dann die gesuchte Einflusslinie. Wir sagen
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Abb. 2.16 Berechnung der Verdrehungen zweier Scheiben zueinander

dazu auch, dass die Einflussfunktion die "Projektion’ der Verformungsfigur in
Richtung der Wanderlast ist.

2.4.3 Berechnung der Verdrehungen

An verschiedenen Stellen bendtigt man in der Statik die Stabdrehwinkel
von kinematischen Ketten und ihre Abhéngigkeiten untereinander. Diese Auf-
gabe ist sehr leicht und elegant zu 16sen, wenn man sich den Zusammenhang
zwischen der Verdrehung zweier Scheiben (¢) und (k), die iiber den Nebenpol
(4, k) miteinander verbunden sind, klar macht. Das Vorgehen wollen wir an
Bild 2.16 illustrieren.

Die Verdrehung ¢; des Stabes i (bzw. der Scheibe (7)) ist gegeben und die
Verdrehung Stabes k in Abhéngigkeit von ; ist gesucht.

Es bezeichne z; den horizontalen Abstand des Hauptpols (¢) vom Nebenpol
(i, k) bzw. x, den horizontalen Abstand des Hauptpols (k) vom Nebenpol
(4, k). Entsprechend bezeichnen y; und y;, die vertikalen Absténde und /; und
I}, die Abstiande der Hauptpole (i) bzw. (k) vom zugehdrigen Nebenpol (i, k).

Damit gilt

tan @; = ln tan ¢ = % (2.51)
7

also
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Abb. 2.17 Berechnung der Verschiebungen der Scheiben bzw. Stdbe 2 und 3 bei vorge-
gebener Verdrehung von Scheibe 1

l; - tan p; = [, - tan @y (2.52)

Die Hauptpole der beiden Scheiben und ihr gemeinsamer Nebenpol liegen
wie immer—auf einer Geraden, die hier unter dem Winkel a geneigt ist, und
daher gilt

sina =2 =Y (2.53)
li g
oder aufgelost nach den Léngen
=Y = W (2.54)
sin « sin «
und mit (2.52) folgt also
Yi - tan Yi = Yk * tan Pk (255)
Ebenso ergibt sich aus
cosa=2 Tk (2.56)
Ll

das Ergebnis

Z; - tan @; = xy - tan @y (2.57)
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An einem System aus drei Scheiben, s. Bild 2.17, wollen wir die Anwen-
dung dieser Beziehungen erldutern. Gegeben ist der Winkel ¢ mit dem Wert,
tan@; = 1/3. Gesucht sind die anderen beiden Drehwinkel o und 3. Die
Verdrehung der Scheibe 2 und damit des Stabes 2 ergibt sich iiber (2.57) zu

ry-tang;  3-1/3

tan g = 1. (2.58)

T2 1
Die Verdrehung der Scheibe 3 erhiilt man nun z.B. aus (2.55)

b 2-1
tan g3 = Yprlallpe 2t _ 1 (2.59)
Y3 2

oder mit (2.57) iiber die Verdrehung der Scheibe 1

Ty-tang;  9-1/3

1. 2.60
Za 3 (2.60)

tan g3 =

Damit ergibt sich insgesamt fiir die Verdrehungen der Scheiben in Abhéngig-
keit von der Verdrehung der Scheibe 1 das Resultat

tan o1 1
tangs | = | 3| -taney . (2.61)
tan 3 3

2.4.4 Einflussfunktion fiir eine Querkraft, Bild 2.18

Im Bild 2.18 ist die Einflusslinie fiir die Querkraft in dem rechten, schrig
verlaufenden Stab gesucht. Bei der Konstruktion des Polplans ist zu beachten,
dass die Ortslinie des Nebenpols (2,3) auf jeder Senkrechten zur Bewegungs-
richtung des Querkraftgelenkes im Unendlichen liegt, also auch auf derjenigen
durch den Hauptpol (3). Diese Gerade durch den Hauptpol (3) ist gleichzeitig
Ortslinie fiir den Hauptpol (2), genauso wie die Verbindungsgerade von (1)
und (1,2). In dem Schnittpunkt der beiden Ortslinien liegt der Hauptpol (2).

Zur Generierung der Einflusslinie wird zwischen den beiden Ufern des
Querkraftgelenkes eine Spreizung von Eins erzeugt. Vertikal, also in Lastrich-
tung, bedeutet dies in der Projektion eine relative Verschiebung der Scheiben
zueinander im Gelenk und auch iiber den Hauptpolen von 0.8 m.

Die relative Verschiebung iiber den Hauptpolen lésst sich zur Konstruk-
tion der Bewegung der Scheiben in der Projektion nutzen, da wegen der
Unverschieblichkeit der Hauptpole die Verschiebung der Scheibe 2 iiber dem
Hauptpol (3) betragsmifig 0.8 m ist und umgekehrt die Verschiebung der
Scheibe 3 tiber dem Hauptpol (2) betragsmifig ebenso 0.8 m.

Die vertikalen Anteile der Bewegungen des Lastgurtes bilden die gesuchte
Einflusslinie.
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Abb. 2.18 Vertikale Wanderlast und Einflussfunktion fiir eine Querkraft, (1), (2), (3) sind
die Hauptpole der Scheiben 1, 2 und 3 und (1, 2), (2, 3) sind die Nebenpole von Scheibe 1
und 2 bzw. Scheibe 2 und 3

2.4.5 Einflussfunktion fiir eine Normalkraft, Bild 2.19

In Bild 2.19 ist die Einflusslinie fiir die Normalkraft in dem schriig verlau-
fenden Stab gesucht. Bei der Konstruktion des Polplanes ist zu beachten, dass
die Ortslinie des Nebenpols (2,3) auf jeder Senkrechten zur Bewegungsrich-
tung des Normalkraftgelenkes im Unendlichen liegt, also auch auf derjenigen
durch den Hauptpol (3). Diese Gerade durch den Hauptpol (3) ist auch Orts-
linie fiir den Hauptpol (2) genauso wie die Verbindungsgerade von (1) und
(1,2). Beide Ortslinien liefern in ihrem Schnittpunkt den Hauptpol (2).

Zur Konstruktion der Einflusslinie wird im Normalkraftgelenk eine Sprei-
zung von Eins erzeugt. Vertikal, also in Lastrichtung, bedeutet dies in der
Projektion eine relative Verschiebung der Scheiben zueinander im Gelenk und
auch iiber den Hauptpolen von 0.5 - v/2 m. Die relative Verschiebung iiber
den Hauptpolen ldsst sich zur Konstruktion der Scheiben in der Projektion
nutzen, da hier wegen der Unverschieblichkeit der Hauptpole die Verschie-
bung der Scheibe 2 iiber dem Hauptpol (3) 0.5-v/2 m betriigt und umgekehrt
die Verschiebung der Scheibe 3 {iber dem Hauptpol (2) absolut genommen
0.5 - v/2 m betrigt.
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Abb. 2.19 Einflussfunktion fiir eine Normalkraft bei vertikaler Wanderlast

Die vertikalen Anteile der Bewegungen des Lastgurtes bilden wieder die
gesuchte Einflusslinie.

2.4.6 Einflussfunktion fiir ein Moment, Bild 2.20

In Bild 2.20 ist die Einflusslinie fiir das Biegemoment im Punkt ¢ ge-
sucht, und so wird an der Stelle i zunichst ein Momentengelenk eingefiigt.
Das vormals statisch bestimmte System ist nun verschieblich. Die normierte
Verschiebungsfigur ergibt sich dann iiber die Bedingung tan ¢, + tan ¢; = 1.
Diese ist genau dann erfiillt, wenn die vertikale Verschiebung im Aufpunkt ¢
den Wert

g fre 34 12 (2.62)
xr1 + T2 3+ 4 7
hat.

Zum Schluss muss man noch die Verschiebungsfigur in die Lastrichtung
projizieren. Die Verdrehungen der drei Scheiben in der Projektion stimmen
mit den Verdrehungen in der Verschiebungsfigur iiberein. In den Hauptpolen
ist die Verschiebung null und somit auch in der Projektion. Unter Beachtung
dieser Zusammenhiinge ist es im Allgemeinen moglich, sofort die Projektion
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: : 1.5m

Abb. 2.20 Einflussfunktion fiir ein Moment bei vertikaler Wanderlast

des Lastgurtes in der Verschiebungsfigur zu zeichnen, ohne vorher die kom-
plette Verschiebungsfigur am verschieblichen System zu bestimmen.

2.4.7 Einflussfunktion fiir ein Moment, Bild 2.21

In Bild 2.21 ist ebenfalls die Einflusslinie fiir ein Biegemoment in einem
Punkt ¢ gesucht. An der Stelle ¢ wird zunéchst wieder ein Momentenge-
lenk eingefiigt, wodurch das ehemals statisch bestimmte System verschieblich
wird. Im Unterschied zum Beispiel in Bild 2.20 liegen beide Hauptpole der im
Gelenk 7, dem Nebenpol, miteinander verbundenen Scheiben, auf der rechten
Seite des Gelenkes.

Die normierte Verschiebungsfigur ergibt sich nun iiber die Bedingung
tan ¢4 — tan g = 1. Diese ist erfiillt, wenn die relative Verdrehung zwischen
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Abb. 2.21 Einflussfunktion (-linie) fiir ein Moment bei vertikaler Wanderlast

den beiden Scheiben 2 und 4 gleich eins ist, was genau dann der Fall ist, wenn
die vertikale Verschiebung im Aufpunkt ¢ den Wert

T Xy 3-1 3
_ _sb 3 2.63
M= e—as 3-1 2 (2.63)

hat.
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Abb. 2.22 Einflussfunktion fiir eine Querkraft bei vertikaler Wanderlast
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2.4.8 Einflussfunktion fiir eine Querkraft, Bild 2.22

In Bild 2.22 ist die Einflusslinie fiir die Querkraft im Punkt ¢ gesucht und
so wird an der Stelle ¢ zundchst ein Querkraftgelenk eingefiigt. Analog zum
Beispiel in Bild 2.21 liegen beide Hauptpole der in diesem Gelenk verbunde-
nen Scheiben rechts vom Aufpunkt .

Zur Konstruktion der Einflusslinie wird zwischen den beiden Ufern des
Querkraftgelenkes eine Spreizung von Eins erzeugt. Negative Arbeit wird
dann geleistet, wenn sich die Scheibe 2 bzw. die Scheibe 3 im Uhrzeigersinn
bzw. entgegen dem Uhrzeigersinn um die zugehorigen Hauptpole drehen. Die-
se Drehrichtung findet man so auch in der Projektion wieder.

Vertikal, also in Lastrichtung, findet man in der Projektion eine relative
Verschiebung der Scheiben zueinander im Gelenk und auch {iber den Haupt-
polen von 1 m. Die relative Verschiebung iiber den Hauptpolen lisst sich
zur Konstruktion der Scheiben in der Projektion nutzen, da hier wegen der
Unverschieblichkeit der Hauptpole die Verschiebung der Scheibe 2 iiber dem
Hauptpol (3) absolut 1 m ist und umgekehrt. Die Teile des Lastgurtes auf
den Projektionen der Scheiben gehéren zur gesuchten Einflusslinie.

2.4.9 Einflussfunktion fiir zwei Lagerkrdfte, Bild 2.23

In Bild 2.23 sind die Einflusslinien fiir die Auflagerkrifte in A und B
gesucht. Nach dem Losen der jeweiligen Fessel wird, da die Auflagerkrifte
genau in Belastungs- und Projektionsrichtung liegen, der Punkt A und B um
den Wert 1 entgegengesetzt zur positiven Richtung der Auflagerkraft, also
nach unten, verschoben (negative Arbeit!).

Die Einflusslinie fiir die Auflagerkraft A ldsst sich sofort ablesen, da der
abgesenkte Punkt der Scheibe 1 zum Lastgurt und damit zur Einflusslinie
gehort. Im Fall der Einflussfunktion fiir die Auflagerkraft in B gehort die-
ser abgesenkte Punkt jedoch zu den Scheiben 3 und 4, deren Hauptpole im
Unendlichen liegen. Damit verschieben sich diese beiden Scheiben parallel
ebenfalls um eins nach unten.

Auf diesen beiden Scheiben findet man nun die Bilder der zu den Scheiben
1 bzw. 2 gehorenden Nebenpole (1,3) bzw. (2,4). Die Verbindung von (1) mit
(1,3) und von (2) mit (2,4) in der Projektion liefert uns die zum Lastgurt
gehorenden Scheiben 1 und 2 und damit die Einflusslinie.

2.4.10 Kampferdruck am Bogen, Bild 2.2

Eine der in der Geschichte des Bauens wichtigsten Gréfen ist der Kdmp-
ferdruck H eines Bogens, s. Bild 2.24,

H =

M
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EL-B

Abb. 2.23 Einflussfunktionen fiir zwei Lagerkrifte
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Drehkreis

1

Abb. 2.24 Spreizung der Bogenmitte um 1 Meter, eine fiir die Baustatik fundamentale
Figur, die zudem verdeutlicht, wie eng Statik und Kinematik zusammenhéngen

der gleich dem Feldmoment M am gleichlangen Einfeldtréger dividiert durch
den Stich f ist. Die richtige Balance zwischen H und f zu finden ist auch
heute noch das Kernproblem bei der Konstruktion von Hingebriicken.

In Bild 2.24 wird die Normalkraft N = H im Zenith des Bogens durch
den Einbau eines N-Gelenks ’sichtbar gemacht’. Bei einer Spreizung der Bo-
genmitte um einen Meter dreht sich die linke Seite des Bogens um den Pol 1
und alle Punkte, die dieselbe Hohe f iiber dem Pol haben, schwenken um 0.5
m nach links, wie der Punkt A in Bild 2.24. Daran kann man tan ¢ = 0.5/ f
ablesen und alle anderen Punkte, die in der Horizontalen den Abstand ¢/2
vom Drehpol haben, schwenken um v = ¢/2 - tan ¢ nach oben und somit ist
H=P-v=P-1/(4- f) =M/ f. Bei einer Gleichlast p gilt

0/2 2
p-7 M
H=2~p/ z-tan pdxr = = —. 2.65
0 8-f f (26

2.5 Statisch unbestimmte Tragwerke

Wenn das Tragwerk statisch unbestimmt ist, dann sind Kréfte nétig, um
die beiden Gelenkhilften zu spreizen, aber auch dann ist A ; = 0 und der
Satz von Betti reduziert sich wie oben auf

.@(wl, wg) = ALQ =0. (266)

Betrachten wir den Balken in Bild 2.25. Um die Einflussfunktion fiir das
Biegemoment in Feldmitte zu erzeugen, wird ein Momentengelenk eingebaut
und die beiden Hélften werden so gegeneinander verdreht, dass sich eine
Spreizung
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M(x)

tan @, +tan ¢; = 1

Abb. 2.25 Gelenke machen die Schnittgréfen sichtbar

tan @, + tan ¢; = 1 (2.67)
einstellt. Dann integriert man von 0 bis # und von z bis zum Trégerende [
B (Gayw) = F(Ga,w)(0,0) + F (G2, w) (0 - (2.68)

Die Randarbeiten an den Trigerenden sind null und an der Ubergangsstelle,
im Aufpunkt z, heben sich alle Randarbeiten weg, bis auf den Term

—M(z)w' (x_)+M(z)w' (xy) = —M(z) - (tan ¢, + tan ), (2.69)

von links von rechts

und somit ergibt sich in der Summe

1
A (Ga,w) = —M(z) - (tan @, + tan ¢;) +/0 Ga(y,z)p(y)dy =0 (2.70)
—_

=1

oder

M(z) = /O Galy,z) ply) dy - (2.71)
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Abb. 2.26 Einflussfunktion fiir die Normalkraft in einer Stiitze

Um die Spreizung zu erzeugen, miissen an dem rechten Triger links und
rechts von dem Gelenk zwei gegengleiche Momente +X wirken. In der Praxis
macht man das so, dass man zunéchst ein Momentenpaar +X = 1 aufbringt,
die Relativverdrehung berechnet und dann das X so normiert, dass sich die
gewiinschte Relativverdrehung von eins einstellt.

Das ergibt die folgende Bilanz. Die Arbeit der duferen Krifte am Original
auf den Wegen der Spreizung ist

ol
Ao = / Ga(y,z)p(y)dy — M - (tan ¢; + tan ¢,.), (2.72)
0
aber die Arbeit der rechten Krifte auf den linken Wegen ist null
Ao =—-X -w(z)+X uw(z)=(-X+X)uw'(z) =0, (2.73)

was immer so ist. Die Krifte +.X, also hier die Momente, die die Spreizung des
Gelenks bewirken, sind immer gegengleich und weil die zu den beiden £X
konjugierte Weggrofe des Originals im Aufpunkt stetig ist (w'(x) springt
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Abb. 2.27 Einflussfunktion fiir das Moment in einem Unterzug

Feder kann den Balken kaum nach unten ziehen

0.15
~—
- V4 =
k<1 weich
a
1
=
Feder ist stark, Balken folgt ihr
~—
— N
0.95 //
k>1 hart
1
b

Abb. 2.28 Eine weiche Feder fingt viel von der Fusspunktsbewegung auf, wihrend eine
harte Feder fast die ganze Bewegung an den Tréger weitergibt und somit die Einflussfunk-
tion fiir die Lagerkraft weiter ausschldgt als bei einer weichen Feder
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4-\]\4 “\)(1 =1
1
S
k, ky = tan o P
EF-M

a b

X, =

©® -
ky i
w1 Pr
EF—M 511 = tan SDl + ta‘n L)O’V’
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Abb. 2.29 Einflussfunktion fiir eine elastische Einspannung

nicht bei diesem Beispiel), ist die Arbeit der Krifte £X immer null.

Bei der Berechnung von Einflussfunktionen fiir Kraftgrofen reduziert sich
der Satz von Betti auf die Gleichung

Ay =0. (2.74)

2.6 Einflussfunktionen fiir Lagerkrifte

Lagerkrifte konnen, wie andere Schnittkréfte auch, durch den Einbau ei-
nes entsprechenden Gelenks sichtbar gemacht werden. Die Einflussfunktion
entsteht dann wie gewohnt durch die Spreizung des Lagers. Wenn der Boden
starr ist, dann kann sich nur eine Seite des Lagers bewegen, die somit allein
den vollen Weg 1 gehen muss und die 1 geht in voller Héhe in das Tragwerk,
wie vielleicht in Bild 2.26.

Wenn der Boden elastisch ist, dann muss man durch eine lokale Analyse
untersuchen, wieviel von der 1 der Boden beitrigt und wieviel das Tragwerk.

Die Kraft X, die nétig ist, um das Lager um 1 m auseinander zu driicken,
betrigt

kskp

- kp = k-Boden ks = k-Struktur. (2.75)
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1
/ Gly,xs)dy = x, — x4
0

A
A4

]
MQ Vm
N /|

Nullstellen

M

Ts
\_/:'Ea, Ty
C

Abb. 2.30 Durchlauftriger unter Gleichlast, a) die Einflussfunktion fiir die Lagerkraft,
b) die Nullstellen der Querkraft, ¢) Momentenverlauf

Die Steifigkeit kg der Struktur im Lager ermittelt man, indem man die Ver-
bindung des Tragwerks mit dem Boden 16st, und mit einer Kraft X = 1 gegen
das Tragwerk driickt. Der Kehrwert der Verformung ist kg.

Ein verwandtes Problem stellen nachgiebige Stiitzen (= Federn) dar, s.
Bild 2.28. Wenn die Feder sehr weich ist, dann wird der Weg 1, den der
Fusspunkt der Feder geht, zu einem grofsen Teil von der Feder verschluckt und
der Triger spiirt wenig von der Spreizung, d.h. die Einflussfunktion verlduft
sehr flach in dem Triger. Umgekehrt, wenn die Feder sehr hart ist, dann
teilt sich der Weg 1 am Fuss der Feder auch dem Tréger deutlich mit, d.h.
die Feder nimmt relativ viel Last auf, weil die Einflussfunktion jetzt weit
ausschwingt.

Eine elastische Einspannung, s. Bild 2.29, kann durch eine Drehfeder mit
der Steifigkeit k, simuliert werden. Bei einer Drehfeder betrdgt der Zusam-
menhang zwischen Drehwinkel ¢ und dem Moment M

M =k, tan ¢. (2.76)
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Um die Drehfedersteifigkeit des Tragwerks zu ermitteln, denken wir uns das
Tragwerk frei drehbar durch ein Gelenk mit der Einspannstelle verbunden
und wir lassen ein Moment X = 1 wirken. Sei tan ¢ der Tangens des Dreh-
winkels, der sich dabei einstellt, dann betréigt die Drehsteifigkeit der Struktur

(S)

1
kS = : (2.77)
tan ¢
und das Moment X, das fiir eine Spreizung 1 nétig ist, hat die Grofe
ES k
X=_£2"*% (2.78)
kS + ke,

2.7 Die Nullstellen der Querkraft

Praktiker schitzen die Grofe einer Lagerkraft {iber das Querkraftdia-
gramm ab. Je weiter die Nullstellen der Querkraft auseinander liegen, um
so grofser ist die Lagerkraft, s. Bild 2.30.

Diese Abschétzung beruht auf der Formel V'(z) = —p(«). Links vom Lager
(Koordinate z) gilt

/ms V() de = Vi — Viza) = Vi (2.79)

a

und rechts vom Lager

/mb V'(z)de =V(zp) =V, = =V, (2.80)

und somit ergibt sich die Lagerkraft zu
xp Ts xp
R=V, -V = / p(x) dx +/ p(x)de = / p(z) dzx. (2.81)

In allen Lastfillen p = ¢ (konstante Streckenlast) ist bei einem Durchlauf-
trager die Lage und der Abstand der Nullpunkte gleich und der Abstand ist
gleich der Fliche der Einflussfunktion

1
R:/ G(y,xs) - cdy = (xp — xq) - C. (2.82)
0
Ahnliches gilt fiir das Stiitzmoment M = M; = M,. Aus M'(x) = V(z) folgt

Zs zp
M:Ml:/ Vda M:MT:—/ Vdx, (2.83)

a s



122 2 Der Satz von Betti

wenn jetzt x, und x, die Nullstellen im A -Verlauf bezeichnen, s. Bild 2.30
c. Das Stiitzmoment ist also gleich dem Fldcheninhalt von V' auf der linken
Seite bzw. von —V auf der rechten Seite.

2.8 Dirac-Deltas

All diese Ergebnisse, die wir oben doch relativ mithsam durch Aufspalten
des Integrationsbereichs in zwei Teile und dem genauen Verfolgen der einzel-
nen Terme hergeleitet haben, kann man mit dem Dirac-Delta viel schneller
herleiten.

Das Dirac-Delta wurde eingefithrt, um mit Einzelkriften wie mit anderen
Funktionen auch rechnen zu konnen. Das Dirac-Delta ist eine Funktion, die
in allen Punkten y aufer dem Aufpunkt x Null ist

bo(y—x)=0 y#ux, (2.84)

und die bei einer virtuellen Verriickung w gerade die Arbeit w(z) - 1 leistet

/0 Soly — ) w(y)dy = wiz)  x € (0,0). (2.85)

Ganz so, wie man sich das von einer echten Einzelkraft auch vorstellt.
Die Biegelinie, die zu einer Einzelkraft gehort, ist dann die Lésung der
Differentialgleichung
d4
Bl  Goly.) = dofy — 1) (2.86)

und mit dieser Definition und aufgrund der obigen Eigenschaften des Dirac-
Deltas ergibt sich die Einflussfunktion fiir w(x) sozusagen automatisch

N 1 .
-<—9/?/J(Go,'tv)=/0 5o(y*x)w(y)dyf/0 Go(y,z) p(y) dy

l
= w(z) - / Goly ) ply) dy = 0. (2.87)

Die Einflussfunktionen fiir die zweite Weggrofe, w’(x), und die beiden Kraft-
grofen, M(z) und V(z), ergeben sich analog durch Einfithrung weiterer
Dirac-Deltas

do(y — x) Kraft P =1

01(y — x) Moment M =1
do(y — ) Knick Aw' =1
I3y — ) Versatz Aw =1
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Abb. 2.31 In der obersten Reihe sind die vier Einflussfunktionen eines Balkens fiir a)
w, b) w’, ¢) M und d) V, jeweils in der Balkenmitte, dargestellt. In der zweiten Reihe
sieht man die Einflussfunktionen fiir einen Stab, e) u, f) N. Die Einflussfunktionen
integrieren, +, bzw. differenzieren, —, die Belastung

mit entsprechenden Eigenschaften, s. Bild 2.31,

/ oy — ) wly) dy = w(z) (2.882)
/0 51— ) wly) dy = /(@) (2.88)
/ sy — ) wly) dy = M(2) (2.880)
/ sy — ) wly)dy = V(). (2.884)

Die Dirac-Deltas sind sozusagen die Akteure, die aus der Biegelinie w die
interessierende Grofe herauspraparieren.

Das Operieren mit Dirac-Deltas is ein sehr eleganter Kalkiil, mit dem man
sehr einfach die vielen Schritte, die zur Herleitung einer Einflussfunktion nétig
sind, wie die Zweiteilung des Intervalls, die genaue Verfolgung des Sprungs
in der Querkraft, etc., umgehen kann, aber auf der anderen Seite darf man
nicht vergessen, dass man nur auf dem analytischen Weg

B (Go,w) = Z(Ghyw)0.0) + F(GFw) iy = 0+0 (2.89)
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(P—P)-6u=0

P =5kN

ou

oWe=5-0u—10-05-6u=0

A
10 kN 0.5 du

b

Abb. 2.32 a) Gleichgewicht der Krifte am Stab: Ut tenso sic vis, b) Gleichheit der
Arbeiten beim Flaschenzug

die Ergebnisse wirklich herleiten kann. Wenn man danach weifs, was heraus-
kommt, kann man die Abkiirzung nehmen, aber vorher muss man wissen,
was eigentlich herauskommt...

Und noch eine Anmerkung: Die Punktwerte w(x) etc. entspringen gar nicht
dem Gebietsintegral, wie es das Dirac-Delta glauben machen will, sondern es
ist die Differenz zweier Randarbeiten, (Querkraftsprung), die den Punktwert
w(z) liefert

(Vo (@) = Vi(2) w(w) =1 w(x). (2.90)
—_— —

=1

Das ist auch bei 2-D und 3-D Problemen so. Dann sind die Punktwerte die
Grenzwerte von Randintegralen lings der kreisformigen Offnung, die den Auf-
punkt umgibt, und die sich zu einem Punkt zusammenschniirt.

Die fiir uns wichtigste Eigenschaft von Dirac-Deltas ist, dass man sie in-
tegrieren kann. Genauer gesagt, dass man feste Regeln dafiir hat, was
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l
A 5y — ) pi(y) dy (2.91)

bedeuten soll, denn so kann man die Dirac-Deltas nahtlos in die Methode der
finiten Elemente einfiigen, kann man jedem Dirac-Delta dquivalente Knoten-
kriifte zuordnen

fi= | oy — ) eily) dy = () (2.920)
fi= | iy — ) ) dy = () (2.92b)
fi= | oy — ) i) dy = M) (@) (2.920)
f= | sy — ) i) dy = Vi) ). (2.924)

Es bedeutet M(y;)(z) das Moment der Ansatzfunktion ¢; im Aufpunkt z
und analog ist V(¢;)(z) die Querkraft von @; im Aufpunkt z.

2.9 Dirac Energie

Das Geheimnis des Flaschenzuges ist, dass die Kraft, die am Seilende zieht,
und das Gewicht dieselbe Arbeit verrichten , s. Bild 2.32.

Auch Einflussfunktionen driicken eine solche Balance aus, eine Energieba-
lance. Die Arbeit, die eine Einzelkraft P = 1 auf dem Wege w(x) verrichtet

l
1 w(z) = /0 Go(y,z)p(y) dy, (2.93)

ist dieselbe, die die verteilte Belastung p auf dem Weg Gy (y, z), der Durch-
biegung des Balkens unter der Einzelkraft, leistet.

Der Faktor 1 ist wesentlich, weil ohne diesen Faktor die Dimensionen nicht
iibereinstimmen

1
Kraft-Weg = 1-us) = | Goly,2)ply) dy
0
= Weg - Kraft/Lange - Linge . (2.94)

Daher ergibt die Auswertung einer Einflussfunktion eine Energie. Wir nen-
nen dieses Energiequantum die Dirac Energie .
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Abb. 2.33 Schaukel

Die Dirac Energie ist die Arbeit, die die Belastung auf dem Wege der Ein-
flussfunktion leistet.

Das einfachste Beispiel fiir diesen Gedanken ist die Schaukel, siehe Bild
2.33. Die Arbeit der beiden Gewichte ist bei jeder Drehung ¢ der Schaukel
null

Piu;— Pru, = Py tanph; — P. tangh, = (P h; — P h,) tangp =0,
(2.95)

weil die beiden Krifte dem Hebelgesetz gehorchen, P, h; = P, h,..

In diesem Sinne gleicht jede Einflussfunktion einer Schaukel . Um die Quer-
kraft V' (z) eines Trigers in einem Punkt z wie in Bild 2.5 zu berechnen,
installieren wir im Punkt z ein Querkraftgelenk und spreizen das Gelenk so,
dass die beiden Querkréfte dabei insgesamt die Arbeit —V(x) - 1 leisten

—V(z)w(z-) = V(z)w(zy) = =V(z) (w(z-) +w(zy)) = =V(z)-1. (2.96)

Die Arbeit der Punktlast P auf der Verschiebung w, die durch die Spreizung
des Gelenks ausgelost wird, muss genau das Gegenteil davon sein

—V(z)- 1+ Pw=0. (2.97)
[ —
A1

Das ist der Satz von Betti, A1 5 = As 1. (Die Arbeit A, ist null, siehe die
folgende Bemerkung).

Zu jeder Schnittgrofe V (z), N(x), M(z) etc., gehort also ein gewisser Me-
chanismus, eine gewisse Schaukel, s. Bild 2.34, und wenn wir das Gelenk
16sen und die Arbeit berechnen, die die Belastung auf den Wegen leistet, die
durch die Spreizung des Gelenks verursacht werden, dann lernen wir, wie grofs
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Abb. 2.34 Die Kinematik eines Tragwerks bestimmt den Abtrag der Krifte

e

127
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tan ¢; +Htan ¢, =1

a .
=

b

Abb. 2.35 Auswertung der Einflussfunktion fiir ein Moment und eine Querkraft

die Schnittgrofe in dem Gelenk sein muss, damit sie die Arbeit der duferen
Belastung ins gleiche setzt.

Bei einer FE-Berechnung behindern wir die freie Bewegung eines Trag-
werks, wir legen dem Tragwerk sozusagen Fesseln an, weil die shape functions
¢i(z) zu 'ungelenk’ sind, und daher bekommt die Belastung P das falsche
Signal. Die Verschiebung im Fufpunkt von P ist wy,

—Vh(x) 14+ Pw, =0 (298)

und nicht der exakte Wert w
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Abb. 2.36 Einflussfunktion fiir o,, (bilineare Elemente), a) Knotenkrifte f, b) Ge-
niherte Einflussfunktion, c¢) Verfeinertes Netz
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Abb. 2.37 Wenn eine Punktlast an der Turmspitze angreift, dann ist die Normalkraft
in der Strebe proportional zur Auslenkung an der Turmspitze, die durch die Spreizung in
Achsrichtung verursacht wird

~V(z)-1+Pw=0, (2.99)

und daher ist V},(z) # V(x). Ein FE-Programm verschdtzt sich bei den Dirac
Energien.

Wir ziehen also den Schluss, dass die Kinematik eines FE-Netzes, die Fein-
heit der Details, die Genauigkeit der FE-Lisung bestimmt.

Netz — Kinematik — Prézision der Einflussfunktionen — Giite der Ergeb-
nisse

Wir kénnen jetzt auch sagen, was ein guter Entwurf ist. Die Schaukellogik

V)= =P Y mache w Kein! (2.100)
signalisiert, dass ein Entwurf dann gut ist, wenn das, was von der auslésenden
Bewegung, also hier der Spreizung 1 des Querkraftgelenks (im Nenner), im
Fullpunkt der Punktlast P ankommt, das ist das w im Zihler, so klein wie
moglich ist, weil dann V(z) nur ein Bruchteil der Belastung P sein wird.

Wirf einen Stein ins Wasser und schau den Wellen zu! Je kleiner die Wel-
len sind, die die Last erreichen, um so besser. Der Hebel des Archimedes ist
(ganz bewusst) das Gegenteil eines guten Entwurfs. Driickt man das kur-
ze linke Ende um eins nach unten, dann stellt sich am rechten Ende eine
sehr grofie Verschiebung w ein, weswegen Archimedes nur eine kleine Kraft
braucht, um die Welt aus den Angeln zu heben. Umgekehrt bedeutet dies



2.10 Punktwerte bei Flédchentragwerken 131

Abb. 2.38 Der Ubergang vom Seil zum Segeltuch, [41]

aber auch, dass Archimedes lange, lange Wege gehen muss, um die Welt nur
ein Iota zu heben.

Anmerkung 2.2. Glg. (2.100) macht noch einmal klar, dass Einfluss ein Ver-
héltnis w/1 von zwei Verschiebungen ist, und daher ist es gleichgiiltig, ob die
auslosende Spreizung 1 mm, 1 cm, 1 m oder 1 km ist. Es kommt nur auf das
Verhéltnis von gespiirter Bewegung zu auslésender Bewegung an.

Das Bild 2.37 soll zeigen, dass der Normalkraftanteil der Strebe an einer
Last P = {P,, P, P.} an der Spitze des Eiffelturms, davon bestimmt wird,
wie grof die Auslenkungen w,,u,,u. sind, die die Spreizung der Strebe an
der Spitze des Turms verursacht

1-N=P,-ug+Py-uy+ P, u,. (2.101)

2.10 Punktwerte bei Flichentragwerken

Punktwerte, wie etwa die Durchbiegung w(z) eines Balkens, kommen di-
rekt in der zweiten Greenschen Identitédt der Balkengleichung vor und daher
ist es ein einfaches, eine Einflussfunktion fiir w(z) herzuleiten, man muss nur
den Balken in zwei Teile teilen und dann springt wie von selbst an der In-
tervallgrenze mit Hilfe des dualen Lastfalls, der Einzelkraft P = 1, der Wert
w(z) heraus
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l
1 w(e) = /O Goly,2) ply) dy . (2.102)

Bei Flichentragwerken ist das anders. Die Biegefliche w(a) einer Membran,
die iiber eine Offnung (2 gespannt ist, ist die Losung des Randwertproblems

—Aw=p w =0 auf dem Rand I". (2.103)

In der zugehorigen zweiten Greensche Identitit,

B (w, ) = —AwwdQ—l—/a—wwds
7] r on
—/wa—wds—/ w(—Aw)d2 =0, (2.104)
r On 7]

stehen nur Integrale, aber keine Punktwerte.

Der Ubergang zum Punkt gelingt, weil die Biegefliche Go(y,x), die zu
einer Punktlast P = 1 gehort, die Eigenschaft hat, dass das Integral der
Querkréfte 0Go/0n der Membran iiber immer enger gezogene Kreise I, um
den Aufpunkt herum in der Grenze den Wert 1 hat

hm Querkraft ds = hm/ 9Go ds=1. (2.105)
I. e—0

Dieser Grenzwert macht den Ubergang vom Integral zum Punkt méglich. Es

ist eine sehr wichtige Eigenschaft von Gy.

Man formuliert daher den Satz von Betti zunéchst auf dem gelochten Ge-
biet 2. = {2 — N,, man spart also einen kleinen Kreis N, um den Aufpunkt
aus, und ldsst dann den Radius ¢ — 0 gegen Null gehen. In der Grenze er-
hilt man so das gewiinschte Resultat, die Einflussfunktion fiir w(z) in dem
Aufpunkt x,

Lw(e) = | Golw.a)ply) dy . (2.106)

Die Herleitung von Einflussfunktionen bei Flichentragwerken ist sehr tech-
nisch und nicht immer einfach, siehe [27] und [28]. Zum Gliick geht das ganze
mit finiten Elementen aber viel einfacher, s. Kapitel 3.

Anmerkung 2.3. Bei einem Seil ist V = H w’ die Querkraft, bei einer Mem-
bran ist die Querkraft v, in einem Schnitt mit der Schnittnormalen n die
Normalableitung der Biegefliche in Richtung von n

ow
=H B [kN/m] . (2.107)

H ist die Vorspannkraft, die wir oben Eins gesetzt haben.
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2.11 Dualitat

Hinter dem Satz von Betti steckt ein Begriff, der fiir das Rechnen sehr
wichtig ist, der Begriff der Dualitét.

Die einfachste Einfithrung in das Thema vermittelt eine Steifigkeitsmatrix
K (;,xn)- Wenn man die Matrix mit einem Vektor w multipliziert, K u, und
diesen Vektor dann skalar mit einem zweiten Vektor du, ist das Ergebnis eine
Zahl u” K u.

Weil eine reelle Zahl wie 7 sich nicht d&ndert, wenn man sie transponiert,

=, gilt

dul Ku=u" Kdu (2.108)
oder
P (u,bu) =6u" Ku—uT Kéu=0. (2.109)

Das ist der Satz von Betti fiir symmetrische, also selbstadjungierte Matrizen.
Symmetrie bei Matrizen ist dasselbe wie selbstadjungiert bei Differential-
gleichungen.

Eine Steifigkeitsmatrix kann man bekanntlich als die Abbildung eines Vek-
tors w auf einen Vektor f lesen

Ku=f. (2.110)

Nun stellen wir uns vor, wir kennen den Vektor f, der etwa die Knotenkréaf-
te eines Fachwerks darstellt, und wir wollen die erste Komponente u; des
Vektors u der Knotenverformungen im LF f wissen.

Um wup zu bestimmen, 16sen wir das Gleichungssystem

Kg, =e, (2.111)

wir vertauschen also f mit dem ersten Einheitsvektor elT ={1,0,0,...,0}.
Mit der Losung g, und dem Vektor u gehen wir dann in die Identitét (2.109)

Z(gru) =gl f-uei=g] f—ui=0 (2.112)
und erhalten so das gewiinschte Resultat
uw =g7 f. (2.113)

Zu jeder Komponente u; gibt es einen solchen Vektor g;, er ist die Losung
von
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Belastung "Dirac Deltas’
f J
o o
et 15 T
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Verschiebung u g Einflussfunktion

Ju)=j3"u=g"Ff

Abb. 2.39 Dualitdt am Beispiel der linearen Algebra, Dualitdt = ’iiber Kreuz’

Kg;=e;, (2.114)
mit dem man u; aus der rechten Seite f berechnen kann, s. Bild 2.39,
u =gl f. (2.115)

Anders gesagt: indem man den Vektor f auf die n Vektoren g,,i=1,2...n
projiziert, kann man die Losung v = uy e; +. ..+ u, e, bestimmen, denn die
Projektion von f auf die Vektoren g, ist dasselbe, wie die Projektion von u
auf die Einheitsvektoren e;

u=g; f=u"e. (2.116)

Genau das passiert, (fiir alle u; gleichzeitig), wenn wir den Vektor f mit der
inversen Matrix K ~! multiplizieren

u=K'f, (2.117)

denn die Zeilen (und Spalten) der symmetrischen Matrix K ' sind gerade
die Vektoren g, und daher folgt

u= (g7 flei+ (g3 flea+...+ (g} fen. (2.118)

Geht es um Funktionen, also die Lésungen von Differentialgleichungen, wie
zum Beispiel
—EAY" (x) = p(z) u(0) =u(l) =0, (2.119)

dann hat die Matrix K unendlich viele Spalten, und die Einheitsvektoren
gehen in Dirac-Deltas iiber
d2

fd—yQG(y,x) =d0(y—x), (2.120)
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aber der Formalismus ist derselbe. Indem wir die rechte Seite p auf die Lo-
sungen G(y,x) projizieren, also das Lo-Skalarprodukt (Integral) der beiden
Funktionen bilden, kénnen wir den Wert der Lésung an jeder Stelle « berech-
nen

l l
u(w):/o G(y,:lﬁ)p(y)dy:/0 6y —z)uly)dy . (2.121)

arf ure:

2.12 Monopole und Dipole

Die Einflussfunktion fiir die Verdrehung w’ eines Balkens wird durch ein
Einzelmoment M = 1 erzeugt

1
M = Aligo Ar Arx =1, (2.122)
das man sich durch zwei gegengleiche Krifte, P = +1/Ax, entstanden denken
kann, deren Abstand Az gegen Null geht, wiahrend gleichzeitig die Krafte
gegen unendlich gehen. In der Physik nennt man dies einen Dipol.

Die Einflussfunktion fiir eine Durchbiegung w(x) hingegen wird von einem
Monopol, einer Einzelkraft, erzeugt.

Einflussfunktionen, die von Monopolen erzeugt werden, summieren. Solche
Einflussfunktionen gleichen Dellen oder Senken, s. Bild 2.40 und 2.43 a. Alles
was in die Delle hineinfillt, vergrofiert die Durchbiegung der Platte.

Dipole hingegen erzeugen Scherbewegungen, die auf Ungleichgewichte rea-
gieren, sie differenzieren, s. Bild 2.40 und 2.43 b.

Monopole integrieren und Dipole differenzieren.

Jede der vier Einflussfunktionen in Bild 2.40 gehort sinngeméf zu einem
der beiden Typen:

e E.F. fiir Durchbiegungen und Momente summieren.
e E.F. fiir Verdrehungen, Spannungen und Querkriéfte differenzieren

Die Einflussfunktion fiir die Querkraft V' wird von einem Dipol erzeugt,
wihrend die Einflussfunktion fiir das Biegemoment M von zwei entgegenge-
setzt drehenden Momenten M = +1/Ax erzeugt wird, die nach Innen drehen
und so eine symmetrische Biegefigur aber mit einem scharfen Knick im Auf-
punkt generieren?.

! Genau genommen lautet die Folge: Monopol—Dipol-—Quadropol-—Octopol, entspre-
chend den finiten Differenzen fiir w,w’, M,V s. Bild 7.3 S. 343, aber fiir unsere Zwecke
reicht das einfache Raster: Monopol—Dipol aus.
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d

Abb. 2.40 Einflussfunktionen werden von Monopolen (linke Seite) bzw. Dipolen (rechte
Seite) erzeugt, Einflussfunktion fiir a) Durchbiegung, b) Verdrehung w,,, c¢) Moment
Mae, d) Querkraft g,
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Abb. 2.41 Oberste Reihe Einflussfunktionen fiir a) das Biegemoment und b) die Quer-
kraft in der Mitte des Balkens, ¢) und d) Momente und Querkrifte unter symmetrischer
Last und antimetrischer Last, e) und f)

Das maximale Ergebnis wird dann erzielt, wenn die Belastung und die
Einflussfunktion vom selben Typ sind (symmetrisch—symmetrisch oder anti-
metrisch antimetrisch) und der minimale Effekt, wenn sie vom entgegenge-
setzten Typ sind, siehe Bild 2.41.

Der Unterschied zwischen Monopolen und Dipolen ist der Grund, warum
es einfacher ist, Verschiebungen und Biegemomente anzunihern, als Span-
nungen und Querkrifte. Es ist der Unterschied zwischen numerischer Inte-
gration und numerischer Differentiation, s. Bild 2.42.

Anmerkung 2.4. Alle Einflussfunktionen fiir Lagerreaktionen integrieren, ob-
wohl die Lagerkrifte ja Normalkrifte (Spannungen) oder Querkréfte sind
und daher wiirden wir erwarten, dass die Einflussfunktionen differenzieren.
Aber in einem festen Lager wird der eine Teil der Scherbewegung durch den
Baugrund behindert, so dass der andere Teil den ganzen Weg allein gehen
muss, um die vorgeschriebene Versetzung [[u]] = 1 zu realisieren und daher
wird aus der Einflussfunktion eine einseitige Integration.

Anmerkung 2.5. Nicht alle Einflussfunktionen tendieren gegen Null. Wenn
Teile des modifizierten Tragwerks (nach dem Einbau eines N-, V- oder M-
Gelenkes) Starrkorperbewegungen ausfiithren kénnen, dann kann es sein, dass
sich die Einflussfunktionen aufschaukeln, siehe Bild 2.44 b.
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Abb. 2.42 Die Steigerung der Komplexitit, a) Durchbiegung w, b) Momente my,, c)
Querkrifte g,
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Monopol

~ Monopol

Abb. 2.43 Deckenplatte Einflussfunktionen a) fiir eine Durchbiegung, b) fiir eine Quer-
kraft, c) fiir ein Moment
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Abb. 2.44 a) Gerbertridger, b) Einflussfunktion fiir ein Moment M. Nicht alle Ein-
flussfunktionen klingen ab!

Anmerkung 2.6. Das Abklingverhalten von Einflussfunktionen hingt von der
Ordnung der Ableitung der Zielgrofe ab. Beim Balken sind das die Gréfen

w(z), w'(z), M(z)=-FEIw"(z), V(z)=-FEIvw" () (2.123)

mit der Ordnung 0,1, 2, 3. Je niedriger die Ordnung ist, um so weiter greift
eine Einflussfunktion aus und um so langsamer klingt sie ab, wie man an der
Einflussfunktion fiir die Durchbiegung w(x) der Platte sieht, s. Bild 2.43 a,
wéhrend die Einflussfunktion fiir die Querkraft g, sehr eng gefasst ist, s. Bild
2.43 b. Es sind praktisch zwei gegengleiche Spitzen 400, die aus der Platte
herausragen, die dann aber sehr rasch auf Null abfallen.

Natiirlich sind das nur 'Trendmeldungen’ und das genaue Verhalten héngt
auch von der Art der Lagerung ab, s. Bild 2.45 und Bild 2.46, denn gerade
Kragtriager und Kragplatten spielen diesbeziiglich eine Sonderrolle, weil sie
freie Enden haben.

2.13 Einflussfunktionen fiir integrale Werte

In einem Punkt fokussiert man den Blick auf einen Wert, etwa das Mo-
ment, die Durchbiegung, die Querkraft, etc. Manchmal ist es jedoch sinnvol-
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b

Abb. 2.45 Kragplatte, a) Einflussfunktion fiir die Querkraft g, und b) fiir das Moment
My es ist erstaunlich, wie es mit einer 'numerischen’ Spreizung bzw. einem ‘numerischen’
Knick moglich ist, einen fast konstanten Versatz bzw. eine Rotation von genau 45° zu
erreichen
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b

Abb. 2.46 Plattenbriicke, a) Einflussfunktion fiir das Moment m; und b) fiir die Quer-
kraft g, in der Plattenmitte (also in einem Punkt); die Einflussfunktion fiir das Integral
von g, quer durch die Mitte diirfte mit der BalkenlGsung identisch sein

ler, die Ergebnisse iiber eine kiirzere oder langere Linie aufzuintegrieren, also
zu mitteln, weil die Punktwerte zu stark schwanken.

Warum eine solche Mittelung bessere Ergebnisse liefert, versteht man,
wenn man sich die unterschiedlichen Einflussfunktionen anschaut. Die Ein-
flussfunktion fiir die Spannung o, in einem Punkt ist eine Spreizung des
Aufpunktes in vertikaler Richtung, s. Bild 2.47 b. Erweitern wir den Punkt
zu einer kurzen Linie ¢ und entschliefen uns mit dem Mittelwert der Span-
nungen lings dieser Linie zu rechnen
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+3 117 978 kNm

Abb. 2.47 Scheibe, a) Einflussfunktion fiir N, b) Einflussfunktion fiir oy, Krifte in
kNm, Verschiebungen in m

1 4
Tyy = Z/o Oyy ds, (2.124)

dann ist die Einflussfunktion eine linienhafte Versetzung der Punkte auf der
Linie und eine solche Bewegung ist einfacher mit finiten Elementen anzuni-
hern als eine Punktversetzung. Das ist der Grund, warum eine Mittelung in
der Regel bessere Werte liefert.

Wenn, wie in Bild 2.47 a, der Schnitt ganz durch die Scheibe geht, ist das
Integral der Spannungen

l
Ny:/ Oyy dx (2.125)
0
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Abb. 2.48 Durchbiegung am Kragarmende aus a) Einzelkraft, b) Moment und c)
Streckenlast

sogar exakt, weil eine solche Bewegung mit finiten Elementen exakt darge-
stellt werden kann. Dagegen diirfte die Einflussfunktion fiir den Punktwert
oy, nur eine Ndherung sein, denn so eckig sieht keine Einflussfunktion aus.

Einflussfunktionen fiir integrale Werte lassen sich leicht herleiten. Bei ei-
nem Punktfunktional wie J(w) = w(z) sind die j; die Durchbiegungen der
Ansatzfunktionen @;(x) im Aufpunkt

Kg=3j. (2.126)

Ist J(w) hingegen ein Integral, etwa der Mittelwert der Durchbiegung auf
einer Strecke (x4, ),

J(w) = ﬁ /g:b w(z)dx, (2.127)

dann sind die dquivalenten Knotenkrifte die Mittelwerte der ¢;

. 1 oo
Ji = m /zb vi(z)de. (2.128)
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2.14 Einflussfunktionen rechnen riickwirts

Wenn man differenziert, dann rechnet man ’vorwérts’ und wenn man inte-
griert, dann rechnet man ’'riickwérts’. Einflussfunktionen rechnen riickwiérts.
Aus —EAv"” = p bzw. EIw'V = p werden die Ableitungen niedrigerer Ord-
nung

u, N =FEAv w,w', M,V (2.129)
berechnet.

Die Einflussfunktion G (y, z) fiir die Normalkraft in einem Stab integriert
die Belastung also einmal

l
N(z) = / Giw o) p)dy  (2) = (1) (2.130)

und die Einflussfunktion Go(y,z) fiir die Lingsverschiebung u(z) integriert
die Belastung zweimal

l
u() = / Goly. ) p(y)dy  (2) = (0). (2.131)

Das Riickwértsrechen sieht man sehr schén an dem Kragtriger in Bild 2.48.
Die Durchbiegung w ist das dreifach unbestimmte Integral der Querkraft

V= —Eluw"
w:///dedmdx:///dedmdx (2.132)

und prompt steht ein ¢3 im Ergebnis

pPp
l) = —— 2.133
w()= ££ (2.139)
und wenn ein Moment M = —EI w" angreift, dann steht dort ein £2
M ¢?
= . 2.134
w(o) = 2L (.134)

Die letzte ’verniinftige’, integrierbare Funktion in der Kette der Ableitun-
gen ist w” (LF P) bzw. w” (LF M) und deswegen wird w aus V bzw. M
berechnet. Wiirde statt P eine Streckenlast p angreifen, dann wére

pl
wl) = SEr

(2.135)

und das ¢* passt zu EIw!V = p.
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3. Finite Elemente

Zur Vorbereitung auf das Thema finite Elemente und Einflussfunktionen
wollen wir kurz die Grundlagen der finiten Elemente rekapitulieren.

3.1 Die Idee der finiten Elemente

Das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie besagt, dass die
Gleichgewichtslage eines Tragwerks die potentielle Energie des Tragwerks
zum Minimum macht. Zur Konkurrenz zugelassen sind bei diesem Wettbe-
werb alle Funktionen, die die geometrischen Lagerbedingungen des Tragwerks
erfiillen. Man nennt diese Menge iiblicherweise V' (wie "Vorrat’).

So ist die Biegelinie des Seils in Bild 3.1

—Hw"(z)=px)  w(0)=w) H = Vorspannung in dem Seil ,

(3.1)
der Sieger, wenn es darum geht, die potentielle Energie des Seils
1 l V2 l
I(w) =< —dzx — / p(x) w(x) dx (V=Hu) (3.2)
2 Jo H 0

auf der Menge aller Funktionen, deren Durchbiegungen in den Aufhiinge-
punkten null sind, w(0) = w(l) = 0, zum Minimum zu machen.

Nun ist es nicht méglich, den ganzen Raum V' zu durchsuchen, um w(x)
zu finden, dazu ist er zu grof, und so beschrinken wir die Suche auf einen
endlichdimensionalen Teilraum Vj;, C V und erkliren den Sieger wy, des Wett-
bewerbs um das Minimum auf diesem Teilraum als die beste Ndherung. Das
ist die Idee der finiten Elemente.

Der Wettbewerb beginnt damit, dass wir das Seil in mehrere finite Elemen-
te unterteilen. Das ist einfach ein Stiick Seil, (so sieht es der Ingenieur), bzw.
ein Stiick der x-Achse, (so sieht es der Mathematiker) auf dem zwei lineare
Funktionen definiert sind, die sogenannten FElement-Einheitsverformungen,
die die Auslenkung des linken bzw. des rechten Knotens des Elements be-
schreiben. Indem man nun diese Verformungen iiber die Elementgrenzen hin-
weg geeignet fortsetzt, kann man "Hiitchenfunktionen’ konstruieren. Das sind
stiickweise lineare Verldufe o;(z), die in einem Knoten z; den Wert 1 haben

147
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il Z
w()

1 1 1 1
Y \ 4 Y \ 4
X
c >< =
2.5 wy(z)

exakt 2.75

Abb. 3.1 FE-Berechnung eines Seils, a) System und Belastung, b) Dach- oder Hiitchen-
funktionen, c¢) FE-Losung wp(x), d) Vergleich w(z) und wy, (z)
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und zu den Nachbarknoten hin auf null abfallen, s. Bild 3.1. Sie stellen die
Einheitsverformungen der Knoten dar.

Die vier Einheitsverformungen der vier innenliegenden Knoten bilden also
den FE-Ansatz

wy(7) = w1 1(T) + w2 Pa(z) + w3 P3(z) + wa pa(T), (3-3)

und wir bestimmen die Knotenverformungen w; so, dass die FE-Losung die

potentielle Energie
1
/ H (w))? dz — / pwy, dx (3.4)

auf V, das ist die Menge aller Seilecke, die sich mit den ¢;(z) darstellen
lassen, zum Minimum macht.

Der Ansatz (3.3) gewinnt den Wettbewerb genau dann, wenn der Vektor
w der Knotenverformungen (die ’Adresse’ des Ansatzes auf V},) dem Glei-
chungssystem K w = f, oder

2 -1 0 0 w1
-1 2-1 0 Wy
0-1 2-1| |ws
0 0-1 2 Wy

Sl

1
1
1

geniigt. Die Elemente k;; der Steifigkeitsmatrix K sind die Wechselwirkungs-
energien zwischen den Ansatzfunktionen

kij = algi, ¢5) /H% x) ¢ (x dw—/ ”d (3.6)

und die dquivalenten Knotenkrifte auf der rechten Seite, f; = 1, sind die
Integrale

fi= /O p(z) i) de (3.7)

Das System (3.5) hat, bei einer angenommenen Vorspannung von H = 1 und
der Elementlénge [, = 1, die Losung

’LU1=’IU4=2 ’LU2=U}3=3, (38)
und daher ist das Seileck
wp(z) =2 p1(z) + 3 pa(z) + 3 p3(z) + 2 pa(z) (3.9)

auf Vj, die beste Anniherung an die wahre Biegelinie w(z).
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1 1 1
f« 1
5x 1.0
e Aufpunkt
b l ° ° °
U A =20 (Flache)
G(y7 $l)

1. EF (exakt)

[ Aufpunkt

05y y 05
x
A, =25

Y, ,) 2. EF (genihert)

Aufpunkt
d
A=2775
1.05 2. EF (exakt)

Abb. 3.2 FE-Modell eines Seils, a) Ansatzfunktionen, b) Einflussfunktion (EF) fiir
w(z1) und c) fiir die Durchbiegung w(z) im Zwischenpunkt, d) die exakte Einflussfunk-
tion fiir w(z)

3.2 Warum die Knotenwerte beim Seil exakt sind

Wenn man die FE-Losung mit der exakten Losung

1
w(z) = 3 (52— 2?) (3.10)
vergleicht, dann fillt auf, dass die FE-Losung mit der exakten Ldsung in den
Knoten iibereinstimmt, w; = w(x;). Das liegt daran, dass das FE-Programm
Einflussfunktionen benutzt, also die Durchbiegung des Seils mit der Formel®

! Wir schreiben kiirzer G(y, x) statt Go(y, ) und werden das bei Gelegenheit 6fter tun.
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1
w(z) = /0 Gy, 2) p(y) dy. (3.11)

berechnet und die Einflussfunktionen der Knoten in V}, liegen. V}, ist die
Menge aller Biegelinien, die mit den ¢;(z) darstellbar sind.

Die Einflussfunktion fiir die Durchbiegung w(z1) im ersten Innenknoten
ist das Seileck G(y,x1), das sich ausbildet, wenn in dem Knoten z; eine Kraft
P =1 angreift, s. Bild 3.2 b.

Dieses Seileck kénnen die vier Ansatzfunktionen darstellen, und das ist
der Grund, warum die FE-Lsung mit der exakten Losung in dem Knoten
x7 iibereinstimmt (A= Flidche von G)

l
wp(x1) = /0 G(y,z1)p(y)dy=A-1.0=2.0-1.0 = w(xy). (3.12)

Wenn der Aufpunkt, wie im Fall x = 1.5, aber zwischen zwei Knoten liegt wie
in Bild 3.2 ¢, dann hat das zu dem Punkt gehorige Seileck seine Spitze genau
zwischen den beiden Knoten, und ein solches Dreieck kann man mit den vier
Ansatzfunktionen nicht darstellen. Das FE-Programm verbindet daher die
beiden Knoten links und rechts vom Aufpunkt mit einer geraden Linie und
rechnet mit dieser Naherung G, (y, z)

l
wp(x) = /0 Gu(y,z)ply)dy = Ap - 1.0 = 2.5 # 2.75 = w(z) . (3.13)

Aber dann ist das Ergebnis natiirlich auch nur eine Ndherung, ndmlich 2.5
m statt der exakten Durchbiegung von 2.75 m.

Nun wird man einwenden wollen: ein FE-Programm berechnet doch die
Knotenwerte durch Losen des Gleichungssystems K w = f und die Werte
dazwischen findet es, indem es dazwischen interpoliert.

Das ist richtig, aber diese Werte sind genauso groft, als ob das FE-
Programm sie mit den gendherten Einflussfunktionen berechnet hitte. Das ist
der entscheidende Punkt. Von der klassischen, linearen Statik zu den finiten
Elementen ist es ein ganz, ganz kurzer Weg.

Und diese Vorgehensweise ist natiirlich nicht auf die Stabstatik beschrinkt.
So hat das FE-Programm die Biegefliche der Platte in Bild 3.3 (theoretisch)
so berechnet, dass es in jeden Knoten x; nacheinander eine Kraft P = 1
gestellt hat und die sich dabei ausbildende Biegefliche G (y, ;) mit dem
Eigengewicht ¢ iiberlagert hat

wp(x;) = / Gu(y,x;) g(y) df2y = Volumen von Gj, X g. (3.14)
Q
Wir sagen theoretisch, weil natiirlich das FE-Programm die Knotenwerte

durch das Losen von K w = f bestimmt hat, aber diese sind genau so grof,
als 0ob das FE-Programm die Einflussfunktion (3.14) benutzt hitte.
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Abb. 3.3 Hochbauplatte, a) System, b) Biegefliche im LF g, c¢) Einflussfunktion fiir
die Durchbiegung w in einem Knoten x
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Seil
p(x)
a
b
C
wj

| @ e @ |

I L T L |
! w

1
pr(7)

Abb. 3.4 Seilberechnung mit zwei Elementen, a) Belastung und Biegelinie, b) FE-
Lésung + lokale Lésungen, c¢) lokale Losungen, d) Einheitsverformung des Knotens.
Bemerkenswert ist, dass die Tangente im Mittenknoten automatisch stetig ist (kein Knick!),
kein Sprung in der Querkraft V = H w’

Das System K w = f ist der 'kurze Weg’ zu den wj;, die Formel (3.14) ist
der ‘lange’ Weg, aber die Ergebnisse sind dieselben

1mm:w:zwﬁﬁ=ﬂmwwMMM@. (3.15)

Dies ist das verborgene, wenig bekannte Gesetz hinter den finiten Elementen.

So gut, wie die Einflussfunktionen sind, so gut sind die FE-Ergebnisse.
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3.3 Addition der lokalen L&sung

Wenn man die Durchbiegung des Seils mit einem FE-Programm berechnet,
dann sieht man auf dem Bildschirm kein Seileck, sondern eine wohl geschwun-
gene Parabel zweiten Grades, also die exakte Kurve. Wie macht das das FE-
Programm? Das Programm geht genauso vor, wie wir das beschrieben haben:

e Es unterteilt das Seil in kleine Elemente.
e Es reduziert die Belastung in die Knoten, es berechnet also die f;.
e Es 1ost das Gleichungssystem K w = f.

Wenn es jetzt stehen bleiben wiirde, dann wiirde man auf dem Bildschirm
ein Seileck sehen.

Es folgt nun aber noch ein weiterer Schritt. Das Programm berechnet fiir
jedes Element die sogenannte lokale Lisung wi,e. Das ist die Durchbiegung,
die die Streckenlast an dem beidseitig festgehaltenen FElement erzeugt, und
diese wird elementweise zu dem Seileck addiert. So ist die exakte Seilkurve
in Bild 3.4 entstanden.

Im Grunde ist das genau die Technik des Drehwinkelverfahrens. Das Dreh-
winkelverfahren reduziert alle Belastung in die Knoten, fiihrt dann einen
Knotenausgleich durch und héngt zum Schluss feldweise die lokalen Losun-
gen ein, (also die Schnittkréifte am beidseitig eingespannten Balken oder hier
am Seil).

Die finiten Elemente machen nichts anderes, denn das Gleichungssystem,
das aufgestellt wird, lautet eigentlich

Kw=f+p. (3.16)

Die f; sind die Einzelkrifte, die direkt in den Knoten angreifen und die p;
sind die in die Knoten reduzierten Lasten, die Lagerdriicke. Die Begriffe La-
gerdruck (actio) und Festhaltekraft (reactio) sind spiegelbildlich. Die Lager-
driicke x(—1) sind die Festhaltekrifte.

In der FE-Literatur wird der Unterschied zwischen den f; und p; norma-
lerweise verwischt, steht f; = f; + p; fiir beide Anteile. Die f; bei dem obigen
Beispiel sind eigentlich die p;, also die in die Knoten reduzierte Streckenlast,

le
ps = / p s dx ¢ = Element-Einheitsverformungen , (3.17)
0

wihrend die echten f; null sind, weil keine Einzelkréfte in den Knoten an-
greifen.

Der Ingenieur wendet die Formel (3.17) zweimal an, links und rechts vom
Knoten, und addiert dann die pF + p£, wiihrend die finiten Elemente das in
einem Schritt tun, weil sie die Belastung p gleich mit den Knoteneinheitsver-
formungen ; = L + o ’in einem Stiick’ {iberlagern



3.3 Addition der lokalen L&sung 155

1
pq;:/ wipdx. (3.18)
0

Die enge Verwandtschaft der finiten Elemente mit dem Drehwinkelverfahren
beruht genau auf dieser Formel, denn die Einflussfunktionen fiir die Lager-
driicke an den Stabenden sind genau die Element-Einheitsverformungen ¢f.
Ob man die Belastung in die Knoten reduziert (Drehwinkelverfahren) oder
die Aquivalenten Knotenkréfte berechnet, ist dasselbe.

Das anschliefsende Losen des Gleichungssystems K w = f + p entspricht
einem Knotenausgleich in einem Schritt. Danach ist das Tragwerk kinema-
tisch bestimmt, die w; sind jetzt bekannt, und dann addiert man nur noch
elementweise die lokalen Ldsungen.

So gelingt es also den finiten Elementen trotz ihrer beschrénkten Kinema-
tik, also der Verwendung von

e linearen Ansitzen fiir die Element-Lingsverschiebungen
e kubischen Polynomen fiir die Element-Durchbiegungen

die exakten Verformungen zu generieren; die lokalen Losungen bringen den
fehlenden ’Schwung’ in die Verformungsfigur. Die w;,. bzw. wj,. stehen in
einer (aus der Statik-Literatur iibernommen) Bibliothek des FE-Programms
und werden von dort bei Bedarf abgerufen.

Bei Seilen und Stdben (Lidngsverschiebungen) sieht man die lokalen Lo-
sungen, wenn man die Knotenwerte mit einem Lineal verbindet. Dann sind
die Teile, die man noch zu den geraden Linien addieren muss, die lokalen
Losungen.

Bei Balken miisste man eine Hermite-Interpolation vornehmen, also eine
Interpolation basierend auf den Durchbiegungen und Verdrehungen in den
Knoten, um die lokalen Losungen als Differenz zwischen der Interpolierenden
und der exakten Losung zu sehen.

Anmerkung 3.1. All dies gilt genau genommen nur, wenn EA bzw. ET kon-
stant sind, weil nur dann die Element-Einheitsverformungen ¢¢ homogene
Losungen der Stab- bzw. Balkendifferentialgleichung sind. Bei gevouteten
Tragern liefern die finiten Elementen also nur eine N&herung, was aber auch
fiir das Drehwinkelverfahren gilt, denn die exakte Reduktion der Belastung in
die Knoten bei gevouteten Trégern beherrscht auch das Drehwinkelverfahren
nicht. Ganz zu schweigen von der Kenntniss der exakten Fortleitungszahlen
in einem solchen Fall.

Nach diesem kurzen Ausflug in die Notation K u = f + p wollen wir im
Folgenden zur iiblichen Notation K u = f zuriickkehren, bei der die rechte
Seite fiir f = f + p steht.

Wir werden auch meist die Knotenwerte mit u; bezeichnen, auch wenn es
Ergebnisse aus einer Balkenberechnung sind, weil K u = f die Standardno-
tation ist.
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T3 3

e = Fehler

T2 (%)

\4

\ 4

Ty Ty

Abb. 3.5 Der Fehlervektor e steht senkrecht auf der Ebene, auf die projiziert wird, und
alle Vektoren, die sich in Projektionsrichtung von @ nicht unterscheiden, haben dasselbe
Bild

3.4 Projektion

Die Projektion eines Vektors @ = {x1, 72, 23}7 auf die x—y-Ebene ist der
Schatten x’ des Vektors, s. Bild 3.5. Es ist natiirlich klar, wo wir den Schatten
in der x —y-Ebene zu suchen haben, aber der Computer, der keine Augen
hat, rechnet. Er macht fiir den Schatten ' den Ansatz &’ = ¢; e; +c3 e3 und
bestimmt ¢; und ¢y so, dass der Fehler senkrecht auf e; und ey steht

(x—x)Te =0 1=1,2 = 1 =11,C0 = Tg, (3.19)
was gleichbedeutend damit ist, dass der Schatten der Vektor in der Ebene
ist, der den kleinstmd&glichen Abstand

le] = |z — 2’| = Minimum (3.20)

von z hat. Dies kann man auch schreiben als (wir vergessen einmal die Wurzel
zu ziehen)

le]? = (x — /)" (xz — ') = Minimum , (3.21)

so sieht man besser die Verwandtschaft mit (3.25), denn auch bei den finiten
Elementen handelt es sich um ein Projektionsverfahren. Nur dass die Metrik
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eine andere ist, nicht das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren, sondern die
Wechselwirkungsenergie zwischen zwei Funktionen.
Denn das System K u = f ist identisch mit den n Gleichungen

a(’wh,gpi) :f2 1= 1,2,...,’” (322)

(beim Seil war n = 4) und wegen

l l
Clw, ;) = /0 pyidr —a(w,p;)) =0 = fi= /0 pidr = a(w, p;)
(3.23)

bedeutet dies, dass die FE-Losung wy, die Projektion von w auf den Ansatz-
raum V}, ist

a(w — wp,p;) =0 i=1,2,...,n, (3.24)
und sie den auf V}, kleinstmoglichen Abstand in der Energiemetrik,
a(w — wp, w — wp,) = Minimum (3.25)

von w hat, was praktisch bedeutet, dass sie im Sinne des Fehlerquadrats die
kleinstmogliche Abweichung in den Schnittgréfien aufweist.

Was man in Bild 3.5 auch sieht ist, dass die nochmalige Projektion des
Bildes &’ nichts bringt, die Projektion bleibt stehen. Das ist auch der Grund,
warum die Strategie, den Fehler in den Lasten, p —py,, im Sinne einer Korrek-
tur nachtriglich auf die Struktur aufzubringen, zu nichts fiihrt, die zu dem
Lastfall p — p;, gehorigen f; sind null, weil der Schatten des Fehlers e der
Nullvektor ist.

Glg. (3.24) ist die Galerkin-Orthogonalitit. Wegen §A; = §A, kann man
sie auch dquivalent als Orthogonalitét in den duferen Arbeiten schreiben

1
a(w —wp, ;) = / (p—pn) pidx=0. (3.26)

0
Die Differenz zwischen dem Originallastfall p und dem FE-Lastfall pj, (dessen
Losung wy, ist), ist also orthogonal zu allen ¢;, d.h. die Fehlerkrifte p — py,

leisten keine Arbeit, wenn man an dem Seil mit den ¢; wackelt.

3.5 Aquivalente Knotenkrifte

Die f; auf der rechten Seite des Gleichungssystems K u = f sind keine
Krifte, sondern Arbeiten?

2 Fiir eine alternative Interpretation in der Stabstatik s. S. 344
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l
fi= /0 p(@) pi(e)de = [F/L]-[L]-[L = [F-L],  (3.27)

und auch auf der linken Seite stehen Arbeiten, denn der einzelne Eintrag k;;
in der Steifigkeitsmatrix beruht, wenn wir einen Stab als Beispiel nehmen,
auf der Formel

1
kij = /O EAg;yde =[F/L*- L*]-[L/L]-[L/L]-[L] = [F- L], (3.28)
und entsprechend auch beim Balken
1
kij :/0 Bl ¢fde=[F-L?-[1/L]-[1/L]-[L]=[F-L].  (3:29)

Bei jeder Ableitung wird mit [L]~! multipliziert

/_d‘Pi, _ ,,_d@; 1
= =1] S [L] (3.30)

i [L ; =
ei Ll wi=—

Bei dreidimensionalen Problemen fithrt die Dimensionsbetrachtung auf

(F] (L] 3
/_() J = [LQ] [L][ ] [ } ( )
woraus bei Scheibenproblemen, d = Dicke der Scheibe und dV = d - df2, der
Ausdruck
[F] [L]

/Qaijsijd~d(2:ﬁm[L~L]:[F-L] (3.32)

wird.

Die Knotenverschiebungen w; sind also (intern) dimensionslose Gewichte
an dem FE-Ansatz

up = Z uspi(x) = [ 1-[L] = [L]. (3.33)

Im Ausdruck haben Sie natiirlich die Dimension einer Linge, wie es der
Ingenieur sehen will.

Rechenpfennige

Fiir ein FE-Programm sind die dquivalenten Knotenkrifte f; Rechenpfen-
nige wie ‘eins im Sinn’. Es geht von Knoten zu Knoten, verschiebt den Knoten
um einen Meter in horizontaler und vertikaler Richtung und notiert sich, wie-
viel Arbeit die Belastung dabei leistet. Das sind die f;.
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Abb. 3.6 Einheitsverformungen am Stab (lings) und am Balken (quer)

Hat ein horizontales f; in einem Knoten einer Scheibe den Wert 10 kNm,
so bedeutet dies, dass in der Ndhe des Knotens Lasten so verteilt sind, dass
sie bei einer horizontalen Auslenkung ¢, des Knotens um 1 m die Arbeit 10
kNm leisten.

Alles, was ein FE-Programm macht, ist, dass es nun Ersatzlasten so iiber
die Scheibe verteilt, dass diese bei einer Auslenkung der einzelnen Knoten
um 1 Meter dieselbe Arbeit leisten, wie die Originalbelastung, was man auch
kurz als fih = f; schreiben kann.

In der Notation des iibernéichsten Abschnitts ist fI* die Arbeit, die der
FE-Lastfall

PrL=Y ;D (3.34)
;

auf dem Weg ¢, leistet

fih=2_ usdAa(p; 1) (3.35)

J

Der FE-Lastfall sind die Krifte, die nétig sind, um die Knotenverschiebungen
u = {uy,ug,... ,un}T an dem Tragwerk zu erzeugen.

3.6 Festhaltekrifte

Wenn man die dquivalenten Knotenkrifte
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l
fi= /0 p() i) da (3.36)

berechnet, dann reduziert man, wie man sagt, die Belastung in die Knoten.
Lasten in die Knoten reduzieren bedeutet an einem Element, dass man
die Lagerdriicke (actio) an dem beidseitig festgehaltenen bzw. eingespannten
Stab oder Balken berechnet. Dazu braucht man keine Statik, denn sie erhélt
man einfach, indem man die Belastung mit den Element-Einheitsverform-
ungen, s. Bild 3.6, iiberlagert. Bei einem Stab sind das die Funktionen

1—x
pilz) = — ei(0)=1,  ¢5(le) =0,
- (3.37)
p3(2) = - 9500 =0,  ¢5(l) =1
und bei einem Balken sind es die kubischen Polynome, s. Bild 3.6,
e R e 322 223
801(45):1_ lg lg (103(1)_ lg _g
222 2? 22 3 (3.38)
@2(1’)*—55‘*‘?—@ @4(I)ZZ—E
Die f7 sind dann die Grofien
le
1 :/ p(x) ¢§(z) dz i=1,2 Stab (3.39)
0 —
le
If= / p(z) i (x) dz i=1,2,3,4 Balken . (3.40)
0 +

Wirkt eine Einzelkraft P bzw. ein Moment M in einem Punkt z, dann erhilt
man die zugehorigen ff einfach durch Auswertung im Punkt

fi=¢i@) P ff=¢(z)- M. (3.41)

Lagerdriicke und Festhaltekréfte verhalten sich wie actio und reactio zuein-
ander. Die Festhaltekréfte sind also die ff x (—1).

Eventuell muss man auch noch die ff in das DIN-Koordinatensystem um-
rechnen

fi==N()  f5=N(k) (3.42)
fi==V(O)  fi=-MO) f3=V() fi=M(dl), (343)

wenn man anders mit ihnen weiterarbeiten will.
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Abb. 3.7 Ausschnitt aus einem FE-Netz, die Krifte, die den Mittenknoten um eine Lin-
geneinheit nach rechts verschieben, sind die shape-forces. Die Flichenkrifte p, und py
kann man in einem solchen Bild aus Platzgriinden nicht darstellen und daher sind nur ihre
integralen Werte angegeben. Tm {ibrigen Netz sind die shape forces null

Bei Stabtragwerken sind die Einheitsverformungen der Knoten gleichzeitig
die Einflussfunktionen fiir die Lagerdriicke — Festhaltekriifte x(—1).

All dies natiirlich unter der Voraussetzung, dass die Elementeinheitsverfor-
mungen ¢f homogene Losungen der Stab- und Balkenldsung sind, was man
in der Regel voraussetzen kann, wenn keine gevouteten oder andere exotische
Profile vorkommen, wenn also EA und ET konstant sind.

3.7 Shape forces und der FE-Lastfall

Um einen Knoten eines Netzes um einen Meter horizontal oder vertikal zu
verschieben—und dabei gleichzeitig alle anderen Knoten festzuhalten—sind
gewisse Krifte notig, s. Bild 3.7. Wir nennen diese Kréfte, in Analogie zu
dem Begriff shape functions, die shape forces p; = {pz,py}T, die zu dem
Freiheitsgrad u; gehoren. Es sind treibende wie haltende Kréfte. Die treiben-
den Krifte lenken den Knoten aus, die haltenden Kréfte sorgen dafiir, dass
die Bewegung an den umliegenden Knoten zum Stillstand kommen. Es sind
immer Gleichgewichtskrifte.

Die Summe dieser shape-forces—mit den Knotenverschiebungen u; gewich-
tet—stellt den FE-Lastfall dar
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Abb. 3.8 Belastung einer Scheibe mit einer Einzelkraft, a) System b) der FE-Lastfall p;,
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Abb. 3.9 Lineare FE-Losung eines Stabes (EFA = 1) unter konstanter Streckenlast. Die
Krifte an den ¢; sind die shape forces

PL= up;- (3.44)
J

Nun kann man fragen, wenn die einzelnen p; alle Gleichgewichtskréfte sind,
was wandert dann eigentlich in die Lager? Das kommt zum Vorschein, wenn
man einen Schnitt neben einem Lager fiihrt, wie in Bild 3.9 b, wo der Schnitt
durch die Mitte des ersten Elements geht. Durch diesen Schnitt wird das
Gleichgewicht in dem ersten Element gestort und eine entsprechend grofe
Schnittkraft von 2.5 kN muss das Gleichgewicht wieder herstellen. Dass es
nicht die volle Belastung von 3.0 kN ist, liegt daran, dass das FE-Programm
ja die dquivalente Knotenkraft f = 0.5 in dem Lager ignoriert, weil sie nicht
statisch wirksam ist.

Wihrend bei Flichentragwerken einiger Aufwand nétig ist, um den FE-
Lastfall p;, zu berechnen, s. Bild 3.8, muss man bei Stabtragwerken (FA und
ET konstant) gar nichts tun, denn bei Stabtragwerken ist der FE-Lastfall mit
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den Knotenkréften f; identisch.

Anmerkung 3.2. Das Bild 3.8 illustriert auch sehr gut, die 'Doppelbddigkeit’
der Statik im Umgang mit finiten Elementen. Gehalten wird die Scheibe in
der Nihe der Lagerknoten eigentlich von einem konzentrierten System von
Fliachen- und Linienkriften. Im Ausdruck stehen aber nur die dquivalenten
Knotenkrifte f;, die diese Haltekréfte in der ’'Summe’ reprisentieren, und der
Ingenieur findet (zu Recht) gar nichts dabei mit diesen f; weiter zu rechnen,
aus ihnen echte Krifte zu machen.

Die Rolle der u;

Der FE-Lastfall p;, wird durch die Wahl der u; so austariert, dass die
zugehdrigen Knotenkrifte f mit den #quivalenten Knotenkriften aus der
Belastung iibereinstimmen, also im Fall der Scheibe die Arbeiten f!* genauso
grofs sind, wie die Arbeiten f;

Diese Forderung ist dquivalent zu dem System K u = f, denn die linke Seite
K u (innere Arbeiten 0A;) ist wegen ’innen = aufen’ identisch mit dem
Vektor f, (dufere Arbeiten dA4,).

Man stelle sich die Scheibe einmal mit der Originalbelastung p vor und
daneben mit der FE-Belastung p;,. Nun geht man von Knoten zu Knoten
und verschiebt den Knoten probeweise um einen Meter in horizontaler und
vertikaler Richtung. Dann wird man finden, dass die Arbeiten immer gleich
sind, fih = f;. In diesem Sinne gilt:

Der FE-Lastfall ist "wackeldquivalent’ zu dem Originallastfall.

Das ist wie bei einer Waage, wo bei jeder Drehung des Waagebalkens
die Arbeiten des linken und rechten Gewichts gleich sind, d.h. die beiden
Gewichte sind 'wackeldquivalent’.

Ob ein Tragwerk die Originallasten triagt oder die FE-Lasten, kann man
durch Wackeln mit den ¢; allein nicht entscheiden, weil die Arbeiten jedesmal
gleich sind.

Der FE-Lastfall ist der Lastfall, fiir den ein FE-Programm das Tragwerk
eigentlich bemisst, denn die Verformungen und die Schnittkréfte im Ausdruck
gehoren zu diesem Lastfall p,,.
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Abb. 3.10 Vergleich der Hauptspannungen, a) grobes Netz, b) sehr feines Netz
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Wenn man die Belastung p,, auf das Tragwerk aufbringen wiirde und ein
Statiker wiirde die Verformungen und Schnittkrifte von Hand berechnen,
dann wiirde er genau die FE-Ergebnisse erhalten.

In Bild 3.8 b ist ein solcher Vergleich des Originallastfalls und des FE-
Lastfalls einmal dargestellt. Zu berechnen waren die Wirkungen einer Einzel-
kraft von 10 kN, die an der rechten oberen Ecke zieht. Diesen doch einfachen
und klar definierten Lastfall ersetzt nun das FE-Programm durch ein sehr
konfus wirkendes System von Flichenkréften und Kantenkriften, die den
Lastfall p;, darstellen. Weil diese Lasten so 'merkwiirdig’ aussehen, werden
sie normalerweise von FE-Programmen nicht gezeigt, weil ein Anwender, der
mit der Theorie der finiten Elemente nicht vertraut ist, irritiert wére.

Nur darf man sich davon aber nicht abschrecken lassen, denn den Ingenieur
interessieren primér die Schnittgréfien, und es ist Spekulation aus der Diffe-
renz p — p,, in den Lasten auf die Differenz in den Schnittgrofen schliefen zu
wollen. Die Differenz in der Belastung kann man ausrechnen, die Differenz in
den Schnittkréften aber leider nicht.

Dass die FE-Ergebnisse nicht so schlecht sein kénnen, wie das das Bild 3.8
anscheinend suggeriert, macht der direkte Vergleich der Hauptspannungen in
Bild 3.10 klar. Diese wirken durchaus glaubhaft.

Wir wollen noch ein zweites, indirektes Argument anfithren. Im Original-
lastfall sind alle f; = 0, bis auf das f; = 10 in der oberen rechten Ecke, und
daher miissen auch alle f,ih = 0 sein, bis auf den Knoten in der Ecke, f,ih =10.

/Qph-soidrzzf?:fi:o. (3.46)

Das FE-Programm muss also schon kriftig jonglieren, um diese Eigenschaft
zu garantieren, und das mag das '‘Chaos’ in Bild 3.8 b erkléren, denn all die
recht willkiirlich aussehenden Teile des Lastfalls p;,, sind so ausbalanciert,
dass sie keine Arbeit leisten, wenn man einen Knoten probeweise um einen
Meter in horizontaler oder vertikaler Richtung verschiebt.

Der Grofteil der FE-Lasten p,; ist fiir das FE-Programm im Sinne der
Energiemetrik null, weil sie keine Knotenkrifte f!* generieren.

Anmerkung 3.3. Die shape forces p; sind bei einer Scheibe Flachenkrifte und
Linienkrafte und die virtuelle Arbeit dieser Krifte ist daher eigentlich eine
Summe aus Gebietsintegralen und Linienintegralen {iber die Kanten I der
Elemente, auf denen der Knoten liegt, zu dem ¢; gehort

flh:/g.‘.dﬂ—k/r.‘.ds. (3.47)

Die Schreibweise (3.46) ist daher eine zusammenfassende Kurzschreibweise
fiir all diese Integrale.
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Abb. 3.11 Gelenkig gelagerte Platte mit Innenstiitze im LF g, a) Hauptmomente, b)
Biegefliche mit dquivalenter Knotenkraft in der Stiitze, ¢) Langsschnitt durch die Platte
mit den FE-Lasten (symbolische Darstellung). Die dquivalente Knotenkraft im mittleren
Bild steht stellvertretend fiir die aufwérts gerichteten FE-Lasten im Bereich der Stiitze,
die eigentlich die Platte halten
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1.57 3.73 -4.50 -4.50 373 1.57
0.51 -0.88 373 373 -0.88 0.51
a 1.18 0.51 1.57 157 0.51 118

T

b

Abb. 3.12 Der FE-Lastfall g3, das ist der LF, den das FE-Programm fiir den LF g
setzt, a) die Zahlen sind die mittleren Flichenkréfte in den Elementen, im Bereich der
Innenstiitze sind sie negativ, dort stiitzen die Fldchenkrifte also die Platte, b) ebenso
wie die Linienkrifte lings der Elementkanten im Bereich der Stiitze (rote Farbe); die
Linienmomente des LF gj, ldngs der Linien sind nicht dargestellt
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Abb. 3.13 Einzelkraft und Platte

3.8 Der FE-Lastfall bei Platten

Der FE-Lastfall und seine Interpretation ist bei Platten dhnlich ambivalent
wie bei Scheiben, wie die Bilder 3.11 und 3.12 zeigen. Die Stiitzenkraft f;
im Ausdruck suggeriert, dass die Platte in der Mitte punktgenau von einer
Einzelkraft gehalten wird, aber wenn man sich die Verteilung der FE-Lasten
in Bild 3.12 ansieht, dann erkennt man, dass das symbolisch zu nehmen
ist. Rechnerisch sind es aufwérts gerichtete Flichen- und Linienkrifte in der
Umgebung der Stiitze, die die Platte nach oben driicken, keine Einzelkraft.

Denn wire die Stiitzenkraft f; eine echte Einzelkraft, dann miissten in
dem Knoten die Schubkrifte v, bei Anndherung an die Stiitze unendlich
grof werden, v,, = 1/(27 1), weil anders die Bilanz?3

2w
lim vprde = f; (3.48)

r—0 Jo

nicht einzuhalten ist, s. Bild 3.13. Aber die shape functions ¢;(x) sind Poly-
nome und sie kénnen sich nicht wie 1/r in einem Knoten zusammenschniiren.

Die Knotenkraft f; im Ausdruck ist daher eine dquivalente Knotenkraft,
also ein Arbeitsiquivalent im Sinne von ’soviel Arbeit wie eine Einzelkraft f;
auf dem Weg 1 Meter leisten wiirde’.

Zwar hat die die Stiitzenkraft f; direkt nichts mit der Bemessung der Plat-
te zu tun, weil die Momente Mg, Mgy und my, und auch die Querkrifte g,
und g, zu dem FE-Lastfall p;, gehoren, s. Bild 3.12, bei dem eben Fléchen-
und Linienkrifte die Platte stiitzen, aber der Ingenieur wird natiirlich mit
der Knotenkraft f; einen Durchstanznachweis fithren und sie auch als Stiit-
zenkraft weiterleiten.

Uns scheint, dass diese Ambivalenz der finiten Elemente in der Praxis zu
wenig diskutiert wird. Ein FE-Modell ist nicht einfach eine 1:1 Kopie eines
Tragwerks, sondern es ist ein Ersatzmodell und es ist gar nicht eindeutig
geklirt, wie man die FE-Ergebnisse auf das reale Tragwerk iibertréigt.

35.S. 309
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a

r =25

0.5 0.5
b
2.5 2.5
[
alle Wert -
111e erte X EA
exakt exakt

Fehler

Abb. 3.14 Berechnung der Einflussfunktion fiir eine Verschiebung u(x), a) Dachfunktio-
nen und Originalbelastung, b) Ersatzkriifte und daraus resultierende FE-Einflussfunktion

Wenn man sich iiberlegt, mit welcher Akkuratesse heute der Durchstanz-
nachweis bei Platten gefiihrt wird, und wie 'wacklig’ die FE-Ergebnisse sind,
dann fragt man sich manchmal, ob die Relationen noch stimmen. Natiirlich
kann man auf der Materialseite keine Riicksicht darauf nehmen, dass Krifte
nur ndherungsweise bekannt sind, man muss so tun, als ob sie exakt wiren,
aber exakte Resultate gibt es in der Praxis eben leider nicht.

3.9 Berechnung von Einflussfunktionen mit finiten
Elementen

Wir kommen nun zu einem sehr wichtigen Thema, der Berechnung von
Einflussfunktionen mit finiten Elementen.

Auch die Berechnung von Einflussfunktionen mit finiten Elementen fiihrt
auf das Gleichungssystem K uw = f, nur dass wir die u; jetzt g; nennen und
statt f; schreiben wir j;

Kg=3j. (3.49)

Dieser Namenswechsel erleichtert das Operieren mit FE-Einflussfunktionen.

Zur Einfiihrung erldutern wir die Berechnung der Einflussfunktion fiir die
Langsverschiebung w(x) des Stabes in Bild 3.14 im Punkt 2 = 2.5. Was
man in einem solchen Fall als dquivalente Knotenkrifte aufbringt, sind die
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Verschiebungen der Ansatzfunktionen ¢;(z) in dem Punkt z = 2.5
©1(25) =0 ©(25) =05  ©3(25) =05 (25 =0, (3.50)

was auf das Gleichungssystem

2-1 0 0 7 0
il I T R @)
0 0-1 2 g4 0
fiir die Knotenverschiebungen g; fiihrt. Dieses System hat die Lésung
=1 g2=2 gg=25  g4=25, (3.52)

und somit hat die Einflussfunktion die Gestalt

(.2 =25) = 2 [1-p1(y) +2- 02(y) + 25 23(0) +25- 2alu)].
(3.53)

Weil 2 schon den Aufpunkt bezeichnet, benutzen wir als Lauf- oder Summa-
tionsvariable den Buchstaben y.

Die FE-Einflussfunktion ist, bis auf das Element, in dem der Aufpunkt =
liegt, exakt. Den Fehler in dem Element beheben die FE-Programme dadurch,
dass sie zur FE-Losung die lokale Losung addieren

Go(y,x) = G (y, =) + lokale Losung . (3.54)

So gelingt es den FE-Programmen exakte Einflussfunktionen fiir Stabtrag-
werke zu generieren—vorausgesetzt £'A und ET sind konstant.

Der Schliissel zu den Knotenkréften j;

Warum waren bei dem obigen Beispiel die dquivalenten Knotenkréfte j;
(— fi) gleich den Werten der Ansatzfunktionen im Aufpunkt, j; = ¢;(2.5)?
Der Schliissel hierzu liegt in der Definition der dquivalenten Knotenkréfte f;.

Die Knotenkraft f; ist eine Arbeit und zwar die Arbeit, die die Belastung
p(x) auf den Wegen der Ansatzfunktion o;(z) leistet

1
ﬁ:APM%@Mw (3.55)

Bei der Berechnung von Einflussfunktionen steht auf der rechten Seite der
Differentialgleichung ein Dirac-Delta
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d4
Bl s Goly,z) = do(y — ), (3.56)

das eine Einzelkraft im Aufpunkt xz = 2.5 représentiert. Es ist sozusagen das
p, das zur Einflussfunktion gehort. (Wir differenzieren auf der linken Seite
nach y, weil dies hier die Laufvariable ist).

Die dquivalenten Knotenkréifte

1
ji= / 6oy — 1) i(y) dy = i) w=25 (3.57)
0

sind also einfach die Werte der Ansatzfunktionen ¢; im Aufpunkt x = 2.5,
so kommt die Liste (3.50) zustande.

3.10 Funktionale

Um nun doch etwas systematischer vorzugehen, wollen wir den Begriff des
Funktionals einfiihren.

Wenn wir die Komponente u; eines Vektors u abfragen, dann werten wir
streng genommen das Funktional

Ji(u) =u; = el u, (3.58)

aus, das dem Skalarprodukt zwischen dem Einheitsvektor e;, dem diskreten
Dirac-Delta, und w entspricht.

Geht es um die Auswertung von Funktionen, dann sind die Funktionale
Integrale, wie etwa der Ausdruck

() = /0 () dr. (3.59)

Der Wert dieses Funktionals ist gleich dem Integral der Funktion u(z) iiber
das Intervall (0,1). Funktionale sind also im allgemeinen Funktionen von
Funktionen.

Funktionale wie

J(u) = u(0) (3.60)
nennt man Punktfunktionale, weil sie einen Wert in einem Punkt zuriickgeben
J(sin(z)) =sin(0) =0 J(e") =’ =1. (3.61)

Lineare Funktionale
J(ug +ug) = J(uy) + J(uz), (3.62)

wie das Integral einer Funktion
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l
(s + up) = / (ur () + up(x)) do
0

l l
= / up(x) dz +/ ug(x)de = J(ur) + J(ug), (3.63)
0 0

darf man ’superponieren’.
Jede Lagerkraft, jede Durchbiegung, jedes Moment, etc., ist ein (natiirlich
jeweils anderes) Funktional .J(w)

J(w) =V (0) J(w) = w(x) J(w) = M(z). (3.64)

Der eigentliche Schritt ist nun, dass wir die Auswertung eines linearen Funk-
tionals auf ein Arbeitsintegral, also ein Lo-Skalarprodukt zuriickfithren. Dabei
nehmen wir uns das Dirac-Delta als Vorbild.

Das Funktional J(w) = w(x), die Durchbiegung des Trigers in einem
Punkt z, ist die Uberlagerung von w mit einem Dirac-Delta §(y — z) (=
Punktlast)

l
J(w) = 1-w(z) = /0 Sy — ) w(y)dy  [kKNm]. (3.65)

Das Dirac-Delta spielt hier dieselbe Rolle, wie oben der Einheitsvektor e;.
Und diese Interpretation wenden wir jetzt ganz konsequent an. Jedes Funk-
tional ist fiir uns das Ergebnis der Uberlagerung eines Dirac-Deltas mit w

1
J(w) = / 5y — 2) w(y) dy. (3.66)

Wie wir gleich sehen werden, miissen wir gar nicht wissen, wie diese verschie-
denen Dirac-Deltas aussehen. Wir miissen nur wissen, was das Ergebnis J(w)
sein soll. Und weil wir jedes Funktional als Arbeitsintegral lesen, hat jedes so
dargestellte Funktional die Dimension einer Arbeit

J(w) =1 irgendetwas’ (3.67)

wobei die 1 immer eine solche Dimension hat, dass 1 - ’irgendetwas’ die Di-
mension Arbeit hat, die 1 also konjugiert zu ihrem Begleiter ist. So lesen wir
die Funktionale in (3.65) wie folgt

Jw)=V(z)-1 =kN-m 1 = Versetzung (3.68)
Jw)=w(z)-1 =m-kN 1 = Kraft (3.69)
Jw)=M(z)-1=kNm-[] 1 Knick . (3.70)

Der Knick ist ein Sprung in der Ableitung w’ also im Tangens, der ja keine
Dimension hat. Im Folgenden schreiben wir die 1 meist nicht mit an, aber
wir denken sie dann immer mit.
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Die Einfiihrung der Dirac-Deltas hat den Vorteil, dass wir die zugehorige
Einflussfunktion als die Losung der Differentialgleichung (wir bleiben der
Einfachheit halber beim Balken) mit dem Dirac-Delta auf der rechten Seite
interpretieren konnen

d4
EI@G(y’x) =d(y—x). (3.71)
(Weil wir den Aufpunkt mit = bezeichnen, benutzen wir y als Laufvariable
und deswegen stehen in der Differentialgleichung Ableitungen nach y).
Denn die dquivalenten Knotenkrifte, die die Einflussfunktion generieren,
sind dann einfach die Zahlen

ji= / 5y — ) pily) dy = J(g1) (3.72)

also die Werte J(g;) der Ansatzfunktionen. Einfacher geht es eigentlich nicht
mehr. Das bedeutet also:

(1) Die Knotenkrifte j;, die die Einflussfunktion fiir die Durchbiegung
eines Balkens in einem Punkt z erzeugen, sind die Durchbiegungen der An-
satzfunktionen ¢; in diesem Punkt

Ji = wi(x). (3.73)

(2) Die Krifte j;, die die Einflussfunktion fiir das Moment M (x) in einem
Punkt x eines Balkens erzeugen,

Ji = —EI @] (x) = M(gp;)(z), (3.74)

sind die Momente der Ansatzfunktionen in diesem Punkt x und so weiter.
Formulieren wir das als Regel:

Theorem 3.1 (Knotenkréfte fiir Einflussfunktionen). Die Finflussfunk-
tion fir ein lineares Funktional J(u) wird durch die Knotenkrifte j; = J(p;)
erzeugt. Die Knotenkrifte sind also zahlenmafig einfach die Werte J(p;) der
Ansatzfunktionen.

Die Knotenwerte der Einflussfunktionen nennen wir g; und die dquivalenten
Knotenkrifte j;, so dass das System K u = f jetzt also

Kg=j (3.75)

heifit. Die Bedeutung der g; = u; und j; = f; dndert diese Umbenennung
natiirlich nicht.
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H €— —» =1
Seil

0.25 = @o(x) — 075
l P ’ 0.25 #i(w) =075
> 05 I pa(x) = 0.25
§ 1 00 3(x) =0
0.75 094 Gi(y, ) Pa(z) =0
b
1.0 = ¢ (2) Aufpunkt |z =1.0
L p1(z) =1.0
W P2(x) =0
04 02 pa(x) =0
c 0.8 0.6
: Pa(x) =0
Gh(%f/)

Abb. 3.15 FE-Modell eines Seils, a) Ansatzfunktionen, b) FE-Einflussfunktion fiir w
im Punkt z = 1.25 und exakter Wert (0.94), c¢) FE-Einflussfunktion fiir w im ersten
Knoten, die Funktion ist exakt, Gp,(y,z) = G(y, x)

3.11 Beispiele

Beispiel 3.1. Um die Einflussfunktion fiir die Durchbiegung w(z) des Seils in
Bild 3.15 im Punkt 2 = 1.25 zu berechnen, werden die Durchbiegungen der
Ansatzfunktionen ¢; im Punkt x als Knotenkriifte aufgebracht

J1=¢1(x) =075 jo=a(x) =025 jz3=w3(x) =0 js=ps(z)=0.

(3.76)
Das Gleichungssystem
2—-1 0 0 g 0.75
~1 2-1 0| |g| _|025
0-1 2-1| |gs]| ~ | 0 (3.77)
0 0-1 2 g4 0

fiir die Knotenverschiebungen g; der Einflussfunktion hat die Losung
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g1 =0.75 g2 = 0.75 g3 = 0.5 gs = 0.25 (3.78)

und so lautet die Einflussfunktion
G(y, ) =0.75- o1(y) + 0.75 - 2(y) + 0.5 p3(y) +0.25 - pu(y).  (3.79)

Ginge es um die Berechnung der Einflussfunktion fiir die Durchbiegung im
ersten Knoten, x = 1.0, dann hétten die Knotenkrifte die Werte

i=¢1(@) =10 jo=a(z) =0 js=p3(x)=0 js=ps(x)=0,
(3.80)
und in diesem Fall wire die Einflussfunktion fiir w(z) sogar exakt, weil die
exakte Einflussfunktion genau diese Knotenwerte

g1 = 0.8 go = 0.6 g3 = 0.4 g4 = 0.2 (381)
hat, und dazwischen linear verlauft, siehe Bild 3.15 c.

Anmerkung 3.4. Die g; dndern sich, wenn sich die Lage = des Aufpunktes
dndert, sie sind also Funktionen von z, so dass eine FE-Einflussfunktion im
allgemeinen die Gestalt

Gy, x) = g1(2) - 2(y) + g2() - p2(y) + g3(x) - w3(y) + 9a() - aly) (3.82)
hat, was an die Separation der Variablen bei Differentialgleichungen erinnert.

Beispiel 8.2. Die Einflussfunktion fiir das Biegemoment M = —FETw” des
Durchlauftriagers in Bild 3.17 im Punkt x = 4.5 wird von den dquivalenten
Knotenkriften, siche Bild 3.16,

ji=—EIlg!(z)-1 [kNm] 1 = Knick (3.83)

erzeugt und die Einflussfunktion fiir die Querkraft V(z) = —EI w”'(x) von
den Kriften

Ji=—EIl¢"(z) 1 [kNm] 1 = Versatz, (3.84)

wobei die ¢; die Ansatzfunktionen (shape functions) sind, die auf einem ein-
zelnen Element (Liange = [.) die Gestalt

. 322 223 . 3z2 223
@1(1‘) =1- 12 3 @3( ) IT - I3
%2 4P 2?23 (3.85)
p5(z) = —x + N ei(z) = A

haben.
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=1 ‘ 45°
[e——>
1 1 45°
Y1 P2 3 P4
—6 -6

M

alle Werte x E'1

—12 kN
1%
L[ 6 ] 12 Ll e |
b 2 =025 b i

Abb. 3.16 Balkenelement, a) die vier Ansatzfunktionen ¢; und b) die dazu gehorigen
Biegemomente M und c¢) Querkrifte V. Die Werte im Viertelspunkt = 0.25( sind die
Knotenkrifte j;, die die Einflussfunktionen fiir M bzw. V in dem nichsten Bild erzeugen.

FEI EI
" o T
a

v\ exakt
ET
12 E
EI
‘7 %
exakt
3 1.5 1.5 3
< > > > >
g =
b |« e =3 >

Abb. 3.17 FE-Einflussfunktion fiir a) das Biegemoment M und b) die Querkraft V' im
Punkt 0.5,
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U3 fe=0
Y
us
V2
U1 f2 =0
Uz
fs=yn
51 fi = yo3 E
X —_
2A
X
a b

Abb. 3.18 CST-Element, a) Geometrie und Freiheitsgrade, b) diese Knotenkrifte er-
zeugen die Einflussfunktion fiir die Spannung o, . Sie ist konstant, wie es ja auch bei
einem CST-Element (constant strain element) sein muss

Abb. 3.19 Bilineares Ele- us Ug
ment
uz Us
Y
l— T =
Uz Uy
Uy a us

Nur die Endknoten des Elements, das den Aufpunkt z enthilt, tragen
Knotenkrifte j;, weil die Ansatzfunktionen ¢; aller anderen Elemente, die
weiter weg liegen, null Momente bzw. null Querkréfte im Aufpunkt z haben.

Die beiden Einflussfunktionen sind aufserhalb des Elementes, auf dem der
Aufpunkt liegt, exakt. Nur innerhalb des Elementes miissen sie korrigiert
werden. In der Praxis macht man das so, wie oben schon erldutert, dass
man zu der FE-Einflussfunktion die lokale Losung addiert. Die j; sind ja
im Grunde die Festhaltekrifte x(—1) aus dem Knick bzw. dem Versatz im
Aufpunkt.

Beispiel 3.3. Das CST-Element (constant strain triangle) in Bild 3.18 ist das
einfachst mogliche Scheibenelement. Die Spannungen in dem Element sind
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0.1875 kNm 0.0625| kNm /

=
—>

E
0.5625 LNm 0.1875/ kNm

—TT—
|

Abb. 3.20 Bilineare Elemente, a) Einflussfunktion fiir u, () und b) fiir oy, ()

konstant
Ul
v
Owx B | Y2 0 ys1 0 yi2 0 u;
Oyy = ﬁ 0 X3 0 X113 0 X921 s (386)
Oy Z32 Y23 L13 Y31 T21 Y12
us
U3

mit x;; = x; — xj und y;; = y; — Y-

Um die Einflussfunktion fiir o,, 7zu erzeugen, ldsst man in den Knoten
des Elements die Spannungen o, aus den u; = 1 bzw. v; = 1 wirken (alle
anderen Knotenverschiebungen sind null), also

. E Lo B L Loy
J1—2Ay23 J3—2Ay31 ]5—2Ay12 J2 =J4=J6 =U.
(3.87)

Man beachte, dass die Summe der j; null ist
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J1+Js+]s:ﬂ(yz—y3+y3—y1+y1—yz):0~ (3.88)

Das ist bei allen FE-Einflussfunktionen fiir Kraftgrofen so, weil man im Grun-
de das Element um den Aufpunkt herum durch gegengleiche Krifte j; spreizt.

Beispiel 3.4. In diesem etwas grofserem Beispiel berechnen wir mehrere Ein-
flussfunktionen fiir eine Scheibe, die mit bilinearen Elementen modelliert
wird.

Ein bilineares Element hat vier Knoten und 2 - 4 Freiheitsgrade. Zu je-
dem Freiheitsgrad gehort ein Verschiebungsfeld ¢,(x), das den Knoten in
horizontaler oder vertikaler Richtung auslenkt

o2 = || @ = |, 0] es@ =[] e e

Die ¢;(x) sind die vier Ansatzfunktionen der vier Eckpunkte, siehe Bild 3.19,

P (x) = ﬁ (a —2z)(b—2y) () = Tab (a+22)(b—2y) (3.90)
Yo(@) = 1o (a4 20)(0+2y) (@) = 1o (0= 20)(0+2y) (3.91)

Wenn also ein Verschiebungsfeld einen Knoten in horizontaler Richtung
driickt, dann sind alle vertikalen Verschiebungen null und umgekehrt. Sol-
che Verschiebungsfelder machen es leicht, die Bewegungen der Knoten zu
kontrollieren.

Einflussfunktion fiir u,

Es soll die Einflussfunktion fiir die horizontale Verschiebung in dem Vier-
telspunkt eines Elementes mit den Mafsen a = 2 und b = 1 berechnet wer-
den. Hierzu werden vier horizontale Krifte in den vier Ecken des Elementes
aufgebracht. Diese Krifte sind die Verschiebungen der vier horizontalen Ver-
schiebungsfelder, Indices 1,3, 5,7, im Aufpunkt = (—0.5, —0.25) (Element-
Koordinaten)

Jj1 = 0.5625 j3 = 0.1875 Jjs = 0.0625 j7 = 0.1875, (3.92)

und sie erzeugen die Verformung in Bild 3.20. (Die vier vertikalen Verschie-
bungsfelder haben natiirlich null Horizontalverschiebungen im Aufpunkt und
daher sind auch die zugehorigen j; in vertikaler Richtung, j2, j4, js,jg, alle
null).
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2 044 576 kNm

914 362 kNm

181

12

3 104 kNm

1293 104 kNm
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3 104 kNm

1 1 293 104 kNm

1 293 104 kNm

2 044 576 kNm 914 362 kNm

Abb. 3.21 Einflussfunktion fiir das Integral von o4, in einem senkrechten Schnitt, a)
dquivalente Knotenkrifte, b) Einflussfunktion, [31]

Einflussfunkt

ion fiir o,

Nun soll die Einflussfunktion fiir die Spannung o, in demselben Punkt
berechnet werden. Hierzu werden die Spannungen o, (¢;) der 4 x 2 Verschie-
bungsfelder ¢, als Knotenkrifte j; aufgebracht.

In einem bilinearen Element mit der Lénge a und Hohe b, wie in Bild 3.19,
lauten die Spannungen

Oxx ('T7 y) =

E

ab(—1+12) |

+av(—ug + ug

oyy(z, y) =

+ @ (—ug + us — ug +ug) + y v (—u1 +us — us + uy)

E

ab(—1+12) |

—ug +us) +y (—u1 +uz — us +ur)

b(uy —ug) +av(ug —ug)+

b (uy —uz) + a(ug —ug) +

(3.93)

(3.94)
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und
-F

Ouyl,y) = Yab(i+v) b(ug —ug) +a(up —ur) +

+a(—up +ug —us +ur) +y (—ug + ug — ug + ug)} . (3.95)
Wenn wir u; = 1 setzen und alle anderen u; = 0, erhalten wir die Span-

nungen, die zu dem Verschiebungsfeld ¢, () gehdren. So betragen am ersten
Knoten die dquivalenten Knotenkréfte j; in horizontaler Richtung (u; = 1)

E
J1=oyy(z,y) = 1) [qul +yu(—u1)} = —3.07-10kNm (3.96)

und in vertikaler Richtung (ugy = 1)

Jo = oyy(x,y) = ﬁ~ [a (ug)+x (,u2)] = —3.85-10"kNm. (3.97)

Die anderen j; ergeben sich nach demselben Muster. Das Ergebnis und die
Knotenkrifte sieht man in Bild 3.20 b.

Einflussfunktion fiir N,

Nun soll die Einflussfunktion fiir das Integral der Schubspannungen

l
Noy = / 02y dy (3.98)
0

in einem vertikalen Schnitt durch einen vorgegebenen Punkt a berechnet
werden. Jetzt sind die dquivalenten Knotenkriifte Integrale, siehe Bild 3.21,

1
ji= / 0ay(02) dy, (3.99)
0

also die aufintegrierten Schubspannungen der Verschiebungsfelder, die zu den
vier Ecken des Elementes gehéren. In den vier Ecken jedes Elements, durch
das der Schnitt fiihrt, werden die folgenden #Aquivalenten Knotenkréifte auf-
gebracht

b
. -FE
Ji :/0 Oay(p;) dy = 2a(+v) {b(w —ug) +a(ur —ur)+
b
+x(—up +ug —us +ur) + = (—ug + ug —ug + ug) | . (3.100)

2

Das z ist die z-Koordinate des Schnittes.
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Stab

EF-u U EF-N

- Verschiebung

Antrag

Balken 1 1
¢ ! \\/ﬂ
w EF-w w EF-w’
EF-M 1
e f H
Pr V
w w EF-V

2

tan ¢; +tan ¢, = 1

Abb. 3.22 T.okale Ldsungen = ein-elementrige Einflussfunktionen am festgehaltenen Stab
bzw. Balken

Um j{ zu berechnen, setzen wir u; = 1 und alle anderen u; = 0. Fiir j§
setzen wir ug = 1 und alle anderen u; = 0, etc. Der Index e an j{ soll dar-
auf hinweisen, dass dies Elementbeitriige sind. Die resultierende Knotenkraft
ergibt sich durch die Summation iiber alle an den Knoten angeschlossenen
Elemente.

3.12 Die lokale L6sung

Die lokale Losung ist der Verlauf der Einflussfunktion am beidseitig einge-
spannten Element, s. Bild 3.22. Dieser Verlauf muss zu der FE-Einflussfunktion
in dem Element, auf dem der Aufpunkt liegt, addiert werden. Die Berechnung
dieses Verlaufs ist aber einfach.
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a fi — : — f Vorzeichenregelung f;
le
y 1AW T —
) (+)
EA EA
¢ J— Ny(z) = — l Na(z) = ]
£A £A
e le
d ——— —_—— fi am FE-Modell
()
1
EZ’—A EZ‘—A lokaler Anteil
e
EA
Le

Abb. 3.23 Berechnung der lokalen Lésung im Fall der Einflussfunktion fiir N (z); die f;
heiflen bei Einflussfunktionen j;

1. Man berechnet die j;(= f;), die die Einflussfunktion erzeugen.

2. Diese j; sind, in umgekehrter Richtung, an den beiden Enden des Elements
aufzubringen! Das Element denkt man sich dazu frei geschnitten, s. Bild
3.23.

3. Die zunéchst unbekannten Kréfte am N-, M-, V-Gelenk (links und rechts)
bestimmt man mittels der Gleichgewichtsbedingungen fiir den linken bzw.
rechten Teil des Elements. Sie sind ja komplementér zu den j;.

4. Die Verformung aus diesen Kriften ist die lokale Losung.

Wir berechnen exemplarisch die lokale Lésung am Beispiel der Einfluss-
funktion fiir V, s. Bild 3.24. Das Element mit den 'umgedrehten’ Gréfen j;
zeigt Bild 3.24 b. Die lokale Losung fiir die linke Hélfte des Elements bestim-
men wir, wie in Bild 3.24 ¢ angedeutet, durch Losen des Gleichungssystems

(Kg=3j)
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a
‘ 3 ‘ 1.5 ‘ 1.5 ‘ 3 |
I T T T 1
le=3
I |
El EI EI
12 E T 12 E 12 E
b T t )
EI Ell El
6 7% 12 E 6 72,
lokaler Anteil, links ﬂ
s 12 /3
Uy ¢ Uz = —0.5
us
e

1.5

Abb. 3.24 Berechnung der lokalen Losung der Einflussfunktion fiir die Querkraft V'

EI [12 9] [gs]  EI[-12
@[9 9} [gJ*sﬂ 0] (8.101)

und erhalten so g3 = —0.5,¢94 = 0.5.
Die lokale Losung ist immer eine Entwicklung nach den Einheitsverfor-

mungen des linken bzw. rechten Teils, also fiir den linken Teil
Gloc = g3 Lpg(.r) + 94 @Z(I) ’ (3'102)

nur dass eben jetzt hier die § die Einheitsverformungen des halbierten linken
Elements, [, = 1.5, sind. Analog wird der rechte Teil behandelt.

Diese Technik ist natiirlich auch dann anwendbar, wenn sich der Aufpunkt
nicht gerade in der Mitte des Trigers befindet.
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3.13 Die zentrale Gleichung

Einflussfunktionen, wenn man sie mit finiten Elementen berechnet, haben
die Gestalt

Gy, ) = g1(x) 01(y) + g2(x) w2 (y) + ... + gn(2) On(y) - (3.103)

Diese Separation der Variablen z und y ist der Grund, warum bei der Uber-
lagerung mit der Belastung p(y) die dquivalenten Knotenkrifte auftreten

n n

@) = [ G pw =Y 0@) [ ooy =Y a1

=1 =1

(3.104)

und somit die Auswertung einer Summation {iber die Knoten gleichkommt.
Die Belastung wird durch ihre dquivalenten Knotenkréfte représentiert und
der Einfluss einer Knotenkraft f; auf das Funktional J(wyp) = wy,(x) ist gleich
der Arbeit, die f; auf der zur Einflussfunktion gehorigen Knotenverschiebung
g; leistet.

Nun kann man wy,(z) aber auch berechnen, indem man das Dirac-Delta
mit der Biegelinie wy, iiberlagert

l
wn(z) = / 5y — ) wnly) dy. (3.105)

Verkniipfen wir diese beiden Darstellungen, dann sind wir bei der zentralen
Gleichung fiir das Thema Einflussfunktionen und finite Elemente.

Theorem 3.2 (Die zentrale Gleichung).

l l
wn@) = [ Gulno)pdy = [ 3 o) e ptn) dy = Y ale) £

=g'f=g" Kw=g"K'w=j5"w=3jw
i

l l
L :/O > wz-@z-(y)é(y—x)dy:/o wn(y) 8y — ) dy.
(3.106)

Die Durchbiegung wy, (x) in einem Punkt x ist, so lesen wir, das Skalarpro-
dukt zwischen dem Vektor g der Knotenwerte der Einflussfunktion und dem
Vektor der dquivalenten Knotenkrifte f oder, umgekehrt, zwischen den Kno-
tenwerten w; der FE-Losung und den dquivalenten Knotenkriften j; = ¢;(z)
der Einflussfunktion
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l
/0 wi(y) 6(y — ) dy = Z pi(x)w; =3 w

wp(z) = ; (3.107)
/ Gy, x)py)dy=g" f .
0
Diese Darstellung gilt fiir alle linearen Funktionale
T
Jju
J(u) = 3.108
w={7:4 (3.108
und ist die denkbar knappste Darstellung eines linearen Funktionals.
EF fiir Moment im Punkt x.
G1
D ZS AN Uz, AN
a T 8 112kN
EF fiir Lagerkraft B
Irp
D 7N AN
1
b Y GQ
Moment aus Go
8112kNm
d - M
- 2 Uz, AN

J2(G1) = Lagerkraft B aus G; = 8112 = Moment aus G2 = J1(G2)

Abb. 3.25 Zwei Einflussfunktionen und ihre Gleichheit J2(G1) = J1(G2) iiber Kreuz

Die erste Formel

J(w) =" uw=jiui+jauz+ ...+ jnuy
= J(pr)ur + J(p2)uz + ... + J(on) un (3.109)
ist eigentlich evident, denn sie spielt die Berechnung von J(u) auf die Ein-

zelwerte J(¢;) zuriick, was immer moglich ist, wenn man die u; aus einer
FE-Berechnung kennt.
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In der zweiten Formel, J(u) = g7 f, werden die dquivalenten Knotenkréfte
mit den Einflusskoeffizienten g; gewichtet, also den Knotenverschiebungen der
FE-Einflussfunktion. Sie ist die interessantere Formulierung.

3.14 Der Satz von Maxwell

Eigentlich gehort der Satz von Mazwell in das Kapitel 2, aber wir mussten
auf den Begriff des Funktionals warten.
Den Satz von Mazwell kennt der Ingenieur als die Gleichung

w1 (Ig) = w2($1) . (3110)

Die Durchbiegung, die eine Kraft P = 1 am Ort z; in einem abliegenden
Punkt x5 erzeugt, ist genauso grof, wie die Durchbiegung, die eine Kraft
P =1 am Ort x5 im Punkt x; erzeugt, s. Bild 4.1 S. 236.

Wir lesen die Gleichung aber als die Gleichheit der Kerne zweier Funktio-
nale ’iiber Kreuz’

J1(Ga) = J2(Gh). (3.111)

Ji(w) = w(zy) ist die Durchbiegung einer Funktion w im Punkt z; und
Jo(w) = w(xs) ist die Durchbiegung der Funktion im Punkt .

Die beiden Biegelinien w; bzw. we in (3.110), Einzelkraft P = 1 in a3
bzw. x5, sind aber gerade die Einflussfunktionen fiir die beiden Funktionale,
G1 = wy und G2 = wsq, und so kommen wir auf den Ausdruck (3.111), der
im Ubrigen fiir alle Paare von linearen Funktionalen und ihre Kerne gilt. Der
Satz von Maxwell ist nicht auf Durchbiegungen begrenzt.

In Bild 3.25 ist Ji(w) = M(z.) und Jo(w) = B (Lagerkraft). Zu G,
(= Einflussfunktion fiir .J;) gehort die Lagerkraft J2(G1) = —8112 kNx1m
und zur Einflussfunktion G5 (— Einflussfunktion fiir B) gehort ein Moment
J1(G2) = —8112 kNm und beide Werte sind zahlenméfig gleich?

Ji1(G2) = J2(Gh) . (3.112)

Betti extended, s. Kapitel 4, garantiert {ibrigens, dass dies auch fiir die FE-
Losungen gilt, denn in der Gleichung

l l
Jl(GQ) = / (51 G2 dy = / (52 G1 dy = JQ(Gl) (3.113)
0 0

darf man G; und G5 durch die FE-Losungen ersetzen, .J;(G%) = J2(G?).

4 Das Ergebnis von Einflussfunktionen hat immer die Dimension Arbeit.
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Abb. 3.26 FE-Einflussfunktion fiir o4, in zwei benachbarten Punkten

3.15 Die Natur macht keine Spriinge, aber die finiten
Elemente

Wenn man die Trennlinie zwischen zwei Elementen iiberschreitet, dann
springen die Spannungen. Das bedeutet aber doch, dass auch die Ein-
flussfunktionen springen miissen. Wie kommt das?

Den Grund sieht man in dem Bild 3.26. Die dquivalenten Knotenkréfte,
die die Einflussfunktion fiir o,, in dem oberen Punkt x; generieren, sind die
Spannungen o, der Knotenverformungen ¢, in diesem Punkt. Weil nur die
Ansatzfunktionen des Elements, in dem x; liegt, Spannungen in dem Punkt
x, generieren, werden nur die vier Knoten des Elementes belastet. Wenn der
Punkt in das néchste Element wandert, &1 — x5, dann verschwinden diese
Knotenkrifte und tauchen an den vier Knoten des Nachbarelementes auf.
Dieser plétzliche Sprung in den belasteten Knoten, ist der Grund, warum die
Spannungen springen: Die Einflussfunktionen springen.

Aus diesen Bemerkungen folgt, dass die Spannungen auf beiden Seiten
einer Netzlinie in der Regel nicht gleich sind. Die Diskrepanz zwischen den
beiden Seiten erklidrt man sich im Umkehrschluss mit Linienkréften, die im
FE-Lastfall p;, langs der Netzlinie wirken, s. Bild 3.27.
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Abb. 3.27 Der Original-Lastfall und der FE-Lastfall, der untere Rand ist festgehalten

3.16 Der Weg vom Aufpunkt zur Belastung

Fiir eine korrekte Kommunikation zwischen dem Aufpunkt und der Belas-
tung ist es wichtig, dass die Steifigkeiten auf dem Weg vom Aufpunkt zur
Belastung richtig angesetzt werden, weil davon sehr viel abhéngt, s. Bild
3.28.

Das Bild 3.29 demonstriert dies am Beispiel der Einflussfunktion fiir das
Einspannmoment eines Durchlauftrigers mit Kragarm. Eine Verdopplung
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\ 4

-

~

Abb. 3.28 Aufdem Weg vom Aufpunkt zum Fufipunkt der Einzelkraft miissen alle Steifig-
keiten richtig modelliert werden, denn nur dann werden die Einflusskoeffizienten (die Fort-
leitungszahlen) richtig erfasst

P
M

a EI\ T

—195 mm
tan o =1
b );34
2-FEI

—293mm

El

Abb. 3.29 Durchlauftriger mit Kragarmlast, a) Einflusslinie fiir das Einspannmoment
mit 2 - EJ im mittleren Feld und b) bei konstantem ET
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von EI im mittleren Feld fiihrt zu einer spiirbaren Senkung im Verhiltnis
von 2:3 des Einspannmomentes, wie man an den unterschiedlichen Durch-
biegungen des Kragarms ablesen kann. Es ist anschaulich klar, dass diese

Abb. 3.30 Eine Spreizung der Stiitze erzeugt die Einflussfunktion fiir die Stiitzenkraft.
Die korrekte Propagierung iiber das Tragwerk hdngt von der korrekten Modellierung der
Steifigkeiten ab, [63]

Kommunikation um so 'wackliger’ wird, je weiter der Aufpunkt und die Last
auseinander liegen, weil mit wachsender Entfernung immer mehr Bauteile zu
passieren sind und sich so die Fehler aus nur ndherungsweise richtig erfassten
Steifigkeiten, FA + AEA, EI + AFEI, oder Einspanngraden k, + Ak, ku-
mulieren kénnen, s. Bild 3.30. Zum Gliick ist es aber so, dass in der Regel
mit der Entfernung die Einflusskoeffizienten abnehmen und damit auch die
Auswirkungen von méglichen Fehlern.

3.17 Die inverse Steifigkeitsmatrix als Analysetool

Die Inverse K~ = F ist die Flexibilititsmatrix, F f = w. Um nicht
immer kz(;l)

Die Spalten und Zeilen der Inversen K ' sind die Knotenwerte der Ein-
flussfunktionen fiir die Verschiebungen der Knoten

schreiben zu miissen, schreiben wir im Folgenden einfacher f;;.
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n(y, ;) qu 0ily (3.114)

mit denen man also die Knotenverschiebungen der FE-L&sung berechnen
kann

! n
uh(xl):/o Gul(y, =) p dU—Z/ flJ‘PJ Z ij f]

) (3.115)

T
2

fz'j

1000

10.00

Abb. 3.31 Der Eintrag f;; = kg;l) in K1 beschreibt den gegenseitigen Einfluss

Das Ergebnis kann man nun dazu benutzen, um iiberschlégig die Laststel-
lungen zu finden, die die maximale Verformung in einem Knoten z; erzeugen,
denn angenommen alle f; sind eins (oder zumindest gleich grof), dann ist die
maximal auftretende Verformung in dem Knoten die Summe iiber die Werte
fi; > 0 in der Spalte 4
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n

max up(z;) =Y fiy  fiy >0, (3.116)
j=1

also die 'Quersumme’ in Zeile 7 (Spalte = Zeile) iiber die positiven Werte.
Diese Knoten sind also als Lastknoten zu wihlen.

Die typische Frage, ob denn eine Last f; im 7. Stock einen Einfluss auf
die Verformung wu; eines Knotens im 3. Stock hat, kann man also einfach an
Hand der Grofse des Elementes f;; der Inversen beantworten, wie in Bild 3.31
am Beispiel einer Scheibe gezeigt wird.

Man kénnte auch Karten aufstellen, wie weit die Kréfte f; maximal von
einem fest gewihlten Knoten entfernt sein diirfen, damit noch etwas in w;
spiirbar ist. Das wéren dann alle Knoten mit |f;;| > ¢, also gréfier als eine
gewisse Schranke e.

Die Sensitivitéiten, die in F' stecken, kann man natiirlich auch zur Bestim-
mung der Lastknoten fiir das maximale Moment M benutzen. Angenommen
der Aufpunkt x liege genau zwischen zwei Knoten. Die Einflussfunktion fiir
Myp(x) wird durch Knotenlasten und Knotenmomente in den beiden Nach-
barknoten erzeugt, s. Bild 3.17 a, die wir der Reihe nach f,, f3, fo und fy

EI
le

EI
fa=0 fo= fe=0 fa= - (3.117)
nennen. Diese erzeugen im Aufpunkt z ndherungsweise einen Knick der Grofe

tan¢; + tan ¢, ~ 1 und in einem abliegenden Knoten die Durchbiegung

Ui = fa- faj +fo foj+fe fej+ fa-fag="Ffo- foj+ fa-foj.  (3.118)

Somit ist u; - f; das Moment, das von der Knotenkraft f; im Punkt x erzeugt
wird. Das maximale Moment ergibt sich dann—wieder seien alle f; = 1—
durch Summation iiber die positiven Werte

max My, (z) = Zu]- u; >0 (3.119)
j=1

und das minimale Moment natiirlich analog durch Summation iiber die ne-
gativen Werte.

Rechnerisch macht man das so, dass man die Spalte b von F' mit der Zahl
fp multipliziert und die Spalte d mit f; und die beiden addiert und dann
die ’Quersumme’ iiber die positiven Komponenten des so gebildeten Vektors
bildet.

Hier wird noch einmal die enge Verwandtschaft zwischen finiten Elementen
und finiten Differenzen deutlich. Der 'Grundbass’ ist sozusagen die Matrix
F und die Schnittkrifte (Ableitungen) der FE-Losung werden im Sinne der
finiten Differenzen durch Kombination der Spalten mit entsprechenden Ge-
wichten berechnet.
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Natiirlich sieht man das alles viel leichter, wenn man die Einflussfunktionen
plottet, aber ein Rechner hat keine Augen und er erkennt Dinge nur, indem
er zahlt.

Das Thema Inverse gibt uns auch eine Gelegenheit darauf hinzuweisen,
dass lokale Steifigkeitsinderungen die ganze Inverse F' dndern, auch wenn
sich nur eine Zahl in K &ndert.

EA=1 EA=1 FA=1 EA=a

@ @ ﬂ

1 2 3

Abb. 3.32 Stab aus vier Elementen

Der Stab in Bild 3.32 hat im letzten Element die Lingssteifigkeit EA = a
im Unterschied zu den ersten drei Elementen, in denen FA = 1 ist, und so
kommt a nur einmal vor

2 -1 0
K=|-1 2 -1/, (3.120)
0 -1 1+a

aber das a taucht in jedem Element der Inversen F = K ! auf

2a+ 1 a+1 1

3a+1 3a+1 3a+1
P a+1 2a+2 2 . (3.121)
3a+1 3a+1 3a+1
1 2 3

3a+1 3a+1 3a+1

Eine lokale Steifigkeitsdnderung &ndert also den Verlauf der Einflussfunk-
tionen im ganzen Tragwerk.

Wir werden aber in Kapitel 5 sehen, dass es trotzdem einen Weg gibt, wie
man Effekte von Steifigkeitsinderungen nur durch Betrachtung des betroffe-
nen Elements verfolgen kann—zumindest niherungsweise.

3.18 Inhomogenes Material

Wenn eine Scheibe aus verschiedenen Materialien aufgebaut ist, dann &n-
dert sich an der Berechnung der Einflussfunktionen technisch nichts. Man
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u, = 0.3809 uy = 0.2675

y 2-f
po4/
2-F E
v y
Y
[ | [ |
a b
2-FA
2. f 2. f EA
N —> \ EL-N

Abb. 3.33 Einflussfunktion fiir oy, im mittleren Element, a) Elementsteifigkeit ver-
doppelt und b) halb so grof, c¢) Einflussfunktion fiir die Normalkraft in einem statisch
bestimmten Stab—die Einflussfunktion &ndert sich nicht

kann nur sehr schén beobachten, wie steife Zonen Kréfte anziehen und wei-
che Zonen vermieden werden.

Wenn, wie in Bild 3.33, das Material in der eingebetteten Zone hérter ist
als die Umgebung, dann wird die Einflussfunktion fiir z.B. die Spannung o,
in der Mitte der Zone weit ausstrahlen, d.h. ein relativ grofer Anteil der
Belastung fliefst durch die steife Zone. Umgekehrt, wenn die Zone sehr viel
weicher ist als die Umgebung, dann behindert die Umgebung die Ausbreitung
der Spreizung des Aufpunktes, d.h. nur ein kleiner Anteil der Belastung wird
durch den weichen Kern fliefen.

Das erscheint alles sehr logisch, aber es verbleibt doch eine Frage: wenn der
E-Modul des Elementes sich verdoppelt, dann kostet es doppelt so viel Miihe
das Element auseinander zu reifen, um den Verschiebungssprung in vertikaler
Richtung (= Einflussfunktion fiir o,,) niherungsweise zu generieren. Es ist
klar, dass die Kréfte f dann doppelt so grof sein miissen wie im einfachen
Fall. Aber es muss anscheinend so sein, dass diese doppelt so groften Krifte
sich nicht allein in dem Spreizen des Elements verbrauchen, sondern dass ein
Teil iibrig bleibt, die obere Kante der Scheibe {iberproportional weit nach
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oben zu driicken. Die Kréfte 2 - f kommen da anscheinend weiter als die
Krifte f.

Ein Blick auf einen Zugstab, Bild 3.33 c, kann helfen. Wenn man in einem
Element die Steifigkeit verdoppelt, dann &#ndert das nicht die Einflussfunktion
G(y,z) fiir N(x) am Stabende y = [, weil die Verdopplung von EA die
Steigung der Einflussfunktion G, in dem Element halbiert und wegen

G2 fl, = %G’-2~f~le — (Glyz) — Clyara)) - (3.122)

andert sich nichts, (y, und ¥, sind die Endpunkte des Elements mit der Linge
le).
Bei der Scheibe ist das anscheinend anders. Eine Verdopplung des E-
Moduls halbiert nicht die Steigung der Einflussfunktion fiir oy, (jetzt in
vertikaler Richtung), sondern der Abfall der Steigung muss geringer sein,
vielleicht weil sich die Steifigkeiten in den Elementen links und rechts von
dem Element 2 - F ja nicht geéindert haben, und so kommt es zu dem "Uber-

schuss’ an der oberen Kante.

3.19 Sensitivititsplots

Die Formel J(uy) = g” f ist das Skalarprodukt aus dem Vektor g, den
Knotenwerten der Einflussfunktion, und dem Vektor f der dquivalenten Kno-
tenkréfte aus der Belastung. Dieses Skalarprodukt kann als eine Summe iiber
die N Knoten des FE-Netzes geschrieben werden

N
J(un) =gl fi  i=ZKnoten, (3.123)
i=1

wobei die Vektoren g, und f, die Anteile aus den groken Vektoren g and f
sind, die sich auf den Knoten 7 beziehen

g:{911927g37g47“'7g2N}T 2—D. (3124)
9. g,

Wenn daher f; in einem Knoten orthogonal zu g, ist, dann ist der Beitrag
des Knotens zu J(uy) null. Der Plot der Vektoren g, gleicht somit einem
Sensitivitétsplot des Funktionals J(uy,), siehe Bild 3.34. Knotenkrifte f,, die
in dieselbe Richtung zeigen wie die g;, iiben daher einen maximal grofen
Einfluss auf J(uy) aus.

In Bild 3.35 ist die Einflussfunktion fiir die Spannung o, im Rissgrund
einer Zugscheibe dargestellt. Auffillig ist, dass es zwei ruhige Zonen gibt, in
denen der Einfluss der Knotenkréfte auf J(uy,) praktisch null ist. Wir nennen
diese Punkte Lagrangepunkte. In der Astronomie sind die Lagrangepunkte
die Punkte, in denen sich die Gravitationskrifte der Sonne und des Mondes
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Abb. 3.34 Einflussfunktion fiir die Eckverschiebung, a) Verformung der Scheibe unter
der Wirkung der Eckkraft, b) die Knotenverschiebungen g, der Einflussfunktion. Knoten-
kréfte, die in Richtung der g, weisen, haben maximalen Einfluss und Kréfte, die senkrecht,

auf den g, stehen keinen Einfluss

das Gleichgewicht halten, weil sie mit gegengleichen Kriften an einem Satel-
liten ziehen, der dort geparkt ist. Solche Lagrangepunkte findet man in fast
allen diesen Plots, siehe die Bilder 3.36, 3.37 und 3.38.

Anmerkung 3.5. Mit einem FE-Programm erzeugt man diese Bilder wie folgt:
1. Man bringt die j; = J(¢p;) als dquivalente Knotenkrifte auf und 16st das

System K g =j.
2. Man plottet in jedem Knoten k den Vektor g, = {gc(ck),g;k)}T, also die
horizontale und vertikale Verschiebung des Knotens.
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A\
% Lagrangepunkte
~ grangep

A

\ o -
\\\\\\\\k\;«-\*\"&ﬁf/’

Abb. 3.35 Plot der Knotenvektoren g, des Funktionals J(up) = 0y, also der vertikalen
Spannung im Rissgrund. Die Lagrangepunkte sind die Punkte, in denen der Einfluss der
Knotenkréfte f; auf oy, praktisch null ist

3.20 Die inverse Steifigkeitsmatrix

Die gendherte Einflussfunktion fiir die Verschiebung u(z) in einem Knoten
. hat die Form

Ghly,zr) = Zgi(fﬂk) ei(y). (3.125)

Der Vektor g = {g1,92,...,9n}7 ist die Losung des n x n Systems

Kg=ey (Einheitsvektor ey), (3.126)
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Abb. 3.36 Plot der Knotenvektoren g; des Funktionals J(uh) = O0gz, der horizontalen
Spannungen in der Scheibe in der Nihe der Offnung

was bedeutet, dass die Spalten ¢;, der inversen Steifigkeitsmatrix K ~*
g=K e, =c¢ (3.127)

die Knotenverschiebungen sind, die zu den n Einflussfunktionen Gp,(y,xy)
der n Knoten xj, gehoren

Guly,xr) = chi 0i(y) = c D(y) (3.128)

mit B(y) = {p1(y): L2(y), - L)}
Das erklirt, warum die Inverse einer tri-diagonalen Matrix voll besetzt ist.

Eine einzelne Punktlast P = 1 in einem Knoten xj reicht, um das ganze Netz
zu deformieren. Die Inverse einer Differenzenmatrix wie K (man denke an
ein Seil ...0 —1 2 —1 0 ...) ist also eine Summenmatrix.

Eine Steifigkeitsmatrix K ’differenziert’ und ihre Inverse K ! ’integriert’.
Die Inverse ist immer voll besetzt und sie ist symmetrisch (wegen Maxwell).

3.21 Beispiele

Das Seil in Bild 3.39a, das mit einer Kraft H vorgespannt wird, besteht
aus fiinf linearen Elementen. Die Steifigkeitsmatrix K

2 -1 0 0
CH[-1 2 -1 0
Ll 0 -1 2 -1

0 0 -1 2

K (3.129)
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Abb. 3.37 a) Plot der Knotenvektoren g, des Funktionals J(up) = 0y, der vertikalen
Spannungen in der Scheibe in der Nihe der Offnung, b) die dazu orthogonalen Richtungen,
Lasten, die in diese Richtungen zeigen erzeugen keine Spannungen o, im Aufpunkt. Die
Scheibe ist links eingespannt. Die Richtungen o, = 0, also die Vektoren g+, kénnen im
Grunde alle mit derselben Linge, z.B. |gJ'| = 1 gezeichnet werden, weil f+gt = 0 ist.

ist eine tri-diagonale Matrix, wihrend dagegen die Inverse

43 2 1

oLz 6 4 2

K'==012 4 6 3 (3.130)
1 2 3 4

voll besetzt ist. Die Spalte ¢; der Inversen, siehe die Bilder 3.39 b—f, sind
die Durchbiegungen der Knoten, wenn im Knoten x; eine Einzelkraft P = 1
steht.

Die Zeilensumme der Inversen verriit im Ubrigen, wie oben gezeigt, welche
Knoten sich am starksten verformen, denn
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der horizontalen
zu den Richtungen

des Funktionals J(up) = 0zz,
Spannungen in zwei Scheiben a) und b), ¢) die Richtungen orthogonal

Abb. 3.38 Plot der Knotenvektoren g;

zeugen keine Spannung 0,

im mittleren Bild, Lasten die in diese Richtungen wirken, er

im Aufpunkt
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Seil H
[ l l l l l D
a e o le | o le | e |l |
Spalte 1
Spalte 2
Spalte 3
Spalte 4

Abb. 3.39 a) Unterteilung eines Seils in fiinf lineare Elemente, b-e) die Durchbiegungen
sind die Spalten der inversen Steifigkeitsmatrix (alle Werte mal l. /(5 H)).

l 4
wi () = /O Guly.z:)p dy—Zg, i /0 o) p(y) dy = kiU

j=1
4
. Z kfjl) (setze alle f; =1). (3.131)
Das sind hier die Knoten 2 und 3.

Zu dem Balken in Bild 3.40, es sei EI =1 und [, = 1, gehort die Steifig-
keitsmatrix
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1.0
f2=1
—0.56 —0.22 0.28 0.44
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fs=1
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Abb. 3.40
(Spalte 1 von K1),

und die Spalten der Inversen

1.00
—0.56
0.17
—0.44
—0.33
—0.50

K '=

4 6 2
6 24 0
2 0 8
0 —-12 6
0 -6 2
0 0 0
—0.56 0.17
0.44 —-0.22
—0.22 0.33
0.39 —0.28
0.28 —0.17
0.44 —-0.33

— 0.

—0.44
0.39
—0.28
0.44
0.22
0.56

17

SR =l Ul o )
|

—0.33
0.28
—-0.17
0.22
0.33
0.17

=N oo OO

~0.33
0.17 —0.22 — 0.28 d
<

a) Unterteilung eines Balkens in drei Elemente, b) Biegelinie aus fi = 1
c) aus fo = 1 (Spalte 2 von K1), d) aus f3 = 1 (Spalte 3)

(3.132)

—0.50
0.44
—0.33
0.56
0.17
1.00

(3.133)

sind die Knotenbewegungen in den sechs Grundlastfillen, also f; = 1 fiir
einen Index ¢ und alle anderen sind null, f; = 0,7 # 1.
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3.22 Allgemeine Form einer FE-Einflussfunktion

Das folgende Theorem fasst die Ergebnisse zusammen.

Seil dP = p(y) dy

>,y

Abb. 3.41 Die Biegelinie unter der Streckenlast p ist die Einhiillende der Seilecke aus den
Einzelkriften dP

Theorem 3.3 (Allgemeine Form einer FE-Einflussfunktion). Es sei
K die Steifigkeitsmatriz des Tragwerks.
(i) Die FE-Einflussfunktion fir up(x), das ist der Wert der FE-Lisung in
einem Punkt x, ist

Gy, ) = B(y)" K~ ¢(x) (3.134)

wobei

p(2) = {1(2), p2(2),..., on(2)}" (3.135)

die Liste mit den Werten der Ansatzfunktionen in dem Punkt x ist, und ¢(y)
ist dieselbe Liste, nur dass x durch y ersetzt wird.
(i) Die Einflussfunktion fir ein lineares Punktfunktional J ist

Guly.x) = ¢(y)" K ' j(x) (3.136)
wobei der Vektor
3(@) = {J(p1), J(p2), J(p3), -, I (o)} (3.137)
die Liste der Werte J(p;) ist.

Die Biegelinie eines Trigers ist die Einhiillende der unendlich vielen Ein-
flussfunktionen, die jede fiir sich den Einfluss eines infinitesimalen Teils
p(y) dy der Belastung auf die Durchbiegung w(z) beschreiben, s. Bild 3.41,

1
wz) = / Gy, z) ply) dy (3.138)
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geht direkt ins Lager

ex(z)

R, aus direkter Reduktion

Rpg aus FE-Losung

Abb. 3.42 Starre Stiitze, die gesamte Stiitzenkraft ist die Summe aus der Stiitzenkraft
Rpg der FE-Losung plus dem direkt in die Stiitze reduziertem Anteil aus der Last p

Im Unterschied hierzu ist die FE-Losung wy(r) = wT ¢(z) darstellbar als
eine Summe von endlich vielen Einflussfunktionen, die einzeln mit den dqui-
valenten Knotenkréften f; in den Knoten z; gewichtet werden

wp(x) = f1 Gp(z1,2) + fo Gp(za, ) + ... + fr Gr(zy, 2), (3.139)
denn der Vektor w der Knotenwerte ist

w=K 'f=K '(fiei+ foes+...+ fne,)

:f101+f202+~~-+fn0n=2fk' Ck (3.140)
k=1

und die Spalte ¢, von K ! entspricht GJ,(zy, ).

3.23 Die Lagerkrifte der FE-LGsung

Das Thema Lagerkrifte und FE-Losungen muss man mit Vorsicht ange-
hen. Nichts liegt ndher, als die Knotenkréfte direkt in Lagerkrifte zu iiber-
setzen. Bei Stabtragwerken sind es echte Kréfte, bei Flachentragwerken sind
es jedoch in der Regel nur dquivalente Knotenkrifte, also Krifte, die nicht
wirklich im strengen Punktsinn vorhanden sind.
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Abb. 3.43 Tridger, a) Lagerreaktion R, b) Einflussfunktion G fir R, «c¢) FE-
Einflussfunktion G}, auf Vj,; die Knotenkrifte j;, die GG}, erzeugen, sind die Lagerkrifte
R der Ansatzfunktionen

Die f; in den Lagerknoten berechnet ein FE-Programm im Nachlauf, nach-
dem es das System K u = f gelost hat, wie folgt:

e Es erweitert den Vektor w zunéchst um die zuvor gestrichenen u; = 0 in
den Lagerknoten, u — ug,

e und multipliziert die nicht-reduzierte, globale Steifigkeitsmatrix K mit
dem vollen Vektor ug,

o die Eintrége f; in dem Vektor f, = K¢ ucg, die zu den gesperrten Frei-
heitsgraden gehoren, sind die Knotenkriifte in den Lagern ohne die Anteile
der Last, die direkt in die Lager reduziert werden. Zu diesen muss man
also noch die Lagerkréfte aus der direkten Reduktion addieren, die wir Ry
nennen, s. Bild 3.42,

fi(komplett) =fi+Rqy=Rrprg+ Ry. (3.141)

e Wenn allerdings die Lager nachgiebig gerechnet wurden, dann ist das letzte
Mandver nicht notwendig, dann beinhaltet f; = Rpp die volle Lagerkraft.

Was es mit dieser Zweiteilung der Lagerkrifte in ’echte’ und 'nur gedachte’
auf sich hat, soll zunéichst an Hand der Stabstatik untersucht werden.
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3.24 Einflussfunktion fiir ein starres Lager

Vom Standpunkt der *Schulstatik’ aus ist alles klar: Man entfernt das Lager
und driickt den Balken um einen Meter nach unten. Die daraus resultierende
Biegelinie ist die Einflussfunktion. Das bleibt natiirlich weiterhin richtig.

Nun kann man sich dem Problem aber auch aus der Sicht der finiten
Elemente ndhern. Eine Lagerkraft R ist ein Funktional

R=J(w), (3.142)

angewandt auf die Biegelinie w und die FE-Einflussfunktion fiir R erhélt
man, so lautet die Regel, wenn man als Knotenkréfte j; die Lagerkrifte der
Ansatzfunktionen wihlt

Ji = R(pi) - (3.143)

Also die Lagerkraft, die zur Biegelinie w = ¢; gehort.
Diese Lagerkraft ist die Wechselwirkungsenergie zwischen ¢; und der
Funktion px (X ist ein Index), s. Bild 3.43,

1
a(piox) = /0 BT o} de = R(pi) 1. (3.144)

Die Funktion ¢x ist die Ansatzfunktion des Lagerknotens, also die Funkti-
on, bei der sich das Lager um eine Lingeneinheit nach unten bewegt.

Diese Formel beruht auf der ersten Greenschen Identitéit, denn (3.144) ist
die Identitat in der Gestalt 6A4; = dA,

Clpi,ox) = Clei,ox) 00 + Z)(%,tpx)(z,z)

l
/EIsOQ’ % dz— R(p;)-1=0. (3.145)
0

Die ¢; sind homogene Losungen der Balkengleichung und ¢x ist in allen
Knoten, bis auf den Lagerknoten, null. Dort ist ¢x = 1 und ¢’y = 0. Das
erkldrt, warum die virtuelle dufere Arbeit sich auf den Ausdruck R(yp;) -1
verkiirzt.

Die Lagerkraft einer Ansatzfunktion ¢;(z) ist gleich der Wechselwirkungs-

energie a(y;, px) zwischen p;(z) und @x (z).

Mit dem Vektor g(z) = K ' j(z) der Knotenverschiebungen lautet also
die Einflussfunktion fiir die Lagerkraft im Knoten x

Ghly,z) = Z 9i(x) i(y) . (3.146)



3.24 Einflussfunktion fiir ein starres Lager 209

Dieser Einflussfunktion fehlt aber offensichtlich, s. Bild 3.43 c, das Stiick ¢x
direkt unter dem Lager. Das muss aber so sein, weil der Ansatzraum V}, ja die
Funktion ¢y nicht enthélt—der Knoten wird ja festgehalten. Aber warum
kommen die finiten Elemente dann trotzdem auf die richtige Lagerkraft? Das
liegt daran, wie FE-Programme vorgehen.

Ist eine verteilte Last p(x) gegeben, dann stellen sie in jeden Knoten die
zugehorige dquivalente Knotenkraft und daher in den Lagerknoten die Kraft

l
fx = /O p() ox () dar (3.147)

Diese Kraft wandert aber direkt in das Lager und beeinflusst somit die FE-
Berechnung gar nicht. Alle Verformungen und alle Schnittkrifte der FE-
Losung kommen aus dem Lastfall, bei dem dieser Anteil fehlt. Und die Ein-
flussfunktion in Bild 3.43 ist genau die Einflussfunktion fiir die Lagerkraft in
solchen ’amputierten’ Lastféllen.

Die direkt in die Stiitze flielkende Knotenkraft fx erzeugt eine Gegenkraft
in der Stiitze, die wir Ry = — fx nennen.

Am Ende der Berechnung addiert das FE-Programm zu der Lagerkraft
Rpp des ’amputierten’ Lastfalls die Lagerkraft Ry hinzu und so stimmt am
Schluss wieder alles

R=Rpg+ Rg. (3148)

Man kann das ganze natiirlich auch ’von hinten’ aufzdumen, indem man ein-
fach zur FE-Einflussfunktion G} den fehlenden Anteil px addiert, und so
genau die Einflussfunktion G erhélt

G =G+ px, (3.149)
wie sie der Ingenieur sehen will. Wenn man diese mit der Belastung iiberla-

gert, ist das Ergebnis die volle Lagerkraft

l
R=Rpg+Ryq= / G(y,z) ply) dy . (3.150)
0

Anmerkung 3.6. Mit dieser Technik kann man Einflussfunktionen fiir die La-
gerkrifte in allen FE-Modelle erzeugen, unabhéngig davon, ob die f; echte
Lagerkrifte sind, wie beim Balken, oder nur dquivalente Lagerkrifte wie bei
Scheiben.
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Seil p=10kN/m
< 3 1 » H =1
vul:O Uo U3—0V
a f« > >
l,.=1 l.=1

5 Wioce 5
d YVYVY
5 Wioc 5
A
€ T == _ _ =4
10 10

W = Wprg + Wioe

Abb. 3.44 Seil, a) System, b) FE-Lésung c¢) - d) lokale Losungen, e) exakte Ldsung

3.25 Beispiel

In der Stabstatik geschieht die Addition R = Rpg + R4 'automatisch’, nim-
lich in dem Moment, in dem die lokalen L&sungen elementweise zur FE-
Losung addiert werden.
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Das Seil in Bild 3.44 a wird mit einer konstanten Streckenlast p = 10kN/m
belastet. Eine Unterteilung in zwei lineare Elemente®

2 -1 0 0 fi
-1 2 -1 5/ =110 (3.151)

0 -1 2 0 f3
hat das Ergebnis us = 5 und damit erhélt man in der Nachlaufrechnung
als Lagerkrifte f; = f3 = —5. Dazu miisste man noch die Lagerkrifte aus

der direkten Reduktion addieren. Das geschieht aber automatisch wie folgt:
Elementweise werden die lokalen Losungen bestimmt, s. Bild 3.44 ¢ und d, und
zur FE-Losung addiert. Die Folge ist, dass der Seildurchhang w = wrp +wioe
jetzt rund ist, und die Lagerkriifte genau ’passen’.

3.26 Einflussfunktion fiir ein federndes Lager

Der Unterschied zu einem starren Lager ist, dass die Einheitsverformung
des Lagers zu V), gehort, sie nicht ’ausgesperrt’ ist. Deswegen gibt es bei
federnden Lagern kein Ry, s. Bild 3.45.

Der Einfachheit halber setzen wir FI = 1, [, = 1 und ebenso k£ = 1,
und argumentieren wie zuvor. Um die Einflussfunktion fiir die Lagerkraft zu
berechnen, belasten wir die Knoten mit den Kréften

Ji = R(p;) = alws, ox), (3.152)

also der jeweiligen zu ¢; gehorigen Lagerkraft.
Weil px, das ist die Bewegung der Feder, wenn sich der Fusspunkt um 1 m
nach unten bewegt, nur in der Feder ’lebt’, wird nur iiber die Feder integriert

j1=a(p1,ox) =[N1-ox]h =N -0-N,-1=1. (3.153)
S S T

Die Kraft N ist negativ, denn die Abwéirtsbewegung des Knotens erzeugt
eine Druckkraft in der Feder

Ny =k(-1)=—1. (3.154)

Weil die Biegelinien @9 und @3 aus den Verdrehungen der Knoten keine Be-
wegungen in der Feder erzeugen, sind beide jo, = j3 = 0.
Das Gleichungssystem

2441 0 —6] [g 1
0 8 2| |gl|=1]0 (3.155)
—6 2 4 gs 0

5 Das ist die nicht-reduzierte globale Steifigkeitsmatrix K .



212 3 Finite Elemente

ET

I
—_
[t

l.=1 =1
[« >l »>|
©1
b \L%/
1
P2
c
¥3
d

! G

R

Abb. 3.45 Zweifeldtriger, a) System, b) - d) Einheitsverformungen, e) Einheitsver-
formung bei Bewegung des Fufpunktes der Feder, f) Einflussfunktion fiir die Federkraft;
man beachte, dass ¢1 einen Anteil im Balken und einen Anteil in der Feder hat, s. Bild
b)

hat dann die Losung
g1 = 0.068 g = —0.0291 g3 =0.1169, (3.156)

was der Einflussfunktion eine Gestalt wie in Bild 3.45 f gibt.

Weil der Ausléser fiir die Einflussfunktion eine Kraft 1 in dem Mittenkno-
ten war und eine solche Kraft auch die Einflussfunktion fiir die Durchbiegung
des Knotens liefert, sind die beiden Einflussfunktionen identisch, was natiir-
lich so sein muss, weil ja das Federgesetz, ku = f, diesen Zusammenhang
zwischen Federweg und Federkraft diktiert.
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Wenn allerdings die Federsteifigkeit nicht gerade k = 1 ist, wie bei diesem
Beispiel, dann muss man die Einflussfunktion fiir die Durchbiegung des Kno-
tens noch mit der Steifigkeit & multiplizieren, um die Einflussfunktion fiir die
Federkraft f = kw zu erhalten.

Die Einflussfunktion fiir ein federndes Lager ist gleich der Einflussfunktion
fiir die Zusammendriickung des Lagers mal der Federsteifigkeit k des Lagers.

Einflussfunktion fiir f = Einflussfunktion fiir u x k. (3.157)

Anmerkung 3.7. Bei federnden Lagern ist also keine Korrektur wie
R=Rpp + Ry (3.158)

notig, weil kein Teil der Belastung unbemerkt iiber das federnde Lager ab-
fliefen kann, Ry = 0.

3.27 Einflussfunktion fiir die Kraft in einer Stiitze

Die Einflussfunktion fiir die Stiitzenkraft R einer Platte ist die Biegefliche
G(y,z) der Platte, wenn man die Platte und die Stiitze durch einen Schnitt
trennt, und die beiden Schnittufer so spreizt, dass die Relativverschiebung
zwischen dem Stiitzenkopf und der Unterseite der Platte genau 1 m betrigt

R— / Gy, @) ply) d2y . (3.159)
(9]

Bequemer ist es natiirlich, einfach eine Kraft P = 1 auf die Platte—direkt
iiber dem Stiitzenkopf—zu setzen, um zunéchst die Einflussfunktion fiir die
Zusammendriickung des Stiitzenkopfs zu ermitteln und diese Fliche dann mit
der Steifigkeit K = EA/h der Stiitze zu multiplizieren.

Bei einer perfekt starren Stiitze funktioniert das natiirlich nicht. In so
einem Fall muss man die Stiitze wegnehmen und die Platte dort um 1 Meter
nach unten driicken.

Rechentechnisch macht man das so, dass man die zu u; = 1 (hier ug)
gehorige Spalte der nicht-reduzierten Steifigkeitsmatrix K¢

12 —61 —12 —61 0 fi
EI| —61 412 61 212 0 P
B | =12 6 12 6l 1] | fs (3.160)

—61 21% 61 41 Uy 0
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Abb. 3.46 Gelenkig gelagerte Platte mit Tnnenstiitzen, a) System b) Einflussfunktion
fiir die vordere, linke Stiitzenkraft. Von der angesetzten Spreizung von 1000 mm werden ~
200 mm von der Stiitze *verschluckt’, also rund 80 % = 800 mm/1000 mm einer Punktlast
gehen direkt in die Stiitze darunter. Die restlichen 20% trégt die Platte
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EI u4f
N Uz = 1
l

Abb. 3.47 Einflussfunktion fiir die rechte Lagerkraft

mit u; = 1 multipliziert, s. Bild 3.47, auf die rechte Seite bringt und die
zugehorige Zeile streicht

12 —61 —6l 0 fi —12

EI EI

R —61 412 2I? 0| =1+s - 6l | , (3.161)
—61 217 417 m 0 61

was in diesem Fall fiir den Tangens des Enddrehwinkels den Wert

1.5

l (3.162)

Ug =

ergibt. Jetzt kann man die Einflussfunktion zeichnen.

3.28 Beispiel

Das nicht-reduzierte System Kgug = f des Trégers in Bild 3.48 lautet

12-6-12-6 0 07 [w fi

-6 4 6 2 0 O Uo f2

—12 6 24 0-12-6| |us| | fs

6 2 0 8 6 2| |wl| |Aal- (3.163)
0 0-12 6 12 6 Us f5

00 -6 2 6 4| |ug fs

Wir berechnen zunéchst die Einflussfunktion fiir die rechte Lagerkraft f5. Die
Werte j; konnen wir aus der Zeile 5 ablesen

j3 = kss = —12 ja=kis =6  jo=Fhss=6. (3.164)
Das System
24 0 -6 us3 —12
0 8 2 uy | = 6 (3.165)
—6 2 4 Ug 6

hat die Lésung
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b 0.56

/ —0.31
t .

c 0.56

Abb. 3.48 Einflussfunktion fiir die Lagerkraft f5, a) System, b) ohne den Anteil aus
der direkten Reduktion, ¢) mit dem Anteil

ug = —0.3123 uyg = 0.5625 ug = 0.75, (3.166)

was das Bild 3.48 b ergibt. Das ist die Einflussfunktion fiir die Lagerkraft f;
ohne den Anteil, der direkt in das Lager reduziert wird. Um die komplette
Einflussfunktion zu erhalten, addieren wir noch die Einheitsverformung des
Freiheitsgrades us hinzu. Das ergibt den Verlauf in Bild 3.48 c.

Die negativen Werte der Einflussfunktion sind der Tatsache geschuldet,
dass eine Druckkraft im Lager eine negative Kraft f5; bedeutet.

Ist das rechte Lager eine Feder mit der Steifigkeit & = 1, s. Bild 3.49, dann
gehort zu dem Trager das System

12-6-12-6 0 0 0] [w fil

6 4 6 2 0 0 0| |us fo

—12 6 24 0-12-6 0] |us fs

6 2 0 8 6 2 0| |us|=1fH (3.167)
0 0-12 6 13 6-1]| |us fs
00 -6 2 6 4 0| |us fs

| 00 0 0 -1 0 1] [u] |fr]
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Abb. 3.49 Einflussfunktion fiir die Lagerkraft f5
3
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Abb. 3.50 Einflussfunktion fiir die Lagerkraft f3, a) System, b) ohne den Anteil aus
der direkten Reduktion, ¢) mit dem Anteil
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111.31 kN 98.59 kN 111.31 kN
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Abb. 3.51 Punktgestiitzte Platte, a) Verformung unter Eigengewicht, b) Lagerkréfte
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und dann hat das Gleichungssystem (j; = k57 = —1)

24 0 —-12 -6 us3 0
—1(2J 2 13 2 Z; - —(1) (3.168)
—6 2 6 4 Ug 0
die Losung, s. Bild 3.49 b,
uz = —0.23 uy = 0.41 us = 0.73 ug = —0.55. (3.169)

Das ist schon die komplette Einflussfunktion. Hier muss man nichts addieren.
Wird auch der Mittenknoten unterstiitzt, s. Bild 3.50 a, dann hat das
System fiir die Einflussfunktion des mittleren Lagers (Knotenkraft f3)

8 2 jw| | O

2 L] - [ a0
die Losung uy = 0.4286, ug = —1.7143, s. Bild 3.50 b. Das ist ohne den
Anteil Ry, also ohne die Krifte, die direkt in das Lager reduziert werden.

Addiert man die Einheitsverformung —¢3, dann erhilt man die komplette
Einflussfunktion, s. Bild 3.50 c.

3.29 Genauigkeit der Lagerkrifte

Die Einflussfunktionen fiir Stiitzen sind einfache Senken in der Platte, die
durch eine Spreizung der Grofe Eins zwischen Stiitzenkopf und Platte aus-
gelost werden. Sie dhneln vom Typ her den Einflussfunktionen fiir Durchbie-
gungen und sie sind daher auch schon auf relativ groben Netzen gut an-
zundhern. Das ist der Grund, warum man bei einer FE-Berechnung keine
groken Zweifel an der Hohe der ausgewiesenen Stiitzenkrifte haben muss,
s. Bild 3.51. Das gilt sinngem&f auch fiir Winde, s. Bild 3.52 und auch fiir
Unterziige, obwohl da in der Praxis zum Teil heftig diskutiert wird, was die
Modellierung von Unterziigen angeht, s. Bild 3.53.

3.30 Positionsstatik und 3-D Berechnung

Bei der sogenannten Positionsstatik wird jeder Unterzug, jede Deckenplat-
te fiir sich allein berechnet. Unter Umsténden mdchte man aber die Werte f;
in den Lagerknoten einer Platte mit den Ergebnissen einer 3-D Berechnung
vergleichen.

Nun ist es aber so, dass bei einer kompletten 3-D Berechnung nicht
die Anschnittkrifte—in der Stabstatik wiren das die Balkenendkrifte—
ausgegeben werden, sondern nur die Knotenkrifte f;, also die Summe iiber
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Abb. 3.52 Wiénde unter einer Hochbaudecke, auch diese Lagerkréifte kann ein FE-
Programm relativ genau ermitteln
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Abb. 3.53 Hochbauplatte, a) Unterkonstruktion, b) Hauptmomente im LF g
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Abb. 3.54 Einflussfunktion fiir die FE-Lagerkraft in dem Punktlager einer Scheibe

alle Anschlusskrifte. Die Frage ist daher, wie man die Anschlusskréfte be-
rechnen kann.
Das geht im Grunde wie in der Stabstatik. Wenn das Gleichungssystem

Ku=7f+p (3.171)

gelost ist, dann kennt man die u; an jedem Knoten. Diese kann man nun stab-
weise in das lokale Koordinatensystem der angeschlossenen Stibe umrechnen
u; — uf und dann an Hand der Beziehung

K°u® = f°+p° (3.172)

die Balkenendkrifte f{ an jedem einzelnen Stab berechnen. Die p§ sind die
Auflagerdriicke (= Festhaltekrifte x(—1)) am Stab aus der Belastung.

Bei einer Platte macht man sinngeméf dasselbe. Man multipliziert die
Steifigkeitsmatrix K* der Platte (nur der Platte!) mit den zur Platte gehori-
gen Anteilen u? des globalen Vektors ug und erhilt so die fP am Rand der
Platte

KPu? = f? (3.173)

und diese kann man dann mit den Ergebnissen aus der Positionsstatik ver-
gleichen.

Wenn man einmal annimmt, dass die Steifigkeitsmatrix K? der Platte aus
dem 3-D Modell und die Matrix K”°* aus der Positionsstatik nicht allzu-
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sehr voneinander abweichen, dann sind die Unterschiede in den f; auf die
Unterschiede in den Knotenverformungen zwischen dem 3-D Modell und der
Positionsstatik zuriickzufiihren.

Anmerkung 3.8. Die f; in (3.171) sind die Krifte, die direkt in den Knoten
des Rahmens angreifen und die p; sind die in jedem Knoten aufsummierten
Auflagerdriicke aus der verteilten Belastung links und rechts vom Knoten.
Die ff in (3.172) dagegen sind Balkenendkréfte und keine Knotenkrifte.
In der Literatur wird leider derselbe Buchstabe fiir diese unterschiedlichen
Kréfte benutzt—einmal ist man am Balkenende und einmal im Knoten.

3.31 Punktkrifte und Punktlager bei Scheiben

Punktkrifte bei Scheiben fiihren zu unendlich grofen Spannungen und so
kénnen Scheiben auch nicht auf Punktlager gesetzt werden, weil das Material
einfach zu flieffen anfangen wiirde. Andererseits erhiilt man aber mit finiten
Elementen doch sinnvolle Ergebnisse in Punktlagern, s. Bild 3.54. Wie geht
das?

Es geht, weil auch die finiten Elemente einen gebiihrenden Abstand von
echten Punktkraften einhalten. Im Ausdruck stehen zwar dquivalente Kno-
tenkrifte f;, aber sie sind ja nur Stellvertreter fiir die wahren Stiitzkrifte,
die als Flachen- und Linienkrifte in der Umgebung des Knotens die Scheibe
halten.

LFg JL
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J Q}{L\JLJ{;A

Abb. 3.55 Knotenkrifte im FE-Modell sind ein ’als ob’, aber sie sind nicht wirklich
vorhanden
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Auf der Lastseite gilt dasselbe. Wenn der Anwender eine Knotenkraft ein-
gibt, dann behilft sich ein FE-Programm damit eine Schar von dquivalenten
Flachen- und Linienkréften in die Nahe des Knotens zu plazieren.

Dies ist die Stelle, wo man sieht, wie die finiten Elemente ihr Eigenleben
entwickeln. Formal sind sie nur ein numerisches Werkzeug, aber der Ingenieur
findet gar nichts dabei, die Knotenkréfte fiir real zu nehmen und so kommt
er mit Hilfe der finiten Elemente sehr elegant {iber die Stolpersteine hinweg,
die ihm die Elastizitédtstheorie in den Weg legt.
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Abb. 3.56 Wandscheibe auf Punktlagern (Ausschnitt)

So ist das statische Problem der Wandscheibe in Bild 3.8, die sich auf zwei
Punktlager abstiitzt, und noch dazu eine Punktlast trégt, vom Standpunkt
der Mathematik aus ein schlecht gestelltes Problem, weil die Spannungen und
Verformungen der Scheibe in dem Lastangriffspunkt bzw. den Lagerpunkten
geméls der Elastizitdtstheorie unendlich grofs werden und echte Punktlager
die Scheibe auch nicht festhalten kénnten.

Mit finiten Elementen ist man jedoch noch ein gutes Stiick von dieser
Grenze entfernt. Zudem ist die Scheibe statisch bestimmt gelagert und so ist
es nur natiirlich die f; wie echte Kréfte zu behandeln.

Vielen Ingenieuren schwebt bei dem Begriff finite Elemente ja eine Art
"Fachwerkmodell’ vor, wo kleine Scheibenelemente in den Knoten zusammen-
hidngen und wo das Gleichgewicht in den Knoten, K u = f, die Gleichge-
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wichtslage u bestimmt, s. Bild 3.55. Das ist aber eine Interpretation ’als ob’,
weil auf beiden Seiten von K u = f Arbeiten stehen und keine Kréfte; es
werden Arbeiten bilanziert.

Das merkwiirdige ist, dass man fiir diese ’fiktiven’ dquivalenten Knoten-
krifte f; Einflussfunktionen aufstellen kann. Einfach so, wie man sich das
denkt: man verschiebt den Lagerknoten um einen Meter. Wenn man es mathe-
matischer will, dann geht man so vor, wie beim Balken, s. Abschnitt 3.24,
aber das Ergebnis ist natiirlich dasselbe.

3.32 Punktlager sind hot spots

Wenn man einen Knoten festhilt, dann wird die Scheibe dort praktisch 'ge-
erdet’. Das ist so, als ob man mit der einen Hand eine Hochspannungsleitung
beriihrt und mit der anderen die Erde. Der steile Anstieg der Verschiebungen
vom festen Lager zu den freien Knoten produziert grofie Spannungen in den
Elementen, die mit dem festen Knoten verbunden sind, s. Bild 3.56.

Je kleiner die Elemente in der Ndhe des Festpunktes werden, um so steiler
ist der Verschiebungsgradient in den Elementen und um so grofer sind somit
auch die Spannungen in den Elementen.

Abb. 3.57 Durch das
letzte Element vor dem
Punktlager muss die ganze
Lagerkraft fliefen...

05 —» OO

X
T 10 kN
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Warum die Spannungen unendlich groft werden, ja unendlich grofs werden
miissen, versteht man, wenn man sich die finiten Elemente anschaut.

Angenommen in dem Punktlager wirkt eine vertikale Kraft f; = 10 kN.
Wenn man also den Lagerknoten um einen Meter nach oben driickt (das ist
rein rechnerisch), dann leistet die Knotenkraft dabei die Arbeit 64, = 10
kNm, s. Bild 3.57.

Die Bewegung des Lagerknotens teilt sich dem Element (2, mit, auf dem
das Lager liegt, und so muss die virtuelle innere Energie §A; in dem Element,

gleich 0 A, sein
e

Die Verzerrungen de;; resultieren dabei aus der Lagerbewegung u; = 1. Alle
anderen Elemente spiiren nichts davon, weil alle anderen Knoten bei dem
Mangver festgehalten werden.

Dieses letzte vor dem Lager liegende Element muss also ganz allein die
notige Energie aufbringen, um die Lagerarbeit ins gleiche zu setzen!

Wenn nun das Element immer kleiner wird, weil man ja genaue Ergebnisse
haben will..., dann miissen die Spannungen in dem Element immer mehr an-
wachsen, weil immer weniger Flidche vorhanden ist, iiber die man integrieren
kann, und so hat man keine Chance irgend etwas verniinftiges zu berechnen.
Man muss dann umschalten und in dquivalenten Knotenkréften denken.

3.33 Der amputierte Dipol

Um die Singularitit in Punktlagern besser zu verstehen, betrachten wir die
Einflussfunktion fiir die Querkraft ¢, in einer Platte, s. Bild 3.58, die ja durch
eine Scherbewegung entsteht. Wenn der Aufpunkt frei im Innern liegt, dann
halten sich die beiden Scherbewegungen die Balance und die Auslenkung
der Platte bleibt, bis auf den Aufpunkt selbst, beschriankt. Riickt jedoch der
Aufpunkt in die Nédhe eines Punktlagers, dann wird diese Balance durch die
Stiitze gestort, und die Folge davon ist, dass bei Anndherung an die Stiitze
die Auslenkung der Platte iiber alle Grenzen wéchst, s. Bild 3.58 b.

Diese Argumentation konnen wir nun direkt auf die Scheibe iibertragen,
denn die Einflussfunktion fiir die Spannungen o;; werden auch durch solche
Scherbewegungen erzeugt, s. Bild 3.59. Numerisch sind es vier Krifte, die
dort die Einflussfunktion fiir o, erzeugen.

Liegt der Aufpunkt auf dem Element mit dem Lagerknoten, dann steht es
2:1 fiir die nach oben treibenden Krifte, d.h. zwei Knotenkréfte driicken nach
oben, aber nur eine Knotenkraft driickt nach unten, weil die Knotenkraft im
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Aufpunkt

o[]
Stiitze

b

Abb. 3.58 Einflussfunktion fiir die Querkraft ¢, a) ohne Behinderung im Innern, b)
die Stiitze bringt die Scherbewegung aus dem Takt, die Knotenkrifte in den aus der Sicht
der Stiitze weiter abliegenden Knoten treiben die Platte nach unten
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Abb. 3.59 Generierung der Einflussfunktion fiir oy,, a) die Knotenkrifte, die die Sprei-
zung (ndherungsweise) erzeugen sind jeweils in allen vier Knoten gleich und hingen nur
von der Maschenweite h ab, b) je kleiner die Elemente werden, um so gréfer werden die
Knotenkrifte und damit die Verformung der Scheibe. Das Verhiltnis zwischen den Kriften
steht 2 : 1, weil das feste Lager eine Kraft neutralisiert (amputierter Dipol’)
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-10% kNm

Abb. 3.60 Generierung der Einflussfunktionen fiir oy, a) und b) bei der Spreizung
der Nachbarelemente des Lagerelementes driicken zwei Krifte nach oben und zwei Krifte
nach unten und so bleiben die Auslenkungen (= Spannungen) auch in der Grenze, h — 0,
endlich (’echter Dipol’)
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Abb. 3.61 Generierung der Einflussfunktion fiir o, knapp iiber dem Boden. Zwei Krifte
treiben die Scheibe nach oben, aber die Verschiebung bleibt auch in der Grenze, h — 0,
endlich, weil der Boden den Rand der Scheibe ’auf Linie’ h&lt. Die Lagerbedingungen
erlauben es, die Scheibe zu spiegeln und so die Situation zu verstehen,2:0 — 2: 2

Lager ausféllt. So gelingt es also den f; die Oberkante der Scheibe in der
Grenze in ’den Himmel’ zu verschieben. In den Nachbarelementen wirken
hingegen, s. Bild 3.60, alle vier = zwei + zwei Krifte gleichzeitig und halten
sich so die Balance mit der Konsequenz, dass die Auslenkung (= Spannung)
endlich bleibt.

Um die Tendenz o;; — oo auch statisch zu verstehen, denken wir uns
der Einfachheit halber das Element als eine kleine Kreisscheibe mit einem
Radius R. Die Elementverzerrungen aus der Verschiebung des Lagerknotens
verhalten sich wie

651’]’ = O(%) . (3.175)

(Macht man den Durchmesser 2 R eines Zeltes kleiner, hilt aber die Hohe 1
bei, dann wird die Neigung der Zeltbahn grofer). Sinngeméf gilt daher
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fi fi

h

fi = / Gijésij dQ
4x0d

Abb. 3.62 Je kleiner die vier Elemente um die Kraft herum werden, um so gréfer miissen
die Spannungen werden, um dieselbe Knotenkraft f; auf schrumpfender Fliche zu erzeugen

27 R 1 27 1
/ 0ij 0gij A2 ~ / / 05 5 rdrdp = / oij = Rdyp, (3.176)
2. 0 0 R 0 2

und daher muss sich o;; wie 1/R verhalten, damit in der Grenze, R — 0, die
Knotenkraft f; iibrig bleibt

lelino o, Oij (562‘]‘ df) = fZ . (3177)

Anmerkung 3.9. Der Vollstindigkeit halber sei noch erwahnt, dass Linien-
lager im 3 — D dasselbe Schicksal erleiden, wie Punktlager bei Scheiben, weil
die Spannungen in einem Linienlager (= unendlich feiner Draht) das Material
zum Fliefen bringen. Aus diesem Grund kann man theoretisch auch kein Li-
nienlager um ein oder zwei Zentimeter senken. In der Praxis geht es natiirlich
schon, weil die finiten Elementen weit weg sind von solchen Fallstricken der
Elastizititstheorie.

Anmerkung 3.10. Das Argument 2 : 1 kann man nur bei Punktlagern anwen-
den. Bei Linienlagern, wie der Wandscheibe in Bild 3.61, betréigt das Verhalt-
nis der Krifte sogar 2 : 0, aber trotzdem bleibt die vertikale Verschiebung
aus der Einflussfunktion am oberen Rand, Punkt B, endlich. Vielleicht kann
man sich das so zurechtlegen: Wenn man die Scheibe nach unten spiegelt,
wegen u, = u; = 0 in der Bodenfuge ist das mdglich, dann sind es wieder
zwei + zwei Knotenkréfte und die Situation ist dieselbe wie im Innern einer
Scheibe, wo ja die Einflussfunktion fiir o, endlich ist.
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Mathematisch kann man das Ergebnis auch mit dem ’iiber Kreuz’ der
Einflussfunktionen begriinden. Das Funktional Ji(u) sei die Spannung o,
im Punkt A und das Funktional J(w) sei die Verschiebung im Punkt B und
G; und G seien die zugehdrigen Einflussfunktionen.

Wir wissen, dass Ji(G2) (= Spannung o, im Punkt A aus einer verti-
kalen Einzelkraft im Punkt B, sie erzeugt die Einflussfunktion G3) endlich
ist und daher muss auch J3(G1) (= Verschiebung im Punkt B bei der Sprei-
zung des Aufpunktes A) endlich sein. Die Logik ist korrekt, man muss nur
voraussetzen, dass J;(Gs2) endlich ist, aber Ingenieure wissen das!

3.34 Einzelkrifte als Knotenkrifte

Eine dquivalente Knotenkraft f; [F'- L], als solche erscheint ja die Einzelkraft
auf der Lastseite, ist fiir ein FE-Programm ein Signal, dass in der Nihe
des Knotens Lasten so verteilt sind, dass sie bei einer virtuellen Verriickung
des Knotens die Arbeit f; leisten, s. Bild 3.62. Wenn nun der Benutzer die
Elemente immer kleiner macht und weiterhin darauf beharrt, dass in dem
Knoten und nur in diesem einen Knoten eine Knotenkraft f; steht, dann
ist es fiir das FE-Programm das Signal, dass es die Spannungen in der Ndhe
dieses Knotens tendenziell unendlich grof machen muss, weil sonst die Bilanz

/ 0ij 5€ij df) = fz (3178)
2

nicht einzuhalten ist. Die Verzerrungen de;; kommen aus der Einheitsverschie-
bung des Knotens in Richtung der Kraft und weil sie nur auf den Elementen
nicht null sind, auf denen der Knoten liegt, muss immer weniger Gebiet im-
mer grofere Spannungen o;; und Verzerrungen de;; produzieren. Das beide
gegen oo gehen miissen, haben wir oben gezeigt. Auch so kommen singulére
Spannungen in die finiten Elemente hinein. Sie sind in dieser Situation eine
"Schutzmafinahme’, um bei immer kleiner werdenden Elementen am Ziel f;
festhalten zu kénnen.

3.35 Die Grenzen von FE-Einflussfunktionen

Wenn wir die Einflussfunktion fiir die zweite Ableitung u”(z) der Lings-
verschiebung eines Stabes berechnen wollen, und mit den dquivalenten Kno-
tenkréften j; anfangen, dann merken wir schnell, dass alle
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null sind und wegen Kg = 0 daher auch die Knotenverschiebungen g; der
Einflussfunktion, d.h. die FE-Einflussfunktion fiir die zweite Ableitung ist
identisch null

Gh(y,z)=0. (3.180)

Das ist immer so. Man kann mit finiten Elementen Einflussfunktionen nur
fiir Ableitungen bis zu der Ordnung der Ansatzfunktionen berechnen

Stab  ;(x) = linear — max () (3.181)
Balken ¢i(z) = kubisch — max v (x) . (3.182)

Die hoheren Ableitungen kennen die finiten Elemente nicht oder, anders ge-
sagt, sie haben keine Vorstellungen davon, dass es so etwas gibt.
Das stimmt im Ubrigen mit der h- Vertauschungsregel iiberein, s. S. 241,

Jn(u) = J(up). (3.183)

Denn sei J(u) = u”(x), und uy, eine lineare FE-Losung, dann ist die zweite
Ableitung null, J(up) = 0, und daher muss auch J,(u) = 0 null sein  fiir alle
u, also etwa alle Polynome beliebig hoher Ordnung. Das geht nur so, dass
G%(y, z) identisch null ist, was eben bedeutet, dass man eine Einflussfunktion
fiir zweite Ableitungen mit linearen Elementen nicht darstellen kann.
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4. Betti extended

In dem vorhergehenden Kapitel haben wir gesehen, dass die FE-Losung
up(z) die Uberlagerung der geniiherten Einflussfunktion G, (y,z) mit der
Belastung p(y) ist

1
up () = /0 Guly,z)p(y) dy . (4.1)

Diese fiir die finiten Elemente zentrale Gleichung beruht auf einem Satz, den
wir Betti extended nennen.

Theorem 4.1 (Betti extended). Man darf in dem Satz von Betti—unter
Beibehaltung der Belastung die exzakten Losungen uy und ug durch ihre FE-
Lisungen uyp, und ugp, ersetzen.

Wenn also die Gleichung

1 l
ALQ = / pP1 U2 dr = / P2 Ut dr = A271 (42)
0 t 0 T

richtig ist, dann ist auch die Gleichung

1 1
Al = / p1uzp de = / pouip de = Aj, (4.3)
0 T 0 T

richtig.
Wir behaupten nicht, dass 4; 2 = A{L’Q ist, sondern nur, dass wenn A; 5 =
Az 1 gilt, dass dann auch Ab = A’il gilt; knapp gesagt gilt also
(p1,u2) = (p2,u1) = (p1,u2n) = (p2,u1n) - (4.4)

Was Betti extended bedeutet, macht man sich am einfachsten an Hand des
Satzes von Mazwell klar, s. Bild 4.1, der ja nur eine spezielle Variante des
Satzes von Betti ist

Py -wy(x1) = Po-wy(w2) . (4.5)

235
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wi () wi(z2)
Py
{171 @ ,1'2
1
Abb. 4.1 Der Satz von
Maxwell wa(71) wy(x)

Wenn man die beiden Biegelinien wy(x) und wy(z) mit finiten Elementen
berechnet, dann erhilt man nicht die exakten Durchbiegungen in den beiden
Punkten 1 und x4

wip(T2) # wi(ze)  wen(z1) # wa(21), (4.6)

aber der Satz von Maxwell, ’das {iber Kreuz gleich’, gilt gem&f Betti extended
auch fiir diese Ndherungen

Py -wap(21) = Po-wip(z2) - (4.7)
Damit ist im Ubrigen auch gezeigt, dass der Satz von Mazwell auch fiir
FE-Losungen gilt, man setze P, = P> = 1, was ja nicht unbedingt selbst-
verstindlich ist. Dass er fiir die Knotenwerte gelten muss, war, wegen der

Symmetrie der Steifigkeitsmatrizen, klar. Betti extended garantiert dies aber
auch fiir alle Punkte dazwischen.

4.1 Herleitung

Mit Betti extended ist der Beweis der zentralen Gleichung (4.1) sehr ein-
fach, denn in der Einflussfunktion fiir u(x)

l l
Ay =1-u(x) = / 5y — z) u(y) dy = / Glyx)ply) dy = Az, (4.8)

darf man v und G durch die beiden FE-L&sungen w, und G}, ersetzen
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l 1
Al = / 5y — 2) un(y) dy = / Caly.2)ply)dy = AL, (49)
0 T o 7T
und somit gilt

l
un(z) = /O Ga(y,2) ply) dy - (4.10)

Diese Substitutionen, © — up und G — G}, kann man bei allen linearen
Funktionalen, also allen Integralen wie

1 l
J(u) = / 5y — ) uly) dy = / Gy, 2) ply) dy (4.11)

vornehmen, d.h. man darf jederzeit v und G(y,x) durch ihre FE-Niherungen
ersetzen und erhilt so

1 l
Tw) = [ Sw-nmway= [ Giosmdy. @12
0 0
Der Beweis fiir Betti extended beruht auf den beiden Gleichungen
/ P1h Usp A2 = / p1 ugp df2 (4.13a)
0 0
/ pghulth:/ pa Uiy dS2, (4.13b)
0 0

und dem Satz von Betti
<@(u1h,u2h) =/ plh’U,ghd.Qf/ pzhulth:O, (414)
7] Q
so dass
/ p1 uzp df2 = / D1 Uzp df2 :/ Pan Uiy df2 :/ paup df2,  (4.15)
Q 7] 7] Q
oder
/ p1 ugp df2 = / p2 Uiy df2, (4.16)
7] Q
was die Erweiterung von
/ P1 U2 dQ:/ P2 uy df2 (4.17)
7] o

auf die FE-Losungen ist.
Zu (4.13a) kommt man wie folgt: Die Galerkin-Orthogonalitit besagt, dass
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0A; = a'(ul — Ulh, %‘) =0 (4.18)

oder, wenn man das mit duflerer statt mit innerer Arbeit schreibt, §A; = §A,,

/(p1*p1h)<pzd.(2:0 22172,’” = /(plfplh)ﬂahd(z:()v
2 (9}
(4.19)

weil ja ugy, eine Linearkombination der ¢; ist. Sinngemifs gilt das auch fiir
die zweite Gleichung.

4.2 In welchen Punkten ist die FE-L6sung exakt?

Mit Hilfe vonBetti extended konnen wir uns nun auch Klarheit dariiber
verschaffen, wann und wo FE-Ergebnisse exakt sind.

Wir studieren diese Frage an einem vorgespannten Seil sein und, um mit
der Standard-Notation der finiten Elemente konform zu gehen, bezeichnen
wir die Durchbiegung des Seils im Folgenden mit dem Buchstaben wu.

Die Einflussfunktion G(y, x) fiir die Durchbiegung des Seils, s. Bild 4.2, in
dem Punkt z = 1.5 ist die Antwort des Seils auf eine Einzelkraft P = 1, ein
Dirac-Delta §(y — z).

Die Einzelkraft zwischen den zwei Knoten kann das FE-Programm nicht
darstellen und so setzt es statt dessen zwei halb so grofie Einzelkrifte in die
beiden Nachbarknoten. Dies ist—in unserer Notation—der Lastfall §,(y,x)
und die zugehdorige Durchbiegung G, (y, ) ist die gendherte Einflussfunktion.

Es gibt also zwei Dirac-Deltas, das exakte und das gendherte

1 1
y—2) L Gly—a2) 5Lty (4.20)
und ebenso zwei Einflussfunktionen
G(y,x) (ein Knick) Ghn(y,x) (zwei Knicke) . (4.21)

Mit finiten Elementen suchen wir eine Ndherungslosung in dem LF p (Strecken-
last) fiir den Seildurchhang auf dem Raum V}, also all den Polygonziigen
(Seilecken), die mit den drei ¢;(z) dargestellt werden kénnen. Spiegelbildlich
zu diesem Raum gibt es einen Raum V)" , der all die Knotenkréfte f1, fo, f3
enthélt, die die Seilecke in V}, erzeugen.

Es gilt nun: wenn eine Funktion uj; in Vj, liegt (also ein Seileck ist), dann
ist das gen&dherte Dirac-Delta (2 halbe Einzelkrifte) so gut, wie das exakte
Dirac-Delta (eine Einzelkraft)

l l
un(z) = / 5(y — @) un(y) dy = / Sy — ) un(y) dy (4.22)
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1
5l =15
0.94 A=1.88
G(y,x)
a
1 |
4.0

Abb. 4.2 Einflussfunktion fiir die Durchbiegung im Punkt = 1.5, a) exakte Ein-
flussfunktion, b) gendherte Einflussfunktion c¢) FE-Lésung unter Gleichlast p =1

Konkret heifst das also hier
1 1
Loup(z) = 3 “up (1) + 3 “up(z2) (4.23)
was einleuchtet, weil der Wert einer Geraden zwischen zwei Knoten gerade
der Mittelwert der Knotenwerte ist.

Und weil der FE-Lastfall p;, in V" liegt, also aus drei Knotenkréften be-
steht, ist die gendherte Einflussfunktion G}, (y, z) so gut wie die exakte

1 1
un(z) = / Gy, 2) p(y) dy = / Gh(y. o) pnly)dy.  (4.24)
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Abb. 4.3 Wenn w auf [, linear ist, ist das gendherte Dirac-Delta in Bild b) genauso gut,
wie das exakte, in Bild a), und wenn w auf [, ein kubisches Polynom ist, gilt dasselbe
fiir ¢) und d). Die gendherten Dirac-Deltas sind die Auflagerdriicke (= Festhaltekréfte
% (—1)) aus dem exakten Dirac-Delta, wenn man sich also das Element [ links und rechts
eingespannt denkt

Auch das ist einfach zu verstehen. Weil die Lastfille pj, nur aus Knotenlasten
fi bestehen, wird bei der Auswertung der Einflussfunktion nicht integriert,
sondern nur iiber die Knoten summiert

3

1
w@ = [ Guomwar =3 G h @2

i=1

Die FE-Einflussfunktionen fiir die Durchbiegung der Knoten y; sind aber
exakt, Gp(yi,x) = G(y;,z) in jedem Punkt x, und das erklirt, warum die
Formel fiir jeden Punkt x genau den richtigen Wert wy,(z) liefert.

Auf Vj, bzw. V}* sind die Ergebnisse, die man mit den Ndherungen oy (y, z)
bzw. G (y, z) erzielt, exakt.

Um dieses Ergebnis richtig zu wiirdigen, muss man verstehen, dass mit
up, hier nicht notwendig die FE-LGsung gemeint ist, sondern dass wj eine
beliebige Funktion aus V}, sein kann.

Das genidherte Dirac-Delta §j, ist auf V}, also so gut, wie das exakte, denn
(4.22) gilt fur alle up, € V3. Und ist py, der Lastfall, der dem Seil die Gestalt
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up, gibt, dann kann man mit der geniherten Einflussfunktion Gy (y,z) den
genauen Wert wup(z) aus p, berechnen. Dies ist der Inhalt von (4.25).

Nun ist aber noch eine Steigerung mdoglich. Das gendhrte Dirac-Delta, also
die beiden ’halben’ Punktlasten in den Nachbarknoten, stellt ja ein eigenes
Funktional

(u(z1) + u(x2)) (4.26)

N | —

1
Tw) = [y =) uly) dy =

0
dar, das man auf beliebige Funktionen anwenden kann—nicht nur auf die
Seilecke in V},. Angewandt auf w(z) = sin 72/4 erhilt man z.Bsp. den Wert

1. 2.
07 1 sin %) = 0.85 (4.27)

wihrend J(u) = sin(1.57/4) = 0.92 ist. Es besteht also ein Unterschied
zwischen J und Jj,.

Mit Blick auf die exakte Losung w(z) und die FE-N#herung up(x) gilt
jedoch die h-Vertauschungsregel

Jh(u) = J(uh) (4.28)

was wir im Falle des Seils auch leicht verifizieren konnen

T(u) = % ((1.0) + u(2.0)) = % (15+42.0) = 1.75 (4.29)
J(un) = up(L5) = 1.75. (4.30)

Das Funktional Jj(u) misst u in den beiden Punkten z = 1.0 und = = 2.0,
wihrend das Funktional J(up) die Biegelinie uj nur im Aufpunkt z = 1.5
misst. Aber beide Messergebnisse sind gleich!

Die Vertauschungsregel basiert auf der Tatsache, dass eine FE-L&sung auf
sechs verschiedene Arten darstellbar ist

l

l
w@ZAG%@m@@:AGWMM@@
1
= /O Gul(y, ) puly) dy
1 1
:/5m@wM@:/%m@mM@
0 0
1
:/%mmmw@7 (4.31)

0

und wenn wir noch die Formeln

up(z) = a(G,up) = a(Gp,up) = a(Gp,u) (4.32)



242 4 Betti extended

mitzdhlen, die im Grunde Varianten der Mohrschen Arbeitsgleichung sind,
sind es sogar neun.
Auf den ersten beiden Gleichungen

l 1
J(uh):/O Gy, )pn(y) dy:/o Gy, z)p(y) dy = Jn(u) (4.33)

basiert die h-Vertauschungsregel, wobei wir gleich uy(x) zu J(up) erweitert
haben, denn (4.31) gilt ja nicht nur fiir das Punktfunktional J(u) = u(z),
sondern fiir jedes lineare Funktional .J.

Ob man die exakte Einflussfunktion G mit den FE-Lasten p;, iiberlagert,
oder die gendherte Einflussfunktion Gj mit der Originalbelastung p, macht
keinen Unterschied—das Resultat ist dasselbe.

Anmerkung 4.1. Wie Bild 4.3 am Beispiel eines Seils bzw. eines Balkens il-
lustriert, sind die Auflagerdriicke aus dem Dirac-Delta, das sind die Kréfte
und Momente in Bild 4.3 b und d, so gut, wie das exakte Dirac-Delta, wenn
die Biegelinie iiber die Elementlénge [. linear verlauft

(w(zs) +w(rig1)) (4.34)

N | —

l
w(z) = / 5y — 2) wly) dy =

bzw. dort kubisch ist

l
wia) = [ dly—a)ul)dy = g ule) + ')
+ %w(miﬂ) (i) % (4.35)

Das ist die anschauliche Interpretation der h-Vertauschungsregel.

4.3 Exakte Werte

Wir kénnen nun auch sagen, wann die FE-Losung in einem Punkt exakt ist.

Theorem 4.2 (Exakte Werte).

Hinreichende Bedingungen

1. Wenn die Einflussfunktion G eines Funktionals J in V}, liegt, dann ist sie
identisch mit der FE-Néiherung, G, = G, d.h. dann gilt

Jp(u) = J(u) fir alle we 'V (4.36)
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und daher auch
J(up) = Jp(u) = J(u). (4.37)

2. Wenn die exakte Losung in Vy, liegt, w = uy, (die Projektion uy, ist identisch
mit u), dann ist der Fehler in jeder Einflussfunktion orthogonal zur rechten
Seite p

J(u) — T(uy) = /Q (Gly,x) — Crly.) ply)d2y =0.  (438)

Notwendige Bedingung

1. Wenn ein Wert exakt ist, J(up) = J(u), dann muss der Fehler in der
Einflussfunktion orthogonal sein zur rechten Seite p

J(u) — T(up) = /Q (Gly.x) — Cr(y.2) ply)d2y =0.  (4.39)

4.4 Eindimensionale Probleme

Der obige Satz fasst im Grunde die ganze Theorie zusammen, aber viel-
leicht ist es sinnvoll, auf einzelne Aspekte doch noch niher einzugehen.

Es ist bekannt, dass bei eindimensionalen Problemen wie Stéiben und Bal-
ken, die FE-Losung mit der exakten Losung in den Knoten iibereinstimmt.
Dies liegt daran, wie wir jetzt wissen, dass die Einflussfunktionen fiir die
Knotenwerte in dem Ansatzraum V}, liegen.

Bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung wie Stében, Seilen, Schubtré-
gern, etc. arbeitet man mit stiickweise linearen Ansatzfunktionen. Fiir die
Darstellung der Einflussfunktionen der Knoten reichen diese Ansétze jedoch
aus, wie man zum Beispiel an dem Seil in Bild 4.2 sieht, weil die Einflussfunk-
tionen ja auch nur stiickweise linear sind.

Bei Differentialgleichungen vierter Ordnung, wie dem Biegebalken, basie-
ren die finiten Elemente auf Hermite-Polynomen (kubische Ansétze) mit de-
nen man die Einflussfunktionen fiir die Durchbiegungen und Verdrehungen
der Knoten exakt darstellen kann. Die FE-Losung ist daher in den Knoten
exakt.

Das Ganze gilt nicht mehr, wenn die homogenen L&sungen der Differ-
entialgleichungen aus diesem Raster herausfallen, wie im Fall eines in Lings-
richtung gebetteten (c) Stabes

—EBAU (z) + cu(z) = pe, (4.40)

wo die homogene Losung die Gestalt
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Abb. 4.4 Quadratische Elemente interpolieren die exakte Lésung nicht im Mittelknoten,
sondern nur an den Endknoten des Elements, weil die bubble function des Mittelknotens
zu glatt ist, a) Ansatzfunktionen, b) Punktlast im Mittelknoten und FE-Ldsung, c¢)
Punktlast am Endknoten und die FE-Lgsung, die in diesem Falle exakt ist

c
=c axr e I*a(t — . 4.41
u(z) =cre* +cqe ! A (4.41)
hat oder im Fall eines elastisch gelagerten Balkens,
EIw"™ +cw(z) =p., (4.42)

wo die homogene Losung die Gestalt

w(z) = eP¥(c; cosfx+cosinfa)+e PP (czcosfr+cysinfa)  (4.43)

B= % (4.44)

hat.

Denn alle Einflussfunktionen setzen sich stiickweise aus den homogenen
Losungen der zu Grunde liegenden Differentialgleichung zusammen, aber nor-
malerweise enthalt der Ansatzraum V}, nicht solche ’exotischen’ Funktionen
wie (4.41) und (4.43).
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Zu den Merkwiirdigkeiten gehort auch, dass man mit eigentlich besseren
Ansatzfunktionen unter Umsténden die Féhigkeit verliert, die exakte Losung
in den Knoten zu interpolieren. Dies passiert, wenn man zum Beispiel eine
Seillinie mit quadratischen Elementen annihert, s. Bild 4.4.

In der Mitte des Elementes ist eine quadratische FE-Losung glatt, dort
regiert die bubble function des Mittenknotens. Was man aber briuchte, w-
re die Moglichkeit, dort einen Sprung in der ersten Ableitung darstellen zu
konnen, damit man die Wirkung einer Einzelkraft in dem Mittenknoten wie-
dergeben kann. Die Ableitung der bubble function ist aber glatt, sie springt
nicht, und deswegen stimmt z.B. die FE-Losung des Problems

- () =2 u(0) =u(l) =0, (4.45)

nicht mit der exakten Losung in den Mittenknoten iiberein. Die Einflussfunk-
tion fiir den Mittenknoten liegt nicht in V;,!.

Ein FE-Programm muss also eine Balance finden zwischen der Regulari-
tit, die von der Wechselwirkungsenergie verlangt wird, damit man die Bei-
trige kij = a(y;,p;) der Steifigkeitsmatrix berechnen kann und der ’Nicht-
Regularitét’, die man braucht, um einen Sprung in der ersten Ableitung er-
zeugen zu konnen.

4.5 Flachentragwerke

Wenn bei Fliachentragwerken die Ergebnisse in einem Punkt x exakt sind,
dann ist das in der Regel Zufall. Dann kann es nur so sein, dass der Fehler
G(y,x) — Gp(y,x) in der Einflussfunktion orthogonal zur Belastung p ist,

u(@) —un(e) = [ (Gla) = Ghly)ply) d2y =0, (440)

denn die exakten Einflussfunktionen liegen bei Flichentragwerken nicht in

dem Ansatzraum Vj, der finiten Elemente, weil die verwendeten shape func-

tions keine homogenen Losungen der Scheiben- bzw. Plattengleichung sind.
Es ist aber auch klar, dass die Art der Belastung

Gleichlast Linienlast Punktlast (4.47)

einen Einfluss auf die Grofe des Fehlers hat. Je gleichmifiger die Belastung
verteilt ist, um so eher gleichen sich die Fehler in den Einflussfunktionen
im Mittel aus, wie man am Beispiel einer gelenkig gelagerten Quadratplatte
sehen kann.

In Bild 4.5 a ist die Einflussfunktion fiir das Moment m,, in Plattenmitte
dargestellt. Im Lastfall g ist das Moment

! Wenn u in V}, liegt, z.B. wenn u quadratisch ist, dann ist der Fehler u(z) — up, (z) = 0,
weil in dem Fall der Fehler in der Einflussfunktion orthogonal zu p ist.
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Abb. 4.5 Platte im LF g, a) Einflussfunktion fiir mg, in Plattenmitte, b) Momente
Mgy im Langsschnitt, ¢) Momente mg, mit Stiitze
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Abb. 4.6 3-D Darstellung der Momente my, der Quadratplatte mit einer zentrischen
Stiitze im LF g

Mo () = /Q Goly,x) g dy = g- /Q Goly.x)dy=g-V  (448)

gleich dem Volumen V' von G5 mal g. Und anscheinend kann das FE-Pro-
gramm das Volumen der Einflussfunktionen relativ gut bestimmen, die Mo-
mentenverteilung in Bild 4.5 b wirkt iiberzeugend.

Eine Einzelkraft P aus einer Stiitze, {23 = a X b, ist jedoch von einem
anderen Kaliber, s. Bild 4.6,

P
me(e) = [ Gawa)g iy + g [ Galwariny.  (aa9)
S

denn G ist ja singulér in der Stiitzenmitte.
Genau genommen rechnet das Programm zwar mit einer Ersatzlast gy (y),
die das Eigengewicht wie die Stiitzenkraft ’dquivalent’ beinhaltet

mh, (@) = / Gy, ) gn(y) d2y (4.50)
0

aber auch diese Formel kommt an dem Grundproblem, G(xz,x) = oo, und
dem scharfen Anstieg von g, zur Stiitze hin nicht vorbei.

Das Bild 4.7 illustriert, wie sich die Einflussfunktion fiir m,, &ndert, wenn
sich der Aufpunkt der Stiitze ndhert. Im Grunde bleibt sie sich immer gleich,
nur wird sie bei der Annidherung an die Stiitze nach oben geschoben. Und
das Mafs, um wieviel sie nach oben geschoben werden muss, das ist umso
schwerer zu bestimmen, je niher der Aufpunkt der Stiitze kommt.
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Abb. 4.7 Quadratplatte, 8 m X 8 m, mit Einzelstiitze in der Mitte, Serie von Einflussfunk-

tionen fiir mg, auf der z-Achse
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Abb. 4.8 a) Die Lager-

kraft R und die TLagerpres- ?
sung bei einer Scheibe, b) M T l;' l M < R
bei einem Balken kann man

jedoch keine Beziehung zwi- V V.

schen dem Stiitzmoment M

und der Lagerkraft R her- R
stellen b Balken

4.6 Punktlager bei Scheiben und Platten und der
Unterschied

Bei Scheiben liegen die Dinge dhnlich. Es gibt jedoch einen bemerkenswer-
ten Unterschied zwischen Scheibe und Platte.

Wenn eine Scheibe sich auf Punktlager abstiitzt, dann kennt man die La-
gerkrifte relativ genau (bei statisch bestimmter Lagerung sogar exakt), aber
das hilft einem nicht bei der Eingrenzung der (mit dem Ingenieurverstand ver-
tréglichen) maximalen Spannungen in der Ndhe der Punktlager. Hier kann
man sich aber so behelfen, dass man die Lagerkraft iiber eine gewisse Breite
gleichméfig verteilt und die Scheibe fiir diese Spannungen bemisst, s. Bild
4.8 a.

Bei einer Platte ist die Situation im Grunde dieselbe. Die Lagerkrifte in
den Stiitzen sind bei einer FE-Berechnung relativ genau, aber das hilft ei-
nem nicht und das ist der Unterschied bei der Eingrenzung der maximalen
Biegemomente iiber der Stiitze, weil es keinen direkten Zusammenhang zwi-
schen der Stiitzenkraft und den Biegemomenten gibt; die Ausmitte e bleibt
unbekannt.

Es reicht ein Zwischenlager eines Balkens zu betrachten, s. Bild 4.8 b. Die
Summe der Querkréfte V; und V,. muss gleich der Lagerkraft R sein, aber es
gelingt nicht, das Stiitzmoment M in irgendeiner Weise mit R zu verkniipfen.

Es gibt ja eine Vielzahl von Trigern, die iiber einem Zwischenlager bei
gleicher Lagerkraft ganz unterschiedliche Momente aufweisen. Dazu passt,
dass Momente keine Arbeiten leisten, wenn man sie hebt oder senkt—Kriifte
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Abb. 4.9 FE-Einflussfunktionen fiir ... In der Nahe des Aufpunkts sind diese Ein-
flussfunktionen bestimmt nicht richtig, aber sie kénnen den korrekten Wert 0, voraussa-
gen, wenn konstante Kréfte am Rand ziehe. Das Randintegral muss also exakt sein!

schon. Man miisste die Platte neigen, um die Ausmitte e zu finden. Die Wir-
kung eines Moments geht mit der Neigung der Einflussfunktion, Wirkung =
G - M.

4.7 Wenn die L6sung in V}, liegt

Wenn die Losung in Vj, liegt, weil zum Beispiel bilineare Ansétze ausrei-
chen, um die Verformungen einer Scheibe darzustellen, dann ist p;, = p, d.h.
dann ist der FE-Lastfall identisch mit dem Originallastfall. Den FE-Lastfall
Py, erhidlt man ja, indem man die FE-Losung in die Originalgleichung einsetzt
und dabei muss in diesem Falle gerade die Belastung p herauskommen, die
man aufgebracht hat.

Es bleibt aber ein Problem. Ein FE-Programm berechnet alle Werte und
also auch die Spannungen mit gendherten Einflussfunktionen

ore(®) = / Gr(y,z)+p(y) df2y . (4.51)
2
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Abb. 4.10 Dirac-Delta §(y — ) und das genidherte Dirac-Delta &5, (y, @) bei einer Schei-
be, auf V3, liefern beide dasselbe Ergebnis

Also miissten die FE-Spannungen doch nur Ndherungswerte sein, warum sind
sie aber exakt?

Der Grund ist, dass der Fehler in den Einflussfunktionen orthogonal zu
der Belastung ist, wenn die Losung in V}, liegt,

020 (®) = 0, () = / (Gly, @) — Gi(y, @)+ p(y) df2y =0.  (4.52)
Q

Fehler

Jedes solches p 'neutralisiert’ also den Fehler in den Einflussfunktionen.

Der Fehler in einer gendherten Einflussfunktion ist orthogonal zu allen Last-
féllen p, die sich auf V}, exakt l6sen lassen

Die Scheibe in Bild 4.9 ist so gelagert, dass sich unter Zug ein gleichfor-
miger Spannungszustand aufbaut, den man mit bilinearen Elementen exakt
wiedergeben kann. Die exakte Losung liegt also in V,.

Aber die Einflussfunktion fiir die horizontale Spannung o, egal welchen
Punkt & man betrachtet, liegt nicht in V},, weil dazu Punktversetzungen nétig
sind, die sich mit bilinearen Elementen nicht erzeugen lassen, aber trotzdem
sind die Ergebnisse exakt.

Das geht nur so, dass die horizontalen Randverschiebungen der FE-
Einflussfunktion in der Summe (dem Integral) genau den exakten Wert tref-

fen, denn sonst wire o nicht gleich o,

oh(@) = [ Guly.o)-tly) dsy = onala). (4.53)
r
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Hier ist I" der rechte Rand und ¢ = {¢,0}7 ist die Randlast.

Anmerkung 4.2. Die Gleichung

/Q (Gly.z) — Ga(y, @) pa(y) dy =0 (4.54)

ist das Gegenstiick zu der Galerkin-Orthogonalitit, die ja besagt, dass die
Abweichung des FE-Lastfalls p; vom exakten Lastfall p orthogonal zu allen
Ansatzfunktionen ¢, ist

/Q (p(2) — P () + s () d2 = 0. (4.55)

Galerkin testet mit den Ansatzfunktionen, wihrend der Test bei den Ein-
flussfunktionen, (4.54), die Lastfélle p, sind, die man auf V}, exakt 1dsen
kann. Fiir jedes solche p;, muss die Differenz G — G, orthogonal zu p;, sein.
Die Galerkin-Orthogonalitdt gilt auch fiir Punktlasten, s. Bild 4.10, und
daher ist auf V}, kein Unterschied zwischen dem exakten und dem gendherten
Dirac-Delta (¢pg; = horizontale Komponente von ¢,(x) im Punkt x)

enl@) = [ sy—a)-owdy = | sv.e)em)dty. (@50
Weil bei einer Scheibe das Verschiebungsfeld, die Belastung und auch die
Einflussfunktionen vektorwertige Funktionen sind, haben wir das in der No-
tation beriicksichtigt, geschah die Verkniipfung von Kraft und Weg iiber das
Skalarprodukt. Bei der folgenden, allgemeiner gehaltenen Diskussion, gehen

wir, der Einfachheit halber, wieder zu skalaren Grofsen und skalarer Notation
zuriick.

4.8 Adaptive Verfeinerung

Aus der Darstellung

u(z) = /Q Gy, 2)p(y) d2y (4.57)

fiir die exakte Losung und der Darstellung

un(@) = /Q Gy, 2)p(y) 2y (4.59)

fiir die FE-Losung ergibt sich als Ergebnis der Fehler der FE-Ldsung



4.8 Adaptive Verfeinerung 253

<=

o
T ee
G
T Feeee
T
T

600

AR T
jiiizmmn

m+ T
in
i
w-\«- T

Abb. 4.11 Adaptive Verfeinerung einer Scheibe in der Umgebung der kritischen Punkte

u@) — @) = [ (Gly.2) - Culwo)pw)dsty.  (459)

Nun wissen wir aber auch, dass der Fehler einer FE-Ldsung darauf beruht,
dass ein FE-Programm den FE-Lastfall pj, statt des exakten Lastfalls p 16st

u(@) —un(@) = , Gy, )(p(y) — pu(y)) di2y . (4.60)

Somit kénnen wir schreiben
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U(w)—Uh(w):A)G(y7w)(p(y)—ph(y))d9y (4.61a)
:/Q(G(yvﬂc)—Gh(y,w))p(y)dﬁy (4.61b)

~ [ (6w.2) - Guw. o) (olo) ~ () 2y . (4610

Die Erweiterung der zweiten Gleichung zur dritten Gleichung macht die
Galerkin-Orthogonalitdt

/{ (Gly.2) ~ Gy, ) (y) d2y =0 (4.62)

moglich, denn wir haben nur eine Null addiert.

Auf der ersten Gleichung (4.61a) basiert die klassische adaptive Verfeine-
rung, bei der das Netz dort verfeinert wird, wo die Abweichungen zwischen
p und dem FE-Lastfall p; grof sind.

Die andere Strategie wire es, den Fehler G — Gy, in der Einflussfunktion
kleiner zu machen, wie (4.61b) nahelegt.

Die dritte Variante ist die zielorientierte adaptive Verfeinerung (goal ori-
ented adaptive refinement). Bei dieser Technik wird der Fehler G — G}, in der
Einflussfunktion und gleichzeitig der Fehler p — ps in der Belastung kleiner
gemacht, (4.61c).

Das Bemerkenswerte ist, dass die ersten beiden Fehler, und damit auch
der dritte, bei jeder Verfeinerungsstufe h gleich grofs sind.

Im Bauwesen werden adaptive Verfahren in der Regel kaum eingesetzt,
denn beim Rechnen mit finiten Elementen liegt die Betonung zunéchst mehr
auf der konstruktiven als auf der numerischen Seite. Man will erst einmal
verstehen, wo die Krifte 'hinlaufen’, wie das Tragwerk die Kréfte abtrégt.
Wenn der Kraftabtrag dem Modell entspricht, das sich der Aufsteller vorher
gemacht hat, dann ist die Frage nach der Genauigkeit zwar nicht zweitran-
gig, aber doch minder problematisch. Auch sind im Bauwesen die Toleranzen
relativ grof und der erfahrene Aufsteller weifs, dass Varianten im Modell eine
ebenso wichtige Rolle spielen, wie die Numerik.

Anmerkung 4.3. Der Gedanke, den Fehler in der Belastung, p—pj,, durch eine
Nachlaufrechnung zu korrigieren, funktioniert nicht, weil die dquivalenten
Knotenkrifte f; des Lastfalls p — p; alle null sind, denn die Methode der
finiten Elemente ist, wie oben erldutert, eine Projektionsmethode. Die FE-
Losung wj, einer Scheibe ist die Projektion der exakten Losung w auf den
Ansatzraum V}, derart, dass der Fehler u—wy, in der Energiemetrik senkrecht
ist zu allen ¢;

ot — un, @3) = L(p—phm 0= f, =0 (4.63)
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1om 3.36m

\ \
a b

Abb. 4.12 Geniherte Einflussfunktion fiir die Schnittkraft Ny, im Schnitt A — A, a)
Wilson-Element, b) bilineares Element

und somit keinen Schatten wirft. Man bekommt ihn nicht zu fassen. Man
muss das Netz dndern, wenn man eine FE-Losung verbessern will, und das
ist die Strategie der adaptiven Verfahren, s. Bild 4.11.

4.9 Pollution

Der englische Begriff pollution meint das Phinomen, dass die Losung in einem
Teil A des Tragwerks von Fehlerquellen, die in einem abliegenden Teil B
auftreten, negativ beeinflusst wird.

Die Wandscheibe in Bild 4.12 illustriert dieses Phinomen sehr gut. Die
Einflussfunktion fiir die Scherkraft N,, im horizontalen Schnitt A — A ist
eine Seitwirtsbewegung des Teils oberhalb des Schnittes um einen Meter
nach rechts.
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Auf einem FE-Netz kann man diese Bewegung aber nicht nachstellen, weil
man dann die Elemente auseinander schneiden miisste. So produziert ein FE-
Programm, das bilineare Elemente benutzt, die Verformungsfigur in Bild 4.12
b, bei der sich die Oberkante der Scheibe um 3.36 m nach rechts bewegt! Die
Schwierigkeiten, die das FE-Programm hat, die Gleitbewegung im Schnitt
A — A darzustellen, fiihren also zu einem groften Fehler an einer anderen Stel-
le, der Oberkante der Scheibe. Die Konsequenz ist, dass von einer Belastung
von 1 kN an der Oberkante der Scheibe das 3.36-fache im Schnitt A — A
ankommt, was wahrlich ein grofser Fehler ist.

Anmerkung 4.4. Der Fairness halber miissen wir aber gestehen, dass, wenn
man den Schnitt A — A genau durch die Mitte der Elementreihe fiihrt, sich
die Oberkante wirklich um 1 m nach rechts bewegt, also die Belastung an der
Oberkante richtig im Schnitt A — A ankommt. Die resultierende Scherkraft
Ny, in der Mitte des Elements ist also exakt. Das ist insofern beruhigend, als
normalerweise die Schnitte bei den finiten Elementen immer durch die Mitte
der Elemente gehen. Problematischer wird es, wenn die Elemente gegenein-
ander versetzt sind, also die Mittelpunkte nicht auf einer Linie liegen, aber
dieses Problem {iiberlassen wir gerne den Spezialisten.

Wenn man das sogenannte Wilson Element benutzt, [30], dann werden die
Ergebnisse auch fiir einen Schnitt A — A richtig, der nicht durch die Mitte der
Elementreihe geht, s. Bild 4.12 a. Mit dem Wilson-Element reduziert sich der
Fehler nur auf die Elementreihe mit dem Schnitt A — A, denn die eigentlich
geforderte abrupte Scherbewegung kann man auch mit dem Wilson-Element
nur 'gleitend’ nachvollziehen.
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4.10 Singularititen in Einflussfunktionen

Zu dem Thema pollution gehort noch ein anderes Phdnomen, ndmlich die
Auswirkung von Singularitidten auf die Ergebnisse. Bei Flidchentragwerken
treten in der Regel immer Singularitdten auf, d.h. Lagerkréfte oder Span-
nungen neigen dann zu den typischen Oszillationen. Der Ingenieur tut das
in der Regel mit der Bemerkung ab, ’das Material ist kliger’, und achtet
nicht weiter darauf, weil er aus Erfahrung weifs, dass aufterhalb der gestorten
Zone die Ergebnisse doch ganz verniinftig aussehen und er sich nicht vorstel-
len kann, dass Singularititen in abliegenden Ecken die Genauigkeit negativ
beeinflussen sollen.

Die Singularititen propagieren aber in die Einflussfunktionen hinein, sie
verschlechtern die Qualitdt der Einflussfunktionen auch ’im Feld’, denn
auch die finiten Elemente sind in einem versteckten Sinn Randelemente.

Um dies zu verstehen, betrachten wir ein Segeltuch, also eine vorgespannte
Membran, die {iber einen L-férmigen Grundriss gespannt ist und vom Wind
angeblasen wird, s. Bild 4.13.

Es ist klar, dass die Querkréfte v, und v, in der Membran an der einsprin-
genden Ecke unendlich groft werden, weil die Querkréfte proportional zu den
Neigungen der Biegefliche w sind

vy = Hw,, vy = Hw,y, H = Vorspannung , (4.64)

und in der einspringenden Ecke sich die Membran an die Wande anlegt,
W,; = 0o und w,, = 00, dort also ein singuldrer Punkt liegt.

Wenn wir nun, wie gewohnt, die Durchbiegung (FE-Losung) der Membran
durch ihre Einflussfunktion darstellen

wn () = /Q Galy, @) ply) d2y | (4.65)

dann deutet nichts darauf hin, dass der Kern G}, (y, ) der Einflussfunktion
von minderer Qualitét sein soll. Wo versteckt sich die Singularitét?

Wir wollen die Antwort nur skizzieren?. Wer sich mit der Methode der
Randelemente auskennt, weifs, dass man jede Losung der Gleichung —Aw = p
wie folgt darstellen kann

w(x) = /F(g(va) g%(y) - W w(y)) dsy + /Qg(y, x) p(y) df2y .
(4.66)
Die Funktion
o(y,w) = —5 - nly —a (1.67)

2 Fiir mehr Details siehe [27] und [31]
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Abb. 4.14 Gelenkig gelagerte Platte; Plot der Momente aus dem LF P = 1. Das sind
also die Momente der Einflussfunktion Go(y, @) fiir die Durchbiegung w(). Tn den ein-
springenden Ecken werden die Momente singuldr und das hat einen negativen Einfluss auf
die Giite der FE-Einflussfunktion
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heift Fundamentallosung, weil sie der Gleichung —Ag(y, x) = é(y — x) ge-
niigt.

Man rekonstruiert also die Biegefliche w mit Hilfe von g(y, ) aus ihren
Randwerten w und dw/dn und dem Winddruck p, der auf ihr lastet.

Diese Integraldarstellung kann man auch auf die Einflussfunktion G(y,x)
anwenden. Nun ist aber das p, das zu G(y, ) gehort, ein Dirac-Delta 6(y—x)
und G(y,x) ist null auf dem Rand I, so dass sich die Einflussfunktion auf

Glya) = [ lo(ew) (e - ) e ) s

+ [ alew)te - a)ang
=9y.x)
~ [ o6 G e dsg + oly.) (1.68)
r

verkiirzt.
Diese Formel gilt sinngemif auch fiir die FE-Niherung Gy (y, x), die ja
die Losung des Randwertproblems

—AGu(y, ) =on(y,x) Gp=0  auf I’ (4.69)

ist, wobei 5, (y, ) allerdings ein Flickenteppich von Lasten ist, die versuchen
einer Punktlast nahe zu kommen, sie zu simulieren. Also gilt fiir G}, (y, ) die
Darstellung

8Gh
n

Gilw.a) = [ a(ew) ThE @ dsg+ [ aewhien)dzg. @)
)

Und jetzt sieht man die kritische Stelle. Spannungsspitzen an der einspringen-
den Ecke bedeuten, dass dort die Normalableitung des Segeltuchs 9G),/on,
also die Neigung des Segeltuchs zum Rand hin, unendlich grof ist, weil sich
das Segeltuch dort wahrscheinlich an die Winde anlegt. (Wir reden jetzt {iber
den Lastfall 6, (y, x)).

Solche singuldren Verldufe kann man aber mit finiten Elementen sehr
schlecht anndhern, d.h. die Normalableitung 0G},/On der FE-Losung wird in
der Ecke sehr ungenau sein. Und weil diese Ungenauigkeit nun geméifs (4.70)
auf Gp,(y,x) durchschldgt, ist auch Gp(y,«) von minderer Qualitdt—nicht
nur in der Ecke, sondern iiberall im Feld, wo immer der Aufpunkt x liegt.

Das ist der Grund, warum Singularititen das Ergebnis negativ beeinflus-
sen. Sie machen es dem FE-Programm schwer, die Einflussfunktionen, von
denen ja alles abhéngt, gut anzunihern.

Anmerkung 4.5. Genau genommen miisste man das Gebietsintegral in (4.70)
noch um die Anteile aus den Linienkriften [, (= Spriinge in der Normal-
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ableitung der Biegefliche, also den Knicken) auf den Elementkanten I er-
weitern

| stew) 6n(6:2) a0 + 3 [ stevuwisy. @

Wir konnen das aber in Gedanken dem Gebietsintegral zuschlagen. Hier, an
dieser Stelle, geht es nur um die Normalableitung auf dem Rand und deren
Beitrag. Der ist kritisch.

Bei einer Platte sind es die Momente und der Kirchhoffschub (Querkrifte)
auf dem Rand, von deren Qualitit die FE-Einflussfunktionen im wesentli-
chen abhingen, s. Bild 4.14. Die Formel lautet hier, in der Notation stark
vereinfacht,

w(x) = / (gw" 4+ g'w" + g"w" + g"'w) dsy + / gpdfly (4.72)
r o)
wobei
EhR3
2
= 1 K= — 4.73
o(y.2)= o I T (473)

die Fundamentallgsung ist und K die Plattensteifigkeit.

Symbolisch steht hier w’ fiir die Neigung (Normalableitung) am Rand, w"”
fiir das Moment senkrecht zum Rand und w” fiir den Kirchhoffschub. Die
exakte Einflussfunktion G hat die Randwerte G = 0 und G” = 0 (gelenkig
gelagerter Rand), so dass sich die Formel fiir die Einflussfunktion einer solchen
Platte auf

Gly,x) = / (9G" +¢" Gy dsy + gy, ) (4.74)
I

verkiirzt.

Die FE-Einflussfunktion erfiillt die Momentenbedingung G” = 0 auf dem
gelenkig gelagerten Rand aber nur niherungsweise, so dass man G mit be-
riicksichtigen muss

Gu(y,x) = / (9G) + 4Gl +¢"G)) dsy + / g0ndS2y (4.75)
I n

woran man abliest, dass die Qualitit der FE-Einflussfunktion von G}, (der
Neigung am Rand), und den Randmomenten G} und den Randkréften G}
der Einflussfunktion abhingt. Wenn nun in den Ecken die Momente

"o 2 2
s :mmnm—ﬁ—szynzny—l—myyny

(4.76)

oder die Randkrifte Gj singuldr werden, dann hat das offensichtlich einen
negativen Einfluss auf die Qualitdt der Einflussfunktion.
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Sinngeméf gilt all dies auch fiir die Einflussfunktionen fiir die Schnittkréfte
einer Platte, also

Myr () = /F(gQ w” + ... vg(x) = /F(gg w” + .. (4.77)

und diese reagieren eher noch empfindlicher auf Singularititen, weil sie ja
zweite bzw. dritte Ableitungen berechnen.

So weit die Theorie. In der Praxis diirften jedoch die Auswirkungen von
Singularitéten in der Regel nicht so dramatisch sein, wie man das nach die-
sen Ausfiihrungen vielleicht vermuten kénnte, denn im Bauwesen sind die
Toleranzen doch relativ grof und der erfahrene Ingenieur hat zudem ein gut
entwickeltes Gespiir dafiir, was glaubhaft ist und was nicht.

Finite Elemente im Bauwesen sind ja immer beides: Modellierung und 'Re-
chenschieber’ und der Ingenieur ist daher sehr flexibel—um nicht zu sagen:
nachsichtig bei der Interpretation von FE-Ergebnissen.

Vielleicht passt an diese Stelle auch ein Wort iiber die unterschiedliche Rol-
le der finiten Elemente in der Mathematik und in der Praxis. Der Mathemati-
ker versteht unter finiten Elementen die shape functions Ansatzfunktionen
mit endlicher, finiter Ausdehnung, wihrend fiir den Ingenieur finite Elemente
kleine Balken, Scheiben und Platten sind, mit denen er ein Tragwerk nachbil-
det und daher interessiert den Ingenieur nicht nur der Approximationsfehler,
sondern auch der Modellfehler.

Beide Fehler sind miteinander verschriankt. Anders als beim Hausbau,
muss man bei finiten Elementen die Fundamente nachbessern, wenn man
schon am Dachstuhl ist, das Modell bleibt stindig in der Schwebe. Die Ana-
lyse des Modellfehlers muss daher gleichgewichtig neben der Analyse des
Approximationsfehlers stehen und hier ist vor allem der Sachverstand des
Ingenieurs gefragt.

Lange Zeit konzentrierte man sich eigentlich nur auf den numerischen Feh-
ler, aber nun versucht man auch Abschétzungen fiir den Modellfehler zu ent-
wickeln, wie wir das im néchsten Kapitel (Steifigkeitsdnderungen) tun wer-
den. Dafiir eignen sich Einflussfunktionen sehr gut.

Verification and Validation lauten die Stichworte an dieser Stelle. Wur-
de die Gleichung richtig gelost— Verification—und ist das Modell iiberhaupt
in der Lage die gewiinschte Antwort zu liefern— Validation? Diese Frage zu
beantworten, ist Aufgabe des Ingenieurs.
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5. Steifigkeitsinderungen

Das Thema dieses Kapitels sind Steifigkeitsinderungen, es geht also um die
Frage, welche Konsequenzen lokale Steifigkeitsinderungen fiir die Schnittgros-
sen und die Verformungen in einem Tragwerk haben und welche Rolle dabei
die Einflussfunktionen spielen.

5.1 Ein erster Versuch

Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel, einem Stab, dessen Lingsver-
schiebung u(z) ja der Differentialgleichung —FAu” (x) = p(z) geniigt. Wenn
man an dem Stab in Bild 5.1 mit einer Kraft f = 1 kN zieht, dann verléngert

EA=1
a D .:>f
u(z)
EA=2
b =
ue(x) f
FA=1
c D =
o) ‘ 0.5 f
> fr=0
d —» <
fr fr=05f

<
<€

Abb. 5.1 Steifigkeitsinderung

263
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er sich, bei einer angenommenen Léngssteifigkeit von FA = 1 kN, um den
Betrag
f-r 1-2
=—=—=2m. 1
u= T 1 m (5.1)
Wenn wir die Lingssteifigkeit FA verdoppeln, FA = 2, dann halbiert sich
die Léngsverschiebung
fel 1.2
L e T 5.2
YT EaT 2 ™ (5:2)
Wir stellen uns jetzt die folgende Frage: Wie muss man die Zugkraft f #n-
dern, f — f., damit an dem urspriinglichen Stab unter der Wirkung der
modifizierten Zugkraft f. = f+ f7 sich dieselbe Lingsverschiebung einstellt,
wie an dem Stab mit der doppelten Steifigkeit?
Das fiihrt auf die Gleichung

(f+fH-1_ f1

EA  2.EA (5:3)
oder
oS 4
f 3" (5.4)
Man darf also an dem urspriinglichen System nur mit der halben Kraft ziehen,
f_f

fc:f+f+:f—§:§7 (5.5)

wenn man denselben Effekt haben will, wie an dem versteiften Stab.

Dieses Beispiel ist natiirlich sehr einfach, aber wir erkennen hier schon die
Grundidee. Steifigkeitséinderungen fithren dazu, dass sich die Steifigkeitsma-
trix dndert, K — K + AK, und damit auch der Vektor der Knotenverschie-
bungen, u — u.,

(K+AK)u.=f. (5.6)
Durch einfaches Umstellen sieht man, dass diese Gleichung mit dem System
Ku.=f-AKu.=f+f" (5.7)

identisch ist. Der neue Vektor u,. kann also als Losung des urspriinglichen
Systems gelten, wenn man zu der rechten Seite f den Vektor

fr=-AKu, (5.8)

addiert.
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EA=1 EFA=1
° => 10
¢ u(z)
FEA=1 EA=2
D ‘ => 10
b ue(z) g
EA=1 5 FA=1

E;
0

()
[
..... =>> 10
£ @ f+
ff=0 5 — <« 5
5 => == 5

Abb. 5.2 Steifigkeitsinderung

5.2 Zweites Beispiel

Bevor wir das weiter diskutieren, wollen wir noch ein zweites, einfaches
Beispiel studieren. Der Stab in Bild 5.2 ist in zwei Elemente mit der gleichen
Liangssteifigkeit A = 1 kN unterteilt und eine Kraft fo = 10 kN zieht an

seinem rechten Ende
2 —1 uy | 0
] L) 59

Dieses System hat die Losung u; = 10m, ug = 20 m.
Nun verdoppeln wir die Steifigkeit des rechten Elementes, EA — 2E A,
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B E Hzg}:m} (5.10)

und wir erhalten so die Losung u§ = 10, u§ = 15 m.
Wir fragen jetzt, wie muss man die rechte Seite f des Systems (5.9) mo-
difizieren, damit das urspriingliche System dieselbe Lésung hat,

I RO —

Der letzte Vektor auf der rechten Seite ist der Vektor f*. Wir haben ihn
von Anfang an so konstruiert, dass er ein Gleichgewichtsvektor ist, sich seine
Komponenten gegenseitig aufheben. Die Rechnung ergibt in der Tat, dass
diese Annahme richtig war, denn mit X = 5 ergibt sich eine Lisung.

Die gesuchten Knotenkriifte lauten also

prfe [l e

und wir {iberzeugen uns leicht, dass die neuen Knotenverschiebungen u$ ge-
nau die Losungen des so modifizierten urspriinglichen Systems sind

2 -1 10 5
R o1
5.3 Strategie

Diese Ergebnisse nehmen wir nun zum Anlass unsere Strategie wie folgt
zu formulieren: Wir dndern nicht die Steifigkeitsmatrix, sondern die rechte
Seite. Wir suchen also eine Erginzung f* zu dem Knotenkraftvektor f so,
dass f + fT an dem System K dieselben Knotenverschiebungen verursacht,
wie f an dem System K.

Die Schwierigkeit dabei ist natiirlich, dass der Vektor f* = —A K u, von
dem neuen Vektor w. abhingt, den wir ja nicht kennen. (N#herungsweise
kann man fiir u. den Vektor w setzen). Aber es geht uns nicht darum, eine
neue Rechenmethode zur Nachverfolgung von Steifigkeitsinderungen in die
Praxis einzufiihren, sondern es geht uns primér um das statische Versténdnis.

Wir werden sehen, dass alle Steifigkeitsinderungen verstanden werden kn-
nen, als die Addition von solchen Gleichgewichtskriften f.

Das bedeutet: wenn uy = a + b x @ eine Starrkérperbewegung des Trag-
werks ist, also eine Translation a plus einer moglichen Drehung um eine Achse
b, dann ist die Arbeit der Krifte £ null,

T ug=0. (5.14)
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Gleichgewichtskrifte wie der Vektor f7 leisten also keine Arbeit auf Starr-
korperbewegungen. Daraus kénnen wir, wie wir sehen werden, den folgenden
Schluss ziehen:

Steifigkeitsdnderungen sind in ihren Auswirkungen lokal begrenzt, weil sich
die Wirkungen der Gleichgewichtskrifte £ in der Ferne aufheben.

=
b

Abb. 5.3 Eine Steifig-
keitsinderung K + AK
bedeutet, dass man ein
Zusatzelement 27 mit der
Steifigkeit AK an das
Tragwerk anheftet, [31]

A\

5.4 Addition oder Subtraktion von Steifigkeiten

Die Anderung der Steifigkeit in einem Element kann man so deuten, dass
man vor das urspriingliche Element ein zweites Element legt, dessen Steifig-
keit gerade so grof ist, dass die beiden Elemente zusammen die angezielte
Steifigkeit haben, s. Bild 5.3.

Das zusétzliche Element muss nun durch Koppelkréfte mit dem urspriing-
lichen Tragwerk synchron geschaltet werden, und die dazu nétigen Koppel-
krifte sind gerade die Krifte 7. Das macht auch verstindlich, warum die
Krifte f1 Gleichgewichtskriifte sind, denn wiiren sie das nicht, dann wiirde
das vorgeschaltete Element wegfliegen.

Dies gilt fiir eine Zunahme der Steifigkeit ebenso, wie fiir eine Abnahme
der Steifigkeit. Wenn die Steifigkeit des Elementes grifer wird, dann haben
die Koppelkréfte f* die Tendenz, die Verformung des Elementes zu behin-
dern, sie steifen sozusagen das Element aus. Umgekehrt, wenn die Steifigkeit
in dem Element abnimmt, dann erhéhen die Koppelkriifte £ noch die Ver-
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FA.>FEA EFA. < FA

\ \
Y AN A

() ue(r)

bEL"_- o=p> P dB‘_ &= P

Abb. 5.4 Zunahme und Abnahme der Lingssteifigkeit FA in dem ersten Element. Bei
den Lastfillen in der zweiten Reihe sind die Langsverformungen gleich den Lastfillen in
der ersten Reihe

FEl.> FEI El. < EI
\ §r \ §r
Zunahme Abnahme

fir i
b v’ d v’

Abb. 5.5 Zunahme und Abnahme der Biegesteifigkeit £/ in dem ersten Element.

formungen des Elementes, sie wirken wie zusétzliche Lasten in den Knoten
des Elementes, s. Bild 5.4 und Bild 5.5.

5.5 Dipole und Monopole

Zwei gegengleiche Krifte f;r = +1/h, die tiber alle Grenzen wachsen, wenn
ihr Abstand A gegen Null geht, bilden ein Dipol.

Bleiben die beiden gegengleichen Kréfte hingegen auch im Grenzfall h = 0
endlich, dann nennen wir dies einen Pseudo-Dipol. Das Proton (+) und das
Elektron (-) in einem Wasserstoffatom bilden einen solchen Pseudo-Dipol,
und der Abstand der beiden entgegengesetzten Elementarladungen ist so
klein, dass sich ihre Wirkungen auf eine Punktladung auferhalb des Atomes
praktisch aufheben.
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In dhnlicher Weise stellen die Kréfte fi'*' Pseudo-Dipole dar, d.h. zu jeder
aufwiirts gerichteten Kraft f;% gibt es eine entgegengesetzt wirkende Kraft
j+, so dass die beiden Kriifte f™ aus der Ferne betrachtet einem Pseudo-

Dipol gleichen, s. Bild 5.6.

Die Wirkung der Kréfte f;r auf irgendeinen Punkt x des Tragwerks hingt
davon ab, wie grofs die Laufzeitunterschiede von dem Punkt z zu der Kraft
+f;7 und der Gegenkraft —f;" sind. Wenn zwei Kriifte +f;" fast deckungs-
gleich sind, weil das Element (2. sehr klein ist, dann heben sich ihre Wir-
kungen nahezu auf, weil die Einflussfunktion sich auf dem winzigen Element
kaum #ndert, ¢’ ~ 0.

Betrachten wir ein einfaches Beispiel. Ein Stabelement dndere seine Stei-
figkeit, FA., = FA + AFEA. In einem entfernten Element wird durch die
Spreizung eines Punktes die Einflussfunktion fiir die Normalkraft in dem
entfernten Element erzeugt.

Diese Einflussfunktion pflanzt sich nun bis zu dem Element FA. = FA +
AFEA fort und wir beobachten jetzt, was dort passiert. Vereinbarungsgeméfs
wirken dort zwei Zusatzkrifte £f7, die den Effekt der Steifigkeitsiinderung
in dem Element nachbilden. Am Anfang des Stabelementes mit der Linge [,
ziehe die Kraft f;" nach links und am Ende ziehe eine gleichgrofe Kraft f;;l
nach rechts, und die Einflussfunktion fiir die Normalkraft

Gly,z) = Zgj(x) 0i(y) (5.15)

habe im linken Knoten den Wert g; und im rechten Knoten den Wert g; 4.
Dann betrdgt der Unterschied in der Normalkraft IV, die wir als Funktional
N = J(u) lesen, also der Unterschied Ny — Nyjt,

J(ue) = J(u) = frgi = fAigi = fi" (9 — giv1) = fi7 -G 1. (5.16)

Die Wirkung der Steifigkeitséinderung wird also nur dann merkbar sein, wenn
die Einflussfunktion in dem geénderten Element halbwegs merkbar ansteigt
oder fillt, G’ > 0. Die Wirkung der 4 f7 lebt also von der Differenz zwischen
Elementanfang und Elementende, also kurz gesagt von G’.

Die Kriftepaare :I:fi’" registrieren die Unterschiede in den Einflussfunktio-
nen (z.B.) am Elementanfang und Elementende, sie differenzieren’ die Ein-
flussfunktionen.

Bei einem Balken registrieren die &= f7, es sind jetzt Momente, die Unter-
schiede in der ersten Ableitung der Einflussfunktion an den Balkenenden,

J(ue) = J(u) = £ gi = fagipn = [ (gl —giy) = - G" 1 (5.17)
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Abb. 5.6 Steifigkeitsinderung in einem Element und die zugehorigen Koppelkréfte _fj
Diese Krifte folgen den Hauptspannungsrichtungen (- - -) und es sind Gleichgewichtskréfte,
die Pseudo-Dipolen gleichen.

sie reagieren also auf die Grofe der zweiten Ableitung, der Momente der
Einflussfunktion in dem Element. (Der Balken sei fest gelagert).

5.6 Weggrdfien und Kraftgréfsen

Betrachten wir nun die Anderungen und die Rolle, die der Vektor £ dabei
spielt, etwas systematischer. Es sei zunéchst J(u) eine Weggrofe, also etwa
u(z) oder w(x). Die Ergebnisse vor und nach der Steifigkeitsinderung lauten

J(u) = g7 f = uTj (5.18)
bzw.
J(ue) =gl f=ulj.. (5.19)

Nun ist kein Unterschied zwischen den beiden Vektoren j und j_., weil in die
Definition der Weggrofen die Steifigkeiten nicht eingehen.
Ist z.B. J(u) = u(x) die Verschiebung in einem Punkt z, dann ist

J :{@1(w)7902(x)7'~-7€0n(x)}T =Je. (5.20)

und so folgt
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J(ue) = J(u) =3 (ue —u) ="K (f+ f) - "K' f
=jTK'ft=g"f". (5.21)

Bei Kraftgrofen ist das unter Umsténden anders. Wenn der Aufpunkt x auf
dem Element liegt, dessen Steifigkeit sich dndert, FA — EA., dann sind,
etwa im Fall J(u) = EAu/(z), die Vektoren j

J=A{BAY (2), EAgy(x),..., EAY(2)}" (5.22)
und
Jo={EAP1(2), EAc p3(), ..., BA ¢ ()} (5.23)
nicht gleich!, so dass

J(ue) = J(w) = jEK N (f+ 1) -5 K7'f
= (Ge—3) u+jlut. (5.24)

Auf der rechten Seite stehen die Korrekturterme, um von J(u) auf J(u.) zu
kommen, wobei man die erste Korrektur, um den Fehler in der Steifigkeit,
E A statt EA., zu beheben, an u vornehmen kann, und der zweite Term ist
der Einfluss der Zusatzverformung u™ = K~ ' f* aus den Kriiften f7 auf die
Kraftgrofe.

Wenn der Punkt = auf einem Element liegt, dessen Steifigkeit sich nicht
dndert, dann ist wegen j, = j die Formel dieselbe, wie bei den Weggrofen

J(ue) = J(u) =" K fF =g f+. (5.25)

5.7 Das Abklingen der Effekte

Je weiter man sich vom Aufpunkt entfernt, um so ’'linearer’ wird die
Einflussfunktion, um so mehr dominieren die linearen Anteile in den Ein-
flussfunktionen, d.h. der Vektor g der Knotenverschiebungen gleicht mit
wachsendem Abstand mehr und mehr einem Vektor ug = a + & x b und
das bedeutet, weil der Vektor f* orthogonal zu den Vektoren wy ist, dass
der Einfluss der Kriifte fT mit wachsendem Abstand vom Aufpunkt gegen
Null tendiert

! Nur die @;(z), die einen 'Fuf’ auf dem Element mit dem Aufpunkt x haben sind in dem
Vektor j bzw. g nicht null, so dass diese Vektoren ziemlich leer sind.
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J(e) = J(uc) = J(u) = g" f¥ > (a+zxb)’ f=0. (5.26)

Dies ist der Grund, warum es moglich ist, mit gemittelten Materialparame-
tern genaue Ergebnisse zu erhalten.

Wenn J(u) eine Kraftgrofe ist und der Aufpunkt auf dem betroffenen
Element liegt, dann ist, wie oben gezeigt, die Formel um die Korrektur EA,—
E A auf dem Element zu erweitern

J(e) = J(uc) = J(u) = (. — §) u+ge f*. (5.27)

Korrektur

Die erste Korrektur ist rein lokal, geschieht nur im Aufpunkt, wihrend der
zweite Term den Einfluss der Krifte ff erfasst, deren Effekte aber mit der
Entfernung relativ rasch abklingen.

5.8 Die Bedeutung fiir die Praxis

Die Bedeutung dieser Ergebnisse fiir die Praxis liegt darin, dass sie erkli-
ren, warum Homogenisierungsmethoden erfolgreich sind.

Beton setzt sich aus den unterschiedlichsten Kiessorten und Zementstein
zusammen. Jedes Zuschlagskorn hat ja einen anderen Elastizitdtsmodul und
daher miissten wir eigentlich jedes Zuschlagskorn durch ein eigenes finites
Element modellieren. Stattdessen rechnen wir aber mit einem gemittelten
Elastizitdtsmodul und erhalten durchaus glaubhafte Ergebnisse.

Dies diirfte wesentlich daran liegen, dass die Knotenkrifte ff auf der
Hiille des Zuschlagskorns, mit denen wir ja die Abweichungen des Elastizi-
titsmoduls vom Mittelwert korrigieren, Gleichgewichtskréfte sind, die nahe
beieinanderliegen, und ihre Fernwirkungen daher gegen Null tendieren.

FEine Scheibe (2 bestehe z.Bsp. aus einer Reihe von unterschiedlichen Ele-
menten, 2 = U U. .. 2, die alle einen eigenen EF-Modul E; aufweisen,
der um einen Betrag AF; = E — E; von dem Mittelwert F abweicht, s. Bild
5.7. Der exakte Knotenverschiebungsvektor u. wire daher die Losung des
Systems

K.ou.=Ff, (5.28)

wobei die Matrix K . sich aus den unterschiedlichen Elementmatrizen K.(E;)
zusammensetzt. Wenn man hingegen mit einem einheitlichen E-Modul rech-
net, also einer vereinfachten Matrix K,

Ku=Ff, (5.29)
dann ist der Fehler in einer Verschiebung

Jue)—Jw)=g" (fF+f)—g" f=g" f* (5.30)
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Abb. 5.7 Eigengewicht und Krifte fi"'. Die Scheibe wurde erst mit einem einheitlichen
E-Modul ' = 1 berechnet und dann wurde der E-Modul in den Elementen zufillig,
0.5 < E; < 1.5, variiert, und es wurden die Krifte ff berechnet. Diese Kriifte fj
plus den Kriften f; aus dem Lastfall Eigengewicht erzeugen in dem Modell K den Ver-
schiebungsvektor u. der Scheibe, K u. = f + f"'. Es ist derselbe Vektor u. wie in dem
Modell K. u. = f wobei die Matrix K . auf den zufillig gestreuten Werten E; beruht.

relativ klein, weil die Kréfte ff, die von den Fehlertermen AFE; = E; — E
herriihren
Ku.=f+f", (5.31)

zum einen (1) Gleichgewichtsgruppen bilden und (2) zum andern sich positive
Abweichungen AFE; > 0 und negative Abweichungen AFE; < 0 ungefihr die
Waage halten werden, so dass diese beiden Effekte zusammen dafiir sorgen,
dass die Fernfeldfehler klein sein werden, s. Bild 5.7. Man muss nicht jedes
Zuschlagskorn durch ein eigenes Element darstellen, die Mathematik sorgt
dafiir, dass sich die Fehler aufheben.

Man muss jedoch aufpassen. Wenn, wie in Bild 5.8, eine Stiitze zwischen
zwei Geschossen ausféllt, dann kann man das am Originaltragwerk durch den
Angriff von zwei gegengleichen Knotenkriften f;™ korrigieren und weil beide
gleich grof sind, heben sich ihre Wirkungen in der Ferne auf.

Wenn aber eine Fundamentstiitze ausfillt, dann wirken zwar auch wie-
der zwei Kriifte +f;", aber die untere Kraft ist am Boden verankert und so
bleibt von dem Paar +f;7 nur die Kraft f;” am Stiitzenkopf iibrig, die, weil
sie keinen Antagonisten hat, weiter ausstrahlen wird, als ein gegengleiches
Kriftepaar +f; .

Der Ausfall einer Fundamentstiitze ist kritischer, als der Ausfall einer Zwi-
schenstiitze.
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+ beide f* wirken

f1 wirkt alleine

b

IS

starres Fundament 1

Abb. 5.8 Stockwerkrahmen und Verlust einer Zwischenstiitze bzw. einer Fundamentstiit-
ze

5.9 Rahmen

In Bild 5.9 a sind die Momente eines Rahmens im LF ¢ dargestellt und
darunter, in Bild 5.9 b, die Momente im selben Lastfall, wenn eine Geschof-
stiitze ausfillt. Statisch entspricht der Ubergang von Bild a zu Bild ¢ der
Wirkung von Zusatzkriften f;7, wie in Bild 5.9 b gezeigt,

(K+AK)u.=f Ku.=f+f". (5.32)

Das einzelne Gefach hat die Abmessungen 4 m x 3 m bei konstanten Quer-
schnitten von 0.2 m x 0.2 m der Stiele und Riegel und die Steifigkeiten
betrugen FA = 1.07 - 10 kN und EI = 3.56 - 10> kN/m?2. Die vertikalen
Verschiebungen der beiden Knoten ¢ und j in Bild 5.9 b betrugen nach dem
Ausfall der Stiitze

Ue; = 16.7mm , Uej ~ 0mm, (5.33)

woraus sich zwei Kréfte
EA
+ft= =167 1073 m = 5.96 - 10°kN (5.34)

ergaben (entsprechend A K u. = f1). Wegen u.; ~ 0 kann man es wie den
Ausfall einer Fundamentstiitze ansehen.
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=

C

Abb. 5.9 Ausfall einer Stiitze a) Momente im LF g vor dem Ausfall, b) Momente aus
den Kriften f;7, ¢) a + b = Momente nach dem Ausfall der Geschosstiitze. Weil die
untere Kraft praktisch am Boden verankert ist, ist der Ausfall dhnlich kritisch wie der
Ausfall einer echten Fundamentstiitze
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Die Momente, die diese Krifte fi+ erzeugen, s. Bild 5.9 b, zu den Momen-
ten des Ausgangszustandes addiert, ergeben die Momente des geschwiichten
Systems, Bild 5.9 c.

In Bild 5.10 a und b ist eine #hnliche Situation dargestellt, und zwar wenn
die rechte Eckstiitze ausfillt. Dann sind die Auswirkungen dramatischer, wie
man an der Momentenverteilung in Bild 5.10 ¢ sieht. Sie erhilt man, wenn
man zu den Momenten des Ausgangssystems, Bild 5.10 a, die Momente aus
der Kraft f+ = 12.95-10% kN addiert, also die Momente in Bild 5.10 b.

Man kann sich aber nicht immer darauf verlassen, dass die Wirkungen der
Krifte £+ f; abklingen, wie man an einem Kragtriger demonstrieren kann, s.
Bild 5.11. Ohne grofs zu rechnen, sieht man ein, dass die Schwéichung des Ele-
mentes direkt neben der Einspannung die Kragarmdurchbiegung vergrofern
wird und umso mehr, je linger der Kragtréiger ist.

Der Effekt beruht auch nicht darauf, dass die Gegenkriifte f;™ nicht zur
Wirkung kommen, weil sie direkt an der Einspannstelle angreifen. Auch wenn
das zweite Element geschwiicht wird, also alle vier f;” zur Wirkung kommen,
vergrofert sich die Durchbiegung. Was wieder demonstriert, dass Starrkérper-
drehungen physikalisch merkwiirdige Phénomene sind. Eine winzige Winkel-
dnderung in einem Knoten kann bei einem entsprechend langen Kragtriger
beliebig grofte Verformungen am Ende des Trégers zur Folge haben.

Solche Beispiele lassen sich immer konstruieren, wenn das betroffene Teil
‘angehéngt’ ist, sich frei verformen kann, wie hier der Teil rechts vom ersten
Element.

Ein ’Gegenbeispiel” ist der Triger in Bild 5.11 b. Bei diesem wird das letzte
Element verstarkt, EI. > EI, aber die Biegelinie &ndert sich nicht, denn weil
das letzte Element eine Starrkdrperbewegung vollfiihrt, w = a + b -z (der
Verlauf mit dem Lineal gezeichnet werden kann) ist der Vektor fT =0

ff=AKu®=0 (5.35)

(ué ist der Vektor der Knotenverformungen des letzten Elements), so dass

also u. (jetzt am Gesamtsystem) gleich u sein muss, denn das System
Ku.,=f+0 (5.36)

hat dieselbe Losung wie K u = f.

Der aufgestinderte Balken in Bild 5.12 soll zeigen, dass lokale Steifigkeits-
dnderungen zu Wellen fiihren, die iiber das Tragwerk laufen, aber sehr schnell
verebben. Der Ausfall der zentrischen Stiitze kann durch eine Einzelkraft f+
simuliert werden, deren Effekte jedoch sehr rasch abklingen.

5.10 Ausfall eines starren Lagers

Man soll nicht ’knirsch’ rechnen, sondern alle Lager nachgiebig rechnen.
Dann gibt es eine Absenkung u. des Lagers und mit der 'verlorenen’ Lager-
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Abb. 5.10 Ausfall einer Eckstiitze, a) Momente im LF g, b) Kraft f* und zugehérige
Momente, c) a+ b = Momente nach Ausfall der Eckstiitze
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P

El. > EI

?i

|

b

Abb. 5.11 a) Kragtriger, Schwichung des ersten Elements, b) Verstirkung des letzten
Elementes hinter dem Lastangriffspunkt

steifigkeit —k kann man so die Kraft f™ = —(—k)u. = ku. berechnen, die
als Zusatzlast anzusetzen ist.

Wenn man trotzdem ein Lager starr rechnet und das Lager fillt aus, dann
bringt man die Lagerkraft in umgekehrter Richtung auf das Tragwerk auf
und addiert die daraus resultierenden Schnittkréfte zu den Schnittkriften
am urspriinglichen System.

Wie ist das aber nun mit den Einflussfunktionen, wenn man die Auswir-
kungen abschiitzen will, die der Ausfall eines starren Lagers auf die Schnitt-
grofen in einem Punkt z hat? Um dies zu studieren, betrachten wir den
Tréger in Bild 5.13, dessen urspriinglich starres rechte Lager ausfillt. Welche
Auswirkungen hat das auf das Moment in Balkenmitte in den verschiedenen
Lastféllen?

Wir behaupten zunéchst, dass die Lagerkraft Rq, die zur Einflussfunktion
fiir das Moment M (x) gehort, s. Bild 5.13 b, gleich dem Moment M (z) ist,
das bei einer Lagersenkung von der Grife A = 1 entsteht?

Re = M(x) aus Lagersenkung A =1. (5.37)

Dies folgt aus dem Satz von Betti ;@(GQ,wA) =0

2 Das entspricht der Regel J1(G2) = J2(G1) mit J1(w) = R (Lagerkraft, die zu w
gehort) und J2(w) = M (z) (Moment von w in Balkenmitte) mit G2 wie in Bild b) und
G1 = wa wie in Bild ¢).
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Abb. 5.12 Aufgestidnderter Balken unter Gleichlast und Ausfall der Mittelstiitze, a) N
am Original, b) die Kraft f*, die den Ausfall simuliert, c¢) die resultierende Normalkraft
N. = N+ NT;in Bild b) wurde die Normalkraft aus f1 in der Stiitze weggelassen, weil
die Stiitze ja am Schluss fehlt
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LU

N a, O @
P 2
b ’ R

AR tan ¢ +tan o =1
®1

Abb. 5.13 Biegebalken, a) Gleichlast, b) Einflussfunktion fiir M (z) erzeugt durch zwei
gegengleiche Momente M; = M,., c) Lagersenkung A =1

Ao =Mwh(z_) — Mywh(zi)+Re-1=M(x) -1+ Ra-0= Az .

=0

(5.38)

Wenn nun das rechte Lager im LF p ausfillt, dann muss die dort zuvor wir-
kende Lagerkraft R, als &ufere Kraft in umgekehrter Richtung aufgebracht
werden. Dabei biegt sich das Kragarmende um die Strecke

1 3EI
wl) =Hyp- o ks = (5.39)

durch. Wenn nun die Absenkung A = 1 das Moment M (x) = R¢ erzeugt,
dann erzeugt die Kraft R,, weil zu ihr die Absenkung (5.39) gehort, das
Moment,

1
M(z)=Rg - Ry - e R - Absenkung aus R, . (5.40)

So kann man also den Ausfall eines starren Lagers auf die Schnittkréfte erfas-
sen. Man berechnet die zur jeweiligen Einflussfunktion gehérende Lagerkraft
R¢ und multipliziert diese mit der Absenkung des Kragarmendes aus dem
Lastfall p.
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M =1.30kNm

by Wy iy
\ ~—1 — )
i Hi i '
1kN/m ;j
Il 1 1l |
«— 3 Xdm—>
’ T R, = 15.39kN
\‘ p——
M = 0.61kNm
b
M =411.38 = Re
%
— = — I =
+ + 1kN
A=tm % ~10.89-10°m
Lagersenkung Nachgiebigkeit
c d

Abb. 5.14 Stockwerkrahmen, C 20/25, alle Stibe 30 cm X 30 c¢cm, a) Moment aus
Riegellasten, b) Moment nach dem Ausfall des Lagers c) Lagersenkung A = 1 m d)
Berechnung der Flexibilitit = 1/k des Rahmens im ehemaligen Lager
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¢ Re = 411.38 kN

Abb. 5.15 Einflussfunktion fiir M (x) im vorhergehenden Bild

Dieses M (z) ist das AM (z), das zu dem Moment am urspriinglichen Sys-
tem zu addieren ist, um in der Summe den Ausfall des Lagers zu beriicksich-
tigen.

Die Zahl kg ist die Steifigkeit des Tragwerks am Ort des ehemaligen Lagers
in Richtung von w. Wenn das Lager noch eine Reststeifigkeit &y behilt, dann
liegen zwei Federn hintereinander, also

ks - kr

k= 5.41
ks + kg, ( )

und dann ist in den obigen Formeln 1/kg durch 1/k zu ersetzen.
Bei dem Rahmen in Bild 5.14 fillt die vertikale Stiitzung im dritten Lager
aus. Die Anderung in dem Moment, s. Bild 5.16 a und Bild 5.16 b,

AM = 0.61 — 1.30 = —0.69 kNm (5.42)

entspricht dem Wert

1
— _411.38KkN - 15.39kN - 10.89 - 10~° = — —0.69kNm .

AM =R Ry ¢ ~
(5.43)

Wenn man die Zahl der Stockwerke von 3 auf 6 verdoppelt, dann betragen
die Biegemomente im obersten Riegel, an gleicher Stelle, vorher und nachher

M (z) = 1.30kNm (vorher) M (z) = 0.68kNm (nachher) (5.44)
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Abb. 5.16 Momente vor und nach dem Ausfall der vertikalen Stiitzung im dritten Lager
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und die Rechnung bestétigt diese Differenz
1
AM(z) =—-Rg - R, - 7= —379.66 - 30.35 - 54.47 - 107% = —0.62.  (5.45)

Die Lagerkraft R der Einflussfunktion ist in etwa gleich geblieben, 411.38 ~
379.66, die Lagerkraft R, aus der Belastung hat sich verdoppelt, weil sich ja
die Belastung verdoppelt hat, aber das 1/k ist um eine Zehnerpotenz kleiner
geworden.

Erh6hen wir auf acht Geschosse, dann ist AM(z) = 0.72 — 1.31 = —0.59
und die Formel findet auch diesen Wert

1
= —321.93-40-45.5-107% = —0.59. (5.46)

AM(2) = —Ra - Ry - ¢

Was an diesem Beispiel eigentlich interessant ist, ist wie wenig sich doch M (x)
und AM (z) &ndern, wenn man die Zahl der Geschosse erhoht.
Die Lagerkraft Rg aus der Spreizung des Aufpunkts sinkt tendenziell,

411.38 — 379.66 — 321.93, (5.47)

die Lagerkraft R, aus der Belastung steigt, 15.39 — 30.35 — 40, aber die
Flexibilitdt 1/k nimmt ab

10.89-107° — 54.47 1075 - 45.5-107°. (5.48)

Macht man aus dem Lager statt dessen ein gelenkiges Lager, dann dndert sich
das Moment im obersten Riegel nicht, AM(z) = 0 kNm. Das gilt natiirlich
erst recht fiir 6 bzw. 8 Stockwerke.

Rechnerisch kann man das leicht nachvollziehen. Im LF p betrégt das Ein-
spannmoment im Fufipunkt der Stiitze M,, = 0.03 kNm. Durch die Spreizung
des obersten linken Riegels (Einflussfunktion fiir A/ (z)) entsteht im Fufpunkt
ein Einspannmoment von Mg = 3.45 kNm, und ein Moment von 1 kNm kann
den FuRpunkt um tan ¢ = 6.73-107° = 1/k, verdrehen. Rechnerisch ergibt
das null

AM(2) = Mg - M, - — = 3.45-0.03-6.73- 1075 ~ 0., (5.49)

€

ke

Die Formel (5.40) gilt im Ubrigen auch im Innern. Wenn z.B. eine Stiitze
ausfillt, dann ist

1
AM(xz) = Ng - Np - —, (5.50)
ks
wobei Ng die Normalkraft in der Stiitze ist, wenn Kopf und Fuss der Stiitze

sich um 1 m aufeinander zu bewegen und N, ist die Normalkraft aus der Last
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in der Stiitze und 1/kg ist die Nachgiebigkeit des Tragwerks in Richtung der
Stiitze, nachdem die Stiitze entfernt wurde.

5.11 Das statische Gefiihl

Einflussfunktionen G(y,z) sind in einem zweifachen Sinn duale GroRen.
Zum einen ist der Ausloser einer Einflussfunktion die zur zu berechnenden
Grofe duale Grifle und zum andern sind sie Funktionen des Aufpunktes z
und des Ortes y, an dem die Last steht, wenn wir uns die Last einmal als
Resultierende in einem Punkt konzentriert denken.

Nun haben die Einflussfunktionen (normalerweise) die Tendenz mit dem
Abstand vom Aufpunkt x abzuklingen, so dass der Abstand zwischen den
beiden Punkten x und y eine entscheidende Rolle spielt. Dazu kommt ein
weiteres, verborgenes Merkmal der Einflussfunktionen, ndmlich dass sie ent-
weder integrieren oder differenzieren, also entweder alles aufaddieren oder
nur die Differenzen wahrnehmen.

Einflussfunktionen, die integrieren, schwingen weit aus, wihrend KEin-
flussfunktionen, die differenzieren, wie die Einflussfunktion fiir die Querkraft
bei einem Durchlauftréger, im Vergleich dazu rasch abklingen.

Diese Eigenschaften zusammen bestimmen das statische Gefiihl des Inge-
nieurs. Er weifs instinktiv, wie weit Effekte von Last- oder Steifigkeitséinde-
rungen ausstrahlen, was er vernachlédssigen kann und was er ndher verfolgen
muss.

Beim Satz von Betti

l
w(z) = /0 Gy, 2)ply) dy = Gly,z) - P (5.51)

wirft man im Grunde im Aufpunkt x einen Stein ins Wasser und beobach-
tet, wie weit die Welle ihre Kreise zieht, was davon im Lastangriffspunkt y
ankommt. (Wir denken uns die Last als eine Einzelkraft P).

Beim Prinzip der virtuellen Krifte (Mohr)

, _
w(x):/o %dn (5.52)

sind es hingegen zwei Wellen, die sich iiberlagern®. Man wirft auch im Punkt
y einen Stein ins Wasser. Die Welle, die vom Aufpunkt x ausgeht, sind die
Momente M (n,z) und die Welle, die vom Lastangriffspunkt y ausgeht, sind
die Momente M (n). Nur die Felder, in denen beide Momente grof sind, sind
dann im Grunde wichtig und z#hlen.

Anmerkung 5.1. Weil die linken Seiten der obigen beiden Gleichungen iden-
tisch sind, sind es natiirlich auch die rechten, denn man kann mittels partieller

3 Weil y den Ort von P markiert, mussten wir die Integrationsvariable 1 nennen
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Element™

Struktur

v /T yorhandene

Abb. 5.17 Anpassung eines vor den Triger gelegten Balkenelements an die Biegelinie des
Haupttrégers. Zur Absenkung auf das Niveau des Trigers sind keine Krifte nétig, aber
die Verdrehung der Endtangenten des Elements erfordert Momente f1. Die Vertikalkrifte
dienen nur zur Sicherung des Gleichgewichts > M =0

Integration die eine in die andere tiberfiihren. Nur ist es so, dass man bei Betti
die Information direkt ablesen kann, (= Auslenkung G(y, z) des Fukpunktes
des Kraft P), wihrend man bei Mohr erst iiber alle Riegel integrieren muss,
bevor man weifs, was heraus kommt.

Anders gesagt: Mit einem Blick auf den Plot von G(y,z) ist man sofort
im Bilde, withrend ein Plot der Momente M von G(y, z) miihsamer zu inter-

pretieren ist.

5.12 Durchlauftriager

Wir wollen noch einige Dinge ergénzen, die speziell die Stabstatik betref-
fen.

Wenn sich die Biegesteifigkeit EI eines Elementes dndert, dann addie-
ren wir ein Element (2, zu dem System und koppeln es mit den Krif-
ten/Momenten

f1+:_Va+7 f;:_M;7 f;:‘/l;rv fI:Mlj
an die Struktur. Wir wissen, dass diese Gréfen im Gleichgewicht sind

(ZV=0) ff+fi=0  fFH+f-fl=0 (ZM=0),
(5.53)

anders gesagt, wenn man die Einflussfunktion, die wir hier der Einfachheit
halber g(y) nennen, auf dem Element (0,1) linear interpoliert,

9(u) = 9(0) + (9(1) ~ 9(0)) - ¥ = 9(0) + my, (5.54)
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Abb. 5.18 Durchlauftriger, a) gleiches ETI in allen Feldern, b) Verdopplung von ET
im zweiten Feld, c¢) Erzeugung von M. am Original mit Hilfe von Koppelmomenten fj,
d) Einflussfunktion fiir M (Mitte 3. Feld)

dann sind die Grofen (5.53) orthogonal zu dieser Interpolierenden, leisten
keine Arbeit auf den Knotenverschiebungen /-verdrehungen des Weges g(y).
Bei der Auswertung der Einflussfunktion verbleibt also nur der Term (die
Momente und ¢’ drehen entgegengesetzt)

—fa (g (0) =m) = fi - (g’ (1) —m), (5.55)

dessen Grofe davon abhéngt, wie stark die Neigung der Einflussfunktion ¢(y)

an den Balkenenden von der Neigung m der Interpolierenden abweicht.
Wenn der Aufpunkt x weit genug weg liegt, dann diirfen wir annehmen,

dass die Differenzen ¢’ — m klein sind, und dann konnen wir den Effekt
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der Steifigkeitsinderung vernachlissigen. Bei Durchlauftrigern ist die lineare
Interpolierende der Einflussfunktionen null, weil die Einflussfunktionen in
allen Lagerknoten null sind, s. Bild 5.18 d, und somit ist auch m = 0.

Gerade bei Durchlauftragern klingen Einflussfunktionen sehr rasch ab, s.
Bild 5.18 d, und Anderungen von ETI im zweitnichsten oder drittnichsten
Feld diirften vernachlissighar sein.

Bei dem Beispiel in Bild 5.18, EI = 3.56-10% kNm? findet die Steifigkeits-
dnderung, EI — 2 EI, in dem Feld direkt neben dem Aufpunkt statt, aber
trotz dieser Ndhe dndert sich das Feldmoment wenig, M = 34.6 — M, = 32.3
kNm.

Die beiden Momente fi+ am Element 2 ergeben sich aus der Gleichung
-AKu,.= f+7

12 —61 —12 —61 0 *

EI | —61 412 6l 212 1.32-1073 1.74

B | -12 6 12 6l 0 = (5.56)
—61 212 61 412 —3.62-1073 12.84

wobei in diesem Fall AK = K die 4 x 4-Matrix des Standardelementes (ET)
ist (wir haben ja ET verdoppelt).
Die Momente f;" alleine erzeugen also das Zusatzmoment (m = 0)

—f3 - (g'(0) =m) = £ - (¢'(1) = m)
= (=1.74) - (—0.054) — 12.89 - 0.188 = —2.3kNm (5.57)

und dieses zu dem urspriinglichen Feldmoment addiert, ergibt das neue Feld-
moment

M.=M —2.3=34.6kNm — 2.3kNm = 32.3kNm. (5.58)

Das Beispiel ist natiirlich rein theoretisch, weil wir am modifizierten System
(K + AK)u. = f erst die Verformungen u{ berechnen miissen, die wir in
(5.56) benutzen, um die Momente f;" zu berechnen, mit denen wir dann am
System K u. = f + f* den Vektor u,. berechnen...

Aber hier geht es primér darum, zu demonstrieren, wie grof die Verdre-
hungen ¢’(0) und ¢(l) sind, wenn der Aufpunkt gleich im néchsten Element
liegt und wie groft die fi+ sind. Es geht um Abschétzungen, um das statische
Verstdndnis der Situation, nicht darum, den Computer zu schlagen.

Wir halten also fest:

Anderungen der Biegesteifigkeit, EI + AFEI, in einem Feld, fithren zu Zu-
satzkréften und -momenten fi'*' an den Feldgrenzen. Statisch wirksam sind
aber starre Lager vorausgesetzt nur die Momente
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Abb. 5.19 Der Unterschied zwischen dem KraftgroRenverfahren und einer lokalen Ande-
rung der Biegesteifigkeit

5.13 Lings und quer

Anderungen in der Lingssteifigkeit, FA + AFEA, fiihren, wie oben erliu-
tert, zu Kréften :I:f;r in Achsrichtung eines Stabes, wihrend Anderungen
in der Biegesteifigkeit, ET + AFEI, zu Kriften und Momenten £f;7 an den
Feldgrenzen fiihren. Allerdings sind im letzteren Fall die Kriifte f;" nur 'Aus-
gleichskréfte’, um das Gleichgewicht der Momente zu garantieren, zur Ver-
formung des Balkenelements, zur Anpassung an die Biegelinie des Trégers,
dem es vorgelagert ist, in vertikaler Richtung sind sie nicht notwendig.

Die Einflusskoeffizienten der Kréfte f;r sind die nullten-Ableitungen der
Einflussfunktionen, wihrend die Einflusskoeffizienten der Momente f;" die
Ableitungen der Einflussfunktionen an den Balkenenden sind. Instinktiv ist
man der Meinung, dass sich die Krifte f;r beim Stab daher 'merkbarer’
fortpflanzen, als die Momente f;~ bei einem Balken. Wenn das richtig ist, dann
haben Anderungen EA 4+ AFA in einem Stockwerkrahmen einen grofieren
Einfluss auf die Ergebnisse als das Aufreifien des Betons in der Zugzone eines
Riegels, ET + AFEI.

5.14 Das Kraftgrofienverfahren

Krifte fi+, die dicht beieinander liegen, heben sich in ihrer Wirkung nahe-
zu auf. Wie passt dieses Argument aber zum Kraftgrofsenverfahren, wo doch
die Einzelmomente eines Momentenpaares X; &+ 1 auch unmittelbar neben-
einander liegen?

Der Unterschied ist, dass zwischen den beiden Momenten +X; ein Gelenk
sitzt, das kein Moment durchlésst, wihrend wir beim Rechnen mit den ff
das Originalsystem nicht verdndern, so dass sich unmittelbar benachbarte
gegengleiche Kréifte f;r ungehindert ausléschen konnen, s. Bild 5.19.

Es gibt aber einen echten, methodischen Zusammenhang zwischen dem
Kraftgrofenverfahren und den ff. Die hier vorgestellte Technik besteht im
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Grunde darin, dass wir statt die Steifigkeitsmatrix zu dndern, die rechte Seite
dndern und genau so geht auch das Kraftgrofenverfahren vor.

Das Kraftgrofenverfahren macht das Tragwerk statisch bestimmt und al-
les Rechnen findet in der Folge an diesem statisch bestimmten Hauptsystem
statt. Die X; spielen dabei dieselbe Rolle wie die f;'. Wihrend die fi'*' den
Gleichtakt zwischen den vorgelagerten Zusatzelementen und dem Tragwerk
erzwingen, sorgen die X; dafiir, dass sich die klaffenden Fugen schlieffen. Bei-
den, den X; und f;r, ist gemeinsam, dass sie Zusatzlasten sind, also auf der
rechten Seite erscheinen, wihrend das eigentliche Rechnen weiterhin am un-
verdnderten Grundsystem (Matrix K) bzw. dem statisch bestimmten Haupt-
system stattfindet.

Der Vorteil ist, dass man nicht zwei Sitze von Einflussfunktionen bend-
tigt: Einen Satz fiir das Hauptsystem (analog der Matrix K ') und dann einen
anderen Satz von Einflussfunktionen fiir das statisch unbestimmte Tragwerk
(analog der Matrix K.). Weil die X; und f;" auf der Lastseite erscheinen,
kann man durchgingig mit den Einflussfunktionen G(y,z) des statisch be-
stimmten Hauptsystems bzw. des Grundsystems (Matrix K) rechnen.

Der Ingenieur benutzt natiirlich keine Einflussfunktionen, sondern er hat
schnellere, besser angepasste Verfahren, um ein statisch bestimmtes Haupt-
system durchzurechnen, aber das Ergebnis ist selbstversténdlich dasselbe.
Alles Rechnen in der linearen Statik ist im Grunde ein Auswerten von Ein-
flussfunktionen, nur dass die Formeln so aufbereitet worden sind, dass man
ihnen das nicht mehr unbedingt ansieht.

5.15 Austausch als Alternative

Statt mit den Kriften fi'*' zu rechnen, gibt es noch eine weitere Moglichkeit,
sich die Dinge zurecht zu legen.

Man stelle sich eine Pendelstiitze zwischen zwei Decken vor, s. Bild 5.20,
die ausgetauscht werden muss. Wenn die neue Stiitze dieselbe Steifigkeit FA
hat, wie die alte Stiitze, dann
e muss sie auf dem Bauhof dieselbe Linge haben, wie die unbelastete, alte

Stiitze, und
e die neue Stiitze muss vor dem Einbau so vorgespannt werden, dass sie

genau dieselbe Lénge hat, wie die eingebaute Stiitze.

Nach dem Einbau kann man die Pressen wegnehmen und nichts hat sich
gedndert.

Wenn die neue Stiitze dagegen eine grofere Steifigkeit hat, FA. > FA,
und man nimmt nach dem Einbau der Stiitze die Pressen fort, dann werden
iiberschiissige Kréfte in der Pendelstiitze freigesetzt, die gegen die untere und
obere Decke driicken. Das sind die f;", s. Bild 5.20.

Um die Stiitze FA. > FA auf die Einbaulinge zu bringen, sind grofere
Krifte notwendig, als im Fall EA. = FA. Diese, aus der Sicht des Tragwerks,
iiberschiissigen Kriifte driicken dann gegen die Decken.
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f+

EA < EA} | EA. > EA|

Abb. 5.20 Abnahme bzw. Zunahme der Lingssteifigkeit F A in einer Stiitze

Wenn die neue Stiitze weicher ist, FA. < FA, dann muss man das Vor-
zeichen der f;7 in Gedanken umdrehen. Man schiitzt erst einmal ab, wie groR
die f;" im Fall EA, > EA wiren und am Schluss dreht man die f;" um. Bei
diesem Beispiel wiirden die Kréfte f:r an den beiden Decken ziehen, um den
Formschluss herzustellen.

Statt also ein zweites Element (2 vor das Element (2, zu legen, kann man
sich auch vorstellen, dass man das betroffene Element austauscht. Weil aber
die Steifigkeit FA. # E A ist, muss man zum Ausgleich an den beiden Enden
Krifte f;' wirken lassen. Vier verschiedene Szenarien sind moglich:

e EA,> FEA und die Stiitze wurde gezogen, dann ziehen die f;" die Stiitze
zusammen, (— <—).

e FA.> FA und die Stiitze wurde zusammengedriickt, dann driicken die
f;" die Stiitze auseinander, (+ —).

e FEA.< EA und die Stiitze wurde gezogen, dann ziehen die f;" die Stiitze
weiter auseinander, (< —).

e FA. < FA und die Stiitze wurde zusammengedriickt, dann driicken die
f;" die Stiitze weiter zusammen, (— <).

Im Fall FA. > EA werden die Verformungen der Stiitze also kleiner und im
Fall FA. < EA werden sie grofer.
Bei Balkenelementen gilt das Ganze sinngemég.
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5.16 Ingenieurabschitzungen

Die Einfiihrung des Vektors f7 = —AK u, diente dem Verstindnis. Es
ging um die Einsicht in die Anderung des Tragverhaltens bei einer Steifig-
keitsdnderung und nicht das Rechnen. Der Computer ist schneller.

Aber auch der Ingenieur will manchmal nur Effekte abschétzen, ohne gleich
zu rechnen, wie etwa in dem Fall, dass eine Stiitze ausfillt. Dann bringt der
Ingenieur einfach die Stiitzenkraft auf das modifizierte System in umgekehrter
Richtung auf und spielt durch, welche Konsequenzen das fiir das Tragwerk
hat.

Wenn wir das formalisieren, dann setzt der Ingenieur die Ldsung aus
Ku = f und K .u, = f, zusammen, wobei f, der Lastvektor ist, der
nur die umgedrehte Stiitzenkraft enthélt und w, ist die zugehdrige Losung
am modifizierten System, Matrix K.

In dem Rahmen in Bild 5.21 fillt z.B. die Mittelstiitze aus und die Absen-
kung in der Riegelmitte betrigt danach u,. = 83.8 mm, was rechnerisch die
Kraft f* ergibt?

EA EA  1.24-10°kN

Yue = — ue = 0.0838m = 25980kN. (5.59)
[ l 4m

7=
Diese wird als Zusatzkraft auf den Riegel des alten Systems aufgebracht
Ku.=f+f", (5.60)

und so ergibt sich am System K der richtige Wert w, fiir die Durchbiegung
des Riegels nach dem Ausfall der Stiitze.

Der Ingenieur dagegen setzt einfach die Stiitzenkraft, f, = 240.2 kN, des
Systems 1 (mit Stiitze, Matrix K) als Riegellast auf das System 2 (ohne
Stiitze, Matrix K.), und kommt so mit

Ue = U+ Uy = 0.77 4 83.03 = 83.8 mm (5.61)

auch auf den richtigen Wert. Am Ende interessieren ihn natiirlich nicht die
Verformungen, sondern vor allem die Frage, wie die umgedrehte Stiitzenkraft
abgetragen wird, welchen Pfad sie einschligt.

5.17 Lokale Analyse

Um das Gewicht einer Kiste mit Biichern zu ermitteln, heben wir die Kiste
kurz an. Die Einflussfunktion fiir das Gewicht K der Kiste ist also, so konnen
wir die Situation beschreiben, die Bewegung w = 1.

Angenommen in der Kiste sind 10 Biicher und ein Buch &ndert sein Ge-
wicht um ein Mak A B

4 Das zweite Minus ist dem Verlust der Steifigkeit geschuldet.
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Abb. 5.21 Riegel mit Streckenlast a) Verformungen b) nach Ausfall der Stiitze c)
Berechnung von u. am urspriinglichen System d) Ergebnis des Ingenieurs
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B— B+ AB, (5.62)

dann konnen wir nun das gednderte Gewicht K. der Kiste so bestimmen,
dass wir die ganze Kiste noch einmal anheben, oder wir heben nur das Buch
an, dessen Gewicht sich gedndert hat

K.— K = AB (Buch) . (5.63)

So gehen wir sinngemifs vor, wenn wir mit schwachen Einflussfunktionen
(dem Prinzip der virtuellen Krifte) die Auswirkungen von Steifigkeitséinde-
rung abschitzen.

Die Situation ist die Folgende: Das Tragwerk tréigt eine gewisse Belastung
p. Nun éndert sich die Steifigkeit in einem gewissen Abschnitt [z,,x;]. Wir
wollen wissen, welche Auswirkung das auf die Schnittgréfen oder Verform-
ungen in einem beliebigen Punkt des Tragwerks hat.

Wir wissen, dass es fiir jede Groke O (’Observable’) eine Einflussfunktion
gibt. Beim Gewicht des Koffers war das w = 1. Bei einer Querkraft V ist es
die Durchbiegung des Trigers, die durch eine Spreizung ausgelost wird. Bei
einem Moment ist die Einflussfunktion die Reaktion des Trégers auf einen
Knick Aw’ =1, etc.

Weil Einflussfunktionen Biegelinien sind, gehdren zu ihnen auch wieder
Schnittkrifte. Das ist wichtig, weil wir bei der Methode, die wir hier schildern,
die Grofe O aus der Wechselwirkungsenergie (virtuellen inneren Energie)
zwischen der Einflussfunktion und der Belastung berechnen.

Bei einem Durchlauftriiger erhilt man die gesuchte Grofe O, indem man
das Moment M aus der Belastung mit dem Moment Mg aus der Einflussfunk-
tion fiir O iiberlagert®

0= /M M 4. (5.64)

Dabei ist iiber alle Felder zu integrieren. Wenn sich jetzt die Steifigkeit in
einem Feld &ndert, FI — FEI + AFI, dann muss man wieder von vorne
anfangen, wieder {iber alle Felder integrieren, weil sich ja mit der Steifigkeit
auch die Momente M — M, und Mg — M¢ &ndern, also die Schnittgrofien
aus der Last und die Schnittgréfen der Einflussfunktion

O, —/ M. MG dy. (5.65)

(Hierbei steht EI. = ET+ AFET fiir die Steifigkeit an dem gednderten Tréger.
Diese ist natiirlich, bis auf das betroffene Feld, mit dem alten ET identisch).
Jetzt kommt der wesentliche Punkt.

5 Das x bezeichnet den Aufpunkt, O(z), und deswegen heifit die Tntegrationsvariable y.
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Man kann zeigen, dass man die Anderung von O alleine durch Integration
iiber das Feld, in dem sich die Steifigkeit &ndert, berechnen kann und zwar
mit der Formel

0.—0=-—

AEI [™ M, M,
/ G ay (5.66)

ET El,

Hier ist M, das Moment in dem Feld nach der Anderung der Steifigkeit und
Mg ist das Moment der Einflussfunktion vor der Anderung, s. S. 345.

Es sei betont, dass der Punkt z an beliebiger Stelle im System liegen
kann. Was im Punkt x passiert, kann man allein durch Integration iiber das
Feld [z,, 2] berechnen. Der Punkt x kann im zehnten Stock liegen und der
Riegel [z, 23] sich im dritten Stock befinden. Entscheidend ist, was von der
Einflussfunktion fiir O(z) im zehnten Stock im dritten Stock ankommt, wie
groft das Moment M der Einflussfunktion im Riegel [z,,z;] noch ist und
natiirlich wie grof das Lastmoment M. dort ist.

Die Formel (5.66) hat allerdings den Nachteil, dass man den Momenten-
verlauf M. am gednderten System kennen muss. Aber wenn man den kennt,
dann braucht man die Formel nicht mehr...

Also ersetzen wir M. durch das Moment M am urspriinglichen Tragwerk
und kommen so zur Niherung

dy . (5.67)

AEI/“MMG
ET J,

0,—0~——F L

In dieser Form setzen wir die Formel ein.

Je nach der Art der Steifigkeitsinderung muss man diese Formel natiirlich
modifizieren. Wenn sich die Lingssteifigkeit EA einer Stiitze dndert, dann
lautet die Formel

O,—0 ~ —

AFEA /zb NN¢g

EA. 7

und &ndert sich bei einer Scheibe in einem Element (2. der E-Modul, dann
lautet die Formel
AFE
Oc =0~ ——= | i e dfdy (5.69)

e

und so kann diese N&dherung auf alle Tragwerke und alle interessierenden
Grofen angewandt werden.

Das Erstaunliche an der Formel (5.66), die ja auf der ersten Greenschen
Identitét in der Formulierung als Prinzip der virtuellen Krifte beruht,

C(G,w) =A% — A =0, (5.70)
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Abb. 5.22 Momente M, a) aus Wind und b) Momente M durch die Verdrehung des
Fufpunktes, Einflussfunktion fiir das Fuipunktsmoment. Stabweise wird das Integral von
M und M mit dem Quotienten AET/EI gewichtet und man bestimmt so den Einfluss,
den eine Anderung AET in dem Stab auf das FuRpunktsmoment haben wiirde. Genau
genommen miisste man M durch M, ersetzen, aber dies kann durch einen Korrekturfaktor,
M. ~ aM niherungsweise ausgeglichen werden.

ist, dass man mit ihr auch die Auswirkungen von Steifigkeitsanderungen auf
Schnittgrofen, etwa V(z) — V(x) + AV, voraussagen kann, wihrend man
ja sonst mit dem Prinzip der virtuellen Krifte Punktwerte von Kraftgrofsen
eigentlich nicht berechnen kann. Es gibt keine Formel

Vizg)= [ ==—dy, (5.71)
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aber die Anderung in der Querkraft auf Grund einer Steifigkeitséinderung in
einem Element [, kann man mit der Formel berechnen

AET [l MCMd AEI ' MM

~

" eI ), EL YT EI ), EL

AV (z) = dy . (5.72)
Anmerkung 5.2. Wenn dw, dann geschrieben dw*, an der ersten Stelle in der
Identitit steht, also (('/(//(&u*, w) = 0, dann formuliert die Identitit das Prin-
zip der virtuellen Krifte, wenn dw an zweiter Stelle steht, ;f(/(w,(iw) =0
sprechen wir vom Prinzip der virtuellen Verrickungen. Das G in (5.70) ist
also ein Jw*.

Anmerkung 5.3. Die Naherung M. ~ M ist natiirlich nur bedingt brauch-
bar. In der Praxis wird man zudem versuchen, mittels eines Faktors a die
Abschitzung M, ~ aM zu verbessern, [30],

AET ' MM
EI ), EI.

AV (z) ~ —a dy . (5.73)

5.18 Nah und fern

Die Anderung O, — O wird also nur dann merkbar sein, wenn die Wechsel-
wirkungsenergie §4; = a(G,w.)q, in dem Element "groff’” ist® . Das ist dann
der Fall, wenn die Schnittgrofen aus der Einflussfunktion in dem betreffenden
Bauteil grof sind und wenn gleichzeitig die Schnittgréfen aus der Belastung
in dem Bauteil grof sind.

Weil die Einflussfunktionen (in der Regel) rasch abklingen, kann man da-
von ausgehen, dass Steifigkeitsdnderungen in weit abliegenden Bauteilen nur
sehr geringen Einfluss auf die Schnittgrofen im *Vordergrund’ haben werden.

Und weil §A; ein Skalarprodukt ist, kann es, wie bei Vektoren, Funktionen
M und Mg geben, die senkrecht aufeinander stehen, deren Uberlagerung also
null ergibt; wenn etwa M antimetrisch ist und Mg symmetrisch. In solchen
Fillen ist, unabhiingig von der GréRe von M und Mg, die Anderung O, — O
null.

Vor jeder Berechnung kann man also, allein durch das Studium der Ein-
flussfunktionen, abschétzen, welche Steifigkeitsinderungen Effekt machen
und welche nicht.

In Bild 5.22 wird ein Rahmen durch Windlast belastet. Es soll abgeschétzt
werden, welche Steifigkeitsdnderungen AET in den Riegeln und Stielen das
Anschnittsmoment im linken Fufpunkt am meisten beeinflussen.

6 Wir lassen das Sternchen an 6AY weg, weil es mathematisch *Verzierung’ ist
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Hierzu wird die Einflussfunktion G fiir das Moment berechnet. Allerdings
interessiert nicht, wie sonst iiblich, der Verlauf von G, sondern die Momente
Mg aus der Einflussfunktion.

Andert sich in einem Stiel oder Riegel die Biegesteifigkeit, EI — EI +
AFEI, so ist die Anderung im Anschnittsmoment niherungsweise gleich

AEI (' Mg M

M. —M~———
¢ EI J, EI

dy. (5.74)

Die Bauteile, in denen die Momente Mg und M beide grof sind, (und nicht
orthogonal zueinander), sind die Bauteile mit dem gréften Einfluss auf das
Anschnittsmoment. Nicht iiberraschend sind das die beiden Stiele im Erdge-
schof.

5.19 Zusammenfassung

Im Folgenden fassen wir die Ergebnisse zusammen. Der Buchstabe O (=
Observable) stehe hier fiir die interessierende Grofe, also ein Moment, eine
Querkraft, etc., deren Anderung wir abschitzen wollen. Auf der linken Sei-
te steht eigentlich 1 - AO und 1 - AO hat die Dimension einer Arbeit. Mit
Einflussfunktion ist immer die Einflussfunktion fiir O gemeint. Wenn nicht
anders gesagt, sind Rg, R,, Mq, M,, G etc. immer Werte vor dem Ausfall
des Lagers.

5.19.1 Ausfall eines starren Gelenklagers

AO = — R -Rp% 1, (5.75)
—~ ——
Kraft Weg
Rg ist die zur Einflussfunktion gehdrende Lagerkraft, R, ist die Lagerkraft
im Lastfall p und 1/k ist die Nachgiebigkeit der Struktur in Richtung des
ausgefallenen Lagers.

5.19.2 Ausfall einer starren Einspannung

LI (5.76)

1
AO=-Mg My~ ¢
» ®
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Mg ist das Moment in der Einspannung aus der Einflussfunktion, M, ist das
Moment im Lastfall p und k, ist die Drehqteifigkeit der Struktur im Lager
nach dem Ausfall der Einspannung, k, = 1/tan .

5.19.3 Anderung der Senksteifigkeit

Wenn sich die §enksteiﬁgkeit in einem elastischen Lager &ndert, k. = k +
Ak, dann ist die Anderung in O gleich

AO = —-Ak -G - w, we =7 (5.77)
Ak ist die Steifigkeitsdnderung, G ist die zur Einflussfunktion gehorige Ver-

formung de{ Feder und w, ist die Zusammendriickung der Feder im Lastfall
p nach der Anderung der Federsteifigkeit.

5.19.4 Anderung der Drehfedersteifigkeit
Fiir eine Drehfeder erhilt man analog das Ergebniss
AO = —-Ak, -G -wl,  w, =" (5.78)
5.19.5 Anderung der Lingssteifigkeit in einem Stab
Esist FA. = FA+ AFA

AEA / NG

N, =? (5.79)

Hier ist Ng die Normalkraft aus der Einflussfunktion und N, ist die Normal-
kraft im Lastfall p nach der Steifigkeitsinderung.

5.19.6 Anderung der Biegesteifigkeit in einem Balken

Esist EI. = EI + AEI

_AEI M M
/ ¢’ M, =? (5.80)

Hier ist Mg das Moment aus der Einflussfunktion und M, ist das Moment
im Lastfall p nach der Steifigkeitsinderung.

Der 'Pferdefuft’ bei all diesen Formeln ist natiirlich, dass hier teilweise
Dinge abgefragt werden, die wir erst kennen, wenn wir das modifizierte Trag-
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werk durchgerechnet haben. Diese Grofen haben wir herausgezogen und mit
einem Fragezeichen versehen. Niherungsweise kann man sie durch die Werte
ersetzen, die sie vor der Steifigkeitséinderung, im 'Grundzustand’, hatten. Das
geht aber nicht beim Wegfall von starren Lagern, weil es da im Grundzustand
keine Lagerverformungen gibt.

Wir haben also zwei Mdglichkeiten, die Folgen von Anderungen zwar nicht
punktgenau zu berechnen, aber abzuschitzen. Einmal {iber die f;' und zum
andern mit den obigen Formeln. Von den f;r wissen wir, dass sie
e Pseudo-Dipole sind und je kleiner ihr Abstand ist, desto kleiner wird ihr

Effekt sein
e Gleichgewichtskrifte sind und ihre Wirkungen daher in der Ferne in der

Regel schnell abklingen
e bei einer Anderung AFA sind die f;" gegengleiche Kriifte in Richtung der

Stabachse
e bei einer Anderung AET sind die f;” Momente an den Stabenden
e Anderungen AEA, wie in den Stiitzen, sind wohl kritischer, als
e Anderungen AEI, weil die Momente ff sich iiber G weiterpflanzen, also

die Ableitungen der Einflussfunktionen und die sind in der Regel ’kleiner’

als die Ausschlige der Einflussfunktionen selbst. Spétestens die vierte Ab-
leitung der Einflussfunktion eines Balkens muss ja 'auf freier Strecke’ null

sein, GV = 0.

5.20 Optimale Auslegung eines Bauteils

Bei der Optimierung eines Bauteils benutzt man im Grunde dieselben
Techniken. Insbesondere die Technik der direkten Differentiation fiihrt genau
auf die Krifte f;.

Das Bauteil setze sich aus zwei Elementen zusammen und jedes Element
habe einen eigenen E-Modul E;, so dass die Steifigkeitsmatrix K eine Funk-
tion dieser zwei Werte E; ist

K(Ei,E)u=f. (5.81)

Mit K ist natiirlich auch der Vektor w eine Funktion der F;. Nun kann man
fragen: Wie dndert sich der Vektor u — wu., wenn sich der Wert E; im ersten
Element dndert?

Bezeichnen wir die Ableitung nach E; mit ('), dann gilt, wenn wir anneh-
men, dass der Vektor f nicht von E; abhingt

Ku+Ku =0 (5.82)
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EA1 Ul EA2
1 »
2 e —
le=1 le=1

Abb. 5.23 Stab aus zwei Elementen

oder
w=-K™ VK u. (5.83)

Brechen wir die Taylor-Entwicklung nach dem ersten Glied ab, dann gilt
niherungsweise

e —u~u AB =KD K u AB = -KYAKu=-KV "
(5.84)

Wenn hier AK wu, stiinde, dann wére }+ der exakte Vektor f7.

Der Vorschlag, den wir oben gemacht haben, dass man f' = A Kwu,
durch fT ~ A K w anniihert, entspricht also dieser linearen Interpolation.
Beispiel

Der Stab in Bild 5.23 besteht aus zwei Stében,

kup = (EA1 + EAQ) uy = f1. (585)

Mit der Kettenregel folgt, wir leiten nach EA; ab,

Ku +kuy=1-u +ku) =0, (5.86)
oder
/ Uy
=——. 5.87
Uy ]f ( )

Wir setzen FA; = FAs =1, f1 = 1, was u; = 1/2 ergibt und somit v} =
-1/4.

Bei einem Inkrement AEA; = 1 des ersten Elements ergibt sich also né-
herungsweise fiir u; . der Wert

(5.88)

N —
=~ =
=~ =

Ule = UL +’LL/1 AEAl =
wihrend sich der exakte Wert aus

2+Duie=1 (5.89)
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7u uy . = 1/3 ergibt.
Wenn man zwei Terme in der Taylorreihe mitnimmt

Ure = uy +u) AEA +uf = (AEA)? (5.90)

1
2
und bei der Berechnung von u} aus (5.87) den Nenner k als konstant an-
nimmt, ihn ’einfriert’, dann folgt

=0.313, (5.91)

N | =
| =

+

N | =
| =

Ule =

was schon besser passt.
Dasselbe kann man natiirlich auch mit Matrizen machen. Wenn es drei

Stébe sind
2 ][m]=0] =[] e

und sich das E'A des ersten Stabes verdoppelt, AEFA =1,

3 —1 Ue1 _ 1 _ 0.6
Al ol e
dann ist
_ 112 1 10 1720
(=1 — — _.
xkovak=t[2 IO 10a pan
also u' = — A u. Niherungsweise setzt man jetzt
w'=-Au = A%u U =Au"=A%u  etc (5.95)

und erhélt so den Ausdruck
1 9 2 1 43 3
ucwu—Au-(AEA)+§A u- (AEA) +§A u- (AEA)’ +...
1 0.66 0.2 0.1 0.56 0.6
- M - {0.33] * {0.1] * { 0 } - [0.73} ~ {0.8} ' (5.96)
Einflussfunktionen

Die direkte Differentiation kann man natiirlich auch auf die Einflussfunk-
tionen anwenden,

Kg=j, (5.97)

was auf
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Kg+Kg =3 (5.98)

fiihrt und man erhélt so
gd=KV({-Kg. (5.99)

Die rechte Seite j' ist jetzt nur dann null, wenn der Aufpunkt z nicht auf
dem Element liegt, dessen Steifigkeit sich dndert. Ist z.B. J(u) = FAu/ (x)
die Normalkraft im Aufpunkt z und liegt der Aufpunkt x auf dem Element,
FA — EA+ AFEA, dann ist
= pAg @) =@ i=12...n (5.100)
]Z_dEA (102 _QOZ - b e : -

In analytischer Form entspréiche dem die Differentiation der Einflussfunktion

1
N(z) = / G (. 2) ply) dy (5.101)

nach der Steifigkeit FA des betreffenden Elements, was dann sinngeméf
!
AN) = [ 61a) bl dy - ABA (5.102)
0

ergiben wiirde. In der Optimierung nennt man das Operieren mit Ein-
flussfunktionen die adjoint method of analysis.
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6. Singularititen

In diesem Kapitel geht es um die Frage, wann Spannungsspitzen auftreten,
und wie man ihnen mit Einflussfunktionen auf die Spur kommen kann.

6.1 Singulidre Spannungen

Spannungen sind proportional zu den Dehnungen, ¢ = E - ¢, also pro-
portional zu der Ableitung der Verschiebung, s. Bild 6.1, und so entstehen
singuldre Spannungen immer dann, wenn die Verschiebungen sich schlagartig
dndern, sie praktisch aus dem Stand heraus von Null nach oben schiefsen, s.
Bild 6.1 a.

Die Brachystochrone, (Spaxvo — kurz) illustriert die Situation am besten.
Die Brachystochrone ist die Kurve, die zwei vorgegebene Punkte A und B

Zykloide

Abb. 6.1 Je nachdem, wie die Verschiebungen ausklingen, sind die Spannungen endlich
oder unendlich. Die schnellste Verbindung von A nach B im Schwerefeld der Erde ist nicht
die kiirzeste Verbindung (— — —), sondern eine Zykloide. Weil die Anfangsbeschleunigung
in den tieferen Startpunkten A; bzw. Ao kleiner ist als in A (Hachere Tangenten), dauert
die Reise von dort aus nach B genauso lange wie von A aus

305
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Uy

Ouy

Oyy = E -eyy =|E - —= =00

/

Abb. 6.2 Die Spannun-
gen 0y, im Rissgrund sind

unendlich grof, weil u,,
mit unendlich grofier Stei- @

gung aus dem Rissgrund
herauslduft (v = 0)

so verbindet, dass man mit Hilfe des Schwerefelds der Erde mdéglichst schnell
von A nach B kommt. Die Losung dieses Problems ist eine Zykloide, s. Bild
6.1.

Es ist also nicht der kiirzeste Weg, der am schnellsten zum Ziel fiihrt,
sondern der Weg, bei dem wir am Anfang moglichst viel Geschwindigkeit
holen, indem wir uns senkrecht nach unten fallen lassen.

Genauso verhalten sich die Bauteile, denn das Material will mdoglichst
schnell weg aus der Gefahrenzone, wie etwa einem Riss, s. Bild 6.2, und so
lauft die vertikale Verschiebung u, mit unendlich grofem "Tempo’, unendlich
grofer Steigung aus dem Rissgrund heraus und dies fithrt damit natiirlich zu
unendlich grofen Spannungen o, .

Beim Auto sagt man: Wo der Weg (— Bremsweg) Null ist, ist die Kraft
unendlich und was beim Auto die Beschleunigung a = dv/dt ist, ist bei
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— 90 kNm 1
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/ 1 Einflussfunktion fiir Lagerkraft C'
d

Abb. 6.3 Je dichter die Lager beieinander liegen, um so grofer werden die Lagerkrifte...
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Tragwerken die Verzerrung ¢ = du/dz (Scheiben) bzw. die Kriimmung x =
d?w/dz? (Platten).

Reift eine Scheibe auf, dann ist, weil die Bruchflichen vorher den Abstand
dz = 0 hatten, bei noch so kleiner Rissoffnung du die Verzerrung unendlich
grok, du/dr = du/0 = cc.

Sinngeméf dasselbe gilt, wenn sich in einem Punkt einer Platte ein Knick
einstellt, denn in einem solchen Punkt ist dann der Kriimmungskreisradius
R null und somit der Kehrwert x = 1/R unendlich grof.

\
\

Neigung ~ Querkraft

\
\
\

] A
P AM
a @ L — = A
B O\ D

40 Abstand schrumpft

-0.5
Einflussfunktion fiir V'

Abb. 6.4 Durchlauftriger a) Je kiirzer das mittlere Feld wird, um so steiler werden die
Momente und um so grofer damit die Querkraft, V = M’, b) Einflussfunktion fiir die
Querkraft
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6.2 Ein Paradox?

Je mehr Lager vorhanden sind, um so kleiner werden die einzelnen Lager-
kréfte—so vermutet man. Das ist aber nicht immer richtig, wie das Beispiel
in Bild 6.3 zeigt.

Der Momentenverlauf ist zickzackférmig und je enger die Lager beiein-
ander stehen, um so grofer wird die Querkraft, weil die Querkraft ja die
Ableitung des Momentes ist

dM
V=_""
dz ’

(6.1)
sie also dem Steigungsdreieck des Momentes entspricht. Wenn man das letzte
Innenlager rechts ganz dicht an das dufere Lager heranriickt, kann man die
Steigung des Momentenverlaufes beliebig groft machen und damit die Quer-
kraft.

Um den Effekt zu produzieren, reicht es im Grunde, wenn man zwei Innen-
lager ganz nahe aneinander riickt, wie etwa in Bild 6.4. Bei einem Abstand
h der beiden Innenlager hat die Querkraft den Wert

_AM

V="

(6.2)
und so wird fiir A — 0 die Querkraft unendlich grof.

6.3 Einzelkriafte

Oft sind singuldre Spannungen ein Rétsel, 'liegt es an der Diskretisierung
oder liegt es an der Mathematik?’ Aber es gibt eine Situation, wo es klar
ist, warum sie auftreten, und zwar wenn eine Einzelkraft P = 1 in der Mitte
einer Scheibe angreift, s. Bild 6.5 a.

[ Up,
a b

Abb. 6.5 FEinzelkraft bei einer Scheibe und bei einer Platte. Bei einer Platte wachsen die
Querkrifte (vy,) auch wie 1/r, aber weil w das dreifache Integral der Querkrifte ist, ist
w = 72 In r auch im Punkt r = 0 endlich; v,, ist der Kirchhoffschub
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Wenn wir um den Aufpunkt Kreise mit dem Radius r schlagen, dann miis-
sen die {iber den Kreis aufintegrierten horizontalen Spannungen die Punktlast
ergeben.

Um dies nun genauer zu fassen, miissen wir etwas ausholen. Was wir {iber
den Kreisumfang integrieren, sind nicht die horizontalen Spannungen, son-
dern die horizontalen tractions, um hier das englische Wort, zu benutzen. Ist
S der Spannungstensor in der Scheibe,

S = [”“ "W} , (6.3)

Oyz Tyy

dann gehért zu einem Schnitt mit der Schnittnormalen n = {n,, n,}7 der
Spannungsvektor

t=Sn= [J” Uzy} {CF)S (p] auf dem Kreisumfang (6.4)
Oyz Oyy | | sin @

und das Gleichgewicht verlangt, dass das Integral des Spannungsvektors iiber
den Umfang des Kreises I gleich der Belastung ist, die im Innern des Kreises

wirkt, also
t 1 0
tds+P-e :/[I]ds+{]:{]. 6.5
J; Vel o] T o (0

Nun geht mit immer kleiner werdendem Radius, » — 0, der Umfang des
Kreises, U = 27 r, gegen null und damit am Ende das Integral der horizon-
talen Spannungen weiterhin den Wert -1 ergibt, muss sich ¢, wie —1/(27r)
verhalten

27 27
1
lim tmds:/ tmrdc,p:—/ rde=—1, (6.6)
r—=0 Jp 0 o 2mr

und damit in der Grenze, r — 0, unendlich groR werden®.

Frage: Um wieviel verschiebt sich der Aufpunkt? Dies finden wir heraus,
indem wir die Verzerrungen integrieren. Setzen wir der Einfachheit halber die
Querdehnungszahl v = 0, dann héngt die Dehnung ¢,, = 1/E - 0, nur von
der horizontalen Spannung ab und wegen

1 ou 1

Tzr = T =F cp=F —>~—- 6.7
7 27r © ox r (6.7)

folgt, dass sich die horizontale Verschiebung u wie —In r verhilt, weil dies
die Stammfunktion von —1/r ist. Dies bedeutet, dass die Verschiebung im
Aufpunkt unendlich groft wird, denn —1In0 = oc.

Es gilt also:

I Wegen Details s. S. 341
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e Unter Einzelkriften werden die Spannungen unendlich groft

e Die unendlich groffen Spannungen fithren dazu, dass das Material fliefst
und der Aufpunkt unendlich weit verschoben wird.

e Punktlager (= Punktkriifte) konnen eine Scheibe daher nicht festhalten
und man kann auch keine Lagerverschiebung in einem Punktlager vor-
schreiben.

Nun kann man aber, all diesem zu Trotz, bei einer FE-Berechnung Knoten
festhalten und auch Knotenverschiebungen vorgeben. Wie das?

Des Riitsels Losung ist natiirlich, dass die FE-Lsung keine exakte Losung
ist. In einem Lagerknoten sind die Verschiebungen u; = 0 in der Tat null,
aber das sind verteilte Krifte, die das zuwege bringen, s. Bild 6.6, und keine
echten Einzelkrifte.

Im Ausdruck steht zwar eine Knotenkraft f;, aber das ist eine rein rechne-
rische Grofse, eine dquivalente Knotenkraft, die stellvertretend fiir die wahren
Haltekrifte wie in Bild 6.6 steht. Es sind Linienkréfte 1ings den Elementkan-
ten und Fliachenkréfte, die die Scheibe stiitzen. Die Zahlen in Bild 6.6 sind
die aufintegrierten Flichenkrifte der FE-Losung pro Element

/Q (P2 +p2)de. (6.8)

233 3.14 174

769 6.17 0.63

Flachenkrafte p, —|
Kantenkrifte s, __| / ' 324

A7

¥
fi:/ ph'%d9+/ Spep;ds
Qe Te

Element Kanten

Abb. 6.6 Haltekrifte = Flichenkrifte + Kantenkrifte nahe einem TLagerknoten. Die Fl4-
chenkrifte p,, sind nur tiber ihre Integrale, Glg. (6.8), das sind die Zahlen in den Elementen,
dargestellt. Die Kantenkrifte sieht man als Pfeile
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6.4 Das Abklingen der Spannungen

Aus einem dhnlichen Grund wie oben, miissen die Spannungen und Ver-
zerrungen mit wachsendem Abstand von der Last immer kleiner werden. Nur
ist es nicht das Gleichgewicht, sondern der Energieerhaltungssatz, der das
zwingend vorschreibt.

Schlagen wir um den Mittelpunkt der Last einen Kreis mit Radius R, dann
muss die innere Energie in der Kreisscheibe

1 1 R 2
- / Uij 51']' d? = = / / Uij Eij’f'd’l“dgﬁ
2 2 2 0 0

1 R 27
5 / / (0'11 611+2012€12+022622)Td7”d(p (69)
0 0

Ai

gleich der duferen Arbeit A, der Belastung sein, also iiberschligig gleich der

P
M(x) @

w(?)

1

Abb. 6.7 Der Energieerhaltungssatz impliziert, dass die Momente abklingen

Verformung aus der Belastung x der Belastung. Ab einem gewissen Radius R
ist der Kreis groft genug, um die ganze Belastung zu umfassen, und ab diesem
Zeitpunkt dndert sich A, nicht mehr, nur die Kreisscheibe wird immer grofer,
und daher muss das Produkt aus den Spannungen und Dehnungen wie

1

2 (6.10)

045 €ij ~
abklingen, um dem Anwachsen des Integrationsgebiets gegenzusteuern.
Ahnlich muss bei dem Durchlauftréiger in Bild 6.7 die innere Energie A; in
jedem Endstiick (2/,¢] gleich der dufieren Arbeit der Kragarmlast sein (wir
integrieren von einem Punkt 2’ im Innern bis zum rechten Ende)
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1
A= —de=-P-w({l)=A4,, (6.11)

und dies impliziert, dass M abfillt und zwar so, dass das Integral A; fiir jede
untere Grenze x’ denselben Wert hat. Das bedingt aber, dass M eine lineare
Funktion sein muss.

Der Energieerhaltungssatz ist also auch der Grund, warum Einflussfunktio-
nen in der Regel rasch abklingen.

Die Ausnahme sind Einflussfunktionen in statisch bestimmten Tragwerken,
weil kinematische Ketten null Energie haben und sie somit nicht gegen den
Energieerhaltungssatz verstofien, wenn sie unter Umsténden immer weiter
anwachsen.

Abb. 6.8 Einzelkraft an Gebdudeecke (Stockwerkrahmen)

Anmerkung 6.1. Je grofer der Abstand R eines Betrachters von der Sonne
ist, um so schwiicher scheint ihm das Licht, weil sich die abgestrahlte Energie
FE iiber eine immer grofer werdende Sphére S verteilt

E:/qu:q-47rR2, (6.12)
S

und die Energiedichte ¢ = E/S pro m? daher wie 1/R? abnimmt.
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Dieses Argument benutzt implizit auch der Ingenieur, der Lastanderungen
in abliegenden Punkten einer Platte ignoriert, weil er weifs, dass das, was an
Biegeenergie hinzukommt, mit zunehmenden Abstand vom Quellpunkt, wie
das Licht der Sonne, abklingen muss.

Allerdings kann man die Regel nicht blindlings anwenden. Die Abmessun-
gen und die Lagerbedingungen spielen eine grofte Rolle, wie bei dem Stock-
werkrahmen in Bild 6.8, bei dem die Fufpunkte zwar den grofsten Abstand
vom Kraftangriffspunkt haben, aber ihre Momente mit zu den groften Wer-
ten gehoren.

Der Stockwerkrahmen trigt zwar wie ein Schubtriger, aber er ist dhnlich
empfindlich wie ein sehr langer Kragtriger, bei dem eine Zusatzlast AP am
Kragarmende zu einem grofien zusétzlichen Ausschlag Aw am Kragarmende
fiihrt und so die Energiebilanz

UAM?
) - 1
AP - Aw /0 i dx (6.13)

geradezu verlangt, dass sich das Einspannmoment merklich &ndert.

Anders gesagt, wenn die Zusatzbelastung grofle Wege geht, ihre Eigen-
arbeit grof ist, dann muss man genau hinschauen, wihrend man in allen
anderen Fillen davon ausgehen kann, dass die Effekte 'versickern’.

6.5 Kragtriger

Wir wollen diese Beobachtungen zum Anlass nehmen, auf die besondere
Rolle des Kragtrégers hinzuweisen. Bei einem Durchlauftriger klingen Mo-
mente um so schneller ab, je mehr Felder er hat. Der Kragtriger ist das
genaue Gegenteil. Wenn man einen Kragtréger nur lang genug macht, dann
kann man das Einspannmoment beliebig groft machen, ohne dass sich die Last,
am Kragarmende dndert, weil die Einflussfunktion fiir das Einspannmoment
eine Verdrehung des Trigers um 459 ist.

Richtet man einen sehr starken Laserstrahl von der Erde auf den Mond,
dann bewegen sich die Lichtpunkte auf dem Mond bei einer winzigen Drehung
des Lasers mit einer Geschwindigkeit, die grofer ist als die Lichtgeschwindig-
keit! (Was kein Widerspruch zur Relativititstheorie von Einstein ist).

Starrkérperdrehungen sind also mit Vorsicht zu betrachten. Wenn diese
moglich sind, dann muss man mit allem rechnen...
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Abb. 6.9 Spannungen in einer geschlitzten Scheibe

6.6 Unendlich grofie Spannungen

Singuldre Punkte sind Punkte, in denen die Spannungen unendlich grofs
werden. Solche Punkte liegen typischerweise auf dem Rand, in Eckpunkten
oder Punkten, in denen sich die Lagerbedingungen dndern, siehe Bild 6.9.

Wenn wir der Meinung sind, dass man mit Einflussfunktionen auch die-
se Spannungen vielleicht nicht direkt in der Ecke, aber in der Nihe
voraussagen kann, dann stehen wir vor einem Problem: Wie gelingt es einer
Punktversetzung (= Einflussfunktion fiir die Spannung o, im Rissgrund)
den oberen und unteren Rand der Scheibe, siehe Bild 6.10, in die Richtungen
+00 zu driicken? Anders kann es ja nicht sein, wenn wir der Uberzeugung
sind, dass die Einflussfunktionen auch in der Nihe solcher singuldrer Punkte
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Abb. 6.10 Eine Verset- + 00
zung im Rissgrund, muss
unendlich grofie Verschie-

bungen verursachen T

noch anwendbar sind
o(x) = / G(y,x)p(y)dsy = cc. (6.14)
r

Wie funktioniert das? Wie kann eine Versetzung ein unendlich weit aus-
schwingendes Verschiebungsfeld erzeugen?

Im Grunde haben wir das Phiéinomen schon bei der Einflussfunktion fiir die
Querkraft kennengelernt. Stellen wir uns vor, wir benutzen dreiecksférmige
Elemente, die Querdehnzahl v sei null (der Einfachheit halber), und wir wol-
len die Einflussfunktion fiir die Summe der beiden Spannungen o, + 0y, in
den beiden Elementen, die dem Rissgrund unmittelbar benachbart sind, be-
rechnen. Weil wir die Summe berechnen, bleibt die Symmetrie des Problems
erhalten.

Wir miissen also die Spannungen o,, der Ansatzfunktionen als Knoten-
krifte aufbringen. Das ergibt das Bild 6.11 a, wenn wir die Knotenkréfte, die
sich gegenseitig aufheben, weglassen. In dem riickwértigen Knoten, der ja auf
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Abb. 6.11 a) Dreiecksformige Elemente, Erzeugung der Einflussfunktion fiir 2 - o, im
Rissgrund, b) die Kinematik, c) am Aufienrand

der Symmetrielinie liegt, muss die vertikale Verschiebung null sein. Damit ist
die Situation im Grunde dieselbe wie bei dem Kragtréiger in Bild 6.3 S. 307.
Wenn die beiden Kréfte die Risskanten auseinander treiben, dann drehen sie
praktisch die freien Schenkel um diesen riickwértigen Knoten und wenn h ge-
gen null geht, miissen sich die Schenkel um 90° aufstellen d.h. die vertikalen
Verschiebungen werden unendlich grof.

Wie ist das nun, wenn wir dasselbe Manover an dem glatten Rand einer
Scheibe fahren? Wir berechnen wieder die Einflussfunktion fiir oy, + o,
aber nun ragt kein Teil der Scheibe {iber den Auftenrand hinaus, s. Bild 6.11
c. Jetzt kann sich nichts verdrehen und daher bleiben die Verformungen (in
den abliegenden Punkten) endlich.

Auch die singuldren Spannungen bei der L-Scheibe in Bild 6.12 riithren
daher, dass die beiden Knotenkrifte, die die Einflussfunktion fiir die Summe
der beiden schrigen Spannungen 2 - o¢¢ erzeugen, im Grenzfall, h — 0, die
Schenkel um 90° verdrehen.

6.7 Symmetrie der Wirkungen

Es gibt noch ein theoretisches Argument, das diese Uberlegungen unter-
stiitzt. Gehen wir noch einmal zuriick zu der gerissenen Scheibe. Im Grunde
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Abb. 6.12 In der einspringenden Ecke werden die Spannungen unendlich grof§



6.8 Kragscheibe 319

sind hier zwei Einflussfunktionen am Werk: zum einen die Einflussfunktion
fiir die Spannung o, im Rissgrund und zum anderen die Einflussfunktion
fiir die vertikalen Verschiebungen am oberen bzw. unteren Rand der Schei-
be. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass wir je einen Punkt auf dem
oberen und unteren Rand als Aufpunkte wihlen, in denen wir die vertikalen
Verschiebungen berechnen. Durch die Wahl von zwei Punkten, unten und
oben, bleibt die Symmetrie erhalten.
Das sind also zwei Funktionale, die wir

Ji(u) = oyy(u) Jo(u) = uy(oben Mitte) + u,(unten Mitte)  (6.15)

nennen. Zu dem ersten Funktional gehort die Einflussfunktion G und zu
dem zweiten Funktional die Einflussfunktion Gs.

Nun kann man zeigen, dass die beiden Funktionale ’iiber Kreuz’ gleich
sind, d.h.

J1(Gz) = J2(G1), (6.16)

was tibrigens fiir alle Paare von Funktionalen und deren Einflussfunktionen
gilt nicht nur hier.

Gleich bedeutet hier das folgende: G5 wird von zwei Einzelkréften P = +1
generiert, die am oberen und unteren Rand der Scheibe ziehen. Die Wirkung
dieser beiden Kréfte fiihrt zu unendlich grofien vertikalen Spannungen o, in
der Rissfuge, also

J1(G2) = o0 Jy misst oy, von Gy . (6.17)

Umgekehrt fiihrt die Spreizung der Rissfuge, wie wir uns iiberzeugt haben,
zu unendlich grofen Verschiebungen an der oberen und unteren Kante, also

J2(G1) = o0 Jo misst u,(oben/unten) von G . (6.18)

Und die Theorie sagt, dass diese beiden Werte gleich grofs sind. Wenn also
der eine Wert unendlich ist, dann muss es auch der andere sein.

6.8 Kragscheibe

Aber selbst in einer scheinbar harmlosen Standardsituation, wie der Schei-
be in Bild 6.13, treten im LF g unendlich grofte Spannungen in den dufersten
Fasern auf. Wir diirfen annehmen, dass das auch passieren wiirde, wenn das
Eigengewicht durch eine Einzelkraft P ersetzt wiirde, die in irgendeinem in-
neren Punkt yp, der Scheibe angreift.

Wenn dies richtig ist, dann muss die Einflussfunktion fiir die obere Rand-
spannung o,, den Wert oo in fast allen Punkten der Scheibe haben

0gz() = G(yp,x)s P=00+P. (6.19)
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Abb. 6.13 Das Eigengewicht einer Kragscheibe produziert unendlich grofie Spannungen
in den Randfasern

- vertikale Verschiebung
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Abb. 6.14 Berechnung der Einflussfunktion fiir die Spannung oz, im Eckpunkt, a)
Netz, b)dquivalente Knotenkrifte, c) vertikale Verschiebung der oberen rechten Ecke in
Abhéngigkeit von der Elementlénge h
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j=2 .
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d

Abb. 6.15 Kragscheibe, a) Hauptspannungen (’Stromlinien’) (BE-Scheibe), b) Krafteck
in verschiedenen Schnitten, c) nahe dem linken Rand wird das Krafteck nahezu unendlich
flach und unendlich lang, d) Strafienlaterne—dasselbe Prinzip

In einem FE-Modell muss man zur Berechnung der Einflussfunktion die Span-
nungen o, der Ansatzfunktionen in dem Eckpunkt als Belastung aufbringen.

Weil nur die Ansatzfunktionen des Eckelementes selbst dort Spannungen
# 0 aufweisen, tragen nur die Knoten des Eckelementes selbst Knotenkrifte,
die proportional zu E/h sind, wobei F der Elastizitdtsmodul des Materials
ist, £ = 2.1-10° N/mm?, und h ist die Elementliinge.

Beim numerischen Test, siehe Bild 6.14, mit adaptiver Verfeinerung wuchs
die Eckverschiebung in der Tat exponentiell mit A~ — 0 an.
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Abb. 6.16 Wenn man die Ecken ausrundet, dann kénnen sich die *Stromlinien’ (= Haupt-

spannungen) verdrehen und dann haben sie es leichter der vertikalen Belastung das Gleich-

gewicht zu halten

o
o
o
wsz
o

Abb. 6.17 Spannungsverteilung (04, ) in der Einspannfuge, wenn die Ecken ausgerundet

werden
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Um hinter das Geheimnis der singuldren Spannungen zu kommen, stellen
wir uns vor, dass wir die Hauptspannungen durch paarweise orthogonale Pfei-
le ersetzen ('Stromlinien’), siche Bild 6.15 a und 6.15 b. Die Vektorsumme
der Pfeile muss dann gleich der Resultierenden der aufgebrachten Belastung
sein. Anders gesagt, die Versetzung, die die beiden Pfeile verursachen, muss
den Angriffspunkt der Resultierenden um eine Lingeneinheit anheben.

Damit ist auch klar, warum die Spannungen in den dufiersten Fasern sin-
guldr werden. Je nédher die Stromlinien dem linken Rand kommen, um so
flacher miissen sie verlaufen, weil der Rand in vertikaler Richtung festgehal-
ten wird, und das bedeutet, dass sich die Stromlinien weiter strecken miissen,
damit ihre immer kleiner werdenden vertikalen Komponenten der Belastung
des Gleichgewicht halten kénnen.

Das ist wie bei einer Strakenlaterne, die man an einem Seil zwischen zwei
Héauser hiangt. Bevor man das Seil richtig straff ziehen kann, reifit das Seil.

Wenn die Ecken ausgerundet werden, dann kénnen die Stromlinien sich
drehen, und dann haben sie es leichter, das Gleichgewicht mit der vertika-
len Belastung zu halten, siehe Bild 6.16 und 6.17. Dann besteht kein Grund
mehr, unendlich grofe Spannungen zu generieren.

O_Q?CK
N

+ tP' QP

—

- lpl P {7

Abb. 6.18 Die Biegespannungen o, in der Einspannfuge bleiben in diesen Lastfillen
endlich

Anmerkung 6.2. Numerische Tests belegen, dass horizontale Lasten, die mit
einem Lastmoment einhergehen, nicht zu singuldren Spannungen in der Ein-
spannfuge fithren, s. Bild 6.18, und ebenso gilt das fiir vertikale Kréiftepaare.
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6.9 Standardsituationen

Es braucht aber nicht eine Kragscheibe, um Singularititen zu produzieren.
Singularitéiten treten auch an so harmlos scheinenden Stellen wie den Ecken
von Offnungen auf, s. Bild 6.19. In der Praxis bemerkt man diese Singulari-
titen in der Regel nicht, weil man nicht so stark verfeinert, gleichwohl wird
man aber auch auf groberen Netzen schon erste Anzeichen dafiir entdecken.
Die konstruktive Bewehrung ist aber in der Regel in der Lage, solche Effekte
aufzufangen.

Abb. 6.19 Wandscheibe mit adaptiv verfeinertem Netz. Die Spannungen in den Ecken
der Offnungen werden konstruktiv, wie angedeutet, durch Lings- und Schrigbewehrung
aufgenommen. Nur die Punktlager sollte man besser durch kurze Linienlager ersetzen

Wenn man aber wirklich in die Ecken hineingeht wie in Bild 6.20, dann
sieht man, dass die Spannungen in der Tat unendlich groft werden. Bei hoch-
belasteten Bauteilen im Maschinenbau, etwa Turbinenschaufeln, sind solche
Spannungsspitzen durchaus bemessungsrelevant.
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bl 1

Abb. 6.20 Wandscheibe unter Eigengewicht a) Hauptspannungen b) Spannungen o,
in einigen horizontalen Schnitten
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7. Arbeits- und Energieprinzipe der
Flachentragwerke und Erginzungen

In den ersten beiden Kapitel dieses Buches haben wir die Energie- und
Arbeitsprinzipe der Stabstatik aus der ersten Greenschen Identitit der je-
weiligen Differentialgleichung hergeleitet. In diesem Kapitel wollen wir die
Gleichungen des schubweichen Balkens ( Timoshenko beam) und des geome-
trisch nichtlinearen Balkens nachtragen und dann die Technik auf die Glei-
chungen der Flichentragwerke anwenden. Da sich die Schritte sehr dhneln,
kénnen wir uns im Folgenden kurz fassen.

7.1 Regeln

Die Herleitung der Greenschen Identitit basiert wie zuvor auf der partiel-
len Integration, die jetzt in zwei und drei Dimensionen die Gestalt

/u,zi (5ud(2:/uni 5udsf/ UOU, g, dS2 (7.1)
Jo r Q

hat, wobei n; die i-te Komponente des Normalenvektors n mit |n| = 1 auf
dem Rand I’ ist.

Der Gradient einer skalarwertigen Funktion v ist ein Vektor und der Gra-
dient einer vektorwertigen Funktion w = {uy,us}? ist eine Matrix,

Vu = [u’l] Vu = [ul’l ul’ﬂ Uj,j = Ou; (7.2)

Uy2 Ug,1 U2 Ox;

Das formale Gegenstiick hierzu ist der Operator div, denn die Divergenz einer
matrix-wertigen Funktion ist eine vektor-wertige Funktion und die Divergenz
einer vektor-wertigen Funktion q = {q;, g2} 7 ist eine skalar-wertige Funktion

. +012,2 .
div § = | 711! ’ divg = q1,1 +q2,2 - 7.3
v [02171 +022,2 VA= d Tz (7.3)

Die folgende Identitét verkniipft diese beiden Operatoren

/divS-éudQ:/Sn-éuds—/S-Véud.Q. (7.4)
Q r 2

327
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Wenn S symmetrisch ist, S = ST, dann gilt
/—divS-éudQ+/ Sn-éuds:/ SeVouds?
2 r Q
1
:/ S-§(V5u+V5uT)d.Q(7.5)
2

was das Prinzip der virtuellen Verrickungen fiir eine Scheibe ist, A, = 0A;,
wenn man du als virtuelle Verriickung interpretiert.
Vektorwertige Funktionen w geniigen der gleichen Regel

/divududﬂ:/(u-n)éudsf/ u o Viuds?, (7.6)
e} r Q

und bei eindimensionalen Problemen sind div = ()’ und V = ()’ dasselbe

l l
/ u' Sude = [udu)l —/ udu' dz . (7.7)
0 0

Vektoren sind Spaltenvektoren und ein Punkt kennzeichnet das Skalarpro-
dukt zwischen zwei Vektoren

Fou=foust fyu,. (78)
Gelegentlich benutzen wir auch die Notation feu = FTu. Der Punkt be-

zeichnet auch das Skalarprodukt zwischen zwei Matrizen, wie etwa dem
Verzerrungs- und Spannungstensor

Aizl/EoSdQ
2 /o

1
=3 /Q (€22 Onw + Eay Tay + Eya Oya + Eyy oy d2. (7.9)
Skalarprodukt

In der Literatur werden dafiir auch die Bezeichnungen benutzt
E.-S=tr(E®S)=E:S (tr = trace) , (7.10)

wobei E ® S das direkte Produkt der beiden Tensoren E und S bezeichnet.
Das direkte Produkt zweier Vektoren ist eine Matrix

Fou— |:fz:| . {uz} _ I:fz'uz fz'Uy} _A (7.11)

Ty Uy fy - ua fy-uy

mit a;; = f; - u; und dem Rang 1.
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Abb. 7.1 Schubweicher
Balken

7.2 Der schubweiche Balken (Timoshenko beam)

Ein schubweicher Balken bildet unter einer Einzelkraft einen Knick aus,
und der Balken kann auch mit einem Knick aus der Wand herauslaufen, was
fiir einen schubstarren Balken unmdglich wire. Solche Balken #hneln also
von der Form her vorgespannten Seilen, nur dass sie, anders als Seile, eine
Biegesteifigkeit haben und sich damit Biegemomente ausbilden kénnen.

Wie iiblich setzen wir voraus, dass die Biegesteifigkeit FI, der Schubquer-
schnitt A; und der Schubmodul G ldngs des Balkens konstant sind.

Die Kinematen sind die Durchbiegung w und die Verdrehung 6 (s. Bild
7.1).

Das grundlegende System besteht aus den Gleichungen

Verzerrungen 0 —k=0 w+0—y=0 (7.12a)
Materialgesetz GAsv—V =0 Elk—M=0 (7.12Db)
Gleichgewicht M -V =0 ~V'=p (7.12¢)

oder
—EI0" +GA; (W' +6)=0 (7.13a)
—GA; (W +0") =p. (7.13Db)

Das System kann als die Anwendung eines Operators —L auf die vektorwer-
tige Funktion uw = {w, 0} gelesen werden. Die zugehorige erste Greensche
Identitét lautet

l
C(u,6u) = / _Lueduds+ [V ow+ M 6], — a(u, du) = 0, (7.14)
0

wobei
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l
a(u, du) = / [V 6y + M 6] dx
0
l
_ / (GA(w +0) (5w +60) + EI0'66'|dz  (7.15)
0
die Wechselwirkungsenergie ist.

7.3 Laplace Operator

Die Poisson Gleichung beschreibt u.a. die Durchbiegung u(x) einer vorge-
spannten Membran infolge eines Drucks p

—Au(x) = p(x) u=0 auf dem Rand I". (7.16)
Diese Differentialgleichung kann in ein System erster Ordnung

Vw — o =0y (7.17a)
—dive =p () (7.17b)

fiir zwei Funktionen, u und o oder v = {u, a}T aufgespalten werden.
Zu diesem System gehort die Identitét

fé/('l% 6”) = /

[(Vw — o) «do — div o dw] d(2—|—/ oendwds
e

r

—/(Vw-éa—l—V(Sw.cr—a-&a)dQ:O. (7.18)
Q

a(v,0v)
Zur Ausgangsgleichung (7.16) gehort dagegen die Identitét

ou(x)
r aTL

ou(zx)ds — a(u, du) =0
(7.19)

g)(u,éu) :/Q*Au(m)éu($)d9+

mit der Wechselwirkungsenergie

a(u, du) :/ Vu(x)« Vou(x)ds2 = / (Uyzy OUsgy +Uyzy Oy, ) dE2. (7.20)
Q Q

7.4 Die Scheibengleichung

Die konstitutiven Gleichungen lauten in der Reihenfolge Verzerrungen,
Spannungen, Gleichgewicht
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E(u)—E=0 (7.21a)
CIE]-S=0 (7.21b)
—divS =p, (7.21c)

wobei E = [g;;] und S = [0;;] der Verzerrungs- bzw. Spannungstensor sind
und E() ist der Operator

2u1,1 U1,2 +U2,1

1 o1
B(u) = 2 (Vu+Vul) = 2 | uz,1 +ui,e 2u2,2

(7.22)

Mit dem Operator
CEl=2u-E+\(trE)-I (7.23)

wird der Spannungstensor S aus dem Verzerrungstensor berechnet. Es ist

tr B =e11 + €22 (trace) (7.24)

und I ist der Einheitstensor (Einheitsmatrix).
Das System (7.21a) kann man als die Anwendung eines Operators A() auf
das Triple X = {u, E, S} lesen und

<AX), 6% > :/

(E(u) — E) 88 d02 + / (C[E] - 8)-8Edf2

2

+/ —div S« dudf? (7.25)
Q

ist dann die zugehdrige virtuelle Arbeit mit § 3 = {du,dE, § S} als 'virtueller
Verriickung’ oder besser als dem "Testfeld’.
Der Punkt « bezeichnet hier das Skalarprodukt von zwei Matrizen

SeE =o011611 + 012612 + 02121 + 022622 . (7.26)

Ist § € C*(£2) eine symmetrische Matrix und du € C1(£2) ein beliebiges
Verschiebungsfeld, dann gilt wegen den Regeln der partiellen Integration

/fdiVS-(sud.Q:f/Sn-éuder/S-E(éu)dQ (7.27)
0 Jr Q
und mit diesem Hilfssatz folgt

<A(X), 6% > =/

(E(u) fE)-JSdQ+/ (C|E]— 8)+0Ed
2 2

+/ S-E(éu)d()—/S’n-&uds. (7.28)
Q r
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Die drei Gebietsintegrale bilden wegen der Symmetrie C[E]+dE = E « C[d E]
eine symmetrische Bilinearform

a(X,0X): :/

(E(u) — E)+8Sd02 + / C|E]-SE df2
2 2

+ / S+ (E(du) — 0E)dS, (7.29)
2

die wir die Wechselwirkungsenergie zwischen X und X nennen.
Damit lautet die erste Greensche Identitéit des Operators A(X)

C(3,05)=< A(%),0% > +/ Sneduds —a(X,6%)=0, (7.30)
r

aus der alles weitere, insbesondere auch der Satz von Betti, folgt.

Das System A(X) fiir das Tripel ¥ = {u, E, S} kann man nun auf ein
System fiir das Verschiebungsfeld w allein reduzieren, indem man die Glei-
chungen (7.21a) ineinander einsetzt

I

—Lu:=—[nA
u [ u+1_2y

Vdivu] =p. (7.31)
Zu diesem Operator gehort die Identitéit

T (u, 6u) = /

7L'u,-5ud.Q+/ 7(u)+duds
2

r

6Aq

- / E(u) - C[E(6u)]d2 =0, (7.32)
2

6A;

wobei 7(u) der Spannungsvektor S n des Feldes w auf dem Rand I ist.
Bei einer wie folgt belasteten Scheibe mit Rand I'=I'p U 'y

—Lu=p 7(u)=tauf Iy u=0auf I'p (7.33)

lautet also das Prinzip der virtuellen Verriickungen, wenn du = 0 auf I'p ist,

?(uﬁu):/ﬂp-éud!?—i—ﬁ Z-éuds—/QE(u).C[E(éu}dQ:0.

§A, 6A;
(7.34)

Die Elemente der Steifigkeitsmatrix K einer Scheibe sind die Wechselwir-
kungsenergien zwischen den Knotenverschiebungen ¢; und ¢;, die ja selbst
Verschiebungsfelder sind, also aus horizontalen und vertikalen Komponenten
bestehen
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by = [ Ble)-ClB(p,)d2. (7.35)
2

7.5 Die schubstarre Platte (Kirchhoff)

Bei einer schubstarren Platte (Kirchhoffplatte) lauten die entsprechenden
Gleichungen

K—-K(w)=0 (7.36a)
CIM|+M=0 (7.36h)
—div®M =p, (7.36¢)

was als die Anwendung eines Operators A() auf das Tripel ¥ = {w, K, M}
gelesen werden kann.

Der Operator K () angewandt auf w sind natiirlich die zweiten Ableitungen
("Kriimmungen’)

_ W w2
K(w) = {wm WJ . (7.37)

Mit partieller Integration erh&lt man mit symmetrischen Matrizen M &
C?(£2) und Funktionen dw € C2%(§2) das Resultat

&
/ —div? M 6wd2 = — / (Vo 6 — My, 2% ds — (Mo 0]
7] r 371
— [ M.K(5w)do, (7.38)
2
wobei (in Tensorschreibweise)
d
Vo = s Mpt 4+ Qn Mpe = Mignit; Mp=Mijning Qn = M;inj,

(7.39)

und 1 = {ny,n2}7 und t = {t;,%,}7 sind der Normalen- und Tangentenvek-
tor auf dem Rand (jeweils mit der Léinge 1).

Das System (7.36a) kann man als die Anwendung eines Operators A() auf
das Triple X = {w, K, M} lesen und

<A(X), 6% > :/

(K (w) — K)-(SMdQJr/ (CIK] — M)+ 5K d22
(P

2

+ / —div? M dw df2 (7.40)
2
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ist dann die zugehérige 'Paarung’ mit 6% = {dw,6 K, M} als 'virtueller
Verriickung’.
Die drei Gebietsintegrale in diesem Ausdruck,

o(2,65) = /(K(w) K). 5Md9+/ CIK]- K d
/M _6K)dQ, (7.41)

bilden eine symmetrische Bilinearform und so werden wir auf die Identitéit

C(2,65) =< A(),65 > +/(V 5w — M, 8; ) ds + [[Mn; S]]
CW(2.65)=0 : (7.42)
gefiihrt.
Das Symbol
([M 6w]] = F bw(w;) (7.43)

steht fiir die virtuellen Arbeit der Eckkrifte F;, die sich ja aus den Spriingen
des Torsionsmoment, M,,; in den Ecken x; herleiten.

Das System A(X) fiir das Tripel X = {w, K, M} kann man nun auf ein
System fiir die Durchbiegung w allein reduzieren, indem man die Gleichungen
(7.36a) ineinander einsetzt

KAAw=p. (7.44)
Zur linken Seite gehort die Identitét

Odw

o —— ) ds + [[Mp ow]]

C(w, dw) /KAAwawdQ++/(v Sw — M,

6Aq

/ K (1)« C[K (5w)] d2 = 0, (7.45)

§A;

die das Prinzip der virtuellen Verriickungen bzw. das Prinzip der virtuellen
Krifte formuliert. Und selbstversténdlich ist

%(w,&u) = (K///(w,(;w) é(&w w) =0 (7.46)

der Satz von Betti.
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FOW T(\lT(\l\/T(\l < =

7
A A A

Zusatzkrifte aus der Differenz Eckkraft l 2 Mgy

Abb. 7.2 Zerlegung des Torsionsmoments in Randkréfte

7.6 Der Kirchhoffschub

Der Vollstindigkeit halber wollen wir noch eine Anmerkung zum Kirch-
hoffschub machen.

Fiir den Ingenieur sind die Lagerkréfte einer Platte gleich den Querkréiften
am Rand. Das ist aber nicht ganz richtig, weil am Rand einer Platte neben
den Querkriften zusétzlich noch Torsionsmomente m,, wirken, die die La-
gerkraft erhchen bzw. erniedrigen. Die Torsionsmomente wirken wie kleine
Korkenzieher, die man seitlich in die Platte gesteckt hat und dann verdreht.
Je nach Drehrichtung erhchen Sie die Lagerkréfte, oder erniedrigen sie. Die
Lagerkrifte plus diesen Zusatzkriften nennt man den Kirchhoffschub

d
Up = Gn + df Mnt - (747)
S
Hier stehen n und ¢ fiir die Richtungen normal bzw. tangential zum Rand,
was, wenn der Rand horizontal verlauft, bedeutet

d
vy = Gy o My (7.48)

bzw., wenn er vertikal verlduft,

% My - (7.49)

Vg = qz +
Wenn man das Torsionsmoment in Gedanken in gegengleiche Paare von
Einzelkréften auflost, s. Bild 7.2, dann versteht man, dass nur der Zuwachs
bzw. die Abnahme des Torsionsmomentes lings des Randes statisch wirk-
sam ist und warum also in den obigen Gleichungen die Ableitung von m,;
in der Laufrichtung steht. Der Zuwachs bzw. die Abnahme zdhlt, nicht die
Hohe von my,;. An den Ecken addieren sich die Kriifte aus der Zerlegung der
Torsionsmomente zu den Eckkriften F' auf.
An eingespannten Réndern ist ¢, = v,, weil es ldngs solcher Rénder keine
Torsionsmomente m,,; gibt. An freien Réndern ist der Kirchhoffschub null,
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aber die Querkraft ¢, und die Ableitung von m,,; miissen einzeln nicht null
sein, nur ihre Summe ist null.

Die Einfithrung des Kirchhoffschubs ist nicht dem Ubereifer eines Stati-
kers geschuldet, sondern der Kirchhoffschub ist genau die Kraft, die konju-
giert zu w ist, was bedeutet, dass die Gleichgewichtsbedingung einer Platte
mit dem Kirchhoffschub formuliert werden muss und nicht mit der Quer-
kraft! Das kann man an der ersten Greenschen Identitét der Plattengleichung
—K AAw = p ablesen, s. (7.45) S. 334.

Weil die Gleichungen Zj kij = f; der finiten Elemente auf der ersten
Greenschen Identitét beruht

Clwn, 1) = fi = ki =0 (7.50)

in der ja der Kirchhoffschub steht, beinhalten die dquivalenten Knotenkrifte
fi den Kirchhoffschub. Die finiten Elementen rechnen hier also richtig.

7.7 Die schubweiche Platte (Reissner-Mindlin)

Die Kinematen sind die Durchbiegung und die Verdrehungen um die beiden
Achsen

w(@) @ ={p1, ¢} (7.51)
Die zugehdrigen Verzerrungen bestimmen sich gemé&f

E(p) — E =0 (ax2) (7.52a)
e(p,w) —e =0 (y). (7.52Db)

Die konstitutiven Gleichungen sind

C[E] — M =0 (2x2) (7.53a)
ag —q= 0 (2) (753}2))

und die Gleichgewichtsbedingungen lauten

—divM +qg=bVp (7.54a)
—divq =p (1) - (7.54]:))
Es ist
1
_ e g (pr2teea) _ | twa
E(¢) sym. oo e(p, w) 02+ W (7.55)
und

CIE|=K(1-v)E+vK (trE)I. (7.56)



7.8 Geometrisch nichtlinearer Balken 337

Die Parameter lauten

Eh? 1—v - v 1 - 10
= - K 2 b= — A== (7.
20-» ¢ 2 1—v a2 pz o (797)

Setzt man die Gleichungen ineinander ein, dann erhilt man das folgende
Differentialgleichungssystem fiir die drei Kinematen w, ¢1, 2

—divC[E(p)] +ae(p,w) =bVp (9 (7.58a)
—div (ae(p,w)) =p (1) - (7.58b)

Zu diesem System gehort die Identitét
(o, w; p, 0 /[ divC[E(p)] @ — adiv(e(p,w) w df2

+/F<C[E<sa>1n.¢+as<so,w>-nw>ds—a(so,w;cp,uv):o
(7.59)

mit der symmetrischen Bilinearform

a(p, w; dp, dw) = /Q(C’[E(tp)] «E(0p)+ae(p,w)ee(dp,dw)d?. (7.60)

7.8 Geometrisch nichtlinearer Balken

Die Biegesteifigkeit EI und Lingssteifigkeit FA lings des Balkens sind
konstant und die Streckenlasten lauten p, und p.. Die Kinematen sind die
Lingsverschiebung u und die Durchbiegung w, die man zu v = {u,w}”
zusammenfassen kann,

1 1

e=u+ 5 (w')? K=w (7.61a)
N = EAe M=_EIx (7.61b)
N =p, _M" — (Nw') =p,. (7.61c)

Daraus ergibt sich das folgende System von Differentialgleichungen fiir v und
w

1
—BA W + 3 (w')?) = p, (7.62a)
Elw!'Y — (BA(u + % (W) w') = p. (7.62b)

oder in einer etwas ’transparenteren’ Fassung



338 7 Arbeits- und Energieprinzipe der Fldchentragwerke und Ergdnzungen

—-N' =p, (7.63a)
EIw'V —(Nw') =p.. (7.63b)
Es sei
1
N =N(v)=FA@ + 5 (w"h?), M=Mw)=-Fluw", (7.64)

und L v bezeichne die linke Seite des obigen Systems, dann lésst sich das
Arbeitsintegral mittels partieller Integral wie folgt umschreiben

l 1
/ L'u-ﬁ'udx:/ ((Eqq) - du+ (Eqe) - dw) dx
0 0

_ /l[(fzv' Su— (M" + (N w')) 6w dz
0
= —[Néu+ (M + Nw')éw — Msw']} + a(v,dv), (7.65)

wobei

1
a(v,6v) = / (=M dw" + N (6u' +w' §w')) dx
0

— /Z(M(w) Mw(éw) N('IJ) va((s'v)

T + T do (7.66)

die Wechselwirkungsenergie ist, die wir im zweiten Teil unter Benutzung der
Gateauz-Ableitungen von M bzw. N, [26],

My (5w) = [%M(w—l—séw)]‘ezo Nop(60) = [%N(v—&—sév}]‘szo (7.67)

geschrieben haben. Die erste Greensche Identitit lautet somit

l
G(v,dv) =/ Lue«dudr+ [N éu+ (M + Nw')dw— M suw']}
0
—a(v,6v)=0. (7.68)

Auf diesen Gleichungen beruht die Theorie II. Ordnung bei Balken, nur ist

es so, dass man von einer konstanten Normalkraft N ausgeht, die zudem als
gegeben angenommen wird, so dass sich das System (7.62a) auf

—EAN =0 (7.69a)

Elw'Y —Nw" =p, (7.69b)

reduziert, also in dem letzten Ausdruck die bekannte Gleichung der Theorie
II. Ordnung iibrig bleibt.
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7.9 Geometrisch nichtlineare Kirchhoffplatte

Die Formulierung verlduft im Grunde wie bei dem geometrisch nichtlinea-
ren Balken, nur sind noch mehr Gleichungen anzuschreiben. Aus Platzgriin-
den verweisen wir daher interessierte Leser auf S. 325-328 in [26].

7.10 Nichtlineare Elastizitidtstheorie

In dem Triple {u, E, S} ist der Tensor E der Green-Lagrange Verzerrungs-
tensor und S ist der zweite Piola-Kirchhoff Spannungstensor. Wir nehmen
an, dass das Material hyperelastisch ist, d.h. es gibt eine Verzerrungsenergie-
funktion W derart, dass S = OW /OE.

In der Gegenwart von Volumenlasten p geniigt der elastische Zustand X' =
{u, E, S} in jedem Punkt x des unverformten Korpers dem System

1
E('LL) —-E=0 = (U,'u' +uj7i +Uk i Uk 5 ) —E&ij = 0 (770&)

2
W/(E) -5=0 aiw — 045 = 0 (770b)
851']'
—le(S + V'U,S) =p —(O’ij + Ui,k Ukj)vj =Di (770(})

mit passenden Verschiebungsrandbedingungen w = @ auf dem Teil I'p des
Randes und Spannungsrandbedingungen ¢(S,u) = t auf dem anderen Teil
I'y des Randes wobei

t(S,u) :=(S+VuS)n (7.71)
der Spannungsvektor in einem Randpunkt mit der nach Aufen gerichteten

Randnormalen n ist.
Symmetrische Spannungstensoren S geniigen der Identitét

/Q _div(S + VuS)-dud?
. /F £(S, )+ duds + /Q Eqy(6u)+Sde2, (7.72)
wobei
Ey(0u) := % (Vou + Véu + Vul Vou + Vou' Vu) (7.73)

die Gateaux Ableitung des Tensors E(u) ist,

4 Blu+ 2 ou)]

= , = Eq(0u). (7.74)

|e=



340 7 Arbeits- und Energieprinzipe der Fldchentragwerke und Ergdnzungen

Wir kénnen so die erste Greensche Identitéit des Operators A(X), also des
Systems (7.70a), anschreiben

Z/(E,EZ):(A(E),52>+/t(S,u)-&udsf a(X,6%)=0, (7.75)
r N——
W, oW

wobei
(A(),65) : — /OZ(E('U.) - E)-(SSd(Z—i—/Q(C[E] _§)-0EdQ
+/QfdivS-5ud_Q (7.76)
und
o(3,65) = /Q (E(w) — E)+88 d02
+ /Q(W’(E)fS)-éEdQJr/QEu(éu)-SdQ. (7.77)
Bei einer reinen Verschiebungsformulierung, bei der alles aus u abgeleitet

wird, ¥ = {u, E(u), W (E(u))}, und mit der Randbedingung éu = 0 auf
I'p, reduziert sich das System (7.75) auf

Z}(u,éu):/p-6ud9+/
Q r

N

i-éudsf/ Eqy(du)+Sd2=0, (7.78)
7}

wobei S = W/(E(u)).
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7.11 Erginzungen

Diese Texte sollen die Ausfiihrungen im vorderen Teil des Buchs abrunden
und vertiefen.

7.11.1 Einzelkraft in einer Scheibe

Das folgende ist eine Ergénzung zu dem Text auf S. 310. Greift eine Einzel-
kraft in einer Scheibe an, dann kann man sich das wie folgt zurechtlegen. Man
lasst die Einzelkraft in einer unendlichen Scheibe wirken (LF 1) und addiert
zu diesem Lastfall einen zweiten Lastfall (LF 2) derart, dass die Randbe-
dingungen an der endlichen Scheibe von den beiden Ldsungen zusammen
eingehalten werden.

Die Spannungen aus dem LF 1 werden im Aufpunkt singulér, aber die aus
dem LF 2 sind endlich, sie sind beschrankt, und daher tendieren auch die
Integrale der Spannungen aus dem LF 2 {iber sich immer enger zusammen-
schniirende Kreise um den Aufpunkt gegen null, weil der Umfang der Kreise
ja schrumpft. Wir miissen also nur das Integral der singuldren Spannungen
betrachten.

Das Spannungsfeld in der unendlich ausgedehnten Scheibe kennt man ge-
nau. Wenn in einem Punkt « eine Kraft e; angreift, dann hat der Span-
nungsvektor in einem Punkt y mit der Schnittnormalen v = {vy,1,}7 die
Komponenten, [28], Glg. (4.7),

1 or
Tij(y,x) = TIm(d=o)r [@((1 —2v) 8+ 27, 1,5)
— (1 =2v)(ry; vi(y) — 71,5 vi(y))] (7.79)
mit
L Or oy

Liegt der Punkt y auf einem Kreis mit Radius » um @, dann sind die »; und
die r,; gleich

V4 =T, =COS @ vy =T, =sin @, (7.81)
und somit gilt auf dem Kreis

ar

oo = Vrev= {COS 9"} . {COS “0} =cos® p+sin p=1. (7.82)
14

sin sin
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Da die Kraft in a-Richtung wirkt, setzen wir in (7.79) ¢ = 1, und so hat der
Spannungsvektor auf dem Kreis die beiden Komponenten

1

tp=Th =———[(1-2 2 cos? 7.83
., 11 10— v)nr [( v) +2 cos” ¢ (7.83)
1 .

ty =T = —m - [2 cos g sin @] (7.84)

und die Integration ergibt

27 1 2
/ tydp=—— / tydp=0. (7.85)
0 r 0

Anmerkung 7.1. Gelegentlich gibt es auch einen Richtungsvektor im Auf-
punkt x, der dann n heifit, und deshalb nennen wir, um die Vektoren ausein-
anderzuhalten, den Normalenvektor im Integrationspunkt y hier v und nicht
n wie auf S. 310.

7.11.2 Multipole

Das Bild 7.3 und der folgende Text ist eine Ergénzung zu S. 135. Die
Taylorreihe fiir w(x)

w(z) = w(0) +w'(0)z + = w”(0) 2 + ... (7.86)

fiithrt auf die Darstellung

l

w(z) = / Goly, 0) p(y) dy + /0 G (. 0) ply) dy - =

0
1t
+ 5 / Go(y,0)p(y) dy - 22 + ... (7.87)
0

wenn wir mit G; und G4 die Einflussfunktionen fiir w’ bzw. w” bezeichnen.
Es ist aber ebenso gut maglich, den Kern Gy(y, ) in eine Taylorreihe um
den Schwerpunkt ¥, der Linienlast zu entwickeln, was dann auf
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Monopol = 1 l

T i ; Wip1 — Wi—1
¢ o w = ——

2h
Dipol =2 x 1

i T i Wt = Wil = 2Wit Wiy

h2

Quadropol= 4 x 1

| 1
oy

Octopol =8 x 1

—— —

i W = Wit~ 2wiy +2wi— — Wi
' 2h3

Abb. 7.3 Ergidnzung zu S. 135, Monopol—Dipol—Quadropol—Octopol und finite Diffe-
renzen

l
w(x) = /0 Go(y,z) p(y) dy
l

d

l
dy GO(:‘/57 CE)/O p(y) (y _ ys) dy

- Go(ys,x)/o p(y) dy +

1 d?

l
+§Ty2GO(ysv$)/0 py) (y—ys)dy + ... (7.88)

fiihrt, also

2

d 1 d
w(:v) = GO(ysyz) R+ d7y GO(ysvx) M + 5 dT/Q Go(ys,l') My + ... (789)
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wenn R die Resultierende der Belastung ist, M (= 0) das Moment der Bela-
stung um vy, ist und My das 'quadratische’ Moment der Belastung um y; ist.
Diese Entwicklung nennt man auch die multipole expansion von w(z).

Mit der Anziehungskraft der Erde ist es dhnlich. Wenn die Erde eine per-
fekte, homogene Kugel wire, dann kénnte man die ganze Masse der Erde
im Mittelpunkt der Erde konzentrieren und die Satelliten wiirden auf per-
fekten Kreisbahnen die Erde umkreisen. So braucht man Computer, um die
Bahnkurven der Satelliten zu bestimmen.

An Hand von (7.89) kann man den Fehler abschétzen, den man begeht,
wenn man z.B. eine Trapezlast durch ihre Resultierende ersetzt. Das Dreh-
winkelverfahren basiert im Grunde auch auf einer solchen Taylorentwicklung,
allerdings um zwei Punkte, den Anfang und das Ende des Felds, denn in das
Tragwerk werden ja nur die Festhaltekrifte x(—1) als Stellvertreter fiir die
Streckenlast weitergeleitet.

7.11.3 Die Dimension der f;

Eine oft diskutierte Frage ist, welche Dimension die f; beim Balken haben

12 -6 —12 —61 Uy fl

EI —6l 4[2 6l 2[2 u o f2

B =12 60 12 61| |us| | f3 |- (7.90)
—61 212 61 412 Uy fa

Die Antwort lautet je nachdem. Wenn man die Eintrége k;; der Steifigkeits-
matrix mit der Formel

l
1

kij = a(p;, ¢j) = EI / @i ¢ dr = kNm? —m= kNm (7.91)

0
berechnet, wie man das bei finiten Elementen tut, dann haben die k;; die
Dimension einer Arbeit, die u; sind dimensionslos und die f; sind Arbeiten.
Zu dem System K wu = f kommt man wie folgt: Man nimmt an, dass die

Biegelinie

wp(z) = Z w; i () (7.92)

eine Entwicklung nach den vier Einheitsverformungen ¢;(z) des Balkens ist
und geht dann mit wy, und den vier ¢;(z) als Testfunktionen nacheinander
in die erste Greensche Identitét.

Nehmen wir die Funktion ¢ (z). Sie hat die Randwerte ¢;(0) =1, ¢1(l) =
©1(0) = (1) = 0 und die Uberlagerung des Momentes M; = —ETI ¢ mit
dem Moment M}, = —EI". ¢} u; ergibt
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4

EIZ/ x)dr - u; = Z (¢isp1) - Zkh u; . (7.93)

i=1

Ferner ist die Biegelinie wj, eine homogene Losung der Balkengleichung,
ET w{LV = 0, weil sie aus lauter Einheitsverformungen besteht, und so folgt

LMy, My

ol dx

l
‘G lwn 1) = / 01 dz + [Vipr — My @) —
0
4
,7Vh 172’6‘11111 fl*Zkuui:O. (794)

Macht man das mit allen vier Einheitsverformungen ¢;(z), dann erhilt man
genau das System K u = f. das die Kopplung beschreibt, die zwischen den
u; und den f; einer Biegelinie wy () = Y, ¢i(x) u; besteht.

Bei den finiten Elementen werden die f; vorgegeben

l
fi= [ oot do (7.95)
0
und man stellt nun die FE-L6sung durch die Wahl der u; so ein, dass
f=rf  i=1,2,34, (7.96)

wenn wir mit f, den zur FE-Losung u gehoérenden Vektor f, = K u be-
zeichnen.

Man kann die Matrix K aber auch auf statischem Wege herleiten. Man be-
rechnet die Balkenendkrifte und -momente der Einheitsverformungen ¢;(z),
s. Glg. (3.38), und tragt diese Werte in die jeweilige Spalte 7 ein. Wenn man
so vorgeht, dann sind die u; Weggréfen und die f; sind Krifte bzw. Momente.

Die zweite Lesart wird dem Praktiker mehr zusagen, denn man kann auf
diese Art und Weise sehr anschaulich Matrizenstatik betreiben, [57].

Zur Erliuterung von (7.91): wenn ¢;(z) die Dimension Meter hat, dann
haben die Ableitungen die Dimension

1 1
pi(z) [m] @[] = [E} ol = [E}’ (7.97)
weil bei jeder Ableitung d/dx durch m dividiert wird.

7.11.4 Lokale Anderungen

Wir betrachten beispielhaft die Herleitung der Gleichung

@
AO:OC—O:wC(I)—w(m):—AEI/ M. Mg

ol L dy (7.98)

a



346 7 Arbeits- und Energieprinzipe der Fldchentragwerke und Ergdnzungen

Auf einem Zwischenstiick [z, xp] eines gelenkig gelagerten Einfeldtrégers &n-
dere sich die Biegesteifigkeit, FI — EI + AEI und die Observable O sei die
Durchbiegung w(z) in einem Punkt = des Trégers.

Die schwache Formulierung am Ausgangsmodell, konstantes E1, lautet

l l
a(w, dw) = EI/ w” Sw” dx = / péwdx (7.99)
0 0
und am modifizierten Modell

l xp l
ac(we,v) = EI/ wl! sw” dx + AEI/ w! Sw” dr = / powdz, (7.100)
0 T 0

a

a(we,v) d(we,0w)

also mit dem Zusatzterm

zp
d(we, dw) = AEI/ wl dw” d . (7.101)

Ta

Die Differenz von (7.100) und (7.99) ergibt
a(we — w,o0w) = —d(w,, dw) . (7.102)

Nun wihlen wir als jw = G(y, x) die Einflussfunktion fiir die Durchbiegung
in dem Punkt z. Dann gilt mit ’Mohr’ (also g(G, w) = 0)

w(x) = a(G,w) = Ol MgI]W dy (7.103)
auch
we(z) —w(z) = a(Gw, —w) = —d(we, G) (7.104)
oder
wele) —w(e) = ~dlwe,G) = ~ABT [ ul G dy
- _AEEII /;b Mgf(’” dy. (7.105)

a

Man kann statt dessen aber auch M mit M§ iiberlagern.
Anmerkung 7.2. Die ersten beiden Teile der Gleichung (7.104) sind identisch
mit

l

‘(G we —w) = we(x) —w(x) — BT / (we —w)"G"dy =0 (7.106)
0
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und es wird nicht vorausgesetzt, dass w. oder w irgendeiner Differentialgleich-
ung geniigen, sondern nur, dass die Randwerte, wie beim gelenkig gelagerten
Tréger, null sind. Von daher ist es unerheblich, dass w,. vom Modell EI+AFET
stammt. Man kann am Modell £ die Durchbiegung von w. im Punkt z mit
"Mohr’ berechnen. Es ist ein mathematisches Ergebnis.

Ohne finite Elemente

Man macht sich schnell klar, dass die Uberlegungen hier und in Kapitel
5 auch ohne finite Elemente gelten. Auch dann kann man in Gedanken vor
den Triger ein zweites 'Stiick’ Tréger legen, das den Abschnitt (x,,xp) mit
EI + AET reprisentiert. In der schwachen Form

a(w, dw) + d(w, dw) = (p, dw) (7.107)
bringt man das d-Integral auf die rechte Seite und integriert partiell
a(w, §w) = (p, sw) — d(w,dw) = (p,6w) + (pa,w) + f w.  (7.108)

Der Vektor f7 hat sinngemif dieselbe Bedeutung wie bei den finiten Ele-
menten, es sind die Randkréfte/momente in den Endpunkten z, und z3 und
pa = AETw!V ist die Zusatzbelastung im Abschnitt (z4,z3) aus AEI, die
bei den finiten Elementen (Hermite-Polynome) null ist. Sonst ist kein Unter-
schied. Die f;7 und die Streckenlast pa sind zusammen Gleichgewichtskrifte,
und daher tendiert ihr Einfluss in der Ferne gegen null. Die Wirkungen von
Rissen im Beton (Zustand II) klingen also rasch ab.

Mehr zu dem Thema, wie man mit Einflussfunktionen die Folgen von Stei-
figkeitsiinderungen in Tragwerken rechnerisch verfolgen kann, findet der in-
teressierte Leser in [30] und [31].
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8. Nachwort

Der Gedanke, ein solches Buch zu schreiben, beschiftigte uns schon einige
Zeit, aber den endgiiltigen Ausschlag gab dann ein eher zufélliger Blick in ein
Statikskriptum, in dem der Autor die Einflussfunktion fiir ein Biegemoment
herleitete und dies auf eine (aus mathematischer Sicht) eher wunderliche
Weise.

Um Balkenstatik und Anschauung unter einen Hut zu bringen, musste er,
fiir unser Empfinden, die Anschauung schon arg maltrétieren.

Unsere Kritik und unser Standpunkt wird sicherlich nicht von allen Kolle-
gen geteilt, deswegen haben wir sie auch hier in den Anhang verbannt, weil
wir hier mehr Raum haben, unsere Sicht der Dinge darzulegen und wir hoffen
zumindest Verstindnis fiir unseren Standpunkt zu wecken. Diese Diskussion
mag im Nachhinein auch unseren etwas axiomatischen Zugang rechtfertigen.
Wir wollten Klarheit!

Virtuelle Arbeit ist ein Begriff der Analytischen Mechanik bzw. der Tech-
nischen Mechanik und bezeichnet die Arbeit, die eine Kraft an einem System
bei einer virtuellen Verschiebung verrichtet. Unter einer virtuellen Verschie-
bung versteht man eine Gestalt- oder Lagednderung des Systems, die mit den
Bindungen (z. B. Lager) vertrdglich und ’instantan’, sonst aber willkirlich
und auferdem infinitesimal klein ist. Das Prinzip der virtuellen Arbeit wird
zur Berechnung des Gleichgewichts in der Statik und zum Awufstellen von Be-
wegungsgleichungen (d’Alembertsches Prinzip) verwendet.

So wird in Wikipedia der Begriff der virtuellen Arbeit eingefiihrt, [66]. In
dhnlichen Sitzen wird das Prinzip der virtuellen Verriickungen, der Energie-
erhaltungssatz und das Prinzip der virtuellen Krafte beschrieben.

Aber was ist bitte ’infinitesimal klein’? Und wie passt zu dieser Forde-
rung, dass die folgende Gleichung, die ja doch angeblich auf dem Prinzip der
virtuellen Verriickungen beruht!

l l
MM
6Aa:/ powdr = Ldm:(mi, (8.1)
) El

0

auch fiir eine virtuelle Verriickung wie dw = sin(wz/l) richtig ist, die, mit
einer Amplitude von 1 m nun sicherlich nicht klein ist. Ja die Amplitude
kénnte beliebig grof sein, weil sie sich einfach herauskiirzt.

! Ein gelenkig gelagerter Triger unter Gleichlast p

349
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Und wieso kann man—das ist eigentlich das Problem—mathematische Re-
sultate, wie die Gleichheit der beiden obigen Integrale, mit Prinzipien der
Mechanik beweisen? Nur wenige Ingenieure verstehen iiberhaupt, dass diese
Frage doch berechtigt ist.

Man kann Formeln nicht mit Naturgesetzen beweisen!

Das Resultat (8.1) basiert nicht auf dem Prinzip der virtuellen Verrickun-
gen der Mechanik, sondern auf partieller Integration. Links steht eine Zahl,
und rechts steht eine Zahl,

0.56789... = 0.56789 ... (8.2)

die in jeder Dezimalen gleich sind. Welches Naturgesetz ist so méchtig, dies
zu garantieren?

Man kann Sétze in einem Gebiet A (der Mathematik) nicht mit S#tzen
aus einem Gebiet B (der Mechanik) beweisen. Das geht logisch nicht, wenn
auch Ingenieure immer wieder dazu tendieren, weil ihnen die Arbeits- und
Energieprinzipe der Statik lieb und teuer sind, wie das folgende Zitat aus
einer Korrespondenz mit einem Kollegen belegen mag:

'Die Energie- und Arbeitssitze sind Naturgesetze und daher fundamen-
tal. Denn wenn der Energieerhaltungssatz nicht gelten wiirde, kénnte man
bei jeder Formdnderung eines Tragwerks Arbeit bzw. Energie gewinnen: ein
perpetuum mobile! Diese Sitze haben also zuerst einmal nichts mit der Ma-
thematik zu tun, sondern bestehen an sich.’

Und weil sie nichts mit der Mathematik zu tun haben, kann man, so un-
sere Antwort, mit ihnen kein mathematisches Ergebnis beweisen. Hat je ein
Mathematiker eine mathematische Formel mit Hilfe eines Naturgesetzes be-
wiesen?

Die Eleganz der Mechanik, ihre Geschlossenheit, ihr innerer Reichtum, der
ja nirgends so sichtbar wird, wie bei der mathematischen Formulierung, ver-
fiihrt Ingenieure dazu, mathematische Resultate mit mechanischen Prinzipien
"herzuleiten’, was aber nicht geht.

Um nicht missverstanden zu werden: wir halten die Arbeits- und Energie-
prinzipe der Statik und Mechanik fiir ein wohl ausgedachtes und sehr gelun-
genes Konzept. Es ist wirklich verbliiffend, wie die Dinge ineinander passen,
und wie das Thema Arbeit und Energie durchgéngig die Statik und Mechanik
prigt und trégt. Als wie fruchtbar sich die Linearisierung fiir die Mechanik
und Statik erwiesen hat.

Vom didaktischen Standpunkt aus gibt es wohl nichts besseres, und Gene-
rationen von Ingenieuren haben so erfolgreich die Statik gelernt. Wir wollen
das auch nicht in Frage stellen, sondern wir sind nur der Meinung, dass man
den Ingenieuren an irgendeinem Punkt des Curriculums die Mohrsche Ar-
beitsgleichung mathematisch herleiten muss, damit die Ingenieure sehen, auf
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welcher Logik diese Gleichung beruht. Ahnliches gilt fiir das Prinzip der vir-
tuellen Verriickungen und alle anderen Prinzipe in der Statik ebenso.

Es geht nicht darum, die Statik zu axiomatisieren. Die Statik ist so fest in
der Anschauung gegriindet, dass man ihr einen Schaden zufiigen wiirde, wenn
man sie im Stile eines mathematischen Lehrbuchs abhandeln wiirde. Wir sind
heute in der Statik aber an einem Punkt angelangt, wo das, was eigentlich nur
als begleitender Kommentar gedacht war, als Fundament genommen wird. Es
hat ein Rollentausch stattgefunden, mit der Folge, dass heute in der Statik
und Mechanik Mathematik mit den Arbeitsprinzipen 'bewiesen’ wird.

Es erinnert an die Wesensphysik von Aristoteles, wo ein Stein zur Erde
fallt, weil das in seinem Wesen liegt. Menschen scheinen eine natiirliche Ten-
denz zu einer solchen Wesensphysik zu haben.

Unsere Bemiithungen um ein besseres Versténdnis der Grundlagen quittier-
te ein Kollege einmal mit dem Satz: ' Den Satz von Land kennt jeder Ingenieur,
aber die zweite Greensche Identitdt?’ Was doch eigentlich nur beweist, dass
der Kollege noch nie versucht hat, den Satz von Land herzuleiten.

Die Griindungsviter der Statik miissen sehr gut Mathematik gekonnt ha-
ben, denn es gab ja noch keinen Mohr, keinen Engesser, dem man hétte iiber
die Schulter schauen kénnen. Man musste alles selbst herleiten und das ging
nur auf mathematischem Wege, [47].

Nachdem aber das Grundgeriist stand, entdeckte man, wie sich fast spie-
lerisch aus der Integralform des Gleichgewichts

1 l
/ EIw' Swdz = / powdx (8.3)
0 0

Integralsétze ergaben, die wir heute das Prinzip der virtuellen Verriickungen,
das Prinzip der virtuellen Krifte und den Energieerhaltungssatz nennen. Und
das passte alles so wunderbar zueinander, dass diese Prinzipe heute nach Mei-
nung der Ingenieure das Fundament der Statik darstellen. Wenn der Ingenieur
eine Gleichung auf das Prinzip der virtuellen Verrickungen zuriickgefiihrt
hat, dann hat er seiner Meinung nach die Gleichung bewiesen.

Die Schieflage, in die die Statik und die Mechanik auf diese Art und Weise
gekommen sind, erkennt man am besten an dem Thema virtuelle Verriickun-
gen. 'Virtuelle Verrickungen miissen klein sein, oder, besser noch, infinite-
simal klein sein’. Wir haben auch schon gelesen, dass virtuelle Krifte klein
sein miissen.

Zu welchen "Verrenkungen’ das teilweise fiihrt, mdge das folgende Beispiel
aus einem Statikskript belegen, in dem die Einflussfunktion fiir ein Moment
hergeleitet wird.

Der Autor baut hierzu ein Momentengelenk ein, fiigt zum besseren Ver-
stidndnis eine Zeichnung hinzu, s. Bild 8.1, in der er die durch eine Spreizung
"Ap = 17 ausgeloste virtuelle Verriickung antrigt, aber gleich darauf aufmerk-
sam macht, dass die Zeichnung die Situation so darstelle, 'wie man sie durch
eine Lupe’ sehe, denn in Wirklichkeit seien die Verriickungen infinitesimal
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P

Abb. 8.1 Einflussfunktion fiir ein Moment

P

w1 ()

M
Wi
A—— T N A

tan ¢; +tan ¢, =1

/‘3\

Pi Pr = =

b ws ()

Abb. 8.2 Satz von Betti—FEinflussfunktion fiir ein Moment a) Triger mit Belastung b)
dasselbe System unbelastet aber mit einer Spreizung tan ¢; + tan ¢, = 1 des Gelenks

klein. Seine Analyse fiihrt ihn dann auf das Ergebnis
Aig=M-Ap+ P -dw(z)=0 (8.4)

oder aufgel6st nach M

= —p. 20 (8.5)
womit sich also
Bla) = T2 (5.

als die gesuchte Einflussfunktion ergibt. Hierzu bemerkt der Autor: "Zwar ist
dw(z) infinitesimal klein, aber der Quotient [ ist endlich groff, da sich die
virtuellen Verriickungen bei der Division herauskiirzen.’

Nun lautet die mathematische Definition der Spreizung *Ap = 1’

Ap = tan ¢; +tan @, =1, (8.7)
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und wenn man die Endtangenten derart verdreht, dann ist dw(z) nicht mehr
’klein’, und auch nicht beliebig skalierbar, weil es doch nur eine Kurve dw(z)
gibt, die die Bedingung (8.7) erfiillt und gleichzeitig die Lagerbedingungen
des Trégers einhélt!

Was der Autor wahrscheinlich meint ist, dass man das Gelenk beliebig
spreizen kann, solange man nicht vergisst, die dadurch ausgeldste Verriickung
des Balkens dw(z) durch die Grofe der Spreizung Ap = tan ¢; + tan ¢, zu
dividieren. Dann bleibt das Ergebnis S(x) immer gleich

o) = 52, (8:8)

weil die Balkengleichung ETw'" (z) linear ist und dann kann éw beliebig
grofs oder klein sein.

In Bild 8.2 haben wir zum Vergleich kurz dargestellt, wie wir die Ein-
flussfunktion herleiten wiirden. Zunéichst wird in den Tréger ein Gelenk ein-
gebaut, um das innere Moment M () ’sichtbar’ zu machen, zu einem dufieren
Momentenpaar zu machen. Dann wird der so modifizierte Tréger noch einmal
darunter angezeichnet, aber ohne Belastung. Statt dessen wird er so verformt,
dass die Spreizung im Gelenk genau tan p; + tang, = 1 betrigt. Weil der
modifizierte Trager kinematisch ist, sind dazu keine Kréfte notig.

Nach dem Satz von Betti gilt

%(wl,wg) = Al,g — A2,1 =0. (89)

Nun ist Ap; = 0, weil die nicht vorhandenen Kréfte am Tréger 2 keine Ar-
beit auf den Wegen w; (z) leisten. Die Arbeit der Kriifte am Tréger 1 auf den
Wegen ws(z) ist somit ebenso null

Ay = —DM; tan ¢, — M, tan @, + P-wa(x) = —M -1+ P -wa(z) =0
(8.10)

oder
M =P - wsy(x), (8.11)
was bedeutet, dass wo(z) die Einflussfunktion fiir M (z) ist.

Das Grundproblem ist die Interpretation der Gleichungen.

Jeder Statiker schwort (zu Recht) auf die Arbeitsprinzipe, weil man nir-
gends so nahe an der Statik ist, man sieht praktisch, wie die Statik funk-
tioniert, die Resultate erkléren sich wie von selbst, wenn man einmal das
0A, = 0A; verstanden hat.

Aber Interpretation und Rechnen sind zweierlei. Wenn man sich auf infini-
tesimal kleine Bewegungen beschrankt, um Physik und Mathematik (fast) zur
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Drehkreis .

tan ¢ - ¢

u=0 keine Bewegung

|l »|
< »|

Abb. 8.3 Bei Drehungen bewegen sich die Punkte auf der Tangente an den Drehkreis

Deckung zu bringen, dann hilft das dem Verstindnis der Gleichungen, aber
man kann doch daraus kein Verbot ableiten, dass die virtuellen Verriickungen
beim Rechnen infinitesimal klein sein miissen!

Wenn bei der Herleitung der Balkengleichung ET w!Y (x) = p(z) auf Grund
der Annahme w’ < 1 die mathematische Kriimmung zu

Kk =w"(z) (8.12)

vereinfacht wird, oder Terme, die von héherer Ordnung klein sind, vernach-
ldssigt werden, dann ist das legitim und liegt vollig im Belieben des Schipfers
der Differentialgleichung.

Aber bei der anschliekenden mathematischen Behandlung der Differential-
gleichung ETw'V (z) = p(x) spielen alle diese Annahmen keine Rolle. Jeder
Mathematiker wiirde sich verwundert die Augen reiben, wenn man ihm sagen
wiirde, dass die Integralform der Balkengleichung nur fiir kleine Testfunktio-
nen Jw richtig ist

1 1
/ EIwIV(Swdx:/ péwdx. (8.13)
0 0

Er wiirde es nicht verstehen, denn die Mathematik weifs nicht, wo die Dif-
ferentialgleichung herkommt und es ist fiir ihre Argumentation auch nicht
relevant. Thre Aufgabe ist das Losen der Differentialgleichung und die Be-
stimmung der Eigenschaften der Losung an Hand mathematischer Gesetze.

Dagegen ist der Ingenieur immer wieder versucht die Mathematik mit der
Statik zu verkniipfen, was aus Griinden der Anschauung sicherlich sinnvoll
und auch geboten ist, denn das statische Gefiihl, das statische Versténdnis
ist der beste Leitstern.
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Aber dieses durchaus lobenswerte Unterfangen fiihrt dann dazu, dass der
Ingenieur mathematische und statische Argumente vermengt, dass er das,
was ihm zur Illustration dient, als 'Beweis’ nimmt. Daher auch sein sténdi-
ges Bestreben aufzuzeigen, dass der Naherungscharakter der linearen Statik
(fast) nicht spiirbar ist, wenn man sich auf infinitesimal kleine Bewegungen
beschrénkt.

Bei der Drehung eines Balkens verlassen die Punkte den Drehkreis und
bewegen sich auf der Tangente an den Drehkreis, s. Bild 8.3. Um das ge-
rade zu riicken, um die Statik ’exakt’ zu machen, beschrankt man sich auf
infinitesimal kleine Verriickungen, weil dann die Tangente doch fast mit der
Kreisbahn identisch ist.

Aber zum einen ist es so, dass ab der zehnten Dezimalstelle, oder vielleicht
noch frither, eben doch ein Unterschied zwischen dem tan ¢ und ¢ besteht
und zum andern hat die Statik diese Korrekturen nicht nétig. Wenn man

Elw™ =p (8.14)

als Balkengleichung setzt, dann folgt notwendigerweise, dass Drehungen
Pseudodrehungen sind, dass also die Auslenkung y eines Punktes und sein
Abstand  vom Drehpunkt ein rechtwinkliges Dreieck bilden

tan p = % . (8.15)

Die Mathematik ist es, die diesen Schluss zieht. Es ist kein ’Defekt’, sondern
es liegt in der Natur der Balkengleichung. Und wenn man der Tangente folgt,
dann ist es auch ohne Belang, ob die virtuelle Verriickung grof oder klein ist.
Sie kann jeden Wert haben und das Ergebnis ist auch noch in der hundertsten
Dezimale richtig.

Alle Einflussfunktionen statisch bestimmter Tragwerke sind kinematische
Ketten und sie basieren auf Pseudodrehungen. FEchte Drehungen fiithren zu
falschen Ergebnissen.

Wieviel Verwirrung kommt nicht in die Statik durch die Ndherung ¢ ~
tan ¢ hinein! Man schaue sich nur das obige Beispiel an!

Zum einen ist dies die Angewohnheit ¢ zu schreiben, wenn eigentlich der
tan ¢ gemeint ist, (nur dieser kommt in den Arbeitsgleichungen vor, nicht
aber der Winkel ¢), zum andern die Angewohnheit ¢ = tany mit der Di-
mension Rad 7u schreiben. Man sollte hier sauber trennen. Der Computer
rechnet mit dem tan ¢, weil fast alle Formeln auf der ersten Greenschen
Identitét beruhen, und daher sollte man auch konsequent tan ¢ schreiben.

Wenn es nur kleine Winkel wiren, aber bei der Herleitung der Einflussfunk-
tionen wird oft, egal wie grofs tan ¢ ist, die Dimension Rad an ¢ = tan ¢
angehéngt, was nun wirklich falsch ist.
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Der Satz von Castigliano

Um den Unterschied zwischen Mathematik und Statik deutlich zu ma-
chen, wollen wir noch zitieren, was Wikipedia iiber den Satz von Castigliano
schreibt, [11],:

Die partielle Ableitung der in einem linear elastischen Kdorper gespeicher-
ten Formdanderungsenergie nach der dufleren Kraft ergibt die Verschiebung
vk des Kraftangriffspunktes in Richtung dieser Kraft.

Aber die Formanderungsenergie eines elastischen Korpers, der eine Ein-
zelkraft trégt, ist unendlich grof, und daher kann man keine Ableitung be-
rechnen und auch die Verschiebung vy, des Kraftangriffspunktes ist unendlich
grofs. Der Satz von Castigliano gilt zwar fiir Stabtragwerke, aber fiir 2-D und
3-D Probleme, wozu auch elastische Korper gehoren, gilt er, mit Ausnahme
der Kirchhoff-Platte, nicht.

Castigliano hat den nach ihm benannten Satz zunéchst fiir Fachwerke auf-
gestellt und dann auf elastische Korper verallgemeinert, weil er sich einen
solchen Kérper als ein Fachwerk mit unendlich vielen Stédben dachte.

Natiirlich klingt der Satz von Castigliano so schén, dass man ihn allein
schon deswegen fiir richtig hélt, aber Castigliano’s Schluss vom Fachwerk auf
elastische Korper ist eben falsch. Man kann nicht mathematische Ergebnisse
aus mechanischen Sétzen herleiten!

Auch dann nicht, wenn die Sitze Energicerhaltungssatz oder Prinzip der
virtuellen Verriickungen heifen. Die Autoritét dieser S&tze mit Bezug auf
die Mathematik ist null und nichtig. Und das Rechnen in der Statik ist ange-
wandte Mathematik. Hinter jeder Zahl im Ausdruck oder auf dem Bildschirm
steht ein mathematisches Gesetz.

Wir wollen mit einem Zitat von Robert Taylor, dem Co-Autor von O.C.
Zienkiewicz [69], schliefen. Robert Taylor kann man sicherlich nicht vorwer-
fen die Mathematik ihrer selbst wegen zu pflegen, dazu ist er viel zu sehr
Ingenieur, aber es war auf einer Tagung in den USA, wo er vor dem Plenum
verkiindete

The principle of virtual displacements is nothing else than integration by
parts.

Dass Robert Taylor den Mut hatte, das zu sagen und dass er meinte, es
sagen zu miissen, hat uns wiederum Mut gemacht, dieses Buch zu schreiben.
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