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��� �
�� ������������ ������ ±f ������� �� ���� ��� ��
���� ���� ��� 	����� ������ ����������� �����	��

−f + f = 0 , �����

���� ��� ���  �������� ��� ����� 	����	���� !��� δu �����"��������� #���
��
�� �� ��� $���	��� �� %��������

δu · (−f + f) = −δu · f + δu · f = 0 . ���&�

�������� 	������� ����� ���� ��� ��� ���	 	����	�� %�������	�� ���� (δu) ���
'������� ��� ��� ��	��� ��� 	����� ���	��������� �� ��� ����� ����� (�� ���
��� ������������ ����"��� �)� ��� ������� ��� 	��
������ 
����������� �
*#���� 	����� �� ��� ��� +�������� ����� 
��� ����  �������� ���� ���

Eq = 0 , ���,�

���� ���� ���� ��� -�#���� ���  �������� ��� 	����	���� !����� δu ���� ���

δu · Eq = 0 . ���.�

��� ���)����� ���� ���� ����� 
��� u ��� δu *�����#��� �����  ��)�� ���#
���� u(x) ��� (�/�����������������

−EAu′′(x)− p(x) = 0 0 < x < l , ���0�

���� �#���

∫ l

0

(−EAu′′ − p) δu dx = 0 , ���1�

#��� ���� "��������� 2��������#� ��� ��� �������� ���� δu(0) = δu(l) = 0
��� ∫ l

0

N δN

EA
dx =

∫ l

0

p δu dx . ���3�
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A12 = 12 · x2 = 18 · x1 = A21 . ����#�
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x = g · 12 =
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3
· 12 = 4 ������
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���
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%
�� ���&�
 #�� �
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K gi = ei �i*��� ��
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 gi �
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ui = eTi u = eTi K−1 f = gT
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G0(y, x) p(y) dy . ����2�
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EIwIV (x) = p(x) . ���((�
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� (w, δw) =

∫ l

0

EIwIV δw dx+ [V δw −Mδw′]l0 −
∫ l

0

MδM

EI
dx = 0 .
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∫ l

0

u′(x) δu(x)dx = [u δu]l0 −
∫ l

0

u(x) δu′(x) dx ����.�
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� (u, δu) =
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u′(x) δu(x)dx− [u δu]l0 +
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u(x) δu′(x) dx = 0 . ����/�
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∫ b

a

f ′(x) dx = f(b)− f(a) . �#�$%�

&��� ��� '���� (����

 dx ��� )� ���� �� *+�� df = f ′(x) dx ��
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N(x) = EAu′(x) �� ����� �������
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∫ l

0

EAu′(x) dx = [EAu]l0 = 0 �#�$3�

��� ������ ��� ��
����� ��� .���������
� M(x) = −EI w′′(x) �� �����
����������
�� .��	��� �� .��� #�2 ��

∫ l

0

−EI w′′(x) dx = −EI (w′(l)− w′(0)) = 0 . �#�/4�
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u,i v dΩ =

∫
Γ

uni v ds−
∫
Ω

u v,i dΩ . �#�/#�
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	��
	
��

u,i :=
∂u

∂xi
������

��	 
��
 �
����
��
 ����
�
�
��
 ��� ��
 �
�
�	��� ���� xi�
��� ��
�
� ��
������ ����	� ���� �
�� 
��
 ���
�

 Ω �� ���
�  ��� Γ

�
�	�
���	
� ����� ux = uy = 0� ���� ��	 ��� !�	
���� �
� �"������

σxx = E (εxx + ν εyy) = E (ux,x +ν uy,y ) ������

���� 


��� #�� σyy� ����� �
��∫
Ω

E (ux,x +ν uy,y ) dΩ =

∫
Γ

E (ux nx + ν uy ny) ds = 0 . ����$�



��� ������	
� ����
�
�
�� ��

����� �����	
���
�
���� u(x) 
��
� ����
�

−EAu′′(x) = p(x) ������

� (u, δu) =

∫ l

0

−EAu′′(x) δu(x) dx+ [N δu]l0︸ ︷︷ ︸
������ ����	 
�����

−
∫ l

0

N δN

EA
dx︸ ︷︷ ︸

������ ����	 
�����

= 0 ,

������

�	
 ��
 ��
����
��
 N = EAu′� �� �	�� ����

����� ��
��	
�������� wS(x) 
��
� ����
��

−GAw′′
s (x) = p(x) ������

� (ws, δws) =

∫ l

0

−GAw′′
s (x) δws(x) dx+ [V δws]

l
0︸ ︷︷ ︸

δAa

−
∫ l

0

V δV

GA
dx︸ ︷︷ ︸

δAi

= 0 ,

������

�	
 V = GAw′
s �

����� ����
��
���� w 
��
� �
���

−H w′′(x) = p(x) H = ��
	���
����� 	� ��	� ������

�	
 V (x) = H w′(x) ��� ��
  ��
�
��
 	� ��� ��	�

� (w, δw) =

∫ l

0

−H w′′(x) δw(x) dx+ [V δw]l0︸ ︷︷ ︸
δAa

−
∫ l

0

V δV

H
dx︸ ︷︷ ︸

δAi

= 0 . ���!"�

����� ����
��
���� w 
��
� ����
��

EI wIV (x) = p(x) ���!��



�� � �����	
���

� (w, δw) =

∫ l

0

EI wIV (x) δw dx+ [V δw −M δw′]l0︸ ︷︷ ︸
δAa

−
∫ l

0

M δM

EI
dx︸ ︷︷ ︸

δAi

= 0 ,

������

��	 M(x) = −EI w′′(x) 
�� V (x) = −EI w′′′(x)�

����� ����	
��
��
 w ����� �������� �	����� ���

������


EI wIV (x) + P w′′(x) = p(x) P = 
�
������	 ������

� (w, δw) =

∫ l

0

(EI wIV (x) + P w′′(x)) δw dx+ [T δw −M δw′]l0︸ ︷︷ ︸
δAa

−
∫ l

0

(
M δM

EI
− P w′(x) δw′(x)) dx︸ ︷︷ ︸

δAi

= 0 ������

��	 ��� �����������	��
�

T (x) = −EI w′′′(x)− P w′(x) = V (x)− P w′(x) , ������

��� ��� �����	��
�� ��� �
������	 
� ��� ���	������ ��	��� �
� ��� ������
������	�	�� (w′ = tan ϕ) 
�
������	 P

����� ��������	 
�
������� ���
��

EI wIV (x) + cw(x) = p(x) ���� �

� (w, δw) =

∫ l

0

(EI wIV (x) + cw(x)) δw(x) dx+ [V δw −M δw′]l0︸ ︷︷ ︸
δAa

−
∫ l

0

(
M δM

EI
+ cw(x) δw(x)) dx︸ ︷︷ ︸

δAi

= 0 . ����!�



��� ��� ��	��
���

� ��� �
�
�� ��

����� ����	
���
���

EI wIV (x)−H w′′(x) = p(x) H = �����������	
 ��
���

� (w, δw) =

∫ l

0

(EI wIV (x)−H w′′(x)) δw(x) dx+ [V δw −M δw′]l0︸ ︷︷ ︸
δAa

−
∫ l

0

(
M δM

EI
+H w′(x) δw′(x)) dx︸ ︷︷ ︸

δAi

= 0 , ��
���

��
 V = −EI w′′′(x) +H w′(x)


��� ��� ��	��
���

� ��� �
�
��

�� ����� ����
�
�
��� ��� �
 �
 ��� ��� ������

� (w, δw) =

∫ l

0

−H w′′(x) δw(x) dx+ [V δw]l0 −
∫ l

0

V V̂

H
dx = 0 , ��
���

������  ��	
� [F ]��
 !�"�� [L] #$����"��
� ������ %�$��
�� & [F ·L] ������

∫ l

0

−H w′′(x) δw(x) dx = [F/L] · [L] · [L] = [F · L] ��
���

[V δw]l0 = V (l) δw(l)− V (0) δw(0) = [F · L]− [F · L] ��
�'�∫ l

0

V V̂

H
dx =

[F ] · [F ]

[F ]
[L] = [F · L] , ��
�(�

)�� ��� *����
$����� ��
 �� �+,�)�� �)��
 %)	 ������ -.)���)���������-
$��),�� ��� %�$��
�/ )�� 0���"���������� ��� �������
�
��


������� ��� 	��
������ 
�����������

� (w, δw) = δAa − δAi = 0 . ��
���

������������
������
�

��
 ��� ����
� %�")���
 ����
��+, ��
 ��� ���
��� ���� 	���)����
 ���
����
�
�
 ��� 0���"����,��
)�"���
�



�� � ������	
��

���� ��� ��
�������

1

2
� (w,w) = Aa −Ai = 0 , ������

��� 	�
��
� ��

 ��� ������ �������	��
 ���
����� ��� ���
�� 1/2� ��
 ������
������� ��
�������
 �����

������� ��� 	��
������ 
���
�

����
 ��� w(x) �� ���  ���
� !
���� ��� �	����


 ��� ��

�� "��
 �����
#�

$���
��� δw∗� ��� ���� ��� �
 #����
��� �

� ��
 ����� !
��� 
�����	
�
���� �

 �
 ��
 ������� ��� 	��
������ 
���
�

� (δw∗, w) = δA∗
a − δA∗

i = 0 . ����%�

��
� 	�� ��

�

&��� ��� !�
 '�� (�

� ���)�
 �� ���
� !
����� ���� �� ����� !���������
��
 ��� ��

�� *����
���� +���
�
�
 ��


��


� (w, ŵ) =� (w, ŵ)−� (ŵ, w) =

∫ l

0

EI wIV (x) ŵ(x) dx+ [V ŵ −M ŵ′]l0︸ ︷︷ ︸
A1,2

− [w V̂ − w′M̂ ]l0 −
∫ l

0

w(x)EI ŵIV (x) dx︸ ︷︷ ︸
A2,1

= 0 , ������

��	 
���
���� ��		 ��� ���������� �
����� ��
����� ������ ����������� w 
��
ŵ ������ ���� 	����� (w, ŵ) = A1,2 −A2,1 = 0�



��� ��� ��		
�����

��	��� ��

��� ��� ��		
�����

��	���

��� �������	 
�� 
�������������� ��� �������� 
�� ������ ���
��� ����
�
� ��������	
���	����� ���

∫ l

0

−u′′ u dx+ [u′ u]l0 −
∫ l

0

(u′)2 dx = 0

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

u = sin(x)
u = cos(x2)
u = x2 + 2x+ 1
u = . . .

, ����� 

��� ���� �! "�
��� �
� �
� ����� #��!�� ���������$��� ���������� %�����������
��� ����� "�������� %������&� ������� ��! �����' ��� ��� ()�������� (=

δu) !�� ��! �
������������� ��
������
 (= u) ������' �� *��� ��+� 
���' ���
����� ��� (��� ��&��' 
�� ��� ���, ��� -�������� ����' ��� *����� ��� �!
����
�� �!!�� �
��'� (u, δu) = 0�

��� ��� ���������� %���������� ��!!� ��� ����	��� �� ��� �������� ������'
���� ��� (����������� .�� -���� 
�� (��� ��� �
���!������ *���
�
�� ���
������������/� �)� ��� �������� ���
�� �
� ��� "��������� %������&����

�! ������ ����� �!!�� ��� L2	����������
��
� .�� ���� ���0
������� "�1	

,��' .�� -���� 
�� (��'

∫ l

0

−EAu′′ u dx = ����� ×��� ����2 


�� ��� ���)����� ��������� �� �
� ��! �
�������������� �
��� ���������
%���������� ��� �������	 
�� 
�������������� ��� �������� 
�� �������


� ���� ���� ����� �
� ��� ���������� #��!�� ��� ���������� %����������

� (u, v) =

∫ l

0

u′ v dx− [u v]l0 +

∫ l

0

u v′ dx = 0 , ���+3 

������� .���� ������� �1�����������' 4���� .�� #
�������� �� ����! 56
��	
�
!!�������5 !���������� �
 .����)����

� (u, v) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∫ l

0

−EAu′′ v dx+ . . .

∫ l

0

EI uIV v dx+ . . .

∫
Ω

−Δuv dΩ + . . .

. . .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

= 0 . ���+� 

� ��
 L2����	��
������ ��� ���� ���������� �
� ��� ����	������� ��� �����������



�� � �����	
���

���� ��� 
�
�������� 
�� � ��	��������

��� ���� �� ��		��

�� ����� �	�
 ����������� � ������ ������ ��� ���
	� ���
�������� ��� ����������������

��� �������	�

���� ������ �
�� �������� ���	���
��������� ��������� �
		�� �
 �
	����
��� �������	� ��	���� ���  ���	� �� !���������	������

����� ��� ��	
�	� 
�� �	�������
 ��������
��


"�� �����	���� ��� #�����$��� �� ��	� %�&

EI wIV (x) = 10 w(0) = w′(0) = 0 M(l) = V (l) = 0 '%�()*



��� �������	� 
�

��� ��� �����	�

w(x) =
1

EI
(
10

24
x4 − 50

6
x3 +

125

2
x2) 
��
��

��� ��� ������������� 	�����

M(x) = −5x2 + 50x− 125 V (x) = −10x+ 50 . 
��
��

��� ����� ��������� ��������� ��� ��	����	��������

� (w, δw) =

∫ l

0

EI wIV (x) δw dx+ [V δw −M δw′]l0 −
∫ l

0

M δM

EI
dx = 0 ,


��
��

��������� ���� ����� ���������  !� 
��
"�� ��� #��� #�� �����$��� ����
δw(x) ���� ��	������  �����		� %���&����� ����

δw(0) = 0 δw′(0) = 0 , 
��

�

��� ��� '�������

� (w, δw) =

∫ l

0

10 · δw dx−
∫ l

0

M δM

EI
dx = 0 , 
��
(�

��� ��� ��	��� δAa − δAi = 0 ������		��
)��	�� #�� ���� �	� ��	������  �����		� %���&����� ��� *�����!� δw(x) = x2�

�! +���� #�� �� ��� ,��� ���� ��� ��	��� ��		 ����-�

� (w, x2) =

∫ 5

0

10 · x2 dx−
∫ 5

0

(−5x2 + 50x− 125) · (−2) dx

=
1250

3
− 1250

3
= δAa − δAi = 0 . 
��
.�

���  �����		� %���&�����

δw(x) = cosx 
��
/�

��� ������� ����� ��	������  �����		� %���&������ ���� -�� ������ ��#�����
#��� ��� ������	��� ����� 	���� 0����  ���&���� δw(0) = cos 0 = 1� ��� �����

�-�� ��� �&	�������  !� � (w, δw) = 0 ����� ��1�� 2����� 3�� $��� 4����
��� ������� ���	�� ��� -�������� ���� ��� ���� ��� 5�������� V (0) = 50 ����
'�-��� 	������� ��� �! ����-� ���� $�� ��$ 3!$����� ��	���

δM(x) = −EI δw′′(x) = EI cos x 
��(6�

���� ��� �������� 7���	��� 
�� ��� −50 · 1 = −V (0) · cos 0�



�� � �����	
���

� (w, cosx) =

∫ 5

0

10 cosx dx− 50 · 1 −
∫ 5

0

(−5x2 + 50x− 125) cos x dx

= − 9.59− 50︸ ︷︷ ︸
δAa

+ 59.59︸ ︷︷ ︸
δAi

= 0 . ������

���	 
�� 
�������������������� δw = a+ b x ���
 ����� ���������� ��������
��� ������������ ���� ��!��
�" ��� �	�� �����
��� ������� ��
 �!��� ���!�
��� 
��� ���� ��������� 
�������������������� δw(x) = 1 ��
 δw(x) = x 
�!���!������� 
�� #����	�����	� ���! 
�� 
�""� 
�� ���������� $��%�� ��


�� 
�""� 
�� &!"���� �" 
�� ����� '����

� (w, 1) =

∫ 5

0

10 · 1 dx− V (0) · 1 = 50− 50 = 0 δw = 1 , ����(�

� (w, x) =

∫ 5

0

10 · x dx−M(0) · 1 = 125− 125 = 0 δw = x . ����)�

�M(0)·1 = M(0)·x′) � *�� ���� w !��	!�!��� �� 
����� ���
�� ������������
��� 
��� 	�����	� #����	�����	��

����� ����	
�����
���	�����

&�� ��������� ���	 ���	 ����	� 
��� 
�� +��������� 
�� $���������� 
�"
,��������	����������� ������

1

2
� (w,w) =

1

2

∫ l

0

p(x)w(x) dx− 1

2

∫ l

0

M2

EI
dx = Aa −Ai

=
1

2

1

EI
(1562.5− 1562.5) = 0 , ����-�


��� ���! 
�� ��.��� ,���������� Aa �����	 
�� ������� ,������ Ai ����

����� ��� ��
��
� ��� �
����

�� ������

+�� 
����" /������ ���
 
�� 0��	��%!��� �!� w ��
 δw ��������	� ��

"�� ��	����� 
��� �����	������� δw∗ ����� δw

� (δw∗, w) =
∫ l

0

EI δw∗IV (x)w(x) dx+ [δV ∗ w − δM∗ w′]l0

−
∫ l

0

δM∗ M
EI

dx = 0 . ����1�

2�� &!	���	� ������������	��� ������� ��% 
����� #����	���� 2!�� ����� "��

��� 
�� 3�����!� δw∗ = w̄



��� �������	� 
�

���� ��� �
���
���


�� ��� ���	�� 
�� ��� ��
��������� �� �
���
����� ��	 �
���
	 ��
���� ��� � �� ��
������� ����	��� ��
 ��� �
���
 �� ����� ������� ��	�����
��� ����
 ������ 
��� P ∗ = 1� �� ��
 ��� ���������� δw∗(x) ���!
�

EI w∗ IV = 0 δV ∗(l) = 1 δM∗(l) = 0 . "��#$%


���� w(0) = w′(0) = 0 �&��� ����

� (δw∗, w) = P ∗w(l)−
∫ l

0

δM∗ M
EI

dx = 0 , "��##%

&��


1 · w(l) =
∫ l

0

δM∗ M
EI

dx , "��#�%

��	 ��� '&�
	��� (
����	��������� �	��
)��� ���	�� �
	��� *
&��	�+� �&���� ��
 ��	 ������� ��� 	��
������ 
���
�

��� 	,	������	���
 ��		��� �	 	���� ��� ����
 ��� ��
 �
	��� -
���	����
.��������� ���� /�� ��&��� �� 01���� ��� ���������� w(x)� ��� 2���� �� ���
������ 0����� 
+� � ��� ���� ���������� δw∗(x)� ��� ��� �
	��� *���� ���������


��� δw∗(x) �� �
	��
 0����� 	����� �����
� δw∗(x) ��� �
����
!3��� ��	& ���
0�
�� ����	�

EI δ w∗IV (x) =: δ p∗ "��#4%

��� ����	& ��� '&����� ��� 5��
 
���� �� ��� �������� ��� ��� ������



�� � �����	
���

δV ∗(0) = −EI δw∗′′′
(0) δV ∗(l) = −EI δw∗′′′

(l)

δM∗(0) = −EI δw∗′′
(0) δM∗(l) = −EI δw∗′′

(l) . ������

��	 
�

�
 ��� 
��������� ��	 ����	�
 �	����� ��� �� δw∗(x) ����	�
� δK∗�
���� ��� ����	���
 ��
 δw∗ �
 ��
 ��� �
�
��
 �
 ��	 �	���
 
	��
!

�"��
 #��
����� 
�"�� �$���	��� %�	��
� ���� δw∗  ��
� &'" ��"���
 ��� ���
(���	$���
��
��
 ��� )	���	� 
����
�

*�� #��
������ (δw∗, w) = δA∗
a−δA∗

i = 0 ��� ��

 ��� ����
� ��	 ����	�

+	$����
 δA∗

a� ��� ��� �	���� δK∗ ��� ��
 ����
 w(x) ������
 ��
�� ��	
��	������
 �

�	�
 ,
�	��� δA∗

i � ���� ��	 -$�	����	�
� ��
 δM∗ �
� M �
#
 ��	 (���	���	 %�	� ��� ������� ��� 	��
������ 
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�� δK∗ �� ������������
� ���� ��
 ���
������� �����
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� ��� ���  ���� ��� !��������� u ��� ��"
�
���� ���� ��� #����������� w(x)�

δA∗
a =

∫ l

0

EI δ w∗IV w(x) dx+ [δ V ∗w − δM∗ w′]l0 , ������

������ ��� 	��
������ ������� $������ δA∗
i � ���� ��� ��
�����

δA∗
i =

∫ l

0

δM∗M
EI

dx . ����0�

#
 ��	 1���� ����

δA∗
a − δA∗

i = 0 , ����2�

%�� ���� (δw∗, w) = 0 ���
���"� ����
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"���� %�	� ��	��
��� ���� ��� �	���� δK∗ ��%��
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 �	���� ��� ��	�
���	�� %��� %�	 ��� �	����
��� ��	 5�
 ���
 δw∗ ���� 63����	�"��76� ��	"� *�7�	�
������
 �$��������
��$�
 �
� 8��� 5�
 ���
 δw∗ ∈ C4(0, l) ��� 
���"���%�"���$���
��
��
 �	!
�'���

� (δw∗, δw) = 0 δw = a+ b x . ����9�
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∫ li

0

px δui dx+

∫ li

0

pz δwi dx+ [Ni δui]
li
0 + [Vi δwi −Mi δw

′
i]
li
0︸ ︷︷ ︸
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δAa =
∑
i

[

∫ li

0

pz δwi dx+

∫ li

0

px δui dx]

=
∑
i

[

∫ li

0

Ni δNi

EAi
dx+

∫ li

0

Mi δMi

EIi
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δAa =

∫
pz δw dx+

∫
px δu dx �!�36�

�
� ∫
N δN

EA
dx+

∫
M δM

EI
dx = δAi , �!�3!�
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δAa =

∫
pz δw dx+

∫
px δu dx =

∫
N δN

EA
dx+

∫
M δM

EI
dx = δAi
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���� �	� �	� �	���
��
��� ��� �	���
������� 	� �	� �� 
!�	��"
�	����" �	��	�������� �
�� #���� �	� P · δw(x)�

$	��� #���� ������ ��� ��� ���	"�� %
������� ��� &�����!�	���� ����
�	���
��
��� ��� �	���
������� ��� ���	�� '������ ������ �	�� (��	��	
��"
��� )	�"�
	�	� 	� wL(x) ��� wR(x) �������	"� ��	
 ���� �������
	�� "���"��
�	��� �	����� *!�� �	�� �	���
����� �	���" 	���"�	���� ����� $�� &��� ��� 
����� ����� �� �	� !�	��� +

���� ���������������

,�� 	���"�	��� ��� 
	���� -�"�� !	� ��� '��

� x̄ ��� #�
"���� ���..� �����
��� ����� �	���� ��� -�����"�	/�.���� �	� ����"���	�� ����

� (w, δw) =� (wL, δw)(0,x̄) +� (wR, δw)(x̄,l) = 0 + 0 = 0 . ����0�

$	� !�	��� #�	
� ��� )	�"�
	�	�� wL(x) ��� wR(x)� �	�� 1���	
� ����"���
-2���"�� ��� )�
���"
�	����"� ��	
 �	� ��� �	�������	� ��
!�� ��������
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�	�����������	��� ���������� ������

������� ��		 
���� �
���
����	
�� ��������� 	���

EI wL(x) = 0 0 < x < x̄ EI wR(x) = 0 x̄ < x < l , ������

��� �� ��� �
���� x̄ ����� ��� ������ ��	����� 	
�
�� ���������� ����� ��	 ���
��� �����
� ML ��� MR � !� ��� "���
�#�
� VL ��� VR� ��� �� ��� $��

��	 �����
�	 � !� ��� %�� ��
���
 	&������� 	� '��� ���(�

MR(x̄)−ML(x̄) = 0 VL(x̄)− VR(x̄) = P . ����)�

'�� ��� *���
��� ��� +��������
��� ��	� ��� ��
���� ,������� �� ��� -���.
����			
����� �����
 ������ ��� ���
����� *����
 ��	 %�� �������
�	 � !� ���
%�� ��
���
 �����

[VL δw −ML δw′]x̄0 + [VR δw −MR δw′]lx̄ = P · δw(x̄) ����/�

��� 	���
 ���
�
 ��� '���� ��� �����  ��#		���� ���
������ 0�����
���

δAa = P · δw(x̄) =
∫ l

0

M δM

EI
dx = δAi . ����1�

2������������	 ��		 ���� 	� '��� ����� ��� 3�
����
��� �������	 ��
�����.
����

� (w, δw) :=� (w, δw)(x1,x2) +� (w, δw)(x2,x3) + . . .+� (w, δw)(x5,x6)

= 0 + 0 . . .+ 0 = 0 . ����4�
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�� ��� 5� ���� 6��
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�
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�

� (w, δw) = MA δw′(x1) +Aδw(x1) + P δw(x2) +M δw′(x3) +B δw(x4)

+

∫ x6

x5

p δw dx+ C δw(x6)−
∫ l

0

M δM

EI
dx = 0 . ������

��� 	
���� 
����� ��� ��
�	������ ������� �������

���� ��� ��� ��� �������
�� ���������� ������	��
�� δw �� ����� ���
�
 ��	 ! ��	���!" ���� ���� ��� #�����$����� �� ��� %�
��� �����

��� �����	�
��
�

&� '����������
 ��� ����� %�
�����	��
 ������������� ��� ���� �������

• (�� )���
����������
�����
• (�� *�����+ ��� ���������� ������	��
��
• (�� ,� �����
 ��� *�����+� ��� ���������� -��.�� ��� /��������
 �0�
���.0����
��

(�� ������ %�
�� ��� ���
��� �� /��� ���1 ���	� ���� �� ��� 2�3 wΔ� (��
/��
������ ��� ���
���

EI wIV = 0 w(0) = w′(0) = 0 M(l) = 0 w(l) = wΔ , ����44�

$������ ��� � �� 5��	��0���" ����� /��
������ w1(x) ��� ��� 	0���	��� #����
 �����
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w1(0) = w′
1(0) = 0 M1(l) = 0 w1(l) = wΔ �������

��� 	
�	� �
	
�	� �
	�	�
�
	 w2(x)� �
	 �	� �	�	���	��	�� �	��	� ��� w1� ����
����
�� EI wIV

1 �
��� ���� 
��� ����
�
	��� ����

EI wIV
2 (x) = −EI wIV

1 (x) w2(0) = w′
2(0) = w2(l) = 0 M2(l) = 0 ,

�������

�� ���� �
	 ����	 w(x) = w1(x) + w2(x) �	� ��	
�����	� ������� �	� ���
!	�� ��� ��
�� EI wIV

1 ���� 
��� ���� 
�� w1 ����� �
	 	"���	 #$���� ���
w2 
�� ���� �
��� ���
	��
��

�����������	
������
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� ��% �	� &
������	�� �	� '(	����	���� ��� w �
� �
�� �	�(��

� (w,w) =

∫ l

0

EI wIV w dx+ [V w −M w′]l0 −
∫ l

0

M2

EI
dx

= V (l) · wΔ −
∫ l

0

M2

EI
dx = 0 . �����)�

*��� +���
,�
���
�� �
� 1/2

1

2
� (w,w) =

1

2
V (l) · wΔ − 1

2

∫ l

0

M2

EI
dx = 0 , �����-�
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*�� �	�	� 

� ��% �
	 *	(	��
������	� δw �	
 ���� 	
�	 (	�
	(
�	 ������
�	
�
���	��	 /	�� ������ 0�����
� (	�	��	�� ���� �
	 %���	��	� 1���
	��	 ����
�
��� δw(0) = δw′(0) = δw(l) = 0� ��� 
	
� ���� �
	 ���	��	����� ���� 
���
EI wIV = 0� 
�� δAa = 0� ��� ���
� ���� ���� δAi = 0 �	
�

� (w, δw) = −
∫ l

0

MδM

EI
dx = −δAi = 0 . �����2�
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�
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���� ���� ��������� ��������
�� δAa = δAi = 0

���� �����

δw(x) =
l2

4EI
(
x2

l2
− x3

l3
) ⇒ δM = − l2

4
(
2

l2
− 6

l3
x) . 	���
��


�� M(x) = −V (l) l (1− x/l) ����� �� ��� ���

∫ l

0

M δM

EI
dx =

V (l) l

EI

∫ l

0

(1− x

l
)
l2

4
(
2

l2
− 6

l3
x) dx = 0 . 	���
��

������� ��� 	��
������ 
���
�

����� ����������� ��� ���  �!��� ��� w ��� δw� ��� ��� �� δw∗ �"#����$
���� ��� ���"������� ���� ��� ������� ��� 	��
������ 
���
�

� (δw∗, w) = δA∗
a − δA∗

i = 0 , 	���
%�

��� #�������� "�� �����"  �����& #���&������� ��� '����#������ �� ���(��$
"����� �� ���� ���)� ������������"!* ���*� ��� ����������� ��� ��� ����������
+�!���������� #�������#�� #�� ��� ,��"�������� ��� 
�������� -�#��������$
����� ���� ����� δw∗� ������� w̄�
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��� ������ ���	 ���� 
��������
� P̄ = 1 �� �������� ��� ��������� ���������
���� ������ ��� 
	��������� ��� ��� ������ ������ ��� ����������

w̄ = w̄L + w̄R ����� !

��� w ��� ����� "�������� #������$� ��� �������� �	% ��� &����'������ ���
(���������������% ��� 
�������

� (w̄L, w)(0,0.5 l) +� (w̄R, w)(0.5 l,l)

= 1̄ · w(0.5 l) + V̄ (l) · wΔ −
∫ l

0

M̄ M

EI
dx = 0 , ������!

	��� ��
���)�� ���� ��� ��������� *�����������

w(0.5 l) =

∫ l

0

M̄ M

EI
dx− V̄ (l) · wΔ . ������!

��� ����� +����������� ��� ���	 ��� ,	������ -��������������� �� ��� ����
���� −V̄ (l) · wΔ �� ���������% �	��� V̄ (l) ��� +�������
� ��� P̄ = 1 ����
*�� ������� ��� ������.% ���� �� ���������� ��
 ��� ����� /���� ���)��% �� ���
.��������� $�0���� -��������

���� ���� ��� 
���'������ �� ����� ������ ϕΔ .�������%

EI wIV = 0 w′(0) = tanϕΔ w(0) = w(l) = M(l) = 0 , �����1!

���� ���� ��
 ��� *���	�����

1

2
� (w,w) =

1

2
M(0) · tanϕΔ − 1

2

∫ l

0

M2

EI
dx = 0 , �����2!

��� ��
 ��� 3��������	����� �δw(0) = δw(l) = δw′(0) = 0!

� (w, δw) = −
∫ l

0

MδM

EI
dx = 0 , �����4!

����

� (δw∗, w) = M∗(0) · tanϕΔ −
∫ l

0

δM∗M
EI

dx = 0 . �����5!

��� 	��� 
	��� ������ 
&� ��� 6����������� .	� w̄ �
��������
� �� �������
�����! ��� w ��� 
������� ���� ������ ��� (��������������� ������ ���!

� (w̄, w) = M̄(0) · tanϕΔ + 1̄ · w(0.5 l)−
∫ l

0

M̄M

EI
dx = 0 �����7!

	��� ����������



���� ������	
�� �


���� ���� ����	���������

1̄ · w(0.5 l) = −M̄(0) · tanϕΔ +

∫ l

0

M̄M

EI
dx . �������

��� 	
��
� M̄(0) ��� ��� ��
���

�
��
� ��� ��� ��
�������� P̄ = 1̄� ���
��
����� ������ �� ��� ��� ��
�� ������  ��� �� !�������� "�#��� $�%��� ���� �
�
�
 ����� �� ������ ��� ��� &���
� (−1)�

��� ������

'
 ������������ ������% ���� ������ ��� &����������� �� (��� ���)�[
k −k

−k k

] [
u1

u2

]
=

[
f1
f2

]
�����*�


���� �+����� Ku = f �
,� ������ �-���� ������ ��� '��
���"�

� (u, δu) = δuT Ku− uT K δu = 0 . �����.�

'�� u ��� /������� ��������� ��� &����� Ku = f � ��

 ����%� ���� ������ ���
������� ��� 	��
������ 
����������� �+� ��� &����

� (u, δu) = δuT f − uT K δu = δAa − δAi = 0 ����01�

�
� �
��
� ��� ������� ��� 	��
������ ����
�

� (δu∗,u) = uTf∗ − u∗T Ku = δA∗
a − δA∗

i = 0 . ����0��

���	 
�����
���

'
 ��� ��
����
 ������ ���� ��
 ��� ����%
���� ������

����
 �
� �
 ��


��
 ��
 2������� 3���������  �� ��
�
 ���"�������
 2������� %���
���


w(x) = wLF 1 + wLF 2 + . . .+ wT . �������

��� 	
���
 ����� �

����
� 	��� wT �� �������� ���������
 ��������
������
�� ���	� ���� 	�� ����



�� � ������	
��

���� ���� ��
���	���

wT (x) = αT
ΔT

h
x2 + a x+ b , (a, b ���� ��������	) 
���
��

���� �	�� 	�	���	�� �����	 ����	����	� �� �	� ������	�	��	� ��������	� �	�
����	�� �	��	��

��� ������� ��� 	��
������ 
���
� � � 	��	 !�	�	����	 wT � ��� �	�"	� 	��	
#�������� P ∗ = 1 �� �	� $��%���� x� ����	� ����

� (δw∗, wT ) = 1 · wT (x)−
∫ l

0

EI δw∗′′ w′′
T dx = 0 
���
&�

��	� '�� w′′
T = αTΔT/h

wT (x) =

∫ l

0

δM∗ αT
ΔT

h
dx . 
���
(�

)�	��	� ��� αT ∼ 10−5 
*����� !	���� �	� +	'%	�������	,"�	�� �	� -��	�
������ ΔT ��� ��	 +	'%	�������.	�	�" "���/�	� 0�	�� ��� 1��	�����	 �	�
+���	�� ��� h ��� ��	 +���	����	� �� !��� ���(�

2	����� �	��	� '�� ��	 3��'	� � � ��	 ������	��/��	���� ��� +	'%	�����
��

uT (x) =

∫ l

0

δN∗ αT T dx , 
���
4�

���	� T ��	 5��	���� �	�	� �	� �	� $��������	'%	����� ����
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���� ��� ����	
��
��� �����
	���������

��� ����� �	� �

� ���
� �	
������ 	� ��� ��


������� ������
�
����	��
�	 ����	
�����

1̄ · δ =

∫
M̄ M

EI
dx+

∫
N̄ N

EA
dx+

∫
M̄ αT

ΔT

h
dx+

∫
N̄ αT T dx

+
∑
i

F̄i Fi

ki︸ ︷︷ ︸
����������	�
�
��

+
∑
j

M̄j Mj

kϕj︸ ︷︷ ︸

�
�
���
�	
��
�
��

−
∑
k

F̄k wΔk

︸ ︷︷ ︸
���
��
�����
����
�

−
∑
l

M̄l tanϕΔl

︸ ︷︷ ︸
���
��
���
����
�

. �������

��
 δ �	� ��� 
�� �� !���� 
����� "�� �
 �� ��� !���� #$������	� ��������� �
��

�"��
 �%� &��
�����	���� �

 �	�� &������	�����

���� �
 ���� &������	�� �
�� ���� �
� �
 ��� ������
 ��
 ����"�� �

� "��

�� ��� ��
��� '����
���� (��������)�	� ��� ��� ������
�
����	�� *� ���	��)
��
 +����� ��� ��� ������
 ��,���� �
�

. . .+ [V w −M w′] + . . . �����-�

	�� ����� ��� ��� ����"�� �
�
.	� 
� "��� ��� ������
�
����	�� �	�� ����� .���� �������� 
����� 
�� 


"�� �����
 "�� 
��� ��������

M̄ · δ = 1  .� · tan ϕ = [F · L] · [ ] =

∫ l

0

. . . �����/�

���� ��������

0
 �
� �	� 
�����
��� �%�
��� �%� ��� ��������
 !1
��� ��� 2�
���

δAa = δAi ����34�

�	
 ��� '����
���� (���������� ��� �����
��� �����
����� �	 ���"�� �
�� ��

�����  ��� (������	� 
�� 
������ �� "��5 ���� ��� "���� 6�	�� �	����#
��
��� "�
��� 2������� �� δAa �	
��
���� �	

� ��
 
��� ��� �������� ���
!���� ��
�
��� ∫ l

0

pz δw dx

∫ l

0

pz δu dx ����3��

	�� ��� �������� ��� 7	� �
�
���



�� � �����	
���

Pz δw(x) Px δu(x) M δw′(x) ���� ������	


�� �
� ��
����� �
 δAi �
�� �
�� �������

δAi =

∫
M δM

EI
dx+

∫
N δN

EA
dx+

∫
δM αT

ΔT

h
dx+

∫
δN αT T dx

+
∑
i

δFi Fi

ki
++

∑
j

δMj Mj

kϕj
−
∑
k

δFk wΔk −
∑
l

δMl tanϕΔl ,

������	


�� �
� ��������� �
�� ��
�� �
�

δAi =

∫ l

0

M δM

EI
dx+

∫ l

0

N δN

EA
dx ������	

���� ��� ���� �
������� �
�

δAi =

∫ l

0

M δM

EI
dx . ������	

���� �����	
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�
� ���  ���
��
������$

∫ l

0

EI wIV (x) δw(x) dx , �����&	

�$�� ��� '���$����
�� �( L2!)��$��#���
��	� ��� *���� 
�� +��� +
� �
��
�����
���, 
�� 
� ��� ������ -��������� .����
��� ����
$$
��� �����$���� /��
%�� ��� ��� ��$��� �
$�, �
$� ��� �
� ������� ��
��
$� �������

*���� 
�� +�� �
�� �
� ��
��� 0�$�, 
� �
� �
�� �
� )���
� ������ ���
 ���
������
1 
�� ��� ������$� ����
1 ��� )���
� 
�� �
� �
��������$� 2�!
�����#����
�� ��� )���
� 
�� ��� )��$��#���
��

�
� *
��� 
� /����� �
� ��� ������ -��������� .����
��� ������� �
�
�
����� ���
�, �
� �
��
�$$� 3������
�� �� �
 %��$��, ���� ��� �
� .������!
�
�� �������, �
� ��� �
���� ����
 ��� ��� �
�  
�%��$ �%
����� ���

4����
���

� 
��� ���� ����	���� �
��� �� ������		 ���� ��� ����	
������ ��� ���� ���������� ���
��
	
�������� �� ������



���� �����	
	 ��

���� ���� ��
������
�	��
�
 ��� ��
�� ��
����	�
���

������� ��� 	��
������ 
����������� � (w, δw) = 0 ������

������� ��� 	��
������ ����
� � (δw∗, w) = 0 ����

��
� 	�� ��

� � (w1, w2) = 0 ���� 	
� ������

�
� ��� ��
� 	�� ��

� ��

 ��
 ���� 	
� ����������
 ������
�
� �
�
��� ������� ��� 	��
������ ����
� 
	� ��������
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� ��� ������� ���
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	� ����������
� ���
������
�� ������������
�� ������� ��� 	��
������ 
����������� ����	�
��� ��


� (w, δw) =  ���� ������ × !
��	���� ���� − a(w, δw) = 0 "#�#$%&

	
� 
� ������� ��� 	��
������ ����
� ������




�� � �����	
���

���� ���� 
�������������� ��� ������ �� ����� ��
����

� (δw∗, w) = ��������� ��	
�� × ����� ��
� − a(δw∗, w) = 0 . �������

���� ��� ��� �������� ��� ��
�����
� A �� ��� ���
�����	
�� �� ���� ����
���� !���" �# ���� ��� ���� $��!��
 �� ��� �� !�� ��
��" δw(x) = 1− x/l"
��� %�������� ����& ���
 '	!���

� (w, δw) =

∫ l

0

p(x) δw(x) dx− V (0) δw(0) = 0 , �����(�

��� ��� )������	� ���� �� ! A = V (0) ��*+���

A · 1 =

∫ l

0

p · (1− x

l
) dx . ����,-�

$�� �#����	���
���� !����� '#���� '�� �� ! ���
��" '�� ��� ��� ��� �������

��� 	��
������ 
����������� ���*���
�����#��� 
&� ���
�
�+.�� �� ������ !
���������� /��
'����� ���� !��� ����" #�'#!� ��� �#�
�!�� ��
����� ! ���
��� 0��� %#� ����� ������� ! ����

���� ��� /��
'��� �� ! ������ ��� ������� !����� 1������� ��������� !
���" ��� ��� %�������� ������ 2����� δAi = 0 ��� �#��� ���� �� ! δAa = 0 ����



���� �����	
	 ��

� (w, δw) = δAa − 0 = 0 �������

���	
�� 

�� ���� ��� �
���

� (w, δw) = A1,2 −A2,1 = 0 �������

��
 �	

�� A2,1 ���� ���� �� �� ���� ��� ���
	 ���� ���� A1,2 ���� �
��� �� 
��
������� ���� �

	 δAa ��� A1,2 

� �
� !��"
��
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�
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 ���
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� �
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�
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� �� ��
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	 ��
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�

%� ��
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�� �� ���$
�����
 �� 

�����
��

��
� ��	 
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�
�$ �� ���$
�����
 
��� ��� 
	��"
� ��� ����	 ���
	
 �� 
�
�� M ��! 

��
� �
��
� �
� *
�
�$� ��� ��+
	
� ���
��
�#��	 ��!� �����
�
	 ���$
� �
��
	��� ��
 ,���
	���� �
�	�"
� $����

-��� 
	�
��
� ��	 �
� ���$
� 
��
 ��	��
��
 &
		)�$��" δw(x) �
	�	��
���� ���� ��
 ���$
�����
 �� 
��
� ���� ���
	 �� 

�����
��
� ,
	� Δw
�
�
�$�� -
	 ���
�	
����$
� �
	 ���$
� .��!�
 ��

� ��� δw′

L = Δw/(l/2) ���
�
	 	
���
� .��!�
 ��� δw′

R = −Δw/(l/2)� *
��+ �
� ������� ��� 	��
������


����������� "���

� (w, δw) = δAa − δAi = 0 . �����/�

0�� ��� ��
 ��	��
��
 ���
	
 �	

�� 

� ��
�
	 �
�
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��
� ��� ���
	 ���� ���� ��
 ����
 �
	 ��	��
��
� ��+
	
� �	

��
�
0��� �
��

δAa = 1 · δw(x)−M · δw′
L +M · δw′

R = 0 . �������

,
�� ��� ��� Δw �� "	�+ ������ ����

δw′
L − δw′

R = 1 �����1�

���� ���� Δw = l/4� ���� !��"�

M(x) = 1 · δw(x) . �����2�
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 4�
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��
� 5	�!�
� V
"
�
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δAa = 1 · δw(x)− V (x) · 0.5− V · 0.5 = 1 · δw(x)− V (x) · 1 = 0 �������
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���� ���� �
�� ��� ��� �	�� �
� ������ �� ��� ����	���� M̄ �� ���������� 	�� ��� ����


������ G0(y, x)

����

V (x) = δw(x) . �����	


��� 
���� ����� ���� ���� ��� ������������� ��������� ���� ���� ��� ���
����  !�� ��� "����� ������ #�� ������������ M = 1 ������� $�!���� ����
��� �� %�������� ��� ��& � � ����� $�!��� ��� ��� '������ ��� ��� ������
��� ��� "������ ��� ������������ ����

M · δw′ �����(


��� ����� ���� ��� #��)������������� � � A(x),M(x) ��� V (x) �� ������
*��� ��������� ��� ��� $!��������� %�� δw(x)�

+��� +������������� %��������� ���� ��������� ��� $��������� ��� #���
)������������� ����� ,����������
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A(x) =

∫ b

a

p(x) δw(x) dx . �������

��	 
��
���� ������� �	� ��� ���

�� 	� �	�� ����� ��

 ��� ��
��� �������
��

 ��
 ��
 ����	� � � δw(x)� ��
 	� !	������ ��
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 $ �

���� �
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���	'
����� ���� ������� ��� 	��
������ 
���
�� ��
������

w(x) =

∫ l

0

M(y) M̄(y, x)

EI
dy � (G0, w) = 0 �������

 ��
 �	� ��� ��
� 	�� ��

�

w(x) =

∫ l

0

G0(y, x) p(y) dy � (G0, w) = 0 . �����(�
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��� P̄ = 1 �� ���
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������� ��
 $ ����� M̄ = −EI G′′

0
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 	� Mh ��� M̄h ����
3,'4���
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�
 ��
���	����� ���
��� ����	 5� ����� ��� 
	���	���
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� G0(y, x) �� 6
� y � � P �
�7�� ��

� ���� ���� ��� ��

� ���� ����
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δ =

∫ l

0

M M̄

EI
dx , �����8�

������ ��
 ������%� x �	��� ���� ��� ��
����� %��� ���� �	� *����
��	 �
'
��
	���� x ��	9��� ���� �	
 ����� �	�
� %�
#� 3 
� ��	 ��
 �
��	�
���	�����
�����#� ��� ��
��� 
	� ���������	�� ��	��
 �����#���
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	������������ ����� ������� ��� ���� ��� ��� ���
�
�� ��� 
����� �� ������� 
�� �
��� �� ������� 
�� P̄ = 1� �� ������������ 
��
P̄ = 1 � !��"���#��$���� #%� ��� ��������
	������������&
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���� ���� �	� ���� ��� �	���� ��
�	� � �	� �	��	 ����	�� ��
�	�  �	�
	�!	 ����	�� ��	�


���	!	��� ���	 �	��
�
�"� ���	 #�"	�� 
��� ��	� 
� 
	�� �	���	
 ���	 ��	�	��

���� �������	 
�� 
����	 ����


�
������	�

��� �������	


w(x) =

∫ l

0

M(y) M̄(y, x)

EI
dy ��
����

	�		�	 ��� ��	� �������� ��	
�����	
���	 �	� ��� �������	


w(x) =

∫ l

0

G0(y, x) p(y) dy ��
����

��	� ����
� ��	
�����	
���	 
 ��	 ��		 ���� w(x) ��� ��	 ����	��	� ���
������	 �������	
 ��	 w� ������	�	 ���� ��� ���  ������	����� ���� ��� ����!
��	 �������	
 ��	 w


 ������� "�	#���$�	����	�	 �������	 ��$ ��� �����	 ����	����	 %��	���&��
�	 ��� '���������	
 ��� ���	��� ��� ���������	 ������ �

� (G,w) = 0 ��
��(�

�	� ������ "�	#���$�	����	�	 ��$ ��� ������	 ����	����	 %��	���&�� ��� ����

��	 �����

� (G,w) = 0 . ��
��)�

���  ��	��������*��� $+� ��	� �������� "�	#���$�	����	 ��� ��� ��������
�������
������	
 ��
����


��� ��� ��������	 �������
������	
 ��		 ��	 ���� ���	� ,��$�
�-.�	 ���
���� ��� /������$�
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���� ���� 
��� ��� ��
��������� �� ��������������� ��� V (x)� �� 
� ��
����� ���

��������  �!���� �� ��������� ��� X1� 	� 
����� 
�� X1 = 1

���� ���� ����������������� ���� "��	 ��� �� ��� #����������� ��� �� ��� $�����
��
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�
������	� ��

V (x)
?
=

∫ l

0

M M̄

EI
dy �������

��	�
����� 
�� ���	 �
������ ���� ���
�� ��	������ �	��� ���� ��� ������
���� �� ��� ���	�	��� V (x) �� ����� ����� �� ��	�
���� !�� ������� ���

	��
������ 
���
� ���"� ���# ��	 ��	 $�	�
����" �#� 
�""	%&���
'�
� 	�
���	��
� ��� ��� (	"����� ����� ��� ��� �#�"���� $���)��� ���"�� �#���

$���� ���� ��� ��	 (��*���������#� �+	 V (x)� �� $��� ��,� �� ��� ���	�	��� ��
$���������� �-��� �#	�����"��

V (x) =

∫ l

0

G3(y, x) p(y) dy . �����.�

�	#���	� ��� �������� ��� /#�	� ���� ���� ��� "��0& ������� ��� /#�
���� M̄ ��	 (��*���������#� ��� ��� /#���� M ��� ��	 $�������" +��	���
"�	�� !�� (��*���������#� G3(y, x) ����� ��
� ��� ���� 1����� ��������� ��	
2
��	����"��" �� $��� ��,� �� ��� ����� 3�������	�� ��	 ��� 4����	 �� ��	
(���)�����" �#		�"��	�� (���)	�
���� ��� M̄ ��� 5������

M̄ = X1 ·M1 + 0 , ����67�

���� ��	 ��� /#���� ��	 ��+
������ �����	�� 2
��	����"��" ���� ������ ����
��	 �� '��)���� ����� )	#��������
� ����� !�� 8��	��"�	��" �	"��� 9��#
�
���� ��� ��
�� V (x)

V (x)
?
=

∫ l

0

M M̄

EI
dy = X1

∫ l

0

M M1

EI
dy = 0 , ����6��

���� ��� 8��	��"�	��" �#� M ��� M1 ��� �#��	#��� ��� ������
������
� ��� #�
��� :�	�	����" ��� $������ �� ��	 (���)�����"� ���� ���;��� ��� ����

/�� ���� ��
� ��� ��
� ����<���
� ��	�
����"��� '� �����
����� "��� ���
�� ����� 2��� ��� ��� ������ (��*���������#��� G0(y, x) �+	 ��� !�	
�����
"��" ��� G1(y, x) �+	 ��� ���	�	��� V (x) = H w′(x) �� 2��������� �� $���
��,,�

4#	��� "��
����� ��� =�	������" �#� ���� ��� ��� 2�	�
�� (0, l) �� ��	 /����
���������� ����� ����� 2)��� (x− ε, x+ ε) �0���� ��� >������0�

� (w, ŵ) =

∫ l

0

−H w′′ ŵ dx+ [V ŵ]l0 − a(w, ŵ) = 0 ����6,�

�+	 9���� 1��� "��	���� �#	�����	� ��� ���� ��� 2)��� "�"�� ?��� "���� �0���

� (G0, w) = lim
ε→0

{� (G0, w)(0,x−ε) +� (G0, w)(x+ε,l)} = 0 + 0 .

����6@�

� ��	 ��	����	�
�� ��� M ��� Mi �
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	�� � ������!"	��	�����	�#
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���� ���� �
� �	���
����� �	������� ��� ��	� ��� �	����

��� �������	 
�

� (G0, w) =

∫ l

0

0 · w dx+ 1 · w(x)− a(G0, w) = 0 , �
�
���

��
 ��� �������	� ��	 ���� �
�

w(x) = a(G0, w) =

∫ l

0

V0 V

EA
dy , �
�
���

�����	� ��
 ��� ����������	�

� (G1, w) =

∫ l

0

0 · w dx+ (V1(x−)− V1(x+)) · w(x)− a(G1, w)

= 0 + 0 · w(x)− a(G1, u) = 0 �
�
���

������ ��

 a(G1, w) = 0 �
�� ��
 
��� ���� ��


� (w,G1) =

∫ l

0

pG1 dy − V (x) · 1︸ ︷︷ ︸
=0 (Betti)

−a(w,G1) = 0 �
�
� �

����!�� �"� ���� #�����
 "!�� ��	 $	���
����� %��
���	 
�������	 �	� 
���&
'�	 (�	)�

��	'���	�	 
�� ��� *+
, ������
�	�

���� ��� ��	
	���
�	 ��	������

#�� ��
�� ����	
��� -��	����� !�
���� ��
 ������ .'����/����'��	 '�	&
0�������� ��12�	� #�!�� '���� ��	 ���& �	� 3������12�	 �	 ��	 ��'���	
3������	� ����	 4����'�� ��� 5�	���!����	 
�	��
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�	 ��	������ ��

[N u]l0 = N(l)u(l)−N(0)u(0) = f2 u2 + f1 u1 �������

[V w −M w′]l0 = V (l)w(l)−M(l)w′(l)− V (0)w(0) +M(0)w′(0)
= f3 u3 + f4 u4 + f1 u1 + f2 u2 , �������

�	
� ���
	���� �������
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�� �	� ��
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EA

l

[
1 −1

−1 1

] [
u1

u2

]
=

[
f1
f2

]
����#$�

�
� ��� �����
�

EI

l3

⎡
⎢⎢⎣

12 −6l −12 −6l
−6l 4l2 6l 2l2

−12 6l 12 6l
−6l 2l2 6l 4l2

⎤
⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎣
u1

u2

u3

u4

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣
f1
f2
f3
f4

⎤
⎥⎥⎦ ����#��


�� %���"����
�	� ���	!���	�����"	
�
 & "���	�"�
 �	
� ' ����
� 
�	����
 ��
 2 + 2

(��) �
� '"�&��"*+�
 �	
�� ������ �
�� ��
 4 + 4 ,"*+�
 �	
�� �����
��
�	
� ��"����
�����
 - "��
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 �	
� �	� ,��	���
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 �� ��
 .��� " p
��" %�/���"�"0��� 
� �"��	��"
�

Ku = f + p , ����#��

��" ��	� ���� 
��	 ' �� 
�
��
 �
� ��	� �����
 -	�" ' �� 
�
��
 ���

pi =

∫ l

0

p(x)ϕe
i (x) dx i = 1, 2 ������ ����#��

pi =

∫ l

0

p(x)ϕe
i (x) dx i = 1, 2, 3, 4 ������
� . ����#1�

�	� ϕe
i (x) �	
� �	� 
��	 �
�� -	�" 2	
��	��-�"& "��
��
 ��� ������ �
�� ���)

��
�� �� �	�� ��� ��& �� �3�� �	� 
����	������	 �	
� �	� '"4&��� �	� ��
�
 �	�
5����
 ��& �	� 5���" �"0���
 �
� �
 	�
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� �� �	� 
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�
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��
� �	� 7���������"4&�� -�"�����
 �	�� 
� -�"�	
��"
� �	� ����
 ����"
��� �
�����
�����
�� . "
�	���


%�/���"�"0��� 8 7���������"4&�� ×(−1) .

��	 ��
 !
	��
 2����
��
  ��"	�"� ��
 ��	�� �	� 
�" �	
�� .��� " f ≡ f+p�
��" ��	�� %
��	�� �
��4��� ��� �	� '"4&�� fi� �	� �	"��� 	
 ��
 '
 ��
 �
�"�	)
&�
� �
� �	� '"4&�� pi ��� ��" -�"��	���
 �������
�� (�
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• ��� ���� ����� �	� ����� 
��� ��� ui 	�� fi 
��� ������� ��� ������ 
���
��� ���� �	��� ��� ������ Ku = f + p ���������

• ��� �� ����� ������	�� ���
 �� ����� �	� ���� ���������� ������ ��� ��
���� ����� �������� ���������� 
������

EI

l3

⎡
⎢⎢⎣

12 −6l −12 −6l
−6l 4l2 6l 2l2

−12 6l 12 6l
−6l 2l2 6l 4l2

⎤
⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎣

0
u2 ?
0

u4 ?

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣
f1 ?
0

f3 ?
0

⎤
⎥⎥⎦+

⎡
⎢⎢⎣
p1
p2
p3
p4

⎤
⎥⎥⎦ . ���� !"

• ��� ��� ���� ����� #��� �$��	������ ��%&�� ������������ '$�����������
���$ �� ����� ���� ��� ����� (��
� '$� �) �* #����� 	�� ������#�����
'��������� ���� ��� +����'��������	�� u(l) ����� � �� �������� �$���

,�� ���������� �������� -$�����
� ��� ���$���

• ��� ���� ��� 
�������� .��/ 	�� (��
���%&�� �� ��� 0���� ����� 0��/
������ �	� ��� ������	�� Ku = f + p ���������� ���� ��� ��� ����
1��
�� ������

• .��� ��� ��� ui 	�� fi �� -��������� ������ ���� ���� ��� ��� �����
�#	������ ��� ��� -�����	�� p(x)" ��� 2��
$��	���� 	�� ���������%&��
�� ����� 3	����� ��#������� ����������

,����� ����	�� ��� �$ �������� ���� ��� �$�� ����� �	
 ��� �������� �$�����

���� ��� ���	
���
 ��� ����
���


-��� ,���������'��
����� �4������ ��� '$� 	
�� ��
 
������������ ���

������������ 	�� ������ ����� ��� 5��� ��� 	���������� (�$���'�������/
�	���� 	�� (�$���'������	����� .��� ��� 2��
$��	���� ��� (�$��� ��/
������� �$���� ����� ������ ��� ��� 
������� ����������� ��������� 	��
��� �%���� 	�� ���� ����� ������� �	� ��� (�$��������� ��� 2��
$��	����
	�� ��� ���������%&�� #������� ��� (�$��� #	 ����������

6� ��� ���������� ������ �� ���$ $7����� �	�� ��� .��/ 	�� (��
���%&�� �	

��� 89���8 #	 ������:�� ��� (�$���:	� ��� 2��
$��	���� 	�� �������/
��%&�� �� ��� 3	����� ��#������� ��������� #	 �%����� �� -��� ��;<�

,��� �	� �$ ��� �� �%������ ���� ���� ��� ������ ����� 9������ �	
 #���
2���$���� u 	�� f � ��� ��� ������	���������

Ku = f + p ���� ="

���>���� ���	#����� ������ ,�� ����	���?



���� ��� ���	
���
 ��� ����
���
 ��

���� ���� ��� �
���
 ��
� ��� ���
���� ��
�� �����
�� ���� ��
� ��� �
 ��
 �
���


��������� ��

 ���� ��
 ��������

������� ��	�	 ����������� ��	�
���� �
� 
�����
�� �
���� �������
����
u(x), w(x), w′(x) 
�� ����
�������� N(x),M(x), V (x) 
� ��� 
�����
�� �
��
��� �
����� ��� ��
��� 
�� �
�����

��	 
	� ���� ���� �
�� ���
��
�� 
� �
�	� �
� n = 1 �
���	
������
 �����
���� 	���
�!��� �
� �
�� n−1 = 0 �
���	
����� "���� ��� �
�����#
��� ������# $
	������ ��	� �
�	� ���
��
�� ����
�� �
� %�����
�� ��	
�����
�������������	�
%��� �
������# 	���	���&
��
����� �
'�����
�����
��
���� ����
��� �	# �
�

�
���	
�� �
��	 �������	 
� �
�	 $
 ����
�����# n → (n − 1)� ��� !����
�
	��� (��� �
�	�� ���
��
�� ���� �
��� ���� ���
� ��	��)�$� �������

(��� ��� �
� (��� 
�� ����������� �
� ��� ����� �����# ���� ���� ���
�
� �������
���� 
�� ����
�������� 
� *����� �
����	 �
�+
		�
���
����
�
	 ��� ���������� ����������

,
� ���
���
�� ��� �!���
���� 
� �
��� ���
��
�� -n = 3.# 	� /
�� 0�12#
��
��� �
� ������
		 ��� ���	��
��
���� 
�� �!���
���� �
� ��� 3���+)���
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���� ���� �
	��	���� 	�� ��� �	����� ��� ���
���
� ����
 �	� ��� ��	����
����
��
t = Sn ��� �� ���� ��� �����������
����
�� u = 0�  �� ��������� ���
�� ��� ��	��
���
����
�� t �� ���� ��� ��� �����������
����
�� u ��� ������ !���� �	�� �	� �����
�"��� ����� #�
�
�	�
�������
 $%&��
��	��
����� 	�� ��� '���()��� ��� �
	��	���%* ���
�������� +�������,��� �	�� �	� 	�� ��� -	��.��
�� 	��� ��
����������������
� �� #�����
��� �
	��	��� ���������

��� ��������� 	n = 2
 ���� 
� ���� ������ 	n = 2
 �� ���������� ������ ���
��������� ��� ���� ��� ������������� ����� ��� ������ 	n = 1
 ��� ��� ���
����� ��� �� 	n = 1
 ���� ��� ��� ��� ��!���"����  ������

#�� ���$������ ��� ������������ 
�������� ������ %��� ��� ��� &������
'��� (����� 	��� &����� ��� #�)����������������� u′′ = 0
 ��� ����� ���
�� ������ ����"���� ��������� �������� ��� �����  ��� ��� ��� (�����
��������� "��� ��� ��� &����� �� ��� '��*�� �� ������� #�� &����� ��� ���
'��+���$�� ��!� ��� (�������

���� �����	� 	�
 ��
	�����
��

#�� ,���!�� ��� ������������ ��� ��� -�"������ ������ %��� ��$ .���
��������"�� � 	�������� ��� �������
� ��� ��� ����� /���� 0!� ���  �����
(��������1� �� 	�������������
� �� ��� ��� ���� ��� ������ !��� �������
���������� "���� '��� 
����������� ��� %����� "�� ��� ��� 2����� '��������
��� ����� ������ �! "�� 3� �!�� ��� ��� %�������� ����� ��!������������ 4��
.���4 ��$1��� ����

,��  ��� ���� ��� ,���!�� ��� ������������ ��� ���� ,������� ��� ���
#���"�� ��0��$����� ��� '��+���$�� ��!��� 0!��������� #�� ���� ��� ������
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��������� ����� ����
���� ������� �� ����� ��������
,�������-��� 
����� �
�� ��� .���� ��� /��0������������� 
�� ��� 1��'

��������� ��� ������ ��� ��� 2
���������� ��� ���������(-�� �� 3����� ���
#�
��� ���� �����	� 	���������
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uh(x) =

∫ l

0

Gh(y, x) p(y) dy #$�$%%&

�	� 
��� 
�� ��� 	���	������ Gh(y, x) ���� �'���	�� ���� �� (��
 $�)* �� 
���
��� 
�� +���� 	���� 
�� ����������� ����� 
��������� ���� #�	���
���� 
���

�� ,	�-	��� x �
������ 
�� +����� �����&�
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��� ������� ��	 
����
������ ���� �� �	���� ������� ��	� ���	 ���
������� ���� ���������� ����������		
���� g(y, x)� ��� ��� ���� ���������
��� ��� 	�������� ����� ����	 ��	 �����
�	��� ��������� ��� ���	 �� ��� �����
��� ������ ����� ��

 ���� ��� �
�� ���  ���	����������� ��	
�����
!�� ��	 "����	���� ��	 ���#������������ �
�� ��	 ��	��
��	��� ��� ������

��� !����� ��	������� g(y, x) ����	 ���� ��� ����� ��� ������� ��� �� 
������
��� ���� ��� $�	��
�	%��� N(0) ��� N(l) �� ���  ���	�� �� !�
� &�'( �� ����
"	����� ��� ���#����������� ��	� )
%���	)

u(x) =

∫ l

0

g(y, x) p(y) dy +N(l) g(l, x)−N(0) g(0, x) . *&�&+(,

��	 -�	���
 ��� ����������

.������ ���� ���� ��� ��� /����	��
���
0���
 �����
��	 0��	�

 1����� ��� ��� ��� ��	��
��� ����������

.���� ���� ��� �

�
��%�� ��	������� ��	 $������
 ���� ���� ���� ��� $�	��
�	%��� �� ��� ����2
����� �� ��� 
������� ��������� ��� ���� ��� ���� �	�� ��	�� ���� ��1�	���

������� ����	���� ��� ���	 ��������� ���� 3	��
�� ���� $�	 ���� ��� �	2
�������� �����	 !�	��������� ��� �
%�����	����	��� $%��	������
��� 41�	��	�� ��� ����������

.������ ��� ��� �����	�� -�	���
� ����

�

� ���#������������� �5��� ����6��	 ��� )��	���) *��� 
�����	��,� �� ���
��� ��� ���#������������� �� 0��	�	������ ���� ��
���� ���� $%��	������
���� 
����� ��		�������

���� ����	
���
����

��� "	�����2 ��� ���	���1	����1� ��	 ������ ��	���� �
�� ��� ��	 �	����
�	�������� 7������%�

� (w, δw) = 0 , *&�&+8,
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��� ����� ���	�
����
�� ��
 ���� ��� ����	� �	� �����	���	��� (w, δw) 	��

��	
��� �����	�� �� 
������ ���� �	���� ���������� ���� 
���	
�	������� ��
�	��� �	�������� ���������
 δw 	��� �����
��	��� 	�� �� �	����� ���  �
������
�� w� !�� �	� w 	�� δw �	�� "����	��#��� �	���� �����$
%�	��� 	�� ��� ��
�	& ��� �	�������� ���������
�� '����� �	����	��� �� ��(

������� ���� 
�� �������� 	��� 	�� ��� ��� ����	� �� ��������� ��� 	�� �����
�	��� ���
������� ��
�	& �	� ��� ��� ���������	
� �� ���������
!
 ���  ��	��� �	��� )�&��� �� ����	

��� ����� �	� ��� )�&�� �����

 �
*+ ��� "��
�� ��
�� � �
��� × ���������	���� �,���� �	� ��� ��� ��(
�������	
��
 a ��� ��� )���� 	
 -�
� ��� �	� �����M ��� ),����� ����	�+���
!
 �	� �������
 	� �	��
 )�	��	�
�� �� ��
	������ ������� �	� 
	� ��


���
�� ��
�
��� �� �	�� .�/0� ��	 �	��� "�+���� ��	��� ��������� �	� ���(

�������� ����	�*�� �	� ����	� 	� ���  ��������� 1����	�*���� �� 2.�.304� 	��
���� 
��� ���� 	
 -����
 ����������

���� ������ 	
��
���� �������
���� ���
� ��
��

5�	�� �	������� ���������
�� 
����� �	��� ���	� ��	�� �	� -���	��( ���
6���
	���	��	�� ��� ����	� ��� )���	��� ������� ��� ����	����� 1���
���	��

∫ l

0

u′(x) v(x) dx = [u v]l0 −
∫ l

0

u(x) v′(x) dx 2.�.784

��� ����	���� 1���
���	�� 
���� ��	��� !�������	�� ��	����� �
��+� ���
����	���
�	� ������� "�������
�� ��������	���� �	�� �	� 	

�� ��������� �	�  �(


�����
� �� �������9 :�� 	�� ���	�; 1�� 8�. ���	�� ���� ���� ���� 8�88.; !��
��� 	��� ���� �	�� �	�
��	�	� �	�

δw(x) = 10−3 sin(103 · x) 2.�.7.4

����	�� 	��� ���� ���� 
��+� ��
���� ��� ���� 
�,+��� <�����*��� �����	��

δM = −EI δw′′(x) = 1000· sin(103 · x) 2.�.7/4

δV = −EI δw′′′(x) = 1 000 000· cos(103 · x) . 2.�.7=4
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EI wIV (x) = p(x) w(0) = w(l) = 0 M(0) = M(l) = 0 . �������

 � �
!"��������# �
�� ��� ���������� ��� ������� ��� 	��
������ 
���������

��� ���$��# ������ ��� ��� ���������� w ��� ���� ��������� %�������� &���$!	���
δw �� ��� ����� '�����!"� (�������� ���

� (w, δw) =

∫ l

0

EI wIV (x) δw dx+ [V δw −M δw′]l0 −
∫ l

0

M δM

EI
dx = 0 ,

�����)�

��� ��"
���� �� ����� ���$!	��!"������ %��

EI wIV (x) = p(x) M(0) = M(l) = 0 δw(0) = δw(l) = 0 �����*�

�
� ��	
���� 
�������

� (w, δw) =

∫ l

0

p(x) δw(x) dx−
∫ l

0

M δM

EI
dx = δAa − δAi = 0 . �����+�
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��� ���� ,������������� ��� ������ '�����!"�� (��������-

��� .��
�	�. ,�����������# �����)�# ��� ��� �
� 	���� 
�������� %�������#
��� ��� �
�
������ ���� ���# ���� 
���� /
 ��� 
�0 �
�������� (�����
���� ����"��
��� ������ ,�����������# ���# ��� ��
���!" ��������
���� ���# ��� ���# ��� ���

�
� 
���������� ����1 �����*� %�������# 
��� ��� 2
��
!"� 
�������# �
��
��� ���������� w(x) �
� �
������������� ���� ��� δw ���� ��������� %��������
&���$!	��� ���� ����� 
���������� ���� 
��� ��� �
�� 	����	�# ���� w(x)
���	��!" ��� ������ ��� �
�������������� ����
�
� ���!	� "����� ��� �����	���# �
�� ��� 3�������������� ��� ������#

���� �
� 45���� �� '���!"����!"� ����
(� ��� �����
��� ���� ��� �� '����� �������� (�������� �����)� �
� ��!"�


����!"������# ������� ��� 3������ 0���������� ����	� ��� %��	$���� (��������
�����+�� �
� %���6�!"��� ��� 3������ 
��� �� ��� 7������# �
�� �
� �
���
��� ����# ���� ��� �
�	�� �� '���!"����!"� ��� ��� δw ���� ��������� %��������
&���$!	��� ����

���� ��� ��	 �
� �
� ��� ��	 ����	�

��� ���  �0������ ��� 3������������
��

∫ l

0

EI wIV (x)w(x) dx �
����
������ �������
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� ������ ��� ���� ��� �	����
�	����� ��� ��	 ����	��������������� ����	���  �� ������ ���	����� ��� !����
�	������

[V w −M w′]l0 = V (l)w(l)−M(l)w′(l)− V (0)w(0) +M(0)w′(0) , "#�#$%&

�
	�� ��� ������� '���� ���� ��� (��	'	��� V �� w '
�)����	� ��� ��� ���
*
���� M �� w′� ��� ������� ��� ��������	��+������� ���� ��	 �� ����� ����	�
'������ ���	 ���	 ��� ���  ������ �
 ��� ������� ������� ��	��

��	 ,�	���� ����� �
������ ���� ��� -	��� w+0.5w′ ��� ��� .���	�. ����
�	��� ��� ��� !��� �� ��/���	��� ��� �� V '
�)����	� ���� ���� �������	��
���� �� �� ��	 �	���� -	�������� 
������+� ����	� ������  �� �+�� ��� ��� ���
	������ ����

0�� ��	 "�����������& ��	������� 
����	���
� ��	 1	�������������� ��� 0���
'��� ���� 2��
	�� 

� 3	�����

∫ l

0

(EI wIV (x) + P w′′(x))w(x) dx = [(EI w′′′(x) + P w′(x))︸ ︷︷ ︸
−T (x)

w +M w′]l0

+

∫ l

0

(
M2

EI
− P (w′(x))2) dx "#�#%4&

��	��� ��	 ��0�� ���� ��� ��	 1���	��'

T (x) = −EI w′′′(x)− P w′(x) = V (x)− P w′(x) , "#�#%#&

��� 2	�����	���'	���� �� w(x) '
�)����	� ��� ��� ��	 ����� ���	 ���� ��� ����
M(x) �������� *
���� ���� ��� ��� ��	 2��
	�� �	���	 3	����� ��� ���� M
�����	��� �� w′ '
�)����	� ����

���� ��� �	
� ��
 ���� ��� �
	���
����

5� ����	����������������� ������	 3	����� ����	�� )� ���� ���� ��� ����
�	����	���� 
� 6���� �����  ������ −EAu′′(x)� ���� ����

u(x) 4��� 1�������� N(x) = EAu′(x) #� 1�������� "#�#%7&

�����  ����� −H w′′(x)�

w(x) 4��� 1�������� V (x) = H w′(x) #� 1�������� "#�#%8&


��	 �����  �����	+��	�� −GAw′′
s (x)�

w(x) 4��� 1�������� V (x) = GAw′(x) #� 1�������� . "#�#%9&
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w(x), w′(x) ��	� ��� �� �����	���  ���!"#

M(x) = −EI w′′(x), V (x) = −EI w′′′(x) $� ��� %� �����	��� .  ���!&#
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��������� '-�-�� /�	 ��/ ������� ��� 	��
������ 
���
� 
�' 
�
� ��/ ��
�

	�� ��

� ����
���	 ������ ,�����) �0����� *��+�''���,	�-��� �.� ��
�	�
������ �� ��� 1���� ��� /�	 ��/ ��
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//��� ���� ��� 4	��
,���
'	 p(x) 
�� ��/ 4��� ���������/��
����0��	) p(x) = sin(x)) �
�� �'	 ��� ���
�������� w(x) ��' 4���' ��� ��	����'
*
�- ��� 5��
'	���) w(x) = 1/H sin (x)) '� 5��� ��%�� ���� 
��� ��� ����	�
�����	��� ��' 4���' ���
	�� �'	) /�'' ��� 2���' �-� ��� �������	�
�����
����
���' ,-���������

−H w′′(x) = −H (− 1

H
sin(x)) = sin(x) .  ���!6#

4	
	�'
� ,-//	 �
' 2���' �
	.���
� 
�' ��� 7���
�����
�	'��������� −V +
V + dV + p dx = 0) 
��� �
' ��''�� sin(x) ��� cos(x) �-/ 7���
�����
�	8
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a(w, δw) :=

∫ l

0

M δM

EI
dx $%�%&'(


���������	 ����� )�� �������	�	 ��� �
�� ��� ���������	
��
����	
�� � ����
��� ������ ��� �����������
���� ��� �����	 �
	����	�	 w 
	� δw �
� *
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*
" ��� ���
�	���	� δw = w� ��� ��� )����������
	
��	��
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����� ���
�		���	 !	��
��

1

2
a(w,w) =

1

2

∫ l

0

M2

EI
dx . $%�%&&(

,�	� w(x) 
	� δw(x) �
�����	
������� �
	����	�	� ci 
	� di �-
�	 �����+
��
� .����	 ���	�

w(x) = c1 w1(x) + c2 w2(x) δw(x) = d1 δw1(x) + d2 δw(x) , $%�/00(

��		 ��		 ��	 ��� ��������
��	�� �
" ��� ������
��
	
 ��� ��	���	�	 ���+

���	��	 �
�1��"1���	

a(w, δw) = c1 d1 a(w1, δw1) + c1 d2 a(w1, δw2)

+ c2 d1 a(w2, δw1) + c2 d2 a(w2, δw2) . $%�/0%(

�����
�	 	�		� ��	 a(w, δw) ��	� ������	����� �������	��	� �

���� ������������
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������ ��������� ��		 ���  
2���	 3� "�� �����
�	�� ��	� �
 ��+
��	 �
	����	�	 δw� ����	 4���	�� 	
�� ��	�� ���� ��		 ��� ����
���� �		���
!	��
�� 	
�� ���

a(w, δw) =

∫ l

0

M δM

EI
dx = 0 , $%�/0/(
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��	������ y′ ��� ����� ������ ������� ��� 
��	������ y ��� ����� �������

�������

� (w, δw) =

∫ l

0

p δw dx+ [V δw −M δw′]l0 = 0 . �������

�	
� ��
�	� �
�� �
	 ���

���	��
	�������
��	� �
	 ���������	��	 	����	�

δw(x) = a+ b x . �����!�
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� ����#

tan ϕ =
y

x
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�� �	
� �"	*	���# ����	�� 	� 
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� �	� ����� �	� ��
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'$���� "
	
-��$	���
� �	��
��� �� .��� /�� a(w, δw) = 0# ���� "�	$���	� �	
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� ��
'$	 ���
	�	� �
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���� �����	
� w ��� C4(0, l) 	�� 	
 ���	��� 	
 ���	�����	���� ���� �	�
�� 	�� �����	��� �����������

EI wIV (x) M(x) = −EIw′′(x) V (x) = −EI w′′′(x) ��� !"#

���$���� �	� ���	�����

� (w, δw) =

∫ l

0

EI wIV (x) δw(x) dx+ [V δw −M δw′]l0 = 0 ��� !%#

�$� ���	��	�� &�������'������������ δw(x) = a+ b x�
&
 	�� (��� &	���)*����� w(x) = sin (x)� 	
 ���	�����	���

� (sin (x), 1) =

∫ l

0

EI sin (x) · 1 dx+ [EI cos (x) · 1]l0 = 0 ��� !+#

� (sin (x), x) =

∫ l

0

EI sin (x) · x dx

+ [EI cos (x)︸ ︷︷ ︸
V

·x− (EI sin (x))︸ ︷︷ ︸
M

·1]l0 = 0 . ��� !,#
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��������� 	�� ��� ������� .�� /	0�����	�����	����� ��� ����)
�	��� ���������� -������

EI wIV (x) + cw(x) = p(x) , ��� �!#

������ �	� 1����	�2�

� (w, δw) =

∫ l

0

p(x) δw(x) dx+ [V δw −M δw′]l0

−
∫ l

0

(
M δM

EI
+ cw(x) δw(x)) dx = 0 . ��� ��#

����� �	�� �� ��	�� �����	
� δw� ����� δw = 0� �	� �	� 3	������� 	����� 4����	�
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p(x) dx+ V (l)− V (0)−
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� (w, 1) =

∫ l

0
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∫ l

0

f ′(x) dx = f(l)− f(0) , �������

���� ���� EI wIV (x) = −V ′(x) = p(x) ��� �
������
 ��� ��������� V (x) ����

���

∫ l

0

−V ′(x) dx = −V (l) + V (0) ⇒
∫ l
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p(x) dx+ V (l)− V (0) = 0 .
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∫ l

0

−V ′(x)x dx = [−V x]l0 −
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−V (x) · 1 dx . �����%�
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∫ l
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� /*	 �	'�	� �	 
�� �		�
� �	�
��� ���	����
 ������	 ��� 
�� ����
�
�
����� 
�		 ��

� ���� 
�� (�
�
 ���
���2� 	���� ������	� 
�		 ��
� ���*	
�� 1���2�	)� 
�
 -������' 5� �	
��

8��5�	 ��
 ���� -�
�� ��	�� ���* k = 1 �	
 f = 1� 
�		 ����� 
�
 ������4
��������2�	)� ��	�� ��� u = 1� -*
��� '*���� 
��� 
�� 7����	�) �� �
�	
�
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 ��� �
�
��� ��	 
�����
����� ���	�
� ��

���� ���� �
� 
�����
���� ���	�
� Π(wh) ��	 ��������� �
��� ��� ��	 �� �����	���


���	 	�! �� ��� ��	 �"�#��� 
�����
����� ���	�
� Π(w)

��� ��� ���	�
�� ������
 ��		 �� ��������� (0, 1) ��� ������
���� u > u2 ����
��� ����
� ��	 ���������� ����
 u2 > u�

������ �����	� 
��
 �����	��

��� ���� ��� ��	������ ���� �� ��� ������ �� � �� !����
 p ��� δ
 ���������"

• �� ����� �� p  ����� #����� ��������
��
• �� ����� �� δ  ����� ��������	
���������$%������������ ��������
���

&��  ����� 	����
 ��		 ��� �'( ��	 ��	�����	 ��	�����
 )� ��� ()���������
*������ �� ��� +���
��� �
��	���� ()	���� )��� ������� �	��
�� ����� �� p �	� ��� ()��������� *������ �� ��� ����	��� ���� �������
  ��

��� ���
� *��	����� �k u = f� ������ ����,�����

Π(u) =
1

2
k u2 − f u =

1

2
f u− f u = −1

2
f u . �-�./0�

1�� �	� ���� ��� !�	������� u ��� ������ �� ��� &����� ���
 ��� ()���������
*������ �2���
�	� ����� �� ��
���
 ��� ��	 ���3� �)
� ��	
�����
�
 ��		 u
��� ����������	
�� 
������ |Π(u)| �)� 1���(���� ����
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��� ������	 
��
������ ��� 	����������� ������� ��� �� ����� �� p �������
���� ��� 
�������	�����	� ��� ������ |Π(u)| ���� ���������� ��� ���� ���
	���������� ������� �� ���  ����������������� ������
 ���! ��� ��� ������"�!
��� ��� 
������ ��� 	����������� ������� �� #�����

$"�� 
���� %��������� �����	�������� ��� ������	 �"�� ��! ��� �� ��� &����
���� '�����������( ����������! ��� �)������� ����� $���������� ��� *���
+�����! ��� 	���������� ������� �)������� +���� ������! �)������� ���� ��
���� �� �,�+��! �-����� ��� ����� ��������� ����� ���  �������� ����
��� ������"�� ��� .��/� f ��� ��! �)������� 
��� ������� ��� ��� �����

�������������! |Π(u)| �)������� ���0 �� �������
���������� ��� ��� ����� �� δ ��� �� ���� 1�23� &���� ��� /�������� -�0��

��� ������ ��������� ���� ��� 	���������� ������� ��/ ��� 	�����
�� $������+

Π(w) =
1

2
a(w,w) =

1

2

∫ l

0

M2

EI
dx . '1�451(

%� ����� �� δ ��� ��� 	���������� ������� ���� 	�����
! ����� �����	 
�� 
����

����� ! ��� ���� ��� 6���� ��� 	���������� ������� ���������! ���� ����� ���
��� 7��/�������������� u ���� w! ��� ��� 	���������� ������� �)������� ����
�� ���� �,�+�! �� ���� 1�25� ���� ��� ��� ������	 
�� 
������ ��� 	�����
������� ������� ����� ��� ���������! ��� ��� %�������� ��� �������������
���������� ��� 8������+ 
������� ��� �)������� ����� $�/���� �� �������
������� ��� 7��/�������� �� ��������! ��� ��� ��/��������� �������
&�� ��� ��� ���! ���� �� ����� ����/��� ������������ .�-/�� ��� 7��������

"����� ��/��"����� ������9 .)���� �� ���� ����! ���� ��� 	���������� �������
�� ��� ����/��� p ������ ��������������� ��� �� ��� 	���������� ������� �� ���
����/��� δ ��� ����� Π(wp + wδ) = −Π(wp) +Π(wδ) = 0 ���9
��� ������� $��������������� /,� ��� 	���������� ������� ��"� �� �����! ���

	���������� ������� ����� ����������������� ���������� w = w1+w2 ��� �����
���/���

Π(w1 + w2)
?
= Π(w1) +Π(w2) , '1�454(

��� ��� 	���������� ������� ��� ��� ����! Π(w) = 0! ���� w ���� ����
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���
 ��� ���� 
������� Π(u)� ��� ��� �����

�����
�� ���� ��� ����
 ��� �� ������ ������� ������������� ���� ��� �� ��

�������� ���� ���� ��
�������� �������� ���� ��� ��
 ������������ 	��
��� �����
�������� ������
��� �������

Π(w) =
1

2

∫ l

0

M2

EI
dx−

∫ l

0

p(x)w(x) dx =
1

2
a(w,w)− (p, w)  !�"#$%

���� ��� &����� ����� �� �������� '�� �
��������
� ���
 (������
 ����
����
)��� Π(w) ��
 ������� *���� ���� ���� ���� �� &���� +���,�
����� w + ŵ
��� ����������� 	��
��� �
�-�
 ����

Π(w + ŵ)−Π(w) > 0 .  !�"##%

'�� �����
� ���� �� w ���� ,����,��� 
������� ŵ� �,�
 ��� ���� w+ ŵ �����
�
��� ��� ����
,���������� ����.��� ���� ŵ(0) = ŵ(l) = 0� ��� /,�
�
/�� ���
0�����������

	�������� 	�������� �
��,� �� ��
 ���� ���� ��� ����
��� ������( ���

Π(w + ŵ)−Π(w) = a(w, ŵ)− (p, ŵ)︸ ︷︷ ︸
� (w,ŵ)=0

+
1

2
a(ŵ, ŵ) > 0 ,  !�"#1%

���� ��� 2����
��

a(ŵ, ŵ) =

∫ l

0

M̂2

EI
dx  !�"#3%

���� ��
 ���� ����� ���� M̂ ���� ���� �,�
 ���� ��� ŵ = 0� ���� ��� 4��

��
�
��
,��������� &� ����
��� ��
 ����
,���������� �������������� �����

������ ��

 ��� �������
 �����

��� *
����� (�� '������ ��
 ������������ 	��
��� ���� ���� �
��.
���
��
�� ��� 4��������� �� ����� ������� �������� ���� ��� ������� 5����
,������� �� ���� !�$3�
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�����,����� ���
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� ����� �� p �������� ������ ��� ��
������� ��� ���� �
� �
����
	 ��� ��
u1 → u2� ������� ��� �� ����� �� δ �!���� ���"��

��� ��������� ���� �	� 
�����	�

� �����	� ��� ���	� �	� �
�������� 	� ���

�����	
 ���	����

���� �	�� �	� ����� ������ ����� �	��� ��� �������	
	��� ������ �	� �
���

������ �	����� ��	
 Π(u) > 0 ����� � ��� �� !�

 �������� ����" �	���� ��	


��� #��������� Vh ����� �	� �	��� ��$%�� �	���

������ ���� 	
��� ��
�
����

&	���
�� ���	� �	
� ���� ��	 &����
��'�� ����� ��	 ����� �	� (��
 ��� �����

��������� ��� )�$%� ��� #���������� V ����
�	���� ��' ��� ��� *	�	���

��� 
�����	�

�� �����	� ������� �	��� �� �	
� +�,- ��� �	
� +�,.� /� ����

����� 0�������� �	��� �� �� �
�	��� 	�� ��� #���������� ��	
 �	� ���������

#����
 0�� (�����
������� w(x) = 0� �	� 1��������� 	���� �
�	��� ������
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� &������� �
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��	� ��	#�&
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����	 ��	 �
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��� ��� ��������� ����������� ����

����	�� �
�� ����� ��� ��������		�� �������  �

������ V ����	
��� 
���� 	�� �
� ����	���� �
�� ��� ����������� ������� ��
����
 �� p ��
 ����
�� �
�� ������� �����
���
�� ��� ������������� �
�� 

� �
� ������ 
� ��� ������
	���� 
����

���� ���� ��� ������ ��� ��� ����������� ������� ����������
� �	�  	�������	��
	���� ��� ��������
��

Π(w) =
1

2

∫ l

0

M2

EI
dx− P · w(l) = −1

2
P · w(l) !"�#$%&

	�� ����� |Π(w2)| = 0.5P w2(l) < |Π(w1)| = 0.5P w1(l) 
	�� �
��� ����
���� �� ���� "�'%� �
�� ��� (�
�
�
�	�������	�� ������� ����� ���� 

� ���
)��������
��� ����
	��
 
������ *����
�� ����
����� 

� �� ���� "�'+

Π(w) = −1

2
10 �, · 0.66

 = −3.3 · 10−3 �,
 . !"�#$+&

 �� 	
�������� -������ ������ ���� ���� ���� 
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��� �����
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�
�� ���� ��� .��
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 V ��/0��� ���� ������� ������	���� 
� ��� ����
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� ��� (���	����� 	
 �
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 ��������

��� 	�� �
� ����	���� �
�� ��� ����
� ��� ������������ ������� �������
���� "�'+ 
�

Π(w) = −1

2
10 �, · 0.87

 = −4.4 · 10−3 �,
 . !"�#$2&
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� wΔ �
�� 	���� ��4��� !�
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	� �	��������� �
��� ������� �� ���� "�'2� 5����� ���� ��� .��
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���
	
 V �������� 
��� ���� �� ����
 �� δ ��� ����������� ������� ������3
���� ����	��� ����� �
�� ��� ����������� ������� ������� �� 

��� 
��� 14���
����
 -����� 
�� n + 1 �
���� ���� ������
	�� 
	��	�������� 
�� ����

-����� 
�� n �
�����
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�
� ����� +������	��� ����� ��	 ��� ,������ ��� ��������	 �������� ���

����� �
����	������  �� ��� �������	 ��� ���� ������������ ,������ ��	

����� R = 1� ��� ���� -.���� Ω ��������	 ��� ��� �� ������������ 
���
Γ �����	��  ���& *���	 ��� '���� p ��� ��� ,������� ���� �����	 ���� ����
$��������� u(x) ���� ��� ��� /����� ��� 
��� ��	��
�����

−HΔu = p �� Ω u = 0 ��� Γ "0&123%



�� � �����	
���

���� ��� ��	��
	�� H ��� ��� �	 x1� 
	� x2������
	�� �
��� x 
	� y� ������
����� �����
		��
�� �	 ��� �����
	� ���  ����	 ��!��� H = 1 ���"�	�
#��� $��� ��� ��� $��	�����
�� ��� %
����
�� V = H w′ 
	� ��� ��	�� ����

��
	 ���� �� 	
	 " �� %
����!��� vx1
, vx2

���!���&���� ��

[
vx1

vx2

]
= H

[
u,x1

u,x2

]
= H∇u , �'�()'�

��� ���������	
� ��	 *���
	��	 ��� #����+!��� �	 ��� �����	 �����
	��	 x1

�" � x2 ��	��
��� ,������� 
	� -	��������	"��� ��� �����
	 �
�����	 

� ��� �����	

.���	����	 /��	���!� ��� 0
��
���1���
����� 
��� ��� ,
���
��� � �� ���"�	
H = 1��

� (u, δu) =

∫
Ω

−Δuδu dΩ +

∫
Γ

∇u •n δu ds︸ ︷︷ ︸
δAa

−
∫
Ω

∇u •∇δu dΩ︸ ︷︷ ︸
δAi

= 0 .

�'�()(�

�
� $�
�
�����
�� " �����	 ��� .�
���	��	 
	� ��� *���
��	2�����

∇u •n = u,x1
n1 + u,x2

n2 =
∂u

∂n
�'�()3�

��� ��� *���
�
�����
	� ��� #����+!���� 
��� ��� *���
	� ��� �����
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�
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	� "
� �
	�� ��	 ����	��  ����  
� ��� ����� ���� ��� ��� *���
�
�
�����
	� 	��
��2 
	�  �� �
��	 .������� ���� " �����	 ��� 
� !��� �������
����	 4�!���	��
�� p ↓ 
	� ��	 

� !��� ����������	 5
�����!���	 ∂u/∂n ↑

� �
	�

� (u, 1) =

∫
Ω

p · 1 dΩ +

∫
Γ

∇u •n · 1 ds = 0 . �'�()6�

��		  �� ��� �����
	 �	 ����� ����� x = 0 ��� ��	�� -�	"����
�� P = 1
���
���	� �� #��� '�67� �
		 ������ ���� ��	 8������� 

��

G(y,x) = − 1

2π
ln r r = |y − x| , �'�())�

��� ��� "
� 9
	�� ∞ ������� ���� ��� �����
	 �
		 ��� -�	"����
�� 	����
�����
���	�
*
	  ����	  �� ��	 �����������	
������

 �	 ������ 0
���
�� ����
�����	�


��� ��� .�����
	�

1

2
� (G,G) = Aa −Ai = 0 , �'�():�
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 �	�� ���� ��� 
����� 1/2
 ���� �� ��� ��� ������������� �����
�������� ����

��� �������� ��� ���������� G
 ��� � ���������
 !������ ���� ��� 1/r

∇G =
1

2π

1

r

[
cosϕ
sinϕ

]
"#�$%&'

��� �����

∇G •∇G =
1

4π2

1

r2
(cos2 ϕ+ sin2 ϕ) =

1

4π2

1

r2
"#�$%('

��� ����� ��� ������ )������ ��������� ���*


Ai =

∫
Ω

∇G •∇GdΩ =

∫ 2π

0

∫ 1

0

1

4π2

1

r2
r dr dϕ = ∞ , "#�$%+'

���� ��� ,�������

∫ 1
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Aa −Ai = ∞−∞ = 0 , "#�$-$'
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Ai =

∫
Ω

σij εij dΩ �
∫ 2π

0

∫ 1

0

1

r2
r dr dϕ . "#�$-6'
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$�� �
�� �
� ���

�����%���� ��� &���
�� �c ��� ����  	���
���"

w(x) = c · 1

8πK
r2 ln r + �������� '���� . �(�)*+"

,�� -	����� mij 
#��  �.������� κij ����� �
��� /���/ ���

mij ∼ ln r �(�)**"

����� 0�������� ��� �	 ��� ��� ������ ������� �� ����� �����$1������ ��
����
R = 1�

Ai =

∫
Ω

mij κij dΩ ∼
∫ 2π

0

∫ 1

0

ln2 r r dr dϕ︸ ︷︷ ︸
dΩ

+ ��������� 2�����
� �(�)*3"


���������� ��� Ai �������� ���� ��� 2�����
�� �� ��� &���#� ����� 4��� �����
r → 0 ������� �����.
�� ln2 r → ∞�

lim
r→0

r ln2 r = 0 . �(�)*5"
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,�� ������� ��� ����� ���������� ���� �
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δAa = 1 · u(x) =
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Ω

∇G •∇u dΩ = δAi , �������
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lim
ε→0
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w(x) =
π
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π
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∫ 2π
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fT (u1 + u2) = fT u1 + fT u2 , �������
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∫ l

0

p (w1 + w2) dx =

∫ l
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pw1 dx+

∫ l
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pw2 dx . ����� �
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−EA (u1 + u2)
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1 − EAu′′
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A1,2 = A2,1 . '(�)*
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�	���� ���� ������ ��� ��� �"�	��� &��������� +����	���� (w, ŵ)� �	� ��,
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� ��� ����� ��	���
��� ��� ������ &��������� +����	��� ��� -�����������
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� (w, ŵ) =� (w, ŵ)−� (ŵ, w) = 0− 0 = 0 , '(�(*
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� (w1, w2) =

∫ l

0

EI wIV
1 w2 dx+ [V1 w2 −M1 w2

′]l0︸ ︷︷ ︸
A1,2

− [V2 w1 −M2 w
′
1]

l
0 −

∫ l

0

w1 EI wIV
2 dx︸ ︷︷ ︸

A2,1

= 0 '(�0*
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∫ l

0

u′ û dx = [u û]l0 −
∫ l

0

u û′ dx . &'�()
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p1 = 10 w1(x) =
10 · 54
24EI

(ξ − 2 ξ3 + ξ4) ξ =
x

l
&'�/)

p2 = 7 ξ w2(x) =
7 · 53 x
360EI

(7− 10 ξ2 + 3 ξ4) , &'�0)

���� ���� ����
��%�� ��!���� ��������� ���� 	�� �������� +���� 1����+� ���	
	������ ������ ���!

� (w1, w2) =

∫ l

0

p1(x)w2(x) dx−
∫ l

0

p2(x)w1(x) dx

=
1

EI
· 911.46− 1

EI
· 911.46 = 0 . &'�2)



��� �������	��
����
� 	�� �
�����
� ��

���� ��� ���� ��� �	��
 �
� ��
� ���
�����
����� �
���
��
� ����
 
�

�� ��� �����	
��
��� ���� ��� ���� ��� �	��
 ��� ������� 
���
���	��
��� �� �����
�����
� ����� ������ ������� ��� ���������� ���� ��� �������
���
� ��� ��� ���� �������
���
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!"�#$� ��� ������ ����� ������� �
������� ������� ��� 
������� ��� ���� ���

�	��
 �����
 ��� ���� !"�%$� ���� ��� � �
�� �
�� ������� ���� ��� 
�����
&���������� ��� ��'�������������
����� EI wIV

1 = p1 
 �� EI wIV
2 = p2 ���

��� (���
���������� ��������
��� ���� ��� �	��
 ���� �� )
����� ���
 ����� ���� ��� 
����� &��	��

�������
������
 �������� ����� ��� ��� 
����� &��	�� �� &��� "�"� ����

A1,2 = M1(0)w
′
2(0) = −50 · 17

EI
= −850 · 1

EI
!"�*$

��� ������
�� ���

A2,1 =

∫ l

0

p2 w1(x) dx−B2 w1(l)

=

∫ 5

0

7 · x
5
· (25x2 − 10

6
x3)

1

EI
dx− 35

3
· 1250
3EI

= 4010.42 · 1

EI
− 4861.1 · 1

EI
= −850 · 1

EI
. !"�+,$
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����� ������� ��� ��� ������ ����� �
�� �������

��� �������	��
����
� 	�� �
�����
�

��� /��0������	���� G0(y, x) ��� ��� 1����
��
��� ����� 2��	��� x ���
��������
 ��� ��� 1��������� ��� 3������	�� ���� ���� 4���� P = 1 ���
���5��	� x �� (��
���� ��� �����
��� 1��������� ����	�� ��� y ��� ��� -���6
�����
��� ��� ���� ���� ��� 7��� y� �� ����� ��� ��� 1����
��
��� 
��
��
����
��� ��� /�� ��	���� 
����	��
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����

��� �������	��
���� ��� �
���������� G0(y, x) = G0(x, y)� ��� 
��� ����
��������� x ��� y ������������ �� ��� ���	� �� ���
�� x ����� ��� ��� �����
������ ���  ��	�����! �� ���
� y� ���� �� ��� ���	� �� ���
� y ����� ���
��� ���������� ���  ��	�����! �� ���
� x� ��� ��������� �������� "���� ���
��	
���#�
$%� ������ &���
� ���� �� ���� ��� �������� ��������� ��� x ��� '�	(��
�

�� ���������� ��� ��� y ��� ���
�� �� ��� ��� ������
��	� ������
���� )����
������ p ��	 ����� *��
�� 
��� ��� ��� ���� )���� ��� 
������

������
�+	���

dP (y) = p(y) dy ",�--#

�������� ��� ���� 	%� ���� ��� ��������!��! �� '�	(��
� x �� ��� .�/

dw = G0(y, x) dP (y) ",�-,#

���0��� ��� !������ ��������!��! ��� ��� )���� %��� ��� dw� ���� ��� 1����
��!����! ��� �������	��
���� ��� ��� *�������!

w(x) =

∫ l

0

dw =

∫ l

0

G0(y, x) p(y) dy . ",�-2#

*������ ��� *�������! ��� ��� ����� ��������� ���	� P �� ����� ���
� y�
���� ��������� ���� ��� ���%����� ��	 ��� '������


w(x) = G0(y, x) · P . ",�-3#

4�� ��� ��� ��� 5�!� ��� ���	�!�0/�� ����� *��
��� ��� ��� *��!������ �����
��6����������� ������!�����

w′(x) =
d

dx
w(x) M(x) = −EI

d2

dx2
w(x) V (x) = −EI

d3

dx3
w(x) ,

",�-7#

�� !���� ��� ��!��0��!�� �������	��
������ ��� G0(y, x) ����� ��6��������
���� ���� ��� '�	(��
� x ������

G0(y, x) = �������	��
���� 	%� w(x) ",�-8�#

G1(y, x) =
d

dx
G0(y, x) = �������	��
���� 	%� w′(x) ",�-8�#

G2(y, x) = −EI
d2

dx2
G0(y, x) = �������	��
���� 	%� M(x) ",�-8�#

G3(y, x) = −EI
d3

dx3
G0(y, x) = �������	��
���� 	%� V (x) ",�-8�#
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 ���� 
��
�
�������
	� 
�� 	
���� ������
	� ���� ��������	 ��� ���� ��	�
���
	����	 G0

��� ��	�� �	
�� 0 
����	����� �!���� ��	 ����� ��
��� ���		�	 �������	 "��	 
	
 ��	#

�
���
	����	 ��� $���	����	 %
	����	�	 Gi(y, x) ��	
 
�� "��	� 
	
 
��
�	������� ��� &' ()* ��	
 
�� ��	�
���
	����	�	� ���� ��� �������	�� ��	
�
�� ����	 
�� "��	� ��� ��	�
���
	����	�	 

����� ������	
��

+���	���� ��������� ��� 
�� ,������
	� 
�� ��	�
���
	����	 &' ()* 
�� ���#
��	
�- ��� �������	 
�	 +�.��� �� �
�/
	�� y ��� ��	�� ��	�������� P = 1�
� ���
 ' ) �� ��������	 
�� �
���0���� �������	�� G0(y, x) 
	
 ����
�����	

�		 ��� 
�	 ���
�	 �������	��	 G0(y, x) 
	
 w(y) 
�	 ���� �
� ����� � 
 � 

�� ������ $���	���� �
�	���.� 

��� ���� 	���� �	 ��	�� 1�!��� ���� 
�� 
����� ������
	� &� V * 
�� ��	#
�
���
	����	 �� �
�/
	�� �/��	�� ��� �	��������	 ���� 2�� ��	��	 3���� ���
�
� �
�/
	�� x� 
	���������	 
���� 
	
 �����	 
�� �	��������	 ��	��� 
��
�
�/
	�� ����

� (G0, w) =� (Gl
0, w)(0,x) +� (GR

0 , w)(x,l) . &' (4*

�	 
�	 ���
�	 �����	�	
�	 ��	
 w 
	
 M 	
�� 
	
 �� 2�������� �	 
�� 1
���

� (G0, w) =� (Gl
0, w)(0,x) +� (GR

0 , w)(x,l)

= V l
0 (x)w(x)−M l

0(x)w
′(x)−

∫ x

0

Gl
0(y, x) p(y) dy

− V R
0 (x)w(x) +MR

0 (x)w′(x)−
∫ l

x

GR
0 (y, x) p(y) dy

= (V l
0 (x)− V R

0 (x))︸ ︷︷ ︸
=1

w(x)− (M l
0(x)−MR

0 (x))︸ ︷︷ ︸
=0

w′(x)

−
∫ l

0

G0(y, x) p(y) dy

= 1 · w(x)−
∫ l

0

G0(y, x) p(y) dy = 0 &' (5*

�
��

1 · w(x) =
∫ l

0

G0(y, x) p(y) dy , &' (6*

��� 
�� ��	�
���
	����	 �!� w(x) ��� 
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� ����
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� ����

������� �����		
�����
� 
�� w′(x)

��� ���������	 
�� w′(x) ��
����� ��� ��� ���	�� �� �������� ��� �����
�����
������ M = 1 ��� �����
����� ��� ��� ������ ���
�� GL

1 ��� GR
1 ���

���� ��� �	��
 � �� ��
� �� ��

� (G1, w) =� (GL
1 , w)(0,x) +� (GR

1 , w)(x,l) = 0 + 0 . !���"#

$�� %����	 ��� ���	��������� �� �������� ������ ���� ��� ��� ��������
��� ������ &���������� �� �������� ��� ������

(ML(x, x)−MR(x, x))w
′(x) = 1 · w′(x) !���'#

(���	 �
���� ��� ����� ��	��� ���� ��� ���)����������� �(� w′(x)

1 · w′(x) =
∫ l

0

G1(y, x) p(y) dy . !����#

������� �����		
�����
� 
�� ��� ����	���	�������� u(x)

$�� ������ *�������� &�������� !���� ��� �	��
 # ��� $�+�������
	
������	
−EAu′′(x) = p(x) 
�����
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����

���� ��� ���� ��������������� ������� ����� ��������

� (u, û) =

∫ l

0

−EAu′′(x) û(x) dx+ [N û]l0

− [uN̂ ]l0 −
∫ l

0

u(x) (−EA û′′(x)) dx = 0 , ������

��� 	
� 
�
 �
���� 	�� �
�� �
����������
�� ��
 u(x)� 
���	 	�� �
�� �
���
P = 1 
� �
������ ��
 ���������  

��� ������ �� !
�� ��"�

� (G0, u) =� (Gl
0, u)(0,x) +� (GR

0 , u)(x,l) = 0 + 0

= N l
0(x)u(x)−

∫ x

0

Gl
0(y, x) p(y) dy

−NR
0 (x)u(x)−

∫ l

x

GR
0 (y, x) p(y) dy

= (N l
0(x)−NR

0 (x))︸ ︷︷ ︸
=1

u(x)−
∫ l

0

G0(y, x) p(y) dy ����"�

���


1 · u(x) =
∫ l

0

G0(y, x) p(y) dy . ����#�

��� �����		
�����
��� 
�� ���
�������
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 ��
 !�
������� $�� �
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���� ��
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)
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%&�� �� !
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� �����		
�����
���!

�� M "������! �� N "������! �� V "������

������ ������	
����� 
�� ��

 ��� ������ ��	����������� ����
 ��� ���	�
 ���
������� ��
��
��� ��� ��� −1 ������������
�� ��� ������ 	���� ���
 ��� ���� ��� ���	 � ��� ���� �� ������ ���	 ���

���� �� ������ ��
 ����
� ��� �
��
 �
��
!�� �����
�	������ 
� "��� #�$� � �
�	�� M−� N− ��� V−��������� �
�

��
 %��� ��� 
����
�	 ��
������ ����  ��� ��
 ��� %��� ��� ����	 ���
&����� ��
 �������
 ��� �
��

�
 ��� 
� 
��� ����� '�
��� ������ �� ���
������ ������	
����� �� 
(�������
�
� ��
 %��� ��� 
����
�	 ����
������ ���� �������� ��� '�
���� �� ��


������ �� 
(������� )�����
�	 ��	� ��� ����� 
� ���� ��

 ��� ���
�	
�
��� ������ ������ ��
 �������
 ���� '��������� X = ±1  ����� �


�� ���
������	 �����
��	�� �(������� ��
 ������
 ��
���	���� ��� ���� ��
 )���
±X 
� ��������� ��

 ��� �(������� 
��	 ����� �� &��
 �������
���	�����
  ����  ��� �� ��
 ����� *���� �� ��� +���� �� "��� #�,  ��-

������ ��� ��� +���� ���� �� ���� *
�������	��� ���	 ����� ������� ��


���� ��� ������ ��� *��������� A ��� ��� ������ ��� '���� P �� ��� �����
���� 
��� ��

��

A1,2 = A · 1− P h2 tan ϕ = 0 , .#�#$/

��� �� 0���� 
� ��� ��� ���� ��� A ��
 1�
�����

A = P h2 tan ϕ = P · (↑) . .#�#,/

���� &��2�

���������� ��� '���������� 
��� �� ������ 
���	� 3��	������3�

� "��� #�4� ���� ��
 �(��� ��� '�
���� ��� "� ������� �
� ��� �����(������
��� �������



�� � ��� ��	
 ��
 ��		�

���� ��� ��� ����� ��� ����������

���� ��� ������
�
� ��� ��
������
�	��
 ��� ���  ���������	 N(x)
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 ��	��������� �� �
� #�� ���� ����

����� ����	

�	��
��� ��� N(x)

$�
 %��&����������� G1(y, x) ��� 
��
 '���������� N(x) �
��� �� #��(

 ���� x 
��
� )
���	�
������ ���� �
� ���"
 %��� ���
 �� ���� *�+ �
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G1(x−)−G1(x+) = 1 . ������

�� ���� ��� �	��


� (G1, u) =� (GL
1 , u)(0,x) +� (GR

1 , u)(x,l) = 0 + 0

= [. . .]x0 −
∫ x

0

GL
1 (y, x) p(y) dy + [. . .]lx −

∫ l

x

GR
1 (y, x) p(y) dy ,

������

	
��
 ����� u(0) = u(l) = 0 ��� G1(0, x) = G1(l, x) = 0
 �
� ��������
���
�� ��� ����������� ����
 ��� 	� ������
��� ��� �
� ��������
��� �
��	 ���
�����	 ��� �� !���� x�

"
� #� G1 ���$�
�� %�������� � N1 
	� 
� �� !���� 	���
�
 ��
� G1 �
��	
��� �����	 ��� �� !���� �
�	���� &��
���� ���
 	� '
�� ��� �
 ��� ���� u(x)

	� ���� 	���
�
 	� ��		 �
� ����
� ��� ��
��� %�������� �� ±N1(x)
 �
��	 ���
�����	 ��� (�����
 
�	��	��� ���� 
	�

N1(x−)u(x)︸ ︷︷ ︸
links

−N1(x+)u(x)︸ ︷︷ ︸
rechts

= (N1(x−)−N1(x+))u(x) = 0 , ���)*�

��� 	
�� 	��
� ����	 �� 

� (G1, u) = N(x)(G1(x−)−G1(x+))−
∫ l

0

G1(y, x) p(y) dy

= N(x) · 1−
∫ l

0

G1(y, x) p(y) dy = 0 ���)+�

����#
���
 ����

1 ·N(x) =

∫ l

0

G1(y, x) p(y) dy . ���)��
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�� M(x)

�� �� !���� x �
�� �
� ,������������� �
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�� 	�
��	!��
#�
 ��		 �
�� &!��
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�	 ���	����

G′
2(x−)−G′

2(x+) = 1 . ���))�

'�
 ��� .�����
����� ��	 &��#�	 ��� '���
 �
� ��� ��
��� ��
��� ��� -
�/
0�		 ����
��
 GL

2 ��� GR
2 


� (G2, w) =� (GL
2 , w)(0,x) +� (GL

2 , w)(x,l) = 0 + 0 ���)1�
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 ��� M(x) �
� V (x)

���� ��� ������	��
�� �� ��� ���
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�� �� ���
�	��������
����� �� ������

 x� ��	�� ���� ��������
�� ��� 	�� ��� ��� ����

G′
2(x−)M(x)−G′

2(x+)M(x) = 1 ·M(x) ������

��� � � ��


1 ·M(x) =

∫ l

0

G2(y, x) p(y) dy . ����!�

�����������	�
� ��� V (x)

"�� #���
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 ������ ��� ����� ��� $��	�� ����� #���
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�����
� ����
%
	��� �� ���� ��& �� ��� �����'�� �� ���� �����
� ���� ��� 	����� #���
�(�
� ��
��� )���� ��� *�� (−1) '��+�
������ "�� 	����
�
� ���� ��� $��,������
%
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 ����� -����
' ��� .�/0� $��� �������


G3(x−)−G3(x+) = 1 . ����1�

$�
��������� 	��
��
 ��� ���������� G3 ��� '��� ������� GL
3 ��� GR

3 � ��� � 
�+���� ��� ���� ��� ���� ��� �	��
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�����
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� (G3, w) =� (GL
3 , w)(0,x) +� (GR
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G3(x−)V (x)−G3(x+)V (x) = 1 · V (x) ������

��	 � 
���
� ���� ��� A1,2 = 0 	�� �
������

1 · V (x) =

∫ l

0

G3(y, x) p(y) dy . ���!"�

����� ��� ����� 	�
 ���
�������������

#�
 $
��
 �����
� ��� 	
� %��&��������� � G0(y, x) �'� 	�
 (
�����

���

)�� 	�
 #����
�
���� �� 
��
� *���� x ��	 	�
 �
�
����� ���� 	
� ����
����� x �'��� 	��� )� 	
� ��	
�
� %��&��������� �
�� ��
 �� +��	 ��," �
�
)
����

-�� ���� 	�
 %��&��������� � ���� ��
 �
����� 	��
�� 	�.
�
�)�
�
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�� ��� ��� ����
	 $#��

��� %����! �� ��
������
�	��
 �$� ���&�#����
� ��� '�������
���

u(x) =

∫ l

0

G0(y, x) p(y) dy → N(x) =

∫ l

0

EA
d

dx
G0(y, x) p(y) dy ,

������

��	 �
�� �
	 �������������� ����	 �������
	 ���� ����� ��������� ��
� ���
��	 �	� ����� 	� ������� ����	������

��������	�� ��		 ��� �� ���� ���������  �������! ��� ��� �� "��	#��
 �����
�
���� ��� ��� $��%�		���&���� �'� ��	 (����� mxx(x) ��
)����� ��

��*
�� +��)��	� ��		 ��� ��� ,��� G2(y,x) ��� $��%�		���&���� �'� ��	 (�-

���� mxx ����� .

������ ��	 G0 
��������! G2 = mxx(G0(y,x)) �
�� ���� ��		 ��� ��� /����#����		

� (G2, w) = lim
ε→0
� (G2, w)Ωε = 0 ������

��	�'���� ��� ��	 $���
��	 ���� mxx(x) ��%0	��

mxx(x) =

∫
Ω

G2(y,x) p(y) dΩy . ����1�

��� ���&��&�� ���� ���'�
��� 	����! 2��� ���3! ��	 �����	 &����2! ��� ��	
$���
��	 ����&� ���	�����
���
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����� P = ±M/Δy � !"����
�
� �
�
�  �� ������ #�� ����� �����
���  ��  �����
������ ��� $������ Δy
������ %�� G0(y, l) �
� �
�! ��� �
�
�� ��� �
� � ����
�� �� �� ���������&
�� x = l� ���� 
��

w(l) = lim
Δy→0

(G0(y + 0.5Δy, l)−G0(y − 0.5Δy, l)) · M

Δy
=

d

dy
G0(y, l) ·M

'��(()

�
� � ����
�� �� �� ����������� � � ��� ������ M ���� ��� ������
�������
���� ��� �
� *
�
 �� ��� ������� 
�� ���� �
� +��
� �� ��� �
�&
! ��� �
�
�� �� ,�� #�� M � 
� - ���. �
��
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���� �
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� 1�
� �� ��� �
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�
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������� M 
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� ���� �
�
1�
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�
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�� 	
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� �
�� ���� ����
��� �
� δϕ = 1 ���������� 	�
��� 
� 6	�
��� 
��� 	�� ��� ���� ���� ���� ���� ������� ��� *
�
�� (70

 �� ��
�� δϕ = 1 ���� ��� 8������ �
���� *
�
���9
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ϕr ��� ���� �	
 ���� ��� 
����

tan ϕl + tan ϕr = 1 ������

������ 1 ���
 ���� ���� ������ ��� ��� ���������� ��������

−M · tan ϕl −M · tan ϕr + P · δw = −M · 1 + P · δw = 0 , ������

���	 M = P · δw�
�� ��� 
����� ������ ���� �������� ����� ��� �� �������� �������� ���

!������
 tan ϕ
 ��� ��� "����� ϕ ��� ��� "��� ��� #��	��� ϕ ������ ��

���� ������ ��� ���������� ����� ��� !������ ��� �	 ���� ����

δ ϕ = ϕl + ϕr = tan ϕl + tan ϕr = 1 . ����$�

%� ��� &���� � �� ����� '�(����� �)� �� ���
 ���� ��� !������ 	(� ��� ���
*��������� ��� �� ���	����
 tan ϕ � ϕ
 ��� ����� ���� +�	�+� ��� ���
*������	� ��� ��(� *���� ���� � �� ����� ,���-������������� !	� ��� !��
��./����

�� ��������� ����� �����+������� %������ �� ��� 
����� �	���� ����� ��(
����� ��� ������ 
����� ����� 
����� ����� ���� 0�������� ��� (	������� #��
������1

��� ��	
���
� ϕ ���
� ��� ��� ������� ��� ���
�������� ���� ��� ���
������ ������� ���� 
������� ��� ��� �����	
���� ϕo� �� ��� ������	
���
������	
 �� ��	
��� ��� �	
����� �� �
����� ϕ ��� ��� ��� ��������� ���
�� �	
���
�����

�� ������ 0��� ������ �� ��� tan ϕ
 ���� ��� ��� !������ ������� "��
����� �� ��� ��� ��� ���� %������(�
 ���� ��� ������������ �� !�2� -	� 3��4
��������� �����
 ���� ����������� ��� !������ ������� ����

*��� ��� !������ ���� �	 �	������� �	��� �+����
 ����� �����
 ���� �� ���
"����.5� ���
 ��� �� M �	�6������ ��� ������ '�������� ����������
 �������
��� "����� ������ 78������7 ��� ��� ����� ����� �� ��� '���������������
��� 
����� -	��	���
 ��� 6� +�������� ���� #� ��������������� �����

��� ������	
 �����

�� ���������

*�� 9��:���(�����	��� (�� ;��(���.5�� �� ��������  ��������� !������4
��� ���� ������������ ;�����
 ���� ����� ��� 9�� �� ��� <��������������
��� '��� ��� ���������� 0����������� ���� -	� n = 0 ��( n = −1 ����������

*�� 
������� ���� ����� ������ ��� ,��  ��� ��� M 4  ��� V 4'����� �� ���
!������� ���
 �� ��� ������ 
��������.5� ����� �� �� ������
 7��� ��� &����
�� �������7
 �� 0��� ��=>� *��� �������� ��� ��� �	 �	��?������ !�������
�	�� ������ �� ��� -��(	��� �� ��� �	
 ���� ���  ����� ;��(���.5�� �����
��� ������ -	� '����� �������� ��� "�� −1 ������
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tanϕl + tanϕr = 1 ���
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�� ���� �
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�� �� ���� ���� ��
� ��� ���������������
��
 ��� ��	��� ��
��������� �������� ��
� �� ���  
���
 ��� !����� �����"
#$��% �	 �$� ����
� ��	��� M(x) &�����#$
& '� 	$����% '� ����	 ��(�
��
��	������$$
 '� 	$����� )$�� ��
� ��
 �� 	���*'��
��  
���
 ���� ���"
	$� $���'�������% $#�
 ���� ���$������ +�$�� ������ ��
� �
 �� ,�
����#��%
�$�� ��� +�
��'��� �	 !����� ���$� tanϕl + tanϕr = 1 #��
���� -��� ��

	���*'��
��  
���
 ����	$����� ���% ���� �$'� ����� .
���� �
����
/$�� ��	 ���� ��� �	��
 ����

� (w1, w2) = A1,2 −A2,1 = 0 . 0���12

/�� ��� A2,1 = 0% ���� ��� ����� ,�
�$������ .
���� $	  
���
 � �����
3
#��� $�� ��� -���� w1(x) �������� )�� 3
#��� ��
 .
���� $	  
���
 � $��
��� -���� w2(x) ��� ��	�� �#���� ����

A1,2 = −ML tan ϕl −MR tan ϕr + P w2(x) = −M · 1 + P w2(x) = 0
0���42

���


1 ·M = P w2(x) , 0��562

�$� #�������% �$�� w2(x) ��� ��������������� ��
 M(x) ����

���	
���� ���� ���$������� ����
� ���� ��� .
$���

(�� �� ����	 ��$�����
#����		���  
$���
� �����% ���� ���� ��� +���*������� ����
�� ��� &$�$��"
	�����
& ������ ������ 7
��'��� ����� ���� ��� ����� ���
��8 ���� ���� EI ���

EA �� ����	 +�$# ����
�% �$�� ���� ��� '����

���� f+ !��������������
����%
�� .$����� 5% ��� ���� !��������������
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���- (i, j)− (j, k)− (i, k)% !���- (1, 3)− (1, 4)− (3, 4)�

/� 0
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 ���� ��� ���� ���

� (w1, w2) = A1,2 = 0 . 1#�223
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���������



��� � ��� ��	
 ��
 ��		�

���� ���� ����
�� �����
 ��� ���
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 ����	���

tan ϕr + tan ϕl = 1 ������

��	
������ 
�		 �	�������� ��	 ��	 0 ��
 x �	� ��	 x ��
 ��� �������	�� l

� (G2, w) =� (G2, w)(0,x) +� (G2, w)(x,l) . ������


�� ��	��������	 �	 ��	 �������	��	 
�	� 	��� �	� �	 ��� ������	�

������
�� ��� �	!� x� "���	 
�#" ���� ��	��������	 $��� ��
 ��� ��	 ����

−M(x)w′(x−)︸ ︷︷ ︸
��� �����

+M(x)w′(x+)︸ ︷︷ ︸
��� �	
���

= −M(x) · (tan ϕr + tan ϕl) , ����%�

�	� 
���� ������ 
�#" �	 ��� &����

� (G2, w) = −M(x) · (tan ϕr + tan ϕl)︸ ︷︷ ︸
=1

+

∫ l

0

G2(y, x) p(y) dy = 0 ����'�

����

M(x) =

∫ l

0

G2(y, x) p(y) dy . ����(�
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 ������ �� ��� ������� ������ ����� 
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������ ��� ��� ������ 	��� ������������ ������� ±X ������� �� ��� ��� ��
����� ��� ��� ��
 ���� ��� 	
������ ��� ������������ ±X = 1 �
!"�����

��� #�������������
�� "�������� 
�� ���� ��� X �� ��������
 ���� ���� ���
���������� #�������������
�� ��� ���� ����������

$�� ����"� ��� !������� %����	� $�� &�"��� ��� �
'���� (��!�� �� )�������
�
! ��� *���� ��� �����	
�� ���

A1,2 =

∫ l

0

G2(y, x) p(y) dy −M · (tan ϕl + tan ϕr) , +,�-,.

�"�� ��� &�"��� ��� ������� (��!�� �
! ��� ������ *���� ��� �
��

A2,1 = −X · w′(x) +X · w′(x) = (−X +X)w′(x) = 0 , +,�-/.

��� ����� �� ���� $�� (��!�� ±X
 ���� ���� ��� �������
 ��� ��� �����	
�� ���
������� "�������
 ���� ����� ����������� 
�� ���� ��� 	
 ��� "����� ±X
���0
������ *����1'� ��� )�������� �� &
!�
��� ������ ��� +w′(x) �������
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��� ��� ���������� ��� �����		���������� ��� �������� �� ����!���� 	���
��� ���� ��� �	��
 ��� ��� "
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A1,2 = 0 . #$�%&�
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� $�$/�

,��� ��� ����� �
�	��	�� �	�� ���� 
�		 
�� ����� ���� 
���
� ���
0	�
�����	������ (�����
 ��� ��� 1 ��� ����� �������� ��� (�����
 ��	 .���(����

+�� ����� X� ��� ����� �	�� �
 ��	 '���� �
 1 
 ��	�������� !� ��������
�������

X =
kS kB

kS + kB
kB = k*����� kS = k*)������� . #$�%2�
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������� ���� ��	�� ��� 	�� ��
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�� ��� 	�� ��	�� ����� ��	 ��� ����
 �
��� X = 1 �����
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���� ��� kS �
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	�� '�	�
 ����� 
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��� ���� ���� 	�� !��/����������� 1��$� ����
����� ������

!��� �������� � !���,������� �� ���	 )�)2� ���� 	�
� ���� �
� ��	�
 ���
	�
 ���������� kϕ �������
� ��
	��� ��� ����
 �
� ��	�
 ���
.�� 	�
 3�����
��� ��� $���� �� �
� ������ ϕ ��	 	�� 4����� M

M = kϕ tan ϕ . %)�56(
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�� ��� ������ X = 1 �������  �� tan ϕ ��� ���
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 ��
 ����!
������
� ��� 
��� ����� ���
������ ���� ����"
� ��� ����
����
���� ���  �������
# $

kSϕ =
1

tan ϕ
, #%�&&$

��� ��
 ������ X� ��
 	'� ����  �������
 1 �(��
 �
�� ��� ��� ��()�

X =
kSϕ kϕ

kSϕ + kϕ
. #%�&*$
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� 
�()�� �
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�����	�� 
� 0��� %�12�

���
� 3�
��"����
 ������ ��	 ��� 4����� V ′(x) = −p(x)� ,���
 ��� ,�
��
#5��������� xs$ 
��� ∫ xs

xa

V ′(x) dx = Vl − V (xa) = Vl #%�&6$

��� �����
 ��� ,�
��
∫ xb

xs

V ′(x) dx = V (xb)− Vr = −Vr #%�*2$

��� 
���� ��
��� 
��� ��� ,�
�����	� ��

R = Vr − Vl =

∫ xb

xs

p(x) dx+

∫ xs

xa

p(x) dx =

∫ xb

xa

p(x) dx . #%�*7$

8� ����� ,�
�	"���� p = c #���
�����  ���������
�$ �
� ��� ����� ��������	!
��"
�� ��� ,�
� ��� ��� 3�
���� ��� /��������� 
����� ��� ��� 3�
���� �
�

����� ��� 4�"��� ��� ���9�

	�������

R =

∫ l

0

G(y, xs) · c dy = (xb − xa) · c . #%�*%$

:�������
 
��� 	'� ��
  �'�������� M = Ml = Mr� 3�
 M ′(x) = V (x) 	��
�

M = Ml =

∫ xs

xa

V dx M = Mr = −
∫ xb

xs

V dx , #%�*1$
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 ����� %���'�����
��� (��� ���	�������	��� 	� ���	 )�	�� ��� ��
  ������ ������ �� ��� �	�����
��� )��
� ��� ���	��� ������ $��� 
�� 
	� ��
 �	��������� #	�� ���������
�����	����

��� �	��������� ����� �	� ������� �
 
	� &	����$�"���� �	� 
	� �������
!��$�	���� ���� ������� �� $*����� ��� �	��������� 	�� �	�� !��$�	��� �	�
	� ����� +��$��� y ��,�� ��
 %��'��$� x 
��� 	��

δ0(y − x) = 0 y �= x , -��./0

��� �	� ��	 �	��� #	�������� ������$�� w  ����� �	� %���	� w(x) · 1 ��	����

∫ l

0

δ0(y − x)w(y) dy = w(x) x ∈ (0, l) . -��.10

2��� ��� �	� 
�� �	�� ��� #�� �	��� ������ &	����$���� ���� #���������
�	� �	� ��	�	�� �	� �� �	��� &	����$����  ��*��� 	�� ���� �	� 3*��� ���

�	4�����	�� ��	���� 

EI
d4

dy4
G0(y, x) = δ0(y − x) -��.50

��� 
	� �	���� ��6�	�	�� ��� ��� ���� ��� ��	 �� &	 ���������� ��� �	����
������ �� 	�� �	�� �	� &	�7������$�	�� ��� w(x) ������ �� ����
��	���

� (G0, w) =

∫ l

0

δ0(y − x)w(y) dy −
∫ l

0

G0(y, x) p(y) dy

= w(x)−
∫ l

0

G0(y, x) p(y) dy = 0 . -��.80

�	� &	�7������$�	���� ��� �	� ���	�� 9�  �*,�� w′(x)� ��� �	� ��	��� :�����
 �*,��� M(x) ��� V (x)� �� ���� �	�� ����� ����� &	������� ��	�����
�	����������

δ0(y − x) :���� P = 1

δ1(y − x) ;�
��� M = 1

δ2(y − x) :�	�$ Δw′ = 1

δ3(y − x) ������� Δw = 1
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∫ l

0

δ0(y − x)w(y) dy = w(x) �������

∫ l

0

δ1(y − x)w(y) dy = w′(x) �������

∫ l

0

δ2(y − x)w(y) dy = M(x) �����	�

∫ l

0

δ3(y − x)w(y) dy = V (x) . �������
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� (G0, w) =� (Gl
0, w)(0,x) +� (GR

0 , w)(x,l) = 0 + 0 ����4�
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(V l
0 (x)− V R

0 (x))︸ ︷︷ ︸
=1

w(x) = 1 · w(x) . %)�*+(
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fi =

∫ l

0

δ0(y − x)ϕi(y) dy = ϕi(x) �������

fi =

∫ l

0

δ1(y − x)ϕi(y) dy = ϕ′
i(x) �������

fi =

∫ l

0

δ2(y − x)ϕi(y) dy = M(ϕi)(x) �������

fi =

∫ l

0

δ3(y − x)ϕi(y) dy = V (ϕi)(x) . �����	�
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G0(y, x) p(y) dy , ����.�
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Kraft ·Weg = 1 · u(x) =
∫ l

0

G0(y, x) p(y) dy

= Weg ·Kraft/Länge · Länge . ����1�
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Pl ul − Pr ur = Pl tanϕhl − Pr tanϕhr = (Pl hl − Pr hr) tanϕ = 0 ,
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−V (x)w(x−)−V (x)w(x+) = −V (x) (w(x−)+w(x+)) = −V (x) · 1 . $ �%0'

��� 
����� ��� /������
� P ��� ��� 1��
�������	 w� ��� ����� ��� �����+��	
��
 ������
 ��
	��2
� "���� ��

 	���� ��
 ��	������ ��3�� 
���

−V (x) · 1 + P w︸ ︷︷ ︸
A1,2

= 0 . $ �%4'
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−Vh(x) · 1 + P wh = 0 '(�)*+
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−V (x) · 1 + P w = 0 , ������
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V (x) =
P · w
1

= P · w
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1 ·N = Px · ux + Py · uy + Pz · uz . �������
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1 · w(x) =
∫ l

0

G0(y, x) p(y) dy . �������

��	 
��
������������� 	�� ��� ������� �	� �	�����
�� w(x) �	��� ��������
�	� ���� �	�� � �!�� Ω ���"���� 	��� 	�� �	� #$�!�� ��� %�������"�&�����

−Δw = p w = 0 �!' ��� %��� Γ . �����(�

)� ��� *!���$�	��� *��	��� +�����
�� )����	����

� (w, ŵ) =

∫
Ω

−Δw ŵ dΩ +

∫
Γ

∂w

∂n
ŵ ds

−
∫
Γ

w
∂ŵ

∂n
ds−

∫
Ω

w (−Δŵ) dΩ = 0 , �����,�

������ �!� )��������� ���� ��	�� -!���������
��� .������� *!� -!��� ���	���� ��	� �	� �	�����
�� G0(y,x)� �	� *!

�	��� -!������� P = 1 ���$��� �	� /	����
��'� ���� ���� ��� )������� ���
0!�����'�� ∂G0/∂n ��� ������� ���� 	���� ����� ��*&���� 1��	�� Γε !�
��� 2!'"!��� ���!� 	� ��� +���*� ��� 3��� 1 ���

lim
ε→0

∫
Γε

Querkraft ds = lim
ε→0

∫
Γε

∂G0

∂n
ds = 1 . �����4�

�	���� +���*���� ��
�� ��� .������� 5&� )������� *!� -!��� �$��	
�� /�
	�� �	�� ���� �	
��	�� /	����
��'� 5&� G0�

��� '&��!�	��� ����� ��� ���� ��� �	��
 *!��
��� �!' ��� ���&
���� +�6
�	�� Ωε = Ω −Nε� ��� �"��� ���& �	��� ���	��� 1��	� Nε !� ��� 2!'"!���
�!�� !�� ����� ���� ��� %��	!� ε → 0 ����� 7!�� ������ )� ��� +���*� ��6
���� ��� �& ��� ������
��� %��!����� �	� /	��!��'!���	&� '�� w(x) 	� ���
2!'"!��� x�

1 · w(x) =
∫
Ω

G0(y,x) p(y) dΩy . �����8�

�	� 9����	�!�� 5&� /	��!��'!���	&��� ��	 
��
������������� 	�� ���� ��
�6
�	�
� !�� �	
�� 	���� �	�'�
�� �	��� :�;< !�� :�=<� >!� +��
� ���� ��� ���*�
�	� ?�	��� /�������� ���� 5	�� �	�'�
���� �� 1�"	��� (�

���	
���� ���� ��	 �	��� @�	� 	�� V = H w′ �	� 0!�����'�� ��	 �	��� ���6
���� 	�� �	� 0!�����'� vn 	� �	��� @
��	�� �	� ��� @
��	���&������ n �	�
7&��������	�!�� ��� �	�����
�� 	� %	
��!�� 5&� n

vn = H
∂w

∂n
:�7A�< . �����;�

H 	�� �	� B&��"������'�� �	� �	� &��� /	�� �����*� ������
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 �� ��	 ����� ���������� ���� �����
����	����� 
K(n×n)� !��� ��� ��� "���� ��� ����� #���$� u �����%��&����� Ku� ���
���	�� #���$� ���� 	����� ��� ����� &������ #���$� δu� �	� ��	 ��
�'��	 ����
(��� δuT Ku�

!��� ���� ������ (��� ��� π 	�
� ��
�� ������� ���� ��� 	�� ����	%$������
πT = π� 
���

δuT Ku = uT K δu )*�+,-.

$���

� (u, δu) = δuT Ku− uT K δu = 0 . )*�+,/.

��	 �	� ��� ���� ��� �	��
 ��� 	0������	
��� ��	$ 	��'	���1��
����� "����&���
�0������� '�� "����&�� �	� ��		��'� ��� 	��'	���1��
���� '�� �����������2

���
���
���

���� �����
����	����� ���� ��� '��������
� ��	 ��� 3''�����
 ����	 #��2
�$�	 u ��� ����� #���$� f ��	��

Ku = f . )*�++,.

4�� 	������ ��� ��	 �$�� ��� ������ ��� #���$� f � ��� ���� ��� 5�$�������2
�� ����	 6�
�����	 ���	������ ��� ��� �$���� ��� ��	�� 5$�%$����� u1 ��	
#���$�	 u ��� 5�$�������$����
�� �� 76 f ��		���

8� u1 &� '�	������� �9	�� ��� ��	 :���
���
		0	���

K g1 = e1 , )*�+++.

��� ������	
��� ��	$ f ��� ��� ��	��� �������	����$� eT1 = {1, 0, 0, . . . , 0}�
"�� ��� 79	��
 g1 ��� ��� #���$� u 
���� ��� ���� �� ��� ;�������� )*�+,/.

� (g1,u) = gT
1 f − uT e1 = gT

1 f − u1 = 0 )*�++*.

��� �������� 	$ ��	 
����	
��� ��	�����

u1 = gT
1 f . )*�++<.

(� 1���� 5$�%$����� ui ���� �� ����� ��	
��� ��
��� gi� �� ��� ��� ������

���
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K gi = ei , �������
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�
 ��

� �� ���
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ui = gT
i f . �������
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 ���	 � f ��! 
�� n ���	 ��
 gi, i = 1, 2 . . . n
"� #�$���	� ��
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�� %&��
� u = u1 e1+ . . .+un en ���	����
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 f ��! 
�� ���	 ��
 gi ��	 
�������� )�� 
�� '� #��	� 
 ( 
 u
��! 
�� *�
���	�(��	 ��
 ei

ui = gT
i f = uT ei . �����+�

,�
�� 
�� "������	� �!-� ���� ui ������$��	���� )�
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�
 ���	 � f ��	 
��
�
(����
 .�	��/ K−1 ���	�"��$����


u = K−1 f , �����0�
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u = (gT
1 f) e1 + (gT

2 f) e2 + . . .+ (gT
n f) en . �����3�

,��	 �� �� 4�
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�
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 5�6���
	����������
��
� )��
$�� ����"���

−EAu′′(x) = p(x) u(0) = u(l) = 0 , �������
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− d2

dy2
G(y, x) = δ(y − x) , �����8�
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	���� ������ �
� ��� !��
 ��� ������ �� ����� �
�		� x �������
���

u(x) =

∫ l

0

G(y, x) p(y) dy︸ ︷︷ ︸
gT

i f

=

∫ l

0

δ(y − x)u(y) dy︸ ︷︷ ︸
uT ei

. �"�#"# 
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$
� %
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�� �'� �
� (��������� w′ �
��� )�	���� �
�� ����� �
�
%
���	�����
 M = 1 ������


M = lim
Δx→0

1

Δx
Δx = 1 , �"�#"" 

��� ��� �
�� ����� ���
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��� *�+�
�� P = ±1/Δx� ��
�
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�� $�����
����� w(x) �
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�� 0�� �
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������� � �
��� %
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�

%
�&�������
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 ������� ����
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%
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���� $�		�� ���� ������� �� )
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$
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� ��� 6��	�
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�
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7�����
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8��� ��� 0
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• %��� �'� $�����
������� ��� 1����
� �	

����� �
• %��� �'� (������������ ���������� ��� ;�����+�
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������������

$
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 V �
�� 0�� �
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�
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 M 0�� ���
 ��
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�� M = ±1/Δx ������
 �
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�� �/���
�
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"���	#����	����� ϕi(x) �� "��$���	

K g = j . %&�'&()

*�	 J(w) �������� ��� *�	����

 �	�� ��� +�		�
���	 ��� �����!������ ���
����� ,	����� (xa, xb)


J(w) =
1

(xb − xa)
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w(x) dx , %&�'&-)
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N(x) =

∫ l

0

G1(y, x) p(y) dy (2) → (1) "#�$+,&
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������� u(x) �����	��	�
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u(x) =

∫ l

0

G0(y, x) p(y) dy (2) → (0) . "#�$+$&
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'�� '�	
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� ����������� 3����	� ��	 4��	�	���
V = −EI w′′′
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∫ ∫ ∫
V dx dx dx =

∫ ∫ ∫
P dx dx dx "#�$+#&

��� 5	��5� ����� ��� �3 �� �	������

w(�) =
P �3

3EI
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��� ���� ��� 6����� M = −EI w′′ ���	����� ���� ����� ��	� ��� �2

w(�) =
M �2

2EI
. "#�$+1&

'��  ��
�� ���	���������� �����	��	��	� 7������� �� ��	 0���� ��	 �� ������
��� ��� w′′′ "-7 P & �
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V 2
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wh(x) = w1 ϕ1(x) + w2 ϕ2(x) + w3 ϕ3(x) + w4 ϕ4(x) , "���#
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1
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∫ l

0

Vi Vj

H
dx , "��3#

��� ��� 45���������� ��
�����4��� ��� ��� ���	��� ������ fi = 1� ���� ���
6��������

fi =

∫ l

0

p(x)ϕi(x) dx . "��7#

��� �.���� "��/# 	��� 
�� ����� �����
������ +
��'������ �
� H = 1 ���
��� ��������4��� le = 1� ��� %&����

w1 = w4 = 2 w2 = w3 = 3 , "��8#

��� ��	�� ��� ��� �������

wh(x) = 2 · ϕ1(x) + 3 · ϕ2(x) + 3 · ϕ3(x) + 2 · ϕ4(x) "��9#

��� Vh ��� 
���� !��4	����� �� ��� $�	�� ���������� w(x)�
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���	�� 	��	� �	���� �� ��������������	�� �� 
�������������� �
�� ���
w(x1) ��� �� ��� ��	 ��� !"�	#��# w(x) �� $%�� !	�&����� 	� ��	 	'���	 
����������

���� ��� w(x)

��� ����� 	
� �
���
����� ��
� ��
� ����� �

	

���� ��� ��� �	
��
��� ��� ��� ������� ��
���

w(x) =
1

2
· (5x− x2) ������

����������� ���� � ��� ���� ��

 ��� �	
��
��� ��� ��� ������� ��
��� �� ���
!�"��� #$�����
������ wi = w(xi)� %�
 ����� ������ ��

 ��
 �	
&�"�����
	��'�

������"��� $����(�� ��
" ��� %����$������ ��
 )���
 ��� ��� �"�����

� (�� � !�	�"	� ����	� G(y, x) ����� G0(y, x) ��� %	��	� ��� "	� )	�	#	�!	�� *��	� ���+
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���� �	�� ���

w(x) =

∫ l

0

G(y, x) p(y) dy . ������

����	
��� 
�� ��� ����
���
�������� ��� ������ �� Vh ������� Vh ��� ���
����� ����� ������������ ��� ��� ��� ϕi(x) ����������� �����

��� ����
���
������ ��� ��� �
�	
����
�� w(x1) �� ������  ����������
��� ��� !����	� G(y, x1)� ��� ��	
 �
�������� "��� �� ��� ������ x1 ���� �����
P = 1 ��������� �� ���� ��# ��

������ !����	� �$���� ��� %��� &����'�
�������� ����������� 
�� ��� ���
��� (�
��� "��
� ��� )�*+$�
�� ��� ��� �,����� +$�
�� �� ��� ������
x1 ������������� �A- )�.	
� %�� G�

wh(x1) =

∫ l

0

G(y, x1) p(y) dy = A · 1.0 = 2.0 · 1.0 = w(x1) . ����#�

/��� ��� &
�0
���� "�� �� )��� x = 1.5� ���� '"��	
�� '"�� ������ ����� "��
�� ���� ��# 	� ���� 
�� ��� '
 ��� 1
��� ��
$���� !����	� ����� !0��'� ����

'"��	
�� ��� ������ ������� 
�� ��� ���	
�� �����	� ���� ��� ��� ��� %���
&����'�
�������� ��	
� ����������� ��� )�*1������� %�������� ��
�� ���
������ ������ ����� 
�� ��	
�� %�� &
�0
��� ��� ����� ������� +���� 
��
��	
��� ��� ������ 2.
��
�� Gh(y, x)

wh(x) =

∫ l

0

Gh(y, x) p(y) dy = Ah · 1.0 = 2.5 �= 2.75 = w(x) . ������

&��� ���� ��� ��� �������� �������	
 �
	
 �
� ���� 2.
��
��� �.���	
 #�3
� ����� ��� �,����� �
�	
����
�� %�� #�43 ��

2
� "��� ��� ���"����� "�����5 ��� )�*1������� ����	
��� ��	
 ���
������"���� �
�	
 +$��� ��� (���	

����6����� Kw = f 
�� ��� /����
��'"��	
�� 7���� ��� ����� �� ��'"��	
�� �����0�������

��� ��� ��	
���� ���� ����� /���� ���� ����
�� ���8� ��� �� ��� )�*
1������� ��� ��� ��� ���.
����� ����
���
�������� ����	
��� 
.���� ��� ���
��� ����	
������� 1
���� 9�� ��� �������	
��� �������� !����� '
 ��� 7�����
��������� ��� �� ��� ���'� ���' �
�'�� /���

:�� ����� 9����
���"���� ��� �������	
 ��	
� �
� ��� !��������� ���	
�.����
!� 
�� ��� )�*1������� ��� ������.	
� ��� 1����� �� ���� ��� ��
�������	
�
�� ����	
���� ���� �� �� ;���� ������ xi ��	
�������� ���� ����� P = 1
�������� 
�� 
�� ��� ��	
 ����� �
��������� ������.	
� Gh(y,xi) ��� ���
�������"�	
� g ���������� 
��

wh(xi) =

∫
Ω

Gh(y,xi) g(y) dΩy = 9��
��� %�� Gh × g . ����<�

/�� ����� �
�������	
� "��� �������	
 ��� )�*1������� ��� ������"����
�
�	
 ��� +$��� %�� Kw = f �������� 
��� ���� ����� ���� ����
 �� ���8�
��� �� ��� )�*1������� ��� ����
���
������ ����<� ���
�'� 
.����
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�������������� � !

"�	 #�!����	���� w �� 	��	� $���	� x
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����� �
� ��
�
���
�
�
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�� 	��� ���� �	
 '���
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 	� (	��
���
�
� ���
���	��� ��
�	� 	�� )�
	� ��	��*+�
�
	� �,���� 	� �
� -�
����&� V = H w′

��� ������ Kw = f 	�� 
�� �
���� ���� �� 
�� wi� 
	� ������ ������ 	��

�� ������� ���� ���� 
	� ������	��� �	�
 
	�������

wh(xi) = wi =
∑
j

k
(−1)
ij fj =

∫
Ω

Gh(y,xi) g(y) dΩy . ������

�	�� 	�� 
��  ���������� !��	� ��
����� "����� #	���� 
�� $�	��� ����������

�� ���� !	� 
	� �	�%���&��
�	���� �	�
� �� ��� �	�
 
	� ��'������	����
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� ���� �������� �����
� ���� ���� ������	��
���� ��
�
�� ������� �
����� ���� ��� ������  	
!�" ��� ����� ��� ��� ���
�
��
���# ��� �
��
��� ���� ����	�� !�
� ��� ��
 ��� 
����
��
�� ��
��$

• �� 	���
����� ��� ���� �� ������ ��������"
• �� 
��	���
� ��� ������	�� �� ���  ������ �� 
�
������ ���� ��� fi "
• �� �%�� ��� ������	����&���� Kw = f "

���� �� '���� ������ 
���
�� �(
��� ���� �(
�� ��� �	� ��� ��������
�
��� ������� �����"
�� ����� �	� �
�
 ���� ��� �����
�
 ���
���" ��� �
��
��� 
�
������ �(


'���� ������� ��� ���������� ������ ���	
� wloc" ��� ��� ��� �	
��
���	���
��� ��� ��
��������� �� ��� ��
���
�
� �����������
�
 �����
� �
��	��� 	��
����� ��
� ������������ �	 ��� ������� �����
�" �� ��� ��� ������ �����	
!�
�� ���� )"* ����������"
+� �
	��� ��� ��� ����	 ��� ,������ ��� �
��������!�
���
���" ��� �
���

������!�
���
�� 
��	���
� ���� ������	�� �� ���  ������ �(�
� ���� �����
 ������	������� �	
�� 	�� �-��� �	� ����	�� ��������� ��� ������� .%�	��
��� ���� /���� ��� ��������
-��� �� 
��������� ������0������ ������ ���
 ���

�� ����1"
��� 2����� �������� ������ ������ ����
��� ���� ��� ������	����&�����

��� �	��������� ��
�� ��	��� ����������

Kw = f + p . /)"341

��� fi ���� ��� �������
-���� ��� ��
��� �� ���  ����� ���
����� 	�� ��� pi
���� ��� �� ���  ����� 
��	���
��� .������ ��� .���
�
(���" ��� ���
�5� .��
��
�
	�� /���
�1 	�� ����������
��� /�����
�1 ���� �0�����
�������" ��� .���
�
�
(��� ×(−1) ���� ��� ����������
-���"
+� ��
 ���.���
��	
 ��
� ��
 6���
������ �������� ��� fi 	�� pi ��
���

��
����� !�
������� ����� fi ≡ fi+ pi �(
 
���� 7������" ��� fi 
�� ��� �
����
����0��� ���� ���������� ��� pi� ���� ��� �� ���  ����� 
��	���
�� ��
����������

pei =

∫ le

0

pϕe
i dx ϕe

i = ����������������!�
��
�	���� , /)"381

�-�
��� ��� ������ fi �	�� ����� ���� ����� �������
-��� �� ���  ����� ���
�
�����"
��
 +������	
 ������ ��� ��
��� /)"381 ������� ��� ����� 	�� 
����� !��

 ������ 	�� �����
� ���� ��� pLi + pRi � �-�
��� ��� 2����� �������� ��� ��
����� ���
��� �	�� ���� ��� ��� ������	�� p ������ ��� ���  �������������!�
�
��
�	���� ϕi = ϕL

i + ϕR
i 9�� ����� ��(��9 (
�
����
�
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pi =

∫ l

0

ϕi p dx . ������

��	 	
�	 �	
��
�������� �	
 �
��	
 ��	�	
�	 ��� �	� �
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�	��	
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 ��	 #��	
$
�
"��	 �
 �	
 %���	
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�� ��	 ��	�	
�$��
�	����	
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 ϕe
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&� ��
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 ��	 (
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�	��	
���
	
� ��	
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�
*��	 �	
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��� �
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�	 #-�	
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���/��	�� Kw = f + p 	
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 Ku = f + p ����	
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 Ku = f )�
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 ��	 
	���	
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 f ≡ f + p ��	���
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���� ��� 
	� �	��	��	���� e ��	�� �	���	��� ��� �	� 
�	�	� ��� ��	 �������	�� ����� ���
���	 �	����	�� ��	 ���� ��  ���	�������������! ��� x ����� ���	����	��	�� ���	� ����	��	

"���

��� �����	
���

��� ������	��
 ��
�� ���	��� x = {x1, x2, x3}T 
�� ��� x−y����
� ��	 ���
���
		�
 x′ ��� ���	���� �� ���� ���� �� ��	 

	������ ��
�� �� ��� ��
 ���
		�

�
 ��� x−y����
� �� �����
 �
��
� 
��� ���  �!"�	��� ��� ���
� #�$�

�
	� ����
�	� �� !
��	 ��� ��
 ���
		�
 x′ ��
 #
�
	� x′ = c1 e1+c2 e2 �
�
���	�!!	 c1 �
� c2 ��� �
�� ��� %����� ��
�����	 
�� e1 �
� e2 �	��	

(x− x′)T ei = 0 i = 1, 2 ⇒ c1 = x1 , c2 = x2 , &��'()

�
� $����������	�
� �
!�	 ��	� �
�� ��� ���
		�
 ��� ���	�� �
 ��� ���
�
��	� ��� ��
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 #��	

�

|e| = |x− x′| = +�
�!�! &��,-)
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 x �
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���� ��� ������ Ku = f ��� �������
� ��� ��� n ����
������

a(wh, ϕi) = fi i = 1, 2, . . . , n ����� 

�!��� ���� ��� n = 4 ��� �����

� (w,ϕi) =

∫ l

0

pϕi dx− a(w,ϕi) = 0 ⇒ fi =

∫ l

0

pϕi dx = a(w,ϕi)

����� 

!������� ����	 ���� ��� �"#$%���� wh ��� &��'�
���� (�� w ��) ��� *�����#
���� Vh ���

a(w − wh, ϕi) = 0 i = 1, 2, . . . , n , ����+ 

��� ��� ��� ��) Vh 
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ji =

∫ l

0

δ(y − x)ϕi(y) dy = J(ϕi) , �$%&/!
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����� �� ����� 1
��� x �	��
���� ���� ��� �
	������
���� ��	 )��
�
���
�������� ϕi �� ������ 1
���

ji = ϕi(x) . �$%&$!

�/! ��� -	+��� ji� ��� ��� ����
���
������ ��	 �
� 2����� M(x) �� �����
1
��� x �����  
����� �	��
����

ji = −EI ϕ′′
i (x) = M(ϕi)(x) , �$%&3!

���� ��� 2������ ��	 )��
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���
��	�� ji = J(ϕi)
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���
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���� ���� ��
������ ����� ������ �� ����������������� �� ��
��������������� ��� w
�� ����� x = 1.25 ��� � ����� !��� "#�$%&� 	� ��
��������������� ��� w �� ������
'������ ��� �������� ��� � ���� Gh(y, x) = G(y, x)

���� �������	�

�������� ��	� �� ��� ����	

�	��
��� ��� ��� �	�������	�� w(x) ��
 ����
 ��
���� ���� �� �	��
 x = 1.25 �	 ����������  ����� ��� �	�������	���� ���
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"
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����� ϕi �� �	��
 x "�
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����$�
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j1 = ϕ1(x) = 0.75 j2 = ϕ2(x) = 0.25 j3 = ϕ3(x) = 0 j4 = ϕ4(x) = 0 .
%��&'(
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⎢⎢⎣
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g1 = 0.75 g2 = 0.75 g3 = 0.5 g4 = 0.25 ������

��	 
� �
���� 	�� �����

��������

G(y, x) = 0.75 · ϕ1(y) + 0.75 · ϕ2(y) + 0.5 · ϕ3(y) + 0.25 · ϕ4(y) . ������
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j1 = ϕ1(x) = 1.0 j2 = ϕ2(x) = 0 j3 = ϕ3(x) = 0 j4 = ϕ4(x) = 0 ,
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G(y, x) = g1(x) · ϕ2(y) + g2(x) · ϕ2(y) + g3(x) · ϕ3(y) + g4(x) · ϕ4(y) ����0�

�
�! &
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 ����������� M = −EI w′′ 	�
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������
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���� ���	 ��(4!

ji = −EI ϕ′′
i (x) · 1 5�6�7 1 =  ���� ������

��)���� ��	 	�� �����

�������� ��� 	�� 8�����
�� V (x) = −EI w′′′(x) *��
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ji = −EI ϕ′′′
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� ��������� �� ��������������� ��
 ux(x) ��� �� ��
 σyy(x)
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⎡
⎣σxx

σyy

σxy

⎤
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E
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⎣ y23 0 y31 0 y12 0
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�� xij = xi − xj ��� yij = yi − yj 	
�
 ��� ��������������� ��� σxx �� ��������� ����� 
�� �� ��� ������

��� ���
���� ��� ���������� σxx ��� ��� ui = 1  �!	 vi = 1 !����� �����
������� ������"���#$�� ����� ���� ������ ����

j1 =
E

2A
y23 · 1 j3 =

E

2A
y31 · 1 j5 =

E

2A
y12 · 1 j2 = j4 = j6 = 0 .
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j1 + j3 + j5 =
E

2A
(y2 − y3 + y3 − y1 + y1 − y2) = 0 . ������
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ϕ1(x) =

[
ψ1(x)

0

]
ϕ2(x) =

[
0

ψ1(x)

]
ϕ3(x) =

[
ψ2(x)

0

]
�
%� ����0�

�	� ψi(x) �	�! !	� +	�� "���
'����
	���� !�� +	�� �%�#���
�� �	�$� )	
! ��10�

ψ1(x) =
1

4 a b
(a− 2x)(b− 2y) ψ2(x) =

1

4 a b
(a+ 2x)(b− 2y) ���02�

ψ3(x) =
1

4 a b
(a+ 2x)(b+ 2y) ψ4(x) =

1

4 a b
(a− 2x)(b+ 2y) . ���01�
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!��� 5	��'� ���!�� +	�� $��	'��
�
� ��&�
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j1 = 0.5625 j3 = 0.1875 j5 = 0.0625 j7 = 0.1875 , ���06�
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� ��� σxx

��� ���� ��	 
���������
���� ��� ��	 �������� σyy �� �	��	��	� ���
�
�	�	���	� �	��	�� ��	��� �	��	� ��	 ��������	� σyy(ϕi) �	� 4×2 �	�����	�
������	��	� ϕi ���  ���	�
�!��	 ji ����	�������
"� 	��	� �����	��	� 
�	�	�� ��� �	� #!��	 a ��� �$�	 b% ��	 �� &��� '�()%

����	� ��	 ��������	�

σxx(x, y) =
E

a b (−1 + ν2)
·
[
b (u1 − u3) + a ν (u2 − u8)+

+ x ν (−u2 + u4 − u6 + u8) + y (−u1 + u3 − u5 + u7)

]
*'�)'+

σyy(x, y) =
E

a b (−1 + ν2)
·
[
b ν (u1 − u3) + a (u2 − u8)+

+ x (−u2 + u4 − u6 + u8) + y ν (−u1 + u3 − u5 + u7)

]
*'�),+
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σxy(x, y) =
−E

2 a b (1 + ν)
·
[
b (u2 − u4) + a (u1 − u7)+

+ x (−u1 + u3 − u5 + u7) + y (−u2 + u4 − u6 + u8)

]
. �����	


��� �
� u1 = 1 ������ ��� ���� ������� ui = 0� �������� �
� �
� �����
������� �
� �� ��� ������
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� "#�
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� � �
� ������ &
������ �u1 = 1	

j1 = σyy(x, y) =
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a b (−1 + ν2)
·
[
b ν u1+y ν (−u1)

]
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%���� &
������ �u2 = 1	

j2 = σyy(x, y) =
E

a b (−1 + ν2)
·
[
a (u2)+x (−u2)

]
= −3.85·107 %'� . ����)	
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Nxy =

∫ l
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σxy dy ����3	
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0

σxy(ϕi) dy , �����	
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∫ b
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−E

2 a (1 + ν)
·
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b (u2 − u4) + a (u1 − u7)+

+ x (−u1 + u3 − u5 + u7) +
b

2
(−u2 + u4 − u6 + u8)

]
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Gh(y, x) = g1(x)ϕ1(y) + g2(x)ϕ2(y) + . . .+ gn(x)ϕn(y) . �������

����� �� ���	�
� ��� !�������� x ��� y ��	 ��� ������ 
���� ��� ��� "���#
��$����$ ��	 ��� %����	��$ p(y) ��� &'��(����	�� )�
	����&�	� ���	��	��

wh(x) =

∫ l

0

Gh(y, x) p(y) dy =
n∑

i=1

gi(x)

∫ l

0

p(y)ϕi(y) dy =
n∑

i=1

gi(x) fi ,
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��	��$ ����� �����	�
� ,��� ��� )�
	�� $������
��	�
��� %����	��$ 
��� ����� ���� &'��(����	�� )�
	����&�	� �� �&���	���	 ���
��� ������� ����� )�
	������	 fi ��� ��� -���	�
��� J(wh) = wh(x) ��	 $�����
��� +����	� ��� fi ��� ��� .�� �����������	�
� $��/��$�� )�
	��(����������$
gi ����	�	�

0�� ���� ��� wh(x) ���� ���� ���������� ����� ��� ��� �����#���	�
��	 ��� %��$������ wh ,�����$��	

wh(x) =

∫ l

0

δ(y − x)wh(y) dy . �����1�

!����, ��� 
�� ����� ������ ����	�����$��� ���� ���� 
�� ��� ��� .��	�����
��������$ �,� ��� 2���� �����������	�
��� ��� ���	� ������	��

������� ��	 
��� 
������� �����������

wh(x) =

∫ l

0

Gh(y, x) p(y) dy =

∫ l

0

∑
i

gi(x)ϕi(y) p(y) dy =
∑
i

gi(x) fi

= gT f = gT Kw = gT KT w = jT w =
∑
i

ji wi

=
∑
i

ϕi(x)wi =

∫ l

0

∑
i

wi ϕi(y) δ(y − x) dy =

∫ l

0

wh(y) δ(y − x) dy .
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��� ��������$��$ wh(x) �� ����� 4���	 x ��	� �
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��� ��� ������ �
#
���	 .
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� g ��� )�
	��
��	� ��� �����������	�
� ��� ���
!��	
� ��� &'��(����	�� )�
	����&�	� f 
���� ��$�����	� .
������ ��� )�
#
	��
��	�� wi ��� -�#5/���$ ��� ��� &'��(����	�� )�
	����&�	�� ji = ϕi(x)
��� �����������	�
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wh(x) =
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∫ l

0

wh(y) δ(y − x) dy =
∑
i

ϕi(x)wi = jT w

∫ l

0

Gh(y, x) p(y) dy = gT f .
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J(u) =

{
jT u

gT f ,
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�
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���� ���� ���� �����������	����� ��� ��
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��������	 J2(G1) = J1(G2) ���
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J(u) = jT u = j1 u1 + j2 u2 + . . .+ jn un

= J(ϕ1)u1 + J(ϕ2)u2 + . . .+ J(ϕn)un �������
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� J(u) = gT f � ������ ��� ������
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'�� ���� ��� ��	
��� ����	 ��� ��������� �
� ��� (
�������

w1(x2) = w2(x1) . )* ++,-

'�� '������������ ��� ���� ����	 P = 1 �� .�	 x1 �� ����� ��
��������
/���	 x2 ������	� ��	 ������� ���0� ��� ��� '������������ ��� ���� ����	
P = 1 �� .�	 x2 �� /���	 x1 ������	� � %�
� 1 + ! $*2 

3�� 
���� ��� (
������� ���� �
� ��� (
�������	 ��� ����� ������ 
���	���
��
� 45��� �����4

J1(G2) = J2(G1) . )* +++-

J1(w) = w(x1) ��	 ��� '����������� ����� 
���	��� w �� /���	 x1 ���
J2(w) = w(x2) ��	 ��� '����������� ��� 
���	��� �� /���	 x2 

'�� ������ %����
����� w1 ��� w2 �� )* ++,-� �����
����	 P = 1 �� x1

��� x2� ���� ���� ������ ��� �����������	����� �5� ��� ������ 
���	����
��
G1 = w1 ��� G2 = w2� ��� �� ������ ��� ��� ��� 6������� )* +++-� ���
�� 7������ �5� �

� /���� ��� 
������� 
���	����
�� ��� ���� ����� ��
	 '��
���� ��� ��	
��� ��	 ����	 ��� '������������� �������	 

�� %�
� * $8 ��	 J1(w) = M(xc) ��� J2(w) = B )9��������	- :� G1

); �����������	��� �5� J1- ���"�	 ��� 9��������	 J2(G1) = −8 112 �<×1�
��� ��� �����������	��� G2 ); �����������	��� �5� B- ���"�	 ��� =����	
J1(G2) = −8 112 �<� ��� ����� 3��	� ���� ���
����0�� �
�����

J1(G2) = J2(G1) . )* ++$-
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J1(G2) =

∫ l

0

δ1 G2 dy =

∫ l

0

δ2 G1 dy = J2(G1) )* ++*-

���� ��� G1 ��� G2 ����� ��� 
��9"������ ����	���� J1(Gh
2 ) = J2(G

h
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��� ��� ��� ����������������� ��� ��� �� ��� ����	� ������ ��� !�	 �"

��������� ��� #	���	�� ������� ����$ �� ��� ��� ����� � ���	� ���� �����
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��	 
��	����� �	� 
����	 	��	��� ��	 
�������������� ��� ��	 
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��	 ����	��	 �������	���� ��	� ��� ���� 	�� !"��� #�� �	� ����	��	� $��	���	���� �	�

�	�%��	��	� ��& '(�)

#������������ �� �� %�� �����	% ��	�� &� �����	 ��	 '������� ��� ��� (���

����������	 ������� ���� ��� �� ������	 �����	���� ����	 ���	 )������� ��

������	�� ���� ��� �� � �� ��� 
����	 ��� ��	 ����	��������� 	� ���� �	�������

����*�������� EA ± ΔEA� EI ± ΔEI� ���	 ���������	���� kϕ ± Δkϕ� ��"
�����	�� �+����� �$ )��� �$�,$ -�� .�
 � ��� �� ���	 ��� ���� �� ��	 /����

��� ��	 �����	���� ��� ���0������1������� �������� ��� ����� �� � ���
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!�� 2���	�� K−1 = F ��� ��� 
��3������������	�3� F f = u$ 4� �� ��

����	 k
(−1)
ij � �	����� �� �
����� � �	����� ��	 �� 
�������� ����� ��	 fij $

!�� ������� ��� -����� ��	 2���	��� K−1 ���� ��� #�������	�� ��	 ���"

0������������� �
	 ��� ��	� ��������� ��	 #�����
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Gh(y, xi) =

n∑
j=1

fij
↑

· ϕj(y) �������
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uh(xi) =

∫ l

0

Gh(y, xi) p(y) dy =
n∑

j=1

∫ l

0

fij ϕj(y) p(y) dy =
n∑

j=1

fij fj .
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��� uh(xi) =

n∑
j=1

fij fij > 0 , ������	

�
�� 
�� ����������� �� ���
� i ����
�� � ���
�	 ���� 
�� ��������� ������
����� ������ ���
 �
�� �
�  ���!����� "� #$%
���
��� �&���'%� (��)�* �� 
��� ����  ��� fj �� +� ���'! ����� ,��-��� ��.
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 ����� �'%���� )�"��)� #��
�
6�� !2���� ��'% ������ ��.���

��* #�� #��� 
�� ��$.�� fj ������
 ���

����� .��� )�#$%
��� ������ ���.���� ���� 
��.��* 
���� ��'% ��#�� �� ui

������� ���� ��� #$��� 
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� ������ ��� |fij | > ε* �
�� )�23�� �
� ����
)�#���� �'%���!� ε�
��� ����������$���* 
�� �� F ���'!��* !��� ��� �����
�'% ��'% "�� 5�����7
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� 6����� M �����"��� 8�)�������

�� 8�.���!� x 
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Mh(x) #��
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����� ��
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�� 9�'%7
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 ���+ �* 
�� #�� 
�� :��%� ��'% fa, fb, fc ��
 fd

fa = 0 fb = −EI

�e
fc = 0 fd =

EI

�e
�����+	

������� ����� ��"��)�� �� 8�.���!� x �$%����)�#���� ����� ���'! 
�� 1�23�
tanϕl + tanϕr ∼ 1 ��
 �� ����� ��
��)��
�� ������ 
�� ���'%���)��)

uj = fa · faj + fb · fbj + fc · fcj + fd · fdj = fb · fbj + fd · fdj . �����;	

����� ��� uj ·fj 
�� 6�����* 
�� ��� 
�� ������!��.� fj �� <��!� x ��"��)�
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 ��
��
 ���� �����
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⎣ 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1 + a
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�	�	����	����	�� �	��
����	�� ��� �� ���� �� ����� �� 
��
����������� ��� ��	  ���������� �� 	��	� ������!�
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����������� $��	�� ��!� ��!��
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��� ��� �
���� ����� ����
� �������� ��� ����
	�� ����� ��������� �������

����� ��� �� ���� ����� ��� ��
����� �� ��� � �!���

�
�� ���� ���
�� ��

��� ��� "�!����!� ���� ���� ��� #��$�������
��� �%� ���� ��� &'�����! σyy

�� ��� ��

� ��� ���� ���
 ����
������� ���� ��� ����
�� !��(�� )�
��� ���
�����
��! $��(
 ���	� ��� �
���� ����� "�!�����
� ���� ��� ���� ���� ����
���	��� ��
 ��� ��� "�!����!� ���� ��������
 ��� "�!����! ��� )������
��!
��� &'������! ��� )��'���
��� ���� ��� ��� ������� )�
��� ��� �����
��! ����
���	� ��� ���	��� ���� $��(���

*�� ���	����
 ����� ���� ��!��	�� ���� �� ��������
 ��	� ���� +��!�, ���� ���
#������ ��� #�����
�� ��	� �����''��
� ���� ���
�
 �� ��''��
 �� ���� �%��
��� #�����
 ����������� �� ���(��� �� ��� -���	������!��'���! �� ���
������
.�	�
��! /0 #��$�������
��� �%� σyy1 �������!������ �� !���������� #� ��

����� ���� ��� ����
� f ���� ��''��
 �� !��( ���� �%���� ��� �� �����	���
+���� )��� �� ���� ���	������� �� ����� ���� ����� ��''��
 �� !��(�� ����
�
��	� ��	�
 ������ �� ��� &'������ ��� #�����
� �������	���� ������� ���� ���
2��� %���! �����
� ��� ����� ���
� ��� &	����� %���'��'��
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�� ������ 2 · f ������ �� ���
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������ f �

��� ���
� ��� ����� �������� ���� ���� 
� ���� ������� ���� ��� �� �����
������� ���  ���!����� "����##���� ���� ������ ��� ��
�� ��� ���$�����������
G(y, x) �	� N(x) ��  ������� y = l� ���� ��� %����##���� "�� EA ���
 ������� ��� ���$����������� Gc �� ��� ������� �������� ��� �����

G′
c · 2 · f · le = 1

2
G′ · 2 · f · le = (G(yb, x)−G(ya, x)) · f &��'(()

������ ��
� ��
���� &ya ��� yb ���� ��� ���#����� ��� �������� ��� ��� *����
le)�

��� ���  
����� ��� ��� ���
������� ������� ���� %����##���� ��� �+
,����� �������� ��
�� ���  ������� ��� ���$����������� �	� σyy &-���� ��
"��������� .�
�����)� ������� ��� /����� ���  ������� ���� �������� �����
"������
�� ���� ��
� ���  ���!������� �� ��� ��������� ����� ��� ��
��� "��
��� ������� 2 ·E -� ��
�� �������� ������ ��� �� ����� �� �� ��� 01���+
�
����0 �� ��� ������ ������
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�� 2����� J(uh) = gT f ��� ���  �����#������ ��� ��� %����� g� ���
������������ ��� ���$������������ ��� ��� %����� f ��� �3��"������� ���+
��������� ��� ��� ���������� 
�����  �����#������ ���� ��� ����  ���� 	���
��� N ������ ��� 2�+4����� ���
������� ������

J(uh) =
N∑
i=1

gT
i f i i = ������ , &��'(�)

����� ��� %������� gi ��� f i ��� /������ ��� ��� ���5�� %������� g ��� f
����� ��� ��
� ��� ��� ������ i ��������

g = {g1, g2︸ ︷︷ ︸
g1

, g3, g4︸ ︷︷ ︸
g2

, . . . , g2N}T 2−D . &��'(6)

���� ����� f i �� ����� ������ ���������� �� gi ���� ���� ��� ��� �������
��� ������� �� J(uh) ����� 
�� 7��� ��� %������� gi ����
�� ����� �����
 ������"�����#��� ��� 2���������� J(uh)� ����� ���� ���6� ������������ f i� ���
�� �������� .�
����� ������ ��� ��� gi� 	��� ����� ����� ��8���� ���5��
���$��� ��� J(uh) ����

9� ���� ���: ��� ��� ���$����������� �	� ���  #������ σyy �� .��������
����� ����
����� ������������ /�;����� ���� ���� �� ���� ������ ����� ����� ��
����� ��� ���$��� ��� ������������ ��� J(uh) #������
� ���� ���� ��� ������
����� 7����� �����������	
� � 9� ��� /��������� ���� ��� *�������#�����
��� 7������ �� ����� ��
� ��� <��"�������������� ���  ���� ��� ��� ,�����
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�
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����

����	��� ��� ��� ���
�������� u(x) �� ����� ���	��
xk ��	 ��� ����

Gh(y, xk) =
∑
i

gi(xk)ϕi(y) . ������ 

��� ���	�� g = {g1, g2, . . . , gn}T �
	 ��� !"
��� ��
 n× n #$
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K g = ek �
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��� ��������	 ���� �
� ���
��� ck ��� 
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� K−1

g = K−1ek = ck �������

�
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������� �
��	 �
� !� ��� n "
�#���$����
���� Gh(y, xk)
��� n ������ xk �� %���

Gh(y, xk) =
∑
i

cki ϕi(y) = cTk Φ(y) , �����&�

�
� Φ(y) = {ϕ1(y), ϕ2(y), . . . , ϕn(y)}T .
'�� ���
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� )������ �
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� ��� ����%�&���������� K

K =
H

le

⎡
⎢⎢⎣

2 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2

⎤
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K−1 =
le
5H

⎡
⎢⎢⎣
4 3 2 1
3 6 4 2
2 4 6 3
1 2 3 4
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wh(xi) =

∫ l

0

Gh(y, xi) p(y) dy =
4∑

j=1

gj(xi)

∫ l

0

ϕj(y) p(y) dy =
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ij fj
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K =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

4 6 2 0 0 0
6 24 0 −12 −6 0
2 0 8 6 2 0
0 −12 6 24 0 −6
0 −6 2 0 8 2
0 0 0 −6 2 4
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K−1 =

⎡
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1.00 −0.56 0.17 −0.44 −0.33 −0.50
−0.56 0.44 −0.22 0.39 0.28 0.44
0.17 −0.22 0.33 −0.28 −0.17 −0.33

−0.44 0.39 −0.28 0.44 0.22 0.56
−0.33 0.28 −0.17 0.22 0.33 0.17
−0.50 0.44 −0.33 0.56 0.17 1.00
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Gh(y, x) = φ(y)T K−1 φ(x) �������

��"��

φ(x) = {ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕn(x)}T �������

��� ����� ��� ��� ��
��� ��
 #����$���
������ �� ��� !��
� x ���� ��� φ(y)
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���� ��� ����������
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����
�����% J ���

Gh(y, x) = φ(y)T K−1 j(x) �������

��"�� ��
 (�
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j(x) = {J(ϕ1), J(ϕ2), J(ϕ3), . . . , J(ϕn)}T �������

��� ����� ��
 ��
�� J(ϕi) ����
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w(x) =

∫ l

0

G(y, x) p(y) dy . �����)�
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����	 �	����	��	� ���	�� ��� �	� ���� p

�� ������	
��� 
���
� ��� ��� ��������� wh(x) = wT φ(x) ����������� ���
���� ����� ��� ������� ������ ������������������ ��� ���
��� ��� ��� � ���
�������� !������������ fi �� ��� !����� xi ��"�	
��� "�����

wh(x) = f1 Gh(x1, x) + f2 Gh(x2, x) + . . .+ fn Gh(xn, x) , #$%&$'(

���� ��� )����� w ��� !�����"���� ���

w = K−1f = K−1(f1 e1 + f2 e2 + . . .+ fn en)

= f1 c1 + f2 c2 + . . .+ fn cn =

n∑
k=1

fk ·
⎡
⎣ck

⎤
⎦ #$%&*+(

��� ��� �,���� ck ��� K−1 ����,��	
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�
�
�� ��
 ��������	
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�
"�����	
 �� �������� 4�������� ���
����� ����%
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�
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 Vh� ��� �������
�
�� ji� ��� Gh �
 ��	��� ���� ��� ��	�
�
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R ��
 !���� 
���������

��� fi �� ��� ����	
����� 
�	������ ��� ����	��	��� �� ��������� �����
��� �� ��� ������ Ku = f ������ ���� ��� ������

• �� �	�����	� ���  �
��	 u !��"���� �� ��� !�#�	 ����	������� ui = 0 ��
��� ����	
������ u → uG�

• ��� �����$��!��	� ��� ������	���!��	��� ���
��� ����%�
�������	�& KG ���
��� #�����  �
��	 uG�

• ��� ����	"�� fi �� ���  �
��	 fG = KG uG� ��� !� ��� ���$�		��� �	���
������	���� ����	��� ���� ��� '�����
	"��� �� ��� ����	� ���� ��� (������
��	 ����� ��� ��	�
� �� ��� ����	 	���!��	� ��	���) *� ������ ���� ���
���� ���� ��� ����	
	"��� ��� ��	 ��	�
��� +���
���� �����	��� ��� ��	 Rd

������� �) ,��� -)./�

fi(komplett) = fi +Rd = RFE +Rd . 0-)1.12

• 3��� ����	����� ��� ����	 �������
�� ��	������ ��	���� ���� ��� ��� ���!��
4���#�	 ����� ���������� ���� 
��������� fi = RFE ��� #���� ����	
	���)

3�� �� ��� �����	 *���������� ��	 ����	
	"��� �� 5�����5 ��� 5��	 ��������5
��� ���� ���� ���� !��"���� �� 6��� ��	 ���
�����
 ����	����� ��	���)
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R = J(w) , &'�()*+
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� ��� ���������� w 
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������ ��
 R �
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��� ��� .����-  ��� ��� ��� /������
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$��� ��

0����1�
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ji = R(ϕi) . &'�()'+
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���- ��� 1

 ���������� w = ϕi ���2
��
����� ����
�
��� ��� ��� 3������ �
�
������
��� 1 ������ ϕi 
�� ��


%
������ ϕX &X ��� ��� 4���5+- �� ���� '�)'-

a(ϕi, ϕX) =

∫ l

0

EI ϕ′′
i ϕ

′′
X dx = R(ϕi) · 1 . &'�())+

��� %
������ ϕX ��� ��� 0����1�
������ ��� ����
�������- ���� ��� %
����,
��- ��� ��
 ���� ��� ����
 
� ���� �$����������� ���� 
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��� ��
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� ��
 �
���� 6
�������� 4������$�- ���� &'�())+ ���
��� 4������$� �� ��
 6������ δAi = δAa

� (ϕi, ϕX) =� (ϕi, ϕX)(0,x) +� (ϕi, ϕX)(x,l)

=

∫ l

0

EI ϕ′′
i ϕ

′′
X dx−R(ϕi) · 1 = 0 . &'�()7+

��� ϕi ���� �������� �2�
���� ��
 ������������
�� 
�� ϕX ��� �� �����
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� ��� ����
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� ��� ϕX = 1 
�� ϕ′
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�
��$
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� ��� 8�
�
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� ��� 0
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�� R(ϕi) · 1
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 3������ �
�
���,
���
��� a(ϕi, ϕX) 1 ������ ϕi(x) 
�� ϕX(x)�

��� ��� �����
 g(x) = K−1 j(x) ��
 /�����8�
������
���� ��
��� ����
��� ����
���
������ ��
 ��� ����
�
��� �� /����� x

Gh(y, x) =
∑
i

gi(x)ϕi(y) . &'�():+
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fX =

∫ l

0

p(x)ϕX(x) dx . /��0�12
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�������	�� ��� ������  ��� 3��

��	���� 	�� ���� ���������$
�� ��� #�)
�-�	�� �
���� �	� ��� ����
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�	��
	����
� �� ���� ���� ��� ����	 ��� ����	��
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����� !	 ��� ��������
�

RFE ��� 5��6	�������5 ����
���� ��� ��������
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R = RFE +Rd . /��0�92
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� ������5 �	
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G = Gh + ϕX , /��0�;2
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����� ��� ��� �������� ��� +
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R = RFE +Rd =

∫ l

0

G(y, x) p(y) dy . /��0=>2
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 ��� ����� ���������� ������������ p = 10 ����
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�� $������"#�� ���

�� 
������� &�
������ �

������ ��� ����!��!� ���� ����������! ��� #����'
������������ ���
�� 
�� ������� $(������ ��������) �� 	��
 ��

 � ��
 
) ��

��� *�+$(���� �

����� ��� *���� ���) 
��� 
�� ����
���!!��� w = wFE+wloc

,���� ���
 ���) ��
 
�� $������"#�� ����� -.�����-�

���� ����	

�	��
��� ��� ��� ��������
 �����

��� �������!��
 �� ����� ������� $���� ���) 
��� 
�� ���!����/��#������

�� $����� �� Vh ��!(��) ��� ���!� -������.����- ���� �������� ���� �� ���
#�
���
�� $����� ���� Rd) �� 	��
 ��
��

��� ���#��!!��� !����� ������ ��� EI = 1) le = 1 ��
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δAi

= [N1 · ϕX ]h0︸ ︷︷ ︸
δAa

= N1 · 0−N1 · 1 = 1 . ������ 
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������� �������� ���� ���� ��� ���� ��� ������ �
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���������� �� ��� �����
���� ����� ���� �������
� ��� � fi = 10 �!�
���� ��� �
�� ��� "���������� �� ����� #���� ���� �$�� ������ %��� ���
���� �����������&� ���� 
������ ��� ��������� � ��$�� ��� ��$��� δAa = 10
�!�� �� '�
� (�)*�

+�� '������� ��� "����������� ���
� ���� ��� �
����� Ωe ���� �� ���
��� "���� 
����� ��� �� ���� ��� ������

� ������ ������� δAi �� ��� �
�����
�
���� δAa ����

δAa = 1 · fi =
∫
Ωe

σij δεij dΩ = δAi . %(�,*-&

+�� .��/�������� δεij ����
������ ��$�� ��� ��� "����$������� ui = 1� �

�
������� �
������ �
���� ������ ������ ���
 �

� ������� ������ $�� ���
#��0���  �������
��� �������

+����� 
��/�� ��� ��� "���� 
������� �
����� ���� �
�� ���/ �

��� ���
�0���� ������� �� $������� �� ��� "������$��� ��� �
����� /� ���/��1
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�������� �� ��� �
����� ����� ���� ��2
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 ����� ������� 3
4��� ��������� ���� �$�� ��� ��� �����������
����� ��� �� ��� ��� ����� 5����� ������ ����� ������ ����� /� $���������
#�� ���� ���� ������
��� ��� �� 46����
����� ��������4 ��� �������
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����4� �� �����
����� $����� /� ���������� $��������� ��� ���
���8��� �������  �� ��� 9������ � qx �� ����� �
����� �� '�
� (�):� ��� �� �����
���� 	����$������� ��������� ���� ��� �� 
����  ��� �� ;����� 
����� ����
��
��� ���� ��� $����� 	����$��������� ��� '�
���� ��� ��� ���
������
��� �
���� $
��$�� $�� �� ��� �� 
���� ��
$��� $�����4���� <���� ������ ���
�� 
���� �� ��� !4�� ����� �����
������ ���� ���� ����� '�
���� ����� ���
	���/� ����0��� ��� ��� 3�
�� ����� ���� ���� $�� ���4������ �� ��� 	���/�
��� ���
������ ��� �
���� �$�� �

� =���/�� �4����� �� '�
� (�): $�

+���� ������������� �0���� ��� ��� ������ �� ��� 	����$� �$���������
���� ��� ���8��� �������  �� ��� 	
�������� σij ������ ���� ����� ��
���
	����$��������� ��/����� �� '�
� (�)>� !�������� ���� �� ���� ��4 ��� ���
���� ��� ���8��� �������  �� σyy ��/������

"���� ��� �� 
���� �� ��� �
����� ��� ��� "����������� ���� ����� ��
?@,  �� ��� ���� �$�� ����$����� ��4 ��� ���� ���� ��������4 �� ������� ����
�$��� �$�� ��� ���� ��������� � ������ ���� ������ ���
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������ ���� "� ��
� �� #

�� $��
 ������ �
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���� ���� ��������	�� ��� ����	���	��
����� ��� σyy � �� 	�� �� ��� ��� ������	��
��� ��� ����
����
� ��� !�����
����
�� ������� �"�� #�$�
� ��� ���� 	�� �"�� #�$�
�
��� 	�
�� 	�� �� �
����� ��� %	�
���	���� &' �����	����( �	� �� ��� ������� h → 0�
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�� &)�� 
�� ����
)(



��� � ������ 	
������

���� ���� ����
��
��� ��
 	�������������� ��
 σyy ����� ���
 ��� ������ ���� �
����

�
����� ���  !"���� ��!" ����# ���
 ��� $�
�!"������ �
���� ��!" �� ��
 �
��%�# h → 0#
���
�!"# ���
 ��
 ����� ��� &��� ��
  !"���� '��� (����' "�
�� )�� (���
�����������

�

����� ��# ���  !"���� %� ������
� ��� �� ���  �������� %� *�
���"��# 2 : 0 → 2 : 2

����� ����	

�� 
� ��
���� �� �
�� ��� fi ��� ��������� ��� 
������ �� ���
������ �� ���� �����
� �� ������������ �� ��� ��������
������� ������
�������� �� !�
� "�#$ �

� ���� � ���� � ���� %�	��� �
���������� ��� ��
���
���� �� ��� !�
���� ��� ��� %����&���� ���� ��� '��
������ () 
*������+
���
��� �
�����

,� ��� -������ σij → ∞ ���� �������� �� ��������� ������ ��� ���
��� .���������� ��
��� ��� .
����� �
� ���� �
���� %����������� ��� �����
/����� R� 0�� .
����������������� ��� ��� 1����������� ��� ������������
�����
��� ���� ���

δεij = O(
1

R
) . ("�234+

(5���� ��� ��� 0���������� 2R ����� 6�
��� �
����� �	
� ���� ��� �7�� 2
��� ���� ���� ��� ������� ��� 6�
����� ��78��+� 
������	8 ��
� �����
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���  ����	���� ������� 	� �����
!� ���
������
 fi �	� �"��	�������� #
$"�� %	 ��%�	���

∫
Ωe

σij δεij dΩ ∼
∫ 2π

0

∫ R

0

σij
1

R
r dr dϕ =

∫ 2π

0

σij
1

2
Rdϕ , �������

�	
 
��
� ���� ���� σij ��
 1/R �
�����
	� 
���� �	 

� ��
	�
� R → 0� 
�

�	��
	����� fi ���� ��
���

lim
R→0

∫
Ωe

σij δεij dΩ = fi . �������
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���������
������ ���������� ��� ���
������ J1(u) ��� ��� �������� σyy

�� ���
� A ��� ��� ���
������ J2(u) ��� ���  ���	������� �� ���
� B ���
G1 ��� G2 ����� ��� �����!����� 
���������
�������
"�� #�����$ ���� J1(G2) %& �������� σyy �� ���
� A ��� ����� '����(


���� 
�����
���� �� ���
� B$ ��� ������� ��� 
���������
���� G2) �����	�
��� ��� ����� ���� ��	� J2(G1) %&  ���	������� �� ���
� B ��� ��� �����(
���� ��� *�����
��� A) �����	� ����� ��� +���
 ��� 
����
�$ ��� ���� ���
'�����������$ ���� J1(G2) �����	� ���$ ���� ,��������� #����� ���-
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��� ./��'������ ������
���� fi [F ·L]$ ��� ���	�� ���	����� 0� ��� 
�����
����
��� ��� +��������$ ��� ��� ��� �
(�������� ��� ������$ ���� �� ��� 1.��
��� ������� +����� �� '������� ����$ ���� ��� ��� ����� '���������  ����	
���
��� ������� ��� *����� fi �������$ �� 2��� 3�45� "��� ��� ��� 2������� ���

������� ����� 
������ ��	�� ��� #�������� ������ �������$ ���� �� ���
������6��� ��� �� ������ ����� ������6���� ������
���� fi �����$ ����
��� �� ��� ��� �
(�������� ��� ������$ ���� �� ��� ���������� �� ��� 1.��
������ ������� ����������� �������	� ���7 ��	��� ����$ #��� ����� ��� 2�����∫

Ω

σij δεij dΩ = fi %3�89:)

��	�� ����������� ���� ���  ����������� δεij 
����� ��� ��� 
�������'���	���(
���� ��� ������� �� ;�	����� ��� ����� ��� #��� ��� ��� ��� ��� 
��������
��	�� ���� ����$ ��� ����� ��� ������ �����$ ���� ����� #������ <����� ��(
��� ��!7��� ���������� σij ���  ����������� δεij ������������ ��� �����

����� ∞ ����� ������$ ����� #�� ���� �������� *�	� �� 
����� ������.��
���������� �� ��� =����� 
������� ������� ��� ���� �� ������ ��������� ����
��	������7������$ �� ��� ����� 
������ #�������� 
�������� �� >��� fi
���������� �� 
!�����

���� ��� ������� ��� ����������
��
������

"��� #�� ��� 
���������
���� ��� ��� �#���� *�������� u′′(x) ��� +.���(
'���	������� ����� ������ ����	���� #�����$ ��� ��� ��� ./��'������� ���(
���
�.���� ji ��������$ ���� ���
�� #�� �	�����$ ���� ����

ji = ϕ′′
i (x) = 0 %3�89?)
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���� ���� ��� ��	�� Kg = 0 �
��� 
�
� ��� ����������
������	�� gi ���
���������������� ���� ��� ������������������ ��� ��� ������ ��������	 ���
�������
� ����

Gh
2 (y, x) = 0 . ��� !"#

$
� ��� �%%�� ��� &
� �
�� %�� '����� ���%����� ����������������� ���
��� ��������	�� ��� �� ��� (�����	 ��� ���
������������ ����
����

)�
� ϕi(x) = ����
� → %
* u′(x) ��� ! #

+
���� ϕi(x) = �����
� → %
* u′′′(x) . ��� !,#

$�� �-����� ��������	�� ������ ��� '����� ���%���� ��
�� ����� 
����� 	��
�
	�� ��� �
��� ����� .���������	�� �
���� �
�� �� �� ���
� 	����

$
� ���%%� �% /���	�� %�� ��� h���������	�
������� �������� �� )� ,0 �

Jh(u) = J(uh) . ��� !�#

$��� ��� J(u) = u′′(x)� ��� uh ���� ����
�� ���1-���	� �
�� ��� ��� ������
��������	 ����� J(uh) = 0� ��� �
��� %��� 
�
� Jh(u) = 0 ���� ����2��� 
���
u� 
��� ���
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�	����� ��
���� 	���� ��� 
���	��� ���� ��� ��������

uh(x) ��� ������
����
 ��� 
���	����� ��������������� Gh(y, x) ��� ���
 �������
 p(y) ���

uh(x) =

∫ l

0

Gh(y, x) p(y) dy . !"#$%

&���� �'� ��� (����� �������� )������� *���+	��
 ����	� ��� ����� ,��)� ���
��� ����� �������� ������#

������� ��	 
����
 ���������� �	� �	
� �� ��� ,��) ���  ����
����


������	����� ��
 ���	�����
��� ��	���� �������� u1 ��� u2 ��
�� ��
� ���

�������� u1h ��� u2h �
�������

-��� ���� ��� *���+	��


A1,2 =

∫ l

0

p1 u2
↑
dx =

∫ l

0

p2 u1
↑
dx = A2,1 !"#.%

��+	��
 ���� ���� ��� ��+	 ��� *���+	��


Ah
1,2 =

∫ l

0

p1 u2h
↑

dx =

∫ l

0

p2 u1h
↑

dx = Ah
2,1 !"#/%

��+	��
#
-�� ��	��
��� ��+	�� ���� A1,2 = Ah

1,2 ���� ������� ���� ���� ���� A1,2 =

A2,1 
���� ���� ���� ��+	 Ah
1,2 = Ah

2,1 
���0 ���
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� 
��� ����

(p1, u2) = (p2, u1) ⇒ (p1, u2h) = (p2, u1h) . !"#"%

-�� ����� �������� ��������� ��+	� ��� ��+	 �� �����+	���� �� 1��� ���
�	���� ��� �	� ��� ����� �#  ��� "#$� ��� 2� ��� ���� �
�)����� 3������� ���
�	���� ��� ����� ���

P1 · w2(x1) = P2 · w1(x2) . !"#4%

���
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���� ��� ��� ������ 	��
������� w1(x) ��� w2(x) ��
 ���
�� ������
��
��������
� ���� �����
 ��� ����
 ��� ����
�� ��������
��
�� �� ��� ������
����
�� x1 ��� x2

w1h(x2) �= w1(x2) w2h(x1) �= w2(x1) , �����

���� ��� ���� ��� ��	
��� � ����  ��� !���" 
������� 
��
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���� �	������

���� $ � ����� %������
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P1 · w2h(x1) = P2 · w1h(x2) . ���&�
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 �� '���
�� ���� 
�"��

� ���� ��� ���� ��� ��	
��� ���� $ �
(�)*+���
�� 
��
� ��� ��
"� P1 = P2 = 1� ,�� -� ����
 �������
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)
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���� �	������ ��
 ��� 	�,��� ��� "��
����� 3�������
 ���4� ���� ���)
$���� ���� �� ��� ���5���$���
�/� $ � u(x)

A1,2 = 1 · u(x) =
∫ l

0

δ(y − x)u(y) dy =

∫ l

0

G(y, x) p(y) dy = A2,1 ���6�

���$ ��� u ��� G ����� ��� ������ (�)*+���
�� uh ��� Gh ����
"��
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Ah
1,2 =

∫ l

0

δ(y − x)uh
↑
(y) dy =

∫ l

0

Gh
↑
(y, x) p(y) dy = Ah

2,1 �����

��� 	
��
 ���


uh(x) =

∫ l

0

Gh(y, x) p(y) dy . ������

���	� ���	
�
�
�
���� u → uh ��� G → Gh� ���� ��� ��� ����� ��������
����
�
������ ��	
 ����� ��
������� ���

J(u) =

∫ l

0

δ(y − y)u(y) dy =

∫ l

0

G(y, x) p(y) dy ������

�
�������� ���� ��� ����  ����!��
 u ��� G(y, x) ���"� ���� �#$%&��������
��	�
!�� ��� ���&�
 	


J(uh) =

∫ l

0

δ(y − y)uh(y) dy =

∫ l

0

Gh(y, x) p(y) dy . ����'�

��� (����	 �)� ����� �������� �����
 ��� ��� ������ *���"������∫
Ω

p1h u2h dΩ =

∫
Ω

p1 u2h dΩ ����+��∫
Ω

p2h u1h dΩ =

∫
Ω

p2 u1h dΩ , ����+��

��� ��� �	�
 ��� �����

� (u1h, u2h) =

∫
Ω

p1h u2h dΩ −
∫
Ω

p2h u1h dΩ = 0 , ������

	
 ��		∫
Ω

p1 u2h dΩ =

∫
Ω

p1h u2h dΩ =

∫
Ω

p2h u1h dΩ =

∫
Ω

p2 u1h dΩ , ����,�


��� ∫
Ω

p1 u2h dΩ =

∫
Ω

p2 u1h dΩ , ����-�

��	 ��� #����
����� �
� ∫
Ω

p1 u2 dΩ =

∫
Ω

p2 u1 dΩ ����.�

��� ��� �#$/0	����� �	
�
1� ����+�� �
��
 ��� ��� �
��
2 ��� 
	���������������	����� ��	��
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δAi = a(u1 − u1h, ϕi) = 0 ������
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 �
�	�� ���
	���� δAi = δAa�∫
Ω

(p1 − p1h)ϕi dΩ = 0 i = 1, 2, . . . n ⇒
∫
Ω

(p1 − p1h)u2h dΩ = 0 ,
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����
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 ��	 3�
����	 �
 �	� �	��� �� +�� 	
�	
 ��� �	� 4�������	
 u�

3�	 ,�
5���!�
����
 G(y, x) !"
 ��	 3�
����	 �
 �	� �	���� �� 4��� ��6� �

�	� 7�
�� x = 1.5 ��� ��	 �
���
� �	� �	��� ��! 	�
	 ,�
#	��
�!� P = 1� 	�

3�
��-3	��� δ(y − x)�
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�!� #�����	
 �	
 #�	� )
��	
 ��
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��	��	
 �
� �� �	�#� 	� ����� �	��	
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�!�	 �
 ��	
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� 3�	� ���8�
 �
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 ����!��� δh(y, x)
�
� ��	 #� 	�(
� 	 3�
����	 �
 Gh(y, x) ��� ��	  	
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�
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��-3	����� ��� 	.���	 �
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δ(y − x) ↓ δh(y − x)
1

2
↓ +

1

2
↓ ���69�
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G(y, x) �	�
 )
���� Gh(y, x) �#�	� )
���	� . ���6��
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������ ��	 ��	 �	��	��	 �
 Vh 	
#	� 	
�

,�  ��� 
�
< �	

 	�
	 +�
����
 uh �
 Vh ��	 � ����� 	�
 �	��	�� ����� ��


��� ���  	
��	
�	 3�
��-3	��� �6 ����	 ,�
#	��
�!�	� ��  ��� ��	 ��� 	.���	
3�
��-3	��� �	�
	 ,�
#	��
�!��

uh(x) =

∫ l

0

δ(y − x)uh(y) dy =

∫ l

0

δh(y − x)uh(y) dy . ���66�
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1 · uh(x) =
1

2
· uh(x1) +

1

2
· uh(x2) , ������
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���� ���	 ������ ������
��� �	�������� ��� ����������� 	
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� �	� ���$�����  	�&�

#����	�� Gh(y, x) 
� ��� �	� �	� �'����

uh(x) =

∫ l

0

G(y, x) ph(y) dy =

∫ l

0

Gh(y, x) ph(y) dy . ������
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×(−1)' �
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uh(x) =

∫ l

0

Gh(y, x) ph(y) dy =
3∑

i=1

Gh(yi, x) fi .  !�"#$

%�
 &�'�����������	���
� ��� ��
 %������
���� �
� ���	
� yi ���� ��
�

(��	� Gh(yi, x) = G(yi, x) �� )
�
� *���	 x� ��� ��� 
�����	� ����� ��

&���
� ��� )
�
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� ����	��
� �
�	 uh(x) ��
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��� Vh �
�� V ∗
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 ��� ��	 �
� +��
����
� δh(y, x)

�
�� Gh(y, x) 
�
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���� ��
 &�'�-���� �
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�� ���� uh 
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�
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%�� �
���
�	
 %����'%
�	� δh ��	 ��� Vh ���� �� ��	� ��
 ��� 
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� .
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uh ����� ���� 	��� 
�� 
�� ��� ���
������ ����������	���� Gh(y, x) ���
������� ���� uh(x) ��� ph ���������� ���� ��� ��� ������ ��� ����� �

!�� ��� ���� ���� ���� "��������� 
#������ ��� ���
���� �����$������ ����
��� ������ %������% &��	������� �� ��� !������	������ ������ '� ��� �������
(��	������

Jh(u) =

∫ l

0

δh(y − x)u(y) dy =
1

2
(u(x1) + u(x2)) ����) 

���� ��� 
�� ��� ��������� (��	������ ��*����� 	���+����� ��� ��� ���
"�����	� �� Vh� ,���*���� ��� u(x) = sin π x/4 ���
�� 
�� -�.�/� ��� ����

Jh(u) =
1

2
(sin

1.0π

4
+ sin

2.0π

4
) = 0.85 ����0 

*
����� J(u) = sin(1.5π/4) = 0.92 ���� �� ������� ���� ��� 1����������
-*������ J ��� Jh�

2�� .���	 ��� ��� �3�	�� 4#���� u(x) ��� ��� (�$!
������ uh(x) ����
'����� ��� h��������	
��������


Jh(u) = J(uh) ����5 

*�� *�� �
 (���� ��� "���� ���� ������ ����6-����� 	#����

Jh(u) =
1

2
(u(1.0) + u(2.0)) =

1

2
(1.5 + 2.0) = 1.75 ����7 

J(uh) = uh(1.5) = 1.75 . ���89 

��� (��	������ Jh(u) 
���� u �� ��� ������ &��	��� x = 1.0 ��� x = 2.0�
*
����� ��� (��	������ J(uh) ��� .��������� uh ��� �
 ,��/��	� x = 1.5

����� ,��� ����� 2������������� ���� ������:

��� ;����������������� ������� ��� ��� <�������� ���� ���� (�$4#���� ���
����� ������������ ,���� ����������� ���

uh(x) =

∫ l

0

G(y, x) ph(y) dy =

∫ l

0

Gh(y, x) p(y) dy

=

∫ l

0

Gh(y, x) ph(y) dy

=

∫ l

0

δ(y, x)uh(y) dy =

∫ l

0

δh(y, x)uh(y) dy

=

∫ l

0

δh(y, x)u(y) dy , ���8= 

��� *��� *�� ���� ��� (��
���

uh(x) = a(G, uh) = a(Gh, uh) = a(Gh, u) ���8� 
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J(uh) =

∫ l

0

G(y, x)ph(y) dy =

∫ l

0

Gh(y, x)p(y) dy = Jh(u) ������
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 ������ uh(x) �� J(uh) �
�����
�
����	
 ��		 ���� � ���� !� 	���� 	�
 �"
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w(x) =

∫ l

0

δ(y − x)w(y) dy =
1

2
(w(xi) + w(xi+1)) ������

���� ��
� $������ ���

w(x) =

∫ l

0

δ(y − x)w(y) dy =
1

2
w(xi) + w′(xi) · le

8

+
1

2
w(xi+1)− w′(xi+1) · le

8
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Jh(u) = J(u) � � ���� u ∈ V ����8�
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J(uh) = Jh(u) = J(u) . ������

	
 ���� ��� �
���� ������ �� Vh ������ u = uh ���� ���������� uh ��� ���������
��� u�� ���� ��� ��� ������ �� ����� ��������������� ����������  �� �������
!���� p

J(u)− J(uh) =

∫
Ω

(G(y,x)−Gh(y,x)) p(y) dΩy = 0 . ������

"��#������ $��������

%
 ���� ��� ���� �
��� ���� J(uh) = J(u)� ���� ���� ��� ������ �� ���
��������������� ���������� ����  �� ������� !���� p

J(u)− J(uh) =

∫
Ω

(G(y,x)−Gh(y,x)) p(y) dΩy = 0 . ������
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u(x)− uh(x) =

∫
Ω

(G(y,x)−Gh(y,x)) p(y) dΩy . ������
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u(x)− uh(x) =

∫
Ω

G(y,x)(p(y)− ph(y)) dΩy �������

=

∫
Ω

(G(y,x)−Gh(y,x)) p(y) dΩy �������

=

∫
Ω

(G(y,x)−Gh(y,x)) (p(y)− ph(y)) dΩy . �����	�
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Ω

(G(y,x)−Gh(y,x)) ph(y) dΩy = 0 ������
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����� ��� ��� �� ���� �&�� #��������� ����� �& ��� �����	������ ��� 	���
p ��� ��� '
%(� ����� ph ��&)  ����


�� ������ *�������� �+�� � � ��� '����� G − Gh �� ��� 
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!������ �� ��	���� ��� ������� ���������
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����� �������� ����������� -�� ��� �� .�	���! ���� ��� '����� G−Gh �� ���

��,�  ���!��&� ��� ����	������� ��� '����� p − ph �� ��� -��� ���� !������
����	��� �����	��


� -����!�� ����� � �� ��  ��� �� ��� ������ '������ ��� ����� ��	�
��� ������� ��� /���� $�����������  ���� h ����	� ��&)  ����

0� -���� �� ������ ���"��#� $�������� �� ��� 1���� !��� ����� �����
���� ���� 1�	���� ��� 2����� 
�������� ����� ��� -��&���� ���+	� � ����
��� ��� !&� ���!��#�� �� ��� ��� ������ 	��� *����� 3�� ���� �� � ������
#�� ������ �& ��� 4�+��� 5���������5� ��� �� .������! ��� 4�+��� ����+���
6��� ��� 4���������� ��� 3&���� ��� "��	��� ��  �	� ��� ��� ������ #&����
����	�� ���� ���� � � ��� '���� ��	� ��� �������!��� ���� ��	�� ��������%
���� ���� �&	� ������ "�&������� 	�� ��	�  ��� �� -���� �� ��� .&��������
������# ��&) ��� ��� ��������� ��� ������ ���)� ��  $�������� �� 3&���� ����
���� & ��	����� 1&���  "������ ��� ��� ������!�

��������� ���� 
�� �����!�� ��� '����� �� ��� -��� ����� p−ph� ���	� ����
��	�������	����� �� !&���������� ���!��&����� ��	��� ���� ��� +7��#�������
4�&���!�+��� fi �� (� ����� p − ph ���� ����  ���� ���� ��� 3���&�� ���
2����� 
������� � �� ��� &��� ���+������ ���� ��
�����
� ����
�� � 
�� '
%
(� ��� uh ����� *	����� � � ��� 8�&/�!��&� ��� �9�!��� (� ��� u ��� ���
�� ������� Vh ������� ��  ��� '����� u−uh �� ��� 
�����������!  ��!��	��
� � �� ����� ϕi

a(u− uh, ϕi) =

∫
Ω

(p− ph)ϕi dΩ = fi = 0 ����:�
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wh(x) =

∫
Ω

Gh(y,x) p(y) dΩy , ;5�<>=

���� ������ �
���� ������ �
�� ���� ��� ?��� Gh(y,x) ��� �
�-��������

�
�
� �
������ .���
��� ��
� �
��� 4
 ��������� �
�� �
� �
������
���@
4
� �
���� �
� ����
�� ��� ��
%%
������ 4�� �
�� �
� ��� 3���
�� ���

"����������� ��������� ��
*� ���� ��� A��� #����� ��� ,��
����� −Δw = p
�
� �
��� ���������� ����
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Γ

(g(y,x)
∂w

∂n
(y)− ∂g(y,x)

∂n
w(y)) dsy +

∫
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g(y,x) p(y) dΩy .
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G(y,x) =

∫
Γ

[g(ξ,y)
∂Gh

∂n
(ξ,x)− ∂g(ξ,y)

∂n
G(ξ,x)] dsξ

+

∫
Ω

g(ξ,y) δ(ξ − x) dΩξ︸ ︷︷ ︸
=g(y,x)

=

∫
Γ

g(ξ,y)
∂G

∂n
(ξ,x) dsξ + g(y,x) ()�*+,
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Gh(y,x) =

∫
Γ

g(ξ,y)
∂Gh

∂n
↑

(ξ,x) dsξ +

∫
Ω

g(ξ,y) δh(ξ,x) dΩξ . ()�45,
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w(x) =

∫
Γ

(g w′′′ + g′w′′ + g′′w′ + g′′′w) dsy +

∫
Ω

g p dΩy ����0�
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g(y,x) =
1

2πK
r2 ln r K =

E h3

12 (1− ν2)
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G(y,x) =
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(g G′′′ + g′′ G′) dsy + g(y,x) ������
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G(y, x) =
∑
j

gj(x)ϕj(y) 3"�4"5
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�� ��	 ��� ����������
N = J(u) ������ ���� 
�	 6���	�����
 Nneu −Nalt�

J(uc)− J(u) = f+
i gi − f+

i+1gi+1 = f+
i · (gi − gi+1) � f+

i ·G′ · le . 3"�4#5
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)�� ��������� ��
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��� �	�������	� ±f+
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J(uc)− J(u) = f+
i g′i − f+

i+1g
′
i+1 = f+

i · (g′i − g′i+1) � f+
i ·G′′ · le 3"�495
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�' !�� J(u) ���� (�������� ���	 ����
u(x) 	��� w(x)� ��� ���������� )	� 
�� �� ! ��� *���+������'����
�� ��
���

J(u) = gTf = uT j �,�-.�

����

J(uc) = gT
c f = uT

c jc . �,�-/�

0
� ��� ���� 1����� !��� ���� !�� ��� ������ $���	��� j 
�� jc� ���� �� ���
��+����	� ��� (�������� ��� *���+������� �� !� �����!���

2�� ���� J(u) = u(x) ��� $��� !���
�� �� ����� 3
��� x� ���� ���

j = {ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕn(x)}T = jc �,�45�
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J(uc)− J(u) = jT (uc − u) = jTK−1(f + f+)− jTK−1f

= jT K−1f+ = gTf+ . ������

��	 
��
������� 	�� ��� ����� ��������� ������� ���� ��� ��
����� x ��

��� ������� �	���� ������  ��	!���	� �	"# ������� EA → EAc� ���� �	���
��$� 	� %��� J(u) = EAu′(x)� �	� &���'��� j

j = {EAϕ′
1(x), EAϕ′

2(x), . . . , EAϕ′
n(x)}T ������

���

jc = {EAc ϕ
′
1(x), EAc ϕ

′
2(x), . . . , EAc ϕ

′
n(x)}T ����(�

�	"#� ���	"#�� �' ����

J(uc)− J(u) = jTc K
−1(f + f+)− jTK−1f

= (jc − j)Tu+ jTc u
+ . ����)�
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 ��� ��"#���  �	�� ���#�� �	� 
'������������� �� *'� J(u) ��
 J(uc) +�
�'����� $',�	 ��� �	� ����� 
'�������� �� ��� %�#��� 	� ���  ��	!���	��
EA ����� EAc� +� ,�#�,��� �� u *'���#��� ����� ��� ��� +$�	�� -��� 	��
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��
��� f+ ��
 �	�

��
�������

���� ��� 0���� x ��
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J(uc)− J(u) = jT K−1f+ = gTf+ . ������
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J(e) = J(uc)− J(u) = gT f+ � (a+ x× b)T f+ = 0 . ������
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Kc uc = f , ����<�

�&�	� ��	 ���
�1Kc 
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J(uc)− J(u) = gT (f + f+)− gT f = gT f+ ���?@�
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0.5 < Ei < 1.5$ %������	$ �
� �� �����
 ��� ����	� f+
i ������
�	� ����� ����	� f+
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&��� ��
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 fi ��� ��� '��	���� ����
������	 ��#����
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 ���

!"���� Kc uc = f �"��� ��� !�	��� Kc ��� ��
 #������� ���	���	�
 *��	�
 Ei �����	�
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 ���� ��� 
����� f+
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 ��� ��	 ��	 �����������	 ΔEi = Ei − E

��������	
Kuc = f + f+ , ������

��� ��	�	 (1) ������������� ���!!�	 "����	 �	� (2) ��� �	���	  ��� !� �����
#"������	��	 ΔEi > 0 �	� 	������� #"������	��	 ΔEj < 0 �	������ ���
$���� �����	 �����	
  � ��  ��� � "����	 %&���� �� ����	 �����  ����	

��  ��� ���	���������� ����	  ��	 �����	
  � '��� ��(� )�	 ��  	���� *��� 
+� ����� ���	 ����� ��	 ����	� %����	� ��� �����	
 ��� )���������  ����
�����
 ��   ��� ��� ������ �����"�	�

)�	 ��  *����� ���!�  �	� $�		
 ��� �	 '��� ��,
 ��	� -����� ��� ���	
���� �� ���  �	 �� �����
 ��		 ��		 ��	 �� �� .����	���������� ����� ��	
#	���& ��	 ���� ����	�������	 
	���	������	 f+

i ����������	 �	� ���� "����
������ ���/  �	�
 ��"�	  ��� ���� $����	��	 �	 ��� ���	� ����

$�		 �"�� ��	� ��	����	� ����� �� �����
 ��		 �����	 ���� ���� ���0
��� ���� 
����� ±f+
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 �"�� ��� �	���� 
���� � � �� '���	 ����	���� �	�  �
"���"� ��	 ��� 1��� ±f+

i 	�� ��� 
���� f+
i �� -�����	��!� �"���
 ���
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(K +ΔK)uc = f K uc = f + f+ . *��+,-

.
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�������� EA = 1.07 · 106 (4 ��� EI = 3.56 · 103 (45�2� .�� &����(
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���

���� uc 6.���� �� 0������ ����8 ������ u ���� ����	 
��� 
�� � ����

Kuc = f + 0 6��9:8

��� 
������� 7-���� ��� Ku = f �
��
 ���������
�
�� ���%�� �� ���
 ��"; ���� ������	 
��� ��%��� ����<�%�����

��
�
����� �� )����� �&�
��	 
�� &��
 
�� 3
����
% ������	 ���
 ���
 �������
'�
������ ��
 ������� 
�
 ����
������ ��&��� %��� 
�
�� ���� $�����%
��� f+

�������
� ��

��	 
�
�� $/�%�� .�
��� ���
 
���� ��%�������

���� ����	

 ��
�� ��	���
 �	����

��� ���� ����� 5%��
���5 
������	 ���
�
� ���� 7���
 ���������� 
�������
���� ���� �� ���� �����%��� uc 
�� 7���
� ��
 ��� 
�
 5'�
��
����5 7���
�
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 �� �� g� �� ����
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� ���
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�

� 	� �! " # ���
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�
�




��� � ����	
�����
������
��

���� ���� �� ���
��

��� ����
����
 ��� ������ ��������� �� �����
����
 ��� �������
��������� ������ ��� ������
���������

���������� −k ��		 
�	 �� ��� 
���� f+ = −(−k)uc = k uc ������	�	� ���
��� ���������� �	�������	 ����

��		 
�	 �������
 ��	 ����� ����� ����	�� �	� ��� ����� ����� ���� ��		
���	�� 
�	 ��� ���������� �	 �
��������� ������	� ��� ��� �������� ���
�	� ������� ��� ������ ����������	��	 ���	��������� �� ��	 ���	���������	
�
 ��� �!	������	 �"���
�

��� ��� ��� ���� 	�	 
�� ��	 #�	$�����	����	�	� ��		 
�	 ��� %�����&
��	��	 ���������	 ����� ��� ��� %������ ��	�� ������	 ������ ��� ��� ���	���&
��'(�	 �	 ��	�
 )�	�� x ���* +
 ���� �� ��������	� ���������	 ��� ��	
������ �	 ,��� -�./� �����	 ��� �!	����� ������� ������ ����� ��������� ������
%�������	��	 ��� ��� ��� ��� 0�
�	� �	 ,����	
���� �	 ��	 1���������	�	
���������	*

��� ����� ��	 ��	������ ���� ��� ���������� RG� ��� ��� #�	$�����	����	
�!� ��� 0�
�	� M(x) ���'��� �� ,��� -�./ �� ������ ��
 0�
�	� M(x) ����
��� ��� ��	�� �������	��	� 1�	 ��� 2�'(� Δ = 1 �	�������

RG = M(x) ��� �������	��	� Δ = 1 . 3-�/45

6��� ����� ��� ��
 ���� ��� �	��
 � (G2, wΔ) = 0

�  �� ���������� ��� !�
�� J1(G2) = J2(G1) ��� J1(w) = R "��
�����#�� ��� �� w

��$��% ��� J2(w) = M(x) "&'���� ('� w �� )����������% ��� G2 ��� �� )��� �� ���
G1 = wΔ ��� �� )��� ��*
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	�
�
�
� �� N
��  ������	� �� ��
 !���
 f+� ��
 �
� �����		 ����	�
�
� 	� ��
 �
��	
�
�
��
 "#���	����

Nc = N +N+$ �� ��	� �� %���
 ��
 "#���	����
 ��� f+ �� �
� &
�
�
 %
��
	���
�� %
�	

��
 &
�
�
 '� �� &��	��� �
�	




��� � ����	
�����
������
��

���� ���� ���
�������� �� ����������� �� ��������������� ���M(x) �����
� ����� � ��

�
��
������ !�"���� Ml = Mr� 	� #�
��������
 Δ = 1

A1,2 = Ml w
′
Δ(x−)−Mr w

′
Δ(x+)︸ ︷︷ ︸

=0

+RG · 1 = M(x) · 1 +RΔ · 0 = A2,1 .

������

��		 	
	 ��
 ������ ����� �� �� p �

������ ��		 �


 ��� ���� �
��� ����
 �	�� ����� ���� Rp ��
 �
!��� "���� �	 
��� ������ #����
	� �
���$�����
�����	� %�$�� $���� 
��� ��
 "�������	�� 
� ��� &���� �

w(l) = Rp · 1

kS
kS =

3EI

l3
����'�

�
���� ��		 	
	 ��� ($
�	 
	� Δ = 1 ��
 )���	� M(x) = RG ����
���
��		 ����
�� ��� "���� Rp� ���� �
 ��� ��� ($
�	 
	� ����'� ���*��� ��

)���	�

M(x) = RG ·Rp · 1

kS
= RG ·($
�	 
	� �

 Rp . ���+,�

&�  �		 ��	 ��
� ��	 (

���� ��	�
 
�����	 �����
 �
� ��� &��	��� ����� ����
�

�	� )�	 $�����	�� ��� �
� -��������	 .�	/


�
	 ���	 ���*��	�� ����� ����
RG 
	� �
���0������� ���
� ��� ��� ($
�	 
	� ��
 "�������	��
 �

 ���
��
����� p�
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���� ���� �
����
������
�� � ������ �		
 �
��
  � �� ×  � ��� �� !��
�
 ���
"�
�
		��

�� �� !��
�
 ���� #
� �����		 #
� ���
�� 	� ���
��
����� Δ = 1 � 
�
$
�
������ #
� %	
&���	�
�
 = 1/k #
� "���
�� �� 
�
��	��
� ���
�



��� � �����	
�����
����
	�


���� ���� ��
������

���
 ��� M(x) �� ������	���
��
 ����

������ M(x) ��� ��� ΔM(x)� ��� 	
 ��� �
���� �� 
������������� ����
��� 	
 �������� ���� 
� �� ��� �
��� ��� �
����� ��� ������ 	
 �����������
������

��� ���� kS ��� ��� ���� ����� ��� !���"���� �� #�� ��� ���������� ������
�� $����
�� %
� w� &��� ��� ����� �
�� ���� $������� ����� kL ���'��� ����
������ 	"�� (����� ��������������� ���


k =
kS · kL
kS + kL

)*�+,-


�� ���� ��� �� ��� 
����� (
����� 1/kS �
��� 1/k 	
 �����	���
.�� ��� $����� �� .��� *�,+ �'��� ��� %�������� ����	
�� �� ������� �����

�
�� ��� /����
�� �� ��� �
����� �� .��� *�,0 � 
�� .��� *�,0 ��

ΔM = 0.61− 1.30 = −0.69 �1� )*�+2-

���������� ��� &���

ΔM = −RG ·Rp · 1
k
= −411.38 �1 · 15.39 �1 · 10.89 · 10−5 �

�1
= −0.69 �1� .

)*�+3-

&��� ��� ��� ���� ��� ��
��"���� %
� 3 �
� 0 %���
������ ���� ��������
��� .�����
����� �� 
������� $������ �� �������� ������� %
���� 
�� �������

M(x) = 1.30 �1� )%
����- M(x) = 0.68 �1� )�������- )*�++-
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��� � ����	
�����
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��� ��� �������	 
���
��	� ����� ��������

ΔM(x) = −RG ·Rp · 1
k
= −379.66 · 30.35 · 54.47 · 10−6 = −0.62 . ������

��� ��	������� RG ��� ��������������� ��� �� ���� 	����� 	�
���
�� 411.38 ∼
379.66 ��� ��	������� Rp ��� ��� !�������	 ��� ���� "����##��� ���� ���� $�
��� !�������	 "����##��� ��� �
�� ��� 1/k ��� �% ���� &�����#����� �������
	��������

���'��� ��� ��� ���� (�������� ���� ��� ΔM(x) = 0.72 − 1.31 = −0.59
��� ��� )��%�� *���� ���� ������ +���

ΔM(x) = −RG ·Rp · 1
k
= −321.93 · 40 · 45.5 · 10−6 = −0.59 . ����,�

+�� �� �����% !���#��� ��	������� ����������� ��� ��� ��� ����	 ���� ���� M(x)
��� ΔM(x) 
����� ���� %�� ��� &��� ��� (�������� ���'���

��� ��	������� RG ��� ��� -#������	 ��� .��#����� ����� ����������� 

411.38 → 379.66 → 321.93 , ����/�

��� ��	������� Rp ��� ��� !�������	 ����	� 15.39 → 30.35 → 40 �
�� ���
)��0�
����
� 1/k ��%%� �


10.89 · 10−5 → 54.47 · 10−6 → 45.5 · 10−6 . ����1�

2���� %�� ��� ��% ��	�� ����� ������ ��� 	������	�� ��	�� ���� 
����� ����
��� 2�%��� �% �
������ ���	�� ����� ΔM(x) = 0 �3%� ��� 	��� ���4�����
���� ����� �4� , 
��� 1 -����������

����������� ���� %�� ��� ������ ����"���������� 5% �) p 
���
	� ��� ���6
�#���%�%��� �% )�7#���� ��� -�4��� Mp = 0.03 �3%� ����� ��� -#������	
��� �
������ ������ ���	��� ���������������� �4� M(x)� �������� �% )�7#����
��� ����#���%�%��� "�� MG = 3.45 �3% ��� ��� 2�%��� "�� 1 �3% ����
��� )�7#���� �% tan ϕ = 6.73 · 10−5 = 1/kϕ "��������� ����������� ��	�
�
��� ����

ΔM(x) = MG ·Mp · 1

kϕ
= 3.45 · 0.03 · 6.73 · 10−5 ∼ 0 . ����8�

��� )��%�� ����9� 	��� �% :
��	�� ���� �% 5������ +��� ��!� ���� -�4���
����
��� ���� ���

ΔM(x) = NG ·Np · 1

kS
, ����9�

��
�� NG ��� 3��%������� �� ��� -�4��� ��� ���� ;�#� ��� )��� ��� -�4���
���� �% < % ����������� �� 
���	�� ��� Np ��� ��� 3��%������� ��� ��� ����



���� ��� �������	
 �
�
	� ���

�� ��� ����	� 
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����	�� �
����� ��� ����	� �������� �
����

���� ��� ������	
� ��
�
�

����
���
�������� G(y, x) ���� �� ����� 	����
���� ���� �

�� ��� ���
!
� ����� ��� ��� "
������ ����� ����
���
������ ��� 	
� 	
 ������������
��� � ����� ���	� 
�� 	
� 
����� ���� ��� #
�������� ��� "
�$
����� x

�� ��� %���� y� 
� ��� ��� &
�� ������ ���� ��� 
�� ��� &
�� ����
� 
��
���
��������� �� ����� '
��� ���	�������� �������

�
� �
��� ��� ����
���
�������� (����
��������) ��� ������	 ��� ���
"���
�� *�� "
�$
��� x 
�	
�������� �� �
�� ��� "���
�� 	������� ���
������ '
����� x 
�� y ���� ������������� ����� �$����� +
	
 ����� ���
��������� *���������� ,����
� ��� ����
���
��������� �-����� �
�� ��� ���.
����� ����������� ���� ��/����	������ 
��� �������� 
���� 

�
������� ����
�
� ��� +�/����	�� �
���������

����
���
��������� ��� ������������ ��������� ���� 

�� �-����� ���.
�
���
��������� ��� ��/����	������ ��� ��� ����
���
������ ��� ��� 0
����
��
��� ����� +
����

���-���� �� 1�������� �
	
 �
��� 
���������

+���� ��������
���� 	
�
���� ��������� �
� ��
������ ������ ��� 2���.
���
��� �� ��� ���������*� ��� ���� �/���� *�� &
��. ���� ����3������-���.
�
���� 

����
����� �
� �� *���
���-������ �
�� 
�� �
� �� �-��� *��������
�
���

4��� 
��� 
�� �����

w(x) =

∫ l

0

G(y, x) p(y) dy = G(y, x) · P (5�56)

����� �
� �� ��
��� �� "
�$
��� x ����� ����� ��� 7
���� 
�� ����
��.
���� ��� ���� ��� 7���� ���� 8����� 	����� �
� �
*�� �� &
��
����/�$
��� y

������� (7�� ������ 
�� ��� &
�� 
�� ���� ���	����
�� P )�

4��� ������� ��� 
��������� ������ ������

w(x) =

∫ l

0

M(η) M̄(η, x)

EI
dη (5�59)

���� �� �������� 	��� 7������ ��� ���� �����
������ ,
� ����� 

�� �� '
���
y ����� ����� ��� 7
����� +�� 7����� ��� *�� "
�$
��� x 

������ ���� ���
,������ M̄(η, x) 
�� ��� 7����� ��� *�� &
��
����/�$
��� y 

������ ����
��� ,������ M(η)� �
� ��� #������ �� ����� ����� ,������ ��� ����� ����
�
�� �� ��
��� ������� 
�� 	-�����

��������� � ! 7��� ��� ������ ������ ��� ������ ������ ������
���� ����.
����� ����� ���� �� �
������� 

�� ��� �������� ���� �
� �
�� ������� $
��������

� �
�� y �
� ��� ��� P �����
��� �����
� ��� ��
 ���
������������� �
 η �
��
�
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��� �������������� �� ��� ���
������ ���

�������

���� ��� ��������
 ��� ���  ����� ��� ��

��� ���� ����� !�
��� �"��
# ����

��� $�����%��
 ��� &�����
����� ��� &������� ��������� '������ f+� (�� $���������
���

������ ��� )�� ��*%����
 ��� +���*%
�,�*%��
∑

M = 0

���������	� 
�� ���� �� 
�� ��
��� ����
������ ��� ��� �� �	� 
��� ��� ��� �����

�� ��
	�����	� 
����� ������� ����� �� ���������� G(y, x) 
�� ����������

�� ���
� P ��  !����
 ��� ��� "	�� ���� ���� ���� #����� ����������� �����
��$	� ���  ����  �� ������ �	����
��
��� ������% "�� ����� ���&� ��
 
�� '�	� $	� G(y, x) ��� ��� �	
	��

�� ���
��  !����
 ��� '�	� 
�� "	����� M̄ $	� G(y, x) �������� (� �����)
��������� ����

���� ����	
���
�����

*��  	���� �	&� ������ +���� ���!�(��� 
�� ���(���� 
�� ,��������� �����
)

���
*��� ��&� 
�� ���������-����� EI ����� .�������� !�
���� 
��� �

��)

���  �� ��� .������ Ωe (� 
�� ,/���� ��
 �	����� �� ��� 
�� ��!
)
���0"	������

f+
1 = −V +

a , f+
2 = −M+

a , f+
3 = V +

b , f+
4 = M+

b

�� 
�� ,�������� *��  ������ 
��� 
���� 1�2��� �� 1���&��� �&�� ���


(ΣV = 0) f+
1 + f+

3 = 0 f+
2 + f+

4 − f+
3 · le = 0 (ΣM = 0) ,

�3�34�

��
��� �������  ��� ��� 
�� .��5���
�����	�� 
��  �� ���� 
�� .��
�&�����
������ g(y) ������� ��
 
�� .������ (0, l) ������ ������	������

g(y) = g(0) + (g(l)− g(0)) · y
l
= g(0) +my , �3�36�
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���� ���� �����	
����
���� �� �	������ EI �� 
		�� ��	����� �� �������	��� ��� EI
�� ������� ��	�� 	� ��������� ��� Mc 
�  �����
	 ��� !�	�� ��� "����	�������� f+

i �

� ���#������$���� �%� M &'���� (� ��	�)

���� ���� ��� ��	
�� ��
��� ���������� �� ������ ����������������� �������
����� ������ ��� ��� ���������� ���������!"������������ ��� #���� g(y)

$�� ��� ���%������ ��� &��'����������� ��������� ���� ��� ��� (��) ����
*�)���� ��� g′ ������ ����������������

−f+
2 · (g′(0)−m)− f+

4 · (g′(l)−m) , ��
���

������ ��	
� ����� ���+���� %�� ����� ��� ,������ ��� &��'����������� g(y)
�� ��� $���������� ��� ��� ,������ m ��� ���������������� ��%�� ��


#��� ��� �������� x %��� ����� %�� ������ ���� �-���� %�� �����)���
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���
'��� �(����� ���������
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���� �� ���� �� !� EI = 3.56 ·103 	)"2 ����� ��� ������	���
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��� ��
 '���"�"��� ������ M = 34.6 → Mc = 32.3
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−EI
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⎡
⎢⎢⎣

12 −6l −12 −6l
−6l 4l2 6l 2l2

−12 6l 12 6l
−6l 2l2 6l 4l2

⎤
⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎣

0
1.32 · 10−3

0
−3.62 · 10−3

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣

∗
1.74
∗

12.84

⎤
⎥⎥⎦ .���/0
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 �����������"����
 .EI0
�
� .��� ��$�� 2� EI ����������0�

��� ,�"���� f+
i ������� ��&�
��� ��
� ��
 3

��&"�"��� .m = 00

−f+
2 · (g′(0)−m)− f+

4 · (g′(l)−m)

= (−1.74) · (−0.054)− 12.89 · 0.188 = −2.3 	)" .���40
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+$�� ���� ���� �
 ���"�� ���
"� &
 ��"��
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������ EA +ΔEA� ������� ��� ���� ���
��
����� �� ��
���� ±f+

i �� ������������ ����� ������� �
����� ����������
�� ��� ���������
������ EI + ΔEI� �� ��
���� ��� �� ����� ±f+

i �� ���
!���������� ������" ���������� ���� � ��������� !��� ��� ��
��� f+

i ��� #����
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���#� � ��� $������������ ��� �� ���� �� ������������ ��� %���
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����&,������ ��� ��� �� ���� f+

i ��� ���� ������" /��� ��� ������� ���� ����
����� ���������� EA + ΔEA �� ���� ������������ �� ����� ��01����
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�� ���" /�� &���� ������ ���� ��� ���� �� �������01��(��������� �� ����
��� +����� � ���� ����� �� �����&����� Xi ± 1 ���� �� �������� ������
�������� ������3
*�� 4���������� ���� ���� �������� ��� ������ �� ����� ±Xi ��� $�����

������ ��� ���� �� ��� ������
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�	��	 �	 ��	�� ���������	 1�	
� ��� -���
��
� ����

/�� 
����	� ���� �� &2� 3��� ���"� O �45����#����4� ��	� $�	%���&�	
���	
����� ���� ��
���� ��� ��6��� 
�� ��� w = 1� ��� ��	�� 7���
��&� V ��� ��
��� *���������	� ��� -������� ��� ����� ��	� !8�����	� ��������� 
���� ���
��	�� 9���	� ��� ��� $�	%���&�	
���	 ��� :��
���	 ��� -������ ��& ��	�	
�	��
 Δw′ = 1� ����

/��� $�	%���&�	
���	�	 �������	��	 ��	�� ������	 �� ��	�	 ���� 
�����
!��	���
��&��� *�� ��� 
������� 
��� 
�� ��� ��� 9������� ��� 
�� ���� ��������	�
��� ���"� O ��� ��� /������
��
�	���	����� �#��������	 �		���	 $	������
�
�����	 ��� $�	%���&�	
���	 �	� ��� �������	� ������	�	�

��� ��	�� *�������&������ ������ ��	 ��� �������� ���"� O� �	��� ��	
��� 9���	� M ��� ��� �������	� ��� ��� 9���	� MG ��� ��� $�	%���&�	
)
���	 &2� O 2����������

O =

∫ l

0

M MG

EI
dy . ����;�

*���� ��� 2��� ���� +����� �� �	��������	� /�		 ���� 3���� ��� !���(�
��� �	
��	�� +��� �	����� EI → EI + ΔEI� ��		 ���� ��	 
����� #�	 #��	�
�	&�	��	� 
����� 2��� ���� +����� �	��������	� 
��� ���� 3� ��� ��� !���(�
���
���� ��� 9���	�� M → Mc �	� MG → M c

G �	���	� ���� ��� !��	������"�	
��� ��� <��� �	� ��� !��	������"�	 ��� $�	%���&�	
���	

Oc =

∫ l

0

Mc M
c
G

EIc
dy . ������

�=������ ����� EIc = EI+ΔEI &2� ��� !���(�
��� �	 ��� ���	�����	 -������
*���� ��� 	��2������ ��� ��& ��� �����6�	� +���� ��� ��� ����	 EI ���	�������

>���� 
���� ��� 
���	������ 1�	
��

� ��� x ���������� ��� ��������� O(x)� ��� �����
�� ����� ��� ����
������� �����!� y"
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 ����
��� 
�� ������

Oc −O = −ΔEI

EI

∫ xb

xa

Mc MG

EIc
dy �� !!"

#��� ��� Mc 
�� ������ �� 
�� ���
 ���� 
�� 
�
����� 
�� ���������� ��

MG ��� 
�� ������ 
�� $��%���&������� ��� 
�� 
�
�����	 � � '(� 

$� ��� ������	 
��� 
�� )���� x �� ���������� 	
���� �� �*���� ������
���� +�� �� )���� x ,�������	 ���� ��� ���	
� 
���� ����������� ���� 
��
���
 [xa, xb] ��������� -�� )���� x ���� �� ������� ����� ������ ��
 
��
.����� [xa, xb] ���� �� 
������ ����� ����
�� $�������
��
 ���	 ��� ��� 
��
$��%���&������� &�� O(x) �� ������� ����� �� 
������ ����� �������	 ���
���/ 
�� ������ MG 
�� $��%���&������� �� .����� [xa, xb] ���� ���0��

��������� ��� ���/ 
�� 1��������� Mc 
��� ��� 

-�� ������ �� !!" ��� �����
���� 
�� 2�������	 
��� ��� 
�� ��������3
������& Mc �� ����
����� �*���� ������ ���� 4��� ���� ��� 
�� �����	

��� ������� ��� 
�� ������ ����� ����   

4��� �������� ��� Mc 
���� 
�� ������ M �� ���,���������� 5�������
��
 ������ �� ��� 2�������

Oc −O � −ΔEI

EI

∫ xb

xa

M MG

EIc
dy . �� !6"

�� 
����� ���� ������ ��� 
�� ������ ��� 
7� ���� 
�� 4�� 
�� �������������
����� ���� ��� 
���� ������ ���������

��
�������� +��� ���� 
�� 1�������������� EA ����� ������ ��
���	 
���
������ 
�� ������

Oc −O � −ΔEA

EA

∫ xb

xa

NNG

EAc
dy , �� !8"

��
 ��
��� ���� ��� ����� ������� �� ����� $������ Ωe 
�� $3��
��	 
���
������ 
�� ������

Oc −O � −ΔE

E

∫
Ωe

σij ε
G
ij dΩy , �� !9"

��
 �� ���� 
���� 2������� ��& ���� 5�������� ��
 ���� �������������
��
:�;/�� �������
� ���
�� 

-�� $����������� �� 
�� ������ �� !!"	 
�� <� ��& 
�� ������ :���������
�
������� �� 
�� ������������ ��� ��
��

 �	� �
���	��	� �����	 ������	

� (G,w) = δA∗
a − δA∗

i = 0 , �� 6="
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���� ���� ������� M � �� ��� ���� ��� �� ������� M̄ ����� ��� ���������
 ���
����������� ������� �������  !� ��� ���������������" ���#$���� $��� ��� %���
��& '��
M ��� M̄ ��� ��� (��������� ΔEI/EI 
�$������ ��� ��� #������� �� ��� ��������
��� ���� )������
 ΔEI �� ��� ���# �� ��� ��������������� ��#�� $!���" *����

������� �!���� ��� M ����� Mc �����+��� �#�� ���� ���� ����� ����� ,�������� ������
Mc � αM �
�����
�$���� ���
�
&����� $�����"

���� ���� ��� ��� �	
 ���	 ��
 �����
����
� ��� ��
����
������

���
� ���
��	�����
��
�� 
��� V (x) → V (x) + ΔV � ��
������
� ����� ��	

�� ���
�� ����� ��� �
� ������� ��� 	��
������ 
���
� ������

�
 ��� �
����
��
�

��
�����	 ���	� �


�	�
� �����  � ���� �
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 !�
�
�

V (x) =

∫ l

0

M M̄

EI
dy , "#�$%&
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���� ��� �����	�
 �� ��� �	�����
� �	
 ��	�� ����� �����
����������	�
 ��
����� ������� le ���� ��� ��� ��� ������ ���������

ΔV (x) = −ΔEI

EI

∫ le

0

Mc M̄

EIc
dy � −ΔEI

EI

∫ le

0

M M̄

EIc
dy . ����� 

��������� 	
�
 !��� δw" ���� 
���������� δw∗" �� ��� ������ ������ �� ���
#�������� �����" ����� (δw∗, w) = 0" ���� 
���	����� ��� #�������� ��� ��
��
�
� ��� �
�������� ������ " $��� δw �� %$����� ������ �����" � (w, δw) = 0
�&������ $�� '�� ��
��
� ��� �
�������� ������������ � (�� G �� ����) ���
���� ��� δw∗�

��������� 	
�
 (�� *����	�
 Mc ∼ M ��� ���+����� �	� �����
� ���	��,
���� #� ��� -��.�� $��� ��� %	��� '���	����" ������� ����� ������� α ���
/������%	�
 Mc ∼ αM %	 '���������" 01)2"

ΔV (x) � −α · ΔEI

EI

∫ le

0

M M̄

EIc
dy . ����1 

���� ��� �	
 ��
	

(�� �����	�
 Oc−O $��� ���� �	� ���� ������� ����" $��� ��� !������,
$���	�
�����
�� δAi = a(G,wc)Ωe

�� ��� ������� 3
��43 ���� � (�� ��� ����
��� ����" $��� ��� �������
�54�� �	� ��� ���6	��
	������ �� ��� �����7�����
8�	���� 
��4 ���� 	�� $��� 
�����%����
 ��� �������
�54�� �	� ��� 8�����	�

�� ��� 8�	���� 
��4 �����

!��� ��� ���6	��
	�������� ��� ��� 9�
�� ����� ������
��" ���� ��� ��,
'�� �	�
����" ���� �����
����������	�
�� �� $��� �����
����� 8�	������ �	�
���� 
����
�� ���6	�� �	
 ��� �������
�54�� �� 3:�����
�	��3 ����� $������

;�� $��� δAi ��� ������&���	�� ���" ���� ��" $�� ��� :�������" �	��������
M 	�� MG 
����" ��� ��������� �	
�������� ������" ����� <�����
��	�
 ����
�	�� ��
���= $��� ��$� M ������������ ��� 	�� MG �>���������� #� �������
������ ���" 	������
�
 '�� ��� ��54� '�� M 	�� MG" ��� �����	�
 Oc −O
�	���

:�� ?���� 8������	�
 ���� ��� ����" ������ �	��� ��� ��	��	� ��� ���,
6	��
	��������" �������%��" $����� �����
����������	�
�� �7��� ������
	�� $����� ������

#� 8��� ���� $��� ��� 9����� �	��� !������� ��������� �� ���� ��
������%�
$�����" $����� �����
����������	�
�� ΔEI �� ��� 9��
��� 	�� ������� ���
/��������������� �� ������ �	4&	��� �� ������� �����6	�����

� ��� ������ 	�� ��������� �� δA∗
i ���� ���� �� ������������ ������������ ���
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�
�
���� ���� �
 ��
��  ���� ���� !����� ��� "��������#������ EI → EI +

ΔEI� �� ��� ��� �
����
� �� �
���
��������
� 
$����
������� ������

Mc −M � −ΔEI

EI

∫ le

0

MG M

EI
dy . %&�'()
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�
3������
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� RG� Rp� MG� Mp� G ���� ����� 4���� ��� ��� ���
���
��� 5������

������ ����	

 ��
�� ��	���
 ��
�
�
	����

ΔO = − RG︸︷︷︸
Kraft

·Rp · 1
k︸ ︷︷ ︸

Weg

1

k
=? %&�'&)

RG ��� ��� ��� 	�
����
�
����
 ���,��
�� 5�������
�� Rp ��� ��� 5�������
�
�� 5���
��� p �
� 1/k ��� ��� -������������� ���  ������� �
 !�����
� ���
�����
����
�
 5������

������ ����	
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�� ��	���
 ��
��	

�
�

ΔO = −MG ·Mp · 1

kϕ

1

kϕ
=? %&�'6)
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 ���	� �
�	��� kc = k +
Δk� ��

 ��� ��	 �
�	��
� �
 O ��	���

ΔO = −Δk ·G · wc wc =?  !�""#

Δk ��� ��	 ��	����	����
�	��
�� G ��� ��	 $�� ��
������
����
 �	�%���	 &	�'
�����
� �	� (	�	� �
� wc ��� ��	 )�����	
��*���
� �	� (	�	� �� ��������
p 
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�	��
� �	� (	�	���	����	���
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��� �	
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��	����	��

(*� 	�
	 ��	��	�	� 	����� ��
 �
���� ��� ���	+
���

ΔO = −Δkϕ ·G′ · w′
c w′

c =?  !�",#

������ ���	
��� �	
 �������	����	�� �� 	��	� 
���

�� ��� EAc = EA+ΔEA

ΔO = −ΔEA

EA

∫ le

0

NG ·Nc

EAc
dy Nc =?  !�"-#

.�	� ��� NG ��	 /���������� ��� �	� ��
������
����
 �
� Nc ��� ��	 /�����'
����� �� �������� p 
��� �	� ��	����	����
�	��
��

������ ���	
��� �	
 ��	�	��	����	�� �� 	��	� ����	�

�� ��� EIc = EI +ΔEI

ΔO = −ΔEI

EI

∫ le

0

MG ·Mc

EIc
dy Mc =?  !�,0#

.�	� ��� MG ��� ���	
� ��� �	� ��
������
����
 �
� Mc ��� ��� ���	
�
�� �������� p 
��� �	� ��	����	����
�	��
��

�	� 12�	��	��31 +	� ��� ��	�	
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��*������ ���� ��	� �	��4	��	
��
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 4�� ��� �����$�	��	 5���'
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�� ����� �������

�	�� ����� ������� �����
� Ei� �� �	�� ��� ���� �!�����	���" K ���� #
�!�
���� ������ ���� $���� Ei ���

K(E1, E2)u = f . %&�'()

��� K ��� �	������� 	
�� ��� *�!��� u ���� #
�!���� ��� Ei� +
� !	�� �	�
��	���, $�� ������ ���� ��� *�!��� u → uc� ���� ���� ��� $��� E1 �� ������
������� ������-

���������� ��� ��� .�����
�� �	�� E1 ��� (′)� �	�� ����� ���� ��� 	�����
���� �	�� ��� *�!��� f ����� /�� E1 	������

K ′ u+Ku′ = 0 %&�'0)
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� �
�
��
�� ����� �	
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� ���

���� ���� ��	� 	
� ���� �
�������

����

u′ = −K(−1) K ′ u . ����	


����
�� ��� ��� ������������������ ���
 ��� ������ ����� ��� ���� ����
� 
�����������

uc − u ∼ u′ ·ΔE1 = −K(−1) K ′ u ·ΔE1 = −K(−1)ΔKu = −K(−1) f̃
+
.

����!


"��� 
��� ΔKuc ��#���� ���� � �� f̃
+

��� �$���� %����� f+�
&�� %����
���� ��� ��� ���� �����
� 
����� ���� ��� f+ = ΔKuc

����
 f+ ∼ ΔKu ��� 
���� ����'���
� ���� ������ �������� (����'��������

��������

&�� )��� �� ���� ��*	 �����
� ��� +��� )� ����

k u1 = (EA1 + EA2)u1 = f1 . �����


,�� ��� -���������� .����� ��� ������ ���
 EA1 ���

k′ u1 + k u′
1 = 1 · u1 + k u′

1 = 0 , ����/


����

u′
1 = −u1

k
. ����0


"�� ���+�� EA1 = EA2 = 1� f1 = 1� ��� u1 = 1/2 ������ ��� ����� u′
1 =

−1/4 �
��� ����� (�������� ΔEA1 = 1 ��� ������ �������� ������ ���
 ���� � �


����������� .#� u1 c ��� "���

u1 c = u1 + u′
1 ΔEA1 =

1

2
− 1

4
· 1 =

1

4
, �����


� 
���� ���
 ��� �$���� "��� ���

(2 + 1)u1 c = 1 ����1
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�����
����
	�


�� u1 c = 1/3 ������	

��� �
� ���� ����� �� ��� �
��������� ��������

u1 c = u1 + u′
1 ΔEA+ u′′

1

1

2
(ΔEA)2 ��	���

��� ��� ��� ���������� ��� u′′
1 
�� ��	��� ���  ����� k 
�� !����
�� 
�"

�����# ��� $���%�����$# �
�� %����

u1 c =
1

2
− 1

4
+

1

2
· 1
8
= 0.313 , ��	�&�

�
� ����� ������ '
���	
(
������ !
�� �
� �
�)����� 
��� ��� *
������ �
����	 
��� �� ����

+�,�� ���� [
2 −1

−1 2

] [
u1

u2

]
=

[
1
1

]
, u =

[
1
1

]
��	�-�

��� ���� �
� EA ��� ������ +�
��� �����''���# ΔEA = 1#[
3 −1

−1 2

] [
uc 1

uc 2

]
=

[
1
1

]
uc =

[
0.6
0.8

]
, ��	�.�

�
�� ���

K(−1) ΔK =
1

3

[
2 1
1 2

] [
1 0
0 0

]
=

1

3

[
2 0
1 0

]
=: A , ��	�/�


��� u′ = −Au	  ,������������ ����� �
� 0����

u′′ = −Au′ = A2 u u′′′ = Au′′ = A3 u ���	 ��	���

��� ���,�� �� ��� 1������!

uc ∼ u−Au · (ΔEA) +
1

2
A2 u · (ΔEA)2 +

1

3
A3 u · (ΔEA)3 + . . .

=

[
1
1

]
−
[
0.66̄
0.33̄

]
+

[
0.2
0.1

]
+

[
0.1
0

]
=

[
0.56
0.73

]
∼

[
0.6
0.8

]
. ��	�2�

�����������	�
���

(�� ����!�� (�3������
���� !
�� �
� �
�)����� 
��� 
�% ��� 4��5���%��!"
������ 
�������#

K g = j , ��	���

�
� 
�%
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K ′ g +K g′ = j′ ������

��	
� �
� ��
 �
	��� ��

g′ = K(−1) (j′ −K ′ g) . ������

��� 
��	�� ����� j′ ��� ����� 
�
 ��

 
���� ��

 ��
 �����
 � x 
��	� ���
��� !����
� ���"�� �����
 ����#" ��� ���	 �
��
�� $�� ��%� J(u) = EAu′(x)
��� &�
��� 
��� �� �����
 � x �
� ���"� ��
 �����
 � x ��� ��� !����
��
EA → EA+ΔEA� ��

 ���

j′i =
d

dEA
EAϕ′

i(x) = ϕ′
i(x) i = 1, 2, . . . n . ���'((�

$
 �
��)����	�
 *�
� �
���
��	� ��� ��� ��+�
�
������
 ��
 !�
,�����
 ���


N(x) =

∫ l

0

G1(y, x) p(y) dy ���'('�


��	 ��
 ����#" ��� EA ��� -��
�+�
��
 !����
��� ��� ��

 ��

"���.

ΔN(x) =

∫ l

0

G′
1(y, x) p(y) dy ·ΔEA ���'(/�

�
"�-�
 ��
��� $
 ��
 0������
�
" 
�

� ��
 ��� 0��
��
�
 ��� !�
1
,�����
 ���
�
 ��� ������� �	�
�� �� ����
��� �
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�� �	�� �
	����
��
����� 	���������
��� ��� �	� ����� ��� ����������������� 	�� ��� �
�� ������ �	���

��� �����	
�� �
��������

�
	����
�� ���� 
��
������	� �� ��� ������
��� σ = E · ε� 	��� 
���

������	� �� ��� ��������
 ���  ���!������
� �� "��� #�$� ��� �� ���������
���
��%�� �
	����
�� ����� �	��� ���� ���  ���!������
�� ��!� �!��	
	���

%������ ��� 
�	����!� 	�� ��� ��	�� ���	�� &�� '��� �	!� ���� �!���(��� ��
"��� #�$ 	�
��� ��������	���	
� � )βραχυσ * ����+ ����������� ��� ����	���� 	� �������

��� "�	!�,���!����� ��� ��� ���&�� ��� ���� &��
�
����� -����� A ��� B

���� ��� �� �������	 
�� ��� ��
����������� ����������	 ���� ��� ���������� �������
���
 ���������� ��� ���������� ��
������� ��� A ���� B �� ���
�
����� ��
 �
�� ��� �����
��� ��
����� ��
������� �−−− 	 �����
� ���� !"������� #��� ��� $��������������������
�� ��� �����
�� ���
�������� A1 ��
� A2 ������
 ��� ��� �� A �%����
� &�������� 	 ����
�
��� '���� ��� ��
� ��� ���� B ������� ����� 
�� ��� A ���

()*
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���� ��� ��
 ��	�����
�
� σyy �� �����
��� ����
��
������ �
��� �
�� uy

��� ��
������ �
��

 ��
��
���� 	�� �
� �����
���
�

	������� �ν = 0�

�� ������	�
� 	��� 
�� 
�
 ����� 	�� ����������	� 	�� ��	� 
�������
 �������

��� A ���� B ��


� ��� ������ 	����� ������
� ��
 ���� �������� � �� ���	
�� �

�� ��
 ���� ����
 	�� �!�"��
� #��� 	�� �
 ��������
�� "�
 $��� �!��
�

���	��� 	�� #��� ��� 	�
 ��� �
 %����� 
�������
 ���� &�������	�����


������ ��	�
 ��� ��� ��������
 ���� ��
�� ������ �������

&������ ������
�� ���� 	�� ���
����� 	��� 	�� '�
����� ���� 
�������


������� ��� ��� 	�� &�������"���� ��� �
�� ����
 (���� �� ���	 ��)� ��	 ��

�*��
 	�� ���
����� +����������� uy 
�
 ����	���� ���,�
 -.�
/�-� ����	����

���,�� �
������ ��� 	�
 (�������	 ������ ��	 	��� �!��
 	�
�
 ��
!����� "�

����	���� ���,�� �/�������� σyy�

���
 %�
� ���
 
��0 	� ��
 	�� �
 �
������� ���� ���� ��� ��� �
���
��������� ��	 ��� ���
 %�
� 	�� �������������� a = dv/dt ��
� ��
 ���



��� �����	
�� �
�������� ���

���� ��� �� ������� ��� ����� ����������� 	������ �� �� ������ ������ ��� ����� �
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���������� 	
� �������
�� ε = du/dx �����
���� ���� 	
� �����
�� κ =
d 2w/dx2 ����������
��
�� �
�� ����
�� �
�� 	��� 
��� ��
� 	
�  �
��!"���� #$���� 	�� %�����	

dx = 0 ������� ��
 �$�� �$ ���
��� �
��&'�
�� du 	
� �������
�� 
���	�
��
��$�� du/dx = du/0 = ∞�
�
�����"� 	������� �
��� ���� �
�� 
� �
��� �
��� �
��� ������ �
� ��
��

�
�������� 	��� 
� �
��� �$����� �
��� 
�� 	��� 	�� �����
������
���	

�
R �
�� 
�	 �$�
� 	�� �������� κ = 1/R 
���	�
�� ��$��

-

���� ��� �����	
����
��� �� �� ������ �
� ����	��� ��	� ����� �� �� ����	�� ������ ���

������� ��� �� �� ��� �� �
��� ��� !�����
��� V = M ′� �� "��#����������� ��� ���

!�����
��
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 	������� ���� ��
 �
� ���� ����� ����� �������� ��� ��
 ���
����
�� ����  �! ������

��� "
������	������ �
� ���������#���� ��� $� ����� ��� ����� �������
����� 
������ �� 

 ��#%�� ���� ��� &��������� ���� ��� &�������� $� ���
'�������� ��
 "
�����
 �
�

V =
dM

dx
, ( �)*


�� ��

 ��� +�������
������� ��
 "
�����
 ���
������� ,��� ��� ��
 ������
-��������� �����
 ���� ����� �� ��
 ��%��� ����� ������.���� ���� ��� ���
+������� ��
 "
������	�������
 �������� ��
% ������ ��� ����� ��� &����
������

/� ��� 01��� �� ��
��������� ������ �
 �� 2������ ���� ��� ���� -�����
����� ���� ���� ���������� �.���� ��� ���� �� ����  �3� ��� ����� '�
����
h ��� ������ -��������� ��� ��� &�������� ��� ,���

V =
ΔM

h
( �4*

��� 

 ���� �.� h → 0 ��� &�������� ��������� ��
%�

��� �������	����

5�� 
��� 
�������� +��������� ��� 6��
��� 7����� �
 �� ��� ��
�����
������

��� ����� �
 �� ��� "���������87 '��� �
 ���� ���� +������
�� �
 �
 ����
�
�� ����� 
�� ���������� ��� ���� ���� ���� 0���������� P = 1 �� ��� "����
����� +������ ��������� 
� ����  �9 ��

���� ��� �����	
��
� ��� ����� ������� ��� ��� ����� �	����� ��� ����� �	���� ������� ���
����
��
�� �vn� ���� ��� 1/r� ���� ���	 w ��� ����
����  ���!��	 ��� ����
��
�� ���� ���
w = r2 ln r ���� �" ���
� r = 0 ���	���# vn ��� ��� $�����%&�����
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���� ��� �� 	�� 
�����
� ������ ��� 	�� ��	��� r ��������� 	��� ����
��� 	�� ���� 	�� ����� �������������� ������������ ���������� 	�� ���
�����
������� 

!� 	��� ��� ������� �� ������� ������ ��� ����� �������� ��� ��� ����
	�� ����������� ������������ ���	 ����� 	�� ������������ ����������� ����
	��� 	�� ������������ ��������� � �� ���� 	�� ��������� ���� �� �������� "��
S 	�� ��������������� �� 	�� ��������

S =

[
σxx σxy

σyx σyy

]
, #$ %&

	��� ���'�� �� ����� ������� ��� 	�� ��������������� n = {nx, ny}T 	��
���������(�
���

t = S n =

[
σxx σxy

σyx σyy

] [
cos ϕ
sin ϕ

]
��� 	�� ����������� #$ )&

��	 	�� *������������ (�������� 	��� 	�� "������� 	�� ���������(�
���� ����
	�� !����� 	�� ������� Γ ������ 	�� +�������� ���� 	�� �� "����� 	�� �������
���
�� ����

∫
Γ

t ds+ P · e1 =

∫
Γ

[
tx
ty

]
ds+

[
1
0

]
=

[
0
0

]
. #$ ,&

-�� ���� ��� ����� 
������ ���	��	�� ��	���� r → 0� 	�� !����� 	��
�������� U = 2π r� ����� ���� ��	 	���� �� .�	� 	�� "������� 	�� ��������
����� ���������� ��������� 	�� ���� �/ ������� ���� ���� tx ��� −1/(2π r)
(��������

lim
r→0

∫
Γ

tx ds =

∫ 2π

0

tx r dϕ = −
∫ 2π

0

1

2π r
r dϕ = −1 , #$ $&

��	 	���� �� 	�� *������ r → 0� ����	���� ���0 ���	��� 
1����2 !� ���(��� (��������� ���� 	�� 
�����
�3 4��� ��	�� ��� �������

��	�� ��� 	�� 5����������� ����������� ������ ��� 	�� .���������� ������ 	��
6���	����������� ν = 0� 	��� �7��� 	�� 4������ εxx = 1/E · σxx ��� (��
	�� ������������ �������� �� ��	 �����

σxx = − 1

2π r
= E · εxx = E · ∂u

∂x
� −1

r
#$ 8&

������ 	��� ���� 	�� ����������� 5����������� u ��� − ln r (���7��� ���� 	���
	�� ��������
���� (�� −1/r ��� 4��� ��	������ 	��� 	�� 5����������� ��

�����
� ����	���� ���0 ���	� 	��� − ln 0 = ∞ 

.� ���� ����2

� ����� ���
�	� �� �� ���
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• ��� �����	��� ������ ���������� ������ ����� ���� ��� �������	 �����

��� ��� ������
� �����	��� 
��� ������� �� 
���!
• "��
�	���� #$ "��
�
�����% 
&���� ���� ����� � ����� ����� ������	���

��� '�� 
��� ���� 
���� (������������ ��� �� ����' "��
�	���� ���)
������ ��!

*�� 
��� '�� � ��� �		 �����' �� +�����  �� ����� ,�)-��������� .�����
������	��� ��� ���� .������������� ����� ����� ��! /�� ���0

��� 1����	� (&���� ��� �����	���� ���� ��� ,�)(&���� 
���� �2�
�� (&����
���! 3� ����' (����
����� ���� ��� 4������� ����� ui = 0 �� ��� +�� ��		�
� �� ��� ���� ������	�� .������ ��� ��� ��
���  ������� �! -�	� 5!5� ��� 
����
������ �����	
�����!

3' �������
 ����� �
�� ���� .�����
���� fi� � �� ��� ��� ���� ���� ������)
������ 6�&��� ���� �7����	���� .�����
����� ��� ���		���������� ��� ��� 
�����
8�	��
����� 
�� �� -�	� 5!5 �����! �� ���� (�����
����� 	���� ��� �	�'���
��)
��� ��� ,	�����
������ ��� ��� ����� � �������! ��� 9��	�� �� -�	� 5!5 ����
��� ��:����������� ,	�����
����� ��� ,�)(&���� ��� �	�'���∫

Ωe

(p2x + p2y) dΩ . #5!;%

���� ��� ��	��
��
�� � �	�����
��
�� � ������
��
�� ���� ����� �����
������ ��� �	��
����
��
�� ph ���� � � !"�� ���� #������	�$ %	�� &��'($ ��� ���� ��� )��	�� �� ��� �	�������$
��������		�� ��� ������
��
�� ����� ��� �	� *
��	�
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 ���� ����
 �
����
 ��
����  �

��� �� ���	� ��� �
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� ��
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 � ��
 ���
�������� ��
��	
�����
��	
���� ��
 �� ��� !����
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�� ������	
 ��
 ��������������� 
��
���������������� ��
 �����������

�� ��� ������ ��	��� 
��	��
 �	���� ������ ����� �	� �	� �����	�� ���
����	����	��	�� ��� ��������	� ��� ��� ������ ���������� �����	��� ��� ���
��	
	��� �	������	�
�
�	����� �����
�	���� �� �	��� 
��	��
 �!

�� �	� �	�
�
�	������� ��� �������	���� ��
���� "��������	� 
���# ��� ��� ��! ��
��	��� �	���
	������ ��
���� ���������� ��� ���� �	� $����	� ��% �	� �
�	�
������� ��� &
�������������� ��������� �� �	�� �	� ����	��� ���� ����
�'
�(���� �	� ��� 	 &!
������ ���� %������

��� ������

�	� )��
�	���� ��� ���������� �����	��� ���	��� �	� ��*!� ��% ��� ����	�
�

�� ��������	!�' �	� ����� 	� ���	 ��� ���	 �	 ���	!��� �	� �����
�∫

Ω

u,xi
δu dΩ =

∫
Γ

uni δu ds−
∫
Ω

u δu,xi
dΩ "+�,#

���' �!��	 ni �	� i��� 
! �!����� ��� -!� �
��*���!�� n  	� |n| = 1 ��%
�� .��� Γ 	���
��� ����	��� �	��� ���
������	��� &����	!� u 	�� �	� /���!� ��� ��� ����

�	��� �	��� *���!�����	��� &����	!� u = {u1, u2}T 	�� �	�� 0���	1'

∇u =

[
u,1
u,2

]
∇u =

[
u1,1 u1,2
u2,1 u2,2

]
ui,j :=

∂ui

∂xj
. "+�2#

��� %!� �
� �������3�� �	���� 	�� ��� 4�����!� �	*' ���� �	� �	*������ �	���
 ���	1�����	��� &����	!� 	�� �	�� *���!������	�� &����	!� ��� �	� �	*������
�	��� *���!������	��� &����	!� q = {q1, q2}T 	�� �	�� ���
�������	�� &����	!�

�	* S =

[
σ11,1 +σ12,2
σ21,1 +σ22,2

]
�	* q = q1,1 +q2,2 . "+�5#

�	� %!
����� �����	��� *����3�%� �	��� ��	��� 4�����!���∫
Ω

�	*S • δu dΩ =

∫
Γ

S n • δu ds−
∫
Ω

S •∇ δu dΩ . "+�6#

���



��� � �����	
� �
� �
��������
���� ��� ������
	�������� �
� ����
��
��


���� S �������	�
� 	��� S = ST � 
��� �	��∫
Ω

−
	�S • δu dΩ +

∫
Γ

S n • δu ds =

∫
Ω

S •∇ δu dΩ

=

∫
Ω

S •
1

2
(∇ δu+∇ δuT ) dΩ �����

��� 
�� ������� ��� 	��
������ 
����������� ��� �	�� �
��	�� 	��� δAa = δAi�
���� ��� δu ��� �	������� �����
���� 	��������	����

���� �����	�� !����	 ��� u ������� 
�� ���	
��� "����∫
Ω


	�u δu dΩ =

∫
Γ

(u •n) δu ds−
∫
Ω

u •∇δu dΩ , ���#�

��
 ��	 �	�
	����	 ����� $� ������ �	�
 
	� % ()′ ��
 ∇ = ()′ 
�������

∫ l

0

u′ δu dx = [u δu]l0 −
∫ l

0

u δu′ dx . �����

���� ��� �	�
 ����������� ��� ��
 �	� $���� ����&�	
���� 
�� �������� '

��� &�	�
��� &��	 ���� ���

f •u = fx ux + fy uy . ���(�

)��������	
� �����&�� �	� ��
� 
	� * ���	 � f •u = fTu� +�� $���� ��'
&�	
���� ��
� 
�� �������� 
��� &�	�
��� &��	 ,���	&��� �	� ���� 
��
���&�������' ��
 ������������� �

Ai =
1

2

∫
Ω

E •S dΩ

=
1

2

∫
Ω

[εxx σxx + εxy σxy + εyx σyx + εyy σyy]︸ ︷︷ ︸
�������� 
���

dΩ . ���-�

.� 
�� /	������� ���
�� 
���� ��
� 
	� 0�&�	
������� �����&�

E •S = �� (E ⊗ S) = E : S ��� % ���
�� , ���12�

� ��	 E ⊗ S 
�� �����
� ������
 
�� ��	
�� 3��� ��� E ��
 S ��&�	
�����
+�� 
	����� $� 
��� &��	�� ���� ��� 	�� �	�� ,���	4

f ⊗ u =

[
fx
fy

]
⊗
[
ux

uy

]
=

[
fx · ux fx · uy

fy · ux fy · uy

]
= A ���11�

�	� aij = fi · uj ��
 
�� "��� 1�
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������
� ����
��
��
 ������ �
��
� 	�� ���
��� �
�� ��
 ��
�
��
�"��
�� EI� �
� �����#�
�$

������� As ��� �
� ���������� G ����� �
� �
��
�� �����
�� �����
%�
 ���
�
�
� ���� ��
 %������
���� w ��� ��
 &
���
���� θ '�� ����

(�)*�
%
� ������
�
��
 �+��
� �
��
�� 
�� �
� ,�
������
�

&
��
�����
� θ′ − κ = 0 w′ + θ − γ = 0 '(�)-
*

.
�
��
��
�
�� GAsγ − V = 0 EI κ−M = 0 '(�)-�*

,�
����
	���� M ′ − V = 0 −V ′ = p '(�)-�*

��
�

−EI θ′′ +GAs (w
′ + θ) = 0 '(�)/
*

−GAs (w
′′ + θ′) = p . '(�)/�*

%
� �+��
� �
�� 
�� ��
 0�	
����� 
��
� 1!
�
���� −L 
�� ��
 �
����	
�$
���
  ������� u = {w, θ}T �
�
�
� 	
��
�� %�
 ���
�����
 
���
 ,�

����

2�
������ �
��
�

� (u, δu) =

∫ l

0

−Lu • δu dx+ [V δw +M δθ]
l
0 − a(u, δu) = 0 , '(�)3*

	��
�



��� � ������	
 ��
 ��������������� 
�� ���������������� ��
 �����������

a(u, δu) =

∫ l

0

[V δγ +M δκ] dx

=

∫ l

0

[GAs(w
′ + θ) (δw′ + δθ) + EI θ′ δθ′ ] dx ������

��	 
	��
	��������
	�	���	 �
��

��� ������	 
�	���
�

��	 ���

�� ��	������ �	
���	��� ���� ��	 �������	���� u(x) 	��	� ����	�

�����	� �	 ���� ��!���	 	��	
 �����
 p

−Δu(x) = p(x) u = 0 ��! �	 "��� Γ . ����#�

��	
	 ��$	�	�������	������ ���� �� 	�� %&
�	 	�
�	� '������

∇w − σ = 0 (2) �������

−���σ = p (1) �������

!(� )�	� *�������	�+ u ��� σ ��	� v = {u,σ}T ��!�	
����	� �	��	��
,� ��	
	 %&
�	 �	�-�� ��	 .�	����/�

� (v, δv) =

∫
Ω

[(∇w − σ) • δσ − ���σ δw] dΩ +

∫
Γ

σ •n δw ds

−
∫
Ω

(∇w • δσ +∇δw •σ − σ • δσ) dΩ︸ ︷︷ ︸
a(v,δv)

= 0 . ����0�

,�� 1�
����
��	������ ����#� �	�-�� ���	�	� ��	 .�	����/�

� (u, δu) =

∫
Ω

−Δu(x) δu(x) dΩ +

∫
Γ

∂u(x)

∂n
δu(x) ds− a(u, δu) = 0

����2�

 �� �	� 
	��
	��������
	�	���	

a(u, δu) =

∫
Ω

∇u(x) •∇ δu(x) dΩ =

∫
Ω

(u,x1
δu,x1

+u,x2
δu,x2

) dΩ . ���34�

��� ��	 ���	��	���	������

��	 ���
�������	� ��	������	� ����	� �� �	� "	��	�!���	 �������������
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��� ��� ��	��
���
���	��� ���

E(u)−E = 0 �������

C[E]− S = 0 �������

−	
�S = p , �������


���
 E = [εij ] ��	 S = [σij ] 	�� ������������ ��
� ��������������� �
�	
��	 E() 
�� 	�� ��������

E(u) =
1

2
(∇u+∇uT ) =

1

2

[
2u1,1 u1,2 +u2,1

u2,1 +u1,2 2u2,2

]
. ������

�
� 	�� ��������

C[E] = 2μ ·E + λ (��E) · I ������



�	 	�� ��������������� S ��� 	�� ����������������� ����������  � 
��

λ =
2μ ν

1− 2 ν
��E = ε11 + ε22 ������� ����!�

��	 I 
�� 	��  
���
�������� � 
���
������
"��
#�� �$���� ������� %��� ��� �&� 	
� '�
��	��� �
��� ��������� A() ��(

	�� )�
�&� Σ = {u,E,S} &���� ��	

< A(Σ), δΣ > =

∫
Ω

(E(u)−E) • δS dΩ +

∫
Ω

(C[E]− S) • δE dΩ

+

∫
Ω

−	
�S • δu dΩ ����*�


�� 	��� 	
� �����+�
�� �
����&&� '���
� �
� δΣ = {δu, δE, δS} �&� ,�
����&&��
����-�%���, �	�� ������ �&� 	�� ,)���(�&	,�
#�� .��%� • ����
����� �
�� 	�� �%�&�����	�%� ��� �
�
 ����
���

S •E = σ11 ε11 + σ12 ε12 + σ21 ε21 + σ22 ε22 . ����/�

0�� S ∈ C1(Ω) �
�� �$�����
���� ����
" ��	 δu ∈ C1(Ω) �
� ��&
��
���
������
������(�&	1 	��� �
&� 
���� 	�� 2���&� 	�� ����
�&&�� 0�������
��∫

Ω

−	
�S • δu dΩ = −
∫
Γ

S n • δu ds+

∫
Ω

S •E(δu) dΩ ������

��	 �
� 	
���� 3
&(����� (�&��

< A(Σ), δΣ > =

∫
Ω

(E(u)−E) • δS dΩ +

∫
Ω

(C[E]− S) • δE dΩ

+

∫
Ω

S •E(δu) dΩ −
∫
Γ

S n • δu ds . ����4�



��� � ������	
 ��
 ��������������� 
�� ���������������� ��
 �����������

��� ���� ������	�
�����
� ��
��
 ����
 ��� ��������� C[E] • δE = E •C[δE]
��
� 	�������	��� ��
�
�������

a(Σ, δΣ) : =

∫
Ω

(E(u)−E) • δS dΩ +

∫
Ω

C[E] • δE dΩ

+

∫
Ω

S • (E(δu)− δE) dΩ , ������

��� ��� ��� ����	�
�����
�	�
�����  ��	���
 Σ �
� δΣ 
�

�
�
����� 
����� ��� ��	�� ����
	��� !��
���"� ��	 #$������	 A(Σ)

� (Σ, δΣ) =< A(Σ), δΣ > +

∫
Γ

S n • δu ds− a(Σ, δΣ) = 0 , ���%&�

��	 ��� �

�	 �������' �
	��	�
���� ���� ��� ���� ��� �	��
 ' ��
���
��	 ��	��� A(Σ) �(� ��	 )��$�
 Σ = {u,E,S} ��

 ��
 
�
 ��� ��


��	��� �(� ��	 *��	������
�	��
� u �

��
 ���� ����
' �
��� ��
 ��� �
��+
���
��
 ����,�� �
��
�
��� ��
	�� �

−Lu := −[μΔu+
μ

1− 2 ν
∇ ��-u] = p . ���%,�

.� ���	�� #$������ ���/�� ��� !��
���"�

� (u, δu) =

∫
Ω

−Lu • δu dΩ +

∫
Γ

τ (u) • δu ds︸ ︷︷ ︸
δAa

−
∫
Ω

E(u) •C[E(δu)] dΩ︸ ︷︷ ︸
δAi

= 0 , ������

��	
� τ (u) �

 ����������
���
 S n �
� �
��
� u ��� �
� ���� Γ ����
�
� 
��

 ��
 ����� 	
����
�
� ���
�	
 ��� ���� Γ = ΓD ∪ ΓN

−Lu = p τ (u) = t̄ ��� ΓN u = 0 ��� ΓD ������

����
� ���� ��� ������� ��� 	��
������ 
�����������  �
�� δu = 0 ��� ΓD ��� 

� (u, δu) =

∫
Ω

p • δu dΩ +

∫
ΓN

t̄ • δu ds

︸ ︷︷ ︸
δAa

−
∫
Ω

E(u) •C[E(δu] dΩ︸ ︷︷ ︸
δAi

= 0 .

����!�
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�
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 ���
�	
 ���� ��
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�

��
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� �
� )���
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����
	���
� ϕi ��� ϕj  ��
 *� �
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+

����
	�����
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 ���� ���� ��� ��
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��� ��� ��	
���
��� ��
��� �����		��� ���

kij =

∫
Ω

E(ϕi) •C[E(ϕj ] dΩ . ������

��� ��� ��	
���
��� ��
��� �����		���

��	 �	
�� �
���������
 ������ ��	�
����������� �����
 �	� �
�����
��
��

���	
��
��


K −K(w) = 0 �������

C[M ] +M = 0 �������

−�	�2 M = p , �����
�

��� ��� �	� �
��
��
� �	
��  �������� A() ��! ��� "�	��� Σ = {w,K,M}
������
 �����
 #�

�
$��  �������K() �
����
�� ��! w �	
� 
��%��	
� �	� &��	��
 ����	��
��


�'��%((�
��
'�

K(w) =

[
w,11 w,12
w,21 w,22

]
. ������

)	� ����	����� *
������	�
 ���+�� (�
 (	� �,((���	�
��
 )���	&�
 M ∈
C2(Ω) �
� -�
#�	�
�
 δw ∈ C2(Ω) ��� .�������

∫
Ω

−�	�2 M δw dΩ = −
∫
Γ

(Vn δw −Mn
∂δw

∂n
) ds− [[Mnt δw]]

−
∫
Ω

M •K(δw) dΩ , ����/�

����	 �	
 "�
����
���	���	���

Vn =
d

ds
Mnt +Qn Mnt = Mij ni tj Mn = Mij ni nj Qn = Mij,i nj ,

����0�

�
� n = {n1, n2}T �
� t = {t1, t2}T �	
� ��� 1��(���
2 �
� "�
��
��
��#2
��� ��! ��( .�
� �3���	�� (	� ��� 4+
�� 5��
$�� 6,���( ������� #�

 (�
 ��� �	� �
��
��
� �	
��  �������� A() ��!

��� "�	��� Σ = {w,K,M} ����
 �
�

< A(Σ), δΣ > =

∫
Ω

(K(w)−K) • δM dΩ +

∫
Ω

(C[K]−M) • δK dΩ

+

∫
Ω

−�	�2 M δw dΩ ���78�



��� � ������	
 ��
 ��������������� 
�� ���������������� ��
 �����������

��� ���� ��� �	
���
�
� ����
	�
� ��� δΣ = {δw, δK, δM} ��� ���
�	����

��

���	�
��

��� �
�� �����������

��� �� ������ �	��
	���

a(Σ, δΣ) =

∫
Ω

(K(w)−K) • δM dΩ +

∫
Ω

C[K] • K̂ dΩ

+

∫
Ω

M • (K(δw)− δK) dΩ , ���� !

������ ���� �"����
����� #������
$%
� 	�� �% &�
��� &�
 �	$ ��� '������(�

� (Σ, δΣ) =< A(Σ), δΣ > +

∫
Γ

(Vn δw −Mn
∂δw

∂n
) ds+ [[Mnt δw]]

− a(Σ, δΣ) = 0 ����)!


�$��
��
��� *"��%�

[[Mnt δw]] =
∑
i

Fi δw(xi) ����+!

����� $�
 ��� ��
�	����� �
���� ��
 ,���
($�� Fi� ��� ���� -� �	� ��� *.
��
��
��� /%
��%���%���� Mnt �� ��� ,���� xi ��
�������

��� *"���� A(Σ) $�
 ��� /
�.�� Σ = {w,K,M} ���� ��� �	� �	$ ���
*"���� $�
 ��� �	
�����
	�
 w ������ 
��	���
��� ����� ��� ��� ������	�
��
���+0�! ���������
 ��������

KΔΔw = p . �����!

1	
 ������ *���� 
���
� ��� '������(�

� (w, δw) =

∫
Ω

KΔΔw δw dΩ ++

∫
Γ

(Vn δw −Mn
∂δw

∂n
) ds+ [[Mnt δw]]︸ ︷︷ ︸

δAa

−
∫
Ω

K(w) •C[K(δw)] dΩ︸ ︷︷ ︸
δAi

= 0 , ����2!

��� ��� ������� ��� 	��
������ 
����������� ��&� ��� ������� ��� 	��
������

����
� $%
�	���
�� 3�� ��������
��(������ ���

� (w, δw) =� (w, δw)−� (δw,w) = 0 ����0!

��
 ��
� 	�� ��

� �
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�

��� ��
 �

�
���� ��
� ��� ��
����	 �� ��
�� !����� 
����� ��
 "�����	 ��

�� #�
�� ��� ��� ���� 
���� 
�
� ������
$ ���� �� #�
� ��
�� !����� 
���

��
 "�����	 ��
 ���	������ 
��� %�����
�����
�� mxy �����
$ ��� ��� ���

����� � ���&��
 ���� ��
�����
�
� ��� %�����
�����
�� �����
 ��� ����
�
�����
������$ ��� ��
 �������� �
 ��� !����� 
������� ��� �
� ��

 '��������
(� 
��� ����������

 ���&��
 )�� ��� ��
����	 ��$ ���� ��
�����
�
 ���� ���
��
����	 �� *��� �����
 +�������	 ��
 
�

� ��
 ��
 �����������	


vn = qn +
d

ds
mnt . ,-�.-/

0��� �����
 n �
� t  �� ��� #�����

�
 
����� ���� ��

�
���� ��� #�
�$
���$ ��

 ��� #�
� ������
��� '���	� �$ ��������

vy = qy +
d

dx
myx ,-�.1/

����$ ��

 �� '������� '���	� �$

vx = qx +
d

dy
mxy . ,-�.2/

3�

 ��
 ��� %�����
�����
� �
 4���
��
 �
 
�
�

������ !���� '�

5�
�����	 ��
 ��6&��$ �� 7��� -�8$ ��

 '������� ��
$ ���� 
�� ��� +������
���� ��� ��
���� ��� %�����
�����
��� �	

� ��� #�
��� �������� �����
��� ��� �
� ����� ���� �
 ��
 ���
�
 4������

�
 ��� �������

 '�
 mnt

�
 ��� ��� ������

 ������ ��� +������ ���� ��� ��
���� �	���$ 
���� ���
0&�� '�
 mnt� �
 ��
 5���
 �������
 ���� ��� ��	 �� ��� ��� +����
�

 ���
%�����
�����
�� �� ��
 5����	 ��
 F �� �

�
 ��

��*�

��
 #	
���
 ��� qn = vn$ ���� �� �	

� ������� #	
��� ���
�
%�����
�����
�� mnt 
���� �
  ����
 #	
���
 ��� ��� ������������� 
���$



��� � ������	
 ��
 ��������������� 
�� ���������������� ��
 �����������

���� ��� ����	��
� qn ��� ��� 
�������� ��� mnt ������ ������� ����� ����
����� ��� ���� ����� ��� �����

��� ���
������ ��� �������������� ��� ����� ��� ������
�� ����� ����� 
	��� ����������� ������� ��� ������������� ��� ����� ��� ���
�� ��� 	��!� 
����� �� w ���� "�� ��������� ���� ��� #�������"�������������� ����� $�����
��� ��� ������������� 
��������� "����� ���� ��� ����� ��� ��� ���� 
	��
�% ��� 	��� ��� �� ��� ������ #��������� &������'� ��� $���������������
−KΔΔw = p �������� �� ()�*+, �� --*�

.��� ��� #����������
∑

j kij = fi ��� /����� �������� ��
 ��� ������
#��������� &������'� ������

� (wh, ϕi) = fi − kij = 0 ()�+0,

�� ��� !� ��� ������������� ������ ���������� ��� '1���������� ������	�'
��
fi ��� �������������� ��� /����� ��������� ������� ���� ���� ��������

��� ��� ���	
������ �
���� ��������������
���

��� ��������� ���� ��� ������������ ��� ��� 2����������� �� ��� ������

�����

w(x) ϕ = {ϕ1, ϕ2} . ()�+3,

��� �����4����� 2����������� ��������� ���� ���'5

E(ϕ)−E = 0 (2×2) ()�+6�,

ε(ϕ, w)− ε = 0 (2) . ()�+6�,

��� 	������������ #���������� ����

C[E]−M = 0 (2×2) ()�+-�,

a ε− q = 0 (2) ()�+-�,

��� ��� #�������"���������������� ������

−���M + q = b∇ p (2) ()�+*�,

−��� q = p (1) . ()�+*�,

�� ���

E(ϕ) =

[
ϕ1,1

1
2 (ϕ1,2 +ϕ2,1 )

�7�� ϕ2,2

]
ε(ϕ, w) =

[
ϕ1 + w,1
ϕ2 + w,2

]
()�++,

���

C[E] = K (1− ν)E + ν K (��E) I . ()�+8,



��� ������	
��
 �
�
��
���	�	 ������ ���

��� ��������� 	�
���

K =
E h3

12 (1− ν2)
a = K

1− ν

2
λ̄2 b =

ν

1− ν

1

λ̄2
λ̄2 =

10

h2
. �
��
�

����� ��� ��� �	����
���� ���������� ���� ���� ����	� ��� ��� ��	�����
����������	�	����
��������� ��� ��� ����  �������� w,ϕ1, ϕ2

−��!C[E(ϕ)] + a ε(ϕ, w) = b∇ p (2) �
��"��

−��! (a ε(ϕ, w)) = p (1) . �
��"#�

$
 ������ ������ ���%�� ��� &��������

� (ϕ, w; ϕ̂, ŵ) =

∫
Ω

[−��!C[E(ϕ)] • ϕ̂− a ��!(ε(ϕ, w) ŵ dΩ

+

∫
Γ

(C[E(ϕ)]n •ϕ+ a ε(ϕ, w) •n ŵ )ds− a(ϕ, w; ϕ̂, ŵ) = 0

�
��'�

��� ��� ������������� (�	���������

a(ϕ, w; δϕ, δw) =

∫
Ω

(C[E(ϕ)] •E(δϕ) + a ε(ϕ, w) • ε(δϕ, δw) dΩ . �
�)*�

��� ������	
��
 �
�
��
���	�	 ������

��� (��������+�,��� EI 
�� -��������+�,��� EA 	���� ��� (�	,��� ����
,������� 
�� ��� �����,��	����� 	�
��� px 
�� pz� ���  �������� ���� ���
-����!�������#
�� u 
�� ��� �
���#���
�� w� ��� ��� �
 v = {u,w}T
�
������������ ,����

ε = u′ +
1

2
(w′)2 κ = w′′ �
�).��

N = EAε M = −EI κ �
�).#�

−N ′ = px −M ′′ − (N w′)′ = pz . �
�).��

����
� ����#� ���� ��� ��	����� ������ !�� ����������	�	����
���� ��� u 
��
w

−EA (u′ +
1

2
(w′)2)′ = px �
�)/��

EI wIV − (EA (u′ +
1

2
(w′)2)w′)′ = pz , �
�)/#�

���� �� ����� ��0�� 1�����2���������1 3���
��



��� � ������	
 ��
 ��������������� 
�� ���������������� ��
 �����������

−N ′ = px �������

EI wIV − (N w′)′ = pz . �������

	
 
��

N = N(v) = EA (u′ +
1

2
(w′)2) , M = M(w) = −EI w′′ , ����
�

��� Lv ��������� ��� ����� ����� ��
 ������ ��
���
� ���� ��

� 
��� ��

������
�������� ������
  ��������� !������� "�� #���� ��
��������

∫ l

0

Lv • δ v dx =

∫ l

0

((Eq1) · δu+ (Eq2) · δw) dx

=

∫ l

0

[(−N ′ δu− (M ′′ + (N w′)′) δw] dx

= −[N δu+ (M ′ +N w′) δw −M δw′]l0 + a(v, δ v) , ����$�

"����

a(v, δ v) =

∫ l

0

(−M δw′′ +N (δu′ + w′ δw′)) dx

=

∫ l

0

(
M(w)Mw(δw)

EI
+

N(v)Nv(δv)

EA
) dx ������

��� %���
��"������
������� �
�� ��� "�� �� �"����� &��� ����� '�������� ���
���������	
�����
�� (�� M ��"� N � )*�+�

Mw(δw) = [
d

dε
M(w + ε δw)]|ε=0 Nv(δv) = [

d

dε
N(v + ε δv)]|ε=0 ������

��
�������� ������ ,�� ��
�� -����
��� !�������� ������ 
����

G(v, δv) =

∫ l

0

Lu • δu dx+ [N δu+ (M ′ +N w′) δw −M δw′]l0

− a(v, δ v) = 0 . ����.�

��# ���
�� -���������� ������ ��� &������ !!� /������ ��� '������ ��� �
�
�
 
�� ��

 ��� (�� ����� ���
������ 0��������#� N ��
����� ��� ����� ��

������� ���������� "���� 
� ��

 
��� ��
 ��
��� ����*�� ��#

−EAN ′ = 0 ����1��

EI wIV −N w′′ = pz ����1��

���������� ��
� �� ��� ������� ��
����� ��� �������� -�������� ��� &������
!!� /������ 2���� �������
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��� �����	����
� ���	
��� �� ���
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����	�
���
��
 ��	��
� 
�� ��
� 
��� ���� �	�����
��
 �
����������
� ��� �	����� 
�
��
 ��������
 ��� ����� �
����������� !���� ��� "� #$%�#$& �
 '$()�

���� �
�
��
���	� �����
�
�����
��	
�

*
 ��� +��,	� {u,E,S} ��� ��� +�
��� E ��� ����
�!����
�� -�������
���
��
��� �
� S ��� ��� ������ ���	��.������/ ",�

�
����
���� 0�� 
����

�
� ���� ��� 1������	 �2,���	������� ���� ���� �� ���� ��
� -�������
���
������
��
����
 W ������� ���� S = ∂W /∂E�

*
 ��� ����
���� ��
 -�	���
	����
 p ��
 �� ��� �	�������� 3����
� Σ =
{u,E,S} �
 4���� ��
�� x ��� �
���������
 .5�,��� ��� "2����

E(u)−E = 0
1

2
(ui,j +uj ,i +uk,i uk,j )− εij = 0 67�78�9

W ′(E)− S = 0
∂W

∂εij
− σij = 0 67�78�9

−���(S +∇uS) = p −(σij + ui,k σkj),j = pi 67�78�9

��� ,����
��
 -���������
����
�����
��
��
 u = ū ��� ��� +��	 ΓD ���
:�
��� �
� ",�

�
����
�����
��
��
 t(S,u) = t̄ ��� ��� �
����
 +��	
ΓN ��� :�
��� �����

t(S,u) := (S +∇uS)n 67�7;9

��� ",�

�
�������� �
 ��
�� :�
�,�
�� ��� ��� 
��� ��<�
 ����������

:�
�
����	�
 n ����

"2���������� ",�

�
����
����
 S ��
 ��
 ��� *��
���
�∫
Ω

−���(S +∇uS) • δu dΩ

= −
∫
Γ

t(S,u) • δu ds+

∫
Ω

Eu(δu) •S dΩ , 67�7$9

�����

Eu(δu) :=
1

2
(∇δu+∇δuT +∇uT ∇ δu+∇ δuT ∇u) 67�7#9

��� ������= ��	����
� ��� +�
���� E(u) ����

d

dε
[E(u+ ε δu)]|ε=0

= Eu(δu) . 67�7>9
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��� ������ �	 
�� ����� ������
�� �
������� 
�� ������	�� A(Σ)� ���	 
��
������� �������� ���
�������

� (Σ, δΣ) = 〈A(Σ), δΣ〉+
∫
Γ

t(S,u) • δu ds︸ ︷︷ ︸
δWe

− a(Σ, δΣ)︸ ︷︷ ︸
δWi

= 0 , ������

 	���

〈A(Σ), δΣ〉 : =
∫ l

0

(E(u)−E) • δS dΩ +

∫
Ω

(C[E]− S) • δE dΩ

+

∫
Ω

−
�!S • δu dΩ ����"�

#�


a(Σ, δΣ) =

∫
Ω

(E(u)−E) • δS dΩ

+

∫
Ω

(W ′(E)− S) • δE dΩ +

∫
Ω

Eu(δu) •S dΩ . ������

$�� ����� ������ %���
����#�&�'	��#����#�&� ��� 
�� ����� �#� u ��&�������
 ��
� Σ = {u,E(u),W ′(E(u))}� #�
 ��� 
�� (��
��
��&#�& δu = 0 �#'
ΓD� ��
#)���� ��
� 
�� ������ ������ �#'

� (u, δu) =

∫
Ω

p • δu dΩ +

∫
ΓN

t̄ • δu ds−
∫
Ω

Eu(δu) •S dΩ = 0 , ����*�

 	��� S = W ′(E(u))�
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#� x ��
� 0���� ei �
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#� y ��� ��� ���
���
����	�
 ν = {ν1, ν2}T ���
0��.�
�
��
$ 5+67$ !	�� '8�9*$

Tij(y,x) = − 1

4π (1− ν) r
[
∂r

∂ν
((1− 2 ν) δij + 2 r,i r,j )

− (1− 2 ν)(r,i νj(y)− r,j νi(y))] '9�9:*

���

r,i :=
∂r

∂yi
=

yi − xi

r
. '9�6 *

(���� ��� 4

#� y �
� ��
�� 0���� ��� ,���
� r 
� x$ ��

 ��
� ��� νi 

�
��� r,i �	����

ν1 = r,1 = cos ϕ ν2 = r,2 = sin ϕ , '9�6�*



� ����� ��	� �
� ��� 0����

∂r

∂ν
= ∇r •ν =

[
cos ϕ
sin ϕ

]
•

[
cos ϕ
sin ϕ

]
= cos2 ϕ+ sin2 ϕ = 1 . '9�6+*
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 ������ i = 1� �
� �� ��	 ���
���

�
�����	�� ��� ��� ����� ���  ����
 �����
�
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tx = T11 = − 1

4 (1− ν)π r
· [(1− 2 ν) + 2 cos2 ϕ] ���!"�

ty = T12 = − 1

4 (1− ν)π r
· [2 cosϕ sin ϕ] ���!#�

�
� ��� $
	����	��
 ���� 	

∫ 2π

0

tx dϕ = −1

r

∫ 2π

0

ty dϕ = 0 . ���!%�

��������� 	
�
 &�'���
	'�
� �� 	 �� ��
� ��
�
 ��
�	�
�����	�� �� (���
��
�	 x� ��� ��

 n ���)	� �
� �����' 
�

�
 ���� �� ��� *��	���
 �����
�
�
�������'	�
� ��
 +����'�
���	�� �� $
	����	��
���
�	 y ���� ν �
� 
�
�	
n ��� ��� �� ",-�

������ ����	
���

��� .�'� ��" �
� ��� ��'��
�� /�0	 ��	 ��
� 1��2
��
� �� �� ,"%� ���
/�3'������� �4� w(x)

w(x) = w(0) + w′(0)x+
1

2
w′′(0)x2 + . . . ���!5�

�4��	 ��� ��� ����	�''�
�

w(x) =

∫ l

0

G0(y, 0) p(y) dy +

∫ l

0

G1(y, 0) p(y) dy · x

+
1

2

∫ l

0

G2(y, 0) p(y) dy · x2 + . . . ���!��

��

 ��� ��	 G1 �
� G2 ��� 1�
6�����
�	��
�
 �4� w′  ��� w′′  ����
�
�
�
1� ��	 � �� � �
�� ��	 �7�'�
�� ��
 ���
 G0(y, x) �
 ��
� /�3'������� ��

��
 �
������
�	 ys ��� 8�
��
'��	 �� �
	��
��'
� ��� ��
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w(x) =

∫ l

0

G0(y, x) p(y) dy

= G0(ys, x)

∫ l

0

p(y) dy +
d

dy
G0(ys, x)

∫ l

0

p(y) (y − ys) dy

+
1

2

d2

dy2
G0(ys, x)

∫ l

0

p(y) (y − ys)
2 dy + . . . ������

���	
� �
��

w(x) = G0(ys, x)R+
d

dy
G0(ys, x)M +

1

2

d2

dy2
G0(ys, x)M2 + . . . ������
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�
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��� �
� ×(−1) 
	� %
�		���
��
�� �&� ���
%
������	
�
 ���
����	��
�
�

������ ��� ����	
��	 ��
 fi

���� ��
 �����
���
� /�
�� ��
� ��	��� ��������� ��� fi '��� �
	��� �
'��

EI

l3

⎡
⎢⎢⎣

12 −6l −12 −6l
−6l 4l2 6l 2l2

−12 6l 12 6l
−6l 2l2 6l 4l2

⎤
⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎣
u1

u2

u3

u4

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣
f1
f2
f3
f4

⎤
⎥⎥⎦ . *+�-5.
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�

��8 ��
 ��� /����	

kij = a(ϕi, ϕj) = EI

∫ l

0

ϕ′′
i ϕ

′′
j dx = �9�2 1

�2
� = �9� *+�-:.

'�������
� ��� �
� �
� '�� 7��
�� �	����
�� 
�
� �
�� �
'�� ��� kij ���
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� ��� ui ���� ����������	�� ��� ��� fi ���� ��'��
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;� ��� %2�
�� Ku = f ����
 �
� ��� ��	�
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wh(x) =
4∑

i=1

ui ϕi(x) *+�-=.

���� ��
����	��� �
�� ��� ���� ������
������������� ϕi(x) ��� �
	���� ��
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 wh ��� ��� ���� ϕi(x) 
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9����� ��� ��� /���
��� ϕ1(x)� %�� �

 ��� �
�����
� ϕ1(0) = 1, ϕ1(l) =
ϕ′
1(0) = ϕ′

1(l) = 0 ��� ��� ?'��	
������ ��� �����
�� M1 = −EI ϕ′′
1 ��


��� �����
 Mh = −EI
∑

i ϕ
′′
i ui ����'
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EI
4∑

i=1

∫ l

0

ϕ′′
i (x)ϕ

′′
1(x) dx · ui =

4∑
i=1

a(ϕi, ϕ1) · ui =
4∑

i=1

k1i · ui . ������
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�	 ��
 ��� �������
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EI wIV
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���	��	��
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  ��
��
� �
� �� ����


� (wh, ϕ1) =

∫ l

0

0 · ϕ1 dx+ [Vh ϕ1 −Mh ϕ
′
1]

l
0 −

∫ l

0

Mh M1

EI
dx

= −Vh(0) · 1−
4∑

i=1

k1i ui = f1 −
4∑

i=1

k1i ui = 0 . ����!�
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fi =

∫ l

0

p(x)ϕi(x) dx ����*�
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� ����
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i = fi i = 1, 2, 3, 4 , ����-�
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 ��	 ��
 fh ��
 (�	 ��+����
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 .��
�	 fh = Ku  �+
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�
�
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 ϕ1(x) ��� 4���
���
 "�
�	 ��
� ��


�� �
 ��� 6 ���
�
��
 ��� 4���
���


ϕ1(x) 7�8 ϕ′
1 [ ] ϕ′′

1 = [
1

�
] ϕ′′′

1 = [
1

�2 ] , ������

����  �� 2���	 6 ���
�
� d/dx ��	�� � �������	
 ��	��
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 ��

����
�
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�
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 ��� <�	���
�
� ��	 0������
�

ΔO = Oc −O = wc(x)− w(x) = −ΔEI

EI

∫ xb

xa

Mc MG

EIc
dy ����1�
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��� ����� �	�
����

��� [xa, xb] ����
 �������� �������
�� �������
�����
 ���
���� 
��� ��� �����

�������
� EI → EI +ΔEI ��� ��� ��
������� O 
�� ���
������������ w(x) �� ����� ����
 x ��
  �����
!
��� 
��	���� "#���������� �� ��
����
�#����� �#�

��
�
 EI� ���
�


a(w, δw) = EI

∫ l

0

w′′ δw′′ dx =

∫ l

0

p δw dx $%!&&'

��� �� �#���(���
�� )#����

ac(wc, v) = EI

∫ l

0

w′′
c δw

′′ dx︸ ︷︷ ︸
a(wc,v)

+ΔEI

∫ xb

xa

w′′
c δw

′′ dx
︸ ︷︷ ︸

d(wc,δw)

=

∫ l

0

p δw dx , $%!*++'

��
# ��
 ��� ��
�
(
���

d(wc, δw) = ΔEI

∫ xb

xa

w′′
c δw

′′ dx . $%!*+*'

��� ��,����( �#� $%!*++' ��� $%!&&' �����


a(wc − w, δw) = −d(wc, δw) . $%!*+-'

.�� 	����� 	�� ��
 δw = G(y, x) ��� ���/�

����
�#� ��� ��� ������������

�� ��� ����
 x! ���� ���
 ��
 0)#��0 $��
#� (G,w) = 0'

w(x) = a(G,w) =

∫ l

0

MG M

EI
dy $%!*+1'

����

wc(x)− w(x) = a(G,wc − w) = −d(wc, G) $%!*+2'

#���

wc(x)− w(x) = −d(wc, G) = −ΔEI

∫ xb

xa

w′′
c G

′′ dy

= −ΔEI

EI

∫ xb

xa

Mc MG

EIc
dy . $%!*+3'
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�� ���� ���� M ��
 M c
G ����������!

��������� 	
�
 ��� ��

�� ������  ���� ��� 4�������� $%!*+2' 
��� ����
�
��
��


� (G,wc − w) = wc(x)− w(x)− EI

∫ l

0

(wc − w)′′ G′′ dy = 0 $%!*+5'
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a(w, δw) + d(w, δw) = (p, δw) -.�/0.1

������ ��� ��� d�+������� ��2 ��� ��	
�� *���� ��� ���������� %�������

a(w, δw) = (p, δw)− d(w, δw) = (p, δw) + (pΔ, δw) + f+T δw . -.�/031
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