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1 Einleitung

Diese Arbeit befasst sich mit der numerischen Simulation von Transportprozessen inner-
halb von Strémungen. Insbesondere ist dabei die Simulation der Temperaturverteilung
in hochviskosen Kunststoffschmelzen, sowie die Simulation von Kavitation im Bereich
von Mikroschdumen von Interesse. Beide Probleme verbindet, dass sie durch Kombi-
nation eines Transportmodells mit einem Modell fiir die zugrundeliegenden Stromung
abgebildet werden kénnen.

Bei den hier betrachteten Kunststoffschmelzen gilt es, die Anderung der Viskositit
innerhalb einer inkompressiblen Strémung in Abhéngigkeit von Scherrate und Tempera-
turverteilung zu erfassen. Damit sind Temperatur- und Geschwindigkeitsfeld beidseitig
gekoppelt, da nicht nur das Geschwindigkeitsfeld direkten Einfluss auf den Wéarmetrans-
port hat, sondern auch die Temperatur die Viskositét beeinflusst. Das zugehorige Verhal-
ten wird durch zwei dimensionslose Kennzahlen charakterisiert. Die Reynolds-Zahl ergibt
sich aus dem Verhéltnis von Tragheits- zu Zahigkeitskriften, die Prandtl-Zahl bestimmt
sich aus dem Quotienten von kinematischer Viskositat und Temperaturleitfiahigkeit. Auf-
grund hoher Viskositéit und geringer Warmeleitfiahigkeit weisen derartige Schmelzen klei-
ne Reynolds-Zahlen und sehr grofle Prandtl-Zahlen auf. Beispielsweise in Schneckenex-
trudern liegen die Gréflenordnungen etwa bei 1072 fiir die Reynolds-Zahl und 107 fiir
die Prandtl-Zahl. Dies bedeutet, dass das Geschwindigkeitsfeld einen diffusiven Charak-
ter aufweist, wohingegen innerhalb der Temperaturverteilung der Warmetransport stark
dominant ist.

Bei der Herstellung von Mikroschdumen wird ein Treibmittel in die Kunststoffschmel-
ze injiziert, welches dann in Form winziger Gasblédschen mit der Schmelze transportiert
wird. In Abhéngigkeit der Druckverteilung éndert sich der Blasenradius, so dass durch
eine mechanisch erzwungene Druckabsenkung ein Aufschdumen der Schmelze hin zu ei-
nem Mikroschaum erfolgen kann. Wir wollen hier das Blasenwachstum innerhalb der
Schmelze im Kontext lokaler Druckvariationen simulieren. Das zugehorige Strémungs-
modell muss dabei neben der vom Dampfanteil abhéngigen Variation der Viskositéit auch
die Anderungen der Dichte erfassen. Insbesondere kann das Geschwindigkeitsfeld damit
nicht mehr als inkompressibel betrachtet werden.

Ausgangspunkt fiir die numerische Simulation dieser beiden Prozesse sind die inkom-
pressiblen Navier-Stokes-Gleichungen, zu deren numerischer Approximation in [Tur99]
ein, auf einer Finite-Elemente-Diskretisierung basierendes, diskretes Projektionsverfah-
ren vorgestellt wurde. Der Einsatz Finiter-Elemente bietet sich hier an, da die betrach-
teten Reynolds-Zahlen klein sind. Im Fall der Kunststoffschmelzen muss das Verfahren
derart erweitert werden, dass Variationen der Viskositdt beriicksichtigt werden konnen.
Auch zur Simulation der Kavitation durch das in [Sau00] eingefithrte Kontinuumsmodell
sind weitere Modifikationen nétig. Dieses Modell betrachtet nicht die einzelnen Blasen,



1 Einleitung

sondern ausschlieBlich den Gasanteil innerhalb der Stromung. Die daraus resultierenden
Gleichungen zur Beschreibung des Stromungsfeldes erweitern die inkompressiblen Glei-
chungen um variable Viskositdat und Dichte, sowie eine inhomogene Divergenzbedingung.
Insbesondere ist die Divergenz der Geschwindigkeit dabei abhéngig vom Druck und der
Dampfdichte. Dies gilt es auch im Verfahren zu beriicksichtigen, wobei die Abhéngigkeit
der Divergenz vom Druck auf ein nichtlineares Problem fiihrt.

Zur Beschreibung der Transportprozesse koppeln wir die Gleichungen fiir die Stréomung
mit einer Advektions-Diffusions-Gleichung. Dabei ist die Warmeverteilung innerhalb
der Kunststoffschmelzen stark vom Warmetransport dominiert, im Fall der Kavitation
handelt es sich sogar um eine reine Transportgleichung. Daher bietet es sich an, ein
Discontinuous-Galerkin-Verfahren zu verwenden, insbesondere konnen wir so die Kon-
servativitat der transportierten Groflen garantieren. Ein wesentlicher Aspekt bei der Be-
trachtung des Kavitationsprozesses ist, dass der Dampfanteil definitionsgeméfl zwischen
0% und 100% liegt und auch das numerische Verfahren die Einhaltung dieses Maxi-
mumprinzips garantieren sollte. Ein Verfahren, welches im Fall homogener Transport-
gleichungen ein solches Maximumprinzip gewéhrleisten kann, wurde in [ZS10] vorgestellt.
Im Kontext des oben genannten Kavitationsmodells ist dieses Verfahren aufgrund des
auftretenden nichtlinearen Quellterms allerdings nicht ohne Modifikationen anwendbar.
Daher fiithren wir hier erstmalig das Pantkar-DG-Verfahren ein, welches die gewiinsch-
te Beschranktheit auch fiir das Kavitationsmodell garantiert. Der Name leitet sich von
den in [BDMO03| zur Positivitatserhaltung bei gewthnlichen Differentialgleichungen vor-
gestellten Patankar-Verfahren ab, die hier zur Behandlung der Quellterme eingesetzt
werden.

Haben wir zwei Loser, die in der Lage sind, die Approximation von Stromung und
Transport in der gewiinschten Weise durchzufiihren, so miissen wir noch garantieren, dass
die jeweiligen Diskretisierungen zueinander kompatibel sind. Eine Verletzung der Kom-
patibilitat fiihrt zu unphysikalischen und damit unbrauchbaren Approximationen. Durch
ein geeignetes Postprocessing des Geschwindigkeitsfeldes kann die Kompatibilitdt nach-
triaglich hergestellt werden. In [CDMWO9S]| wird ein globales Postprocessing-Verfahren zur
Bestimmung lokal konservativer Geschwindigkeitsfelder vorgestellt, es ermdglicht aber
auch die Einhaltung der Kompatibilitdt. Durch eine neuartige lokale Betrachtungsweise
werden wir hier den Aufwand des Verfahrens reduzieren, indem wir das Losen grofer
linearer Gleichungssystem vermeiden.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert. Im zweiten Kapitel fithren wir die zu Grunde
liegenden Gleichungen ein. Diese sind die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen,
in klassischer und verallgemeinert newtonscher Form, sowie das Kavitationsmodell aus
[Sau00]. Verallgemeinert newtonsch bedeutet hier, das die Variation der Viskositét in
Abhéngigkeit von Scherrate und Temperatur beriicksichtigt wird. Wir zeigen, dass das
Kavitationsmodell ein Maximumprinzip fiir die Dampfdichte beinhaltet und betrach-
ten auBlerdem klassische Losungen der inkompressiblen Gleichungen, welche spéter zur
Verifikation des entwickelten Losers dienen.

In Kapitel |3| befassen wir uns mit der Diskretisierung der Stromungsgleichungen. Wir
nutzen dabei eine auf den nichtkonformen Rannacher-Turek-Elementen (|[RT92]) ba-
sierende Finite-Elemente-Diskretisierung und stellen diese zunéchst fiir die klassischen



inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen und anschlielend fiir die allgemeineren Glei-
chungen vor. Aulerdem wird die Handhabung von Ausflussrandbedingungen bei varia-
bler Viskostidt diskutiert und in diesem Zusammenhang eine Umformulierung das Rei-
bungsspannungstensors vorgeschlagen.

Die Losung des aus der Diskretisierung resultierenden Gleichungssystems wird im
vierten Kapitel behandelt. Zunéchst wird das aus [Tur99] stammende diskrete Projekti-
onsverfahren fiir die inkompressiblen Gleichungen vorgestellt. Da die Umsetzung dieses
Verfahrens fiir das verallgemeinerte Problem unklar ist, wird eine neuartige Herleitung
des Verfahrens angegeben und anschlieSend auf den allgemeineren Fall iibertragen. Dies
fiithrt auf ein Projektionsverfahren, bei dem eine nichtlineare Pressure-Poisson-Gleichung
gelost werden muss.

Die Losung der nichtlinearen Pressure-Poisson-Gleichung mit einen Newton-Verfahren
wird in Kapitel [5| betrachtet. Weiter werden die Fixpunkt-Defekt-Korrektur zur Losung
der diskreten Impuls-Gleichung, sowie das BiCGSTAB-Verfahren fiir lineare Systeme
besprochen.

Damit ist die Betrachtung des Stromungslosers abgeschlossen und wir widmen uns
in Kapitel [6] den Discontinuous-Galerkin-Verfahren zur Approximation der Advektions-
Diffusions-Gleichung. Zunéchst wird dabei ein DG-Verfahren fiir reine Transportpro-
bleme betrachtet. Mit dem Ziel, die Einhaltung des Maximumprinzip fiir die Dampf-
dichte bei der Kavitationssimulation zu sichern, betrachten wir das Patankar-Verfahren
aus [BDMO3| und das Verfahren zur Gewéhrleistung von Maximumprinzipien bei ho-
mogenen Transportgleichungen aus [ZS10]. Die Kombination und Erweiterung dieser
beiden Techniken im neuen Patankar-DG-Verfahren ermdoglicht dann die Garantie der
Beschranktheit auch in unserem allgemeineren Fall. Abschlieend beschreiben wir noch
die Recovery-based-Discontinuous-Galerkin Techniken aus [LLRO7, Loll], um auch die
diffusiven Terme der Gleichung zu beriicksichtigen.

Die Kopplung der beiden Léserkomponenten wird in Kapitel m behandelt. In [DSW04]
wurden die Auswirkungen eines numerischen Geschwindigkeitsfeldes innerhalb der DG-
Diskretisierung untersucht und gezeigt, dass es zur Reproduktion konstanter Losungen
erforderlich ist, dass Geschwindigkeitsfeld und Diskretisierung kompatibel sind. Wir wie-
derholen diese Resultate, bevor wir mit der Conservative-Projection-Formulation aus
[CDMWO9§| ein Verfahren vorstellen, um ein kompatibles Geschwindigkeitsfeld in ei-
nem Postprocessing-Schritt zu berechnen. Wesentlicher Bestandteil des Verfahrens ist
die Losung eines Poisson-Problems mit H(div)-konformen Finiten-Elementen, was wir
ebenfalls besprechen werden. Schliellich fiihren wir hier erstmalig die Local-CPF als
effiziente Variante der CPF ein, welche ohne das Losen grofler Gleichungssysteme aus-
kommt.

In Kapitel [§ werden die Ergebnisse verschiedener numerischer Simulationen der hoch-
viskoser Kunststoffschmelzen, sowie der Kavitation gezeigt. Insbesondere lésst sich das
entwickelte Verfahren im Fall der nicht-isothermen verallgemeinert newtonschen Fluide
anhand einer Kanalstromung validieren.
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2 Gleichungen

In diesem Kapitel werden wir die Gleichungen einfithren, welche den weiteren Betrach-
tungen zugrunde liegen. Zum einen sind dies Gleichungen zur Beschreibung hochviskoser
Kunststoffschmelzen, zum anderen Gleichungen zur Beschreibung von Kavitationseffek-
ten. Wahrend im ersten Fall insbesondere die Temperaturabhéngigkeit der Viskositét
des Fluids erfasst werden muss, liegt der Schwerpunkt im zweiten Fall auf der Beschrei-
bung von Dichteunterschieden in Abhédngigkeit des Drucks. In beiden Féllen beginnen
wir die Herleitung zunéchst mit den zweidimensionalen Bilanzgleichungen fiir Masse und
Impuls eines Stromungsfelds in ihrer allgemeinen Form. Nach [Boh00], [RGO1] gilt fiir
die Massenbilanz

Owo+ V- (ou) =0, (2.1)

und fiir die Impulsbilanz
0(Ou+ (u-V)u) -V .-T+Vp=f, (2.2)

wobei Dichte, Geschwindigkeit und Druck mit o, u = (u,v)” und p bezeichnet werden.
Volumenkrifte werden durch f = (f,, fo)? beschrieben und T stellt den Reibungs-
spannungstensor dar. Alle diese Gréen sind von der Zeit ¢, dem Ort & = (z,y)? und
eventuell noch weiteren Groflen abhéngig.

Im Folgenden gehen wir davon aus, dass der Reibungsspannungstensor dem (verallge-
meinerten) newtonschen Stoffgesetz

T = 23D (2.3)

geniigt, wobei der Verzerrungstensor durch D = % (Vu + VuT) gegeben ist und wir
mit 7 die dynamische Viskositét bezeichnen. Dabei sprechen wir vom verallgemeinerten
newtonschen Stoffgesetz, falls 1 # const gilt.

Diese Gleichungen werden entsprechend der jeweiligen Problemstellung noch um eine
Transportgleichung ergédnzt. Bei der Modellierung von Kavitation kénnen wir uns auf
eine reine Transportgleichung ohne Beriicksichtigung diffusiver Effekte beschrénken, bei
der Betrachtung der Temperatur hochviskoser Fluide werden wir auch den geringen
diffusiven Anteil beriicksichtigen.

Da wir die Gleichungen im Weiteren ausschliellich auf beschrénkten Gebieten betrach-
ten, miissen zur vollstdndigen Beschreibung des Problems noch passende Anfangs- und
Randbedingungen angegeben werden. Wir werden sowohl Dirichlet-Randbedingungen,
als auch Neumann-Randbedingungen beriicksichtigen, wobei die Beschreibung von Aus-
flussrandbedingungen von besonderem Interesse ist.
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2 Gleichungen

2.1 Die inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen

Basierend auf Verfahren zur numerischen Losung der inkompressiblen Navier-Stokes
Gleichungen werden wir im Folgenden entsprechende Verfahren fiir unsere Problemstel-

lungen herleiten. Die Gleichungen erhalten wir aus (2.1]), (2.2) und (2.3) in dem wir Dich-
te und Viskositit als konstant voraussetzen und dann die Identititit V-(Vu®) = V(V-u)
ausnutzen. Sie lauten somit

ou+ (u-V)u—vAu+ VP =g, (2.4a)
V-u=0, (2.4Db)

wobei wir die kinematische Viskositdt mit v = 1/p = const und den kinematischen
Druck mit P = p/p bezeichnen. Fiir die auftretende Volumenkraft gilt g = f/p.

Aus ist ersichtlich, dass sich die Inkompressibilitdtsbedingung schon unter
der Annahme 0,0 + u - Vo = 0, d. h. vernachlassigbarer Dichtednderungen entlang von
Partikelbahnen, herleiten lédsst. Trotzdem werden im Allgemeinen die Gleichungen mit
konstanter Dichte als die inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen bezeichnet, da eine
konstante Dichte die Inkompressibilitdt bedingt. Dies werden wir im Weiteren auch so
handhaben.

Abschlielend wollen wir noch die Gleichungen in entdimensionalisierter Form betrach-
ten. Dazu wird jeder dimensionsbehafteten Grofie ¢ mittels ¢ = ¢, eine dimensions-
lose Grofle ¢* zugeordnet, wobei ¢, eine dimensionsbehaftete Konstante darstellt. Da
Dichte und Viskositéat konstant sind wahlen wir g.ef = 0 und e = 1. Mit trof = Tref/ Uref,

Pref = Orefte UNd frof = Tref/(0retu’;) erhalten wir aus (2.4) dann

ou+ (u-V)u— Re 'Au+ Vp = f, (2.5a)
V-ou=0, (2.5b)

wobei zur Vereinfachung der Schreibweise die dimensionslosen Groflen wie die dimensi-
onsbhehafteten Gréflen bezeichnet wurden. Die dimensionslose Reynolds-Zahl ist durch
Re = 0refUreTret/Mret gegeben und steuert die Dominanz des diffusiven Terms gegeniiber
dem konvektiven Term.

2.2 Verallgemeinert newtonsche und nicht-isotherme
Gleichungen

Verzichten wir auf die Annahme einer konstanten Viskositéit und beschrinken uns auf
eine konstante Dichte, dann ergeben sich aus (2.1)), (2.2) und (2.3)) die Gleichungen

o(Ou+ (u-V)u)—V-(2nD)+ Vp=f, (2.6a)
Vou=0. (2.6b)
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2.2 Verallgemeinert newtonsche und nicht-isotherme Gleichungen

Dabei kann der diffusive Term unter Ausnutzung der Identitdten

V- (Vul) =nV(V - u)+ Vu' - Vn,
V(n(V-u) =nV(V-u)+ (V- u)Vn,
Vu® -Vn— (V- -u)Vn=Vu* -V,

mit der Definition

«  |—0yv Oy
Vu" = [ d,u —8xu] (2.7)
auch in der Form
V-2nD)=V-nVu)+V(n(V-u))+Vu" - Vp (2.8)

geschrieben werden. Im letzten Term treten dabei nur Ableitungen erster Ordnung auf
und aufgrund der Divergenzfreiheit entfillt der mittlere Term. Dies werden wir
in Abschnitt nutzen, um auf einfache Weise Ausflussrandbedingungen beschreiben
zu konnen. Zur Erklarung der Notation verweisen wir erneut auf im Anhang.

Um auch nicht-isotherme Effekte beriicksichtigen zu kénnen, ergéinzen wir die Glei-
chungen ([2.6) mit einer Bilanzgleichung fiir die Temperatur . Diese hat nach [B6h00],
[RGO1] die Form

oc (00 +u - V) — kAO = q, (2.9)

wobei k die Warmeleitfahigkeit und ¢ die spezifische Warmekapazitat bezeichnet. Beide
GroBlen wollen wir im Folgenden als konstant voraussetzen. Der Quellterm

q =1 (2(0,u)* + (Oyu + 9,v)* + 2(0,v)?) (2.10)

modelliert dabei die Dissipation, d.h. die Entstehung von W&rme durch Reibung.

Zur Beschreibung konkreter Materialien bendtigen wir weitere Kenntnisse iiber die
Viskositét. Fiir unsere Anwendungen im Bereich hochviskoser Kunststoffstromungen fol-
gen wir [Con0g§] und wéhlen exemplarisch ein Cross-Modell

n(9,9) a(0)

= - ; 2.11
w0 gad) 240
bei dem die Temperaturabhéngigkeit durch die WLF-Beziehung
C(0—0,)
Ina(f) = —————=- 2.12
nal) = -5, (2.12)

gegeben ist. Hierbei hiangt die Viskositédt neben der Temperatur auch von der Scherrate

§ = \/200,u)2 + (Oyu + 0,0)? + 2(9,0)? (2.13)

ab und die weiteren konstanten Parameter 7, k1, k2, C7, Cy und 6, sind entsprechend
konkreter Materialeigenschaften zu wéhlen. Ohne auf die konkrete Wahl dieser Parame-
ter einzugehen, wird in Abbildung das scherentzéhende Verhalten des Viskositatsmo-
dells verdeutlicht. Bei wachsender Scherrate wird die Viskositét deutlich geringer.
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Abbildung 2.1: Veranschaulichung des Viskositétverhaltens nach (2.11)) in Abhéngigkeit
von Scherrate und Temperatur. Groflere Temperaturen und wachsende
Scherrate fithren zu einer Abnahme der Viskositit.

Ebenso wird die Viskositdt durch hohere Temperaturen verringert. Eine detailliertere
Ausfiithrung dazu findet sich in [Con08] und der enthaltenen Literatur.

Wir bemerken noch, dass durch die Temperaturabhéngigkeit der Viskositiat die Glei-
chungen und beidseitig gekoppelt sind. Dagegen ist die Viskositdat im Fall
0 = 0, = const lediglich von der Scherrate abhéngig und die Temperaturgleichung kann
nach Bestimmung des Geschwindigkeitsfeldes separat gelost werden.

Schliefllich wollen wir auch diese Gleichungen in entdimensionalisierter Form betrach-
ten. Mit den selben Ansétzen zur Entdimensionalisierung wie bei ([2.5) und der zusétz-
lichen Wahl 0.t = uZ et/ krer gilt dann

ou+ (u-V)u— Re 'V - (2nD) + Vp = f, (2.14a)
V-u =0, (2.14b)
00 +u -V — Pe A = Pelq, (2.14c¢)

wobei die Péclet-Zahl durch Pe = 0refCreftirefTref/ kret gegeben ist. Mit der Péclet-Zahl
kann nun auch eine Charakterisierung des Temperaturfeldes erfolgen. Sie misst das
Verhéltnis von transportierter und geleiteter Wéarme und ergibt sich als Produkt von
Reynolds-Zahl Re und Prandtl-Zahl Pr = netcyer/ ket Fiir hochviskose Kunststoffschmel-
zen gilt nach [Con08| etwa Re ~ 1072 und Pe ~ 10°, demnach weist die Impulsgleichung
einen diffusiven Charakter auf, wiahrend die Temperaturgleichung stark transportdomi-
nant ist.
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2.3 Kavitationsmodell

2.3 Kavitationsmodell

Bei der Simulation fliissiger Mikroschdume muss Kavitationseffekten Rechnung getragen

werden. Fillt der Druck der Fliissigkeit lokal unterhalb den Dampfdruck, so setzt dort ein

Wachstum der in der Fliissigkeit enthaltenen Dampfblasen ein. Das Wachstum einzelner

Blasen wird durch die Rayleigh-Plesset Gleichung
3

— 20 nr
RdyR + 2 (d,R)> = PP —PF _ 4" g R 2.15
i +2(t ) or orR R ( )

beschrieben, sieche [Bre95]. Hier steht R(t) fur den Blasenradius zum Zeitpunkt ¢ und o
bezeichnet die Oberflichenspannung der Blase. Mittels der Indizes F' und D koénnen die
weiteren Groflen der Fliissigkeit oder dem Dampf zugeordnet werden.

Zur Beschreibung der Kavitation verwenden wir im Folgenden das in [Sau00] und
[Ero04] beschriebene Modell. Wir werden zunéchst die Herleitung fiir den dreidimensio-
nalen Fall wiederholen und anschliefend zur Behandlung zweidimensionaler Probleme
modifizieren. Das Modell betrachtet anstatt jeder einzelnen Blase, das Phasengemisch
aus Fliissigkeit und Dampf. Dazu sei o der Volumenanteil der dampfférmigen Phase pro
Einheitsvolumen des Gemisches, nachfolgend kurz Dampfanteil genannt. Es gilt also

o= Vb
=3
wobei V' mit der zugehorigen Indizierung hier fiir das entsprechende Volumen steht.
Weiter erhalten wir damit und der Zerlegung V' = Vi 4 Vp die Beziehung

(2.16)

VF =V - VD = (1 — Oé)V (217)

Definieren wir nun die Keimzahl ng als die Anzahl der Kavitationskeime pro Einheits-
volumen Fliissigkeit, so erhalten wir die Anzahl N der in V' enthaltenen Blasen mittels
N = nyVpg, und es gilt unter der Annahme kugelférmiger Blasen

Vb N%?TRS TLOVF%TRS ng %WR?’

o = — — — )
Vo +Ve  NinRP+Vp  ngVesnRP+Vp  1+ne3nR?

Damit kénnen wir den Dampfanteil in Abhéngigkeit des Blasenradius ausdriicken, ins-
besondere gilt 0 < a < 1. Umgekehrt kénnen wir auch den Blasenradius in Abhéngigkeit
der Dampfrate ausdriicken, wir erhalten dann

3 «Q

R=} )
dneml — o

(2.18)

Mit Hilfe der Dampfdichte wollen wir im Folgenden Dichte und Viskositéit des Phasen-
gemisches modellieren. Die jeweilige Grofie bestimmen wir durch die lineare Interpolation

0= or+alop — or), (2.19a)
n=nr+ap —nr), (2.19b)
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2 Gleichungen

aus den entsprechen Grofien der einzelnen Phasen. Zusétzlich nehmen wir im Weiteren
an, dass op, or,np und nr konstant sind.

Wir wollen uns noch kurz mit der Definition der Keimzahl befassen. Alternativ wére
eine Definition iiber das Volumen des Gemisches, in der Form N/V = const, méglich.
Den Vorteil des gewidhlten Ansatzes N/Vr = const erldutert folgendes Beispiel. Wir
betrachten V=1 und Ny = 100 Blasen mit Radius By = 3-1073, d.h. Vp ~ 1075 und
damit V' &~ 1.00001. Nun wachsen die Blasen um den Faktor 25, wobei wir V' konstant
halten. Dann &ndert sich im Fall N/V = const die Anzahl der Blasen nicht und damit
erhalten wir Vp =~ 0.177 und Vr =~ 0.823. Im anderen Fall dagegen gilt dann Vp = 0.8498
und Vp ~ 0.1502, wobei die Anzahl der Blasen auf 85 gefallen ist. Das bedeutet das
ein Anwachsen der Blasen nicht wie im ersten Fall ausschliellich Fliissigkeit verdréngt,
sondern mit der verdréngten Fliissigkeit auch Blasen aus V' verschwinden, was sicherlich
eine sinnvolle Modellierung ist.

Zur Beschreibung des Transports des Dampfanteils wollen wir nun eine Transportglei-
chung der Form

O+ V- (oau) =dia+a(V-u) = f, (2.20)

herleiten, wobei fiir die totale bzw. materielle Zeitableitung d; = 9; + u - V gilt. Dazu
betrachten wir zunéchst die totale zeitliche Anderung des Dampfanteils innerhalb eines
fest gewdhlten Volumens V' und erhalten

dtVD = dt (N%WR:S) = %T('RgdtN -+ th (%WR:S) . (221)

Nach (2.17)) gilt
N = TL()VF = TL()V(]_ - O./),

und damit auch
diN = di(no(1 — )V) = —ngVdsar,

da V fest gewéhlt wurde und sich lediglich Vp und Ve mit der Zeit &ndern. Mit diesen
beiden Gleichungen folgt dann aus (2.21)) unter Beriicksichtigung von ([2.16)

diov = %dtVD = % (—gngnOthoz +noV (1 — «a)dy (%WR?)))

= —%WR3n0dta + no(1 — a)d; (%WR?’) ,

und damit schliefllich
———d, (7R%). (2.22)
no

Als néchstes wollen wir eine Darstellung fiir die Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes

herleiten. Mit (2.1)) und ([2.19a)) ergibt sich

~dio  (op—or)dhia  (op—or) da

V-u= = — = :
0 aop + (1 — a)or =opt+or 1—a

Wir machen nun zwei Annahmen. Erstens soll die Dichte des Dampfs viel geringer sein
als die Dichte der Fliissigkeit, d.h. op < op. Zweitens soll die Masse des Dampfes
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2.3 Kavitationsmodell

gegeniiber der Masse der Fliissigkeit innerhalb eines Volumens vernachléssigbar sein
und damit Vpop = aVop < (1 — a)Vor = Vror gelten. Mit diesen Annahmen und
(2.22) ergibt sich dann fiir die Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes

dyo o

l—a 14 37R%ng

dy (37R?). (2.23)

Damit haben wir die Transportgleichung fiir den Dampfanteil hergeleitet. Durch Einset-
zen von (2.22) und (2.23) in (2.20)) erhalten wir

o
atOZ+V'<OKU) = Hé—ﬂ'}%gno
3

dy (37R?) . (2.24)
Dabei muss zur Bestimmung des Quellterms die Anderung des Blasenradius bekannt
sein. Wir werden dazu im Folgenden eine vereinfachte Version der Rayleigh-Plesset Glei-
chung (2.15)) benutzen. Unter Vernachléssigung der Ableitungen héherer Ordnung, sowie
Viskositéat und Oberflichenspannung ergibt sich die Rayleigh-Gleichung

dr . 2|pp — pr|
o _ P A 2.25
o = s (pp — pr) [ 3222, (2.25)
wobei der Dampfdruck pp als konstant angenommen wird. Weiter ist die Funktion sign
durch
an (x) +1, >0
sign(z) =
& -1, <0
gegeben.

Mit den Gleichungen (2.2) und ({2.3) zur Bestimmung der Stromung sind damit die
Gleichungen fiir das Kavitations-Modell durch

0(Ou+u-Vu)—V-(2nD)+ Vp=f, (2.26a)
Vou=f, (2.26D)
O+ V- (au) = fa, (2.26¢)

gegeben. Unter Verwendung von ([2.18)) ldsst sich der Quellterm aus ([2.24) als

fo = V/36mn0(1 — )a2d R (2.27)

schreiben. Im Gegensatz zu (2.18)), ist in dieser Formulierung nun auch der Grenzfall
a = 1 zuléssig, weshalb wir im Weiteren 0 < o < 1 verlangen.

Wir bemerken noch, dass das entstandene System sehr stark gekoppelt ist, da alle drei
Gleichungen von Geschwindigkeit, Druck und Dampfanteil abhéngig sind.

Um eine zweidimensionale Variante des Modell zu erhalten, nutzen wir Vp = N7 R2.
Dann ergeben sich, analog zu obiger Herleitung, zwischen Dampfdichte und Blasenradius
die Beziehungen

nom R? « 1

— R = P 2.28
@ 1+ norR?’ 1—a nom (2:28)
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Abbildung 2.2: Vergleich des Quellterms aus (2.31) mit (2.29). Im linken Bild wurde
fi = #2/a(l = a)® mit op = 1000, op = 1 und fo = \/a(l —a)
geplottet. Die Differenz der beiden Funktionen ist rechts dargestellt.

Die einzige weitere Anderung betrifft den Quellterm. Dieser ergibt sich im zweidimen-

sionalen Fall als
fo = V4Anem(1 — a)ad,R. (2.29)

Wir befassen uns nun noch kurz mit den bei der Herleitung von (2.23) gemachten
Annahmen. Verzichten wir auf diese Annahmen, so ergibt sich die Divergenz im Zweidi-
mensionalen nach einer Rechnung wie zuvor nun als

V-u= %\/ZMTLOQ(I —a)}diR (2.30)

und es gilt

O+ V- (au) = Q?F\/Zlﬂnoa(l — a)?d;R. (2.31)

Im von uns betrachteten Kontext sind g = 1000 und pp = 1 typische Werte. Ein
Vergleich von (2.26b) mit (2.30) und (2.26¢) mit (2.31)) zeigt, dass die Unterschiede bei
den gewihlten Werten fiir o und op zu vernachléssigen sind. Abbildung[2.2] verdeutlicht
dies und wir nutzen daher im Folgenden den Quellterm (2.29)).

Auch wenn wir uns im Weiteren lediglich mit den zweidimensionalen Gleichungen
befassen, so lassen sich die nachfolgend vorgestellten Techniken gleichermafien im drei-
dimensionalen Fall anwenden. Daher lohnt es sich auch das Verhalten des dreidimensio-
nalen Quellterms weiter zu untersuchen. Wir schreiben daher (2.29) und (2.27)) zusam-
menfassend als

2|pD_p’

, 2.32
3 or (2.32)

fala,p) = k(1 — a) "’ sign (pp — p)

mit einer Konstanten x und r, s < 1.
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2.3 Kavitationsmodell

Nach einer Entdimensionalisierung analog zu (2.5)) und ([2.14)) erhalten wir aus (2.26))

dann

0(Ou+u-Vu)— Re 'V - (2nD) +Vp = f, (2.33a)
Vou=f, (2.33b)
O+ V- (au) = f,, (2.33¢)

wobei hier fo et = Uyet/Trer genutzt wurde. Da die Dampfdichte ohnehin dimensionslos
ist, bedarf es auch keiner Definition von ayef.

Abschliefend bemerken wir noch, dass die Verwendung des Reibungsspannungsten-
sors in der Form bereits die Inkompressibilitdt der Stromung voraussetzt. Der
allgemein verwendete Zusammenhang zur Modellierung der Reibungsspannungen lautet
T = 2nD +ny(V-u)I, siche [B6h00], wobei 7y die Volumenviskositéit bezeichnet und I
den Einheitstensor darstellt. Wir gehen also im Folgenden stets davon aus, dass ny (V-u)
zu vernachléssigen ist.

2.3.1 Beschranktheit der Dampfdichte

Es ist klar, dass die Dampfdichte aufgrund ihrer Definition (2.16)) stets 0 < a < 1 erfiillen
muss. Um zu sehen, das sich dies auch im System (2.33]) widerspiegelt, betrachten wir
die Anderung der Dampfdichte entlang der durch

2'(t) = u(x(t),y(t), =(0) = o,
y'(t) = v(x(t),y(t), y(0)=yo,

gegebenen Charakteristiken (z(t),y(t)). Wegen

(2.34)

dia(z(t), t) = Opa(x(t), t) + Opa(x(t), t)2' (t) + Oy (t), 1)y (t)

ergibt sich die Anderung des Dampfanteils entlang der Charakteristiken mit (2.33d),
(2.33b]) und (2.34) als

dia(z(t),y(t),t) = fo —a(V-u) = (1 — a)fa. (2.35)
Nach lasst sich der Quellterm zusammenfassend in der Form
fala,p) = Cp)(1 — )@
schreiben. Setzen wir dies nun in ([2.35)) ein, so erhalten wir schliellich
dia(z(t),y(t),t) = C(p)(1 — a) e’ (2.36)

Demnach dndert sich die Dampfdichte entlang der Bahnlinien nur fiir « # 0 und « # 1.
Gilt zum Zeitpunkt ¢y die Beschrinktheit 0 < «a(ty) < 1, so kénnen wir aufgrund der
Monotonie der rechten Seite von (2.36)) die Beschréinktheit 0 < «(t) < 1 fiir alle Zeiten
t folgern.
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2.4 Modellproblem

Wenn wir die Gleichungen ([2.14) und ([2.33)) betrachten, so stellen wir fest, dass beide

Systeme in

0(Ou+ (w-V)u) — Re™'V - (20D) + Vp = fu, (2.37a)
V-u=y, (2.37b)
0,C + V- (Cu) — Pe 'AC = fg, (2.37¢)

enthalten sind, wobei das in der Advektions-Diffusions-Gleichung auftretende C' die Rol-
le von 6 bzw. o einnimmt. Dieses Modellproblem dient uns zur allgemeinen Beschrei-
bung des weiteren Vorgehens, ohne sténdig zwischen den Gleichungen und
unterscheiden zu miissen. Dabei interessieren wir uns insbesondere fiir den transportdo-
minanten Fall Pe~ < 1 in (2.37d), wobei wir auch Pe™! = 0 zulassen.

An dieser Stelle wollen wir die zugehorigen Anfangs- und Randbedingungen angeben,
die bei der Betrachtung des Modellproblems auf beschrankten Gebieten notwendig wer-
den. Dazu nehmen wir im Weiteren an, dass das zugrundeliegende Gebiet Q C R? ein
beschrinktes Polygon darstellt. Im Hinblick auf die spéteren Anwendungsbereiche zer-
legen wir den Rand 02 in disjunkte Teilstiicke in der Form 02 = 0€2;, U 0y U 0.
Dabei bezeichnet 0f);,, den Einflussrand, 0€2,,; den Ausflussrand und 0€) steht fiir eine
feste Wand. Es ist zweckméfig noch die Bezeichnung 0Q2p = 0€2;, U 0}y einzufiihren,
da auf diesen beiden Randteilen Dirichlet-Randbedingungen vorgegeben werden.

Die fiir unsere Ziele passenden Anfangs- und Dirichlet-Randbedingungen fiir das Ge-
schwindigkeitsfeld lauten

Ult:O = uoa u|8ﬂin = Ujp, u|8Qo = 07

wobei wir hier insbesondere die Haftbedingung an den festen Wanden beriicksichtigen.
Die beiden Dirichlet-Randbedingungen fassen wir auch als

ulpa, = Up (2.38)

zusammen. Die Frage nach der ,richtigen“ Ausflussrandbedingung lésst sich deutlich
schwieriger beantworten. Der Vollstdandigkeit halber geben wir hier die nachfolgend
verwendeten Ausflussrandbedingungen an. Warum diese Wahl sinnvoll ist, werden wir
spater in Kapitel [3| diskutieren. Wir setzen

(Re™" (nVu-n +n(V - u)n) — pn) 0, (2.39)

|60 =

wobei hier n den dufleren Normalenvektor auf 0€,,; bezeichnet.
Fiir die transportierte Grole C' lauten die Bedingungen

Climo = C°, (2.40a)
Cloa, = Cb, (2.40b)
vC - n|39m = 0, (2.400)

Ein Spezialfall ist der Fall reiner Kavitation, also Pe™! = 0 in (2.37d). Denn dabei sind
nur auf dem Einflussrand 0€2;,, Randbedingungen fiir C' erforderlich.
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2.5 Poiseuille-Stréomung

2.5 Poiseuille-Stromung

Wir wollen uns hier mit der klassischen Lésung der stationdren inkompressiblen Navier-
Stokes Gleichungen im Fall einer Schichtenstromung ohne Einfluss von Volumenkréften
befassen. Die zugehdrige Stromung nennt man auch Poiseuille-Strémung.

Wir betrachten zunéchst einen unendlich langen ebenen Kanal der dimensionslosen
Hohe H = 1, d.h. Q = R x [0, 1]. Die beiden Randstiicke des Gebiets bei y = 0 und
y = 1 seien feste Wénde. Setzen wir nun in die Bedingungen f = 0, v = 0 und
Jyu = 0 ein, so erhalten wir damit

uO,u — Re ™ (Oppu + Oyyu) +0yp=0, Oyp=0, O,u=0.

Diese drei Gleichungen kénnen wir weiter vereinfachen, so dass wir schliellich

Oyyu = Re0,p, (2.41)
9yp =0, (2.42)
O,u = 0, (2.43)

erhalten. Die Geschwindigkeit variiert nach nur {iber die Hohe des Kanal, wéhrend
der Druck sich aufgrund von nur in Stromungsrichtung adndert, also u = u(y) und
p = p(x). Mit diesen Beobachtungen erkennen wir aus , dass 0,p = const gilt und
setzen daher 0,p = —dp = const. Der Druck ist also linear in Stromungsrichtung, d. h.

p(x) = —0px + const .

Mit der Annahme von Haftbedingungen an beiden Wanden des Kanals, also u(z,0) =
u(z,1) = 0 fir alle x € R, erhalten wir schliefllich fiir das Geschwindigkeitsfeld aus

(2.41)) die Darstellung
Re
uly) = 5-0p(1 = y)y. (2.44)

Der Druck wird unter obigen Voraussetzungen wegen V(p + const) = Vp lediglich
bis auf additive Konstanten bestimmt. Bei Betrachtung eines endlichen Kanals 2 =
[0, L] x [0,1] konnen wir diese Mehrdeutigkeit vermeiden, indem wir am Ausflussrand
explizit den Wert p|,—r = 0 vorgeben. Diese Randbedingung ist im Einklang mit der in
angegebenen Randbedingung. Denn am Ausflussrand z = L gilt

0=Re ' (pVu-n+n(V-un) —pnl.—r = (—p,0)" |.—z.

Damit ist Bedingung in diesem Kontext gleichbedeutend mit p|,—; = 0.

Ebenso kénnen wir die Losung der Temperaturgleichung betrachten. Als erstes
gehen wir von einer konstanten Viskositdt aus. Das zur Poiseuille-Stromung gehorige
eingelaufene stationédre Temperaturfeld, erhalten wir aus unter den Annahmen
0,0 = 0,0 = 0. Es ergibt sich dann mit

—Pe™19,,0 = Pe ' (O,u)?
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Abbildung 2.3: Exemplarische z-Geschwindigkeit (links) und Temperaturverteilung fiir
die Poiseuille-Strémung. Es werden newtonsches (blau) und nicht-
newtonsches Fliefiverhalten (griin) gezeigt. Der Massenstrom ist in bei-
den Féllen identisch.

und unter Verwendung von ([2.44)) erhalten wir daraus

Re 2
—0yy0 = (75]9(1 - 29)) :

Gehen wir weiter von Dirichlet-Randbedingungen 6(0) = 6(1) = 6, an den festen
Winden aus, so ist die Temperaturverteilung durch

1
0(y) = ﬂRezépr(l — 3y +4y* — 2y%) + 0 (2.45)

gegeben. Der grundsatzliche Verlauf von Geschwindigkeits- und Temperaturprofil sind
in Abbildung zu sehen. Die verwendeten Parameter sind momentan nicht von
Bedeutung und werden in Kapitel [8| erlautert.

Im Fall variabler Viskositdt kénnen wir die Losung allgemein nur numerisch bestim-
men. Analog zu den vorherigen Betrachtungen variieren Geschwindigkeit und Tempera-
tur ausschlielich iiber die Hohe des Kanals. Damit ergibt sich nach die Scherrate
hier als 4 = |0,u| und die zu 16senden Gleichungen lauten nun

9y (n(|0yul,0)0,u) = —Redp,
—8yy0 = n(|0yul , 0)(9yu)”.

Dieses System kann auf verschiedene Weisen gelost werden, wir geben hier eine einfache
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2.5 Poiseuille-Stréomung

Méglichkeit an. Mit den Substitutionen U = d,u und © = 9,60 erhalten wir das System

9y (n(|U],0)U) = —Redp,
0,0 = O, (2.46)
~0,0 =n(|U],0)(9yu)?,

von Differentialgleichungen erster Ordnung. Davon ausgehend, dass sowohl Geschwin-
digkeit als auch Temperatur wie im newtonschen Fall symmetrisch zur Kanalmitte sind,
reicht es den halben Kanal zu betrachten. Die Randbedingungen lauten dann

0(0) = 6, ©(1/2)=0, U(1/2)=0. (2.47)

Insbesondere wird u auf [0, 1/2] wie im newtonschen Fall monoton wachsend sein. Somit
gilt 0 < 9yu = U = |U] und die Betréige in entfallen. Das Randwertproblem
, konnen wir zumindest numerisch 16sen. Haben wir U gefunden, so kénnen
wir auch u durch anschlieBende numerische Integration bestimmen.

Wir merken noch an, dass auch im Fall variabler Viskostitdt die Ausflussrandbe-
dingung ihre Giiltigkeit behilt. Ausschlaggebend dafiir ist wieder, dass sich die
Geschwindigkeit in Normalenrichtung nicht dndert.

Die Auswirkungen nicht-newtonscher Viskositiat auf Geschwindigkeits- und Tempera-
turprofil bei gleichbleibendem Massenstrom sind ebenfalls in Abbildung dargestellt.
Die Poiseuille-Stromung mit zusétzlicher Beriicksichtigung der Temperatur werden wir
in Kapitel |8 als grundlegenden Testfall zur Validierung des im Weiteren beschriebenen
Verfahrens zur Losung des Modellproblems benutzen.
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3 Stromungsloser

In diesem Kapitel befassen wir uns mit der Diskretisierung und Losung der Gleichungen
fiir das Stromungsfeld und (2.37D)). In Kapitel 6| werden wir dann die Advektions-
Diffusions-Gleichung behandeln. Wir vollziehen diese Trennung, da wir zur Dis-
kretisierung der Gleichungen verschiedene Verfahren nutzen wollen, um den jeweiligen
Charakter der Gleichungen zu beriicksichtigen. So werden wir das diffusive Stréomungs-
feld mit der Finiten-Elemente-Methode (FEM) diskretisieren und fiir die transportdo-
minanten Gleichungen Discontinuous-Galerkin-Verfahren nutzen.

Zur Vereinfachung der Darstellung werden wir die im Weiteren angewandten Techni-
ken zunichst anhand der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen ({2.5)) durchfiihren
und dann die entsprechenden Verallgemeinerungen zur Behandlung der Gleichungen

(2.37a]) und (2.37b]) besprechen.

Dabei setzen wir im Folgenden eine gewisse Vertrautheit mit der FEM voraus. Fiir
einen Einstieg in die Thematik siehe etwa [CSS86, (GS00, RG0T, [Cia02, ESW05, [Qua09].

3.1 Inkompressible Navier-Stokes-Gleichungen

3.1.1 Schwache Formulierung

Wir wollen zunéchst eine schwache Formulierung der inkompressiblen Navier-Stokes-
Gleichungen herleiten, mit deren Hilfe wir spéter die FEM-Diskretisierung erhalten
werden. Dazu multiplizieren wir zunéchst mit einer geniigend glatten Testfunktion
v und integrieren iiber 2. Wir erhalten dann

/8tu-vdw+/((u-V)u)-vda:—Re1/Au-vdaz+/ Vp-'vdw—/f-'vda:. (3.1)
0 0 0 0 Q

Mittels partieller Integration folgt

—/Au-’udaz:/Vu:V'vdm—/ (Vu-n)-vds, (3.2)
Q Q o0

sowie

/Vp-vdw——/pv-vdw+/ pv - nds. (3.3)
0 Q o9
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3 Stréomungsloser

Fiir die Notation verweisen wir auf Fassen wir (3.1)), (3.2]) und (3.3|) zusammen, so
ergibt sich

/3tu-vda:+/((u~V)u)-vda:—i—Re_l/Vu:Vvd:c—/pV~vda:

:/f-'vdm—l—/ (Re™'Vu-n —pn) - vds,
Q o0

wobei als natiirliche Randbedingung auftritt. In Abschnitt werden wir uns
noch genauer mit dieser Bedingung auseinandersetzen. Schliefilich multiplizieren wir
auch mit einer hinreichend glatten Testfunktion ¢ und integrieren iiber das Gebiet.
Damit erhalten wir

/qu -udx = 0. (3.5)

Wir definieren jetzt geeignete Funktionenrdume fiir schwache Lésungen von (3.4) und
(3.5). Wie bereits erwéhnt, betrachten wir die Gleichungen stets auf beschriankten, po-
lygonal berandeten Gebieten 2 C R2. Mit

L2(Q):{q;9—>R'/Qq2dw<oo}

bezeichnen wir den Raum der Funktionen, deren Quadrat iiber €2 Lebesgue-integrierbar
ist und mit

H'(Q) ={qeL*Q)|Vqge L*(Q)?*}

den Raum der L*(2)-Funktionen, deren schwache erste Ableitungen ebenfalls in L?(Q)
liegen. Rdume H™(2) mit hoheren Differenzierbarkeitsanforderungen werden analog de-
finiert. Zur Beriicksichtigung von Randbedingungen sei auflerdem

U:{’U,EFII(Q)2 |’U,‘8QD :’LLD},
sowie

V={veH(Q)|vlp,=0}.
Die Skalarprodukte in L?(Q2) bzw. L*(99) sind im Folgenden durch

(u,v)Q:/uvdw, (u,v>aQ:/ uv ds
Q o0

gegeben, wobei wir die Indizes auch weglassen, falls es keine Unklarheiten geben kann.
Im Fall vektorwertiger Funktionen verwenden wir die selbe Notation.

Unter Beriicksichtigung der Randbedingungen und und mit den obigen
Bezeichnungen ergibt sich die schwache Formulierung aus und wie folgt: Finde
fiir £ > 0 ein Paar (u(t),p(t)) € U x L*(2) mit

(0w, v) + (u - Vu,v) + Re”(Vu, Vo) — (p,V-v) = (f,v) Yo eV, (3.6a)
(¢,V-u)=0 Vg € L*(Q). (3.6b)
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3.1 Inkompressible Navier-Stokes-Gleichungen

Im Fall 09,,; = 0 ist der Druck bei der Verwendung von L?*(f2) als Testraum nur
bis auf additive Konstanten bestimmt. Daher verwendet man im Fall reiner Dirichlet-
Randbedingungen den Raum L3(Q2) = { ¢ € L*(Q) | (¢,1) =0}, um die Eindeutigkeit
des Drucks zu garantieren.

In Bezug auf die Losbarkeit von ([3.6) verweisen wir auf die Diskussionen in [ESW05,
Ran08, (Qua09] und die darin enthaltene Literatur.

3.1.2 Ausflussrandbedingungen

In Gleichung (3.4) haben wir gesehen, dass die Randbedingung (2.39)), welche sich im
Fall der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen zu

Re™ 'Vu -n — pnlsq,,, =0 (3.7)

out

vereinfacht, als natiirliche Randbedingung in der schwachen Formulierung auftritt. Da
auf 0, keine weiteren Anforderungen an die Testfunktionen gestellt werden, wird sie
auch als ,,do-nothing“-Randbedingung bezeichnet. Insbesondere erfiillt die Poiseuille-
Stromung diese Bedingung in der Situation von Abschnitt[2.5] aber auch in allgemeineren
Anwendungsfillen zeigt die Bedingung nur sehr wenig Einfluss auf das Strémungsfeld in
der Néhe des Randes. Beispiele dazu finden sich etwa in [HRT96].

Wir wollen uns noch etwas genauer mit der Bedeutung dieser Randbedingung be-
fassen und folgen der Diskussion in [Ran0O§|. Fiir den Rest dieses Abschnitts soll der
Ausflussrand I' = 0€),,; ein gerades Randstiick sein und mit n und 7 bezeichnen wir
die zugehorigen Normal- und Tangentialvektoren. Beziiglich dieses Koordinatensystems

lautet " dann
Re‘lanun - p|r =0, Re_lanuT|F =0

und die Divergenzfreiheit kénnen wir durch
Ontly, + Orr = 0 (3.8)

ausdriicken. Dabei bezeichnen wir mit u,, = w-n bzw. u, = u -7 die Normal- bzw. Tan-
gentialkomponente der Geschwindigkeit, siehe auch [GS00]. Ganz allgemein betrachten
wir nun die Bedingung

Re '0,u, — p|r = —p = const . (3.9)

Die obige Randbedingung beinhaltet nun eine weitere Bedingung an den Mittelwert des
Drucks entlang des Ausflussrands, denn mit (3.8) gilt

1 1 _ 1 _ _
m/rpdT:p—i—m/rRe 18nundT:p—m4Re Y0, dr = p. (3.10)

Dabei haben wir insbesondere die Haftbedingungen von w, an den Endpunkten von T,
also u,|gr = 0 und die Divergenzfreiheit auf dem Rand ausgenutzt. Zur Klarung
warum dies zuldssig ist, verweisen wir auf [GS87].

Wir konnen also mit den mittleren Druck am Ausflussrand vorgeben. Dies und
das Vorgehen im Fall von Systemen mit mehreren Ausflusskomponenten, durch Vorgabe
eines Druckabfalls, wird ausfiihrlich in [HRT96] diskutiert. Aus Griinden der Einfachheit
wahlen wir im Folgenden stets p = 0, andernfalls werden wir dies explizit anmerken.
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3 Stréomungsloser

3.1.3 Raumdiskretisierung

Wir stellen nun kurz die im Folgenden genutzten Finite-Elemente-Réume vor und ge-
ben anschliefend eine diskrete Version der Variationsformulierung an. Dazu sei
T, = {Ki,..., Ky} eine disjunkte Zerlegung von € durch offene Vierecke derart, dass
Q= KeT, K gilt. Diese Vierecke werden wir im Weiteren auch als Zellen oder Elemen-
te bezeichnen. Der Schnitt des Abschlusses zweier benachbarter Zellen soll dabei eine
gemeinsame Kante oder ein gemeinsamer Knoten sein, wir lassen also keine hingenden
Knoten zu. Fiir die Konvergenztheorie wird dann eine Familie von Triangulierungen
{7n | h >0} betrachtet und der Fehler fiir o — 0 untersucht. Der Parameter h steht
dabei fiir den maximalen Durchmesser aller Elemente in 7}, also h = max ey, diam(K).
Insbesondere wird davon ausgegangen, dass diese Familie gewissen Regularitétseigen-
schaften geniigt, siehe [Cia02], so dass die Vierecke nicht im Laufe der Verfeinerung
degenerieren.

Als zugehoriges Finite-Elemente Paar wihlen wir das in [RT92] vorgestellte mittel-
wertorientierte nichtparametrische Rannacher-Turek-Element @1 /Qo. Dabei werden zur
Approximation von Geschwindigkeit und Druck auf jedem Element K € 7;, Polynome
aus Q1(K) bzw. Qo(K) verwendet. Mit Qo(K) wird dabei die Menge der konstanten
Funktionen iiber K bezeichnet und wir setzen

él(K) = Span{]-?gv 77>§2 - 772}

Die hier auftretenden Koordinaten (£, 7) entstammen einem lokalem Koordinatensystem
auf K, welches sich aus der Verbindung gegeniiberliegender Seitenmittelpunkte ergibt.
Die Konstruktion dieses Koordinatensystems wird in [Sch03| besprochen. Die zugehori-
gen Freiheitsgrade werden auf K durch die Knotenfunktionale

ME () = %/st (3.11)

bestimmt, wobei ¢ C 0K eine Kante bezeichnet. Damit sind die zugehorigen Finite-
Elemente-Raume durch

0 = (€ p) | VI € Tl € QY M) = M) )

falls e = Ky N Ky, MX(uy,) = ME (up) falls e C Qp

e

(3.12a)

VK, K1, Ky € Ty, - vl € Q1(K)%, ME (v),) = M¥2(v),) }

o 2 2
Vh—{’UhGL () falls e = K1 N Ko, MeK(vh):OfaﬂseCQD

(3.12b)

Qn = { qn € L*(Q) | Q| = const, VK € T, } (3.12¢)
gegeben. Da Funktionen aus V', im Allgemeinen nicht stetig auf €2 sind, gilt insbesondere
U, ¢ Uund V; ¢ V. Es liegt also ein nichtkonformer Ansatz vor. Das Rannacher-
Turek-Element wurde im FEM-Loser FEATFLOW implementiert und hat sich mehrfach

bei der Losung der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen bewéhrt. Wir verweisen
dazu auf [Tur99, THO8] und die darin angegebene Literatur.
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3.1 Inkompressible Navier-Stokes-Gleichungen

Nun kénnen wir auch die diskrete Form der schwachen Formulierung (3.6) angeben:
Finde fiir ¢t > 0 ein Paar (u(t), pa(t)) € Up X Q) mit

(8tuh + (uh . V)uh, ’Uh)h + Reil (V’U,h, V’Uh)h — (ph, V- ’Uh>h = (f, ’Uh)h Yv,, € Vh,
(3.13a)

(Qh7 V- uh)h =0 Vq € Qh-
(3.13b)

Aufgrund der Nichtkonformitét sind die auftretenden Bilinearformen zellweise zu ver-
stehen, etwa (Vuy, Vwy), = > rcr (Vun, Vwy) 12k Entsprechendes gilt auch fiir die
daraus abgeleiteten Normen.

Fiir die Stokes-Gleichungen wurde in [RT92] die Fehlerabschétzung

e = wall + hllp = pall < OB (Julliar + lpllm@) (3.14)

bewiesen. Wir kénnen also L?(Q)-Konvergenz erster Ordnung fiir den Druck und zweite
Ordnung fiir die Geschwindigkeit erwarten. Fiir die Navier-Stokes-Gleichungen finden
sich dhnliche Aussagen in [Sch97]. Entscheidend dafiir ist, dass das Rannacher-Turek-
Element die diskrete Babuska-Brezzi-Bedingung [GR&6, [BFI1]

V-
inf sup (P, V- 01 >~v>0

0#an €Qh 0£v, eV, HQhHLQ(Q)vah”LQ(Q)

erfiillt, wobei die Konstante v unabhéngig von h ist. Grofle Reynolds-Zahlen verursa-
chen Stabilitdtsprobleme bei der obigen Diskretisierung, in diesem Fall sind zusétzliche
Stabilisierungsterme in der Variationsformulierung notwendig. Da wir uns hier nur mit
kleinen Reynolds-Zahlen befassen, sind derartige Stabilisierungstechniken hier nicht von
Interesse und wir verweisen dazu auf [Tur99) [(Oua06].

Um tatsédchlich diskrete Gleichungen in Form eines nichtlinearen Gleichungssystems
zu erhalten, benotigen wir Basen der endlichdimensionalen Funktionenrdume. Wir be-
trachten zunéchst den Fall homogener Dirichlet-Randbedingungen, also U, = V. Eine
zu den einzelnen Komponenten zugehérgie Basis { v} | i = 1,..., M } erhalten wir durch
die Forderung M., (v;) = 0, fiir alle Kanten { e; | e; ¢ 09,7 =1,..., M }, die nicht zum
Dirichlet-Rand gehoren. Die daraus resultierende Produktbasis { v} |i=1,...,2M } =
{(v,,0)" |i=1,...,M }u{(0,v;)" |i=1,...,M } ist dann eine Basis von V. Wei-
ter sei {¢qj, |i=1,...,N } die Basis von Q) welche ¢} |k, = d;; erfiillt. Setzen wir die
Ansétze pp(x,t) = ijzlpj(t)qi(w) und up(x,t) = Z?iwl w;(t)v] (x) in ein, so
erhalten wir das Gleichungssystem

M 0] |u K(u)+L B| |u| |[F
o ol o]+ [ ™ S [ - 16 619
mit den durch
M,;; = (U27”2)h7 K(u);; = (uh . Vvi,v%)h, F, = (f,vﬁl)h,
L;; = Re™! (V'U{L,V'vﬁl)h, B, =—- (qi, V- vﬁl)h,
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3 Stréomungsloser

gegebenen Matrizen und Vektoren. Dabei sammeln wir in den Lésungsvektoren u =
(wy,...,u9py) und p = (p1,...,pn) die Koeffizienten aus den Basisdarstellungen. Wir
bemerken noch, dass die Matrizen M, K und L Blockdiagonalgestalt haben, da wir eine
Produktbasis gewahlt haben.

Im Fall inhomogener Dirichlet-Randbedingungen wird die Basis von V', zu einer Basis
ohne Vorgabe der Randdaten erweitert. Mit dieser Basis wird dann analog das Glei-
chungssystem aufgebaut. Die verglichen mit iiberfliissigen Zeilen werden dann
durch die Vorgabe der Randkoeffizienten ersetzt. Wir verweisen auf [Qua09] fiir eine
Diskussion dieses Vorgehens.

Gilt 004 = 0, so ist der Druck, wie zuvor im kontinuierlichen Fall, nur bis auf additive
Konstanten bestimmt. Um dennoch einen eindeutigen Druck zu erhalten, ersetzen wir
L*(€Q) in der Definition durch L3(€2). Dies muss dann auch entsprechend bei der
Erstellung des Gleichungssystems beriicksichtigt werden.

3.1.4 Zeitdiskretisierung

Abschlieflend beschéftigen wir uns mit der zeitlichen Diskretisierung der Gleichungen
(3.15). Wir betrachten hier nur das implizite Euler-Verfahren. Fiir eine gewohnliche
Differentialgleichung y/'(t) = f(t,y(t)) lautet es

Y=yt ALy,

wobei At = "1 —¢" die konstante Zeitschrittweite darstellt und der hochgestellte Index
n die Auswertung der entsprechenden Funktion zum Zeitpunkt ¢" bezeichnet.
Anwendung des Verfahrens auf die semidiskreten Gleichungen ([3.15) liefert

M + At(K (u*t!) + L) AtB]| [u"t]  [f
_BT 0 pn+1 - 0 )

mit der rechten Seite
f = Mu" + AtF". (3.16)

Definieren wir noch

S(u™) =M+ A(K(u"*) + L) (3.17)

so konnen wir das Gleichungssystem in kompakter Form als

{S(un“) AtB} {U”“} _ H , (3.18)

-BT 0 | |p! 0

schreiben.

Der von uns verwendete Ansatz die Gleichungen zunéchst im Raum und anschlieend
in der Zeit zu diskretisieren, wird auch als Linien-Methode bezeichnet. Dem gegeniiber
steht die Rothe-Methode, bei welcher die Raumdiskretisierung erst nach der Zeitdiskre-
tisierung erfolgt. Bei den von uns betrachteten Diskretisierungen erhélt man mit beiden
Ansitzen am Ende das System (3.18). Wir haben die Priisentation als Linien-Methode
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3.2 Modellproblem

gewahlt, weil sie haufiger Verwendung findet und verglichen mit der Rothe-Methode eine
kompaktere Darstellung ermoglicht.

Bisher haben wir noch nicht die Umsetzung der Anfangsbedingung w|,—y = u® be-
sprochen. Dies geschieht mit der L?-Projektion &2 : L?(Q)? — Uy, Diese ist durch

(@(uo),uh)h = (uo,uh)h Yu, € Uy, (3.19)

bestimmt und durch die Eigenschaft

0

[u® = P (W)l 22 < Ju’ — unll 22 Vup € Uy

charakterisiert. Machen wir den Ansatz 2 (u’)(x) = Z?fl ugvi(a:) und setzen dies in
(3.19) ein, so erhalten wir daraus das lineare System

Mu =r

mit der Massenmatrix M aus (3.15) und der durch r; = (u’, v}), gegebenen rechten

Seite. Dieses System konnen wir nach u® 16sen und zur Berechnung von (3.16) nutzen.

3.2 Modellproblem

3.2.1 Schwache Formulierung

Ganz analog zum Vorgehen im Fall der inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen,
kénnen wir auch fiir das Modellproblem ([2.37a)), (2.37b)) eine schwache Formulierung
herleiten. Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt und f = f, lautet diese: Finde
fiir ¢ > 0 ein Paar (u(t),p(t)) € U x L*(Q) mit

(00yu,v) + (o(u - V)u,v) + a(u,v) — (p,V-w) = (f,v) YveV, (3.20a)
(¢,V-u)=(g9,q) VgeL*Q). (3.20b)

Die dabei auftretende Bilinearform a ist durch
a(u,v) = Re™' (nVu, Vo) + (n(V -u), V- v) — (Vu* - Vn,v)) (3.21)

gegeben, wobei w* in (2.7) definiert wurde. Sie resultiert aus der partiellen Integration
der Divergenz des Reibungsspannungstensors in der Form ([2.8]). Dabei ist zu beachten,
dass wir nur die Terme mit Ableitungen zweiter Ordnung partiell integrieren. Wegen

—(V-(nVu),v) = (nVu,Vv) — (nVu - n,v)

und

—(V(n(V-u)),v) = 0(V-u),V-v) = (V- -u)n,v),
ergibt sich das zu (3.20]) gehorige Randintegral als

<R671(77V’U» n+n(V-u)n)—pn, v>8ﬂout '
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3 Stréomungsloser

Aufgrund der Randbedingung entfillt es in der schwachen Formulierung ([3.20)).
Fiir Spezialfiille dieser Gleichung existieren Aussagen zur Losbarkeit, wir verweisen dazu
wieder auf [Qua09] und die darin angegebene Literatur.

Die Verwendung von innerhalb der schwachen Formulierung wird hier erstmalig
vorgeschlagen und ermoglicht eine einfache Beschreibung der Ausflussrandbedingungen.
Welche Vorteile die Verwendung der Bilinearform (3.21]) innerhalb der schwachen Form

gegeniiber (n(Vu + VuT), Vo) hat, besprechen wir im Abschnitt [3.2.41

3.2.2 Raumdiskretisierung

Mit der schwachen Formulierung (3.20]) erhalten wir auch sofort eine diskrete Variante.
Finde fiir t > 0 ein Paar (wu(t), pa(t)) € Up, X Q) mit

(00yup, vp)n + (o(up - V)un, vi)n + an(un, i) — (Pr, V- vp)n = (F,vn)n Yo € Vi,
(3.22a)

(qn, V- up)p = (@, @) Van € Qn.
(3.22D)

Dabei ist die Definition der diskreten Bilinearform aj, direkt aus (3.21)) ersichtlich. Das
zugehorige lineare Gleichungssystem lautet dann

0 et L e

mit den Bezeichnungen von (3.15) und

M(Q)Zj = (Q’U’Iim ’U%)h ) ’C(Q) (u)lj = (Quh : vv%v ’U;‘T)h )
L(n)i; = an(v},, v},) g = (9:41),-

Wir bemerken an dieser Stelle, dass sich und in drei wesentlichen Punkten
unterscheiden. Zum einen ist das die Abhéngigkeit der Massenmatrix M und der Trans-
portmatrix IC von der Dichte p. Ebenso hat die variable Viskositdt n nun Einfluss auf
die Diffusionsmatrix £ und schliellich liegt nun eine inhomogene Divergenzbedingung
vor.

AuBerdem ist £ nicht mehr blockdiagonal, da durch die Verwendung des Reibungs-
spannungstensors beide Geschwindigkeitskomponenten in jeder Komponente der Impuls-
gleichung auftreten. Dies ist unabhiingig von der Darstellung und tritt auch mit
der iiblichen Formulierung der Reibungsspannungsdivergenz auf.

3.2.3 Zeitdiskretisierung

Die Anwendung des impliziten Euler-Verfahrens auf die semidiskreten Gleichungen ((3.23))

liefert nun M)+ At (_,?3(5, )+ £(n)) ASB] m _ E} ’ (3.24)
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3.2 Modellproblem

mit

f = M(p)u" + AtF.
Um die Schreibweise moglichst iibersichtlich zu halten, haben wir hier auf den Index
n+ 1 verzichtet. Dies wollen wir auch im Weiteren so beibehalten, zeitabhéngige Grofien

ohne Index werden also zum Zeitpunkt ¢"*! betrachtet.
In kompakter Form kénnen wir (3.24]) auch als

[S<E’]§7’T“) Af,B] m = [;] : (3.25)

schreiben, wobei wir hier
S(o.nm) = Mle) + At (K(gw) + L(n)) (3.26)

setzen. Das zu l6sende System stimmt in seiner Struktur mit dem inkompressiblen
System iiberein. Neu ist hier nur die Abhéngigkeit von der Dichte und der Vis-
kositdt. Im néchsten Kapitel werden wir uns damit befassen wie wir derartige Systeme
16sen konnen.

3.2.4 Ausflussrandbedingungen

Um den Vorteil der Darstellung zu erkennen, gehen wir zunéchst von der allge-
meinen Darstellung des Reibungsspannungstensors , T = n(Vu+ VuT), aus. Diese
gilt auch schon bei der Betrachtung der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen und
bringt dort die selben Probleme mit sich. Zur Bestimmung einer schwachen Formulie-
rung von ([2.37al) muss der viskose Term —V -T" mit einer Testfunktion multipliziert und
anschlieend integriert werden. Dies fiihrt zu

—(V-T,v) = (T,Vv) — (T -n,v),, .
und insgesamt ergibt sich
Re 'n(Vu +Vu') -n —pnlsq,, = F (3.27)

als die zur schwachen Formulierung gehérige natiirliche Randbedingung, wobei F' ent-
sprechend vorzugeben ist. Aber genau die Wahl von F' bereitet Probleme.

Um dies einzusehen, schreiben wir , entsprechend der Situation in Abschnitt
in (n,7)-Koordinaten. Die Bedingungen lauten dann

2R6_1773nun - p‘I‘ = Fm R€_177 (anuf + a‘run) ‘F = FT'

Jetzt betrachten wir eine Poiseuille-Stromung. Fiir diese gilt 0,u, = d,u, = 0, aber
O-u, # 0. Damit ist also schon fiir diesen einfachen Fall a priori die Kenntnis des Ge-
schwindigkeitsprofils von Noten, um die Randbedingung sinnvoll formulieren zu kénnen.
Dies ist im Allgemeinen nicht moglich. Setzen wir mangels genauerer Informationen
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Abbildung 3.1: Unterschiedliches Verhalten am Ausflussrand aufgrund der Randbedin-
gungen (3.27)) (links) und ([2.39)) (rechts) mit FF =0

dennoch F,, = F, = 0, so fithrt dies zu einem nichtphysikalischem Verhalten am Aus-
flussrand, siehe Abbildung

Um diese Problematik zu umgehen, wird in ein Verfahren fiir verallgemeinert
newtonsche Fluide vorgestellt, bei dem die Randbedingung durch einen zusétzlichen
Penalty-Term in der Variationsformulierung vorgeschrieben werden. Dies bringt auch die
Einfiithrung eines neuen numerischen Parameters mit sich, welcher geeignet zu bestimmen
ist.

Wir schlagen wie in Abschnitt [3.2.1 beschrieben einen anderen Weg vor und schreiben,
motiviert durch die guten Ergebnisse mit der Bedingung , den viskosen Term in
der Form . Mit der Herangehensweise des vorherigen Abschnitts ist die zugehorige
Randbedingung dann durch

(Re™" (nVu - n +n(V - u)n) — pn) |sq,,, = F

gegeben. Dies entspricht im Fall einer divergenzfreien Stréomung der Randbedingung
(3.7), weshalb die Randbedingung sinnvoll ist. Das Verhalten dieser Randbedin-
gung ist ebenfalls in Abbildung dargestellt und zeigt deutlich das fiir die Kanal-
stromung erwartete Verhalten.

Auch wenn die Losung des Systems erst in Kapitel 4| besprochen wird, bietet es
sich an, direkt das Verhalten der beiden Ausflussrandbedingungen zu zeigen. Wie oben
bereits erwihnt, ist dies in Abbildung[3.1]dargestellt. Der Testfall stammt aus [BC0O7] und
wird hier zu Betrachtung eines inkompressiblen Fluids genutzt, wobei am Einfluss ein
parabolisches Geschwindigkeitsprofil im Sinne der Poiseuille-Stréomung vorgegeben wird.
Es ist deutlich zu erkennen, wie sich das Geschwindigkeitsprofil am Austritt bei Ver-
wendung der Randbedingung andert, wihrend es mit der Randbedingung
unveréndert bleibt.
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4 Diskrete Projektionsverfahren

Zur Losung der Systeme und gibt es generell zwei Herangehensweisen.
Zum einen ist es moglich die Systeme direkt zu losen ([Tur99, [ESW05]), zum anderen
kénnen wir versuchen die Losung mittels kleinerer Teilprobleme zu bestimmen. Wir
gehen den zweiten Weg auf Grundlage des in [Tur99) fiir das System ({3.18]) vorgestellten
diskreten Projektionsverfahrens. Dieses Verfahren ist in der Klasse der globalen MPSC-
Verfahren enthalten, die Herleitung erfolgt iiber die Wahl optimaler Préakonditionierer fiir
die Richardson-Iteration zur Losung der Schur-Komplement-Gleichung fiir den Druck.
Die Abkiirzung MPSC steht dabei fiir Multilevel-Pressure-Schur-Complement. Da sich
das so hergeleitete Verfahren nicht direkt auf das Modellproblem (3.25)) iibertragen l&sst,
werden wir zunéchst eine neuartige Herleitung des Verfahrens angeben und diese dem
Modellproblem entsprechend modifizieren.

4.1 Globales MPSC-Verfahren

In diesem Abschnitt priasentieren wir die Herleitung der in [Tur99] vorgestellten globalen
MPSC-Verfahren. Der im Weiteren von uns genutzte Vertreter dieser Klasse von Ver-
fahren kann als diskretes Projektionsverfahren interpretiert werden. Daher stellen wir
in Abschnitt die klassische Herleitung solcher Verfahren vor. Dies wird uns helfen,
Teile des hier beschriebenen Verfahrens besser zu verstehen und eine alternative Herlei-
tung fiir das Verfahren zu finden, welche wir spéter auf das Modellproblem iibertragen
konnen.

Nun zu den globalen MPSC-Verfahren. Das System kénnen wir komponenten-

weise als

S(u)u + AtBp = f,
B'u=0

schreiben. Nach formaler Multiplikation von (4.1)) mit BTS(u)~! erhalten wir wegen der
diskreten Divergenzfreiheit (4.2) fiir den diskreten Druck das lineare System

1

B7S(u)"'Bp =
(u)”'Bp A7

B”S(u)"'f. (4.3)

Da die vorliegende Matrix BTS(u)™!B das Schur-Komplement der Systemmatrix aus
(3.18) darstellt, wird diese Gleichung auch als Pressure-Schur-Complement-Gleichung
bezeichnet. Zur Losung dieses linearen Problems betrachten wir nun das linksprikondi-
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4 Diskrete Projektionsverfahren

tionierte Richardson-Verfahren ohne Relaxationsparamter, siche etwa [Mei99]. Die Ite-
rationsvorschrift zur Losung der Schur-Komplement-Gleichung (4.3)) lautet dann

pri1 =P — C' (BTS(u) 'Bp; — At 'B7S(u)'f)

=pr+C* (At_lBTS(u)_l (f — Athk)) , (4.4)

fir k =0,1,..., kynae, wobei wir mit C den Prikonditionerer bezeichnen und py = p”
setzen. Nach Beendigung der Iteration setzen wir dann p"™' = py, . .

Der néchste Schritt in der Verfahrensherleitung besteht nun aus der Wahl eines ge-
eigneten Priikonditionierers. Der in [Tur99] vorgeschlagene globale Priakonditionerer hat
die Form

C'=agP ' +apM, !, (4.5)

mit
P =B"M;'B. (4.6)
Dabei stellt die Diagonalmatrix M, eine Approximation an die Massenmatrix M dar
(mass lumping). In unseren spéteren Rechnungen erhalten wir die Diagonaleintréige von
M, als Zeilensummen von M. Weiter ist die Matrix M,, die zu den Ansatzfunktionen fiir
den Druck gehorige Massenmatrix und in unserem Fall stiickweiser konstanter Ansatz-
funktionen auf natiirliche Weise von Diagonalgestalt. Auflerdem sollen die Dédmpfungs-
paramter dabei ar < 1 und ap < AtRe~! erfiillen. Wir bemerken noch, dass die Matrix
P als Schur-Komplement einer gemischten Diskretisierung eines Poisson-Problems auf-
gefasst werden kann, daher wird das Losen eines Gleichungssystems mit dieser Matrix

im Rahmen des weiteren Vorgehens auch als Pressure-Poisson-Problem bezeichnet.
Bei der Konstruktion des Prikonditionerers (4.5) wurde die explizite Form der Matrix

S(u™th) = M + AtK(u"™) + AtL,
siehe (3.17)), beriicksichtigt. Ziel war es einen additiven Priakonditionerer der Form
C_l = O./RA]_%I + OéDAE)I + O./KAI_(I (47)

zu konstruieren, dessen einzelne Summanden ,optimale“ Priékonditionerer fiir die aus
(13.17)) resultierenden Grenzfille dominanter Reaktion, Diffusion oder Konvektion sind.
Also Ar, Ap und A sind ,optimal“ fir BPTM~'B, B’L~!'B und BYK~!'B. Dabei ist
,Optimalitdt“ hier so zu verstehen, dass die Anwendung der Prikonditionerer auf die
entsprechenden Teilprobleme (divergenzfreie Lo-Projektion, Stokes Gleichungen, inkom-
pressible Euler-Gleichungen) ein von dufleren Parametern und dem Gitter unabhéngiges
Konvergenzverhalten in Kontext eines Mehrgitterverfahrens liefert. Da in diesem Sinne
kein konvektiver Prékonditionerer gefunden werden konnte, besteht der Prakonditionie-
rer (4.5)) nur aus zwei Summanden.

Der Name globales MPSC-Verfahren ergibt sich aus der Nutzung des globalen Prikon-
ditionierers bei der Losung der Pressure-Schur-Complement-Gleichung . Die
Optimalitit des Prakonditionerers im Kontext eines Mehrgitterverfahrens erklért das
Multilevel in der Bezeichnung.
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Mit der Wahl von (4.5) als Priakonditionerer und k., = 0 konnen wir die Iterati-
on (4.4) als diskretes Projektionsverfahren auffassen. Es besteht aus fiinf wesentlichen
Teilschritten:

1. Berechnung eines vorldaufigen Geschwindigkeitsvektor u in Abhéngigkeit der aktu-
ellen Druckapproximation p™:

S(u)u =f — AtBp" (4.8)
2. Berechnung der rechten Seite fp fiir das diskrete Pressure-Poisson-Problem:

1
fp = —B™0 4.
N (4.9)

3. Losung des diskreten Pressure-Poisson-Problems:

Pq="1p (4.10)
4. Update des Drucks:
p"*' =p" + arq + apM, 'fp (4.11)
5. Update der Geschwindigkeit:
u"™ =1 - AtM; 'Bq (4.12)

Die aufwendigen Schritte sind dabei das Losen der nichtlinearen Advektions-Diffusions-
Gleichung in , sowie die Losung des Pressure-Poisson Problems . Der Aufwand
beim Losen der Systeme héngt dabei natiirlich von der Wahl des Losers bzw. der Linea-
risierung ab. Wir merken noch an, dass die zugehorige Matrix P iiber alle Zeitschritte
konstant bleibt und daher bereits in einem Preprocessing-Schritt berechnet werden kann.

Fiir das Update der Geschwindigkeit nach (4.12) gilt aufgrund von (4.9) und (4.10))
die Gleichheit

B u""!' = B"a - AtB"M; 'Bq
— Atfp — AtPq

und wir erzwingen so die diskrete Divergenzfreiheit im néchsten Zeitschritt. Dies ist
notwendig, da wir nur einen Schritt der Richardson-Iteration durchfithren. Allerdings
stellt sich die Frage in wie weit die so bestimmte Geschwindigkeit noch eine gute Appro-
ximation an die tatsdchliche Losung darstellt. Dies ist aus der obigen Herleitung nicht
ersichtlich, wir beschéftigen uns damit in Abschnitt [4.2]

Zum Abschluss dieses Abschnitts merken wir noch an, dass in der durch ge-
gebenen Klasse von Verfahren, je nach Wahl des Priakonditionierers, der Anzahl der
[terationen, sowie der Berechnung der Geschwindigkeit, neben den oben angesproche-
nen Projektionsverfahren, noch weitere bekannte Verfahren enthalten sind. So fiithrt die
Wahl C = oI mit o € R zum Uzawa-Verfahren [Bra07] oder C = B (diag(S))™'B zum
SIMPLE-Verfahren [HEH93].
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4 Diskrete Projektionsverfahren

4.2 Diskrete Projektionsverfahren fiir die
inkompressiblen Gleichungen

Wie sich die Gleichung fiir das Geschwindigkeitsupdate begriinden l&sst, konnten
wir aus dem oben gemachten Ansatz iiber die Richardson-Iterationen fiir den Druck nicht
ersehen. Der Schliissel zum Versténdnis des Updates liegt in der klassischen Herleitung
von Projektionsverfahren. Damit wollen wir uns nun beschéftigen und folgen dabei der
Darstellung aus [LMW02].

Nach einer Linearisierung kénnen wir das System in der Form

S(u")u+ AtBp = f, (4.13a)
B'u=0 (4.13b)

schreiben. Eine erste Approximation der Losung u & u kénnen wir durch Losen von
S(u")u=f — AtsBp” (4.14)

bestimmen, wobei 5 € {0,1} einen konstanten Parameter bezeichnet. Dies entspricht
(4.8). Da t im Allgemeinen nicht divergenzfrei sein wird, suchen wir nun eine Korrektur
v, so dass mit u = u + v ein divergenzfreies Geschwindigkeitsfeld vorliegt. Dazu sub-
trahieren wir (4.14)) von (4.13al) und erhalten eine Gleichung fiir den Korrekturterm. Es
gilt

S(u")v + AtBq =0, (4.15)

mit der Druckkorrektur
q=p—5p".

Aus (4.13b)) ergibt sich fiir die Divergenz der Geschwindigkeitskorrektur
B'v =-B'uq,

womit wir aus (4.15)) das Pressure-Poisson-Problem

1
B'S™'Bq = KtBTﬁ (4.16)

erhalten. Um dieses System effizient Losen zu kénnen, ersetzen wir S durch eine leicht
zu invertierende Approximation S. Das nun resultierende System entspricht (4.10). Ist
die Gleichung gelost, ergibt sich der neue Druck als

p=/p" +aq, (4.17)
und wir kénnen wegen (4.15) die neue Geschwindigkeit durch
u=1u+v=u-AtS'Bq (4.18)

ermitteln.

38



4.3 Diskretes nichtlineares Projektionsverfahren fiir das Modellproblem

Damit haben wir das System gelost und insbesondere das Geschwindigkeits-
update hergeleitet. Es entspricht dem Update bei Verwendung der Appro-
ximation S = M;. Der wesentliche Unterschied beider Verfahren liegt im Update des
Drucks. Die Gleichungen (4.11)) und (4.17)) unterscheiden sich beziiglich der zusétzlichen
Anwendung des diffusiven Prakonditionierers AtilM; IBTa. In [Tur99] wurde anhand
extensiver numerischer Experimente gezeigt, dass dieser zusétzliche Term im Druck-
Update deutliche Vorteile gegeniiber hat. Ebenso fithrt dieser zusétzliche Term
zu Verfahren mit verbesserter Ordnung, siche |[GMS06].

Abschlieflend bemerken wir noch, dass das obige Verfahren mit 5 = 0 dem Chorin-
Verfahren [Cho68] entspricht. Im Fall 5 = 1 erhalten wir eine Variante des Van Kan-
Verfahrens [Kan86], bei dem klassisch das Crank-Nicolson Verfahren zur Zeitdiskreti-
sierung genutzt wird. Damit sind die Verfahren auch in der Klasse globaler MPSC-
Verfahren enthalten. Analog zur obigen Herleitung hitten wir die Projektionsverfahren
auch im kontinuierlichen Fall herleiten kénnen. Fiir eine tiefgehende Diskussion (kontinu-
ierlicher) Projektionsverfahren, verweisen wir an dieser Stelle auf [Pro97, [GS00, [GMS06]
und die enthaltene Literatur.

4.3 Diskretes nichtlineares Projektionsverfahren fiir das
Modellproblem

Nun befassen wir uns mit der Losung des diskreten Modellproblems . Ziel ist es das
Projektionsverfahren — so zu modifizieren, dass wir es auf das Modellproblem
anwenden konnen. Wir werden sehen, dass die Herleitung als globales MPSC-Verfahren
Schwierigkeiten mit sich bringt. Um diese zu umgehen, werden wir hier erstmalig eine
Herleitung des Projektionsverfahrens angeben, welche dem Ansatz aus Abschnitt
basiert, aber den diffusiven Prikonditionierer fiir das Druckupdate beinhaltet. Diese
neue Herleitung werden wir dann auf das Modellproblem iibertragen.

Zunéchst betrachten wir den Zugang iiber globale MPSC-Verfahren. Dabei kénnen
wir prinzipiell so vorgehen, wie im Abschnitt [4.1} Allerdings miissen wir hier die durch
(2.25)) gegebene Druckabhéngigkeit der Geschwindigkeitsdivergenz im Fall der Kavitati-
on beriicksichtigen. Gleichung lautet komponentenweise

Su+ AtBp =T,
_BTu = g<p)7

und formale Elimination der Geschwindigkeit fiihrt hier auf die nichtlineare Druck-Schur-
Komplement-Gleichung

B’S'Bp = é (B"S7'f + g(p)) .

Die zugehorige mit C™' prikonditionierte Richardson-Iteration kénnen wir dann als

Pk+1 = Pk + c (AtilBT‘g_1 (f — AtBpy) + Atilg(pk))
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4 Diskrete Projektionsverfahren

schreiben.

Nun stellt sich die Frage wie wir die Prakonditionierer wéhlen sollten. Wahrend wir
den reaktiven Prékonditioner analog zu bilden kénnen, ist die entsprechende Wahl
des diffusiven Prakonditionierers wesentlich schwieriger. Derzeit ist kein derartiger, im
obigen Sinne optimaler, Prikonditionierer bekannt und wir verweisen auf die Diskussion
in [THOS].

Wir gehen hier deshalb einen anderen Weg und leiten eine neue Variante des Verfah-
rens — her, welche sich auf natiirliche Weise auf unser Modellproblem iibert-
ragen lésst. Ziel ist es, den diffusiven Prékonditionierer in den Ansatz von Abschnitt
zu integrieren, wir betrachten jetzt also wieder (3.18). Dabei erinnern wir uns daran,
dass wir bei der Herleitung der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen den
sich aus der Divergenz des Reibungsspannungstensor ergebenden Term V(V - u), auf-
grund der Divergenzfreiheit nicht weiter beriicksichtigt haben. Es ist genau dieser Term
in diskreter Form, der den diffusiven Prékonditionierer in das Verfahren einbringt. Unter
Beibehaltung dieses Terms kénnen wir die Gleichungen auch in der Form

ou+u-Vu— Re 'Au+Vp—Vr = f, (4.19)
Re 'V.-u=r, (4.20)
V-u=0, (4.21)

schreiben. Nach einer Diskretisierung in Raum und Zeit wie zuvor, erhalten wir damit
das System

Su + AtBp — AtBr =f, (4.22)
—Re 'BTu=M,r, (4.23)
B'u=0. (4.24)

Wichtig ist hier, dass wir zur Diskretisierung der neuen Gleichung (4.20)) die zum Druck
gehorigen Testfunktionen wéhlen, ebenso erfolgt der Ansatz fiir r {iber die Funktionen
aus Q. Abschliefilend fassen wir (4.22)) und (4.23]) wieder zusammen und erhalten
S(u)u + AtBp + AtRe 'BM 'B'u =, (4.25)
B'u=0, (4.26)
als zu l6sendes System.

Nun folgen wir formal dem klassischen Vorgehen bei Projektionsverfahren aus Ab-
schnitt 4.2l Zunichst bestimmen wir durch

S(a)u + AtBp” + AtRe 'BM.'B"u =f (4.27)

eine Approximation an die Geschwindigkeit. Aus (4.25)) und (4.27)) bestimmen wir dann
eine Gleichung fiir die Korrektur v = u — u. Wir erhalten

S(v)v + AtBq = 0,

BTv = -BTq,
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mit

q=p-—-p" — Re’lMngTﬁ
und einer geeigneten Approximation S(u®)u‘ ~ S(u)u — S(u)u. Da wir das Verfahren
[4.8)-(4.12) herleiten wollen, setzen wir ab jetzt S = M,. SchlieBlich ergibt sich analog zu
4.10)) nach Elimination der Geschwindigkeitskorrektur die Pressure-Poisson-Gleichung

- L or-
B'M;'Bq = B'q,

nach deren Losung wir Druck und Geschwindigkeit durch
p=p"+q+ ke M, 'B"q, (4.28)
u=1- AtM, 'Bq, (4.29)
bestimmen koénnen. Insbesondere ist nun der diffusive Prakonditionierer aus (4.5) im
Druckupdate (4.28) enthalten. Der einzige Unterschied zwischen diesem Vorgehen und
dem durch (4.8])-(4.12) gegebenen Verfahren, liegt in der Berechnung der Geschwindig-

keitsapproximation. In (4.27) wird zusétzlich noch die Divergenz beriicksichtigt. Gehen
wir wie (4.8) vor, so gilt lediglich

Su=f— AtBp”" =~ f — AtBp" — AtRe”'BM, 'B" 1.
Mit dieser Anderung stimmen dann beide Verfahren exakt iiberein.

Diese neue Betrachtungsweise kénnen wir nun auch auf das Modellproblem ({3.25])
iibertragen. Dazu nutzen wir die Zerlegung der Divergenz des Reibungsspannungstensors

(2.8)). Die Gleichungen ([2.37a)) und (2.37b)) lauten damit

0(Ou+u-Vu)— Re (V- (nVu) + Vr +Vu* - Vn) + Vp = fu, (4.30a)
V-ou=n"'r (4.30Db)
V-u=yg(p). (4.30¢)

Nach einer Diskretisierung wie oben erhalten wir daraus das System
Ru + AtBp — AtRe 'Br = f, (4.31a)
~BTu=M,r, (4.31b)
~B"u = g(p), (4.31c)

wobei die Matrix R alle Terme der linken Seite von (4.30a) auler Vp und Vr enthilt.
Damit unterscheidet sie sich von der Matrix & aus (3.26)) die auch den Vr Term enthilt.
Die auftretende gewichtete Massenmatrix M, ist durch

(My)i; = (0" aqy, 41).
mit g, € Qp gegeben. Aufgrund der Definition von @), (3.12¢) liegt mit M, wieder eine

Diagonalmatrix vor. Fassen wir die Gleichungen (4.31a)) und (4.31b]) wieder zusammen,
so erhalten wir schliefSlich das System

Ru+ AtBp + AtRe 'BM_'B'u =1, (4.32a)
—B'u = g(p). (4.32b)
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Dies wollen wir nun wie oben losen, wobei die Druckabhéngigkeit der Divergenzbedin-
gung auf eine nichtlineare Gleichung zur Bestimmung des Drucks fithren wird.
Zunéchst erhalten wir durch

Ru+ AtBp" + AtkRe'BM,'B'a=f (4.33)

eine erste Approximation u an das Geschwindigkeitsfeld. Fiir die zugehorige Korrektur
v = u—1u gilt dann analog zu obigem Vorgehen nach Subtraktion von (4.33)) von (4.32al)

MlV + Ath = 0,

B'v = —g(p) - B"a. (4:34)

Dabei ergibt sich die gelumpte Massenmatrix M, aus der gewichteten Massenmatrix
M,; = (00}, v))n
und der Vektor q ist hierbei durch
a(p) =p —p" — Re'M, " (g(p) + B'u)

gegeben. Setzen wir dann

P =B"M'B,
so erhalten wir aus (4.34) das beziiglich p nichtlineare Pressure-Poisson-Problem

Pa(p) B a+g(p)). (4.35)

=X (
Auch wenn wir diese Gleichung direkt fiir den Druck losen, miissen wir dennoch q
bestimmen, um die Geschwindigkeit durch

u=1u- Athqu,

zu ermitteln.

Wiéhrend variable Dichte und Viskositét lediglich zu entsprechend gewichteten Mas-
senmatrizen fithren, entsteht der Hauptunterschied verglichen mit den inkompressiblen
Navier-Stokes Gleichung in der vom Druck abhéngigen Divergenzbedingung. Dies erfor-
dert bei unserer neuen Betrachtungsweise die Losung des nichtlinearen Problems ({4.35))
zur Bestimmung des Drucks. Dabei muss die Matrix P nun aufgrund der Abhéngigkeit
von der Dichte jetzt in jedem Zeitschritt neu berechnet werden. Ferner bemerken wir
noch, dass wir sie der gemischten Diskretisierung des Diffusionsproblems

V- (07'Vq) = rhs,

welches sich auch im Fall der Anwendung klassischer Projektionstechniken auf das Mo-
dellproblem ergibt, zuordnen kénnen.

Bei der Berechnung der Geschwindigkeitsapproximation u in (4.33)) wird die Matrix
R + AtRe 'BM, 'B” verwendet. Diese unterscheidet sich in ihrer Wirkung nicht von
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S aus , beide Operatoren gehen auf unterschiedliche Diskretisierungen des sel-
ben Problems zuriick. Daher liegt es nahe in die Matrix S anstelle von R +
AtRe 'BM,"B” zu nutzen, da diese sich effizienter berechnen liisst. Dazu merken wir
noch an, dass in numerische Experimenten keinen bedeutenden Unterschied zwischen
den beiden Varianten ausgemacht werden konnten.

Der Vollsténdigkeit und Ubersichtlichkeit halber wollen wir das Verfahren hier noch
kurz in kompakter Form zusammenfassen, sowie das entsprechende iterative Verfahren
angeben.

1. Berechnung eines vorlaufigen Geschwindigkeitsvektors u in Abhéngigkeit der ak-
tuellen Druckapproximation p™:

S(n)i =f — AtBp” (4.36)

oder
R(w)u+ AtRe 'BM, 'Ba = f — AtBp” (4.37)

2. Losung des diskreten nichtlinearen Pressure-Poisson Problems fiir den Druck:
Pq(p) = f»(p) (4.38)
mit
1
At

q(p) =p - p" — AtRe "M 'fp(p), fp(p)
3. Berechnung des Hilfsvektors fiir das Geschwindigkeitsupdate:
q=p—-p" — Re‘lM;1 (g(p) + BTﬁ) (4.39)
4. Update der Geschwindigkeit:

u=1-AtM;(p) 'Bq (4.40)

Fiir die Darstellung des Verfahrens als Iterationsverfahren fiihren wir noch den nichtli-
nearen Operator

T(v)u— S(V)u, nach (4.36)), (4.41)
(R(v) + AtRe™'BM,'B)u, nach (£.37) '

ein. Damit konnen wir das Verfahren in der Form
Pri1 =Pr+ (P + AtRe” ' MY (At 'BTT 7 (f — AtBpy) + At~ 'g(prs1))

schreiben. Hierbei wird die Abhéngigkeit der Geschwindigkeitsdivergenz vom Druck g(p)
implizit behandelt. Numerische Tests mit einer expliziten Vorgehensweise zeigten keine
Konvergenz.
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Das obige Verfahren beinhaltet die Losung zweier nichtlinearer Teilprobleme. Zunéchst
ergibt sich die Geschwindigkeitsapproximation w als Losung der nichtlinearen Gleichung
oder . Die anschlieende Bestimmung des Drucks erfordert das Losen des
nichtlinearen Problems . In Kapitel 5| beschéftigen wir uns mit der Losung dieser
nichtlinearen Probleme.

Anscheinend wurde ein derartiges nichtlineares Projektionsverfahren bisher nur einmal
in [Sch09] vorgestellt. Dort wird es in Verbindung mit einer Finite-Volumen-Diskretisie-
rung zur Losung eines Granular Flow Modells genutzt. Die Grundidee ist die selbe wie
bei dem hier vorgestellten Verfahren, allerdings ist ein direkter Vergleich aufgrund der
unterschiedlichen Voraussetzungen kaum moglich.

Zum Ende dieses Abschnitts wollen wir anhand eines Testproblems die Konvergenz
und auch die rdumliche Ordnung des obigen Verfahrens zeigen. Dazu betrachten wir auf
Q) = [0, 1]* das unphysikalische Testproblem

0(Qu+u-Vu)—V-2nD)+ Vp=f,

4.42
v (1.42)

mit symbolischer Dichte und Viskositét
o = sin(z)sin(y), n = cos(z)cos(y),
und den rechten Seiten
g = 2cos(x) cos(y),
fu= —%(2 cos(2x) sin(2y) + cos(x) sin?(x)(sin(y) — sin(3y))),
fo= —%(2 cos(2y) sin(2x) + cos(y) sin®(y)(sin(z) — sin(3z))).

Der Testfall beriicksichtigt variable Dichte und Viskositét, sowie die inhomogene Diver-
genzbedingung. Die stationédre Losung dieses Problems ist durch

u = sin(z) cos(y), v = cos(x) sin(y),

p= %(cos(2y) + cos(2x)(1 4 2 cos(2y)) — sin(2z) sin(2y)) + const,

gegeben. Wihlen wir die Konstante fiir den Druck als const = 15 (1—4 cos(2) 43 cos(4) —
8sin(2)) so sichert dies gerade, dass der Druck im Mittel verschwindet.

Zur Diskretisierung nutzen wir quadratische Gitter mit Maschenweite Az = 2~(+1)
fir [ =0,...,4. Am Gebietsrand geben wir Dirichlet-Randbedingungen vor. Die Fehler
und die daraus resultierende Konvergenzordnung sind in Tabelle {4.1] aufgelistet. Wir
erkennen deutlich die nach zu erwartende Ordnung des Verfahrens.
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Tabelle 4.1: Fehler und Konvergenzordnung fiir das Testproblem (4.42])

Gitter [ —unl|L2(0) [v = wvnllL2(@) 1P — prllz2@)
1 Fehler ~ Ordnung  Fehler =~ Ordnung  Fehler = Ordnung

0.006381 - 0.006381 - 0.187135 -

0.001626 1.972592 0.001626 1.972592 0.093450 1.001817
0.000409 1.992388 0.000409 1.992388 0.046687 1.001156
0.000102 1.997792 0.000102 1.997792 0.023336 1.000465
0.000026  1.999332 0.000026 1.999332 0.011667 1.000159

=W N = O
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4 Diskrete Projektionsverfahren
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5 Losung linearer und nichtlinearer
Gleichungssysteme

In diesem Kapitel beschreiben wir die Losung der nichtlinearen Teilprobleme fiir die
Geschwindigkeit bzw. und fiir den Druck (4.38). Fiir die Geschwindigkeit
nutzen wir das in [Tur99] beschriebene Fixpunkt-Defekt-Korrektur-Verfahren, den Druck
erhalten wir durch ein global konvergentes Newton-Verfahren. Die dabei auftretenden
linearen Teilprobleme werden wir mit dem BiCGSTAB-Verfahren 16sen.

5.1 Fixpunkt-Defekt-Korrektur
Mit dem nichtlinearen Operator (4.41)) konnen wir (4.36]) bzw. (4.37) in der Form

schreiben. Um dieses System zu l6sen, verwenden wir das in [Tur99] vorgestellte nicht-
lineare Iterationsverfahren

Ugt+1 = U — T(uk)_l(T(uk)uk — f) (51)

Hierbei bezeichnet 7~ eine Approximation an die Jacobi-Matrix zu 7 (ug)u,—f. Die Wahl

der exakten Jacobi-Matrix liefert dabei das Newton-Verfahren und mit 7 (u;) = 7 (uy,)

ergibt sich eine Fixpunkt-Iteration. Wir nutzen im Folgenden eine Variante der Fixpunkt-

Iteration, bei welcher wir 7 (uy) durch die zugehorigen Diagonalblécke approximieren.
Die Iteration kénnen wir in drei Teilschritte unterteilen.

1. Berechnung des Defekts:
dk = T(uk)uk —f

2. Losen des linearen Teilproblems:

3. Update:
Uiyl = Ui — Yk

Der wesentliche Aufwand des Verfahrens liegt dabei in der Behandlung des linearen
Teilproblems (5.2)). Da 7 in unserem Fall von Diagonalblockgestalt ist, 16sen wir zwei
Systeme der Grofle M, anstatt eines Systems der Dimension 2M. Aufler der schwachen
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5 Losung linearer und nichtlinearer Gleichungssysteme

Besetzungsstruktur weisen diese Systeme keine weiteren Eigenschaften auf, die sich bei
ihrer Losung vorteilhaft ausnutzen lassen. Daher verwenden wir zu ihrer Losung das
in Abschnitt beschriebene BICGSTAB-Verfahren. Die Iteration wird gestoppt, falls
| T (ux)uy — f|| nach dem k-ten Schritt hinreichend klein ist.

Eine ausfiihrliche Diskussion dieses Verfahren im Kontext der inkompressiblen Navier-
Stokes-Gleichungen findet sich ebenfalls in [Tur99].

5.2 Newton-Verfahren

Wir befassen uns nun mit der Loésung der nichtlinearen Pressure-Poisson Gleichung
(4.38)), wobei wir jetzt explizit das Kavitationsmodell (2.33]) betrachten. Um dazu ein
Newton-Verfahren zu nutzen, setzen wir F(p) = fp(p) — Pq(p). Dann gilt

(
= — (B"a+g(p) - P(p-p"— Re'M," (B"1+g(p)))
(

1
I+ AtRe™'PM, ") BTa+ Pp" + - (I+ AtRe”'PM,") g(p) — Pp

und die zugehorige Jacobi-Matrix ist durch

DF(p) I+ AtRe '"PM, ") Dg(p) — P (5.3)

=X (
gegeben. Da wir stiickweise konstante Ansatzfunktionen fiir den Druck verwenden, ist
Dg eine Diagonalmatrix und die Jacobi-Matrix DF hat die selbe Besetzungsstruktur
wie P. Um dies einzusehen, betrachten wir zunédchst die Komponenten von g. Wegen

(2.32) gilt

2|PD — Pl

g(p)z:/ Co sign(pp — pn) 3 dx,
K; OF

mit einem von p unabhéngigem Faktor C,. Da wir stiickweise konstante Ansatzfunktio-
nen fiir den Druck nutzen, d.h. p,|x, = p; = const, ergibt sich daraus

. 2 — Dy
g(p): = sign(pp — pi)y | gw / C, da. (5.4)
OF K;

Die i-te Komponente des Vektors g héingt also ausschliellich von der i-ten Komponente
der Druckapproximation ab, weshalb sich fiir die zugehérige Jacobi-Matrix eine Diago-
nalgestalt ergibt. Insbesondere gilt

Cydx. (5.5)

1
Da(p) = 0p8(p): =~ /K
F\MD — M i
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5.2 Newton-Verfahren

Entspricht der Druck in der i-ten Zelle dem Dampfdruck, also pp — p; = 0, so ist die
Ableitung nicht definiert. In diesem Fall hat es sich praktisch bew#hrt p; durch
pi + 7 mit |r| < 1 zu ersetzen. Wir nehmen also eine minimale Anderung der letzten
Iterierten vor. In unseren Rechnungen verwenden wir im Weiteren stets r = 1075,

Die Newton-Iteration zur Losung von F(p) = 0 ist durch die folgenden Schritte gege-
ben.

1. Losung des linearen Teilproblems:
DF (p)yr = —F(px) (5.6)

2. Update mit Line-Search:
Pi+1 = Pk + Ak¥k (5.7)

Die Iteration wird gestoppt, falls |F(pgy1)|| oder ||pxr1 — P/l hinreichend klein ist.
Die in auftretende Jacobi-Matrix ist ebenso schwach besetzt wie P. Auch wenn
P symmetrisch positiv definit ist, gilt dies nicht fiir DF. Daher l6sen wir auch diese
System mit dem BiCGSTAB-Verfahren.

Mit Hilfe der Parameter A, in (5.7) wird, wie wir im Folgenden sehen werden, die
globale Konvergenz des Verfahrens gesichert. In praktischen Rechnungen werden wir
zunéchst ein Geschwindigkeitsfeld ohne Kavitation bestimmen und die Kavitation erst
anschlieBend dazuschalten. In dieser Situation ist ein global konvergentes Verfahren not-
wendig, da wir sicher nicht innerhalb des Konvergenzbereichs des Newton-Verfahrens
starten werden. Zusétzlich wird durch die Verwendung der Line-Search Strategie die
Konvergenz des Verfahrens beschleunigt.

5.2.1 Line-Search

Zur Bestimmung der Schrittlingen-Paramter A\, nutzen wir die Armijo-Regel, siche etwa
[Kel95]. Dabei wihlen wir die Parameter so, dass

[F(Pr + Ayr) | < (1 — wAp)[|F(ps)]l

erfiillt ist, wobei w = 10~ eine gebriuchliche Wahl ist. Die einfachste Methode einen
passenden Wert fiir A\;, = A" zu ermitteln, ist sukzessives Verringern des letzten Wertes
ausgehend vom Startwert A} = 1. Da wir dazu den optimalen Faktor zur Verringe-
rung nicht kennen, nutzen wir im Folgenden eine Interpolationstechnik aus [Kel95]. Wir
approximieren

) = F(pr + Ayl (5.8)

durch ein quadratisches Polynom, und wéhlen dann A so, dass das Polynom minimiert
wird. Das genutzte Polynom ist durch
p(N) = f(0) + Aep + Ney
mit —1\2 -2 —2\2 -1
A )T = f0) = A ) () — £(0)

TN AT

C1 =
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5 Losung linearer und nichtlinearer Gleichungssysteme

und
AR = £0) = AT — £(0)

N O )

C2

gegeben. Das Polynom stimmt mit der Funktion (5.8) an den Stellen A = 0, A = A"
und \ = A?‘Q iiberein und das Extremum wird bei

161
A= ot
! 262

angenommen. Falls das Extremum ein Minimum ist, so wird der aktuellen Wert fiir A

durch
Uo)\’:n_l, )\t < O'Q/\ZL_1
A= o A A > g A

Ats sonst

festgesetzt. Dieses sogenannte Safeguarding mit 0 < oy < 07 < 1 soll dabei insbesondere
die Stagnation der Newton-Iteration im Fall A\; = 0 verhindern. In unseren Rechnungen
nutzen wir stets oo = 1/10 und oy = 1/2. Liegt bei \; ein Maximum vor, so setzen wir
einfach A" = oy A\7* 1. Weiter setzen wir A} = 1 und A\f = oy, um die Suche nach einem
geeigneten A\, zu starten.

Abschlieflend wollen wir nun die Vorteile der Line-Search Strategie anhand eines ein-
dimensionale Testproblems aufzeigen. Wir betrachten das nichtlineare Problem

0=F(p)=c—g), (5.9)

mit einer Konstanten ¢ und der nichtlinearen Funktion

g(p) = sign (pp — p)\/|pp — |-

Diese ist dabei den einzelnen Komponenten von (j5.4)) nachempfunden, das Testproblem
ist somit eine eindimensionale Vereinfachung des eigentlichen Problems F(p) = 0. Abbil-
dung veranschaulicht die Newton-Iterationen, Fehler und Defekt, sowie die Ordnung
des Verfahrens bei der Losung des Testproblems mit und ohne Line-Search. Als Para-
meter wurden hier pp = 0 und ¢ = ¢(1) gewahlt. Startwert fiir die Newton-Iteration
ist po = 100. Ohne Line-Search sind 92 Newton-Iterationen zur Losung des Testpro-
blems notwendig, mit Line-Search dagegen nur 7. Dabei wurde die Iteration beendet,
falls ||F|j2 < 107¢ gilt. Der zusitzliche Aufwand beim Line-Search entsteht im wesent-
lichen durch weitere Auswertungen der Funktion F'. Vergleichen wir die Anzahl aller
Funktionsauswertungen mit und ohne Line-Search fiir dieses Testproblem, so stehen den
92 Auswertungen ohne Line-Search lediglich 9 Auswertungen im Fall mit Line-Search
gegeniiber. Insbesondere zeigen die Graphiken wie durch Line-Search diese deutliche
Reduktion der Iterationen erreicht wird. Numerische Tests zeigen die gleichen Resultate
auch fiir das mehrdimensionale Problem F(p) = 0.
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5.2 Newton-Verfahren

|—F
—— Netwon & Line-Search

-60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

0 20 40 60 80 100 0 1 2 3 4 5 6 7
Iterationen Iterationen

—8)

Abbildung 5.1: Newton-Verfahren ohne (links) und mit Line-Search (rechts) fiir das Test-
problem (5.9). Veranschaulichung der Berechnung der Iterierten (oben),
Fehler und Defekt (mitte) und Ordnung des Verfahrens (unten). Zur gra-
phischen Bestimmung der Ordnung wurde der Fehler nach der k£ + 1-ten
[teration e, iiber dem Fehler ej logarithmisch aufgetragen.
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5 Losung linearer und nichtlinearer Gleichungssysteme

5.3 BiCGSTAB

Wie schon oben beschrieben, 16sen wir die linearen Probleme und mit dem
BiCGSTAB-Verfahren. Dies ist eine Krylov-Unterraum-Methode, die sich durch kurze
Rekursion und damit konstantem Rechen- bzw. Speicheraufwand pro Iteration auszeich-
net. In jedem Durchlauf miissen vier Skalarprodukte und zwei Matrix-Vektor-Produkte
berechnet werden. Da die in unserem Fall auftretenden linearen Systeme schwach besetzt
sind, kann die Berechnung der Matrix-Vektor-Produkte effizient durchgefiihrt werden.
Dem BiCGSTAB-Verfahren liegt keine Minimierung des Residuums zugrunde, dennoch
werden die auftretenden Oszillationen durch eine integrierte eindimensionale Minimie-
rung gedampft.

Zur Beschreibung des Verfahrens sei das System Ax = b mit A € R und x,b € R"
gegeben. Die Schritte des BICGSTAB-Verfahrens lauten dann:

1. Wahle xg € R* und € > 0
2. Setze rg = pg = b — Axq, pg = roro, 7=0

3. Solange ||r|js > ¢
a) vj = Apj, a; = p;/(vjro)

b) s; =r; —a;v;, t; = As;
T T

c) w; = (t5s;)/(t;t;)

d

@

ry1 = u)]t

—

piv1 = rir0, B = (a;/w;)(pis1/ps)

) s

)

) Xj41 = XJ + a;pj + w;s;

)

)

g) Pj+1="rj1+Bi(pj —w;vy), i =7+1

Nachteil des Verfahrens ist ein moglicher frithzeitiger Verfahrensabbruch in 3f). In
unseren praktischen Rechnungen konnte dieser Fall allerdings nicht beobachtet werden.
Eine ausfiihrliche Herleitung und Diskussion des Verfahrens findet sich in [Mei99).
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6 Advektions-Diffusions-Gleichung

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der numerischen Losung der Advektions-Dif-
fusions-Gleichung (2.37d), wobei wir davon ausgehen, dass das Geschwindigkeitsfeld u
analytisch gegeben ist. Die Auswirkungen eines numerischen Geschwindigkeitsfeld unter-
suchen wir in Kapitel[7] Da wir uns speziell fiir den Fall transportdominanter Advektions-
Diffusions-Gleichungen oder sogar reiner Advektions-Gleichungen interessieren, behan-
deln wir die Gleichung mit Discontinuous-Galerkin-Verfahren (DG-Verfahren).

6.1 Discontinuous-Galerkin-Verfahren

Die DG-Verfahren wurden urspriinglich fiir hyperbolische Erhaltungsgleichungen entwi-
ckelt und spéter auf andere Gleichungen iibertragen. Sie kénnen als Verallgemeinerung
von Finite-Volumen-Verfahren aufgefasst werden und sind formal von beliebiger Ord-
nung. Uns interessiert hier nicht der Aspekt der hohen Ordnung, sondern ihr Poten-
tial zur Losung von Transportproblemen, welches sich aus der lokalen Konservativitét
der Verfahren ergibt. Im Gegensatz zu FE-Verfahren sind hier keine zusétzlichen Sta-
bilisierungsterme notwendig. Wir verweisen auf [CKS00, [CS01, [HWO0S8, Riv08, [Shu09],
um einen Uberblick iiber DG-Verfahren zu erhalten. Arbeiten die sich speziell mit der
Advektions-(Diffusions)-Gleichung befassen sind etwa [LS00, [ADCCO01, DGMO09).

Der Abschnitt ist wie folgt unterteilt. Zunéchst stellen wir ein explizites DG-Verfahren
fiir reine Transportprobleme vor. Ziel ist die Losung der Transportgleichung fiir
die Dampfdichte aus dem Kavitationsmodell. Wie wir in Abschnitt gesehen haben,
erfiillt die Dampfdichte das Maximumprinzip 0 < « < 1. Dies sollte auch unsere numeri-
sches Verfahren erfiillen. In [ZS10] wird diesbeziiglich eine entsprechende Vorgehensweise
im Fall der homogenen Konvektionsgleichung bei divergenzfreiem Geschwindigkeitsfeld
vorgestellt. Dabei wird zunéchst {iber eine CFL-Bedingung das Maximumprinzip fiir die
Mittelwerte der DG-Approximationen garantiert und in einem zweiten Schritt durch die
Anwendung eines Limiters auf die eigentliche Approximation iibertragen. Wir werden
dieses Verfahren auf divergenzbehaftete Geschwindigkeitsfelder und nichtlineare Quell-
terme erweitern. Dies geschieht, indem wir die Idee des in [BDMO03] fiir gewhnliche Diffe-
rentialgleichungen vorgestellten Euler-Patankar-Verfahrens auf die DG-Diskretisierung
transferieren. Daher fiithren wir nun zunéchst das Patankar-Verfahren ein, bevor wir
uns mit den Resultaten aus [ZS10] befassen. Durch Kombination der beiden Techniken
erhalten wir dann das neuartige Patankar-DG-Verfahren, welches auch fiir das Kavita-
tionsmodell die Beschrianktheit der Dampfdichte sichern wird.

Danach betrachten wir die diffusiven Anteile der Gleichung. Die Konstruktion von
DG-Verfahren fiir elliptische Probleme ist ebenso mit Schwierigkeiten verbunden, wie die
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6 Advektions-Diffusions-Gleichung

Entwicklung von FEM fiir hyperbolische Gleichungen. Eine Méglichkeit zur Behandlung
diffusiver Terme innerhalb eines DG-Verfahrens sind die Recovery-based DG-Verfahren
[LLROT]. Diese werden wir nutzen, um ein DG-Verfahren zur Lésung von (2.37c) zu
erhalten.

6.1.1 Discontinuous-Galerkin Diskretisierung fiir Advektion

Bevor wir uns der gesamten Gleichung (2.37c) widmen, beschrinken wir uns zunéchst
auf den rein konvektiven Fall und betrachten also die Gleichung

8C+V - (Cu) = f. (6.1)

Die zugehorigen Anfangs- und Randbedingungen lauten, wie schon in Abschnitt
bemerkt,
Clizo = C°,  Clag,, = Cb.

Der Einflussrand 0f);,, ist insbesondere dadurch charakterisiert, dass es in das Gebiet
hineinstromt, also u - n|sq,, < 0 gilt.

Zunéchst werden wir wieder eine schwache Formulierung bestimmen. Anders als bei
den Finite-Elemente-Diskretisierungen zuvor, integrieren wir die Gleichung nach Mul-
tiplikation mit einer hinreichend glatten Testfunktion w nun nicht iiber das gesamte
Gebiet, sondern lediglich iiber eine einzelne Zelle K. Somit erhalten wir nach partieller
Integration von die Gleichung

(at07w)K + (v ’ (C’uw), 1)K - (C’U,, vw)K = (fa w)K
Anschliefende Anwendung des GauBschen Integralsatzes liefert dann
((9t(], UJ)K+ <C’u-n,w>3K - (O’U,, VU))K = (f, UJ)K. (62)

Im Gegensatz zur FEM wollen wir hier zur Approximation der Lésung von (6.2]) Funk-
tionen zulassen, die keinen Stetigkeitsbedingungen unterliegen. Dazu sei

Wy, = { wy, | wi|k ist fir K € 7, ein Polynom vom Grad < N}

der Raum der elementweise polynomialen Funktionen iiber dem Gitter 7. Derartige
Funktionen sind im Allgemeinen iiber die Zellrdnder hinweg unstetig und es ist unklar
wie das Randintegral in zu behandeln ist. Wir nutzen daher eine konsistente und
konservative numerische Flussfunktion H(C~, C", u-n) zur Berechnung der Randfliisse,
wobel wir mit C'~ die Werte innerhalb und mit C* die Werte aulerhalb der Zelle K
bezeichnen. Genauer gilt fiir ¢ > 0

C (z) =limC(x —en), C'(x)= lim C(x +en),

e—0

mit dem duleren Normalenvektor m.
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6.1 Discontinuous-Galerkin-Verfahren

Eine Flussfunktion heifit konsistent, falls sie H(C,C,u - n) = Cu - n erfillt. Von
Konservativitéit sprechen wir, wenn H(C~,CT,u-n) = —H(C*,C~, —u - n) gilt. Wir
nutzen im Folgenden stets den lokalen Lax-Friedrichs-Fluss

H(C~.C* u-n) = % (w-n(C* +C) —a(C* —C)), (6.3)

wobei ¢ = max |u - n| die maximale Geschwindigkeit in Normalenrichtung tiber die
jeweilige Kante bezeichnet. Bei konstanter Geschwindigkeit unterscheidet sich dieser
nicht vom Upwind-Fluss. Denn gilt w-n < 0, strémt es also in die Zelle hinein, so ergibt
sich H(C~,Ct,u-n) =u-nC*t. Stromt es aus der Zelle hinaus, so gilt entsprechend
HC ,Ctiu-n)=u-nC".

Insgesamt ergibt sich das DG-Verfahren somit als: Finde fiir ¢ > 0 ein Cj,(t) € W}, so
dass

(atCh,wh)K + <H(C,:, C’,J[,'u, : ’I’L),w,:>(9K — (Chu, th)K = (f, U)h)[( th € Wh (64)

erfiillt ist. Wir sehen, dass der Austausch von Informationen zwischen den einzelnen
Zellen ausschliellich iiber die Rénder verlduft. Demnach kénnen auch die Randbedin-
gungen durch Vorgabe von C;" entlang der Randkanten des Einflussrandes 92, realisiert
werden.

Insbesondere setzen wir in diesem Kapitel voraus, dass u - n iiber Zellrinder hinweg
stetig ist. Diese Bedingung wird von einem diskreten Geschwindigkeitsfeld aus dem in
Abschnitt gegebenen FE-Raum Uy, siehe (3.12a]), nicht erfiillt. Allerdings werden
wir in Kapitel [7] sehen, dass die Kopplung von Stromung und Transport spezielle An-
forderungen an die gewéhlte Diskretisierung stellt. Werden diese, wie in unserem Fall,
nicht erfiillt, so ist ein entsprechendes Postprocessing des Geschwindigkeitsfelds notig.
Die daraus resultierende angepasste Geschwindigkeitsverteilung wird dann aber insbe-
sondere die gewiinschte Stetigkeit in Normalenrichtung erfiillen.

Konkret verwenden wir in unseren Rechnungen parametrische bilineare Ansatzfunk-
tionen, d. h. Funktionen aus

Q1 (K) ={ w, ‘ wy, = Wy, 0 Fi', iy, € span(l, z,y,zy) }. (6.5)

Hierbei bezeichnen wir mit K = [—1,1] x [—1, 1] das Referenzquadrat und mit Fi die
zugehorige Referenzabbildung Fp : K — K. Insbesondere wihlen wir als Basis von
(1,z,y,zy) die iibliche Langrange-Basis. Also geniigt die j — te Basisfunktion u?ib den
Bedingungen @ (x;) = 1 und @} (a;) = 0 fiir i # j, wobei @, fiir i = 1,...,4 die Ecken
des Elements K bezeichnen. Damit sind die Elemente von Q;(K) also durch ihre Werte
an den Ecken eines Elements eindeutig bestimmt. Insbesondere gilt die Gleichheit

W} () + Wi () + 0} (x) + i (x) = 1. (6.6)

Bei Verwendung dieser Elemente konnen wir zweite Ordnung im Raum erwarten. Siehe
dazu [Shu09] und die angegebene Literatur.

Wie bei den Finiten-Elementen in Abschnitt @ wollen wir nun aus ein linea-
res Gleichungssystem herleiten. Dazu sei wy, - -+, w} die Basis von Q;(K). Wir weisen
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6 Advektions-Diffusions-Gleichung

darauf hin, dass sich die nachfolgenden Funktionen, Matrizen und Vektoren stets auf das
Element K beziehen. Wir verzichten aber aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf eine
entsprechende Kennzeichnung.

Setzen wir den Ansatz Cj,(z,t) = ijl C;(Hwl(z) in ein und lassen wir wy, die

einzelnen Basisfunktionen durchlaufen, so erhalten wir das rdumlich diskrete System

MC — K(u)C+H(C*,C ™, u-n) =f. (6.7)
Hier bezeichnen wir mit C = (Cy,...,Cy)T den zu C}, zugehorigen Koeffizientenvektor.
Die anderen Vektoren und Matrizen sind durch
M,; = (wh, wh) K(u);; = (wju, Vwp)k,
H(C+> C_,’U, : n)z = <H(Ch_7 C}j—; u - n)a w;‘;>8K7 fl = (f? w;z)K7

definiert. Im Gegensatz zu den entsprechenden Matrizen der Finite-Elemente-Diskretisie-
rung sind die hier auftretenden Matrizen voll besetzt. Allerdings kann die Massenmatrix
M e R*** aufgrund ihrer geringen Gréfie problemlos invertiert werden.

Der Vollstédndigkeit halber geben wir hier noch die vollstdndig diskrete Form nach
Zeitdiskretisierung mit dem expliziten Euler-Verfahren an. Gleichung lautet dann

C"!' =C"+ AtM ™ (K(u")C" — H(CP",C™ ", u" - n) +f") .

Um den Vektor der Anfangsdaten C° zu erhalten, verwenden wir wie in Abschnitt
die L2-Projektion. Hier nutzen wir allerdings die L?-Projektion &2 : L*(K) — Q,(K).
Das explizite Euler-Verfahren wird sich im Folgenden als fiir unsere Zwecke unzureichend
erweisen, da es die Einhaltung des Maximumprinzips fiir die Dampfdichte aus Abschnitt
nicht garantieren kann. Durch welche Modifikationen wir dies &ndern kénnen, sehen
wir in den néchsten Abschnitten.

Im Kontext von DG-Verfahren miissen wir noch auf die starke Zeitschrittweitenre-
striktion des expliziten Euler-Verfahrens, siehe [CC89, [(CSO1], hinweisen. Abhilfe schaffen
spezielle Zeitintegrationsverfahren hoherer Ordnung [GKS09], welche auch im Zusam-
menhang mit den nachfolgend beschriebenen Techniken problemlos einsetzbar sind. Da
die Zeitintegration nicht im Vordergrund dieser Arbeit steht, wird dies hier nicht weiter
ausgefiihrt.

AbschlieSend wollen wir noch numerisch bestétigen, dass das Verfahren fiir hinreichend
glatte Losungen rdumlich von zweiter Ordnung ist. Dazu betrachten wir auf Q = [0, 3]?
das Testproblem

0C+V-(Cu)=0, (6.8)

mit dem Geschwindigkeitsfeld u(x,y) = (—y,z)?. Die Randdaten wihlen wir dabei so,
dass sich

C(z,y) = sin(0.5(z* + y*)) (6.9)
als stationire Losung des Testproblems ergibt. Zur Diskretisierung betrachten wir qua-
dratische Gitter mit der Maschenweite Az = 0.6/2! fiir [ = 0, ..., 4. Die zugehorigen
Fehler, sowie die daraus resultierende Ordnung, sind fiir die einzelnen Gitter in Tabelle
aufgelistet und zeigen wie erwartet die zweite Ordnung. Als Anfangsdaten wurde
dabei jeweils die Losung, also C%(z,y) = sin(0.5(z* + y?)) gewiihlt.
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6.1 Discontinuous-Galerkin-Verfahren

Tabelle 6.1: Fehler und Konvergenzordnung fiir das Testproblem ([6.8)

Gitter ||O - Ch||L2(Q)
1 Fehler = Ordnung
0 0.316899 -
1 0.074277  2.093035
2 0.017359  2.097270
3 0.004256  2.028122
4 0.001064 1.999516

6.1.2 Patankar-Verfahren

Wir fiihren nun das Patankar-Verfahren ein, mit welchem die Positivitit entsprechen-
der gewohnlicher Differentialgleichungen numerisch gesichert werden kann. Allerdings
nutzen wir es hier sogar zur Einhaltung eines Maximumprinzips. Fiir eine gewthnliche
Differentialgleichung der Form

o/ (t) = P(a(t)) — D(a(t)), ofty) = ao (6.10)
mit P, D > 0, ist das Euler-Patankar-Verfahren nach [BDMO03] durch

an—i—l

o™t =a" + AtP(a") — AtD(a™) (6.11)

&TL
gegeben. Im Weiteren sprechen wir kurz vom Patankar-Verfahren. Das Verfahren ist li-
near implizit, so dass keine Losung einer nichtlinearen Gleichung erforderlich ist. Weiter
stimmt es fiir ' = —D(«) und linearer rechter Seite mit dem impliziten Euler-Verfahren
iiberein. Es wurde eingefiihrt, um bei entsprechenden Differentialgleichungen die Posi-
tivitdt der numerischen Losung fiir beliebige Zeitschrittweiten zu sichern und stimmt
fiir D = 0 mit dem expliziten Euler-Verfahren iiberein. Fiir o™ > 0 ist das Verfahren
wohldefiniert, spezielle Beriicksichtigung erfordert der Fall o = 0. Um die Positivitét
der Lésung von zu gewéhrleisten, muss mit & — 0 auch D(«) — 0 gelten. Somit
verschwindet der destruktive Term D fiir o™ = 0 und eine Gewichtung wie in wird
unnotig.
Eine Umformulierung von liefert
a” (o™ + AtP(a™))

nl — 6.12
“ a” + AtD(am) (6.12)

womit sich die unbedingte Positivitit des Verfahrens unter der Voraussetzung o’ > 0
ablesen lédsst. Das durch die Gewichtung des destruktiven Terms D die Konsistenz des
Verfahrens nicht verloren geht, zeigt das folgende Lemma.

Lemma 6.1. Das Patankar-Verfahren (6.11)) zur Lésung von (6.10) ist von erster Ord-
nung.
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6 Advektions-Diffusions-Gleichung

Beweis. Zunéchst erhalten wir durch Taylorentwicklung der exakten Losung von ([6.10))
a(t™™) = a(t™) + o/ (t") At + O(AL?), At — 0.
Anschlielendes Ersetzen der Ableitung durch die Differentialgleichung liefert
a(t™th) = a(t™) + At[P(a(t™)) — D(a(t™)] + O(A?), At — 0.

Durch Nulladdition und Ausnutzung der Verfahrensvorschriften (6.11)), sowie (6.12)),

erhalten wir dann

aft”) + At[P(a(t")) = D(a(t"))]

— o)+ At [Pla() - Dla(e) 2| + At | Dla(e) 25 - Dlatrr)
-t g NPl = Do)
Damit haben wir die behauptete Konsistenz
a(t") =" + O(AY), At —0
gezeigt. 0

Wir wollen das Patankar-Verfahren nun zur Zeitintegration der gewchnlichen Diffe-
rentialgleichung

o (t) = fal), (6.13)

mit der rechten Seite aus dem Kavitationsmodell, nutzen. Wie bereits erwéahnt, lohnt

sich die Betrachtung des 3D-Quellterms auch dann, wenn wir in dieser Arbeit nur

zwei Raumdimensionen betrachten, da sich die vorgestellten Verfahren gleichermafien

im Dreidimensionalen anwenden lassen.
Wir betrachten also den verallgemeinerten Quellterm (2.32)) in der Form

fala) = C(p)(1 —a)’o”,

mit 0 < 7,5 < 1 und einer Konstanten C(p). Damit erfiillt die Losung der Gleichung
unter der Annahme 0 < «(ty) < 1 das Maximumprinzip 0 < o < 1. Weiter ist «
monoton wachsend fiir C'(p) > 0 und monoton fallend, fiir C'(p) < 0.

Fiir diese Differentialgleichung ist das explizite Euler-Verfahren

"t =™ + AtC(p)(1 — ™) (a™)?

ungeeignet, denn um fiir C'(p) < 0 die Positivitat zu sichern, muss die Zeitschrittweite
der Bedingung
1 (an)lfs

C(p) (1 —am)r

At < — (6.14)
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Abbildung 6.1: Explizites Euler-Verfahren zur Losung von (6.13]) mit C'(p) = —1 (links)
und C(p) = 1 (rechts). Die Zeitschrittweite betrigt At = 0.1, der An-
fangswert ist durch a® = 0.1 gegeben. Rechte Seite (2.29)) in blau und

(2.27) in rot.

geniigen. Da aber die rechte Seite der Ungleichung fiir o™ — 0 wegen s < 1 ebenfalls
verschwindet, ist diese Schrittweitenrestriktion unpraktikabel. Eine zu analoge
Bedingung gilt wegen r < 1 auch im Fall C'(p) > 0, um fiir " — 1 die Einhaltung
der oberen Schranke zu sichern. Die Einhaltung beider Schranken ist aber besonders
wichtig, da die Iterierten fiir bei Missachtung der Zeitschrittweitenrestriktion sehr
schnell komplex werden und das Verfahren abbricht. Ahnlich verhilt es sich auch fiir den
Quellterm , wobei allerdings negative Werte unter der Wurzel vermieden werden
konnen. Im Fall C(p) < 0 gehen die Iterierten dann gegen —oo, fiir C(p) > 0 treten
unerwiinschte Oszillationen auf. Dieses Verhalten des expliziten Euler-Verfahrens ist in
Abbildung fiir beide Quellterme dargestellt.

Um diese Problematik zu umgehen, nutzen wir daher im Fall C'(p) < 0 das Patankar-
Verfahren um die Positivitat zu sichern. Dazu zerlegen wir f, = P — D mit

P=0, D=—f,. (6.15)

Allerdings ist das Verfahren (6.11)) fiir o = 0 nicht definiert. Dies stellt aber kein Pro-
blem dar, da in diesem Fall auch a™*! = 0 gelten muss, was wir direkt aus (6.13]) ablesen
konnen. Dieser Spezialfall kann also durch eine entsprechende Abfrage abgefangen wer-
den.

Lemma 6.2. Wir betrachten die Patankar-Néiherung (6.11) mit der Wahl (6.15) zur
Lisung von (6.13). Falls C(p) < 0 und 0 < o < 1, so erfillen die Iterierten die

Monotonie und Beschrdanktheit

0< o™ <a®<al.
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6 Advektions-Diffusions-Gleichung

Beweis. Der Beweis erfolgt induktiv iiber n und fiir n = 0 gilt die Behauptung nach
Voraussetzung. Gilt die Behauptung fiir o™ so ergibt sich nach (6.15) mit C'(p) < 0 die
Positivitdt D > 0. Aus (6.12)) und P = 0 erhalten wir dann

n+tl _ n a”
“ “ (a" - AtD(a”)) '

In dieser Form kénnen wir die Positivitét, als auch die Monotonie direkt ablesen. O

Um nun fiir C(p) > 0 die Beschréinktheit nach oben zu garantieren, fithren wir dies
auf die Einhaltung einer Positivitdtsbedingung zuriick. Wir setzen

a=1-3 (6.16)
und erhalten aus (6.13)) die Differentialgleichung
B =—fo(1-7). (6.17)

Dabei ist a < 1 dquivalent zu § > 0. Wie zuvor kénnen wir mit dem Patankar-Verfahren
die Positivitat der Hilfsgroflen 5" sichern, anschliefende Riicktransformation liefert dann
" < 1. Dieses Vorgehen bezeichnen wir im Folgenden als Patankar-Verfahren mit Trans-
formation. Weiter bezeichnen wir 3 als transformierte Variable und die zugehérige Dif-
ferentialgleichung als transformierte Gleichung. Die zur Patankar-Formulierung
gehorigen Quellterme fiir die transformierte Gleichung wihlen wir als

Ps(B) =0, Dg(B) = fa(l—0). (6.18)

Dies sichert, analog zu C(p) < 0, neben der Positivitdt auch die Monotonie der trans-
formierten Variablen und damit auch die gewiinschten Eigenschaften von a.

Lemma 6.3. Wir betrachten die Patankar-Néiherung (6.11) mit Transformation (/6.16])
und der Wahl (6.18)) zur Losung von (6.13). Falls C(p) > 0 und 0 < a® < 1, so erfiillen
die Iterierten die Monotonie und Beschrinktheit

a’ <a' <ot <l.

Beweis. Analog zu Lemma ergibt sich 0 < 8"+ < g" < 3% Anwendung der Trans-
formation (6.16)) liefert dann wie gewiinscht

a® <a" <ot < 1.
]

Durch Einfiihrung eines anderen Quellterm-Splittings konnen wir das Patankar-Ver-
fahren mit Transformation auch direkt als Patankar-Verfahren fiir o formulieren. Wir
schreiben zunéchst nach (6.12)) und (6.18]) die Iterierten der transformierten Variable in

der Form
ﬁn+1 — (ﬁn)2
B+ AtC(p)(Bm)r (1 — pm)s
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6.1 Discontinuous-Galerkin-Verfahren

Transformation mittels (6.16) und Ausklammern liefert dann

(1—am)? B (1—am)?

n+1

1— - :
T T MO — e (@) (1 —a) 1+ MO — a1 (@)
SchlieBlich erhalten wir damit nach weiteren Umformungen

N 1—an _a" 4 AC(p)(1 — ) an)?
1+ AtC(p)(1 — a™) =1 (an)* 1+ AtC(p)(1 — an)—1(an)s

«

Ein Vergleich mit (6.12)) zeigt uns, dass das Patankar-Verfahren mit Transformation im
Fall C'(p) > 0 dquivalent ist zum direkten Verfahren mit

P=C@p)(l-a™y ("), D=Cp)l-a")y "), (6.19)

Insbesondere gilt tatséchlich f, = P — D.
Fiir den Quellterm (2.27) mit r = 1/3 und s = 2/3 ergibt dies

PZC(p)( - )2/37 DZC(p)Oé< - )2/3-

11—« 11—«

Dieses Quellterm-Splitting wurde von uns in [KMWTI] fiir die Behandlung der par-
tiellen Differentialgleichung vorgeschlagen. Es hat sich aber gezeigt, dass die Realisie-
rung der Einhaltung der oberen Schranke durch die Sicherstellung der Positivitéit der
Transformierten numerische Vorteile gegeniiber diesem Splitting hat. Diese werden wir
in Abschnitt diskutieren, nachdem wir die Idee des Patankar-Verfahrens auf die
DG-Diskretisierung iibertragen haben.

Abschlieend zeigen wir noch in Abbildung[6.2]das Verhalten des Patankar-Verfahrens
mit Transformation zur Losung von fir C(p) = 1 und C(p) = —1. Dabei wur-
de die Zeitschrittweite At = 0.1 verwendet und es gilt a® = 0.1. Die Einhaltung des
Maximumprinzips ist dabei deutlich sichtbar. Wie in Abbildung [6.1] gezeigt, kann das
explizite Euler-Verfahren in diesem Fall nicht verwendet werden.

6.1.3 Linear-Scaling-Limiter

Bevor wir uns damit befassen, das Patankar-Verfahren auf die DG-Diskretisierung zu
tibertragen, fithren wir noch den eingangs erwahnten Limiter, siche auch [LO96], in seiner
allgemeinen Form ein. Der Limiter sichert die Einhaltung eines Maximumprinzips unter
der Voraussetzung, dass der Zellmittelwert dieses bereits erfiillt.

Wir betrachten zur Einfiihrung des Limiters das auf der Zelle K definierte DG-
Polynom p(x) und nehmen an, dass der zugehérige Mittelwert p das Maximumprinzip
m < p < M erfiillt. Unter dieser Voraussetzung wird dann auch das limitierte Polynom
p innerhalb dieser Schranken liegen. Um dieses definieren zu konnen, bezeichnen wir mit

Mg = rarjlea]z(p(m), my = gg{lp(w)

61



6 Advektions-Diffusions-Gleichung
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Abbildung 6.2: Patankar-Verfahren mit Transformation fiir (6.13)) mit C(p) = —1 (links)
und C(p) = 1 (rechts). Rechte Seite (2.29)) in blau und (2.27)) in rot.

das Maximum bzw. Minimum von p auf der Zelle K. Das limitierte Polynom p erhalten
wir dann durch

p(@) = p+0(p(x) - p). szm{fﬁ;fuw;liikl}' (6.20)

Es wird gerade so konstruiert, dass es den Mittelwert erhédlt und das Maximumprinzip
p(x) € [m, M] fir € K erfiillt. Im Fall |M — p| < | Mk — p| werden Overshoots unter-
driickt, falls |m — p| < |mx — p| werden Undershoots vermieden. Fiir konstantes p = p
ist der Gewichtungsparamter 6 nicht definiert. Da in diesem Fall das Maximumprinzip
bereits erfiillt ist, setzen wir dann p = p.

Da wir im Weiteren das Patankar-Verfahren mit Transformation nutzen wollen, um die
Einhaltung solcher Maximumprinzipien zu garantieren, gilt es insbesondere die Positi-
vitét zu garantieren, also Undershoots zu verhindern. In diesem Fall gilt die Abschétzung
|m — p| < |mxk — p| und damit

m—p

plx) =p+ -
mg —D

o)~ )

Da in unserem konkreten Fall p ein bilineares Polynom ist, werden Maximum und Mi-
nimum an einer der vier FEcken des Elements angenommen. Sei x,, die Koordinaten der
Ecke mit p(x,,) = mxg < m. Dann gilt wegen my < m < p die Gleichheit

m

__ﬁ_‘ (mk —p) =m.

ﬂ%0=ﬁ+' 5

mpg

Da p durch die Werte an den vier Eckpunkten bestimmt ist, konnen wir durch explizites
Setzen von p(x,,) = m vermeiden, dass Rundungsfehler die Einhaltung der Positivitét
storen. Die Werte an den anderen Ecken kénnen einfach geméaf (6.20]) berechnet werden.
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6.1 Discontinuous-Galerkin-Verfahren

Entscheidend fiir den Einsatz des Limiters ist, dass die Approximationsordnung des
DG-Verfahrens dadurch nicht verringert wird. Das dies tatséchlich nicht der Fall ist,
wird in [ZS10] fiir den eindimensionalen Fall bewiesen. Der Beweis lisst sich allerdings
direkt auf den zweidimensionalen Fall iibertragen.

Mit dem Limiter haben wir nun die Moglichkeit das Maximumprinzip zu erfiillen,
solange es uns gelingt die Schranken im Zellmittel einzuhalten. Wie wir dazu die Idee
des Patankar-Verfahrens auf die DG-Diskretisierung iibertragen kénnen, sehen wir im
néchsten Abschnitt.

6.1.4 Patankar-DG

Jetzt betrachten wir statt der gewohnlichen Differentialgleichung (6.10) die partielle
Differentialgleichung

oa(x,t) = Pla(z,t),x) — D(a(x,t), x),

wobei die einzelnen Groflen nun auch rdumlich variieren. Wie bei ([6.2)) ergibt sich die
zugehorige DG-Diskretisierung dann als

(atOéh, wh)K = (R wh)K - (Dawh)K-

Nun iibertragen wir die Idee des Patankar-Verfahrens mit dem Ziel den Mittelwert inner-
halb geforderter Schranken zu halten. Dies gelingt mit dem Verfahren: Finde fiir t > 0
ein ay(t) € Wy, mit

an+17 w
(a7t wy) g = (az,wh)K‘i‘At(Pn,’LUh)K—At(Dnawh)KW Vwy, € Wy, (6.21)
h>

welches wir im Folgenden als Patankar-DG-Verfahren bezeichnen werden. Nach einer
Umformung wie zuvor lautet die direkte Verfahrensvorschrift dann

(Dn’ wh)K
(QZJ wh)K

(OéZJrl, wh)K = (1 + At )_ ((CYZ, wh)K + At(Pn, wh)K) . (622)

Ebenso konnen wir das Verfahren in Matrix-Vektor-Notation schreiben. Mit dem Ansatz
aptt = Z?Zl o) lautet es dann
o™t = M'F(D") (Ma" 4 AtP™), (6.23)

wobei a"*! den Koeffizientenvektor, M die Massenmatrix und P die rechte Seite wie in
(6.7) bezeichnen. Die Diagonalmatrix F ist durch

F(D) = diag{ fi(D), ..., fs(D)}
mit

£(D) = (1+ AHD" wi) i/ (af, wh)k)
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fiir j = 1,...,4 gegeben. Auch hier sind die einzelnen Matrizen und Vektoren wieder
vom Element K abhéngig, auch wenn die Bezeichnungen dies nicht widerspiegeln.

Wir werden nun zeigen, dass das Patankar-DG-Verfahren in Kombination mit
dem Limiter die Einhaltung von Maximumprinzipien garantieren kann. Wichtig
fiir die Nutzung des Limiters ist, dass das Patankar-DG-Verfahren die Beschrénktheit
im Mittel garantiert. Mit der abkiirzenden Schreibweise & = [, ajde/|K]| fir den
Mittelwert und wy, =1 in ergibt sich das Verfahren fiir die Mittelwerte als

am (a™ + AtP™)

a"tt = _
an + AtD"

(6.24)

Auflerdem bemerken wir noch, dass sich die Transformation ((6.16]) wegen

5= L L b L 1.3
a—‘K’/Kadm ’K|/K(1 B) dx ‘K’/Klda: ’K’/Kﬁdm 1—-04 (6.25)

auch direkt auf die Mittelwerte iibertragt.
Wie in Abschnitt betrachten wir nun das Verfahren zur Losung von

dal@.t) = fula(z, 1), p(x)). (6.26)
Den Quellterm ([2.32)) schreiben wir dazu in der Form

fala(z, 1), p(x)) = Clp(z))(1 - a(=, 1)) a(e, )"

Analog zu Lemmal6.2) und Lemma [6.3]ist dann auch hier die Einhaltung des Maximum-
prinzips 0 < af <1 fiir alle Zeiten ¢" sichergestellt.

Satz 6.1. Wir betrachten das Patankar-Verfahren (6.21) mit Transformation (6.16))
und anschlieffender Limitierung nach (6.20) zur Losung von (6.26). Das zugehorigen

Quellterm-Splitting wdhlen wir gemdf$ (6.15) und (6.18]). Auferdem sei C(p) zellweise
konstant. Gilt 0 < &) <1, so erfiillt das Verfahren fiir C(p) > 0 die Eigenschaft

1>ayt >ar >0

und fiir C(p) < 0 gilt
0<art <ay<i.

Insbesondere ist damit die Einhaltung des Mazimumprinzips 0 < af < 1 fir alle Zeit-
punkte t" gesichert.

Beweis. Der Beweis erfolgt wieder induktiv. Wir zeigen hier, dass aus 0 < &) < 1 auch
0 < apt <1 folgt. Dabei ist der Induktionsanfang durch die Voraussetzung 0 < ay < 1
gesichert. Mit 0 < aj <1 gilt auch fiir die Transformierte 0 < B}Z < 1. Nach Definition
von P und D durch und Pg und Dg durch sind, alle in auftretenden
Terme positiv, unabhingig von C(p). Der erste Teil der Behauptung folgt fiir C'(p) < 0
wie in Lemma [6.2] Anderenfalls wie in Lemma [6.3] wobei sich die Transformation nach
direkt auf die Mittelwerte iibertrégt. Da so die Einhaltung des Maximumprinzips
fiir die Mittelwerte gesichert ist, folgt nach Anwendung des Limiters wie behauptet
0<aptt<1. O
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Die im Satz genutzte Voraussetzung, dass C(p) elementweise konstant sein soll, ist
in unserem konkreten Fall mit zellweise konstanten Druckapproximationen nach
keine Einschrinkung. Falls C'(p) sowohl positive als auch negative Werte iiber einer Zelle
annimmt, so muss die Entscheidung iiber das Umschalten zur transformierten Gleichung
anhand von f, getroffen werden. Ist dieser Wert negativ, so gilt es die Positivitéit zu
sichern, ist der Wert positiv, so nutzen wir die transformierte Gleichung zur Einhaltung
der oberen Schranke.

Wir wollen nun noch Anmerkungen zur Umsetzung und Implementierung des hier
vorgestellten Patankar-Verfahrens machen. Zunéchst einmal ist das Verfahren (6.21]) fiir

= 0 nicht definiert. Wie im Fall der gewohnlichen Differentialgleichung (|6.13)) ist
dies aber unproblematisch. Denn in diesem Fall gilt nach Definition des Quellterms auch
ay™ = 0. Dies kann also durch eine entsprechende Abfrage gesetzt werden.

Des weiteren wollen wir diskutieren, warum die etwas aufwendigere Variante des Ver-
fahrens mit Transformation gegeniiber dem von uns in [KMW11] vorgestellten Splitting
zu bevorzugen ist. Dazu betrachten wir die diskrete Form des Patankar-Verfahrens

und betrachten zunéchst den Fall der zu erhaltenden Positivitdt. Dabei gilt

Mo = F(D") (Ma" + AtP"), (6.27)

mit M, F(D"),P", a™ > 0, aufgrund von (6.15)) und der Positivitéit der verwendeten Ba-
sis (6.6)). Hier bezeichnen wir Matrizen und Vektoren als positiv, falls alle Komponenten
positiv sind. Fiir den Zellmittelwert gilt

1 < - 1 <
n+1d . / n+1 Jd - M n+1 ,
T o e = g 2 okt = g 3 )

wonach er sich durch Summation der Komponenten der rechten Seite von ((6.27)) und an-
schliefender Multiplikation mit dem positiven Zellvolumen ergibt. Damit ist die Positi-
vitédt des Mittelwerts auch numerisch, also unter Beriicksichtigung von Rundungsfehlern,
garantiert. Bei entsprechender Umsetzung des Limiters gilt dann damit aZH > 0. Die
Einhaltung der oberen Schranke sichern wir, indem wir mit dem Limiter die Positivitét
der Transformierten 8;'"! garantieren und erst nach der Limitierung die Riicktransfor-
mation auf o)™ durchfiihren.

Nutzen wir dagegen das Quellterm-Splitting (6 zur Einhaltung der oberen Schran-
ke, so konnen wir nicht garantieren, dass der Mlttelwert aytt < 1 erfiillt. Aufgrund
von Rundungsfehlern gilt hier lediglich 3% =1 [F(D") (Ma" + AtP")]; ~ |K| und da-

mit K] ;Ma*1]; =1+ 4. Ob dieses 0 positiv oder negativ ist, konnen wir nicht
kontrollieren. Da aber die Einhaltung der Schranken essentiell fiir die Limitierung ist,
verwenden wir zur Einhaltung der oberen Schranke die Transformation . Denn hier
kénnen auch Rundungsfehler nichts an der Positivitéit des Mittelwerts dndern.
Abschlieflend zeigen wir in Abbildung noch das Ergebnis einer Testrechnung mit
dem Patakar-DG-Verfahren zur Lésung von . Dabei wurde Q = [—1.5,1.5]* durch
ein Netz mit 40 x40 dquidistanten Zellen diskretisiert. Fiir z < 0 wurde fiir den Quellterm
in Anlehnung an r =1/3 und s = 2/3 gewiihlt, fiir x > 0 wurde wie in ([2.29)
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Abbildung 6.3: Testrechnung mit dem Patankar-DG-Verfahren fiir (6.26)).

r = s = 1/2 gesetzt. Innerhalb des Quellterms wurde C(p(z,y)) = zy gesetzt. Die
Losung wird zum Zeitpunkt ¢ = 5 dargestellt, wobei als Zeitschrittweite At = 0.1 und
als Anfangsdaten af(x) = 0.5 verwendet wurde. Wir erkennen deutlich das erwartete
Verhalten, ein Anwachsen von «, falls zy > 0 und ein Fallen fiir xy < 0. Die Einhaltung
des Maximumprinzips ist dabei sichtlich gew&hrleistet.

6.1.5 Maximumprinzip bei homogenen Transportgleichungen

Wie wir gesehen haben, konnen wir mit dem Limiter ((6.20]) ein Maximumprinzip erfiillen,
falls der zugehorige Mittelwert das Maximumprinzip bereits erfiillt. Eine Bedingung, die
dies im Fall der DG-Diskretisierung fiir homogene Transportgleichungen mit divergenz-
freiem Geschwindigkeitsfeld sichert, wurde in [ZS10] vorgestellt. Bevor wir dieses Ver-
fahren unseren Anforderungen entsprechend erweitern, werden wir nun die wichtigsten
Resultate aus [ZS10] wiederholen. Dazu betrachten wir die homogene Transportgleichung

oaoa+u-Va=0, V.-u=0 (6.28)

mit divergenzfreiem Geschwindigkeitsfeld. Wie zuvor in Abschnitt erhalten wir aus

der Charakteristiken-Theorie, dass die Losung dieser Gleichung entlang der Charakte-

ristiken konstant verlduft, womit sie auch ein entsprechendes Maximumprinzip erfiillt.
Mit dem expliziten Euler-Verfahren zur Zeitintegration ergibt sich die Verfahrensvor-

schrift des DG-Verfahrens fiir (6.28)) nach (6.4) als

(aZ“, wp) i = (o, wp)xk — At(H(a;,", a,f’", u"-n),w, ok + At(aju”, Vwy) k. (6.29)
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(Tiz1/2, yj+1/2)== _ (Tiv1/2, Yjrr/2)
Q;iv1/2
aztl/z,j Qit1/9.5
By
(%’-1/2, yj—1/2) (3?i+1/2> yj—l/z)

Abbildung 6.4: Einschrénkung von cy; entlang der Zellrénder.

Die Resultate aus [ZS10] setzen die Verwendung von Rechtecksgittern voraus. Da dies
die Notation vereinfacht und um eine bessere Vergleichbarkeit mit [ZS510] zu erzielen, ver-
wenden wir ab jetzt die dort eingeﬁihrte Notation Dazu sei K = K;j = [zi1 /25 Tig1 /2]
[Yj—1/2, Yj+1/2] und oy =
aus Abbildung ersichtlich. Dabel verzichten wir zur Verkurzung der Schreibweise auf
den Index n. Der Mittelwert von oy, iiber K;; ist in dieser Notation durch

i )dz d
Qij = A:L’Ay/l/l n(z,y) dx dy

M
l\')

gegeben. Weiter bezeichnen wir die Stiitzstellen der GauBquadratur auf [z;_1/2, ;41 /2]
mit 27 fiir = 1,..., L. Analog nennen wir die Stiitzstellen auf [Yi—1/2, Yj+1/2] dann yf
fir g =1,...,L. Damit sind die Stiitzstellen der Gaul-Quadratur etwa auf der linken
Kante durch (x, 1/2,Y; ) gegeben, die zugehorigen Werte in diesen Punkten bezeichnen
wir mit o | Jop = o J2.j (y] ). Die Notation fiir die anderen Kanten folgt entsprechend.

Die zugehorigen Gewichte ws haben die Eigenschaft Zgzle = 1, wodurch sich fiir
hinreichend gewéhltes L die Gleichheit

Yj+1/2 n L n
/ @12, (y) dy = Ay Z Wa%i_1/2,8
A=1

Yj—1/2

ergibt und Polynome bis zum Grad 2L — 1 exakt integriert werden. Neben der Gauf3-
Quadratur, benotigen wir im Folgenden auch die Gauf-Lobatto-Quadratur. Genauer
gesagt, sogar nur die entsprechenden Gewichte w,. Im Unterschied zur Gau3-Quadratur
ist die GauB-Lobatto-Quadratur nur fiir Polynome vom Grad 2L — 3 exakt. Dennoch
spielt sie im Folgenden eine wichtige Rolle, da die zugehorigen Stiitzstellen auch die
Intervallgrenzen enthalten.
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6 Advektions-Diffusions-Gleichung

Setzen wir nun wy, = 1 in (6.29) so erhalten wir die Evolution der Mittelwerte als

~n+1 ~n At it [H( - + ) H( - + ):| d
att =al — a . ,ar, w1 ) —H(em, o, w1
K v AzAy ), i+l il g Vit g i—1 50 Yl Ui-g4) | 4Y

i=3

At Tyl Hio- n Hio- " d
— QL L, LU, —H(a,. ,,a". | v, x.
AzAy ( Lty ity ZJJF%) ( iy hi—3 W—%)

x.
i—

Nl

Vorausgesetzt die Geschwindigkeit ist polynomial, so sind die hier auftretenden Inte-
granden Polynome und kénnen durch Anwendung einer hinreichend genauen Quadratur-
Formel exakt berechnet werden. Die Gleichung lautet dann unter Verwendung der Gauf3-
Quadratur

k
P - + - +
g —a;}—)\lsz |:H<ai+%,,8’ai+%,ﬁ7ui+éﬂ>_H(ai—l,ﬁ’ai—%,ﬁ’ui— 6)]
B=1

2

k
- + - +
_ )\2;:16(}6 [H(a57j+%,a57j+%,vﬂ7j+%) —H(a@j_%,am_%,vm_%)} ,

wobei wir hier die Abkiirzungen \; = At/Ax und Ay = At/Ay verwenden. Den Mittel-
wert ;i auf der rechten Seite dieser Gleichung wollen wir nun weiter umformen. Dazu
bezeichnen wir & ; bzw. & g die Mittelwerte entlang der durch die Stiitzellen verlaufen-
den und zu den Kanten parallelen Strecken. Es gilt

_ 1 /yj+% 3
Qg = (w3, y) dy,
J Ay yj7% J

1 [Ti+d

Ax z,_1

2

Q3 = i (, yjﬁ) dz,

womit wir die zwei Darstellungen
k
Qij = Zwﬁ@ﬁ,ja
p=1
k
Qij = Z wpQip
p=1
fiir den Mittelwert erhalten. Die erste Gleichung gilt wegen

k
_ 1 Yi+s  [Ti+} 1 Uity p
Qij = m /y /x Qjj d;l:dy = A.Z‘Ay /yv (; Awwﬁaij('xi 7y) dy

k 1 ijr% Jé] i
=> wy A_/ (@], y)dy | =) wsas,
Yy
B=1 Y,_1 B=1

(6.31)
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6.1 Discontinuous-Galerkin-Verfahren

und die zweite folgt analog. Setzen wir zur Verkiirzung der Schreibweise noch A =
a1 A1/ (a1 Ay + aghg) und g = agAa /(a1 A1 + agAe) mit a; = max |u| und ay = max |v|, so
konnen wir mit (6.31]) die Entwicklung der Mittelwerte (6.30]) in der Form

k k

~ntl _ -~ - + _ - +

i = A E Wl g — M E wg [H<ai+%,ﬁ’ai+%,ﬁ’ui+%w3) H(ai_lﬁ,ai_%ﬂ,ui_%ﬂ)]
p=1 p=1

k k
~ - + - +
+u Z wplipj — Ao Z W [H(%w%’ X5 +1 Vpg+l) ~ H(%j—%’ Xp -1 “ﬂd—%)]
A=1 A=1

k )\1

_ = —~ + - +
=) wg [aw Y (H(ai+%,ﬁ’ai+%ﬁ’ui+%ﬁ) — H<O‘i_1,g’ai_l,g>ui§,ﬁ>)}
1

k
Ao
- - + - +
+p ) wg [am -2 (m (g 17 O 1o Vaas) — Hlag 1, %,j;’%é)ﬂ
schreiben. Mit der abkiirzenden Schreibweise

Hiﬂ — A A1 H(a~ + H(a~ +

o= 0ip = 5 (Hlog o gty ) = Hlory g077 s 5ty 6) )

Bi_q. . 22 - +  H(o +
Hy? = s, (H(%,H%’ 055410 Vpry) — Hlag, o O‘ﬂ,j—%’%j—l»

erhalten wir schliellich die Darstellung

k k
At =AY waHE 4+ ) " waHP, (6.32)
B=1 B=1

Nun werden wir sehen, unter welcher Bedingung an die Zeitschrittweite wir die Be-
schranktheit des Mittelwerts in der Form &;; € [m, M] erfiillen konnen. Dazu benéti-
gen wir noch die folgenden zwei Lemmas. In Hinblick auf Abschnitt bemerken
hier bereits, dass die Beweise beider Lemmas unabhéngig von der Divergenzfreiheit des
Geschwindigkeitsfeldes sind. Dariiber hinaus verdoppelt sich zudem die zuldssige Zeit-
schrittweite im Fall konstanter Geschwindigkeit.

Lemma 6.4. Wir betrachten das eindimensionale Verfahren

n+1 —

Q;

aj — v (H(aj, ojp1,u5) — H(aj_1, a5, u5-1))

mit v = At/Ax, dem Laz-Friedrichs-Fluss H aus (6.3)) und —a < u;_1,u; < a. Weiter
gelte m < a1, a5, a1 < M. Dann ist die Ungleichung

m—v (H(m,m,u;) — H(m,m,u;_1)) < o™ < M—v(H(M,M,u;) — HM, M,u;_y)),

erfillt, falls die Zeitschrittweite der CFL-Bedingung av < % gendigt.

69



6 Advektions-Diffusions-Gleichung

Beweis. Schreiben wir a;”rl als Linearkombination der «; so sind die zugehorigen Li-
nearfaktoren positiv, falls die CFL-Bedingung erfiillt wird. Die Abschétzung folgt dann
aus der Beschrianktheit der «;, siehe [ZS10]. O

Lemma 6.5. Unter der CFL-Bedingung a; i + aghg < %minvzl

,,,,,

)\1 i >\1
L D~ )| m < 1 < (1 Sy - )] M,
{1 - E(Uﬁ,ﬁ% - Uﬁ,j—é)] m< HyY < {1 - ;(Uﬁﬁr ~Ua-y) | M
Hier bezeichnet w., fir ¢ =1,...,N die Gewichte der Gauf-Lobatto-Quadratur und N
ist so gewdhlt, dass o exakt integriert werden kann.

Beweis. Mit der Gau-Lobatto-Quadratur lassen sich H%” und Hg 7 als Konvexkombina-
tion eindimensionaler Verfahren schreiben. Die Abschétzungen folgen dann aus Lemma

[6.4] siehe [ZS10]. O

Nun koénnen wir das wesentliche Resultat aus [ZS10] wiedergeben. Es besagt, dass
unter Einhaltung der CFL-Bedingung

r .
A\ + as )y < 57211{1}.1.17va, (6.33)
das Maximumprinzip erfiillt wird. Konkret sind die von uns verwendeten bilinearen
Polynome bei Restriktion auf eine Variable linear, weshalb N = 2 (Trapezregel) fiir

die GauB-Lobatto-Quadratur ausreichend ist. Demnach gilt @; = @y = 1/2 und die
CFL-Bedingung wird zu

1
CL1>\1 + CLQ/\Q S Z (634)
Satz 6.2. Angenommen m < &;; < M und m < «;;(x,y) < M fir alle (x,y) € K.

Dann ist das Maxzmumpmnzzp m < a”“ < M fiir das Verfahren (6.30) unter der
CFL-Bedingung ai M + asho < 1 5 Min—y

Beweis. Wir zeigen die Einhaltung der oberen Schranke. Nach ((6.32)) gilt

_n+1—)\zw§Hzﬁ+MZwﬂHﬁj
g=1 6=1

Mit Lemma [6.5] und Umformungen erhalten wir die Abschitzung

+1<)\Zw5 (1—71( Uyl g— ))M+NZWB< :(”ﬂ,ﬂ;—vm—;))M

N Wy erfillt.

B=1 B=1
_M MZUJﬁ)\l Z+ B MZ(.&)/@AQ ,UBJ"F* ’Uﬁ]—f)
p=1 B=1
At k k
=M|1—- Achy (;(uiJr;ﬁ — ui_%ﬂ)wﬁAy + ;@ﬂ,ﬁr; - vﬁyj_é)ngx>
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6.1 Discontinuous-Galerkin-Verfahren

Die Summation der Geschwindigkeiten kénnen wir auch iiber die Divergenz des Ge-
schwindigkeitsfeldes ausdriicken. Es gilt

k
(uH%ﬁ — uiféﬂ)ngy + Z(U@ﬁ% — vﬂ’jfé)ngx
1 5=1

/yﬂ%(u( Tir1y) — (L, ))dy+/xi+%(“($’%+;)“?’(m’yj5”“

/ / §r) udxdy+/ / ) v dydx
3 i+%
:/ / V - udzxdy.
Y.

_ 1

M-

+ m\»—t
l\.’)

1
2

l\)

Damit erhalten wir die Abschétzung

'H*%
aitt <M 1—A$Ay /l/lv-udxdy (6.35)
2 2

und a”“ < M folgt aus V - u = 0. Der Beweis fiir m < Oz”“ verlduft analog, indem die
Abschatzung

m |1 - / UV oudedy || <apt! (6.36)

AxAy

1
2

1
2

hergeleitet wird. O

Abschliefend wollen wir auch hier den obigen Testfall betrachten, bei dem die
Losung das Maximumprinzip —1 < C' < 1 erfiillt. Unter Einhaltung der CFL-
Bedingung wird dann auch bei Verwendung des Limiters die numerische
Losung entsprechend beschriankt sein. Das dabei die Ordnung des Verfahrens erhalten
bleibt kénnen wir Tabelle entnehmen.

6.1.6 Patankar-DG fur Kavitation

Wir wollen jetzt das Resultat aus Satz in modifizierter Form nutzen, um in Kom-
bination mit dem Patankar-DG-Verfahren, die Einhaltung des Maximumprinzips fiir
unseren Fall der Kavitation zu sichern. Erweiterungen der in [ZS10] vorgestellten
Idee fiir andere Gleichungen, finden sich etwa im Ubersichtsartikel [ZST1]. Allerdings ist
uns keine derartige Erweiterung bekannt, die in unserem Fall anwendbar wére.

Nun betrachten wir die inhomogene Transportgleichung mit V- u = f,. Den
Quellterm schreiben wir dabei wieder in der Form

fola(z, 1), p(x)) = Clp(z))(1 — a(z, 1)) (=, 1)*,
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6 Advektions-Diffusions-Gleichung

Tabelle 6.2: Fehler und Konvergenzordnung fiir das Testproblem unter Verwendung
des Limiters (6.20))

Gitter HC — ChHLQ(Q)
1 Fehler ~ Ordnung
0 0.471261 -
1 0.121371 1.957103
2 0.025741  2.237296
3 0.005872 2.132134
4 0.001401 2.067223

wobei wir wieder annehmen, dass C'(p) zellweise konstant ist. Das zugehorige Patankar-
DG-Verfahren lautet in allgemeiner Form nach ([6.4]) und (6.21])),

(ap ™ wp) ke = (af, wp) ik — AH (", o™ u™ - ), wy, ok

n+1
1 At(au”, Vay)i + AHP(f) wn)x — AH(D(f)wn) e B UK (g 37)
(ahv wh)K

mit positiven Quelltermen P und D. In der Notation aus Abschnitt ergibt sich der
neue Mittelwert 64%“ innerhalb der Zelle K;;, analog zu (/6.30]), nun durch
~n+l _ =n

Q= Qg

[H(oz._

+
. . . -1
i+ Yitd g Uiyl ;)

[H(a;j+%, a:ﬂ%,vi?ﬂ%) — H(a;

~n+1
_ _ Qs

+ AtP" — AtD"——.

ag
Liegt wie im konkreten Fall (2.32)) ein Quellterm vor, der sich nicht als Polynom darstel-
len lésst, so konnen die zugehorigen Integrale nur approximativ durch Quadraturformeln
bestimmt werden. Allerdings wird auch bei der Approximation durch Gauf-Quadratur,
aufgrund der Positivitit der einzelnen Terme, stets P", D™ > 0 gelten. Die obige Darstel-
lung unterscheidet sich von (6.30)) nur durch das Auftreten der gemittelten Quellterme

und kann analog zu ((6.32)) kurz als

k k ~n+1
. ) _ _ Qs
aptt =AY waHY 4+ Y wgHPY + AtP" — AtD" - (6.38)
=1 =1 i
geschrieben werden. Der neue Mittelwert lésst sich dann explizit durch
arASt_ wsHY + S waHO 4 AtP"

ag; + AtDn
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6.1 Discontinuous-Galerkin-Verfahren

berechnen.
Wesentlich fiir das weitere Vorgehen ist die Abschéatzung

z, 1
0<Azwﬁﬂlﬁ+uzwﬁﬁﬁﬂ <1_A:EAy/ / "V wdady. (6.40)
B=1 -1 xi—%

Diese ergibt sich mit m = 0 und M = 1 ohne zusétzliche Voraussetzungen aus ((6.35)
und (/6.36]). Unter Beriicksichtigung von V - u = f, kénnen wir dies kiirzer als

k k
0<AY waH + 1> wsHP <1— ALfl! (6.41)
B=1 p=1

schreiben.

Wir wollen zunéchst die Einhaltung des Maximumprinzips mit dem expliziten Euler-
Verfahren untersuchen. Dazu setzen wir in die Quellterme als P = f, und D = 0.
Im Fall C(p) < 0 gilt es die Positivitét des Verfahrens zu sichern. Mit erhalten
wir aus die Abschéitzung

—n+1 > Atfn

Da f* < 0, sichert dies nicht die Positivitit. Betrachten wir nun C(p) > 0 und die
Einhaltung der oberen Schranke. Mit ((6.39)) und (6.41]) gilt jetzt

artt <1—Atfo+Atfl =1.

Theoretisch ist die Beschranktheit nach oben also bereits mit dem expliziten Euler-
Verfahren gesichert. Aufgrund auftretender Rundungsfehler kénnen wir dies aber nume-
risch nicht sichern. Vor allem wollen wir es in der Umsetzung des Verfahrens vermeiden
Werte die gréfer 1 sind, explizit auf 1 zu setzen. Daher nutzen wir auch zur Einhaltung
der oberen Schranke das Patankar-DG-Verfahren mit Transformation.

Wir bemerken noch, dass das nachfolgend vorgestellte Verfahren auch fiir Probleme
bei denen sich der Quellterm der Advektions-Gleichung und die Divergenzbedingung
unterscheiden genutzt werden kann.

Jetzt werden wir die Einhaltung des Maximumprinzips mit dem Patankar-DG-Verfah-
ren in Abhéngigkeit des Quellterms f,, beweisen. Bleiben die Zellmittelwerte beschrénkt,
so gilt dies auch fiir das DG-Polynom nach Anwendung des Limiters . Um das
Maximumprinzip fiir die Mittelwerte zu zeigen, nehmen wir wieder an, dass bereits
0 < afy < 1gilt. Im Fall C(p) = 0 befinden wir uns in der Situation von Abschnitt 6.1.5]
womit das Maximumprinzip 0 < a?jﬂ < 1 nach Satz mit m = 0 und M = 1 erfiillt
ist.

Falls C'(p) < 0 wihlen wir die Quellterme des Patankar-Verfahrens wie zuvor als P = 0
und D = —f,. Mit erhalten wir

—n k i k i
il a (A5 weH’ + 15 wﬁHz?’])

Q.- —

K az + AtD"
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6 Advektions-Diffusions-Gleichung

Um den Term in Klammern abzuschétzen, nutzen wir (6.41]). Mit f, = —D ergibt sich

k k
0<AY weH + 1> wgHY <1+ AtD"
=1 =1

und wir erhalten nach Multiplikation mit &7} /(af; + D™) > 0 daraus

) < an (A waHY + S wHEY) _ o+ aAtD" o
- ar, + AtDr T oap+AtDr T

Damit haben wir 0 < d%ﬂ < 1 fir C(p) < 0 gezeigt. Besonders die Positivitét ist
hier wichtig. Die Monotonie der Mittelwerte wie in Abschnitt lasst sich mit der

Abschétzung (6.41) nicht mehr zeigen.
Es bleibt der Fall C'(p) > 0. Hier transformieren wir die Gleichung wieder gemé8
« =1 — ( und erhalten so

atﬂ -V (OC’U,) = _fa-
Entsprechend ([6.37)) lautet die Verfahrensvorschrift des Patankar-DG-Verfahrens fiir die

transformierte Gleichung

( ZHawh)K: (By, wp) Kk + At(H(ay, al‘f" u" - n), w; ok
n+1
— At(apu”, Vun )k + At(Ps(a,), wn) k. — At(Dg(ag), wh)K(hn;wh)K_
(ﬁh?wh>K

Fiir die Mittelwerte erhalten wir damit
At Yi+l B N B .
Azly /y [H(a”%u” Oy ptinyy) — Hloy oy s “i—%,jﬂ 4y

i-3
At Tird
H(a~ ,.a" v ..1)—H(a ,,a | v, dx
T ArAy z, 1 [ (@ ey gy Vi) — H OG0, 4 viy)
-3
Bn+1
7,]

U

m+1 _ on
ﬁz’j - ij+

+ AtPy — AtD%

Mit ( - ) kénnen wir dies wegen 7% =1 — ;i auch in der Form

k k an+1
Gt = 1= (A waHE + 1y " wsHYY) + AtPy — AtD) &

ij
p=1 B=1 zJ
schreiben. Aquivalent dazu ergibt sich die Darstellung

;}(1—(/\25 L waHYP +ng L\ wpHP )+AtPﬁ)
ﬁZJrAtD”

ﬁn—i—l
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6.1 Discontinuous-Galerkin-Verfahren

Die Patankar-Quellterme wéhlen wir als Pg = 0 und Dg = f,. Damit erhalten wir aus

(6.41)) die Abschétzung

k k
0 <A wsHY + > wsHJ <1 - AtD}
B=1 =1
und diese fiihrt auf
an an AtDn

12+25’1@+12_U—720
Br 4+ AtD =79 = B AtD

Damit haben wir 0 < B{}H < 1 gezeigt und Riicktransformation liefert dann auch fiir
C(p) > 0 die Einhaltung des Maximumprinzips 0 < &Z-J’l < 1. Nach Anwendung des
Limiters (/6.20]) gilt dann auch 0 < a?jH < 1. und wir haben den folgenden Satz bewiesen.
Satz 6.3. Wir betrachten das Patankar-DG Verfahren (6.37) mit Transformation (6.16))
und Limiter (6.20]) zur Losung von (2.33c) mit (2.33b)), also

atOé+V'(OKU):faa V"U/:fa

Die Wahl der Quellterme fiir das Patankar-DG-Verfahren erfolgt gemdyfs und
, dabei erfolgt die Anwendung der Transformation falls C(p) > 0. Mit Anfangs-
daten 0 < agj < 1 und unter Einhaltung der CFL-Bedingung (6.33|) garantiert das
Verfahren die Einhaltung des Maximumprinzips 0 < o™ <1 fiir alle Zeiten t™.

Auch hier wollen wir wieder abschlielend die Anwendbarkeit des Verfahrens anhand
eines numerischen Testfalls verdeutlichen. Dazu betrachten wir die inhomogene Trans-
portgleichung

O+ V- (au) = f(a) (6.42)

mit divergenzbehaftetem Geschwindigkeitsfeld

u(x,y):a:, ’U(l‘,y) =Y,

und Quellterm
fla) =20a(1 — a) + 2a.

Analog zu (2.35]) lasst sich die Losung entlang der Charakteristiken bestimmen und wir

erhalten

eXtag(etr, e ty)

1+ (e20 — V(e tw, e ty)

a(z,y,t) =

Mit den Anfangsdaten

ao(% y) _ 6—50(m2+y2)

ergibt sich die Losung

e20t

afz,y,t) = 20t | b0e 2 (a2 4y?) _ |
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6 Advektions-Diffusions-Gleichung

Tabelle 6.3: Fehler und Konvergenzordnung fiir das Testproblem (6.42)) unter Verwen-
dung des Patankar-DG-Verfahrens mit Limiter

Gitter ||Oé — ahHLQ(Q)
1 Fehler = Ordnung
0 0.207460 -
1 0.025975  2.997646
2 0.005040 2.365663
3 0.001258 2.001838
4 0.000315  1.998648

Diese erfiillt fiir alle Zeiten ¢ das Maximumprinzip 0 < a < 1.

Der Testfall ist so konstruiert, dass neben der Beschréanktheit auch eine exakte Losung
vorliegt. Numerische Experimente zeigen, dass wir mit dem expliziten Euler-Verfahren
die Einhaltung der oberen Schranke auch bei diesem einfachen Testfall (hier gilt r = s =
1) nicht fiir alle Zeiten erfiillen konnen. Diese Problematik verschérft sich etwa mit dem
Quellterm f(a) = 204/(1 — o) + 20

Zur Diskretisierung und Ordnungsanalyse verwenden wir wieder verschiedene qua-
dratische Gitter, wobei das I-te Gitter gerade die Maschenweite Az; = 0.2/2' hat. In
Abbildung zeigen wir die numerische Losung fiir ¢ = 0.1,0.25,0.5 auf dem Gitter
[ = 2 und erkennen deutlich die geforderte Beschrinktheit. Das das Verfahren weiter-
hin von zweiter Ordnung im Raum ist, kénnen wir der Tabelle entnehmen. Dabei
betrachten wir die Fehler jeweils zum Zeitpunkt ¢ = 0.25. Die dabei verwendete Zeit-
schrittweite wurde so klein gewéhlt, dass der zeitliche Fehler keinen Einfluss auf den
rdumlichen Fehler hat.

6.2 DG fiir Diffusion

Wir kommen nun zur Behandlung der diffusiven Terme der Advektions-Diffusionsglei-
chung (2.37d). Dazu betrachten wir die Gleichung

Wie zuvor bei (6.2)) erhalten wir nach Multiplikation mit einer hinreichend glatten Test-
funktion und partieller Integration die Gleichung

(0:.C,w)g — (VC -n,w)sx + (VC,Vw) g = (f,w)k. (6.43)

Auch hier erfolgt die Kommunikation der einzelnen Zellen ausschlieBlich iiber die Rand-
fliisse und es stellt sich die Frage wie diese bei unstetigem C' zu wihlen sind. Wir kénnten
nun versuchen, wie im konvektiven Fall zu verfahren und hier einen zentralen Fluss fiir die
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1.000 1.000
» | |

- 0.7500 - 0.7500

- 0.5000 - 0.5000

- 0.2500 - 0.2500

1.000
»m

- 0.7500

- 0.5000

Abbildung 6.5: Numerische Lésung des Testproblems fir ¢ = 0.1 (oben links), t =
0.25 (oben rechts) und ¢ = 0.5 (unten) unter Verwendung des Patankar-
DG-Verfahrens mit Limiter
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6 Advektions-Diffusions-Gleichung

Gradienten zu nutzen, da es keine ausgezeichnete Richtung gibt. Das dies kein konsisten-
tes Verfahren liefert, wurde in [ZS03|] gezeigt. Sinnvolle Verfahrensklassen stellen etwa die
Interior-Penalty Verfahren (IPG) [Riv08] und die recovery-based Discontinuous-Galerkin
Verfahren (RDG) [LLRO7, [LL0Y9, Loll] dar. Bei den IPG Verfahren wird die Stabilitét
durch die Hinzunahme sogenannter Penalty-Terme zu garantiert. Zur Kontrolle
dieser Strafterme werden neue, ausschlieSlich numerische Parameter eingefiihrt, die ent-
sprechend dem jeweiligen Problem gewahlt werden miissen. Um diese Problematik zu
umgehen, wurden die RDG-Verfahren entwickelt. Diese werden wir auch im Weiteren
nutzen.

6.2.1 Recovery-based-Discontinuous-Galerkin (RDG)

In Anlehnung an (6.43)) lautet das RDG-Verfahren in der von uns genutzten Form: Finde
fiir ¢t > 0 ein Cy(t) € Wy, so dass

(8tC’h,wh)K — <VRh . n,w,;)aK -+ (VCh, th)K = (f, U)h>1( th S Wh (644)

erfiillt ist. Um die Problematik der unstetigen Daten bei der Berechnung der Rand-
integrale zu umgehen, wird bei den RDG-Verfahren zu jeder Kante e;; = K; N K eine
iiber K; U K; glatte Recovery-Funktion R) bestimmt und mit dieser das entsprechende
Integral berechnet. Bei den von uns verwendeten Vierecksgittern sind also vier verschie-
dene Ry, zur Auswertung des Randterms in notig.

Die zu e;; gehorige Recovery-Funktion erhalten wir durch die Forderungen

/ Rhwhdm:/ Chwy, dx thGWh, (645)
K; K;

k3

/ Rhwhdw:/ Chwyp dxe  Yw, € Wy, (646)

Damit ldsst sich die Recovery-Funktion im schwachen Sinn nicht von der eigentlichen
DG-Approximation C}, unterscheiden. Bei Verwendung der bilinearen Testfunktionen
(6.5) ergeben sich 8 Gleichungen und somit auch 8 Freiheitsgrade zur Bestimmung von
Ry,. Daher machen wir den Ansatz Rj(x,t) = Z?zl R;(t)v](x) und setzen dies, sowie
Ch(z,t)|k, = Z?:l C']l-(t)wz(x), in ein. Mit den Bezeichnungen

C:(Ci"'wCZuO{?“"CZ)T’
r=(Ri...,Rs)",

(wh, W}, kle{l,... 4},

0, ke{l,...,4},1€{5,...,8},
Mkl*

0, ke{s,....801e{l,... .4},

wi Wi g, kLe {58},

(
g _ (W wh g,  ke{l,....4},le{1,...,8},
T b Yk, ke{s,... 85 1e{l,....8},

78



6.2 D@ fiir Diffusion

ergibt sich das lineare Gleichungssystem
Sr = Mec.

Setzen wir noch Q = S™'M, so erhalten wir die Koeffizienten fiir R, aus r = Qc. Die
Matrizen Q konnen wir in einem Preprocessing-Schritt vor dem Beginn einer Rechnung
speichern.

Damit die Matrix Q wohldefiniert ist, muss S invertierbar sein. Nicht jede beliebige
Wahl der Basisfunktionen v,i liefert diese Eigenschaft. Wir nutzen daher die in [Lol1] vor-
geschlagene Basis. Dazu definieren wir zunéchst das in Abbildung veranschaulichte
Recovery-Koordinatensystem (7, s). Es wird wie folgt aus dem urspriinglichen Koordi-
natensystem konstruiert. Zunéchst wird der Ursprung in den Mittelpunkt (x,,, y,,) der
Kante e;; verschoben. AnschlieBend werden die Achsen um den Winkel a@ gedreht, so
dass die s-Achse entlang von e;; verlduft. Die Skalierung erfolgt so, dass die Ecken der
Kante die Koordinaten (0, 1) bzw. (0, —1) haben. Aus den urspriinglichen Koordinaten
(x,y) ergeben sich die Recovery-Koordinaten damit durch

[r} 2 [cos(a) —Sin(a)] {m—xm}

5| ey| [sin(a) cos(@) | |Y —Ym]’

wobei hier |e;;| die Lange der Kante darstellt. Wiahlen wir dann die Basisfunktionen
aus dem Raum span{1,r, 7% 13 s, sr, sr? sr®}, so sichert dies die Regularitit von S und
damit die Existenz von Q. Am einfachsten ist es natiirlich, die auftretenden Monome
direkt als Basisfunktionen zu wéhlen. Wir bemerken noch, dass die Basis so gewéhlt
wurde, dass die Recovery-Funktion normal zur Kante, also in r-Richtung, bessere Ap-
proximationseigenschaften besitzt.

v
X
Abbildung 6.6: Recovery-Koordinatensystem

Damit kénnen wir die Recovery-Funktion fiir alle inneren Kanten berechnen. An
Randkanten ohne periodische Randbedingungen miissen wir einen anderen Weg ge-
hen. Wir nutzen hier eine verkleinerte Recovery-Basis, bei der wir nur die Monome
{1,r,72 s, sr,sr*} als Basisfunktionen verwenden. Sei e die zu K gehorige Randkante,
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6 Advektions-Diffusions-Gleichung

so lauten die zu Dirichlet-Randbedingungen C|. = ¢g gehorigen Forderungen
/ Rywy, dx = / Chwy, dxe Yw,, € Wy, (647)
K K
/Rhwh ds = /gwh ds Yw, € Wy, wpl|e # 0. (6.48)

In durchlauft w, wieder alle Basisfunktionen, in allerdings nur die beiden,
welche nicht auf e verschwinden. Damit haben wir 6 Gleichungen fiir die zu bestimmen-
den 6 Freiheitsgrade.

Einfacher ist die Behandlung von Neumann-Randbedingungen. Ist die Randbedingung
VC - n|. = g gegeben, so kénnen wir VRy, - n|. = g direkt in das Randintegral in (6.44))
einsetzen. An diesen Kanten miissen wir also keine Recovery-Funktion berechnen.

Mit RDG-Verfahren kénnen bei Diffusionsproblemen auch unter Verwendung der bili-
nearen Ansatzfunktionen Approximationsordnungen grofler als zwei erzielt werden. Dazu
muss unter anderem die volle Recovery-Basis auch an Zellrdndern verwendet werden, wo-
zu Daten weiter innen liegender Zellen benétigt werden. Da wir im Weiteren Diffusion
stets mit Konvektion zusammen betrachten, beschrinken wir uns hier auf dieses einfache
Verfahren zweiter Ordnung.

Nun wollen wir auch hier numerisch bestétigen, dass das Verfahren fiir hinreichend
glatte Losungen rdumlich von zweiter Ordnung ist. Dazu betrachten wir auf Q = [0, 1]
das Testproblem

0,C — AC = f. (6.49)

Die Randdaten und rechte Seite wihlen wir dabei so, dass sich
1
C(z,y) = 5(608(27&) + cos(2my) + 2zy® — 1)

als stationdre Losung des Testproblems ergibt, wobei wir auf der Kante mit x = 1
Neumann-Randbedingungen und auf den restlichen Kanten Dirichlet-Randbedingungen
vorgeben. Zur Diskretisierung betrachten wir quadratische Gitter mit der Maschenweite
Az = 1/2!*! fiir [ = 0,...,4. Die zugehorigen Fehler, sowie die daraus resultierende
Ordnung, sind fiir die einzelnen Gitter in Tabelle [6.4] aufgelistet und zeigen wie erhofft
die zweite Ordnung. Als Anfangsdaten wurde dabei jeweils die Losung C°(z, y) = C(x,y)
gewdahlt.

6.3 DG fiir Advektions-Diffusions-Gleichungen

Die Kombination der Verfahren (6.4) und (6.44]) liefert uns ein Verfahren zur Losung
der Advektions-Diffusions-Gleichung ([2.37d]). Das Verfahren lautet: Finde fiir ¢ > 0 ein
Ch(t) € Wy, so dass

(atoha wh)K + <H(C}:7 O}—:_a u - n)a w}:>8K - <VRI‘L ' n, w]—7>8K
— (C’hu,th)K -+ (VCh, V'wh)K = (f, wh)K Yw, € W,. (650)
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6.3 DG fiir Advektions-Diffusions-Gleichungen

Tabelle 6.4: Fehler und Konvergenzordnung fiir das Testproblem (|6.49))

Gitter |C = Chll 22

1 Fehler = Ordnung
0 0.187249 -

1 0.049253  1.926667
2 0.012057  2.030405
3 0.003007  2.003498
4 0.000751  2.000609

Auch fiir die Advektions-Diffusions-Gleichung
0C+ V- -(Cu)—AC=f (6.51)

betrachten wir noch ein Testproblem, um die Konvergenz des Verfahrens zu bestétigen.
Dazu betrachten wir wieder das Gebiet 2 = [0, 1] x [0, 1] und das Geschwindigkeitsfeld

u(z,y) = sin(2x) cos(2y), v(z,y) = —sin(2y) cos(2x)
Mit f = 8sin(2z) sin(2y) und entsprechenden Randdaten ergibt sich
C(z,y) = sin(2z) sin(2y)

als stationdre Losung des Testproblems. An der Kante mit x = 1 geben wir Neumann-
Randbedingungen vor, auf den restlichen Kanten Dirichlet-Randbedingungen. Zur Dis-
kretisierung betrachten wir wieder quadratische Gitter mit der Maschenweite Ax =
1/2%L fiir [ = 0, ..., 4. Die zugehorigen Fehler, sowie die daraus resultierende Ordnung,
sind fiir die einzelnen Gitter in Tabelle [6.5| aufgelistet und bestéitigen die zweite Ordnung
des Verfahrens. Auch hier wurde als Anfangsdaten die Losung, also C%(z,y) = C(z,y)
gewdahlt.
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6 Advektions-Diffusions-Gleichung

Tabelle 6.5: Fehler und Konvergenzordnung fiir Testproblem (6.51]) (rechts)

Gitter |C — Chll2
1 Fehler ~ Ordnung

0.032631 -

0.008033  2.022293
0.001988  2.014655
0.000495 2.006264
0.000123  2.002798

=~ w N = O
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7 Kopplung von Stromung und
Transport

In diesem Kapitel befassen wir uns mit der Losung des gekoppelten Systems . Wir
werden im Folgenden sehen, dass eine sinnvolle Kopplung nur méglich ist, falls das nu-
merische Geschwindigkeitsfeld mit der Transportdiskretisierung in einem gewissen Sinn
kompatibel ist. Geschwindigkeiten aus in Verbindung mit der DG-Diskretisierung
erfiillen diese Kompatibilitdt nicht, was dazu fiihrt, dass konstante Losungen
der Advektions-Diffusions-Gleichung mit dem DG-Verfahren nicht reproduziert werden
konnen.

Daher werden wir das Geschwindigkeitsfeld in einem zusétzlichen Postprocessing-
Schritt in ein kompatibles Geschwindigkeitsfeld iiberfithren. Dies geschieht indem wir
die Geschwindigkeit durch eine lokale Update-Technik aufdatieren. Auf den einzelnen
Zellen ergibt sich der zugehdrige Korrekturterm aus der Losung eines Poisson-Problems,
zu dessen Losung wir H (div)-konforme gemischte Finte-Elemente verwenden. Durch die
Wahl dieser Elemente erhalten wir zusétzlich noch die Stetigkeit der Geschwindigkeits-
normalkomponenten iiber die Zellréinder hinweg. Dies ist essentiell fiir die Anwendbarkeit
des DG-Verfahrens.

Das Kapitel ist wie folgt gegliedert. In Abschnitt untersuchen wir die Auswirkung
eines numerischen Geschwindigkeitsfeldes innerhalb des Verfahrens . Dies wird uns
zeigen, was unter Kompatibilitdt von Stromung und Transport zu verstehen ist. In Ab-
schnitt befassen wir uns mit der Losung von Poisson-Gleichungen mit gemischten
FEM. Diese sind wesentlicher Bestandteil der in [CDMWO8] eingefiihrten Conservative
Projection Formulation (CPF) zur Bestimmung eines lokal konservativen Geschwindig-
keitsfeldes. Wir wiederholen dieses Verfahren in Abschnitt[7.3] bevor wir es in Abschnitt
unserer Situation anpassen und die Local-CPF (LCPF) zur Berechnung eines kom-
patiblen Geschwindigkeitsfeldes vorstellen. In Abschnitt betrachten wir dann die

Losung des gekoppelten Systems ([2.37)).

7.1 Konservativitat und Reproduktion konstanter
Lésungen

In Kapitel [6] haben wir ein DG-Verfahren zur Losung der Advektions-Diffusions-Gleich-
ung betrachtet. Dabei wurde stets angenommen, dass das Geschwindigkeitsfeld
analytisch gegeben ist. In diesem Abschnitt untersuchen wir nun die Auswirkungen ei-
nes numerischen Geschwindigkeitsfelds auf die Diskretisierung. Dies wurde bereits in
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7 Kopplung von Stréomung und Transport

[DSW04] diskutiert und wir wiederholen hier die fiir uns wichtigen Resultate.
In diesem Abschnitt ist es zweckméfig, die Gleichungen und in der
Form B
0,C+V-(Cu)—AC =Cy, (7.1)
mit
V-u=g (7.2)
zusammenzufassen. Eine homogene Form von ist darin fiir g = 0 enthalten. Mit
C € {0,1} erhalten wir eine Modifikation von (2.33¢)), wobei der zustzliche Diffusions-
term fiir das Folgende unwesentlich ist. Die Rand- und Anfangsbedingungen sollen wie in
durch Clg, = Cp, VO n|sq,,, = 0 sowie C(x,0) = C°(x) gegeben sein. Wir wer-
den jetzt Eigenschaften der Losung dieser Advektions-Diffusions-Gleichung betrachten,

welche ein numerisches Verfahren entsprechend wiedergeben sollte.
Die Losung von ([7.1)) erfiillt die globale Konservativitét

i/Cd:c—l— Cu-nd:c—l—/ (C’Du—VC’)-ndw:/égdw. (7.3)
dt Jq O0ut o0 Q

Demnach erfolgt die zeitliche Anderung von C' innerhalb des Gebietes ausschlieBlich
durch die Randﬂusse und den Quellterm. Auflerdem gilt aufgrund von . dass die
Konstante C fiir alle Zeiten Losung von ([7.1)) ist, falls wir C' = Cp = CY = C=0C
setzen.

Unter welchen Voraussetzungen das DG-Verfahren diese Eigenschaften repro-
duzieren kann, werden wir jetzt untersuchen. Mit einem exakt gegebenen Geschwindig-
keitsfeld w lautet das Verfahren zur Approximation von ((7.1)

(0:Chswn) e + (H(Cy, O u-m),wy ok — (VR -y wy)ok
— (Chu, th)}( + (VCh, th)K = (Cg,wh)K Yw,, € Wy, (74)

Setzen wir wy, = 1, so erhalten wir nach Summation iiber alle Zellen und unter Beriick-
sichtigung der Randbedingungen

d _
—/ Ch dx+ H(C; ,Cf jun)ds+ H(C,,Cp,un)-VR, nds = / Cgdx.
dt Jq 90t Q

(7.5)
Dies entspricht - und damit ist auch das DG-Verfahren global konservativ. Um die
Reproduktlon konstanter Losungen zu iiberpriifen, setzen wir ), = Cp = CO=C=0C
in , mit konstantem C. Wegen der Konsistenz der numerischen Flussfunktion erge-
ben Sich die konvektiven Randfliisse als

op

~

(H(C,C,u-n),w;, Yox = (Cu-n,wy Yox = (C,V - (wpu))x.
Die linke Seite lautet dann

(C,V - (wpu))k — (Cu, Vup)x = (CV - w, wy)x
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7.1 Konservativitat und Reproduktion konstanter Lisungen

und fithrt auf die Bedingung
(V-w,wp)k = (g, wn)x  Ywp, € Wi

Fiir ein exakt gegebenes Geschwindigkeitsfeld mit ist dies erfiillt und damit erhélt
das DG-Verfahren konstante Losungen.

Nun ersetzen wir das exakte Feld w durch die numerische Approximation wu; aus
(3.22). Da Funktionen aus U}, nach Definition in (3.12a)) nur im Mittel iiber Zellgrenzen
hinweg stetig sind, ist die Anwendung innerhalb der numerischen Flussfunktion unklar.
Nutzen wir dagegen {u,} = (u) + u; )/2 als Approximation, so entfillt diese Proble-
matik und die Konservativitdt der numerischen Flussfunktion bleibt gesichert. Damit
erhalten wir dann analog zu die globale Konservativitdt des DG-Verfahrens mit
Geschwindigkeitsfeld {wp,}.

Die Reproduktion konstanter Losungen gelingt aber nicht mehr. Die erforderliche Be-
dingung lautet nun

<{’U,h} . n,w;}a;{ — (’U,h, th)K = (g, wh)K th e W,. (76)

Wir betrachten zunédchst den Fall w;, = 1. Nach (3.12a)) gilt iiber einer beliebigen Kante
e € T, die Identitéit [ w;, ds = [ w; ds und damit folgt

{uh}-nds:/ ug-nds:/v-uhda}:/gdm. (7.7)
oK oK K K

Die Bedingung (7.6]) ist also erfiillt, falls W, nur die konstanten Funktionen enthélt. Im
Allgemeinen gilt dies aber nicht, insbesondere mit den elementweise konstanten Druck-
approximationen aus (3.12d) und den bilinearen Ansatzfunktionen fiir das DG-Verfahren

(6.5) ist die Bedingung (76) verletzt.
Die Bedingung ((7.6)) konnen wir auch in der Form

(V- up,wp)x = (9, wn)x Ywy € W, (7.8)

schreiben. Ein Vergleich mit zeigt uns, dass der gewéhlte Ansatzraum fiir den
Druck, die Ansatzfunktionen der transportierten Grofle enthalten muss, um die Bedin-
gung zu erfiillen und damit konstante Losungen erhalten zu kénnen.

Damit hat eine essentielle Bedeutung fiir die Kopplung von Stromung und Trans-
port und wird im Folgenden als Kompatibilitdtsbedingung bezeichnet. Weiter nennen
wir zwei Diskretisierungen fiir Stromung und Transport kompatibel, falls die Kompatibi-
litdtsbedingung erfiillt ist. Geschwindigkeitsfelder fiir die die Kompatibilitdtsbedingung
mit wy, = 1 erfiillt sind, werden auch als lokal konservativ bezeichnet. Demnach ist die
Bedingung eine Verallgemeinerung der lokalen Konservativitit. Insbesondere ist
das Geschwindigkeitsfeld aus lokal konservativ, aber nicht ausreichend kompati-
bel zur gewdhlten DG-Diskretisierung.

Um die Auswirkungen einer solchen Inkompatibilitdt zu verdeutlichen, betrachten wir
den durch

0C+V-(Cu)=0, V-u=0 (7.9)
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7 Kopplung von Stréomung und Transport
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Abbildung 7.1: Numerische Losung Cj, des linearen Transportproblems (7.9) zur Zeit
t = 0 (links) und t = 1 (rechts) bei Verwendung des inkompatiblen
Geschwindigkeitsfeldes

gegebenen linearen Transport. Die verwendete Geometrie eines Backward-Facing-Step ist
aus Abbildung[7.1] ersichtlich. Zur Bestimmung des Geschwindigkeitsfeldes geben wir am
linken Rand ein parabolisches Geschwindigkeitsprofil vor, rechts setzen wir Ausflussrand-
bedingungen und die anderen Randstiicke werden als feste Wande behandelt. Mit den
in Kapitel |3| und [4] beschriebenen Techniken erhalten wir ein inkompressibles Geschwin-
digkeitsfeld w;, aus . Als Dirichlet Randbedingungen und Anfangsdaten fiir die
zu transportierende Grofie wihlen wir Clypg = C° = 1/2, womit die analytische Losung
C' = 1/2 fiir alle Zeiten konstant bleibt. Aufgrund der zuvor beschriebenen Inkompatibi-
litdt des Geschwindigkeitsfeldes mit der verwendetet DG-Diskretisierung gilt dies
allerdings nicht fiir die numerische Losung C, . Wie grof§ deren tatséchlicher Einfluss ist,
zeigt sich in Abbildung wo besonders in der Ndhe des Steps unphysikalisches Ver-
halten ersichtlich ist. Der relative Fehler betrigt iiber 150%, womit die Approximation
inakzeptabel ist.

Um die Kompatibilitdt von Stréomung und Transport zu erreichen, haben wir nun
verschiedene Moglichkeiten. Wir kénnten den Ansatzraum der Druckapproximationen
vergroflern. Dies beinhaltet im Allgemeinen, sofern keine zusétzlichen Stabilisierungs-
techniken genutzt werden, auch eine entsprechende Erweiterung des Ansatzraumes fiir
die Geschwindigkeiten. Damit steigt allerdings auch der Aufwand zur Berechnung der
Geschwindigkeit, obwohl dies hier eine untergeordnete Rolle spielt. Andererseits kénnen
wir auch einen zellweise konstanten Ansatz innerhalb des DG-Verfahrens nutzen, was zu
einer geringeren raumlichen Ordnung fithrt. Schliefilich bleibt noch die Aufbereitung des
Geschwindigkeitsfeldes in einem zusétzlichen Postprocessing-Schritt. Dies erlaubt uns
die gegebenen Ansatzraume der jeweiligen Diskretisierung weiter zu nutzen.

Wir werden im Weiteren das Geschwindigkeits-Postprocessing betrachten. Ziel ist die
Berechnung eines zur Diskretisierung kompatiblen Geschwindigkeitsfeldes mit ste-
tiger Normalkomponente. In [SW06] wird dazu ein Algorithmus eingefiihrt, welcher unter
der ausschlieflichen Beriicksichtigung der auf den Zellrandern gegeben Geschwindigkeits-
normalkomponenten ein kompatibles Geschwindigkeitsfeld bestimmt. In einem ersten
Schritt werden dazu lokal-konservative Normalkomponenten aus den gegebenen Normal-
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7.2 Gemischte Finite Elemente fiir die Poisson-Gleichung

komponenten bestimmt. Aus diesen wird dann in einem zweiten Schritt das kompatible
Geschwindigkeitsfeld elementweise berechnet, indem die Gleichungen zur Bestimmung
des Geschwindigkeitsfeld elementweise, mit den neu bestimmten Normalkomponenten als
Randbedingungen, gelost werden. Die Vorgabe der Normalkomponenten wird ermdoglicht
indem eine gemischte FEM zu Berechnung der Geschwindigkeit verwendet wird. Hier-
bei ist anzumerken, dass in [SW06] die Darcy-Gleichungen der Stréomungsberechnung zu
Grunde liegen. Der Aufwand zur Berechnung der Strémung entspricht damit lediglich
dem Losen eines Poisson-Problems.

Auf unseren Fall iibertragen vereinfacht sich der erste Schritt dieser Vorgehensweise.
Wegen haben wir mit {u,} - n bereits geeignete Normalkomponenten vorliegen.
Bleibt also der zweite Schritt, der von uns das Losen der Modellgleichungen (2.374),
auf den einzelnen Elementen verlangen wiirde. Aufgrund der Komplexitéit der
Gleichungen sehen wir davon aber ab.

Stattdessen nutzen wir die vom obigen Verfahren innerhalb der einzelnen Elemente
nicht beriicksichtigten Geschwindigkeiten und bestimmen ein Update, so dass sich die
Kompatibilitdt durch Aufaddieren ergibt. Das Update erhalten wir als Losung eines
Poisson-Problems, zu deren Bestimmung wir ebenfalls eine gemischte FEM verwenden.
Diese Idee stammt aus [CDMWO98] und wird dort nicht lokal, sondern global als Con-
servative Projection Formulation (CPF) zur Bestimmung eines lokal konservativen Ge-
schwindigkeitsfeldes vorgestellt. Allerdings kann die CPF auch genutzt werden, um ein
kompatibles Geschwindigkeitsfeld zu berechnen. Der Vorteil unserer lokalen Betrachtung
liegt darin, dass wir das Losen grofler Gleichungssysteme vermeiden.

7.2 Gemischte Finite Elemente fur die
Poisson-Gleichung

Bei den oben erwidhnten Verfahren zur Bestimmung eines kompatiblen Geschwindigkeits-
feldes kommt der Losung von Poisson-Problemen mit gemischten FEM eine wesentliche
Rolle zu. Daher werden wir diese hier kurz einfiihren, fiir einen ausfiihrlicheren Uberblick
verweisen wir auf die Darstellungen in [BF91, [RT91, Mon03, BBD™08].

Wir betrachten auf 2 das Poisson-Problem —Ap = g mit homogenen Dirichlet- und
Neumann-Randbedingungen, also plsq, = 0 und Vp - n|sq, = 0. Dabei soll sich der
Gebietsrand 02 = 0Q0p U 0y aus der disjunkten Vereinigung der beiden Randstiicke

ergeben. Einfiihrung der neuen Unbekannten v = —Vp liefert auf () das gemischte
System

v+ Vp =0, (7.10a)

V.-v=yg, (7.10Db)

mit den Randbedingungen

plagD = 0, (7.11)
v - ’n‘aQN = 0. (7.12)
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7 Kopplung von Stréomung und Transport

Um eine schwache Formulierung dieses Gleichungssystems zu bestimmen, multiplizie-
ren wir zunéchst (7.10a)) mit einer hinreichend glatten Testfunktion w und integrieren
iiber das gesamte Gebiet. Nach anschlieBender partieller Integration erhalten wir damit

('v,'w)—(p,V-w)+(p7w-n>8Q:0.

Das dabei auftretende Randintegral verschwindet wegen ([7.11)) auf dem Dirichlet-Rand
0)p. Damit dies auch auf 0€y eintritt, miissen wir von den Testfunktionen explizit
w - njgo, = 0 fordern. Im Unterschied zu den in Kapitel [3| betrachteten schwachen
Formulierungen gehen hier also Dirichlet-Randbedingungen als natiirliche Randbedin-
gungen ein und Neumann-Randbedingungen miissen als wesentliche Randbedingungen
gesondert eingebracht werden. Entsprechend verfahren wir auch mit unter Ver-
wendung einer hinreichend glatten Testfunktion ¢ und erhalten so

(V-v,9) = (9:9).
Da dabei nur die Divergenz der Losung auftritt, definieren wir durch
H(div,Q) = {w|w € L*(Q),V - w € L*(Q)}
den Raum der vektorwertigen Funktionen mit Divergenz in L?*(€2). AuBerdem sei
Hy(div, Q) = {w|w € H(div,Q),w - n|spa, =0}

der Raum der Funktionen aus H(div, 2), deren Normalkomponente auf 0€2y verschwin-
det. Somit ergibt sich eine schwache Formulierung des Systems (7.10)) wie folgt: Finde
v € Hy(div,Q) und p € L*(Q2) mit

(v,w)—(p,V-w)=0 Vw € Hy(div, ), (7.13a)
(V-v,q9)=(9,q) Vg € L*(Q). (7.13b)

Um die Losung dieses Systems mittels konformer Finiter-Elemente zu approximieren,
bendtigen wir endlich dimensionale Teilriume W, o C Hy(div, Q) und Q; C L*(Q). Als
erstes wollen wir einen endlichen Teilraum von H(div, ) angeben, dazu fithren wir die
divergenz-konformen Réume nach Raviart-Thomas [RT77, BF91] auf Viereckselementen
ein. Dabei folgen wir im Wesentlichen den Darstellungen aus [BE91] und [Mon03]. Ins-
besondere bemerken wir noch, dass Funktionen aus Teilrdumen von H (div, §2), welche
polynomial auf den einzelnen Elementen sind, stetig beziiglich ihrer Normalkomponente
sein mussen.
Auf dem Referenzquadrat K definieren wir den Polynomraum

~

RTW(K) = Prs1s(K) X Py g (K),
wobei wir mit Pkd(f( ) den Raum der Polynome vom Grad k beziiglich £ und Grad j
beziiglich § bezeichnen. Statt P ;, schreiben wir kurz Q. Es gilt dim RTy, = 2(k+1)(k+2)

A~ ~

und die Raume sind so konstruiert, dass V- w € Qi (K) fir w € RT,(K) gilt. Fiir eine

88



7.2 Gemischte Finite Elemente fiir die Poisson-Gleichung

Kante ¢ C K mit duBerem Normalenvektor 7 gilt auerdem - 7u|; € Py(€), wobei hier
P, den Raum der Polynome vom Grad k in einer Variablen bezeichnet. Insbesondere
handelt es sich bei RTj, um vektorielle Rdume, welche sich nicht als Tensorprodukt
eines skalaren Raumes ergeben. Die Freiheitsgrade werden mit Hilfe der Raume Py(é),

~ ~

sowie Py_1 5 (K) X Py —1(K) definiert. Dazu sei {q, ..., gr+1} eine Basis von P;(é) und

~

{01, ..., Vop@s1) } eine Basis von Py ;(K) x Pyp—1(K). Dann lauten die Freiheitsgrade
Mg(w):/w-mkqjdg, J=1,.. k+1LVeCK (7.142)
ME () = / Wb, di, j=1,...,2k(k+1), (7.14Db)

K

wobei 1 den zu é gehorigen dufleren Normalenvektor bezeichnet. Wegen w - n|s € Py(é)
konnen wir die Bedingung auch so verstehen, dass die Normalkomponente auf
jeder Kante é an k 4 1 Stellen vorgegeben wird und damit eindeutig bestimmt ist. Die
Wahl von als Freiheitsgrad erfolgt, um die Stetigkeit der Normalkomponenten
iiber Zellrdinder hinweg zu gewihrleisten. Die Bestimmung einer Basis fiir RTl(K ) ist
im Anhang beschrieben, die Freiheitsgrade fiir diesen und den Fall £ = 0 sind in

Abbildung [7.2] dargestellt.

Abbildung 7.2: Die Freiheitsgrade fiir das RTp-Element (links) und das RT}-Element
(rechts).

Um den Raum RT}(K) auf beliebigen Vierecken K zu definieren, verwenden wir die
Piola-Transformation Pp, siehe auch [Cia88]. Bezeichnet F' die Referenzabbildung von
K nach K, also & = F(&), so ist die Piola-Transformation durch
B 1
~ det DF(z)
gegeben, wobei DF fiir die zugehorige Jacobi-Matrix steht. Auflerdem gehen wir davon
aus, dass det DF stets positiv ist. Mit w = Pp(w) und ¢ = Go F~! gelten die Identitéiten

w(z) = Pr(w)(z) DF(3)w(%) (7.15)

/qv.wdx:[q@.wdﬁ; (7.16)
K K
und
/ q'w‘nds:/ qw -nds. (7.17)
0K oK
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7 Kopplung von Stréomung und Transport

Erkldren wir die zu K gehorigen Freiheitsgrade durch

ij(w): w - n|gq;ds, qj:(jjoFfl,j:1...,/<:+1,V6C8K, (7.184a)

€

MJK('w):/Kw-'vjda:, v;=DF To,0 F ' j=1,...,2k(k+1), (7.18b)

so sind diese invariant unter der Piola-Transformation (7.15)). Fiir M, gilt dies nach
(7.17) und fiir My ergibt sich die Invarianz aus dem Transformationssatz. Funktionen
aus einem globalen Finite-Elemente Raum W), erhalten wir dann durch Vereinigung
der lokalen Freiheitsgrade iiber alle K € 75, und Vorgabe entsprechender Werte.
Dabei ist wy, - n fir w, € W), nach Konstruktion stetig iiber die Zellrander hinweg,
womit sich

W, = { wy, € H(div, Q) ‘ wilic € Pr(RT(K)), VK € T, }

als der gesuchte endlichdimensionale Teilraum von H(div, §2) ergibt.
Fiir hinreichend reguldres w, siehe [BE91], konnen wir einen Interpolationsoperator

~

IIx mit Hxw € Pp(RT(K)) definieren. Dieser ist durch die Bedingungen
M (w — Hgw) =0, j=1,....,k+1,VeCK,
My (w — Tgw) = 0, j=1,....2k(k + 1),

eindeutig festgelegt und es gilt H/KTU = Illzw. Den zugehorigen globalen Interpolator
IT,w erhalten wir dann durch die Bedingung

Der Interpolationsfehler geniigt bei hinreichend glattem w der Abschéitzung
lw — w20y < CREH Wl 1) (7.20)

falls H/;;u € RTk(K ). Fiir affine Transformationen des Referenzquadrats findet sich der
Beweis etwa in [BF91], der allgemeinere Fall wird in [ABEF05] behandelt.
Wir kommen nun zuriick zur Diskretisierung der schwachen Formulierung (7.13). Set-
zen wir
Wio={w,eW,|w, nlpn, =0}

und R
On={ae 13) | (40 F)lz € Qu(K) |,
dann lautet die diskrete Form: Finde v, € W und p € @), mit
(vn, wy) = (pn, V-wy) =0 Vwy, € Wy
(V-vn,qn) = (9, qn) Van € Q.

Dieses System ist eindeutig 16sbar, der Beweis findet sich in [BF91]. Dort wird ebenfalls
der Fall inhomogener Randdaten behandelt. Diese stellen keine grofleren Probleme dar,
verkomplizieren lediglich die Présentation. Aus praktischer Sicht kénnen inhomogene
Neumann-Randbedingungen direkt durch Vorgabe der entsprechenden Freiheitsgrade
implementiert werden.
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7.3 Conservative-Projection-Formulation

Wir fithren nun die Conservative Projection Formulation (CPF) nach [CDMWO9S] ein.
Ziel des Verfahren ist es aus einem gegebenen Geschwindigkeitsfeld ein neues Geschwin-
digkeitsfeld zu bestimmen, welches lokal konservativ ist und dessen Geschwindigkeitsnor-
malkomponenten iiber die Zellrinder hinweg stetig sind. Dabei soll die Approximations-
ordnung erhalten bleiben. Gegebenenfalls konnen hierbei sogar unterschiedliche Gitter
verwendet werden.

Sei nun uy, € W, eine Approximation an das exakte Geschwindigkeitsfeld u, welches
den Bedingungen V- u = g auf 2 und w-n = b auf 002y geniigt, wobei der Gebietsrand
02 = 0Qp U 0y wieder in zwei disjunkte Teilstiicke zerlegt ist. Das Problem besteht
nun darin, bei gegebenem Raum W7 ein u; € W zu finden, welches

V-u; =gaufQ, wuj-n=>aufdQy, (7.21)

in einem hinreichend schwachen Sinne erfiillt. Zur Bestimmung des neuen Geschwindig-
keitsfeldes machen wir den Ansatz

’U,Z = Puy, + vy, (722)

wobei wir v;, € W}, wiithlen und mit Pu;, € W7, die L*-Projektion von uj, € W, in den
Raum W} bezeichnen. Mit dem Ansatz ((7.22) erhalten wir aus ((7.21)) die Gleichungen

Vovy=gaufQ, g§g=g—V- Pu,, (7.23a)
v, n=>0in Ny, b=0b— Pu, n. (7.23b)

Gehen wir weiter davon aus, dass wir den Korrekturterm als Gradient einer skalaren
Funktion, also in der Form

v, = —Vpp, (7.24)
schreiben konnen, so erhalten wir aus (7.23)) das Poisson-Problem
—Ap,=ginQ, —Vp,-n=>bauf Iy, p,=0aufdQp. (7.25)

Um das Problem so einfach wie moglich zu halten, haben wir hier homogene Dirichlet-
Randbedingungen fiir die Hilfsgrole p, gewéhlt. Da wir uns lediglich fiir den Korrek-
turterm vj interessieren, hat die genaue Wahl der Dirichlet-Randbedingungen keinen
weiteren Einfluss.

Das System partieller Differentialgleichungen ([7.25) wird nun wie in Abschnitt mit
einer gemischten FEM gelost: Finde v, € W} mit vy, - 1o, = b und ps € Q% so dass

(vn, wp) — (pn, V- wp) =0 Vw, € W7 mit vy, - njoq, =0, (7.26a)
(V-vn,an) = (9, qn) Vg € Q- (7.26b)

Eine mogliche Wahl der Raume haben wir mit den RTj-Rdumen in Abschnitt ken-
nengelernt. Bei der Verwendung derartiger konformer Ansatzriume wird die lokale Kon-
servativitit, als auch die Stetigkeit der Normalkomponenten gesichert. Die lokale Kon-

servativitit ergibt sich aus (7.26b)), was dquivalent ist zu
(V-u" qn) = (9,91) Van € Q. (7.27)
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7 Kopplung von Stréomung und Transport

Die Stetigkeit der Normalkomponenten von v ergibt sich aus der H(div, 2)-Konformitét
des verwendeten Raums. Da Zu ebenfalls in diesem Raum liegt, weist damit auch
u* eine stetige Normalkomponente auf. Tatséchlich ist wj nicht nur lokal konservativ,
sondern bei hinreichender Groe von @ folgt aus die Kompatibilitit zur DG-
Diskretisierung fiir Ansatzfunktionen beliebiger Ordnung.

Die Gleichungen und in Verbindung mit werden zusammen als
Conservative Projection Formulation bezeichnet. Dabei gilt nach [CDMW98] die Feh-
lerabschétzung

[uh, — ul < C(Hhu — ull + [lun — ul), (7.28)

wobei II;, den globalen Interpolationsoperator bezeichnet. Bei Verwendung der
RT}-Elemente ist der Interpolationsfehler nach von der Ordnung k + 1. Ist die
urspriingliche numerische Approximation von der selben Ordnung, so gilt nach
die Abschitzung ||u; — u|| < Ch**! und die Approximationsordnung des urspriinglichen
Geschwindigkeitsfeldes bleibt erhalten.

In ihrer urspriinglichen globalen Form erfordert die CPF das Losen von zwei grofien
linearen Gleichungssystemen. Eines zur Bestimmung der L2-Projektion von u;, das an-
dere zur Berechnung des Korrekturterms v;, aus (7.26). Wir werden gleich eine lokale
Variante des Verfahrens vorstellen, innerhalb der wir die Losung dieser groflen Systeme
vermeiden konnen.

7.4 Local-Conservative-Projection-Formulation

Wir wollen jetzt die CPF auf unseren Fall iibertragen. Um die Losung grofler linearer
Gleichungssystem zu vermeiden, werden wir die CPF elementweise anwenden und so-
mit eine neuartige Variante, welche wir als Local-CPF (LCPF) bezeichnen, herleiten.
Die Idee das kompatible Geschwindigkeitsfeld lokal zu berechnen stammt aus [SW00],
dort werden allerdings die dem Geschwindigkeitsfeld zu Grunde liegenden Gleichungen
elementweise gelost. Als Randbedingungen dienen dabei zuvor bestimmte lokal konserva-
tive Geschwindigkeitsnormalkomponenten. Wir kombinieren diesen Ansatz mit der CPF
und berechnen das CPF-Update lokal, auch dazu benétigen wir die lokal konservativen
Normalkomponenten. Um die Darstellung konkret und kurz zu halten, betrachten wir
hier direkt das Postprocessing der Geschwindigkeiten aus mit den RT}-Raumen
aus Abschnitt [7.2] Die Vorgehensweise ldsst sich aber entsprechend auf andere Fille
iibertragen.

Fiir das exakte Geschwindigkeitsfeld u gelte wieder V -u = ¢. Daraus ergibt sich auch
eine Bedingung an die Randdaten, wenn wir die CPF lokal einsetzen wollen. Fiir K € 7,
sei b = u - n|sk, dann gilt

/ bd8:/ u-nds:/V-udw:/gd:c.
oK oK K K

Liegt mit uy, eine lokal konservative Approximation an w vor, so konnen wir b = wy, -1 |sx
als geeignete Randbedingungen wéhlen. Fiir Félle in denen w; nicht lokal konservativ
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7.4 Local-Conservative-Projection-Formulation

ist, verweisen wir auf [LNO04, [SW06, (CGW07]. Wegen ((7.7) nehmen wir auf den Kanten
{un} - n fir die Geschwindigkeit aus (3.22). Zwar ist das Geschwindigkeitsfeld auch
ohne Mittelwertbildung lokal konservativ, so erhalten wir aber auch einen eindeutigen
Normalfluss auf den Kanten.

Analog zu - machen wir auf K € 7;, den Ansatz uy = Prup+v, mit v, = —Vpy,
wobei Py die L2-Projektion auf RT)(K) = Pp(RTi(K)) bezeichnet. Dies fiihrt dann
auf die Gleichungen

Vevy,=gaudf K, §g=¢9g—V - -Pruy, (7.29)

vh-n:l;aufﬁK, b:@K({uh}-n—uh-n) |8K (730)

und die entsprechende schwache Formulierung lautet: Finde (v, pn) € RTi(K) x Q1(K)
mit vy, - nlox = b und [, pp de = 0, so dass

(vp, wp)x — (pr, V- wp)g =0 Vwy, € RTi(K) mit w, - nlsx =0, (7.31a)
(V * Uh, qh)K - (ga Qh)K VQh € QI(K)a (731b)

gilt. Die Forderung [ - Prndx = 0 nutzen wir, um eine eindeutige Losung zu erhalten.
Ohne weitere Bedingung ist p, nur bis auf additive Konstanten eindeutig bestimmt.

Um aus ein lineares Gleichungssystem zu erhalten, benotigen wir eine Basis von
RT\(K). Im Anhangwird eine Basis von RT}(K) angegeben, fiir die sich die ersten 8
Koeffizienten der Basisdarstellung von wy, € RTl(K ) aus den Werten von wy, - an zwei
speziellen Stellen pro Kante ergeben. Die genauen Bedingungen sind in gegeben.
Umgekehrt konnen durch Vorgabe dieser 8 Linearkoeffizienten Randbedingungen vorge-
geben werden, denn wy, -1 ist linear auf den Kanten und damit durch die Vorgabe zweier
Werte eindeutig bestimmt. Mittels der Piola-Transformation kann die Basis
in eine Basis von RT)(K) iiberfithrt werden.

Um auch auf RT)(K) Randbedingungen vorgeben zu konnen, miissen wir die Trans-
formation der Normalkomponenten betrachten. Da Normalenvektoren n unter F' auf
n = DFTn/|DF~Tn||, abgebildet werden, gilt

DFw DF Tp w-n

(w-n)o F(@) = 355F)  ToFTa] ) = drDFTa] &)

(7.32)

Dies kénnen wir nutzen, um Randbedingungen in RT;(K) einzubauen. Machen wir den
Ansatz w), = 2131 vjw], so gilt beispielsweise mit 7 = (0, —1)” und &y = (—1/3, —1)"

nach ( - ) und - die Identitat

12 Wl (&) - T B v

. Flan) = . —
(wr, - m) o F'(@o) ;v]det(DF)HDF—TﬁH det(DF)|[DF-T7]|

und damit
= det(DF)||DF~Ta||(wy, - n) o F(&).

Entsprechendes gilt fiir vy, ..., vs. Der dabei auftretende Ausdruck det(DF)||DF~"n|
ist auf den einzelnen Kanten konstant. Da F' € Q;(K)?, sind die Komponenten der ersten
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7 Kopplung von Stréomung und Transport

Spalte von DF~T linear in # und die der zweiten Spalte linear in . Auswertung auf einer
Kante und Multiplikation mit dem zugehorigen Normalenvektor ergibt einen konstanten
Vektor. Insbesondere ist damit auch wy, - m ein lineares Polynom auf den Kanten von K.
Daher ist es zweckméflig die Randdaten zunéchst in den Raum der linearen Polynome
zu projizieren, um die Randbedingung umzusetzen.

Jetzt stellen wir das aus resultierende Gleichungssystem auf. Dazu setzen wir
vp(x) = Zjlil vjw) (x) und p, = ijl p;q),(x). Die ersten acht Koeffizienten der Basis-
darstellung von v, sind durch die Randbedingung gegeben, daher schreiben wir
auch vy,(x) = vp(x) + Z;ig vjw] (x). Einsetzen der beiden Ansitze in (7.31)) und die
Variation der Testfunktionen iiber alle Basisfunktionen mit verschwindender Normal-
komponente fithrt auf das lineare System

5o bl s

Dabei sind die Matrizen und Vektoren durch

M = [(w%a'w;L)K]i,j:Q ..... 12, f= [—(@h,wZ)K]z‘:9 ..... 12;
B = [(V-w},q,)kli=1,..45=9....12; g=1[(G— V-0 q)Kli=t,..4
gegeben. Die Vektoren v = (vg, ..., v12)7 und p ergeben sich aus den gesuchten Koeffi-

zienten der Basisdarstellung.
Nach (|7.16)) ist die Matrix B unabhéngig vom tatséchlichen Element K und bei Ver-
wendung der Basis aus Abschnitt fiir Q1 (K) gilt

1/4  1/4 —1/4 —1/4
~1/4 1/4 1/4  1/4
—1/4 —1/4 —1/4 —1/4
1/4 —1/4 1/4 1/4

Da die letzten Spalten der Matrix identisch sind, hat sie keinen vollen Rang. Tatséchlich
gilt rang(B) = 3. Dies liegt daran, dass wir bisher die Bedingung [ pj, dz = 0 nicht
beriicksichtigt haben. Bei der hier genutzten Basis wird daraus die Bedingung ijl pj =
0, wobei p; die Koeffizienten der Basisdarstellung bezeichnet. Ersetzen wir damit dann
etwa die letzte Zeile der Systemmatrix von , so ist das System eindeutig losbar.
Fiir uns ist dabei nur die Losungskomponente v von Interesse. Mit den Abkiirzungen

B =

Al - M34 - M447 AQ - M13 - M147
Az = Moz — My, Ay = M3z — My,
0= fa—Js, o1 =2(g1 + 93),
o2 = 2(g2 + g3), o3 =2(g1 + g2),

erhalten wir diese durch
0 — O'1A1 — O'QAQ + 0'3A3

Vg = —02, 11 = A A )
1— 2y

0 — O'1A4 — UQAQ + 0'3A3

V1o = O3, V12 = A A .
4—
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Abbildung 7.3: Numerische Losung Cj, des linearen Transportproblems ([7.9) zur Zeit
t = 0 (links) und ¢ = 1 (rechts) bei Verwendung, des mit der LCPF
bestimmten, kompatiblen Geschwindigkeitsfeldes

Haben wir v, auf den einzelnen Zellen bestimmt, so erhalten wir damit das neue
Geschwindigkeitsfeld u; = Zxu;, + v,. Nach Wahl der Randbedingungen bei der Be-
stimmung von v, ist die Normalkomponente von w; iiber Zellgrenzen hinweg stetig.
Auflerdem gilt

(V-up,qn)x = (9, an)x Yan € Q1(K),

womit u; wie gewiinscht zur DG-Diskretisierung kompatibel ist.

Um zu demonstrieren, dass wir mit der LCPF tatséchlich ein kompatibles Geschwin-
digkeitsfeld bestimmen konnen, kommen wir zuriick auf den Testfall aus Abschnitt
Analog zur Abbildung [7.1] zeigen wir in Abbildung [7.3| die transportierte Grofie Cj,
wieder fiir ¢ = 0 und ¢t = 1. Hier sehen wir allerdings, dass die konstante Losung wie
gewiinscht erhalten bleibt.

Zusitzlich veranschaulicht Abbildung [7.4] die bei diesem Testfall berechneten Ge-
schwindigkeitskomponenten vor und nach dem Postprocessing. Auf dem verwendeten
Rechtecksgitter ist die Stetigkeit von uj; -1 dquivalent zur Stetigkeit von uj in z-Richtung
und der Stetigkeit von v} in y-Richtung, wobei u} = (u},v})” gilt. Zur Veranschau-
lichung dieser Eigenschaften zeigt Abbildung [7.4] eine Vergrofierung der verwendeten
Geometrie im Bereich der Ecke. Wahrend beim urspriinglichen Geschwindigkeitsfeld w,
keine Stetigkeit in irgendeine Richtung zu erkennen ist, zeigt das kompatible Geschwin-
digketisfeld die geforderte Stetigkeit von u; und v} in die jeweilige Richtung.

7.5 Kopplung

Nun sind wir in der Lage, das gekoppelte System (2.37)) zu losen. Bei gegebenen Daten
uy, pi und C} erfolgt der Ablauf in drei wesentlichen Schritten.

1. Berechnung eines kompatiblen Geschwindigkeitsfeldes u; aus w} mittels der LCPF
aus Abschnitt [7.4]

2. Bestimmung von C;"*' mit dem DG-Verfahren (6.50) auf Basis des kompatiblen
Geschwindigkeitsfeldes u;,
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Abbildung 7.4: Die Komponenten des urspriinglichen Geschwindigkeitsfeldes uy, (oben)
und die des kompatiblen Geschwindigkeitsfeldes w} (unten). Die z-
Komponente ist jeweils links, die y-Komponente rechts geplottet.
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n+1

3. Berechnung von uZ“ und py" durch das diskrete nichtlineare Projektions-Ver-

fahren (£36)-(40)

Bei numerischen Experimenten konnte kein signifikanter Unterschied zwischen den bei-
den Varianten und festgestellt werden. Daher nutzen wir im Folgenden
stets das Verfahren mit (4.36]), da hier die Berechnung und Addition einer zusétzlichen
Matrix entféllt.

Anhand eines konstruierten Testfalls wollen wir zeigen, dass sich die Konvergenz der

Einzelverfahren ohne Ordnungsverlust auf das gekoppelte Verfahren iibertragt. Dazu
betrachten wir auf = [0,2]? in Anlehnung an (2.33)) das System

0(Ou+ (u-V)u) —V-(2nD)+ Vp = fu,
V.u=yg, (7.34)
O + V- (au) = fa,

mit Dichte und Viskositét
0=2+9a/10, n =3+ 9a/10.
Die rechten Seiten sind so gewéhlt, dass sich

u =sin(z +y), v =cos(z —y),

a =sin(z — y), p = cos(z + y) — cos(2) sin(1)?,
als stationdre Losung des Problems ergibt. Dabei verschwindet der Druck im Mittel iiber
), aufgrund der gewédhlten Konstanten. Neben der inhomogenen Divergenzbedingung,
sowie variabler Dichte und Viskositét, steht hier die Kopplung der drei Gleichungen
im Vordergrund. Dazu bestimmen wir mit der LCPF ein zur Diskretisierung
kompatibles Geschwindigkeitsfeld und nutzen dies innerhalb des DG-Verfahrens.

Zur Diskretisierung nutzen wir quadratische Gitter mit Maschenweite Az = 27 fiir
[ =0,...,4und geben auf dem Gebietsrand Dirichlet-Randbedingungen vor. Die Fehler,
sowie die daraus resultierende Konvergenzordnung, sind in Tabelle aufgelistet. Die
Tabelle zeigt, dass die Ordnung der Einzelverfahren erhalten wurde. Insbesondere hat die
Verwendung des durch die LCPF bestimmten kompatiblen Geschwindigkeitsfeldes keine
nachteilige Auswirkung. Dies erklart sich durch die Fehlerabschétzung die nun
lokale Giiltigkeit besitzt. Voraussetzung dafiir ist aber, dass die verwendeten Randdaten
bereits die erforderliche Ordnung aufweisen.

Verglichen mit , vernachléssigt der zuvor beschriebene Testfall die Abhén-
gigkeit der Geschwindigkeitsdivergenz von p und a. Des Weiteren stimmen die rechten
Seite von ([2.33b]) und ([2.33¢)) iiberein, was in ebenfalls nicht beriicksichtigt wurde.
Daher betrachten wir noch einen zweiten Testfall, um die Konvergenz des Verfahrens
auch fiir diese Félle zu zeigen. Die Gleichungen fiir den weiteren Testfall lauten

o+ (u-Vyu) = V- (21D) + Vp = fu,
Vu = 120,/p, (7.35)
O+ V - (au) = 120/p,
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Tabelle 7.1: Fehler und Konvergenzordnung fiir das Testproblem ([7.34])

Gitter | — unlL2(0) v = vn 2
l Fehler Ordnung Fehler Ordnung

0 0.1945 - 0.1831 -

1 0.0502  1.9540 0.0444  2.0447
2 0.0127  1.9869  0.0110  2.0099
3 0.0032  1.9960  0.0027  2.0027
4 0.0008  1.9951  0.0007  1.9995

Gitter  [[p — pullz2@) lor — anll L2y
[ Fehler Ordnung Fehler Ordnung
0 0.6843 - 0.1601 -
1 0.3427  0.9978  0.0297  2.4308
2 0.1629  1.0724  0.0068  2.1300
3 0.0794  1.0363  0.0017  2.0177
4 0.0393  1.0147  0.0004  1.9936

auf Q = [0,1] x [0,1] mit o =n = 1. Die rechte Seite f,, wihlen wir dabei so, dass sich

6e3** \/tx 6est” Vity
u(r,y,t) = R v(z,y,t) = 0 e
9
pla,y,t) =t, a(z.yt) =1- o —n

als Losung des Systems ergibt. In den folgenden Rechnungen wurden am rechten Rand-
stiick Neumann-Randbedingungen geméfl und auf dem verbleibenden Rand Di-
richlet-Randdaten vorgegeben. Ausgehend vom Startzeitpunkt ¢ty = 0.1 wird die Losung
zum Zeitpunkt ¢; = 1.1 unter Verwendung der Zeitschrittweiten At = 512071 x 27
fiir [ = 0,...,4 berechnet. Fehler und Ordnung sind in Abbildung dargestellt. Wie
erwartet ist das Verfahren zeitlich von erster Ordnung.

98



7.5 Kopplung

Tabelle 7.2: Fehler und Konvergenzordnung fiir das Testproblem ([7.35|)

A Jult) —wnt)lze o(t) — o)l )
l Fehler Ordnung Fehler Ordnung
0 2.0628e-04 - 4.1972e-05 -

1 1.1256e-04  0.8738  2.1047e-05  0.9958
2 6.0436e-05 0.8973  1.0547¢-05  0.9967
3  3.1828e-05 0.9251  5.2817e-06  0.9978
4 1.6462e-05  0.9511  2.6434e-06  0.9986

At lp(t) = pe(t) ez lla(t) — an(t) r2@
l Fehler Ordnung Fehler Ordnung
0 3.2860e-03 - 1.4497¢-03 -

1 1.8926e-03  0.7960  8.3657e-04  0.7932
2 1.0624e-03  0.8330  4.7025e-04  0.8311
3 5.7878e-04 0.8763  2.5640e-04  0.8750
4 3.0635e-04 0.9178  1.3580e-04  0.9170
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8 Numerische Simulation

In diesem Kapitel zeigen wir Simulationen hochviskoser Kunststoffschmelzen nach ,
sowie von Kavitation mit dem Modell (2.33)). Dabei geht es uns nicht darum ingenieurs-
technische Anwendungen genau wiederzugeben, sondern anhand einfacher Testfélle das
in den vorhergehenden Kapiteln entwickelte Verfahren zu validieren und das prinzipielle
Verhalten der Modelle aufzuzeigen.

Zur Untersuchung hochviskoser Kunststoffschmelzen betrachten wir in Abschnitt
die Poiseuille-Stromung und eine 4:1-Kontraktion als Testfille. Fiir die Poiseuille-Stro-
mung im eingelaufen Zustand koénnen wir nach der Diskussion in Paragraph eine
numerische Referenzlosung bestimmen, ist die Viskositdt konstant, so liegt sogar die
analytische Losung vor.

AnschlieBend werden in Abschnitt R.2] Simulationen der Kavitation betrachtet. Als
Testfall dient dabei die lokale Ausgasung iiber einem Backward-Facing-Step.

8.1 Hochviskose Stromungen

Wie in Abschnitt ausgefiihrt, nutzen wir das Cross-Modell zur Beschreibung
der Viskositdt. Die in gegebene Darstellung des Modells ist dimensionsbehaftet
und muss somit noch entdimensionalisiert werden. Wir wéhlen dazu 7, = 79, womit
das dimensionslose Cross-Modell

a(9)

1_}_/{1,3/&(0))527 (81)

77(7,9):(

lautet. Weiter behilt das WLF-Modell (2.12)) zur Beschreibung der Temperaturabhingig-
keit seine Form auch im dimensionslosen Fall. Insbesondere halten wir die Schreibweise

wie zuvor einfach, indem wir bei der Bezeichnung dimensionsloser und dimensionsbehaf-
teter GroBen keine Unterschiede machen. Innerhalb des Cross-Modells (8.1]) nutzen wir
im Weiteren stets die Parameter

R1 = Rg = 0.7 (82)
und im WLF-Modell (2.12) verwenden wir
C, =1, Cy=02, 6,=0.5. (8.3)

Diese Wahl der Parameter bezieht sich nicht auf ein konkretes Material, sondern wurde
so getroffen, dass bei der in Abschnitt betrachteten Poiseuille-Stromung deutli-
che Unterschiede zwischen newtonschem und nicht-newtonschem Verhalten auftreten.
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8 Numerische Simulation

Das zu diesen Parametern gehorige Verhalten der Viskositdtsfunktion wurde bereits in
Abbgildung [2.1] dargestellt.

Bei der Betrachtung des Reibungsspannungstensors in der Form werden auch
Ableitungen der Viskositdat benotigt. Diese lauten

(1 — (k1 — D)r2a(0)7)a'(0)0,0 — k1koa(0)?0,7
(14 K1a(0)y)m=+1 ’

0. =

(1= (k1 — D)koa(0)Y)d' (0)9,0 — K1k2a(0)20y7
(1 + rya(f)7y)rtl '

81/77 =

wobei die Ableitung des WLF-Modells (2.12)) beziiglich der Temperatur durch

C1CQCL(9)

=iy

gegeben ist. Wihrend die dabei auftretenden partiellen Ableitungen der Temperatur
direkt ausgewertet werden kénnen, muss bei den Ableitungen der Scherrate eine Fall-
unterscheidung getroffen werden. Die Scherrate ist in definiert und die partiellen
Ableitungen ergeben sich als

2(0yv0yyv + 0pu0z 1) + (Oyu + 0pv) Oyt + Opyv)

—~

Oy =

)

)

8,4 = 2(9yv0yyv + Oaudzyu) + (Jyu + 0:v) (Oyyu + Oryv)
v = : :
v

—~

Im Fall 4 = 0 sind die obigen Ableitungen undefiniert. Ein derartiger Fall tritt insbe-
sondere bei konstanten Anfangsdaten u’(z) = const auf. Dann gilt aber neben 4(x) = 0
auch 0,(x) = 9,y(x) = 0, womit dieser Fall explizit abgefangen werden kann. Natiirlich
kann die Scherrate auch in anderen Situationen verschwinden, da die Auswertung der
Ableitungen aber nur an wenigen diskreten Stellen benotigt wird und aufgrund der auf-
tretenden Rundungsfehler, sind im Allgemeinen keine Problem zu erwarten. Bei den
nachfolgenden Rechnungen traten in der Tat keine Probleme dieser Art auf.

Konkret wird die Auswertung der Viskositdt und damit auch die Berechnung der par-
tiellen Ableitungen der Scherrate an zwei Stellen bendtigt. Wahrend im Stromungsloser
das Geschwindigkeitsfeld u;, € U}, zur Berechnung von £(n) in verwendet wird,
muss innerhalb des DG-Verfahrens das kompatible Geschwindigkeitsfeld w} zur Integra-
tion des Quellterms genutzt werden. Lokal gilt w}|x € RTi(K) und wir wollen
nun beschreiben, wie Ableitungen dieser Funktionen berechnet werden kénnen. Dabei
beschrénken wir uns auf Rechtecksgitter, womit die Referenzabbildung F' affin wird und
die zugehorige Jacobi-Matrix DI konstante Eintrége hat. Damit erhalten wir nach
fir w € RT (K) die Darstellung

DFw(z)

z=F—1(x)

w(®) = 3 HF
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Abbildung 8.1: Die x-Geschwindigkeit (oben) und Temperatur (unten) bei konstanter
Viskostitét fiir Re = 0.01 und Pe =1

und die gesuchten Ableitungen ergeben sich aus

1
~ det DF

Dw(z) (DF)Dw(&)(DFY).

8.1.1 Poiseuille-Stromung

Wir betrachten in diesem Abschnitt newtonsche wie auch nicht-newtonsche Poiseuille-
Stromungen im endlichen Kanal © = [0, 2] x [0, 1], wobei wir unterschiedliche Randbe-
dingungen auf den einzelnen Randstiicken vorschreiben. Fiir das Geschwindigkeitsfeld
setzen wir links am Einfluss w = (1,0)7, an der oberen Wand u = 0 und rechts am
Austritt Ausflussrandbedingungen geméfl . Das verbleibende Randstiick wird als
Symmetrierand behandelt, wir setzen dort d,u = 0 und v = 0. Fiir die Temperatur
geben wir die Dirichlet-Bedingung ¢ = 0.5 am Eintritt und der Wand vor, am Austritt
und auf dem Symmetrierand setzen wir die homogene Neumann-Bedingung V6 -n = 0.
Weiter betrigt die Reynolds-Zahl im gesamten Abschnitt Re = 0.01 und zur Diskreti-
sierung des Kanals wurde ein quadratisches Gitter mit 64 x 16 Zellen verwendet, was
einer Mascheinweite von Az = 0.0625 entspricht.

In Abbildung [8.1] sind die stationédren Zusténde der z-Geschwindigkeit und des Tem-
peraturfeldes bei konstanter Viskositdt und Péclet-Zahl Pe = 1 dargestellt. Bei Be-
trachtung des Geschwindigkeitsfeldes erkennen wir, dass sich das Geschwindigkeitsprofil
nach einer kurzen Einlaufphase in z-Richtung nicht mehr &ndert, man spricht dann vom
hydrodynamisch eingelaufenen Zustand. Entsprechendes wird beim Temperaturfeld als
thermisch eingelaufener Zustand bezeichnet. Die jeweilige Einlauflange bis ein derartig
eingelaufener Zustand erreicht ist, verhalt sich dabei proportional zur Reynolds- bzw.
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0.4999

Abbildung 8.2: Temperaturverteilung bei konstanter Viskositdt und Pe = 10°

Péclet-Zahl. Da hier Re = 0.01 < 1 = Pe gilt, ist die hydrodynamische Einlauflinge
deutlich geringer als die thermischen Einlauflange. Erhchen wir die Péclet-Zahl so wird
die thermische Einlauflinge weiter ausgedehnt und es zeigt sich, das in Abbildung [8.2
fiir Pe = 10° geplottete, Grenzschichtverhalten.

Unter der Annahme konstanter Viskositdt konnten wir in Abschnitt analytische
Darstellungen fiir die eingelaufenen Geschwindigkeits- und Temperaturprofile bestim-
men. Diese wollen wir nun mit numerisch ermittelten Profilen vergleichen. Um den ein-
gelaufenen Zustand numerisch zu bestimmen, berechnen wir zunéchst eine stationére
Losung wie in Abbildung dargestellt. Anschliefend nutzen wir die daraus resul-
tierenden Daten am Ausflussrand als neue Randbedingungen am Einfluss. Sollten der
daraus ermittelte stationére Zustand weiterhin unterschiedliche Werte am Einfluss- und
Ausflussrand aufweisen, so wiederholen wir diese Prozedur, bis die Differenzen von Ge-
schwindigkeit und Temperatur am Ein- und Ausfluss zu vernachléssigen sind. Die so bei
Pe = 1 numerisch ermittelten eingelaufenen Zustéinde werden in Abbildung [8.3] gezeigt.
Wir verzichten auf die Darstellung bei hoheren Péclet-Zahlen, denn aus Abschnitt
wissen wir, dass Geschwindigkeit und Temperatur im eingelaufenen Zustand unabhéngig
von dieser Kennzahl sind. Den Vergleich der numerisch ermittelten Daten mit den ana-
lytischen Losungen (2.44]) und (2.45)) sehen wir in Abbildung [8.4] wobei sich sehr gute
Ubereinstimmungen zeigen.

Zur Bestimmung der analytischen Losung aus (2.44]) und (2.45]) wird der richtige Wert
fiir op bendtigt. Dieser kann {iber den Massenstrom

1 1
uz/ @udyz/ udy
0 0

bestimmt werden, wobei fiir die Dichte im hier betrachteten dimensionslosen Fall o = 1
gilt. Da p unabhéngig von z ist und am Einfluss durch

1 1
/udy:/dyzl
0 0

gegeben ist, ergibt sich dp nach (2.44)) als Losung der Gleichung

1 —/0 [ Redpy(1 —y)] dy
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Abbildung 8.3: Hydrodynamisch eingelauferer Zustand der x-Geschwindigkeit (oben)
und thermisch eingelaufener Zustand des Temperaturfeldes (unten) bei
Re =0.01
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Abbildung 8.4: Analytische Losung (griin) und numerische Approximation (blau) des
hydrodynamisch eingelaufenes Geschwindigkeitsprofils (links) und des
thermisch eingelaufenen Temperaturprofils (rechts)
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Abbildung 8.5: Die z-Geschwindigkeit (oben), Temperatur (mitte) und Viskositit (un-
ten) bei nicht-newtonscher Viskostitét fiir Re = 0.01 und Pe =1

und somit gilt dp = 12/ Re.

Nun wollen wir den entsprechenden nicht-newtonschen Fall betrachten. Die im dabei
verwendeten Cross-Modell genutzten Parameter sind in (8.2)) und gegeben und
in Abbildung werden x-Geschwindigkeit, Temperatur und Viskositdt im stationédren
Zustand gezeigt. Verglichen mit den in Abbildung dargestellten Daten, erkennen wir
einen leichten Abfall der Geschwindigkeit und deutlich geringere Temperaturen. Diese
Anderungen gehen auf die im Vergleich zum newtonschen Fall mit 7 = 1 wesentlich ge-
ringere Viskositét zuriick. Zusétzlich werden noch die zugehérigen eingelaufen Zusténde
in Abbildung [8.6] dargestellt.

Mit dem in beschriebenen Verfahren kénnen wir im nicht-newtonschen Fall eine
numerische Referenzlosung fiir die eingelaufenen Zusténde bestimmen. Bei der Wahl von
0p ist dabei wie oben zu beachten, dass der Massenstrom p = 1 erfiillt. Die so erzeugte
Referenzlosung wird in Abbildung 8.7 mit den numerischen Daten verglichen, wobei sich
auch in diesem Fall eine sehr gute Ubereinstimmung zeigt.
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Abbildung 8.6: Nicht-newtonsch eingelaufene Zusténde unabhéingig von der Péclet-Zahl
bei Re = 0.01. z-Geschwindigkeit (oben), Temperatur (mitte), Viskositét
(unten)
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Abbildung 8.7: Referenzlosung (griin) und numerische Approximation (blau) des hydro-
dynamisch eingelaufenen Zustands (links) und des thermisch eingelaufe-
nen Temperaturprofils (rechts) im nicht-newtonschen Fall
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8.2 Kavitation

8.1.2 4:1-Kontraktion

Als weiteren Testfall betrachten eine nicht-newtonsche Strémung in einer 4:1-Kontrak-
tion, deren Geometrie aus Abbildung ersichtlich ist. Auch hier geben wir wieder
unterschiedliche Randbedingungen vor, wobei wir links am Eintritt w = (1,0)7, am
unteren Randstiick Symmetrie- und rechts Ausflussrandbedingungen setzen. Die ver-
bleibenden Randstiicke modellieren feste Wéande, weshalb wir dort «w = 0 vorschreiben.
Fiir das Temperaturfeld schreiben wir am Symmetrie- und am Ausflussrand homoge-
ne Neumann-Randbedingungen vor, wiahrend die restlichen Randstiicke unterschiedlich
beheizt werden. Dazu setzen wir § = 0.63 am oberen Rand und # = 0.5 auf den ver-
bleibenden Teilstiicken. Das zur Diskretisierung verwendete quadratische Gitter hat ei-
ne Maschenweite von Ax = 0.03125 und die Kennzahlen wurden als Re = 0.01 und
Pe = 103 gewihlt. Fiir eine bessere Visualisierung betrachten wir hier keine héheren
Péclet-Zahlen, da in diesen Fillen das Grenzschichtverhalten zu stark wird.

Die Wahl der Parameter in (8.3)) enthélt die Annahme, dass die Differenz 6 — 6, nicht
negativ wird. Diese Eigenschaft gilt es auch mit den numerischen Verfahren zu sichern,
da die Viskositdt ansonsten exponentiell anwéchst anstatt zu fallen. Mit der Wahl von
6° = 0.5 darf die Temperatur bei den gegebenen Randbedingungen im zeitlichen Verlauf
aus physikalischer Sicht nicht geringer werden, denn durch den dissipativen Quellterm
(2.10) und die beheizte Wand am oberen Rand kann es nur zu Temperaturerh6hungen
kommen. Aber gerade die beheizte Wand kann zu numerischen Problemen fiithren, da
auf groben Gittern zu Beginn der Zeititeration starke Gradienten auftreten, die zu Un-
terschwingern fithren kénnen. Mit dem Limiter aus Abschnitt kénnen wir
aber die Einhaltung der unteren Schranke 6 > 0.5 sichern.

Fiir diesen Testfall werden die stationdren Zusténde der einzelnen Gréflen in Abbil-
dung 8.8 gezeigt. Bei Betrachtung des Geschwindigkeitsfeldes erkennt man die deutliche
Erhohung der Geschwindigkeit in der Verengung, sowie das Totwassergebiet in der rech-
ten oberen Ecke des aufgeweiteten Kanalstiicks. Das Temperaturfeld verdeutlicht die
durch die hohe Péclet-Zahl gegebene Dominanz des Wéarmetransports am Einfluss, sowie
den durch die beheizte Wand gegebenen iiberwiegenden Warmefluss im Totwassergebiet.
Zusétzlich zeigt sich bedingt durch die Dissipation eine starke Temperaturgrenzschicht
an der oberen Wand nach der Verengung des Kanals, was in Kombination mit den ho-
hen Scherraten dort einen starken Abfall der Viskositdt verursacht. Ebenso sinkt die
Viskositét aufgrund der hohen Scherraten im Bereich der Kontraktion.

8.2 Kavitation

In diesem Abschnitt betrachten wir Simulationen von Kavitation auf Basis des Mo-
dells , um zu zeigen, dass die zuvor an Spezialfillen getesteten Komponenten des
Verfahrens auch im komplexen Zusammenspiel funktionieren. Dazu nutzen wir die aus
Abbildung ersichtliche Geometrie eines Backward-Facing-Step. Ausgangspunkt fiir
die Simulation der Kavitation ist dabei der stationére Zustand eines newtonschen inkom-
pressiblen Fluids, zu dessen Bestimmung am linken Rand ein parabolisches Geschwindig-
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Abbildung 8.8: Stationiirer Zustand fiir die 4:1-Kontraktion bei Pe = 10%. Von oben
nach unten sind z-Geschwindigkeit, y-Geschwindigkeit, Temperatur und
Viskositat dargestellt
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8.2 Kavitation

keitsprofil und am rechten Rand Ausflussrandbedingungen vorgeschrieben werden.
Waihrend der obere Rand als Symmetrierand (0,u = 0,v = 0) behandelt wird, werden
die restlichen Randstiicke als feste Wénde (u = 0) betrachtet. In Abbildung [8.9|ist der
bei einer Reynolds-Zahl von Re = 0.05 so bestimmte stationédre Zustand der Geschwin-
digkeitskomponenten und des Drucks dargestellt. Die hierbei verwendete Maschenweite
des dquidistanten Gitters betrdgt Ax = 0.0625 und die instationdre Rechnung wurde
abgebrochen als die approximierte zeitliche Anderung der einzelnen Gréflen kleiner als
1079 war. Fiir den Druck etwa wurde die zeitliche Anderung durch d,p ~ (p"+' —p")/At
angenihert, wobei die Differenz mit der diskreten L?>-Norm gemessen wurde.

Die Diskussion in Abschnitt hat gezeigt, dass durch die Randbedingung ([2.39))
der gemittelte Druck am Austritt I verschwindet. Folglich gilt

1
m/pds:(),
r

womit sich in der gewéhlten Konfiguration sogar p|r & 0 ergibt. Da der lokale Druck-
abfall an der Aufweitung des Kanal stirker ausfillt als der Druckabfall in z-Richtung,
kommt es somit zu negativen Werten des Drucks im Bereich des Steps. Dies stellt fiir das
weitere Vorgehen aber keine Einschrénkung dar und koénnte durch eine entsprechende
Modifikation der Ausfluss-Randbedingung vermieden werden.

Weiter merken wir an, dass das aus Abbildung ersichtliche Minimum von u, sowie
das Maximum von v vom Betrag her zu grof§ sind. Die Ursache hierfiir liegt in den
verwendeten Ansatzfunktionen und die angegebenen Werte werden tatséchlich nur in
den direkt an der Ecke liegenden Zellen angenommen. Dies ldsst sich insbesondere am
Plot der y-Geschwindigkeit erkennen.

Ausgehend vom stationédren Zustand der newtonschen inkompressiblen Stromung wol-
len wir nun Kavitationseffekte simulieren. Die Idee dahinter ist, dass, nachdem zunéchst
keine Blasen in der Stromung vorhanden sind, ein mit kleinen Blasen versetztes Fluid in
die Geometrie einstromt. Anzahl und GroBe der Blasen setzen wir auf ng = 108 und R =
2 x 107° und erhalten damit nach a =~ 0.11, was wir als Dirichlet-Randbedingung
fiir die Dampfdichte am Einfluss vorgeben. An allen weiteren Randstiicken verwenden wir
homogene Neumann-Randbedingungen, was insbesondere an den festen Wénden notig
ist, da dass verwendete Geschwindigkeitsfeld die Randbedingungen nur im Mittel erfiillt
und es sonst zu unerwiinschten Fliissen durch die Wénde kommen kann. Aulerdem nut-
zen wir im Weiteren stets den 2D-Quellterm und die fiir die Berechnung von Dichte
und Viskositédt nach erforderlichen Parameter lauten op = 1,0p = 1073, np = 1
und np = 5 x 107*. Des Weiteren verwenden wir zur Bestimmung der vorlaufigen
Geschwindigkeit innerhalb des FEM-Losers fiir das Stromungsfeld, da dies verglichen
mit weniger Rechenaufwand bedeutet und bei numerischen Experimenten keine
Nachteile dieses Vorgehens beobachtet wurden.

Der Rayleigh-Gleichung kénnen zwei Sachverhalte entnommen werden. Erstens
kommt es zu Ausgasung, wenn der gewéhlte Dampfdruck iiber dem Druck des Fluids liegt
und zweitens nimmt das Ausmafl der Kavitation mit wachsender Druckdifferenz zu. Dies
wollen wir nun durch drei Simulationen mit verschiedenen Dampfdriicken {iberpriifen.
Betrachten wir die Anfangswerte des Drucks, so liegt das Minimum mit p,,;, ~ —55 an
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Abbildung 8.9: Anfangszustand (¢ = 0) fiir die Kavitationssimulation. Geplottet sind -
Geschwindigkeit (oben), y-Geschwindigkeit (mitte) und Druck (unten).
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Abbildung 8.10: Zeitliche Anderung der Dampfdichte

der Ecke der Geometrie, wihrend am Ausfluss p,,; &~ 0 gilt. Wir wollen den Dampfruck
pp so wahlen, dass es ausschliefllich lokal am Step zur Kavitation kommt. Durch p,,;, <
Pp < Pout SOllte dies gewihrleistet werden und wir wéhlen hier pp = —15, —10, —5. Auch
wenn sich p,,;, im Laufe der Zeit dndert, sollte dies auf die prinzipielle Situation keinen
wesentlichen Einfluss haben. Wir erwarten dann in allen drei Féllen, dass sich an der
Stufe eine Kavitationswolke bildet, welche in Richtung Ausfluss transportiert wird. Dabei
sollte das Kavitationsgebiet im Fall pp = —5 grofler ausfallen, als bei pp = —15, da in
dieser Situation die Differenz pp — pin betragsméaflig grofler ist. In den Abbildungen
[R11] B.12] und [8.13| sind die Resultate mit den unterschiedlich gew#hlten Dampfdriicken
dargestellt.

Die bei den Rechnungen verwendete Zeitschrittweite betrigt At = 10~*. Nach
wire zur Einhaltung des Maximumprinzips etwa At < 1072 erforderlich. Der Grund
fiir die Wahl eines kleineren Zeitschritts liegt am Newton-Verfahren fiir das nichtlineare
Pressure-Poisson Problem . Es hat sich gezeigt, dass die ausreichende Reduktion
des zugehorigen Residuums ||F(pg)|| von hochster Bedeutung ist. Bei der Verwendung
zu grofler Zeitschrittweiten konnte dies in einzelnen Zeitschritt nicht gewéhrleistet wer-
den. Auch die Wiederholung des Zeitschritts mit kleiner Schrittweite fithrte zu keiner
Verbesserung. Die Zusammenhinge scheinen hier sehr komplex und sind Gegenstand
weiterer Forschung. Eine Ursache fiir dieses Problematik konnte die, verglichen mit den
anderen Verfahrensteilen, unterschiedliche Gewichtung des Quellterms im Patankar-DG-
Verfahren sein. Es bleibt noch zu erwéhnen, dass die verwendete Zeitschrittweite keines-
wegs optimal gewahlt wurde. Weitere numerische Tests haben gezeigt, dass das Verfahren
auch fiir groflere Zeitschrittweiten sinnvolle Ergebnisse liefert.

Die Ausgabezeit t = 100 wurde gewdhlt, da die zeitliche Anderung der Dampfdichte
im Fall pp = —5 um iiber drei GroBenordnungen gefallen ist und als stationér angesehen
werden kann. Die Approximation der Zeitableitung O« fiir diesen Fall ist in Abbildung

(8.10)) dargestellt.
Nun vergleichen wir die in den Abbildungen [8.11], [8.12] und [8.13| dargestellten Resul-
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8 Numerische Simulation

1.0+

roio '

0.7380 —

0.4660 I

0.1940 —

-0.07800 .

0.0

-1.0+

-2.0+

218.7 '

150.2 —

81.72 I

-1.0+4
13.24
-55.25 .
-2.0+
-3.01
0.0 1.0 2.0 3.0 4.
Abbildung 8.11: Simulation mit dem Kavitationsmodell fiir pp = —15 bei ¢t = 100.

Geplottet sind z-Geschwindigkeit (oben links), y-Geschwindigkeit (oben
rechts), Druck (unten links) und Dampfdichte (unten rechts).

tate der Simulationen. Wir erkennen, dass es jeweils zu lokaler Ausgasung an der Stufe
kommt, wobei das Kavitationsgebiet wie erwartet um so grofler ist, je hoher der Dampf-
druck gewihlt wurde. In allen drei Féllen wichst der Dampfanteil bis auf 100%, was sich
dadurch erkldren ldsst, dass aufgrund der Haftbedingung an der Wand die Geschwin-
digkeiten in Wandnéhe extrem niedrig sind und die dort entstehende Ausgasung durch
die Stromung nur sehr schlecht abtransportiert werden kann. Der Druck innerhalb des
Kavitationsbereiches entspricht weitgehend dem gewéhlten Dampfdruck und der lokale
Druckabfall am Einfluss wird durch die Randbedingung fiir die Dampfdichte verursacht.
Weiter fillt auf, dass sich im Kavitationsgebiet starke Gradienten in den Geschwindig-
keitskomponenten gebildet haben. Diese teilen das Kaviationsgebiet in zwei Bereiche,
wobei die Geschwindigkeiten im wandnahen Bereich verschwindend gering sind. Es hat
sich gezeigt, dass die Grenze zwischen diesen beiden Bereichen auch das Kavitationsge-
biet halbiert.

In Abbildung wird zusétzlich noch die zeitliche Entwicklung des Kavitationsge-
bietes mit pp = —5 gezeigt. Daraus wird ersichtlich, dass sich zunéchst die Form des
Gebietes ausbildet und dann der Dampfanteil innerhalb des Gebietes anwichst.
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8.2 Kavitation

-3.0+
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0

Abbildung 8.12: Simulation mit dem Kavitationsmodell fiir pp = —10 bei ¢t = 100.
Geplottet sind x-Geschwindigkeit (oben links), y-Geschwindigkeit (oben
rechts), Druck (unten links) und Dampfdichte (unten rechts).
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Abbildung 8.13: Simulation mit dem Kavitationsmodell fiir pp = —5 bei ¢t = 100. Ge-
plottet sind z-Geschwindigkeit (oben links), y-Geschwindigkeit (oben
rechts), Druck (unten links) und Dampfdichte (unten rechts).
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8.2 Kavitation

Abbildung 8.14: Zeitliche Entwicklung des Kavitationsgebietes bei Dampfdruck
pp = =5 fiir t =1,5,10,25,50,100. Die Abfolge geht von links nach
rechts und dann von oben nach unten.
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9 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde ein Verfahren fiir gekoppelte Stromungs-Transport-Probleme ent-
wickelt. Dazu wurde im Bereich der Stromung ein fiir inkompressible Gleichungen ent-
wickeltes Projektionsverfahren neu interpretiert und erfolgreich auf die hier betrachtete
Problemstellung iibertragen. Als Resultat ergab sich ein neuartiges Projektionsverfahren
innerhalb dessen ein nichtlineares Pressure-Poisson Problem zu 16sen ist. Des weiteren
wurde eine neue Formulierung des Reibungsspannungstenors vorgeschlagen, um unphysi-
kalisches Verhalten der Stromung an Ausflussréandern zu vermeiden. Diese Formulierung
ist mit geringem Programmieraufwand umsetzbar und vermeidet die Einfithrung zusétz-
licher numerischer Penaltyterme.

Zur Losung der zugehorigen Transportgleichung wurde ein Discontinuous-Galerkin-
Verfahren hergeleitet. Dabei ist speziell fiir die Simulation von Kavitation die Einhaltung
eines Maximumprinzips von wesentlicher Bedeutung. Um diese Eigenschaft im numeri-
schen Verfahren gewéhrleisten zu kénnen, wurde in dieser Arbeit das Patankar-DG-
Verfahren entwickelt. Dieses Verfahren sichert die Einhaltung eines Maximumprinzips
unter Erfiillung einer CFL-Bedingung bei beliebigem nichtlinearem Quellterm. Die Idee
stammt aus dem zur Positivitdtserhaltung im Kontext gewhnlicher Differentialgleichun-
gen verwendeten Patankar-Verfahren, wobei es durch den Einsatz von Transformationen
zur Einhaltung beliebiger Schranken genutzt wird.

Im Allgemeinen koénnen Stromung und Transport aufgrund der Inkompatibilitéat der
Diskretisierungen nicht sinnvoll gekoppelt werden, was ein zusétzliches Postprocessing
des Geschwindigkeitsfeldes verlangt. Dies ist auch bei den oben verwendeten Diskreti-
sierungen der Fall und mit der Local-Conservative-Projection-Formulation wurde eine
an die gegebene Geschwindigkeitsdiskretisierung angepasste und effiziente Methode zur
Bestimmung eines kompatiblen Geschwindigkeitsfeldes vorgestellt. Der Vorteil dieses
Verfahrens liegt darin, das Postprocessing elementweise durchzufiihren und somit das
Losen grofler linearer Gleichungssysteme zu vermeiden.

Schlieflich wurde die Verwendbarkeit des Verfahrens anhand mehrerer Testfille er-
folgreich demonstriert.

Fiir zukiinftige Arbeiten gibt es drei wesentliche Ziele. Eines ist die Weiterentwick-
lung des Patankar-DG-Verfahrens in Bezug auf Zeitdiskretisierungen héherer Ordnung,
welche in dieser Arbeit nicht betrachtet wurden. Weiter hat sich gezeigt, dass dem hin-
reichend genauen Losen des nichtlinearen Pressure-Poisson-Problems eine zentrale Rolle
zukommt. Dies noch effizienter zu gestalten ist zukiinftig ebenso von grofiem Interesse.
AuBerdem wurde in [KKMWT10] gezeigt, dass die Berechnung von Stréomung und Trans-
port auf unterschiedlichen angepassten Gittern viel Potential fiir Effizienzsteigerungen
bietet. Der Einsatz des hier vorgestellten Verfahren sollte in diesem Zusammenhang
einen noch deutlicheren Effizienzgewinn hervorbringen.

119



9 Zusammentassung und Ausblick

120



A Anhang

A.1 Notation

Wir betrachten hier eine skalare Funktion ¢, vektorwertige Funktionen v = (vy,v,) und

:3; i;ﬂ . Alle Gréflen hiangen

dabei von den Raumkoordinaten & = (z,y)” und der Zeit ¢ ab.
Kennzeichnen wir die partiellen Ableitungen in die jeweilige Raumrichtung mit 0, und
0y, dann ist der Gradient einer skalaren Grofie

@cq}
0yq

w = (wy,ws)T, sowie einen Tensor zweiter Stufe A = [

|

als Vektor der Richtungsableitungen gegeben. Bei Tensoren ist dies komponentenweise
aufzufassen und es gilt
. axvl 8yv1
Vo = {8102 8y1j2 '

Mit Vo? bezeichnen wir die zugehérige Transponierte und mit Vo~ deren Inverse. Der
Laplace-Operator lautet im skalaren Fall

Aq = ax:pq + anyu
bei Vektoren wird der Laplace-Operator auf die einzelnen Komponenten angewandt, also

| Opat1 + Oy
Av = L%m 1 ayyvj '

Die Divergenz eines Vektors ist durch
V-v= (‘Lvl + 8yv2

gegeben, bei Tensoren lautet sie

A Oz A1 + 0y A1o
VA= {@Am + ayA22:| '

Weiter gilt

. . . . ulﬁmvl + u28yvl
u-Vo=(u-V)v= Lﬂaxvz +uQ8va

und
Vu : Vv = 0,u10,v1 + Oyu10yv1 + Oxu20,v2 + Oytadyvs.
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A Anhang

A.2 Bestimmung einer Basis fiir RT}(K)

Um eine Basis fiir RTI(K ) angeben zu konnen, bendtigen wir zunéchst eine Basis von
Py ([—1,1]). Wir nutzen im Weiteren die Lagrange-Basis {¢i, ¢»} mit

1

Bls) = —5(s= 1), als) = 30+ 1)

Setzen wir w = (1, w)” € RTy(K), so erhalten wir aus (7.14a)) die 8 Freiheitsgrade

1
M, (9 (2, ) = — / o, — 1) (£) d,
-1
1
My(ao(#, §)) = — / (@, —1)dal) dé,
w1 (1,9)q: () dy,

w1 (1,9)q2(9) dy,

Um die restlichen 4 Freiheitsgrade zu bestimmen, bendtigen wir eine Basis des Poly-
nomraumes Py 1(K) x P o(K) = span{y, 1} x span{x, 1}. Nutzen wir die Monom-Basis
{(1,0)7, (0, )T, (9,0)T,(0,2)T}, so erhalten wir die iibrigen Freiheitsgrade als

My(w(z,7)) //wlmyda:dy,
71

1J-1
Mit diesen Freiheitsgraden kénnen wir eine Basis {a', ..., @'*} von RT (K ) bestimmen,
indem wir fiir die einzelnen Basisfunktionen die Bedingung M;(w") = ¢;; fir i,j =
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A.2 Bestimmung einer Basis fiir RT(K)

1,...,12 fordern. Die so ermittelten Basisfunktionen sind dann durch

s 1 i )
@'(0,9) = (0514 30)(-1 20 +3))

1
w.9) = (050301 -2 +37)
1 T
W (2, 9) = <§(—1 + 2% 4+ 32%)(1 — 39) ,o)
1 T
vt (2, 7) = <§(—1+2:@+3x (1+39) ,0)
1 T
v’ (2, 9) = <0,§(1+3i)( 1+ 29 + 39° )
TP 1 N
(z,9)=1{0, é(l —38)(=1+ 29 + 39%)
Al
L . A (A1)
1 T
w*(2,7) = <§(—1 — 2% 4+ 32%)(—1 + 39), O) :
o (3o o)
9($ay) = (g(l - 2)7()) )
3 T
wlo(‘%u:&) = <Oa g(l - g2)> ’
v (9 e )
11( ;y) = <§(1 _‘TQ)y70) )
9 T
"2)12(5%’3;) = (Oa gi(l - gz)) )
gegeben. Fiir w(x) = Zjlil vjw’ () sind die ersten acht Koeflizienten der Basisdarstel-
lung durch
U1 = 1])(—1/3, _1) ) (07 _1)Ta
U2 = ﬁ)(l/37 _1) ) (07 _1)T7
(17_1/3) ( )T7
1,1/3 0)7,
@(1,1/3)(1,0) "
vs = w(1/3,1)-(0,1)",
v = w(=1/3,1)-(0,1)",
vr =w(-1,1/3) - (=1,0)",
vg = w(—1,-1/3) - (—1,0)T
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A Anhang

festgelegt. Sie ergeben sich also nach Auswertung der einzelnen Normalkomponenten an
den Stellen +1/3 und —1/3. Dies kénnen wir nutzen um Randbedingungen vorzugeben.
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