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Vorwort

Sehr geehrte Leserin, sehr geehrter Leser,

mit diesem Buch wollen wir Thnen einen Einblick in das Wesen der Bausta-
tik geben. Sie sollen die Grundlagen der géngigen Berechnungsverfahren vor-
gestellt bekommen und die mathematischen Hintergriinde und Modelle kennen
lernen. Um das Buch nicht zu dick werden zu lassen, haben wir uns damit
begniigt, im Wesentlichen nur das kleine Einmaleins der Baustatik zu behan-
deln: Die Stabstatik.

Ein wesentliches Ziel dieses Buches ist es, Thnen verstédndlich zu machen,
dass die in der Baustatik verwendeten Modelle im Kern sehr dhnlich sind,
gleichwohl sie so unterschiedlich erscheinen. Wir bewegen uns mit den Inhalten
dieses Buches im Wesentlichen im Bereich der Stabtragwerke. Und trotz dieser
Beschrankung besteht dort schon eine Fiille von Modellierungsvarianten. Zwei
grundlegende mathematische Betrachtungsweisen (Kraft- oder Weggréfienver-
fahren), diverse elementare Strukturen (Stab, Biegebalken, Schubtriger, ge-
betteter Balken, Seil) und verschiedene Verformungsverhalten (Theorie erster
oder hoherer Ordnung) stehen zur Diskussion. Eine noch grofiere Vielfalt droht
gar bei den Flichentragwerken, deren Betrachtung wir der Ubersichtlichkeit
wegen ausgelassen haben, gerne aber auf die entsprechende Literatur hinwei-
sen (z.B. [16] und [20]).

Wilhelm Genaziano schreibt in einem seiner Romane: Ich habe ein Inter-
esse an verschiedenen Wahrheitsversionen, weil ich es schditze, vor mir selbst
ein wenig verwirrt zu sein. Auch in der Baustatik gibt es mehrere Wahrheits-
versionen. Aber lassen Sie sich davon bitte nicht verwirren. Jedes Modell kann
in sich stimmen, und trotzdem liefern die Modelle nicht zwingend gleiche Er-
gebnisse. Doch nur diese Vielfalt gibt den Planenden die Moglichkeit, ein fiir
das betrachtete Objekt und die verfolgte Zielsetzung das bestmogliche Mo-
dell zu entwerfen. Nutzen Sie die Vielfalt an Moglichkeiten der Modellierung
auszuschopfen.
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Wir wiinschen viel Spafli und noch mehr Erkenntnis beim Lesen dieses
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1

Grundwissen

1.1 Statik sehen

1.1.1 Sichtbare Tragwerke

Baustatik ist etwas sehr anschauliches. Bei einigen Bauwerken kann man das Trag-
werk als solches erkennen, bei anderen ist es versteckt. Aber warum sollte man
das, was ein Bauwerk aufrecht erhilt, verstecken? Schauen wir uns einfach ein paar
Beispiele an, und Sie werden erkennen: Statik und Asthetik kénnen Hand in Hand
gehen.

Fangen wir mit einer alten Scheune an. In Abbildung [I.I] ist gut das Fach-
und Stédnderwerk aus Stédben und Balken aus Holz zu erkennen. Man kann dem
Bauwerk ansehen, wie die Lasten abgetragen werden. Die Holzbeplankungen und
Ausfachungen aus Mauerwerk dienen nicht dem Lastabtrag.

Abb. 1.1. Dachkonstruk-
tion einer alten Scheune
ausgebildet als Fach- und
Standerwerk.

Moderne Holzbauwerke, wie das Expo-Dach auf dem Messegelinde Hannover,
scheinen die Lasten nicht nur iiber ldngliche sondern auch flichige Bauwerksteile
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abzutragen (Abbildung. Schaut man genauer hin, so ist zu erkennen, dass auch
die flichenhaften Elemente aus Fachwerken bestehen (Abbildung. Die Form des
Daches allein ist schon interessant. Sie entstammt einem Membrantragwerk (Zugbe-
anspruchung ohne Biegung), welches nach der Formfindung einmal gewendet wurde
und so zu einem auf Druck und Biegung beanspruchten Schalentragwerk wird. Diese
Dachkonstruktion aus Holz ist weltweit einzigartig.

Abb. 1.2. Expo-Dach
auf dem Messegeldnde
Hannover.

Wechseln wir den Werkstoff. Auch Stahlkonstruktionen sind mitunter leicht zu
durchschauen. Beispielsweise das in Abbildung[I.3] gezeigte Congress-Centrum Han-
nover. Deutlich sind auch hier die Stébe als wichtiger Bestandteil des Tragwerks zu
erkennen, wie Abbildung [[-3] zeigt. Der runde Oberbau ist auf einen Stahlrost gela-
gert, welcher von einer Stahlstiitzenkonstruktion getragen wird. Die Stahlquerschnit-
te werden an wenigen Punkten zusammengefithrt und sind auf Stahlbetonsidulen
gelagert, welche die Vertikallasten in das Erdreich abtragen.

Abb. 1.3. Mehretagi-
ges Congress-Centrum

auf der Hannovermesse.
Stahl- und Betonkon-

struktion.
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Der Paradefall fiir sichtbare Tragwerke sind Briicken. In Abbildung [[-4] ist die
Schrégseilbriicke iiber die Daugawa (Vansu tilts) in Riga/ Lettland zu sehen. Sowohl
die schrig gespannten Stahlseile, an denen das Briickendeck aufgehéngt ist, als auch
der kraftige Pylon aus Stahlbeton sind gut zu erkennen. Die Seile sind Tragwerks-
elemente, die nur auf Zug beansprucht werden kénnen. Der Pylon ist hauptséichlich
auf Druck beansprucht, trigt aber auch die Horizontallasten auf Biegung ab.

Abb. 1.4. Schrigseil-
briicke Vansu tilts
iiber die Daugawa in
Riga/ Lettland.

Geht es um flichige Tragwerksstrukturen, also Platten, Scheiben und Schalen,
wird als Werkstoff haufig Stahlbeton gew#hlt, kann er doch in fast jede Form ge-
bracht werden. Bei dem in Abbildung [[-5] dargestellten phaeno in Wolfsburg wurde
an gewolbten Flidchen nicht gespart. Insgesamt zehn kegelférmige Pfeiler tragen das
erste Geschoss des Bauwerks, fiinf davon reichen dariiber hinaus und tragen die
Dachkonstruktion.

Abb. 1.5. Auflenan-
sicht des phaeno in
Wolfsburg mit sei-
nen geschwungenen
Tragpfeilern.

1.1.2 Statik an der Pinwand

Ist Rechnen der beste Zugang zu Statik? Oder kann man die einfachen Prinzipien
nicht auch optisch erkennen? Probieren wir es aus. Auf den folgenden vier Fotos,
sieche Abbildung [[.6] ist eine Pinwand abgebildet. Auf den Fotos sieht man ein Seil,
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welches am linken (0 cm) und rechten Lager (20 cm) mit Gummibéndern befestigt
ist. Und dann sind noch zwei weitere Lager zu finden, bei 5 cm und bei 15 cm.

a) gem R Scm 0cm 5em 220¢ Oem a 5cm cm S5em 0cm
— — — — — — — ) ——
i T 0 7} [ N i H 7}

=a R EEENEN Biame - o AERSI Baar

Abb. 1.6. a) Seil vorgespannt, aber unbelastet, b) und c) Seil mit einer Einzellast
in Systemmitte und d) Seil mit zwei Einzellasten.

Wird das Seil in der Mitte um etwa 2 cm nach unten ausgelenkt, so muss dafiir
eine Kraft aufgebracht werden. Diese vertikale Kraft wird iiber den Lagern bei 5 cm
und 15 cm umgelenkt und fithrt zu horizontalen Kréften, die ihrerseits die Gum-
mibénder etwas spannen. Lenkt man das Seil noch weiter aus, so werden die Gum-
mibénder noch stirker gespannt - sie werden noch langer. Wird das Seil nun an zwei
Stellen ausgelenkt, so stellt sich zwischen den Punkten der Auslenkung eine Gerade
ein, und auch die Gummibénder sind natiirlich wieder gespannt.

Wozu diese Versuche. Nun, in der Statik gibt es zwei Grofien, die miteinander in
Verbindung stehen: Kraft und Verformung. Verformungen an einem Tragwerk fithren
zu Kréften, und umgekehrt haben Kréfte Verformungen zur Folge. Soll ein Bauteil
Krifte iibertragen, so muss es sich verformen, damit die inneren Kréfte aktiviert
werden - so zu sehen an den Gummibéndern. Und Krifte kann man auch umlenken,
aber das ist schon etwas komplizierter.

1.1.3 Spannung und Optik

Ein weiteres Experiment, mit dessen Hilfe Kréfte visualisiert werden kénnen, kommt
aus dem Bereich der Spannungsoptik. Die beiden Fotos, siche Abbildung[1.7] zeigen
die Auswirkungen von Belastungen auf Tragstrukturen. Ausgenutzt wird hierbei,
dass sich die Molekiillagen im Material verschieben und so der Lichtdurchfluss ma-
nipuliert wird. Je dunkler ein Bereich im Tragelement, desto stérker die Belastung.
Derartige Versuche lassen sich in manchem technischen Museum ansehen oder auch
mit den Materialien aus der Materialsammlung der Experimentalphysik selbst auf-
bauen. Die Fotos sind im pheno in Wolfsburg entstanden. Dort finden sich iibrigens
noch weitere Experimente zu Statik und Mechanik.
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Abb. 1.7. a) Sichtbare Spannung an einem Balken infolge einer Einzellast, b) Span-
nung an einem Balken mit Lochern infolge einer Einzellast.

1.2 Was sind Schnittgroflen?

1.2.1 Vorzeichendefinition

Eine strukturmechanische Berechnung setzt die einwandfreie Orientierung im Sys-
tem voraus. Deshalb muss ein Koordinatensystem festgelegt werden, an dem sich die
beobachteten Groflen orientieren. In der Technischen Mechanik und Statik werden
klassischerweise kartesische Koordinatensysteme verwendet, wie in Abbildung [1.§
gezeigt. Das eingezeichnete Koordinatensystem stellt das Koordinatensystem des
positiven Schnittufers dar.

a) b)

vt .

Vy positives

MA M, Z Schnittufer v, M

Ne Mo | 7T I N s NN
T | T

‘ _ e v
negatives Y A, W My \%
Schnittufer » Vy z negatives positives

in Schnittufer Schnittufer

Abb. 1.8. a) Schnittgrofien im allgemeinen Fall und b) am ebenen Balken.

Und was ist nun ein Schnittufer? Schauen wir uns einen Balkenabschnitt ei-
nes beliebigen Tragwerks in Abbildung an. Wird der Balken durchgeschnitten,
entstehen zwei Schnittufer. Am positiven Schnittufer haben die positiv definierten
Richtungen der Schnittgréfien die gleiche Richtung wie die Koordinatenachsen. Die
positiv definierten Richtungen der Schnittgréfien am negativen Schnittufer verlaufen
entgegengesetzt zu den Koordinatenachsen. Die Richtungen der frei geschnittenen
Kraftgroflen sind stets entgegengesetzt gerichtet gleich gro8.

Schnittgrofen sind diejenigen Krifte und Momente, die beim Durchtrennen eines
Systems freigeschnitten werden. Sie lauten
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N = Normalkraft
V = Querkraft
M = Moment .

und sind in Abbildung [T.0]c dargestellt.

Die als positiv definierten Richtungen der Schnittgréfen haben nichts mit dem
Lastabtrag zu tun, also den Richtungen der wirkenden Kraftgrofien. Die Werte und
vor allem die Vorzeichen der wirkenden Schnittgroflen ergeben sich im Verlauf der
Berechnung. Wirken die Krifte in den gleichen Richtungen wie die Koordinaten-
richtungen, so werden die Kréfte positiv bewertet, anderenfalls negativ.

)

Abb. 1.9. Schnittufer-
definition. a) Balkenab-
schnitt, b) Schnitt und
¢) zwel Schnittufer.

positives
Schnittufer

negatives
Schnittufer

1.2.2 Herleitung

Die Zusammenhénge der Schnittgréfien sollen anhand eines vollstdndigen Balken-
elementes, dargestellt in Abbildung erklart werden. Auf den Balken wirken
verdnderliche Querlasten ¢, und Normallasten g,. Daher ist bei der Entwicklung
einer Differentialgleichung fiir den Balken neben der Biegung auch die Verformung
aus Normalkraft zu beriicksichtigen.

Die Gleichgewichtsbetrachtungen des differentiellen Balkenelementes liefern die
folgenden Zusammenhinge. Fiir das vertikale Kriftegleichgewicht gilt (siche Abbil-

dung1.10)

LY F.=0: -V+4gdo+V+dV =0

= —% =-V'(z) = ¢-(z)..

Das Momentengleichgewicht liefert zunédchst folgende Gleichung.
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b)
W/TTH Vi B IS st
@m N(z)+dN
—r N(xz e——————
M(z) gu(z) [kN/m] YV (z)4+dV
¢z (z) [kN/m] e a

Abb. 1.10. a) Balken mit Normal- und Querlast, b) Schnittgréfien am differentiellen
Balkenelement.

ZM =0: M+qxd:cd7x—M—dM+Vd1::O

Dividiert man diese Gleichung durch die Lange des differentiellen Balkenelementes

dx, so erhilt man

qz dM

—dr — — =0.

g o — +V =0
Lésst man dx nun gegen Null gehen, so kann der erste Term weggelassen werden
und es ergibt sich die differentielle Beziehung

M
ddim =M'(z) =V(x).
Das horizontale Gleichgewicht liefert die differentielle Beziehung der Belastung

und Schnittkraft. Es gilt entsprechend

—

ZFx:O: ~N+4gedz+N+dN =0

~IV = N@) = auta).

Damit sind die Beziehungen von Schnittgrofien und dufleren Lasten hergestellt.
Die verteilten Lasten werden auf dem Element dx als konstant angesehen, da auf
dieser kurzen Distanz die Lastunterschiede an den Schnittufern gegen Null gehen.

Weiter muss bei der Herleitung das Materialgesetz

o = Spannung in Kraft/Fliche
oc=Feg, E = Elastizitdtsmodul in Kraft/Fliche
¢ = Dehnung (dimensionslos) [—]

beriicksichtigt werden, womit eine Beziehung der Schnittkréifte mit den Deformatio-
nen (Dehnung bzw. Kriimmung) unter Beriicksichtigung der Materialeigenschaften
hergestellt wird. Aus ihm wird fiir die Normalkraftverformung die Gleichung fiir die
Normalkraft N

N = FAe

bzw. fiir die Verformungsanteile aus Biegung mit der Kriimmung x die Gleichung
fiir das Biegemoment M
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M, = —El,x
hergeleitet.
Als letztes fehlt die Verkniipfung der Verformung, also u(z) bzw. w(z), mit
den Deformationen. Dafiir wird die Verformung an einem differentiellen Stab bzw.
Balkenelement betrachtet.

3 d 3
d)¢ o b) z | 8 1 ° o(y,2)
— e T - O

4\/ da 4\/ w(a:) -~ <

v TT~<
> — — ~~- d
() (w-+dz) i\\\\\ _ \\(T"Jw(a% x)

R R
A

Abb. 1.11. a) Dehnstab, b) Bernoulli-Balken und ¢) Spannungsverteilung an der
Stelle x.

Aus Abbildung[1.11]a kann die Beziehung der Dehnungen
_u(r+dr) —u(z)  u(zr)+u(dr) —u(z)  u(dr) du(x)

dx - dx dx dx

hergeleitet werden, d.h. die Dehnungen sind die erste Ableitung der Verschiebungs-
funktion u(x).

Beim Bernoulli-Balken wird vom Ebenbleiben des Querschnitts ausgegangen,
d.h. der Querschnitt bleibt senkrecht zur lokalen Systemachse, die sich global aber
verschiebt und verdreht. Der Querschnitt erfihrt eine Verdrehung um den Winkel .
In Abbildung [[TT]b ist der Verdrehungswinkel 3 eingezeichnet. Unter der Annahme
kleiner Verdrehungen (|3| < 1) lésst sich der Winkel iiber

w(z 4+ dx) —w(z)  dw(x)

dx  dx
bestimmen. Betrachtet man nun einen beliebigen Punkt P im Abstand z von der
Mittellinie, so wird dieser Punkt in z-Achsenrichtung verschoben. Diese Verformung
ldsst sich wie folgt wieder iiber den Winkel § darstellen

dw(x) .
dzx

Werden die Gleichungen fiir Dehnung und Winkel in die Gleichung fiir die Verschie-
bung eingesetzt, so erhélt man

6=

u=—z-f=-z2

du d*w
Uber die Integration der Spannungen iiber die Fliche A des Querschnitts und
Multiplikation mit dem Hebelarm z erh&lt man das resultierende Moment
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2d2w 2
My = [ ozdA=— | Ex*——dA=—-Ekr | 2°dA.
A A dz A

Der Integralausdruck berechnet gerade das Flachentragheitsmoment I,,. Wichtig
ist hier die Erkenntnis, dass die Kriimmung « die zweite Ableitung der Biegelinie
w(x) ist, K = w" (x).

Durch Einsetzen der gewonnenen Gleichungen erhilt man die Differentialglei-
chung fiir den Biegebalken

Elw' (z) = p(x)

und die Differentialgleichung fiir den Zug-Druckstab

—EAu" (z) = pu(x).

1.2.3 Anwendung

Die Kenntnis iiber die differentiellen Zusammenh#nge erméglicht eine schnelle Be-
stimmung der Schnittgroflenverlidufe. Auf diese Weise miissen nur wenige Stiitzpunk-
te eines Verlaufes iiber das Schnittprinzip berechnet werden. Der Verlauf zwischen
diesen Punkten ldsst sich iiber die Belastungsfunktion (Einzel- oder Streckenlast)
und die Kenntnis der differentiellen Zusammenhinge zwischen Last und Moment/
Querkraft ermitteln. Diese Zusammenhénge sind in Tabelle aufgefiihrt.

Tabelle 1.1. Differentielle Zusammenhénge der Kraftgrofien bei einer vorgegebenen
Belastung.

Kraftgrofle Operator Verlauf

Streckenlast q. —dV/dzx - Einzellast konst. lin. quad.
Querkraft V dM/dx Null  konst. lin. quad. kub.
Moment M —EIw" konst. lin. quad. kub. 4. Ordnung

‘Wenn keine Streckenlast vorhanden ist, so kénnen aber immer noch Einzellasten
vorhanden sein. Diese fithren zu unstetigen Verldufen und miissen iiber Randbedin-
gungen eingebunden werden. Denn die Losungsfunktion der Differentialgleichung
ist im betrachteten Intervall stetig. Eine Einzellast P, fiihrt zu einem Sprung vom
Betrag P, im Querkraftverlauf und folglich zu einem Knick im Momentenverlauf.
Beide Funktionen verlaufen dort also nicht stetig. Ein angreifendes Einzelmoment
M hat natiirlich einen Sprung im Momentenverlauf um den Betrag M zur Folge.

Wichtig ist auch zu wissen, dass Lasten tiberlagert werden kénnen. Ist eine ver-
teilte Last z.B. aus einem konstanten und einem quadratischen Anteil zusammenge-
setzt, so wird der Momentenverlauf durch Addition der quadratischen Parabel und
der Parabel vierter Ordnung gebildet. Auf das Zerlegen einer Belastung in mehrere
Lastfille werden wir spéter noch z.B. in den Kapiteln und eingehen.
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1.2.4 Momentenflichen

In der Statik werden vor allem die Momentenflichen betrachtet. Die Querkrifte
werden gegebenenfalls ermittelt, um entsprechend der differentiellen Beziehungen
der Schnittgrofen die Momente zu bestimmen.

Die Momentenflichen sollen zwei Aussagen liefern: Wie grof sind die Biegemo-
mente an markanten Stellen des Tragwerks, und wie sehen die Verformungen aus.

Hierfiir wird die so genannte Bezugsfaser eingefiihrt. Im Fall des ebenen Bal-
kens liegt sie unten (positive z-Achsenrichtung). Wird sie durch die Schnittmomente
gezogen, so erfihrt das in Abbildung [[.12]a dargestellte Balkenelement eine Links-
kriimmung, und das Biegemoment ist positiv. Wird die Bezugsfaser gedriickt, so
entsteht eine Rechtskriimmung, und das Moment wird negativ bewertet. Die Zu-
sammenhénge sind in Abbildung dargestellt. Unabhéngig vom Vorzeichen sind
die Momentenflichen immer auf die gezogene Seite anzutragen, d.h. die Seite die
durch das angreifende Moment gedehnt wird.

&) | b)
=
p2 v |
ip P N lﬁ’:
4 |
b2 == 2 N CT_
Loz |y | ) I [ V.|
Y - N T
\\“;u‘g“”/ b T

Abb. 1.12. a) Zusammenhang der Schnittgréfen am Einfeldtrdger und b) am Krag-
arm.

Mitunter kann auch eine Abschitzung der Biegelinie helfen, die Schnittkréfte
abzuschétzen. In Abbildung[T.13]ist das Vorgehen fiir einen Durchlauftréiger gezeigt:

1. Kinematik abschétzen: Element III nach unten, Element II wie Wippe, I nach
oben

2. Biegelinie abschitzen: Kriitmmungen hinzufiigen, Kriimmungswechsel an Gelen-
ken
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3. Element III, Momentenverlauf unter Einzellast: Wie Balken auf zwei Stiitzen,
also linear, und das Maximum liegt unter der Einzellast.

4. Querkraftverlauf entsprechend Balken auf zwei Stiitzen

5. Momentenverlauf wie beim Kragarm (Einspannung links) unter Streckenlast
und Einzellast rechts. Die Momentenfléche liegt oben.

6. Momentenverlauf wie beim Kragarm (Einspannung rechts) unter Streckenlast.
Die Momentenfldche liegt oben.

7. Der Querkraftverlauf startet nicht bei Null (rechts), sondern erhilt den Wert
vom Element III.

8. Das Element II arbeitet wie eine Wippe, die Vertikalkraft vom rechts angeschlos-
senen Element wird nach links an das Element I weitergereicht. Der Querkraft-
verlauf endet deshalb nicht bei Null, sondern erhélt den negativen Wert vom
rechts angeschlossenen Element (Symmetrie vorausgesetzt, sonst nicht gleich-
groB!).

9. Das Element I wird mit einer von unten wirkenden inneren Kraft am rechten
Ende belastet. Momentenflache wie beim Kragarm.

10. Querkraftverlauf wie beim Kragarm.

Abb. 1.13. Ableitung der Schnittgréfien aus der Biegelinie.

1.2.5 Explosionszeichnungen

Die Ermittlung der Schnittkraftverldufe und der Lagerreaktionen stellt oftmals ein
grofles Problem dar. Gerade bei komplexen oder kniffligen Systemen weifl man nicht,
wo und wie man anfangen soll. Dabei gibt jedes System den Lésungsweg selbst
vor. Um das Lesen eines Systems besser zu trainieren, wird in diesem Kapitel die
SchnittgrofSenermittlung mittels einer Fxplosionszeichnung erlautert. Dabei wird das
Gesamtsystem in Teilsysteme unterteilt und jedes dieser Teilsysteme muss fiir sich
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im Gleichgewicht stehen. Dieses Verfahren kann immer angewendet werden, gerade
wenn man sich noch unsicher ist; man muss dafiir allerdings ein wenig mehr Zeit
investieren.

10 kN/m

— O—— —

Abb. 1.14. Statisch
bestimmtes System
L 2m L 2m L 4m L mit Gleichstrecken-
i last.

Anhand eines konkreten Beispiels soll die Methode Fxplosionszeichnung erlautert
werden. Das statisch bestimmte System mit Geometrie und Belastung ist in Abbil-
dung[T-14]dargestellt. Da sich die beiden Auflager auf gleicher Héhe befinden, kénnen
die vertikalen Lagerkrifte am Gesamtsystem iiber die Momentengleichgewichte am
linken und rechten Lager ermittelt werden. Die Ermittlung der horizontalen Aufla-
gerkrifte und der Momentenverlauf erschlieffen sich nicht sofort. Die Berechnung der
horizontalen Lagerkrifte kann nur iiber Betrachtung von Teilsystemen, d.h. unter
Ausnutzung der gegebenen Nebenbedingungen im System, erfolgen. Zunéchst wird
das allgemeine Vorgehen fiir eine Explosionszeichnung an dem vorliegenden System
erklart.

Das System in Abbildung muss in Teilsysteme zerlegt werden. Die Schnitte
sind dabei so zu wihlen, dass die im System vorhandenen Nebenbedingungen ausge-
nutzt werden konnen, d.h. Schnitte werden an Gelenken (Momenten-, Normalkraft-
und Querkraftgelenken) gefiihrt. Die durch die Schnitte frei werdenden Schnittkréifte
sind an jedem Teilsystem anzutragen, siehe Abbildung An Auflagerpunkten,
wo zwei und mehr Stdbe angeschlossen sind, muss der Knotenpunkt zusétzlich, wie
in der Abbildung dargestellt, gezeichnet werden, damit eine einfache Berechnung
der Schnittkrifte erfolgen kann. Gleiches gilt auch fiir eine Einzellast, die an einem
Schnittpunkt im System angreift. Der Knotenpunkt muss dargestellt werden. Das
wére bei dem Beispielsystem der Fall, wenn eine Einzellast am oberen mittleren
Momentengelenk angreifen wiirde. Alle angreifenden dufleren Lasten, wie in diesem
Fall die Gleichstreckenlast, sind ebenfalls anzutragen.

Die vertikalen Auflagerkrifte berechnen sich iiber das Gesamtsystem zu Ay =
—15,625 kN und By = 15,625 kN. Im Folgenden wird das Schnittbild in Abbildung
mit den fiinf Teilsystemen verwendet, um die horizontalen Auflagerkriifte und
alle Zwischenkrifte zu ermitteln. Die Ergebnisse sind in Abbildung zusammen-
gefasst.
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A 1 A
T Tl
— | ® ®\\ Abb. 1.15. Das Sys-
— tem wurde durch
— Schnitte an Gelenken
e - - in fiinf Teilsysteme
T 1 unterteilt. Die frei
Yo werdenden Schnitt-
977%7 @ kréfte sind angetra-
gen.

Es bietet sich an, mit dem Teilsystem I oder II zu beginnen, da die Krafte senk-
recht zur Stabachse iiber das Momentengleichgewicht um eines der Momentengelen-
ke ermittelt werden konnen. Am System I berechnet sich, da der Stab unbelastet
istﬂ die vertikale Komponente zu Null. Diese Null kann am rechten Knoten an das
Teilsystem IV und am linken Knoten an das Teilsystem II iibergeben werden. Da-
mit ist am Teilsystem II die Normalkraft im Stab bekannt (N = const. = 0). Bildet
man am Teilsystem II das Momentengleichgewicht um das untere Gelenk, so erhilt
man fiir die horizontale Kraft oben —25 kN. Am unteren Ende hat die horizon-
tale Kraft einen Wert von 25 kN. Die Krifte an den beiden Stabenden stehen im
Gleichgewicht mit der angreifenden Gleichstreckenlast. Das Teilsystem tréigt wie ein
Einfeldtrager unter Gleichlast. Die Horizontalkomponente vom oberen Knoten wird
als Normalkraft an das Teilsystem I iibergeben. Somit sind fiir beide Teilsysteme
alle Schnittkréfte bekannt.

Als nichstes wird die unbekannte vertikale Schnittkraft am Teilsystem IV (An-
schlusspunkt zum Teilsystem III) iiber die Summe aller vertikalen Krifte zu 15,625
kN berechnet. Diese Kraft kann wieder an den oberen Knoten vom Teilsystem III
iibergeben werden, und somit ist an dem schrigen Pendelstab die vertikale Kom-
ponente der Normalkraft bekannt; die horizontale Kraft kann {iber das Momenten-
gleichgewicht um das untere Gelenk ermittelt werden. Die Horizontalkraft ergibt
sich demnach zu 12,5 kN und kann an das System IV {ibergeben werden. Folglich
ist am Teilsystem IV nur noch die Auflagerkraft By unbekannt und wird tiber die
Summe aller horizontalen Lasten zu By = 12,5 kN bestimmt.

Damit kann iiber die Summe aller Horizontallasten am Gesamtsystem die letzte
fehlende Auflagerkraft bestimmt werden: Ay = —37,5 kN. Diese Auflagerkraft kann
auch iiber das Kriftegleichgewicht am Anschlussknoten der Teilsysteme II, IIT und
V bestimmt werden, 12,5 + 25 4+ Xy = 0 = Xy = —37,5. Diese Kraft muss am
Teilsystem V mit der Auflagerkraft Ay im Gleichgewicht sein.

Es geht auch kirzer. . .

...aber man muss das Schnittprinzip verstanden haben! Ausgangspunkt sind auch
hier wieder die am Gesamtsystem ermittelten vertikalen Auflagerkrifte. Der horizon-

! Dies ist ein Pendelstab, der nur Normalkriifte und keine Querkréfte iibertragt.
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Abb. 1.16. Die Ergebnisse fiir die Berechnung der Schnittkrifte an der Explosions-
zeichnung.

tale Pendelstab iibertrigt keine Querkrifte, und folglich ist in dem gesamten oberen
Stab vom Momentengelenk bis zur biegesteifen Ecke die Querkraft Null. Daraus
folgt, dass der Momentenverlauf, da die Querkraft die Ableitung vom Moment ist,
konstant Null sein muss. Damit ist das Moment an der biegesteifen Ecke bekannt,
und es kann das Momentengleichgewicht um diesen Punkt unter Verwendung des
Teilsystems Biegesteife Ecke — Auflager B die fehlende horizontale Auflagerkraft By
bestimmt werden. Abschlielend wird am Gesamtsystem die Lagerkraft Ay berech-
net.

1.3 Lager und Gelenke

1.3.1 Lagerungsarten

Bei der Betrachtung statischer Systeme, ist die Lagerung des Systems besonders
wichtig. Erst wenn das Tragwerk im Ganzen unverschieblich ist, ist die Lagerung
verniinftig. Anders ausgedriickt: Es miissen so viele Weggréfien am System vorgege-
ben werden, dass das System sich weder verschieben noch um einen Punkt drehen
ldasst. Dazu sind grundsétzlich mindestens drei Weggrdflen vorzugeben. Aber letzt-
lich beantwortet die Frage der Verschieblichkeit eines Systems, d.h. ob das System
kinematisch ist oder nicht, nur eine Polplankonstruktiorﬂ

Die moglichen Lagerungsarten sind in Abbildung dargestellt. Die Auflager
kénnen in 1-; 2- und 3-wertige Lager unterteilt werden, was nichts anders bedeutet,
als das entsprechend eine, zwei oder drei Weggrolen zu Null vorgeschrieben sind und

2 Niheres hierzu in Kapitel [5.3
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Abb. 1.17. a) 3-

c) d) wertiges Auflager, b)
—F) ﬁ) 2-wertiges Auflager in

e zwei Varianten, c¢) 1-

TV wertiges Auflager und

d) freies Stabende.

entsprechend viele Lagerreaktionen auftreten kénnen. Bei einem 3-wertigen Aufla-
ger, sieche Abbildung [[-I7a, sind alle drei WeggréBen gesperrt, d.h. die vertikale
und horizontale Verschiebung und die Verdrehung. Das hat zur Folge, dass die drei
eingezeichneten Lagerreaktionen (H, V und M) méglich sind.

In Abbildung [[I7]b sind zwei 2-wertige Lager dargestellt. Allgemein gesprochen
bedeutet ein zweiwertiges Auflager, dass zwei Weggroflen zu Null gesetzt sind und
eine Weggrofle unbekannt ist. Im ersten Fall ist die Verdrehung nicht bekannt, im
zweiten Fall ist es die vertikale Absenkung. Fiir die Theorie allein ist es unwichtig, ob
ein solches Auflager realisierbar ist, fiir die Modellierung von Tragwerken hingegen
ist es Grundvoraussetzung.

Als letzte mogliche Lagerungsart verbleibt das 1-wertige Auflager, siehe Abbil-
dung [[:I7c. Bei einem solchen Lager ist nur noch eine Weggréfie mit Null vorgege-
ben, alle anderen Weggroflen sind unbekannt. Sinnvoll sind 1-wertige Auflager nur
fiir die zwei Verschiebungsrichtungen (horizontal oder vertikal). Ein 1-wertiges Auf-
lager, bei dem die Verdrehung zu Null gesetzt ist, ist zwar theoretisch méglich, aber
von der Darstellung her schon nicht umzusetzen und nicht denkbar.

Der Vollsténdigkeit halber ist in der Abbildung[I.I7]d ein freier Stabanfang dar-
gestellt. Hier sind alle drei WeggroBen unbekannt und infolge dessen auch keine
Lagerreaktionen zu bestimmen. Die Stabendkréifte sind Null.

Schlussfolgerung daraus ist, dass an einer Stelle wo eine Weggrofle vorgeschrieben
ist, die duale Kraftgrofie unbekannt sein muss. Andersherum folgt daraus auch, dass
an der Stelle wo eine Kraftgrofie vorgegeben ist, die duale Weggrofie unbekannt sein
muss.

1.3.2 Gelenke in statischen Systemen

Fiir die weiteren Betrachtungen sind, neben den Auflagern, die Gelenke in einem
System von Bedeutung. Sie geben an einer Stelle im System eine Kraftgrofie vor, je
nach Gelenkart ist das Moment, die Querkraft oder die Normalkraft Null.

Das am meisten verwendete Gelenk ist das Momentengelenk. Die Konstruktion
im Tragwerk ist sehr einfach zu realisieren. Z.B. werden beim Stahlbau geschraubte
Verbindungen als Momentengelenk angenommen. Eine statisch sinnvolle Konstrukti-
on ist in Abbildungdargestellt. Die Ubertragung von Quer- und Normalkriften
ist mit diesem Gelenk moglich, die Ubertragung von Momenten ist aufgrund der
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Abb. 1.18. Die drei theoretisch moglichen Gelenkarten in einem statischen System,
Momenten-, Querkraft und Normalkraftgelenk. Die Konstruktion fiir solche Gelenke
ist in der Mitte dargestellt. Rechts sind die auftretenden Schnittkréifte abgebildet.

zuldssigen Drehbewegung im Gelenk nicht moglich. Das Moment im Gelenk muss
Null sein.

In der Konstruktion sind Querkraft- und Normalkraftgelenke deutlich aufwandi-
ger als Momentengelenke, in einem statischen System aber sehr gut einsetzbar. In
Abbildung [[-1§] sind die Konstruktionen fiir solche Art Gelenk skizziert. Die in der
Gelenkkonstruktion eingebauten parallelen Pendelstibe kénnen Kréfte in Richtung
der Pendelstibe iibertragen und gleichzeitig ist die Ubertragung von Momenten
durch Zerlegung in ein Kriftepaar moglich. Die Schnittkrifte sind in der Abbildung
ebenfalls dargestellt.

1.4 Lastannahmen

1.4.1 Was ist die DIN 10557

Kennzeichen der in den Statikvorlesungen behandelten Themen ist die Giiltigkeit fiir
alle konstruktiven Anwendungsfelder. Oft liegt der Schwerpunkt auf den Rechenver-
fahren zur Schnittgrofenbestimmung. Doch zur Bemessung von Tragwerken bedarf
es vor allem der Kenntnis der Belastungen. Denn ohne Lasten gibt es keine Schnitt-
groBen. Und Belastungen sind im Wesentlichen werkstoffunabhéngig. Deshalb wird
hier auf die Ermittlung von Belastungen nach DIN 1055 eingegangen, der Norm, die
sich mit Lastannahmen beschéftigt. Vorgestellt werden hier die Grundziige sowie
einige Beispiele.

Die DIN 1055 kann zur Findung von Lastannahmen verwendet werden. Ange-
geben werden Standardwerte fiir stdndige und verdnderliche Lasten. Die DIN 1055
ist in mehrere Teile gegliedert, von denen im Rahmen dieser Arbeit folgende kurz
vorgestellt werden:

e Teil 100: Grundlagen der Tragwerksplanung, Sicherheitskonzept und Bemes-
sungsregeln [9]
e Teil 1: Wichten und Fliachenlasten von Baustoffen, Bauteilen und Lagerstoffen

el
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Teil 3: Eigen- und Nutzlasten fiir Hochbauten [5]
Teil 4: Windlasten [0]
Teil 5: Schnee- und Eislasten [7]

1.4.2 Teil 100: Grundlagen der Tragwerksplanung,
Sicherheitskonzept und Bemessungsregeln

Begriffe

Zunichst werden die Begriffe definiert, mit denen innerhalb des Regelwerkes gear-
beitet werden soll (Auszug aus der [9]).

Tragwerk (3.1.1.4): planmdffige Anordnung miteinander verbundener tragender
und aussteifender Bauteile, die so entworfen sind, dass sie ein bestimmtes Mayj3
an Tragwiderstand (z.B.: Fundament, Stiitzen, Riegel, Decken, Trennwinde) auf-
weisen.

Tragsystem (3.1.1.5): Summe der tragenden Bauteile eines Tragwerks und die
Art und Weise, in der sie zur Erzielung eines bestimmten Tragwiderstandes zu-
sammenwirken (z.B. Durchlauftrdger, Rahmen).

Tragwerksmodell (3.1.1.6): Idealisierung des Tragsystems fiir Schnittgréfiener-
mittlung und Bemessung.

Einwirkung (3.1.2.1): auf das Tragwerk einwirkende Kraft- oder Verformungs-
grofe.

Statische Einwirkung (8.1.2.4.1): Einwirkung, die keine wesentliche Beschleuns-
gung des Tragwerks oder Bauteils hervorruft.

Vorwiegend ruhende Einwirkung (3.1.2.4.2): statische Einwirkung und nicht ru-
hende Einwirkung, die jedoch fiir die Tragwerksplanung als ruhende Einwirkung
betrachtet werden darf (z.B. Nutzlasten in Parkhiusern, Werkstitten, Fabriken,
Einwirkungen aus Wind).

Zeitlich verdnderliche Einwirkung (3.1.2.5): Einwirkungen, fir die die Voraus-
setzung einer stindigen Finwirkung nicht erfillt ist, z.B. Nutzlast, Windlast,
Schneelast.

Charakteristischer Wert (3.1.2.8.1): wichtigster reprisentativer Wert einer Ein-
wirkung, von dem angenommen wird, dass er mit einer vorgegebenen Wahr-
scheinlichkeit im Bezugszeitraum, unter Berticksichtigung der Nutzungsdauer des
Tragwerks und der entsprechenden Bemessungssituation nicht iberschritten oder
unterschritten wird.

Kombinationsbeiwert einer verdnderlichen Finwirkung (3.1.2.8.2): reprisentati-
ver Wert in den Einwirkungskombinationen, der die geringere Wahrscheinlich-
keit des gleichzeitigen Auftretens der ungiinstigsten Werte mehrerer voneinander
unabhdngiger verdnderlicher Einwirkungen beschreibt.

Bemessungswert (3.1.2.9): Produkt aus reprisentativem Wert der Einwirkung
und dem Teilsicherheitsbeiwert.

Einwirkungskombination (8.1.2.17): Festlegung der Bemessungswerte der gleich-
zeitig auftretenden FEinwirkungen, die fir den betrachteten Nachweis entspre-
chend der Hdufigkeit ihres Auftretens zu beriicksichtigen sind.

Beanspruchung (8.1.2.20): Folge der gleichzeitig zu betrachtenden Einwirkungen
bzw. einer Einwirkungskombination auf das Tragwerk oder seine Teile oder an
etnem betrachteten Ort (Querschnitt) des Tragwerks.
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e  Festigkeit (3.1.3.1): mechanische Baustoffeigenschaft

e Tragwiderstand (3.1.3.2): durch die verwendeten Baustoffe einschlieflich ihrer
raumlichen Anordnung und den Verbindungsmitteln festgelegte mechanische FEi-
genschaft des Tragwerks, des Bauteils oder des Bauteilquerschnitts, bestimmten
Beanspruchungen zu widerstehen, auch als Beanspruchbarkeit bezeichnet.

o Charakteristischer Wert (8.1.3.2.1): durch die charakteristischen Werte der Bau-
stofffestigkeiten und die Nennwerte der Querschnittsgrofien festgelegter Tragwi-
derstand.

e Bemessungswert (3.1.3.2.2): fiir die Nachweise von Grenzzustinden der Tragfd-
higkeit zugrunde zu legender Wert des Tragwiderstandes.

o Grenzzustand der Tragfihigkeit (3.1.4.8.1): Zustand des Tragwerks, dessen Uber-
schreitung unmittelbar zu einem rechnerischen Einsturz oder anderen Formen
des Versagens fiihrt; der Grenzzustand ergibt sich im Allgemeinen aus dem
kleinsten rechnerischen Tragwiderstand.

e Grenzzustand der Gebrauchstauglichkeit (3.1.4.8.2): Zustand des Tragwerks, bei
dessen Uberschreitung, die fir die Nutzung festgelegten Bedingungen nicht mehr
erfillt sind. Es wird dabei unterschieden zwischen einem umkehrbaren Grenzzu-
stand [...] und einem nicht umkehrbaren Grenzzustand [...].

o Teilsicherheitsbeiwert (3.1.4.9): Beiwert zur Bestimmung des Bemessungwertes
von FEinwirkungen, von Beanspruchungen oder von Tragwiderstinden aus den
reprasentativen bzw. charakteristischen Werten.

Bemessungsschritte

Ein Tragwerk ist so zu bemessen, dass ein (Teil-)Versagen des Bauwerkes oder
Beschéddigungen an anderen Bauwerken verhindert werden. Das Bauwerk ist so zu
gestalten, dass es innerhalb der Nutzungsdauer keine Einschrankungen der Nutzung
gibt.

Auswahl der Bemessungssituation

Unterscheidung nach Tragfahigkeit und Gebrauchstauglichkeit

Aufstellung des Tragwerks- und Lastmodells

Nachweis, dass die Grenzzustidnde eingehalten werden, also Fq < Ry mit Ein-
wirkung E und Widerstand R.

Bemessungssituationen

Fiir eine Bemessungssituation mit stdndigen und voriibergehenden Belastungen,
nicht aber auflergew6hnliche Belastungen oder Erdbeben, gilt fiir die Bemessungs-
werte der Einwirkungen:

e Stindige Einwirkung G4 = v¢ - Gk

e Vorherrschende verdnderliche Einwirkung Qq = v9,1 - Qk,1

e Andere verdnderliche Einwirkungen Qa: = vQ,i - ¥o,i - Qk,i

Zu den stdndigen Einwirkungen zdhlen Eigenlasten Gj; und Erddruck Gj g.
Demgegeniiber sind Nutz- und Verkehrslasten Qp, n, Schnee- und Eislasten Q. s
und Windlasten Q,w verdnderliche Einwirkungen.

Fiir einen Nachweis im Rahmen der Gebrauchstauglichkeit gilt fiir eine quasi-
stédndige Bemessungssituation:

e Stidndige Einwirkung G4 = G, also keine Abminderung
e Verdnderliche Einwirkung Qq,; = 92 - Qk,i
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Kombinationsbeiwerte 1;

Die Beiwerte v variieren je nach Art der Last sowie Bemessungssituation. Hinweis:
Bei hdufigen Kombinationen wird die vorherrschende verdnderliche Einwirkung nicht
iiber 2 sondern 1, bestimmt. Einige Kombinationsbeiwerte sind in Tabelle [[2]
aufgefiihrt.

Tabelle 1.2. Kombinationsbeiwerte.
Nutzung o U1 2

Wohn-, Aufenthalts- und Biirordume 0,7 0,5 0,4
Verkehrslasten (Fahrzeuge bis 30 kN) 0,7 0,7 0,6

Schneelasten bis 1.000 mNN 0,5 0,2 0
Schneelasten ab 1.000 mNN 0,7 0,5 0,3
Windlasten 0,6 0,5 0

Charakteristische Werte

Die charakteristischen Werte fiir Einwirkungen ergeben sich aus

dem Mittelwert der gemessenen Einwirkungen fiir stindige Einwirkungen
einem oberen Wert der Einwirkung, der mit einer festgelegten Wahrscheinlich-
keit von 98 Prozent in einem Jahr oder nicht héufiger als einmal in 50 Jahren
iiberschritten wird.

Bemessungswerte der Einwirkungen

Die Einwirkungen werden durch Teilsicherheitsbeiwerte modifiziert, wie spéter noch
gezeigt wird. Zu unterscheiden sind ungiinstige und giinstige Einwirkungen. Ungiins-
tig ist in diesem Fall eine Belastung Tragwerks und giinstig eine Entlastung des
Tragwerks. Fiir Betrachtungen der Tragfahigkeit gilt im Wesentlichen:

stédndige und gleichzeitig ungiinstige Einwirkungen: v¢ = 1,35

stdndige und gleichzeitig giinstige Einwirkungen: v¢ = 1,0

verdnderliche und gleichzeitig ungiinstige Einwirkungen: v = 1,5
verdnderliche und gleichzeitig giinstige Einwirkungen: v = 0

Die Gleichung zur Berechnung der Bemessungseinwirkung lautet
Eqs=FEr va/q-
Bemessungswerte der Widerstinde

Die Baustoffeigenschaft X hat den Bemessungswert Xq = X /vam, wobei var der
Teilsicherheitsbeiwert ist und X die charakteristische Baustoffeigenschaft. Die Er-
mittlung der charakteristischen Festigkeiten ist im Anhang der DIN erkliart und
ergibt sich aus einer statistischen Auswertung von Materialpriifversuchen. Bei geo-
metrischen Groflen ist auf Toleranzen zu achten, denn sie sind in die Bemessung mit
einzubeziehen.
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1.4.3 Teil 1: Wichten und Flichenlasten von Baustoffen, Bauteilen
und Lagerstoffen

Die Eigengewichtslasten ergeben sich aus Querschnittsabmessung und den Wichten.
Fiir den Ingenieurbau sind unter anderem interessant

e Normalbeton v = 24 kN/m?

e Stahlbeton v = 25kN/m?

e Mauerwerk (Rohdichteklasse 1,0) v = 12kN/m?

e Gips-Wandbauplatten nach DIN EN 12859 und Gipskartonplatten nach DIN
18180 je cm Plattendicke ¢ = 0,09 kN/m?

e Sandstein vy = 27kN/m?

o Tuffstein v = 20kN/m?

e Gipsputz, Dicke 15 mm g = 0, 18kN/m?

o  Wirmeddmmverbundsystem ¢ = 0,30kN/ m?

e Zementmoértel, Dicke 20 mm ¢ = 0,42 kN/m?

e Stahl v = 78,5kN/m?

e Aluminium v = 27kN/m?

e Nadelholz v = 5,0kN/m?

e Laubholz D60 v = 9,0kN/m?

e Holzfaserplatten, HFM nach DIN 68754-1 v = 7kN/m?

e Holzfaserplatten, HFH nach DIN 68754-1 v = 10 kN/m3

e Asphaltmastix, Schichtdicke 10 mm ¢ = 0, 18 kN /m?

e Gipsestrich, Schichtdicke 10 mm g = 0,20 kN/m?*

e Glasscheiben, Dicke 10 mm ¢ = 0,25 kN/m2

e Linoleum, Dicke 10 mm g = 0, 13kN/m?

e Dachsteine bis 10 Stiick je Quadratmeter ¢ = 0, 50 kN/m?

e Wellblechdach g = 0,25kN/m?

e Faserzement-Wellplatten je Lage ¢ = 0,20 kN/m2

e Bitumenbahn eingebaut je Lage ¢ = 0,07 kN/m?

e Kiesschiittung, Dicke 5 cm g = 1,0kN/m?

1.4.4 Teil 3: Eigen- und Nutzlasten fiir Hochbauten

Nutzlasten werden als Flachen- oder Einzellast angegeben. Die Einzellasten beziehen
sich auf eine Aufstandsfliche von 5 cm x 5 cm. Aufler den im Folgenden exempla-
risch aufgefithrten Lasten werden in der DIN auch Belastungen infolge Kfz- und
Hubschrauberverkehr beschrieben.

e Wohn- und Aufenthaltsbereiche qx = 1,5kN/m?, Qi =n.n. kN

e Biiro- und Arbeitsfliichen, Flure gx = 2,0kN/m?, Qy = 2,0kN

e Biiro- und Arbeitsflichen, Flure bei schwerem Geriteeinsatz gx = 5,0kN/m?,
Qr =4,0kN

e Versammlungsriume ¢ = 3,0kN/m?, Qx = 4,0kN

e Sport- und Spielflichen sowie Bithnen ¢ = 5,0kN/m?, Qx = 7,0kN

e Wohn- und Aufenthaltsbereiche g, = 1, OkN/mz, Qr =1,0kN

e Fabriken, Werkstidtten und Orte fiir erhebliche Menschenansammlungen g, =
7,5kN/m?, Qx = 10kN

e Treppen ohne nennenswerten Publikumsverkehr g, = 3,0kN/m?, Qx = 2,0kN

e Treppen mit nennenswertem Publikumsverkehr und Fluchtwegtreppen ¢, =

5,0kN/m? Qr = 2,0kN
e Balkone und Dachterrassen ¢x = 4, 01<N/rr127 Qr =2,0kN
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1.4.5 Teil 4: Windlasten

Die Berticksichtigung der Windlast ist gerade fiir die Bemessung von Dachkonstruk-
tionen von Hiusern wichtig. Dariiber hinaus spielt die Bestimmung der Windlast fiir
groflere auszusteifende Bauwerke, die eine grole Windangriffsfliche bieten, eine Rol-
le. Hier wird lediglich die Berechnung der Windlasten fiir nichtschwingungsanfillige
Bauwerke beschrieben.

Flachdach Pultdach Satteldach Trogdach Walmdach

1 ()

Abb. 1.19. Die unterschiedlichen Dachformen.

Der Winddruck wird iiber die Formel
We = Cpe * Q(Ze)

fiir den Auflenwinddruck bzw. mit dem Index ¢ fiir den Innendruck bestimmt. Da-
bei ist cpe der aerodynamische Beiwert und ¢ ist der Geschwindigkeitsdruck in
Abhingigkeit der Bezugshohe z..

Nach der DIN werden die Bauwerke in Bauwerke bis 25 m und Bauwerke tiber 25
m iiber Grund eingeteilt. Fiir erstere gelten fiir die Bestimmung des Béengeschwin-
digkeitsdrucks g vereinfachte Annahmen. Bei Bauwerken iiber der Héhengrenze von
25 m flie3t die Rauhigkeit der Geldndeoberfliche ein; es wird in Geldndekategorie I
(offenes Gelidnde) bis Kategorie IV (Stadtgebiet) unterschieden. Die Formeln fiir die
Berechnung des von der Bezugshohe abhingigen Geschwindigkeitsdrucks sind der
DIN 1055-4 zu entnehmen. Das Bundesgebiet ist dariiber hinaus in die Windzonen
1 bis 4 eingeteilt. Mit dieser Einteilung lisst sich der Referenzgeschwindigkeitsdruck
qref aus einer Tabelle ermitteln.

Fiir niedrigere Bauwerke (bis 25 m) wird der Geschwindigkeitsdruck aus einer
Tabelle abgelesen, in der die Gebdudehshe in drei Bereiche (h < 10 m, 10 m < h <
18 m und 18 m < h < 25 m) eingeteilt wird.

Der aerodynamische Beiwert ist grundsétzlich abhéngig von der Grofie der Last-
einzugsfliche A. Zwischen 1 m? < A <10 m? ist die Gleichung

Cpe = Cpe,1 + (Cpe,10 — Cpe,1) - 18 A

zu verwenden. Die Werte fiir eine Lasteinzugsfliiche kleiner 1 m? bzw. gréfer 10 m?
sind aus Tabellen der DIN zu entnehmen. Die entsprechende Tabelle richtet sich fiir
vertikale Wande nach der Gebdudegeometrie und fiir Dachflichen nach der Dachart
(siehe Abbildung[T.19).

Die Dachflachen werden in unterschiedliche Bereiche eingeteilt und bekommen
entsprechende Beiwerte zugewiesen. Beispielhaft ist eine solche Einteilung fiir ein
Satteldach in Abbildung [[:20] dargestellt.
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Abb. 1.20. Einteilung eines Satteldaches in die nach der DIN vorgegebenen Berei-
che. a) Windanstrémrichtung 6 = 0° und b) Windanstrémrichtung 6 = 90°.

Die Resultierende der Windlast, die auf ein Bauteil einwirkt, berechnet sich wie
folgt:
Fy =cy-q(ze) - Arer -
Folglich ist der berechnete Winddruck we mit der Bezugsfliche A,er nach DIN zu
multiplizieren. Fiir weitere Fallunterscheidungen wird auf die DIN, siehe [6], verwie-
sen.

1.4.6 Teil 5: Schnee- und Eislasten

Die Bemessung von Tragwerken erfolgt nicht nur infolge Eigengewicht und Nutz-
last. Vielmehr spielen auch die &ufleren Einfliisse eine Rolle. Dazu gehoren vor allem
Schnee- und Eislasten. Die Anwendung der Norm beschrinkt sich auf Bauwerke an
Orten, die nicht hoher als 1500 m iiber NN liegen. Gegebenenfalls sind Einzeler-
mittlungen notwendig. Schneelasten s; sind unabhéngige verdnderliche Lasten und
werden deshalb nicht iiber einen Kombinationsbeiwert abgemindert. Zunéchst ist
das betreffende Gebiet mittels Schneelastzonenkarte einer Zone zuzuordnen (siehe
Abbildung .

Die Schneelast in der NN-Hohe A kann aus empirischen Formeln, welche auch
Abbildung [[22I]b zugrunde liegen, errechnet werden:

e in Zone 1 gilt sy = 0,19 + 0,91 - (44149)2 > (0 65

760
e in Zone 2 gilt s, = 0,25+ 1,91 - (££19)2 > 0,85
e in Zone 3 gilt s, = 0,31+ 2,91 - (££49)? > 1,10

Die Schneelast wird in Abhéngigkeit von der Dachform und -neigung modifiziert:
Qr = Sk b
Zu unterscheiden sind nach Tabelle [[L3t

e Satteldach: Faktor p, fiir die gesamte Schneelast



1.4 Lastannahmen 23

Tabelle 1.3. Formbeiwerte fiir die Dachneigung.

Dachneigung « [Grad] 0 bis 30 30 bis 60 iber 60
Formbeiwert fi 0,8 0,8(60-¢)/30 0
Formbeiwert s 0,840,8c/30 1,6 1,6

b)

Schneelast und Schneelastzonen
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Abb. 1.21. a) Skizze der Schneelastzonenkarte und b) Charakteristische Werte der
Schneelast s; im Diagramm

e Scheddach: Faktor p fiir die Traufkante und po fiir die Firstkante, dazwischen
linear verdnderlich (siehe Abbildung [1.22)

Die Norm enthilt auch Angaben zu Tonnendichern und Stufen, an denen sich
Schnee ansammeln kann, es wird hier jedoch nicht weiter darauf eingegangen. Im
Anhang zu [7] finden sich auch Angaben zu Eislasten. Diese werden entsprechend

der geographischen Lage und den Bauteilgeometrien gebildet. Diese Thematik wird
hier jedoch nicht weiter vertieft.

1.4.7 Beispiel

Fiir das in Abbildung dargestellte Bauwerk sollen fiir eine Bauwerkstiefe von
1 m die Krifte bestimmt werden, welche vom Dachgeschoss (Dach, Drempel, De-
ckenplatte) auf den Unterbau (Winde) iibertragen werden. Die zu iibertragenden
Krifte sind in kN/m anzugeben. Das Gebidude ist in einem Tal in einer Mittelge-

birgsregion (200 mNN) zu errichten. Der Lastfall Windlast wird bei diesem Beispiel
nicht beriicksichtigt.
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DIN 1055-5.
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Abb. 1.23. Beispiel zu Lastannahmen: a) System und b) Dachgeschoss mit Lasten.

Bestimmung der charakteristischen Lasten

Die sténdigen Lasten G ergeben sich aus den Wichten und Querschnittswerten, die
verdnderlichen Lasten aus den Tabellen und Diagrammen.

Schneelast: Zone 2, 200 m

A+140
760

1 =0,8- (60 — a)/30 = 0,54

Damit ergibt sich die Schneelast zu

s =0,25+1,91-( )2 =0,632 < Spmin = 0,85kN/m?.

Qi = i1 -5, = 0,54-0,85 = 0,46 kN/m” .

Verkehrslast Wohnraum:
g2 = 1,5kN/m”
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Seitenwiinde B25 (25 kN/m?):
Gi1,,=0,25-25-0,5=3,125kN/m
Decke B25 (25kN/m?):
g2.x =0,15-25 = 3,75kN/m”
Eigengewicht Sparren 150x50 (5 kN/m®) und Wellblech (0, 25 kN/m?):
g3k = (0,15-0,05-5,0-1/0,55 + 0,25) - cos o = 0, 244 kN /m?
Ermittlung der abzutragenden Krifte (Bemessungswerte)

Die horizontalen Kriifte sind gleich Null, weil die Lasten iiber die Decke selbst (Zug-
band) abgetragen werden kénnerﬂ

Ah,k = Bh,k =0.

Wegen Symmetrie gilt

A, =B,
Damit folgt:
_ g3,k -
Ayd 7l‘QQ,k"YQ+l'Q1,k'7Q’¢0+(G1,k+93,k'l+m)"YG
=3,0-1,5-1,54+3,0-0,46-1,5-0,5
0,244 - 3,0

+(3,125+3,75- 3,0 + )-1,35

cos 39,8
= 28,6 kN/m.

1.5 Addition von Lastfillen

1.5.1 Lagerreaktionen und Schnittgréf3en

Komplizierte Belastungen kénnen in einzelne Lastfille aufgeteilt werden. Nachdem
die Schnittgroflien fiir die einzelnen Lastfille berechnet worden sind, kénnen die Er-
gebnisse einfach addiert Werderﬂ um die Ergebnisse fiir die Gesamtlast zu erhalten.
Diese Methode funktioniert bei linear elastischen Berechnungen, also nur nach Theo-
rie 1. Ordnung. Fiir die iiblichere Berechnung der Schnittgrofien am unverformten
System fiithrt diese Vorgehensweise immer zu richtigen Ergebnissen.

Vor allem vor dem Hintergrund des aktuellen Bemessungskonzepts und der Be-
wertung einzelner Lastarten ist eine Lastaufteilung sinnvoll. So kénnen die Schnitt-
groBen und Lagerreaktionen fiir jede Lastart einzeln berechnet werden. Erst bei der
Auswertung miissen dann die Kombinations- und Sicherheitsbeiwerte beriicksichtigt
werden.

3 Diese Annahme beruht darauf, dass die Decke steifer ist, als das darunter lie-
gende Mauerwerk der Wande. Ansonsten wiirden die Wénde beziehungsweise der
eingebaute Ringanker/-balken einen Teil der Lasten aufnehmen.

4 gemiB dem Superpositionsprinzip der linearen Statik
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Die Aufteilung in Lastfille wird fiir die Berechnung mittels numerischer Ver-
fahren héufig verwendet, da dort die Gesamtsteifigkeitsmatrix unabhéngig von den
Belastungen ist, ihre Berechnung aber einen nicht unerheblichen Teil des Aufwan-
des darstellt. Mit der einen Steifigkeitsmatrix werden dann die Ergebnisse fiir jeden
einzelnen Lastfall bestimmt und anschlieend dokumentiert. Aus den einzelnen Er-
gebnissen lassen sich dann durch Addition die Endergebnisse fiir die gewiinschten
Belastungskombinationen errechnen.

1.5.2 Durchlauftriger

In Abbildung ist die Addition von Belastungen und Schnittgréflen dargestellt.
Ausgangspunkt sind die beiden Grundstrukturen

e Balken auf zwei Stiitzen und
e Kragarm.

Wird ein Durchlauftriger nun in einem Auflenfeld belastet, so trigt der Triger dort
wie ein Kragarm ab, im Mittelfeld wird das Biegemoment abgebaut, und jenseits
des zweiten Lagers sind die Schnittkréfte Null. Werden beide Auflenfelder belastet,
so tragen diese wieder wie Kragarme ab, das Mittelfeld dient dem Ausgleich der
Stiitzmomente, wobei in Feldmitte gerade auch der Mittelwert der Stiitzmomente
als Biegemoment zu finden ist. Wird nun der gesamte Tréiger belastet, so tragen
die Auflenfelder wie Kragarme und das Mittelfeld wie ein Balken auf zwei Stiitzen
die Last ab, die Momente werden einfach addiert. Je nach Geometrie und Belas-
tungsrichtung und -betrag konnen natiirlich auch positive Biegemomente entstehen.
Héufig biegt sich das Mittelfeld nach unten durch, so dass das Moment dort auch
einen Vorzeichenwechsel erfahrt.
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1.5 Addition von Lastfillen
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Abb. 1.24. a) Balken auf zwei Stiitzen und b) Kragarm mit Gleichstreckenlast.
Durchlauftriger mit Lasten c¢) im rechten Feld, d) in den AuBenfeldern, e) im Mit-

telfeld und f) auf dem gesamten Triiger.
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1.6 Fragerunde

Was ist das Schnittprinzip? Wie werden positives und negatives Schnittufer
unterschieden?

Wofiir ist die Bezugsfaser gut? Hangt die Bemessung eines Bauteils von der
Bezugsfaser ab?

Warum werden giinstig wirkende Einwirkungen vernachléssigt, wenn sie verén-
derlich sind, nicht aber, wenn sie stdndig wirken?

Wozu sollte man die differentiellen Beziehungen zwischen den Schnittgrofien
kennen?

In diesem Buch steht nicht, was das Tonti-Schema ist. Aber finden Sie es ru-
hig heraus, es konnte niitzlich sein! Als Literatur zu diesem Thema wird [I]
empfohlen.

Warum kann man Lasten in Lastfille aufteilen und aus den Ergebnissen fiir die
einzelnen Lastfélle durch Addition die Ergebnisse fiir die gesamte Last berech-
nen? Gibt es Einschriankungen?
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Kraftgroflenverfahren

2.1 Einfiihrung

2.1.1 Umwege zum Ziel

In den Grundlagen wurde das Schnittprinzip vorgestellt. Mit diesem Prinzip ist es
moglich, Krifte in statischen Systemen zu beschreiben. Ausgenutzt wird, dass bei
statisch bestimmten Systemen sowohl am globalen System wie auch an den Teil-
systemen die resultierenden Momente und Kréfte stets Null sein miissen, somit die
angreifenden Lasten, Schnittgréfien und Lagerreaktionen im Gleichgewicht stehen.
Fiir ein statisch bestimmtes System lassen sich immer so viele unabhéngige Glei-
chungen aufstellen, wie unbekannte Kraftgroflen vorhanden sind.

Das gelingt bei statisch unbestimmten Systemen nicht mehr. Die Lasten stehen
nach wie vor im Gleichgewicht, aber die Gleichungen sind nicht mehr unabhéngig.
Das Kraftgroflenverfahren macht das Schnittprinzip fiir statisch unbestimmte Sys-
teme verfiigbar.

2.1.2 Statische Unbestimmtheit

Ein statisch bestimmtes System lasst sich mittels Schnittprinzip berechnen, weil
geniigend Bestimmungsgleichungen aus Gleichgewichtsbedingungen der Schnittgro-
Ben gefunden werden koénnen. Fiir ein statisch unbestimmtes System wird deshalb
mindestens eine Verformungsbedingung eingefiihrt. Es werden Gelenke in das System
eingebaut und an diesen Stellen iiber die Arbeitsgleichung die Verformung gemessen.
Als Verformungsbedingung an diesen Stellen gilt nun, dass keine Knicke fiir Momen-
tengelenke und keine Spriinge fiir Normal- und Querkraftgelenke entstehen diirfen,
denn im statisch unbestimmten System sind solche Verformungen nicht zuléssig.
Dies geschieht jedoch nicht auf sehr offensichtliche Weise und wird deshalb kaum
wahrgenommen.

Statisch unbestimmte Systeme sind iibrigens steifer als statisch bestimmte. Wird
bei statisch bestimmten Systemen ein Gelenk eingefiigt oder ein Lager entfernt, so
wird es kinematisch und fillt wie ein Kartenhaus zusammen. Bei statisch unbe-
stimmten Systemen hat das Wegfallen eines Lagers oder das Einfiigen eines Gelenkes
in Abhéngigkeit von der statischen Unbestimmtheit noch keine gravierenden Folgen.
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Somit besteht zunichst die Aufgabe, den Grad der statischen Unbestimmtheit
n festzustellen. Hier gibt es zwei Moglichkeiten:

Ebene Tragwerke
Verwendet wird das Abzéhlkriterium, es lautet
n=a+3p—k)—r

mit der Anzahl der Auflagerreaktionen a, Anzahl der Stibe p zwischen den Knoten,
Anzahl der Knoten k sowie der Anzahl der Nebenbedingungen r. Die Werte fiir die
Parameter p und k sind leicht zu finden. Die Bestimmung der Gelenke r und die An-
zahl der Auflager a bei ebenen Tragwerken erfordert einige Ubung. Die wichtigsten
Fille sind in der Abbildung [2.1] dargestellt.

— a=3 1r=0 — O r=1
— a=2 r=0 — H — r=1
— a=1 r=0 — r=1
— — r=1
a=2 r=0 :
|
/ ~ ” —_——— \II pr———
7974 I
|
gleichbedeutend a=2  r=l gleichbedeutend r=2
4 ————O0———
7~ |
I
|

Abb. 2.1. Darstellung von Lagern und Gelenken in der Statik. Die Parameter a und
r werden in die Bestimmungsgleichung fiir die statische Unbestimmtheit eingesetzt.

Die beiden Rahmen in Abbildung[2:2)zeigen, dass ungeiibte Bearbeiter hier viele
Fehler machen kénnen. Vor allem die Lager sind anfillig fiir Fehlinterpretationen,
gerade wenn die Systemskizzen ungenau angefertigt sind. Beim oberen Rahmen
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(Abbildung [2:T]a) sind die Mehrfachgelenke entscheidend. Die Berechnung der La-
gerkrifte fiir den unteren Rahmen (Abbildung b) ist auch ohne statisch unbe-
stimmte Betrachtung moglich, weil das System nur innerlich statisch unbestimmt
ist, duferlich jedoch statisch bestimmt.

n =a+ 3 (p—Fk)—r
=3+3(5-4)-5

n =a+ 3 (p—k)—r
(p=F) Abb. 2.2. a) Rahmen

I I — —4)—
[ [ =3+3(4-4)-0 mit Mehrfachgelen-
e =3 ken und b) duBerlich
7R / \ statisch bestimmter
{\ ,J T N /J Rahmen, der innerlich
a:§ - ;:0 a:\ N /r:0 aber statisch unbe-

stimmt ist.

Rdaumliche Tragwerke

Der Grad der statischen Unbestimmtheit wird iiber das Entfernen von Pendelstében
(Freischneiden der Normalkraft!) und Lagerreaktionen bestimmt. Die Anwendung
des Abziahlkriteriums ist hier heikel, denn die Deutung der dargestellten Gelenke
kann schnell misslingen. Hierzu ist ndmlich zu wissen, dass ein Kugelgelenk eigent-
lich ein Gelenk fiir alle Rotationsfreiheitsgrade symbolisiert (M., My, M.). Dann
wire das System aber genau an Pendelstdben kinematisch. Welche Momente ge-
sperrt und welche freigegeben werden, ist also nicht direkt zu erkennen. Deshalb
wird eine Reduktion auf statisch bestimmte Teilsysteme angestrebt, beispielsweise
durch Einfiigen von Quer- und Normalkraftgelenken oder das Entfernen von Lager-
reaktionen (siehe Abbildung [2.3)).

Weiter steht auch fiir rdumliche Systeme das Abzahlkriterium mit einer kleinen
Anderung zur Verfiigung:

n=a+6(p—k)—r. (2.1)

Dieses Thema wird ausfiihrlich in Kapitel 2.6] behandelt.
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a) b)

ein Pendelstab
entfernen:
=zwei Kragarme

=1-fach statisch
unbestimmt

r =1, 2 oder 37
Keine Ahnung!?!

Abb. 2.3. Bestimmung des Grades der statischen Unbestimmtheit bei rdumlichen
Tragwerken. Sicherer als das Abzidhlkriterium erscheint hier die Elimination der
Pendelstébe.

2.1.3 Statisch bestimmt — statisch unbestimmt

Bevor nun im Folgenden die Berechnung von Schnittkraftverldufen an statisch unbe-
stimmten Systemen dargestellt wird, sollen zunéichst einmal die allgemeinen Eigen-
schaften von statisch bestimmten und unbestimmten Systemen vorgestellt werden.
Die Kenntnis der Vor- und Nachteile der beiden Systeme ist fiir die Planung von
Tragwerken von grofler Bedeutung.

Statisch bestimmte Systeme

besitzen die Eigenschaft, dass das Versagen eines Bauteils, z.B. eines Stabes oder der
Ausfall eines Auflagers, einen kompletten Verlust der Tragfihigkeit zur Folge haben
kann. Das System wird kinematisch und féllt in sich zusammen. Fiir Tragstrukturen,
die aus sehr filigranen Elementen bestehen oder bei denen durch einen Anprall eines
Lkws oder Schiffes ein Lager ausfallen kann, sind entweder als statisch unbestimmtes
Tragwerk zu planen oder so auszufiihren, dass ein Anprall keinen Lagerausfall zur
Folge hat. Zu unterscheiden sind Systeme, die zwar insgesamt statisch bestimmt,
von den Auflagern aber statisch unbestimmt sind, d.h. das System hat mehr als
drei mogliche Lagerreaktionen. Hierbei fithrt bei geschickter Konstruktion das Ver-
sagen eines Elementes oder eines Auflagers nur zu einem Teilversagen und nicht zum
gesamten Kollaps. In Abbildung 2-4]a ist ein solches System dargestellt. Die linken
Auflager zusammen mit den angeschlossenen Staben bilden einen Dreigelenkrahmen.
Versagen Teile vom rechten angeschlossenen System, so bleibt der Dreigelenkrahmen
stehen.

Statisch bestimmte Systeme haben dagegen den Vorteil, dass keine Zwangskréfte
auftreten kénnen. So hat der Lastfall Temperatur (gleichméBig und ungleichméBig)
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Abb. 2.4. a) Statisch bestimmtes System mit duflerer statischer Unbestimmtheit.
b) Statisch unbestimmtes System, innerlich statisch unbestimmt, aber statisch be-
stimmt gelagert.

zwar eine Verformung des Tragwerks zur Folge, allerdings werden durch diesen Last-
fall keinerlei Schnittkraftverlaufe hervorgerufen. Bei eingeprégten Lagerverschiebun-
gen weist ein solches Tragwerk das gleiche Verhalten auf. Setzungen am Baugrund
haben am Tragwerk keine Schnittkraftverlidufe zur Folge, siehe Abbildung[2.5] Eben-
falls von Vorteil ist, dass bei Herstellungsungenauigkeiten der einzelnen Tragele-
mente beim Zusammensetzen der Struktur keine Zwangskrifte entstehen. Durch
die verénderte Geometrie miisste der Schnittkraftverlauf neu berechnet werden. In
der Praxis werden solche Imperfektionen (Méngel) im Vorfeld bei der Bemessung
berticksichtigt.

Abb. 2.5. Die einge-
priagte Lagerverschie-
bung am linken Aufla-
ger hat fiir das statisch
bestimmte System kei-
nen Schnittkraftverlauf
zur Folge.

Statisch unbestimmte Systeme

koénnen in zwei Gruppen unterteilt werden: die allgemein statisch unbestimmte Sys-
teme und Systeme, die nur innerlich statisch unbestimmt aber von den Lagerreak-
tionen statisch bestimmt sind. Das in Abbildung b dargestellte System ist zwei-
fach statisch unbestimmt, es ist aber mit drei moglichen Lagerreaktionen statisch
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bestimmt gelagert. Der Vorteil einer solchen Lagerung ist, dass eingeprigte Lager-
verschiebungen keinen Schnittkraftverlauf zur Folge haben, und somit sind solche
Tragwerke unempfindlich gegeniiber Baugrundbewegungen.

FEin Vorteil von statisch unbestimmten Systemen ist die gréere Sicherheit gegen
Versagen. Der Ausfall einzelner Bauelemente fiihrt in der Regel nicht zum Total-
versagen des Tragwerks, so dass bei gefdhrdeten Bauwerken statisch unbestimmt
geplant werden sollte.

Bei einem statisch unbestimmten Tragwerk sollte immer beriicksichtigt werden,
dass z.B. Passungenauigkeiten einen Schnittkraftverlauf zur Folge haben. Das Glei-
che gilt fiir den Lastfall Temperatur und Lastfall Lagerverschiebungen. Je steifer
ein Bauwerk ausgefiihrt wird, desto bedeutender kénnen die Schnittkraftverldufe in-
folge solcher Lastfille werden. Daher sind solche Einwirkungen bei der Planung zu
beriicksichtigen, um die Bemessung des Tragwerks fiir alle auftretenden Einwirkun-
gen durchzufiihren.

2.1.4 Statisch bestimmtes Hauptsystem und Arbeitsgleichung

Mit dem gewéhlten Hilfszustand wird die Verformung gemessen, die von der Belas-
tung auf dem statisch bestimmten Hauptsystem verursacht wird. Zudem wird die
Verformung durch den Hilfszustand selbst ermittelt, und gegebenenfalls wird auch
die Wechselwirkung verschiedener Hilfszustdnde untersucht. Als Ergebnis folgen die
Verformungen §; 5. Praktischer ist die Berechnung der EI-fachen Verformungen, weil
so die Zahlenwerte nicht so viele Nachkommastellen aufweisen. Die Berechnung der
d;k-Zahlen erfolgt gemifl der Arbeitsgleichung nach Betti:

Y M; My,

dr.
o EI

Oi =

Die Berechnung des Integralausdrucks von Hand ist fehlertrichtig. Deshalb sind
in vielen Kompendien Integraltafeln abgedruckt, in denen die Ergebnisse integraler
Uberlagerungen von Funktionen in allgemeiner Form aufgefiithrt werden. Eine Inte-
graltafel fiir die in der Baustatik iiblichen Funktionsverldufe ist in Abbildung
abgedruckt. Der Wert des Integrals ergibt sich durch Auswertung des Tafelwertes
fiir die markanten Werte der Funktionen und anschlieBende Multiplikation mit der
Lénge des betrachteten Abschnitts.

In Abbildung [2:7]ist ein statisch unbestimmter Durchlauftréiger dargestellt. Das
statisch bestimmte Hauptsystem unterscheidet sich vom statisch unbestimmten Sys-
tem durch eingefiigte Gelenke und die hier frei geschnittenen Hilfskraftgrofen. Ziel
ist die Einstellung der Hilfskrifte in der Form, dass die Verformungen aus Hilfszu-
stand und Lastzustand vom Betrag her identisch aber entgegengerichtet sind. Nur
dann wird die Verformungsbedingung eingehalten. Aus dem Lastspannungszustand
folgt die Verformung am Gelenk zu

l 2 3
1pl pl
Eléwo= | MiMoydx=20-"— ==—.
10 /0 TSR T 12
Aus dem Hilfszustand ergibt sich die Verformung am Gelenk zu

! 2 1 2 2
EI511:/ Midr=2l-1°= 1.
0 3 3
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allg. quadr. Parabel

k k /‘k kl SkY
. . . 1. 1.
| L i <k
. 1. 1. 1.
—j 5k 3k g/ (k1 + 2k2)
. 1. 1. 1.
i~ 5k A g/ (2k1 + k2)
. 1 . 1. .
i 7, Sk +i2) ghU1+272)  Cl1(2Zks + ko) + Ga(ky + 2K2)]
Ji llll!!ll Bl 1. L 1. . 1. . .
2 |12 6k(]1 +4j2 + j3) gk@]z +73) g[ﬁkl + 2ja (k1 +k 2) + jska)

rein kub. Parabel

1
Zik
1’

1 1
1 1
57 207

(k‘l + 4k‘2)

1
/ Mj(2) M i, (z)dx = Tafelwert x[
0

Abb. 2.6. Integraltafel fiir ibliche Funktionen.

a) c Pz
NN ~ TN
AT == T - R =
L) -
n=a+ 3 (p—k)—r Moy = pzsl
—443(2-3)-0=1

d) e D=

AW RN
AT = T2 T T
ﬂ‘-...lllll..-'— pl?

My = 1 e

Abb. 2.7. Beispiel Zweifeldtriger: a) System, b) Hauptsystem, ¢) Lastspannungs-

zustand, d) Hilfszustand und e) Endzustand der Momentenfléche.
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Damit am eingefiigten Momentengelenk kein Knick entsteht, wird die Elastizitéts-
gleichung formuliert

011X1+010=0
0w __pL?

= X, =20 =
! 11 8

und man erhélt fiir die Hilfsgrof8e X; den oben berechneten Wert fiir das Moment.
Die Hilfskraft X; wird also so eingestellt, dass die Verformung aus dem Hilfszu-
stand X7 M; und dem Lastspannungszustand My vom Betrag identisch, aber entge-
gengesetzt, ist.
Der Endverlauf der Biegemomente errechnet sich nun aus

Mena = Mo + M1 X1 .

Die Berechnung der §;,-Zahlen ist nichts anders als die Berechnung von Relativ-
verschiebungen und Relativverdrehungen infolge der unterschiedlichen Lastfille am
statisch bestimmten System. Die Unbekannten X; werden in den Einsspannungs-
zustdnden zunéchst mit Eins angenommen und dann tiber die Elastizitétsgleichung
so eingestellt, das die Verformungsbedingungen fiir das statisch unbestimmte Sys-
tem eingehalten sind, d.h. dass alle Relativverschiebungen und -verdrehungen Null
sind. Die Werte fiir die X; entsprechen dann gerade der Kraftgrofle am statisch
unbestimmten System, die als statisch Uberzihlige eingesetzt wurde.

2.1.5 Die vollstindige Arbeitsgleichung

Bislang orientierte sich die Bestimmung der Verformungen an der Arbeitsgleichung
nach Betti. Diese nutzt nur die Biegemomente, was sinnvoll ist, denn diese ha-
ben den grofiten Anteil an den Verformungen. Zudem sind die Biegemomente die
geeignete Grofle, um Arbeitsterme zu bestimmen, wie beispielsweise [12] und [16]
gezeigt haben. Dennoch vernachléssigt diese Betrachtung die Wirkung von Quer-
kraft, Torsion, Normalkraft und Federn sowie von Temperaturunterschieden. Um
diese EinflussgroBen auch mit einzubeziehen, kann alternativ zur Betti’schen auch
die vollstdndige Arbeitsgleichung verwendet werden.

Die einzelnen Terme werden in den entsprechenden Abschnitten zu Verformun-
gen, Lastfillen und Federn beschrieben. Die vollstindige Arbeitsgleichung lautet:

l
szMky dr + MWM;CZ " M My dz +
GIr
Biegemomente Biegemomente Torsionsmomente
um die y—Achse um die z—Achse um die z—Achse
l l
+ P ‘/izvkz dz + ‘/zyvky dz szNk:c -+
z
o T GA o TVTGA
Querkrifte Querkrifte Normalkrafte
in z—Richtung iny—Richtung
l l AT l
z
+ N,arT dx + / MinMT h =4 / M.« +
0 0 0
Gleichmafige Ungleichmafige Temperatur UngleichmafBige Temperatur

Temperatur in z—Richtung in y—Richtung
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CMm

Normalkraftfedern

- g Oilckl -
l

——
Eingeprigte

Lagerverschiebungen

Biegemomentenfedern

E Cilckl
l

N——
Eingeprégte
Widerlagerverdrehungen

Die Erlduterungen zu den verwendeten Symbolen sind wie folgt:

i, k = Spannungszustinde i, k
= Elastizitatsmodul

FE
G
I’!/
IZ
It
A
kQ
aT
T

= Schubmodul

= Trégheitsm. um y—Achse
= Tréagheitsm. um z—Achse
= Torsionstrigheitsmoment
= Querschnittsfliche

= Schubflachenbeiwert

= Temperaturdehnungskoeff.
= Gleichm. Erwiirmung [in K]

AT, = T, — T, (Temperaturdifferenz)

h = Balkenhohe
AT, = T, — T}, (Temperaturdifferenz)
b = Balkenbreite

cy = Translationsfedersteifigkeit [in kN/m]
¢ = Rotationsfedersteifigkeit [in kNm]

Cy = Lagerkraft in Richtung cx;

¢ = Lagerverschiebung [in m]

M, = Einspannmoment in Richtung .,
prw = Lagerverdrehung

2,0m

HEB 260
I, = 14920 cm*

! A=118cm ?

Ag = 24 cm?
E=2,1-10° kN/m*
G=8,1-10" kN/m”

3.0m

Biegemoment M,

Normalkraft N,
Querkraft V.,

+20/3
—20/3 /

—10

Abb. 2.8. Beispiel zur Arbeitsgleichung. Berechnung der Absenkung am linken
Systemende.

Beispiel

Abbildung Es soll gezeigt werden, aus welchen Anteilen sich die Verformung
zusammensetzt. Um die vertikale Absenkung unter der Einzellast von P = 10 kN
zu messen, wird an der gleichen Stelle eine Einzellast von 1 angeordnet. Die Werte
fiir die zugehorigen Momente und Krifte ergeben sich durch Division der Werte aus
dem Lastfall P durch 10.
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Absenkung aus Biegung:

[ M- My, 1/3-(243)(=20)(—2) + 1-3(—20)(-2) _ "
onr = . Bl dv = 2,1-10° - 1,4920 - 10—4 =5,96-10""m

Absenkung aus Querkraft:

C [Vie-Vi , 1-2-(=10)(=1)+1-3- (+20/3)(+2/3) _ »

ov= | ~ga, = 8,1-107 - 0,0024 =1,72-107"m

Absenkung aus Normalkraft:

Nig- N 1-3-(=20/3)(—2/3) 6
- - - 1
= TEa T 100,08 10 m

In der Summe ergibt sich
0=0m~+dv+Idny=5,96+0,172+4 0,005 = 6, 14mm.

Zu Erkennen ist der relativ geringe Anteil der Schubverformungen. Bei Voll-
querschnitten ist der Schubanteil an den Verformungen noch deutlich geringer, denn
fiir Rechteckquerschnitte gilt A/As ~ 1,2, in diesem Fall (I-Profil) gilt jedoch
A/As = 4,9. Die Verformungen aus Querkraft und Normalkraft sind im Vergleich
zu denen aus Biegung gering und werden deshalb oft zu Recht vernachléssigt.

2.1.6 Federn

Jedes Tragwerk ist eine Feder. Denn ein Lastabtrag kann nur stattfinden, wenn Ver-
formungen zugelassen werden. Die einfachsten Federn sind die Normalkraft- und die
Drehfeder. Beide sind aus dem Alltag bekannt, die Normalkraftfeder beispielsweise
aus der Fahrzeugfederung und die Drehfeder aus einer Taschenuhr.

In der Statik werden Federelemente betrachtet, die zur Modelloptimierung bei
Rahmentragwerken verwendet werden. So kénnen beispielsweise Rahmenecken dar-
gestellt werden, die weder steif noch gelenkig sind. Im Gegensatz zu den Weggrofen-
verfahren, bei denen alle Tragwerksteile ohnehin als Federn mit mehreren Freiheits-
graden modelliert werden, wird beim Kraftgréf8enverfahren zwischen Federn und
sonstigen Tragwerkselementen unterschieden, zunichst jedenfalls. Es soll gezeigt
werden, dass die Federwirkung von vornherein im Kraftgrofienverfahren enthalten
ist.

Grundlage der Betrachtung ist das Federgesetz,

cou=f

wobei ¢ die Federkonstante, u die Verformung und f die zugehorige Kraft ist. Die
Arbeit, die eine Kraft bei der Federverformung leistet, ist A = f - u. Und u ergibt
sich gerade aus f/c.

Um die Systematik der Arbeitsgleichung (Arbeit = Kraft x Weg) zu erfiillen,
wird aus dem Hilfszustand die Normalkraft N; mit dem Weg aus dem Lastzustand
N;/er = u(N;) multipliziert. Entsprechend gilt fiir Rotationsfedern A = M; M /cr.

Wird nun eine dimensionslose 1-Last fiir den Hilfszustand verwendet und nicht
1 kN, so ergibt sich im Ergebnis nicht eine Arbeit, sondern eine Verformung.
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Die in den Federn eines Tragwerkes gespeicherte Arbeit wird aufsummiert. Die an
der Feder wirkenden Kréfte sind die Normalkréfte aus den Last- und Hilfszustédnden.
Somit ist gewahrleistet, dass die Feder entsprechend ihrer Einbindung in den Lastab-
trag an den Verformungen beteiligt wird. Jede Feder hat zwei Enden. In der Uber-
lagerung miissen immer die Kraftgroflen verwendet werden, die am selben Ende
anliegen. Eine Feder kann eben immer nur einer Kraftrichtung belastet werden, ent-
weder wird die Feder zusammengedriickt oder auseinander gezogen. Gleiches gilt
auch fiir eine Rotationsfeder.

Folgende Federterme sind in der Arbeitsgleichung enthalten:

6CN — Z Nin N Nkn

CNn
n

CMm
m

Beispiel

Zu berechnen ist die Absenkung unter der Einzellast fiir das in Abbildung [2.9 dar-
gestellte System. Die Arbeitsgleichung lautet in diesem Fall

(=60) - (—4) _ (60) - (4)
0= M- Mi/er 20.000 50.000 O 012m
—_—
Riegel Stil

a)
P=15kN

1 kN

¢;=20.000 kNm

{gﬁ S

El= EA=
lo> = 4,0m §5—2

B e

ElI= FA=
lo = 4,0m

Abb. 2.9. Stabwerk mit Feder. a) System, b) Momente im Lastspannungszustand
und ¢) Momente im Hilfszustand.

Hinweis

Die iibrigen Terme der Arbeitsgleichung stellen prinzipiell auch Federterme dar.
Die Steifigkeiten FA, EI, GAs und GIr entsprechen der Federkonstanten c. Die
KraftgroBen M, N und V miissen noch iiber die Stablidnge integriert werden, weil
die Schnittgréfen Funktionen iiber die Elementlinge sind. Danach entsprechen sie
den an den Federn wirkenden Kriften.
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2.1.7 Zusammenfassung

Das Kraftgroflenverfahren ermoglicht die Berechnung statisch unbestimmter Sys-
teme. Dazu sind sowohl Gleichgewichts- wie auch Verformungsbedingungen heran-
zuziehen. Es werden statisch iiberzéhlige Krifte frei geschnitten, so dass weitere
Gleichgewichtsbedingungen entstehen. Diese Kréfte werden so skaliert, dass sie den
Verformungsbedingungen geniigen. Dies wird iiber die Elastizitadtsgleichung gewéhr-
leistet. Fiir ein n-fach statisch unbestimmtes System ergibt sich die i-te Elastizitéts-
gleichung in der Form:

Sio+ Y Xibi =0 mit i k=1...n.
k
Der Endverlauf der KraftgroBen K (Momente, Auflager, etc.) ergibt sich zu

Kena = Ko + z”: XiK; .

=1

Die Berechnung erfolgt im Allgemeinen unter Betrachtung der Biegemomente
aus Last- und Hilfszustdnden. Zudem wird der Einfachheit wegen mit einer kon-
stanten Steifigkeit EI fiir das gesamte Tragwerk gerechnet und die Schubanteile
werden vernachlissigt. Fiir die Berechnung realer Tragwerke sollte im Fall der sta-
tischen Unbestimmtheit aber mit den vorhandenen Steifigkeiten gerechnet werden,
und je nach Tragertyp auch mit Schub- und Torsionsanteilen.

2.2 Verinderliche Streckenlast

2.2.1 Wenn Einzellasten nicht ausreichen...

Einzellasten werden gerne verwendet, weil ihr rechentechnisches Handling einfach
ist. Allerdings bilden sie die Belastungen auch nur eingeschréinkt ab.

Oft muss deshalb mit verteilten Lasten gerechnet werden. Verteilte Lasten stel-
len bei der Handrechnung immer dann ein Problem dar, wenn die Uberlagerung
der Momentenflachen erfolgen soll, denn in den Integraltafeln sind hierfiir keine
Uberlagerungskombinationen enthalten. In diesem kurzen Abschnitt soll deshalb
die Vorgehensweise bei Vorliegen von verdnderlichen Streckenlasten erklért werden.

2.2.2 Grundlagen

Die veranderliche Last wird in der Regel als Polynom dargestellt. Zwischen den
SchnittgroBen gelten die Beziehungen dM/dz = V(z) und dV/dz = —q(z). Ist die
Funktion ¢(x) bekannt, so muss diese unter Beriicksichtigung der Randbedingungen
zweimal integriert werden, um die Momentenfunktion zu erhalten. Ist ¢(z) ein Po-
lynom ersten Grades oder hoher, so ist die Momentenfunktion mindestens kubisch.
Zudem ergeben sich, abhéngig von den Randbedingungen, quadratische, lineare und
konstante Terme. Im Rahmen der Uberlagerung sind diese einzeln mit den Momen-
tenflichen aus den Hilfszustdnden zu behandeln.



2.2 Veridnderliche Streckenlast 41
2.2.3 Anwendung

Die Vorgehensweise soll an einem Beispiel (siehe Abbildung [2.10) kurz dargestellt
werden. Die Resultierende der Streckenlast ist R und es gilt

a) l 1 b)

- 5 l'qmax q

Mo S mell e

—
-
1

S|

M

I [ ‘ ly

Abb. 2.10. Beispiel eines Trigers mit verdnderlicher Streckenlast. a) System und
b) qualitative Schnittgréfenverliufe.

1
R=—-- max'l-
B q

Zunichst werden die Lagerreaktionen bestimmt:

A= ﬂ

Iy + 142

L+
B=R- 2> —.
L4141

Hiermit kénnen die Randmomente an den Stellen £ = 0 und = = [ bestimmt
werden zu

Zudem gilt fiir die Querkraft:

Die Streckenlast wird definiert iiber
T
q(.T) = (@max (1 l) -

Die Integration liefert zunéchst die Querkraft mit
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l
V(x) :/ —q(z) dx
0

l
:qmax/ E_ldx
o !

= {max |:2l$ —$:|0 +V(.’L‘—O)

1
V(2) = gmax 22z + A
21
Die zweite Integration liefert nun

M(x) :/V(w) dz

= /Qmax (%ﬂﬂ - 33) + V(J? = 0) dx

M(m):qmax <éx3*%$2> +V($:O)£E+M(.’r:0)

Werden die Terme fiir A und M (z = 0) eingesetzt, so ergibt sich fiir dieses Beispiel
die allgemeine Gleichung

1 5 1, 1 2+
M(x) = qmax - § =T~ — = l- === . l .
(@) =4 {6[96 2" +( 2 htivn) @t
Mit I3 =12 =0, ] = 6 und gmax = 10 folgt nun beispielsweise

M(x) = %x3 — 5z + 20z .

Uberlagerung des Momentenverlaufs

Ist ein solcher Momentenverlauf mit einem allgemein linearen Verlauf z.B. aus den
Einszustdnden zu iiberlagern, so erfolgt dies durch die Zerlegung des allgemein ku-
bischen Verlaufes in die reinen Anteile. Die Vorgehensweise fiir die Uberlagerung
einer allgemein kubischen mit einer allgemein linearen Funktion ist im Folgenden
symbolisch dargestellt.

!
/ (c12® + cox® + c3x + ca)(csz + ¢6) dx =
0

1 l l l
:/J~C]dx+/4|-ﬂdx+/A-C]da:—k/D-C]da;
0 0 0 0

Die kubische Funktion wird in die kubischen, quadratischen, linearen und konstanten
Anteile zerlegt und einzeln mit der zweiten Funktion iiberlagert.

2.3 Lastfall Temperatur

Der Lastfall Temperatur ist vor allem fiir statisch unbestimmte Tragwerke beacht-
lich, denn diese erfahren hierdurch mitunter erhebliche Zusatzspannungen, weil die
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Bauteile beispielsweise zwischen den Lagern eingezwingt sind. So ist fiir die Bemes-
sung von Behiltern, bei denen oft grofle Temperaturgradienten von Auflenluft zu
Fiillung vorhanden sind, der Lastfall Temperatur oft mafigeblich.

Die Herleitung soll der Einfachheit wegen am eingespannten Stab erfolgen. In Ab-
bildung ist ein Stab unter Temperaturlast (= Temperaturinderung gegeniiber
dem Einbauzustand) dargestellt. Wére der Stab nicht fixiert, so wiirde sich durch
die Temperatureinwirkungen das Element kréftefrei verformen kénnen. Durch die
Lagerung wirkt im Stab so jedoch die Kraft, die notwendig ist, um den Stab auf
Ausgangsliange zu fixieren. Die Verformungsbedingung fiihrt auf die schon bekannte
Elastizitétsgleichung

010 + 011 - X1 =0.

Der Hilfszustand (Index 1) liefert die Kriifte, der Lastzustand (Index 0) liefert
die Temperaturen. In der Arbeitsgleichung werden drei Terme beriicksichtigt

a) c)
EA, I AT AT

o= e ae——
u(z)

b)

d
dx

Abb. 2.11. a) Stab unter Temperaturlast, b) Hilfssystem und ¢) Lastspannungszu-
stand.

5N:/N¢'OZT~TdZE

6My:/Miy'aT'A§zdm
5Mz:/Miz'aT'Agyd$.

Ein Integral der Arbeitsgleichung liefert stets eine Arbeit (Skalar), Arbeit =
Kraft x Weg . Wenn eine Hilfskraft von 1 und nicht 1 kN verwendet wird, so liefert
das Integral nicht die geleistete Arbeit, sondern den zuriickgelegten Weg. Bei der
Uberlagerung von KraftgroBen beispielsweise ergibt sich:

NN gy [ BN [N

A NJm? -] x = mdm:[N-m].

Die Arbeitsterme aus Temperaturlasten lassen eine vergleichbare Struktur er-
kennen. So gilt beispielsweise fiir die gleichméfige Erwdrmung
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/Ni~aT-T dm:/[kN]~[1/K]-[K]daz:/[kN]-[l]d:r:[kN-m].

In beiden Termen stellt N; die Kraftgrofle aus einem Hilfszustand dar. Die Integrale
J N;/(EA) dz und [ar-T dz liefern die notwendige WeggroBe.

Fiir die Beriicksichtigung einer ungleichmifigen Erwirmung werden die Uber-
lagerungsterme fiir Biegung unter Verwendung der Momente M, ; beziehungsweise
M. ; aus dem Hilfszustand benutzt.

2.4 Verformungen

2.4.1 Arten der Verformung

Verformungen spielen bei der Berechnung von Tragwerken eine besondere Rolle,
wenn die Gebrauchstauglichkeit betrachtet wird. Zu unterscheiden sind

e Einzelpunktverschiebungen aus Belastungen, die iiber die Arbeitsgleichung be-
stimmt werden,

e Verformungsfiguren aus Belastungen, die aus Biegelinien zusammengesetzt und
aus den Momentenflichen und Einzelpunktverschiebungen abgeleitet werden und

e Eingeprégte Verschiebungen.

2.4.2 Einzelpunktverschiebungen
Standardfille

Die Bestimmung von Einzelpunktverschiebungen ist bereits bei der Einfithrung in
das Kraftgroflenverfahren erkliart worden. An der zu betrachtenden Stelle wird eine
1-Kraft in der zu untersuchenden Richtung angetragen. Durch Uberlagerung mit
den Momenten aus der Systembelastung ergibt sich gemé&fl der Arbeitsgleichung die
Verformungsgrofe.

Als Beispiel sind in Abbildung 2:12]a eine Verschiebung, in Abbildung 2:12]b
und ¢ zwei Verdrehungen und in Abbildung 2:12]d eine Relativverdrehung darge-
stellt. Relativbewegungen konnen iibrigens, wie im Beispiel gezeigt, nur an Gelenken
auftreten.

Die Verformungen ergeben sich wie folgt:
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Abb. 2.12. Einzelpunktverformungen: a) Vertikale Absenkung, b) Verdrehung des
linken Gelenkanschlusses, c¢) Verdrehung des rechten Gelenkanschlusses und d) Re-
lativverdrehung am Gelenk.
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1l =gl -l 11 —q* -l
Elo=g3-5 = 3%13 % 32
linear quadratisch
=0,0286¢!1"
Blogp =t bozd® gy 1L —df
PLTH 57Ty 3278
=0,0833¢!*
11 —ql? 1 1 —ql? 1 1 ql?
Blhoon=g 5 5 0¥ g5 5 D55 00
=0,0534¢1*
11 —ql2 1 1 —ql?
11 q B 3

Vollstindige Verformung

Bei Rahmentragwerken (sieche Abbildung kann es vorkommen, dass die verti-
kale oder horizontale Verformung alleine nicht aussagekriftig sind. Vielmehr muss
hier die resultierende Gesamtverschiebung ermittelt werden.

Die Verformungen ergeben sich wie folgt:

BI-5, = /MO Miydz = L(—40) - (=2) - 241+ (—40) - (=2) - 5 — 453,33

(—40) - (=5) - 5 = 500, 00

N = W

EI~(5}L = /M()Ml,hdmz

EI-§= \/EP .02 4+ EI? - 62 = /453,332 4 500% = 674,92

= 5=0,034m.

2.4.3 Das w-Verfahren

Hier soll nur sehr kurz die Vorgehensweise bei Anwendung des w-Verfahrens zur
Ermittlung von Biegelinien und Verschiebungsfiguren aufgefithrt werden, denn ei-
gentlich ist es ein etwas veraltetes Verfahren:

e Berechnung der Knotenverschiebungen an kritischen Punkten iiber den Arbeits-
satz. Dies ist der lineare Anteil der Verschiebungsfigur und liefert einen Poly-
gonzug.

e Berechnung der Felddeformationen iiber die zweifache Integration der Momen-
tenverldufe. Die Berechnung wird fiir gelagerte Balken durchgefiihrt. Dies ist der
gekriimmte Anteil der Verformungsfigur.

e Die Addition beider Verschiebungsanteile liefert die endgiiltige Verformungsfi-
gur.
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d)

EI=20.000 kNm?
EA=00
h=5,0 m
1=2,0 m

Abb. 2.13. Vollsténdige Einzelpunktverformungen setzen sich (in der Ebene) aus
beiden Verformungskomponenten zusammen. a) System, b) Momente aus Last, ¢)
Momente aus vertikaler 1-Kraft und d) Momente aus horizontaler 1-Kraft.

2.4.4 Eingeprigte Verschiebungen

Eingepréagte Verschiebungen treten in zwei Formen auf:

e Lagerabsenkungen. Sie haben in Bezug auf Zusatzspannungen nur auf sta-
tisch unbestimmte Tragwerke einen Einfluss, denn hier rufen diese Verformun-
gen Zwangskrifte hervor. Bei statisch bestimmten Systemen sind dahingegen
Starrkorperbewegungen moglich, die kréftefrei vollzogen werden.

e Punktverformungen. Sie rufen immer Belastungen im Tragwerk hervor.

Lagerabsenkungen

Lagerabsenkungen werden iiber die Arbeitsgleichung erfasst. Die Arbeitsterme ge-
hen mit negativem Vorzeichen in die Bilanz ein. Mit den Lagerkréiften C' an den
Stellen ! in den Lastféllen 4, k und den entsprechenden Verschiebungen ¢ aus dem

Lastspannungszustand gilt
55 =—Y Cu-cu.

Fiir Einspannmomente gilt entsprechend

6¢ = *ZMiw * Pkw-

Die Vorzeichenregelung soll am Beispiel erklédrt werden. Es wird ein Einfeldtréger
unter konstanter Streckenlast ¢ betrachtet (siehe Abbildung. Zusétzlich erfihrt
das Lager B eine Absenkung um J§. Gemessen werden soll die Absenkung in Feld-
mitte. Fiir den Lastfall (¢ # 0,6 = 0) ergibt sich die Verformung (aus [25]) zu
w(l/2,q) = %;m. Die vertikal nach unten gerichtete Testkraft in Feldmitte liefert
eine nach oben gerichtete Lagerreaktion von 1/2. Infolge der Lagerabsenkung wird
negative Arbeit geleistet (—1/2 - J). Durch das negative Vorzeichen des Terms in
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Abb. 2.14. Lagerabsenkungen. a) System mit Belastung und b) Hilfszustand.

der Arbeitsgleichung wird die Richtung fiir die Auswertung der Verformung wieder
korrigiert. Das Vorzeichen muss deshalb gedndert werden, weil nicht die Messgrofie
selbst (1-Kraft) in die Betrachtung eingeht, sondern die Reaktion des Systems hier-
auf, aber die Verformung aus dem eigentlichen Lastfall direkt iibernommen wird.
Die Gesamtverformung ist damit

A A U (AN )
wl/2,0+9) = 777 ( 2> 0= 76.8EI "2
Punktverschiebungen

Im Kraftgroflenverfahren kénnen nicht direkt Wege dson als Belastung aufgebracht
werden. Deshalb wird eine skalierbare Kraft aufgebracht. Die Vorgehensweise ist wie
folgt:
1-Last dort aufbringen, wo eine Verformung aufgebracht werden soll.
Momentenflichen berechnen.
e Verschiebung dis; unter 1-Last auswerten (Uberlagerung der Momente mit sich
selbst).
e 1-Last mit dson/dist multiplizieren.
e Momentenfliche aus 1-Last mit dson/dist multiplizieren.
Dieses Verfahren wird in der Statik bei der Berechnung von Einflusslinien fiir statisch
unbestimmte Systeme angewandt, wenn der negative Skalierungsfaktor bestimmt
wird.
Die Vorgehensweise soll im Beispiel (Abbildung gezeigt werden. Aus der
1-Last resultiert der dargestellte Momentenverlauf. Die Uberlagerung liefert

1 (=5)° -3
dist = =+ D+ =2,083-10 .
©= 377720000 "
Das Verhéltnis von Sollabsenkung und der Absenkung aus der 1-Last ist
(55011 o 07 0lm _ 47 s,

dist  2,083-10—3m

Damit muss die 1-Last mit dem Faktor 4,8 multipliziert werden, um die Verformung
6 = 0,01 m zu erreichen. Das Einspannmoment wird auf —24 kNm skaliert.
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ﬂ 5:0,01 m ﬂ
2 T l 2 T Z ==

EI=20.000 kNm? M=—24 0=0,01 m
[=5,0 m M=-5

a) b) 1l c) 438 kNi

Abb. 2.15. Verformung als Belastung aufbringen. a) System, b) Momente aus 1-
Last und c) skaliertes System.

2.5 Orthogonalitidt von Spannungszustinden

2.5.1 Herleitung

Grundlage des Kraftgroflenverfahrens ist die Arbeitsgleichung. Die Bilanzierung
von innerer und &uBerer Arbeit geschieht mittels Uberlagerung verschiedener Last-
zustdnde. Wird nun ein Hilfszustand mit dem Endzustand iiberlagert, so ist die
geleistete Arbeit gerade Null — aber wieso?

Uber die Elastizitéitsgleichung werden die Hilfszustéinde so skaliert, dass sie die
Verformungsbedingungen des Systems erfiillen. Aus der Addition der skalierten
Hilfszustédnde und dem Lastzustand ergibt sich der Endzustand der Schnittkraft-
flichen und Lagerreaktionen. Wird nun der Endzustand mit einem Hilfszustand
iiberlagert, so geschehen zwei Prozesse:

e Der Lastzustand wird mit dem Hilfszustand iiberlagert.
e Der skalierte Hilfszustand wird mit dem nicht skalierten Hilfszustand iiberlagert.

Nun ist der Skalierungsfaktor gerade die Wechselwirkung von Last- und Hilfszu-
stand. Weil dieser zur Modifikation des Hilfszustandes negativ angesetzt wird, ergibt
die Summe bei der Uberlagerung gerade Null. In Kurzform (ET sei der Einfachheit
wegen 1):

1)
Verformungsbedingung: X7 = _6&
11
Superposition: Meng = Mo + X1 M1 = Mgy — Mléﬂ .
11

Die Uberlagerung eines Hilfszustandes mit dem Endzustand liefert dann

l
5:A:/ McndMldl'
0

l
:/ (M()—Ml(sﬂ)Mldm

0 611

l l 510
:/ MoMldx—/ Mllede‘

0 0 611

0

=610 — O o2 =0.

511
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b)
g g
e
I

flw)=" T
F=035:40:42;40;38:32) Fog=lrl- lgl- cose
g(z)=" £ og=f1" |9l cos(@=90°) =0
g=[2,3;0,8;:0,8;15;20;1,7]
fg=35-23+4,0-08+..= 33,65

Abb. 2.16. a) Zwei Funktionen und Vektorisierung und b) Skalarprodukt von Vek-
toren.

Zwei Funktionen (siche Abbildung lassen sich iiber ihre Funktionsterme
f(z) = ... und g(z) = ... eindeutig beschreiben. Jede Funktion kann aber auch
iiber eine Koordinatenbeschreibung definiert werden. Wird ein einheitlicher Abszis-
senabstand vorgegeben, so ist iiber einen Vektor, in dem die Ordinaten eingetragen
werden, die Beschreibung des Funktionsverlaufs recht gut moglich. Werden nun zwei
vektoriell beschriebene Funktionen {iberlagert, ergibt sich das Skalarprodukt. Zwei
Vektoren werden orthogonal genannt, wenn ihr Skalarprodukt gerade Null ist. Die
Uberlagerung von End- und Hilfszustéinden muss im Ergebnis Null liefern. Die vek-
torielle Sichtweise liefert hierfiir den Begriff: Orthogonalitédtsbedingung. Sie hat zur
Folge, dass die Arbeiten, die bei einer solchen Uberlagerung geleistet werden, in
der Summe gerade Null sind. Doch warum ist die Arbeit bei der Uberlagerung von
jedem Hilfszustand mit dem Endzustand gerade Null?

Antwort: Weil. ..

e ...das statisch bestimmte Hauptsystem an seinen Lagern die Verformungsbe-
dingungen des Ausgangssystems einhélt und
e ...die Hilfszustinde so skaliert werden, dass im Zusammenwirken der Hilfs-

zusténde nach der additiven Zusammensetzung der Momentenflachen ebenfalls
die Verformungsbedingungen einhalten werden.

Bei der Uberlagerung ergibt sich analog zum einfach statisch unbestimmten Fall die
Wechselwirkung zu Null. Fiir hohergradig statisch unbestimmte Systeme werden die
Gleichungen als lineares Gleichungssystem in der Form

Ax =0
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geschrieben. Dabei bedeutet im einzelnen

A = [§ix]
b=[—6i)].

Die Losung des Gleichungssystems ldsst sich iiber die Bestimmung der Inversen
berechnen:
x=[X;]=A"b.

Im Folgenden wird die Indexschreibweise gewihlt. Fiir den Endmomentenverlauf
Mena gilt
Mena = Mo + ML - X, :MO—MJCT'(S;;CI - 80 -

Die Uberlagerung eines beliebigen, aber fest gewihlten Hilfszustandes M; mit
dem Endzustand ergibt nun

1 l
/ MenaM; dx = / (Mo — Mj; 63" 610) M dac
0 0
1 1
:/ MOde:U—/ Mg5;€1610M]d$
0 0
l
= jo_/ My (Mi My) ™" 6o M; da
0
l
= ],0,/ ME M7 M M My M da
0

l
= jo-/Modeﬁ?:(sjo—(Sjo:O.
0

2.5.2 Beispiel

Abb. 2.17. Beispiel zur Orthogonalitét von Lastzustdnden: a) System, b) Lastzu-
stand, c) Hilfszustand und d) Additive Uberlagerung.

Es ergeben sich folgende Uberlagerungszahlen fiir das in Abbildung darge-
stellte Beispiel:
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1 I? ql*
Po=t-3- (D) (‘q‘a) s
1 3
din=1-=-(=0)(-l) =~
n=log e (<D= =
Die Elastizitétsgleichung liefert
(510 3ql
X, =0 __ 29
YT T 8

Die skalierte Hilfsfunktion bekommt einen Momentenmaximalwert von

_ 3ql?

M.
’ 8

Der Endmomentenverlauf setzt sich aus den beiden Teilverldufen (Dreieck und Pa-
rabel) zusammen. Wird dieser nun mit dem Hilfszustand wieder iiberlagert, so folgt:

1 ql? 1 3ql? qlt  ql*
o=1l-=-(-0)|—— l-=-(-1 =—-=—=0.
4 ( )< 2>+ 3 ( )( 8 8 8 0

Parabel Dreieck

2.5.3 Reduktionssatz

Fiir die Berechnung von Weggroflen mit dem Kraftggroflenverfahren stellt der Re-
duktionssatz eine wesentliche Erleichterung dar. In Worten ausgedriickt lautet der
Reduktionssatz:

?Zur Berechnung von FEinzelverformungen an statisch unbestimmten Tragwerken
braucht nur einer der beiden Kraftgrofienzustinde eines Formdnderungsintegrals am
statisch unbestimmten Tragwerk ermittelt werden; der andere kann einem beliebi-
gen, aus dem Originalsystem entwickelten, statisch bestimmten Hauptsystem ent-
stammen.”

Der Beweis des Reduktionssatzes ist mit der Kenntnis der Orthogonalitéitsbe-
dingung leicht zu fiihren.

Es seien Meng und Ms zwei an dem gleichen statisch unbestimmten Tragwerk
berechnete Momentenverldufe. Dabei ist Mena der aus der Systembelastung resul-
tierende Momentenverlauf und M; ein durch eine Eins-Kraft hervorgerufener Mo-
mentenverlauf. Die Verschiebung an der Stelle der Eins-Kraft berechnet sich tiber
das Forménderungsintegral

l
Mena Ms
o= [ = ""dx.
/o BI %

Der Endmomentenverlauf berechnet sich allgemein iiber

Mend = MO +Xa My + XoMs + -+ XM,
= Mo+ ) XiM;.
1=1

Setzt man die Gleichung des Endmomentenverlaufes in das Formadnderungsintegral
ein, so erhilt man
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1 n
Mend ) S §
6:/0 o (Mo—l—;:lXiMi)da:

l 5 n .
:/0 %dm+; {Xf/() ]\4encl]\4-,'(s dm} .

=0

Der letzte Integralausdruck ist aufgrund der Othogonalitétsbedingung identisch
Null. Es verbleibt lediglich die Uberlagerung des Endmomentenverlaufes mit dem
Lastzustand (Eins-Belastung) am statisch bestimmten System.

2.6 Raumtragwerke

2.6.1 Projektion

Réaumliche Tragwerke werden von Anfingern im Statikgeschéft gerne gemieden, weil
sie Vorstellungsvermogen und Abstraktionsfahigkeit am stérksten fordern, gerade
wenn es um die Berechnung von Hand geht. Dabei ist es eigentlich ganz einfach:
Bei der Handrechnung werden die rdumlichen Systeme in Ebenen projiziert, auf
denen das Tragwerk als ebenes Problem behandelt wird. Bei Hallengeriisten oder
Stockwerksrahmen funktioniert diese Herangehensweise sehr gut, bei Konstruktio-
nen, die keinem Raster unterworfen sind, eher nicht.

2.6.2 Vorzeichendefinition

Die Bestimmung der Vorzeichen sollte geméfl dem Schnittprinzip erfolgen. Vor allem
bei den Torsionsmomenten besteht keine andere Moglichkeit der Feststellung. Hier
muss das Momentengleichgewicht am frei geschnittenen System hergestellt und die
Gleichung nach M aufgelost werden.

Fiir die Biegemomente ergibt sich neben dem Schnittprinzip und somit der rech-
nerischen eine zweite mehr anschauliche Moglichkeit der Vorzeichenfindung. Hierzu
muss die Verformung skizziert werden (vergleiche Abbildung [2.18]). Durch die Ver-
biegung des Tragwerkes entsteht auf einer Seite des jeweiligen Elements Zug. Auf
dieser Seite wird die Momentenfliche angetragen. Das Vorzeichen ergibt sich nun
aus dem Koordinatensystem, siehe hierzu Tabelle [2:1]

Tabelle 2.1. Vorzeichen der Momente und Antragsrichtung.

Koordinaten z  Biegemoment M, Koordinaten y Biegemoment M.,
positiv positiv negativ positiv
negativ negativ positiv negativ
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a) M(z) M) M(a) M(a)

y <= +P

P < P

Abb. 2.18. Riumlicher Kragarm, a) Biegemomente und b) Torsion.

2.6.3 Losungsstrategie

Die Strategie zur Behandlung der rdumlichen Tragwerke ist dieselbe wie bei ebenen
Systemen.

Der Grad der statischen Unbestimmtheit kann iiber das Abzéihlkriterium mit
dem Grad der statischen Unbestimmtheit n, der Lageranzahl a, der Stabanzahl p,
der Knotenanzahl k£ und der Gelenkanzahl r zu

n=a+6(p—k)—r

ermittelt werden. Einfacher ist jedoch das Entfernen von Lagerreaktionen und/oder
Pendelstében, weil hierdurch immer nur eine Kraft eliminiert wird, sieche Kapitel
[212] Das System ist dann statisch bestimmt, wenn es in den drei Projektionen
jeweils ein statisch bestimmtes System bildet.

Fiir das statisch bestimmte Hauptsystem und die Hilfszustdnde miissen die La-
gerreaktionen bestimmt werden. Hierzu sind gegebenenfalls Projektionen zu betrach-
ten. Die Schnittgrofenermittlung reduziert sich in den meisten Fillen auf die Bestim-
mung der Biege- und Torsionsmomente. Die Uberlagerung der Spannungszustinde
erfolgt gemifl der vollstiandigen Arbeitsgleichung.

2.6.4 Lagerreaktionen

Fiir den in Abbildung dargestellten Rahmen soll die Ermittlung der Lagerreak-
tionen gezeigt werden. Das Tragwerk wird dazu in die Ebenen 1-3 und 2-3 projiziert.
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System Lager und globale
Richtungen
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/ P=20kN I/ =
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Abb. 2.19. Bestimmung der Lagerreaktionen bei einem Raumtragwerk. System mit
Ansichten.

FEbene 1-3

Die Kréifte Pi und P> liefern keinen Beitrag zu den Lagerreaktionen Ai 13, Bi,13
und C,13. Sie wirken in der Ebene 2-3. Aus diesem Grund muss in der Ebene 2-3
das Lager C nicht beachtet werden. Zudem ist auch die Torsionssteifigkeit im langen

Riegel Null, es kann somit auch keine Drehung iibertragen werden. Nur die Kraft
Ps erzeugt in der Ebene 1-3 Lagerreaktionen. Damit folgt:

> H=0= Csi3=Ps=15kN
ZM =0= 72A1’13 = 7231,13 = 01713 =15 % =12,5kN.

FEbene 2-3

... liefert folgende Beziehungen:
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iH:OiBQQgIO

> M =0= A1 =—Bis =20-2/4=10kN.
Lager gesamt

Aus den einzelnen Ansichten folgt:

A1 = A113 4+ A1,23 = —12,5/2+ 10 = 3, 75kN,
B1 = Bi,13+ B2z = 712,5/2 — 10 = —16,25kN,

By = 32,23 =0,
Cr = C1713 = 12,5kN,
C>=0 und

Cs = 03,13 = 15kN.

2.6.5 Schnittgréfen

Die Ermittlung der Schnittgréfien soll am in Abbildung dargestellten System
gezeigt werden.

Zunichst werden die Momente M, iiber Projektionen (Blicke) bestimmt. An-
schliefend werden nach Kréftezerlegung die Momente M, und Mt berechnet. Die
Zerlegung der Krifte stellt eines der grofiten Probleme bei rdumlichen Statikbe-
rechnungen dar. Liegen verteilte Lasten vor, so ist — aufler am direkt belasteten
Tragwerksteil — mit den Resultierenden zu rechnen.

2.7 Zum Merken

Fiir die Berechnung eines statisch unbestimmten Systems miissen Nebenbedingun-
gen (Gelenke, Entfernung von Lagern, ...) geschaffen werden, so dass ein statisch
bestimmtes System — das Hauptsystem — entsteht, denn nur dieses ist iiber Gleich-
gewichtsbetrachtungen hinsichtlich der Schnittgréflen berechenbar.

An den eingefiigten Nebenbedingungen werden Einheitskréifte angetragen. So-
wohl fiir die eigentliche Belastung wie auch fiir die Einheitskrifte werden Schnitt-
groBenverldufe ermittelt.

Die Berechnung der §;;-Zahlen ist eine Berechnung der Verformungen und in
gewisser Hinsicht der Wechselwirkung der Energien aus den Spannungszustdnden.
Die Verformungen — oder Energien — werden mit Hilfe der Elastizitidtsgleichung so
eingestellt, dass die geometrischen Randbedingungen des Tragwerks an den anfangs
eingefiigten Nebenbedingungen eingehalten werden, d.h. es diirfen keine Knicke oder
Spriinge im statisch unbestimmten System vorhanden sein.

Kern des Kraftgroflenverfahrens ist somit die Energieberechnung iiber Einheits-
kréifte im Zusammenspiel mit der Energiebilanzierung iiber die Elastizitétsglei-
chung. Die Bezeichnung Kraftgrofenverfahren kommt also nicht nur daher, dass
man zunichst die Krifteberechnung durchfithren muss, sondern auch daher, dass
ein wichtiger Teil des Verfahrens die Betrachtung der energetischen Wechselwirkung
von KraftgroBen infolge Einheits-Kraftgrofien ist.
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M =Pa-sinf
sina .
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) l COSQY cos3
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Abb. 2.20. Schnittgrofen bei einem rdumlichen Tragwerk. a) System, b) Schnitt-

gréBen und Lager und c) Hilfsansichten.
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2 KraftgroBenverfahren

2.8 Fragerunde

Wieso kénnen durch Anwendung des Schnittprinzips nur statisch bestimmte
Tragwerke berechnet werden?

Wie lautet die Elastizitatsgleichung, und wofiir wird sie verwendet?

Kann man mit Hilfe des Schnittprinzips die Schnittgrofien an statisch unbe-
stimmten Tragwerken kontrollieren?

Warum werden bestimmte Spannungszustédnde zueinander orthogonal gesehen?
Welche sind es?

Aus welchem Grund sind Temperaturbelastungen fiir statisch bestimmte Sys-
teme eher unkritisch, jedoch fiir statisch unbestimmte Systeme mitunter sogar
mafgeblich fiir die Bemessung?

Wieso kann man das Vorzeichen von vielen Schnittgréfen aus der Verformungs-
figur ableiten, von manchen aber auch nicht?

Kann man mit dem Kraftgrofenverfahren/ Schnittprinzip auch gekriimmte Bau-
teile berechnen? Wie wiirden Sie vorgehen? Wie wiirden Sie die Giite des Er-
gebnisses einstufen?

Kann ein statisch bestimmtes System ausschliefilich durch Verformungsbedin-
gungen berechnet werden, oder miissen immer Gleichgewichtsbedingungen ver-
wendet werden?
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Weggroflenverfahren

3.1 Matrizenverschiebungsmethode

3.1.1 Eine Welt aus Federn

In der Mechanik und Statik werden zwei grundlegend verschiedene Verfahren zur
Tragwerksanalyse betrachtet: Kraftgroflenverfahren und WeggroBenverfahren.

Das bereits vorgestellte Kraftgrofenverfahren (KGV) beruht auf dem Schnitt-
prinzip und den Verformungsbedingungen. Das eigentliche Tragwerk muss in ein sta-
tisch bestimmtes System iiberfiihrt werden. Entsprechend der hinzugefiigten Verfor-
mungsfreiheitsgrade (Damit sind Gelenke gemeint.) miissen Hilfszusténde generiert
werden. Es existiert jedoch keine richtige Systematik fiir diesen Prozess. Eine mo-
dulare Behandlung von Tragwerken mit vorgefertigten Elementen ist deshalb nicht
moglich und eine EDV-gestiitzte Berechnung folglich nur schwer zu realisieren. Das
KraftgroBenverfahren ist somit nur fiir die manuelle Berechnung von Tragwerken
vorgesehen, denn nur der Mensch hat geniigend Phantasie, um das KraftgréfSenver-
fahren auch anzuwenden.

Prinzipiell stellen die Weggréfenverfahren das Spiegelbild zum KGV dar; Wur-
den bei dem Kraftgroflenverfahren in erster Linie Kraftgroflen berechnet, so werden
beim Weggroflenverfahren immer erst einmal die Weggréflen bestimmt. Es werden
Verformungen betrachtet und hieraus Krifte abgeleitet. Das Tragwerk wird mit
standardisierten Bauteilen modelliert, z.B. Balken und Stab. Die modularisierte Be-
handlung und der schematische Ablauf ermdglichen die EDV-Behandlung von Trag-
werken. Die Matrizenverschiebungsmethode (MVM) ist deshalb von grofier Bedeu-
tung, weil sie die grundlegenden Mechanismen der finite Elemente Methode (FEM)
beinhaltet.

Die Berechnungen nach dem Weggrélenverfahren sind mit einem deutlich grofle-
ren Rechenaufwand verbunden, als die Berechnungen nach dem KraftgroBenverfah-
ren. Dem Menschen fehlt hier die nétige Rechenleistung, nicht aber dem Computer.
Das Weggroflenverfahren ist ein auf den Computer zugeschnittenes Verfahren.

Das in diesem Kapitel behandelte WeggroBenverfahren betrachtet statische Sys-
teme als Federn. Ein einfacher und sehr geldufiger Fall fiir diese Betrachtungsweise
ist die Feder (siehe Abbildung[3.1]a) und das von ihr abgeleitete Federgesetz

k-u=f
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wobei k die Steifigkeit, u die Verformung und f die hierzu gehorende Kraft ist. Die
Verformungen und Kréfte an einem Tragwerk sind offensichtlich zueinander propor-
tional; Kraft und Verformung sind duale Gréflen, denn sie sind iiber die Steifigkeit
untrennbar verkniipft.

Wird die Feder frei geschnitten (sieche Abbildung b)7 so besitzt sie an beiden
Enden Verformungs- und Kraftfreiheitsgrade. Wird die linke Seite festgehalten (u1 =
0) und an der rechten mit einer Kraft f> gezogen, so bedarf es einer Kraft links von
f1 = — f2 zum Festhalten. Die Verschiebung rechts ist dann us = fo - I/(EA).

Bei Fixierung der rechten Seite und Lastangriff auf der linken ergeben sich die-
selben Ergebnisse, nur mit vertauschten Vorzeichen. In Matrizenschreibweise fiithrt

diese Betrachtung auf
EfA 1 -1 Ul _ f1
l -1 1 uz | | f2|
|

~——
K u f

Die Kréfte sind mit den Verschiebungen iiber die Steifigkeitsmatrix verkniipft.

a) . b) .
PVOAA-= | A
U Uo

‘ k —k U f
e [ 3 [2]- 1] -

Abb. 3.1. Das Federgesetz als Grundlage der Matrizenverschiebungsmethode. a)
Feder mit einem Freiheitsgrad und b) mit zwei Freiheitsgraden.

Fiir die Herleitung der Elemente der Steifigkeitsmatrix stehen noch andere Ver-
fahren zur Verfiigung. In [20] werden die Wege iiber das Prinzip der Virtuellen
Verriickungen und iiber das Verfahren von Ritz dargestellt.

Das Ergebnis der Betrachtungen ist jedoch stets dasselbe: Die Eintrage in den
Steifigkeitsmatrizen ergeben sich aus der Uberlagerung von Ableitungen der Ein-
heitsverformungen. Einheitsverformungen sind diejenigen Verformungsfiguren, die
sich an einem Element (Feder, Stab oder Balken) einstellen, wenn alle Weggréfien
bis auf eine an den Réndern gesperrt sind und eine Weggréfle von Eins vorgegeben
wird. Die Einheitsverformungen werden in Abschnitt ndher behandelt.

Die Steifigkeitseintrége fiir die zum Stab gehérende Matrix lauten:

1
kij:ETA/ (p;%p;-dx
0

und fiir den Balken ergeben sich die Koeffizienten zu

1
o= [t o
0
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wobei die Funktionen ¢ die Einheitsverformungen fiir den jeweiligen Freiheitsgrad
sind. Einheitsverformungen werden spéter noch ausfiihrlich behandelt.

3.1.2 Eigenschaften einer Steifigkeitsmatrix

Eine Steifigkeitsmatrix beschreibt vollstiandig die Zusammenhénge der Kraft- und
Weggrofien in einem Tragwerkselement oder auch der gesamten Tragstruktur. Durch
geeignete Wahl der Verschiebungsvektoren kénnen die Herleitungsgrundlagen (Prin-
zip der virtuellen Verriickungen, Gleichgewicht, etc.) aus dem Federgesetz fiir mehr-
dimensionale Federn extrahiert werden.

A = [
b

L

Abb. 3.2. a) Statische System mit Auflagern und angreifenden Kréften. b) Zwei am
System mogliche Starrkdrperbewegungen, links eine Translationsbewegung, rechts
eine Rotationsbewegung.

Die Steifigkeitsmatriz ist symmetrisch.

Die Eintrage der Steifigkeitsmatrix sind deshalb zur Hauptdiagonalen symmetrisch,
weil die wechselweisen Arbeiten, die bei der Uberlagerung geleistet werden, identisch
sind. Die Definition der Steifigkeitskoeffizienten iiber die Einheitsverformungen be-
ruht gerade darauf, dass die inneren wechselweisen Arbeiten am System betrachtet
werden. Dies fithrt nach dem Satz von Bettﬂ genau auf die Symmetrie der Steifig-

keitsmatrizen
l 1
M, - M,

Aimn = BT voolhd :/ kL L}

l

M, - M

Ai,nm = / ——- dx = Ai,mn = Ai,'nm .

0 EI

Die Symmetrie lasst sich auch durch eine aufgebrachte virtuelle Verschiebung
zeigen. Es gilt
'&TKu = ’U,TK'ﬂ = k)i]' = k’ji s
was die Symmetrieeigenschaft bestatigt.

! Die Arbeiten, die die Kriifte des ersten Systems auf den Wegen des zweiten Sys-
tems leisten sind gleich den Arbeiten, die die Krifte des zweiten Systems auf den
Wegen des ersten leisten.
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Starrkorperbewegungen sind krdftefres.

Wird die Steifigkeitsmatrix (n mal n Elemente) mit einem Verschiebungsvektor (n
Elemente), dessen Eintriige identisch mit einer Starrkérperbewegung sind, multipli-
ziert, so ist der Kraftvektor gleich dem Nullvektor

K'UOZO.

Fiir ein Einfeldtriager sind zwei mogliche Starrkérperbewegungen in Abbildung
B2b dargestellt. An diesem Beispiel soll obige Aussage verdeutlicht werden. Fiir
die erste Bewegung gilt u1 = uz = 1 und w2 = us = 0, d.h. der Balken fiihrt eine
vertikale Verschiebung von 1 aus und verdreht sich nicht.

12EI 12EI
3 BE 1] 10
_12EI 12EI | 1] ~ |0

3 3

Fiir die zweite Starrkdrperbewegung, eine Verdrehung von 45 Grad um das linke
Auflager, hat die Weggroflen us = us = 1, ug = —l und u; = 0. Demnach ergibt
sich folgende Gleichung.

4FEI 6EI 2FEI

E l 1 0
6 EI 12EI 6 EI 1 — o
2B 2 T

1 0

2FEI 6FEI 4FEI
l 12 l

Das System ist im Gleichgewicht.

Die Verwendung der Starrkorperbewegungen fiihrt auf das Krifte- beziehungswei-
se Momentengleichgewicht. Dazu ist die Gleichung K v = f von links mit einem
Starrkoérperbewegungsvektor zu multiplizieren. Da die Multiplikation der Steifig-
keitsmatrix mit dem Vektor uo den Nullvektor ergibt, muss die gesamte Gleichung
Null sein,

ug Ku= ug f=0.

Die im Kraftvektor stehenden Krifte, dass sind alle am System vorhandenen
dufleren Lasten, halten das System im Gleichgewicht. Die erste Starrkérperbewegung
in Abbildung[3.2] soll wieder als Beispiel dienen. Die angreifende Last F wird dafiir
jeweils zur Hélfte auf die beiden Auflagerknoten verteilt, da die Bewegungen nur
in den Knotenpunkten betrachtet werden. In der Resultierenden entspricht diese
Aufteilung wieder der angreifenden Last. Folglich enthilt der f-Vektor die beiden
zu beriicksichtigenden Eintrige fi = —A+ F/2 und f3 = —B + F/2. Dies fiihrt auf
die Gleichung

—A+F/2] _ _
[11}-[_B+F/2]_0 = —-A-B+F=0,

und das entspricht gerade der Summe aller vertikalen Lasten, | >V = 0.
Eine Starrkorperbewegung fithrt dazu, dass die linke Seite der Gleichung zu Null
wird. Folglich muss auch das Skalarprodukt auf der rechten Seite Null sein, so dass
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die geleistete Arbeit der dufleren Kriifte, die alle im f-Vektor enthalten sind, gerade
Null wird. Das Prinzip der virtuellen Verriickungen fiir statisch bestimmte Systeme
lasst sich somit in der Form schreiben:

su’ - f=0.

3.1.3 Zusammenfiigen von mehreren Tragwerkselementen

Die Generierung der Gesamtsteifigkeitsmatrix eines Systems erfolgt (theoretisch)
iiber den Vergleich von mehrfach belegten Freiheitsgraden. Dazu sind lokale (am
Tragwerkselement) und globale Freiheitsgrade (an markanten Stellen des Tragwer-
kes, in der Regel den Elementgrenzen) zu definieren. Die Verkniipfungsmatrix, we-
gen der Eintragsmoglichkeiten 0 oder 1 auch Boolesche Matriz genannt, stellt den
Zusammenhang zwischen Elementfreiheitsgraden und globalen Freiheitsgraden dar.
Beispielsweise gilt fiir das System in Abbildung [3.3

f=B-f
i1 1000 i
f2| =|0110]- h
fa 0001| |21
- - f2,2
uw=DBT 4
U,171- _100
wa| _ (010 ™
uga|  |010] |77
usp| |oo1| L3

Die Gesamtsteifigkeitsmatrix ergibt sich aus der unverkniipften Matrix der Ele-
mente K durch Multiplikation mit der Booleschen Matrix B geméif

B-K-BT=K

1000 k -k 0 O 100 E —k 0
-k k 0 O 010
0110 . = |-k 2k —k
0001 0 0k =kl 1010 0 —k k
0 0 —k k 001
fi fia fiz f2 fen fa2 f3
O O O
. , 1 ) 2] o Abb. 3.3. System mit
up Ui ui,2 U2 U2 U2,2 U3 .
EA EA zwei Stabelementen.
k= e k= e Lokale und globale
Freiheitsgrade.

Einfacher und gebréuchlicher ist jedoch der Weg iiber eine Inzidenztabelle (siehe
Tabelle [B.1)). Die lokalen Freiheitsgrade werden genau den globalen Freiheitsgraden
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Tabelle 3.1. Inzidenztabelle zum Beispiel aus Abbildung

Globaler Freiheitsgrad 1 2 3
Lokaler Freiheitsgrad, Element 1 1 2
Lokaler Freiheitsgrad, Element 2 1 2

zugeordnet, in deren Spalte sie stehen. Die Indizierung erfolgt stets doppelt, so
dass ein lokaler Freiheitsgrad x,y auf einen globalen i, j abgebildet wird. Ist einem
Element keinen Eintrag beziiglich eines globalen Freiheitsgrades zugeordnet, so ist
es dort nicht angeschlossen.

Federelemente im System

a)
L AAVMA- 2
— —
cT

RIS

Federelemente werden genau wie alle anderen Elemente wie Stab und Balken
auch in das System iiber die Inzidenztabelle eingebunden. In Abbildung [3-4]sind die
zwei Federelemente, Translations- und Rotationsfeder, dargestellt. Beide Elemente
besitzen zwei Freiheitsgrade, die Translationsfeder jeweils einen am Stabanfang und
-ende in Wirkungsrichtung der Feder. In der Regel stimmen diese Elementfreiheits-
grade dann mit einem globalen horizontalen oder vertikalen Freiheitsgrad iiberein.
Aber, genau wie bei einem Stab, konnen Translationsfedern auch in einem Winkel
angeordnet sein und haben dann insgesamt vier Freiheitsgrade, zwei horizontale und
zwei vertikale, siehe auch Kapitel Anstelle der Stabsteifigkeit EA/l wird die
Federsteifigkeit cr eingesetzt.

Rotationsfedern haben ebenfalls zwei Freiheitsgrade, allerdings sind es Drehfrei-
heitsgrade, die in das globale System eingefiigt, mit den globalen Drehfreiheitsgraden
zu verkniipfen sind. Fiir die Rotations- oder auch Drehfeder genannt, ist die in Ab-
schnitt [3:3-2) beschriebene Elementsteifigkeitsmatrix zu verwenden. Es ist lediglich
die Dehnsteifigkeit F A/l durch die Drehfedersteifigkeit cr auszutauschen.

Abb. 3.4. a) Translationsfeder als Element
und b) Rotationsfeder als Element
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3.1.4 Krifte und Verformungen

An jedem Knoten kann entweder eine Kraft- oder eine Verformungsgrofie vorgegeben
werden. Die Vorgabe beider Grofen ist nicht zuldssig. Dies wird schon bei der ein-
fachen Feder offensichtlich: Die gekoppelten Grofien v und f konnen bei bekannter
Steifigkeit k nicht beide vorgegeben werden. Die Krifte ergeben sich aus den inneren
Lasten (f-Vektor) und den &dufleren Einwirkungen — oder auch negativen Festhalte-
kréaften — (p-Vektor). Im folgenden Kapitel wird die Berechnung der Kraftvektoren
néher erldutert.
Die Berechnung der negativen Festhaltekrifte erfolgt gemé&f

pi= [ o) do.

Die Uberlagerung der i-ten Einheitsverformung mit der Belastungsfunktion ergibt
demnach die negative Festhaltekraft p;. Die Einheitsverformungen werden spiter
noch ausfiihrlich beschrieben.

Ist die Steifigkeit eines Teils oder eines gesamten Systems unbekannt, so kann
die natiirlich ermittelt werden, wenn die Krifte und die Wege bekannt sind

K-u=f
K=fu".

3.2 Belastung am Knoten und im Feld

3.2.1 Einfiihrung

Fiir die Berechnung miissen auch die Belastungen, die auf das Tragwerk einwirken,
erfasst werden. Greifen Lasten direkt an Knotenpunkten des Systems an, so werden
diese direkt an den entsprechenden Eintrdgen im Vektor f beriicksichtigt. Doch
bei Lasten im Feld und komplizierteren Geometrien kann nicht fiir jede Last ein
Knotenpunkt generiert werden, fiir verteilte Lasten wiren folglich unendlich viele
Punkte notwendig. Deshalb werden Lastvektoren p gebildet. Diese dienen dazu, die
Einwirkungen von Feldbelastungen zu erfassen und auf die Freiheitsgrade an den
Elementrindern zu verteilen.

3.2.2 Aufteilung in f- und p-Vektoren

Die Lasten werden auf die Freiheitsgrade der Elemente verteilt. Die duflere Einwir-
kung geht dabei in eine Kombination von Teillasten iiber (p-Vektor), siehe Abbildung
[3:5 Diese Teillasten werden als Lagerdriicke oder negative Festhaltekréifte bezeich-
net. Krifte, die direkt an Knoten angreifen, werden direkt auf die entsprechenden
Freiheitsgrade iibertragen, sie liefern keinen eigenen p-Vektor, sondern werden im f-
Vektor zusammengefasst. In Abbildung[3.6]sind Lagerdriicke fiir elementare Lastfille
angegeben. Angaben fiir weitere Lastfille finden sich z.B. bei [25]. In die Berech-
nung geht die Summe aus p- und f-Vektoren ein. In Abbildung[3.7]sind verschiedene
Belastungen dargestellt.
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Abb. 3.6. Lagerdriicke fiir elementare Lastfille.

Schrige Finzellast am Knoten

Abbildung a: Die Last wird in die Richtungen der globalen Freiheitsgrade aufge-
teilt. Sie wirkt den positiven Richtungen entgegen, weshalb das Vorzeichen negativ
wird:

fo = —P - cos(26,565°)

fr = —P -sin(26,565°)

fs=fo=0.
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Abb. 3.7. Beispiel

/:3 ¥ \6 fiir Belastungen: a)
1 4 Schrige Last am Kno-
2 5

ten, b) Last im Feld,
c) Verteilte Last und
d) Gedrehtes Element.

—

Finzellast im Feld

Abbildung[3-7]b: Die Last wird in die Lagerdriicke aufgeteilt. Diese ergeben sich aus
der Tabelle der Lagerreaktionen zu

p1=ps=0
_3-2b b
P2 e
ab®
psz_lT'P
3—2a a?
ps = l .TQ.p
a’b
pGZ?'P~

Verdanderliche Last im Feld

Abbildung[3-7|c: Die Last wird in die Lagerdriicke aufgeteilt. Diese ergeben sich aus
der Tabelle der Lagerreaktionen zu

p1=ps=0
p2=0,15- Pl
__pre
Ps =73
ps=0,35- Pl
PP
Pe =50 -

Gedrehtes Element

Abbildungd: Die Last P, kann entweder erst in lokale Lagerdriicke iiberfiihrt und
spéter durch eine Transformation auf die globalen Richtungen umgerechnet werden
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oder die Last wird gleich in globale Richtungen aufgeteilt und liefert dann je einen
p-Vektor fiir die horizontalen und vertikalen Lastanteile. Die Last P> kann direkt in
Lagerdriicke umgesetzt werden; als Lénge ist dann aber nicht ! sondern [ - cos(y) —
also die projizierte Linge — in den Formeln fiir die Lagerreaktionen einzusetzen.

Die Transformation von Verschiebungen und Kriften erfolgt mittels Transfor-
mationsmatrix. Dabei gelten folgende Beziehungen:

T - u=u

T . u=a

T f=f

T" - f=f

T-p=p

T" -p=p
mit der Transformationsmatrix
c s0000
—-sc0 000

T= 88(1) 2 28 , wobel s = sin(«) und ¢ = cos(a) .

0 00-scO
0000O01

Der Verdrehungswinkel a wird von den globalen (i.d.R. dem ersten) zu den lokalen
Freiheitsgraden im Uhrzeigersinn gemessen. Globale Kraftgréfen bekommen einen
Uberstrich, lokale keinen.

3.2.3 Eingeprigte Lagerverschiebungen

Neben den Kriften werden auch Baugrundsetzungen als Lastfille — in Form von
eingeprigten Weggroflen — betrachtet. Fiir die Beriicksichtigung dieser Lastfélle las-
sen sich zwei Wege beschreiben; beide fithren zum richtigen Ergebnis. Der erste
Weg ist das Umstellen des linearen Gleichungssystems und der zweite Weg folgt der
Vorgehensweise vom vorigen Kapitel fiir die Berechnung des Lastvektors.

Umformen des linearen Gleichungssystems

Bisher war es immer so, dass ein Weggrofie entweder NulEl oder die Weggrofle un-
bekannt ist. Zur Berechnung der unbekannten Weggréflen wurden die Zeilen uns
Spalten gestrichen, die mit Null multipliziert werden. Fiir die eingepriagten Lager-
verschiebungen gilt, dass sie ebenfalls bekannt sind, aber eben nicht Null. Daher
kénnen diese Spalten nicht mehr gestrichen werden. Es werden diese Eintriage der
Steifigkeitsmatrix mit dem Wert der eingepriagten Weggrtéfie multipliziert und mit
negativem Vorzeichen auf die rechte Seite des Gleichungssystems gebracht. Dieser
Schritt ist in Abbildung schematisch dargestellt. Das lineare Gleichungssystem
wird einfach nach bekannten und unbekannten Groéflen sortiert.

2 _..und damit bekannt sind, weil an der Stelle ein Auflager ist,. ..
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Abb. 3.8. Lagerdriicke fiir spezielle Lastfille wie Temperatur und Lagerverschie-
bungen.

Abb. 3.9. Es wer-
den die Eintrage der
Matrix mit negativen
Vorzeichen auf die
linke Seite gebracht,
die mit 5 multipliziert
werden.

Lagerverschiebungen iiber den Lastvektor

Als zweiten Weg gibt es die Moglichkeit, die eingeprigte Lagerverschiebung als einen
Lastfall anzusehen, d.h. dieser Lastfall wird im p-Vektor mit erfasst. Dazu wird sich
der in Abbildung[3.8dargestellten Tabelle bedient. Sie enthilt, genau wie Abbildung
[3:6 auch, die Eintréige des Lastvektors fiir bestimmte Lastfille.

Das Vorgehen ist wie folgt: Die Zeilen und Spalten der bekannten Weggréfien
(Unabhingig von der Grofie) werden aus der Gesamtsteifigkeitsmatrix, und damit
aus dem Gleichungssystem, gestrichen. Auf der rechten Seite ist ein weiterer Ein-
trag im p-Vektor geméafl Abbildung [3.8| zu beriicksichtigen. Damit wird der aus der
eingeprigten Lagerverschienung resultierende Kréfteverlauf beriicksichtigt.

Beide Vorgehensweisen fiithren auf genau die gleichen linearen Gleichungssysteme
und haben dem zur Folge auch identische Lésungen.
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3.2.4 Lastfall Temperatur

Wird ein Tragwerkselement mit einem Lastfall Temperatur belastet, so hat dies
zunéchst eine Verformung des Tragwerks, bei gleichméfiiger Temperatur eine Langs-
dehnung und bei ungleichméfliger Temperatur eine Kriimmung, zur Folge. Wird
diese Verformung behindert, so hat dies einen Kraftverlauf zur Folge. In der Matri-
zenverschiebungsmethode bedeutet dies, dass zum Lastfall Temperatur dquivalente
Knotenkrifte aufzubringen sind. Diese werden wieder mit Hilfe der Tabelle in Ab-
bildung berechnet. Beispielhaft ist in der Tabelle die Berechnung der negativen
Festhaltekrifte fiir den Lastfall ungleichméflige Temperatur dargestellt.

3.3 Wichtige Matrizen

In der Abbildung [3.I0] sind die Freiheitsgrade der stabférmigen Elemente darge-
stellt. Die Freiheitsgrade von Element und Matrix werden iiber die Spaltennummer
verkniipft.

Abb. 3.10. Freiheitsgrade fiir a) Zug-Druckstab, b) Balken ohne Normalkraft, c)
gedrehten Pendelstab und d) gedrehten Balken mit allen Freiheitsgraden

3.3.1 Transformationsmatrix

c s0 000
—sc0 0 00
001000
000 ¢ sO
000-scO
0000O01

T =

Es gilt:

e Der Winkel ¢ wird im Uhrzeigersinn vom globalen zum lokalen Koordinatensys-
tem gemessen.
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Umrechnung von global in lokal: T - f = f
Umrechnung von lokal in global: f =T7 - f
Gleiches gilt fiir die Weggrofien.

® Cc=cCosy; s=siny

3.3.2 Steifigkeitsmatrix fiir den Zug-Druckstab

Mit Elastizitdtsmodul E, Querschnittsfliche A und Linge des Elementes [ gilt:

EA[1 -1
K—T[_l 1}

Die Steifigkeitsmatrix fiir die Feder sieht iibrigens genauso aus, wie die fiir den
Zug-Druckstab. Das liegt daran, dass Feder und Stab einen Freiheitsgrad an jedem
Ende haben, sieche Abbildung [B.10]a. Anstelle der Dehnsteifigkeit EA/l wird bei
einer Feder die Federsteifigkeit fiir Normalkrifte c¢p (Translationsfeder) oder fiir
Biegemomente cr (Rotationsfeder) verwendet.

3.3.3 Steifigkeitsmatrix fiir den gedrehten Zug-Druckstab

Mit Elastizitdtsmodul E, Querschnittsfliche A und Léinge des Elementes [ sowie
¢ =cosp und s = sin ¢ gilt:

C2 CcS —02 —CS

2 2
EA | cs s° —cs —s
—cs —s° ¢cs s

Der gedrehte Stab als Element ist in Abbildung mc dargestellt.

3.3.4 Steifigkeitsmatrix fiir den Biegebalken (Bernoulli)

Bei diesem Element wird keine Normalkraft betrachtet, es geht ausschliellich um die
Biegung, siehe Abbildung[3.10]b. Mit Elastizitdtsmodul E, Flichentrigheitsmoment
I und Lénge des Elementes [ gilt:

12 —61 —12 —61
2 2

K:g —61 41> 61 21
1B |-12 61 12 61
—61 21> 61 41°

3.3.5 Steifigkeitsmatrix fiir vollstéindiges Balkenelement

Werden die Matrizen fiir Zug-Druckstab und Biegebalken entsprechend den Frei-
heitsgraden kombiniert, so entsteht die folgende Matrix, siche Abbildung[3-10]a kom-
biniert mit[3.10]b. An den Nullen in der Matrix ist zu erkennen, dass Biegeanteil und
Normalkraftanteil nicht gekoppelt sind. Mit Elastizitdtsmodul F, Querschnittsfliche
A, Flichentrigheitsmoment I und Linge des Elementes [ gilt:
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g2 B -

z 0 0 -= 0 0
12EI 6EI 12EI 6FEI
0 B2 O~ — &
6EI 4EI 6FEI 2EI
0 - l 0 B l
K=1 ga EA
== 0 0o == 0 0
l 1
12EI 6EI 12EI 6EI
0 =5 12 0 13 12
o _SEI 2BI G6EI AEI
L 12 I B 7

3.3.6 Theorie 2. Ordnung — Geometrische Steifigkeitsmatrix

Die Steifigkeitsmatrix nach Theorie 2. Ordnung setzt sich zusammen aus der Steifig-
keitsmatrix nach Theorie 1. Ordnung und einer so genannten geometrischen Steifig-
keitsmatrix. Diese hier abgebildete Steifigkeitsmatrix K ¢ stellt lediglich eine Néhe-
rung dar, die Zusatzmatrix, die aus der Theorie 2. Ordnung resultiert, ist in Ab-
schnitt [£.6.4] dargestellt. Fiir die geometrische Steifigkeitsmatrix orientieren sich die
Freiheitsgrade an der Abbildung[3.I0]b, d.h. es gibt keine Freiheitsgrade in Stabach-
senrichtung.

Mit N als der im Stab vorhandenen NormalkraftEI und Lange des Elementes [
gilt:

6 _1 _6 _1

51 10 51 10

_1 20 1 _ 1

10 15 10 30

Ke=N| 6 1 & 1
51 10 51 10
1112

10 30 10 15

3.3.7 Steifigkeitsmatrix fiir das vollstéindige, gedrehte
Balkenelement

Die Matrix hat 6x6 Eintrdge, unabhéngig von Theorie 1. oder 2. Ordnung.

ki1 k12 kis k14 kis ki
koo k23 ka4 ko5 k26

k3,3 k3.4 k35 k3

kaa kas kae

sym. k575 k5,6
ke,6

Die Eintréage nach Theorie 1. Ordnung lauten unter Verwendung von Elastizitéts-
modul E, Querschnittsfliche A, Flachentrigheitsmoment I und Lange des Elementes
[ sowie ¢ = cosp und s = sin :

3 Achtung: Immer vorzeichengerecht einsetzten, d.h. Druck N = negativ, Zug N =
positiv.



2 EA 2 12FE1
kii=c T + s B
6 E1
Fia =5
P EA 12FE1
1,5 = _CST +cs E
EA 12E1
k2,2 = SQT + C2 B
_ EA 12 E1
ko = —es— - +cs B
6 E1
k2,6 = —c B
4 FE1
k33 = ——
l
6 E1
k3 s = 2
EA 12E1
k4,4 = CZT + 32 B
6EI
ke = —s 2
 L,EA  L12EI
Fos = T
ko = 4FE1

3.3 Wichtige Matrizen

_EA 12 E1
kio= es— - — s g
g — 2E7A _ 212E]
METCTT T
6 E1
k176 =S 2
6 BT
k’273 = —C l2
- _52% _6212EI
2o l 13
6 E1
k3,4 = —S l2
2FE1
k3 = ——
l
k —csE—A 70312EI
4,5 — l 13
EI
ko = cOLT

73

Betrachten wir nun die Eintrage nach Theorie 2. Ordnung. Mit Elastizitdtsmo-
dul E, Querschnittsfliche A, Flachentragheitsmoment [ und Lénge des Elementes [
sowie ¢ = cos ¢, s = sinp und der im Stab wirkenden Normalkraft N gilt:

LEA ., (12EI 6N
S O T
kis=s 6EI-|—ﬁ
b= 2 10
ks = —csBA L oo (12BL L 6N
LT e e T 51

L EA 5 (12EI 6N
Ra=sm e Tty
koo = —csBA 4 oo (12BL L 6N
S 51
oo m e (SN
20~ 2 10

)
)

k —csE—Afcs 12E1+@
2= B 51
 L,EA L (12EI 6N
Pua=—ao ERT
fuo=s (8EL L X
16 = 12 10
ko3 = —c 6E1+ﬁ
»3= 210
_ L,EA L (12EI 6N
e e G T
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b _ 4B 2NL o (SEL N
237 15 B4 210
b — o8BI N h. _2EI NL
85 = 2 10 267 30
k —CQE—A—FSQ 12E[+@ k —csE—A—cs 12E1+@
pe=e T B 51 L= B 51
bio— s SEL N
= e T o
_ .EA _ ,(12EI 6N _ (6EI N
o = +C( B 5l) k“_c( 2 +10)
b _ 4B 2NL
66 =™ 15

3.4 Nachlaufrechnung

3.4.1 Zwischen den Tragwerksknoten

Die Matrizenverschiebungsmethode berechnet, wie die FEM auch, nur die Knoten-
punktverformungen und die Knotenkréfte. Deshalb ist eine Nachlaufrechnung erfor-
derlich, durch die auch elementinterne Verformungen und Schnittgréfien berechnet
werden konnen. In diesem Abschnitt soll kurz erkliart werden, wie aus den globalen
Verformungen an den Knoten die lokalen Schnittgrofenverldufe berechnet werden.
Die vorgestellte Vorgehensweise gilt fiir die Berechnungen von stabférmigen Bautei-
len (Balken, Stab). Fiir flichige (Platte, Scheibe) und rédumliche Bauteile (Volumen-
elemente) kénnen Beispielsweise die Spannungen an den so genannten Gauf-Punkten
zur Ermittlung der Spannungen herangezogen werden. Hier sind die Werte genauer.
Details zur Nachlaufrechnung bei Flichenelementen sind z.B. bei [20] zu finden.

3.4.2 Ablauf der Berechnung

Die Nachlaufrechnung zur Bestimmung der Schnittkraftverldufe an den Stében lésst
sich im folgenden Vorgehensschema zusammenfassen.

1. Bestimmung der globalen Verformungen am Gesamtsystem.

2. Ermitteln der Weggréfen fiir das zu berechnende Element.

3. Transformation der globalen Weggriéfien auf Elementebene in lokale Koordina-
ten.

4. Berechnung der Stabendkrifte unter Verwendung der Elementsteifigkeitsmatrix
iber K -u = f.

5. Antragen der lokalen Krifte in Wirkungsrichtung.

Auswertung der Vorzeichen beziiglich des Kraftgroflenverfahrens.

7. Antrag des Schnittkraftverlaufes entsprechend der Belastungsfunktion.

2
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3.4.3 Beispiel

Fiir das in Abbildung [3-I1]a dargestellte System ergibt sich aus der Berechnung der
globale Verschiebungsvektor zu:

@’ =[..;0,01;0,02;0,01;...;0;0;0;...].

Hieraus folgt nun fiir den schriigen Balken (Abbildung [3.11]b) der lokale Ver-
schiebungsvektor, wobei nur die Eintrége fiir den Knotenpunkt mit den globalen
Freiheitsgraden 6, 7 und 8 (lokal 4, 5 und 6) berechnet werden miissen, denn der
FuBpunkt erfahrt auf Grund der Einspannung keine Verformungen. Unter Beachtung
eines Drehwinkels von 315 Grad folgt:

T - ue78 = U456
c s0 Ug Ug
—scO0| - |ur| = |us
001 us Ug
0,7071 —0,7071 0 0,01 —0,00707
0,7071 0,7071 0Of - |0,02 = | 0,02121
0 0 1 0,01 0,01

Der gesamte Verschiebungsvektor fiir den schréagen Balken in lokalen Koordina-
ten lautet nun:
u’ = [0;0;0; —0,00707; 0,02121; 0,01].
Mit der Elementsteifigkeitsmatrix des Balkens K und streichen der Spalten, die mit
Null-Wegen multipliziert werden, ergeben sich die Kréfte zu:

K -u=f
__ETA O 0 -
0 B 82 [f1
6ET 2E1 f2
S g
EA g 1T | fa
l Ue
0 12BI  6EI f5
13 12 L fe
6E1 4FE1
L 0 = ]
~42.426 0 0 [ 300,0
0 —6.364 —9.000 ~995,0
0 9.000 8485 _00’0227227 | 25,8
42.426 0 0 wor | |-300,0
0  6.364 9.000 ’ 225, 0
0 9.000 16.971 | 360,6

Die Krifte werden nun entsprechend der Vorzeichendefinition der Matrizenverschie-
bungsmethode am Element angetragen (Abbildung d). Anschlielend erfolgt der
Vergleich der Wirkungsrichtungen am Element mit den Positivrichtungen des Kraft-
gréBenverfahrens (siehe Abbildung c), weil hiermit die Nachlaufrechnung durch-
gefithrt wird. Aus den Randkriften und Momenten kénnen dann die Schnittkraft-
flichen bestimmt werden.
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Aus den globalen Verformungen hétten zunichst auch die globalen Krifte be-
stimmt werden kénnen. Diese hitten dann nur noch transformiert werden miissen,
um die lokalen Kréfte zu erhalten.

a) b)
. VI T,
( - = gb‘ \"6__
z 7
2 o /4
16 i
11
15 9
EFA
Fl=—=12
10 000

N, v : N,
d)
0,5I 300 kN 225 kN 361 kNm
cm
2cm
A\
300 kN 225 kN

Abb. 3.11. Beispiel fiir Belastungen: a) System, b) Element, ¢) Vorzeichendefinition
fiir Kraftgrofenverfahren und d) Verformung und Schnittgréfen am Element.

3.4.4 Berechnungen mit Ablaufschema

Berechnungen nach der MVM lassen sich sehr gut schematisieren. Der Rechenablauf
ist im Folgenden skizziert.

Zunéchst miissen entsprechend der Einwirkungen die unbekannten Weggrofien
des u-Vektors ermittelt werden. Dazu wird die reduzierte Steifigkeitsmatrix Keq
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verwendet. Sie ergibt sich aus all den Freiheitsgraden, an denen die Verschiebungen
unbekannt sind, d.h. die Zeilen und Spalten, wo u; = 0 ist, kénnen gestrichen werden.
In Abh#ngigkeit von Kriften werden die Verschiebungen bestimmt. Die Losung des
linearen Gleichungssystems kann mit dem Gauf-Algorithmus, der Zeilennormalform
oder anderen Verfahren gelést werden. Anschlieend wird der Kraftvektor (f +
p) vervollstdndigt. Die hierfiir notwendige Matrix K ¢ ergibt sich aus den gleichen
Spalten wie K .4, jedoch leiten sich die Zeilen aus den noch unbekannten Kriften
ab.

In Abbildung [3:12)a ist ein System dargestellt, welches mit der MVM berechnet
werden soll. Der Ablauf der Berechnung erfolgt geméif der folgenden Schnitte:

1. Antragen der globalen Freiheitsgrade, von oben links nach unten rechts. Fine
Optimierung beziiglich einer schnelleren Berechnung (Ziel: Bandstruktur der
Matrix, vergleiche [26]) ist hier nicht gefordert, wird aber innerhalb der EDV-
Berechnung oft automatisch durchgefiihrt.

2. Aufstellen der Inzidenztabelle und Zuordnung der lokalen zu globalen Freiheits-
graden.

3. Bestimmung der Null-Verschiebungen. Hinweis: Das Element IV ist mit einer
beliebig groflen Dehnsteifigkeit versehen. Dies fiihrt zu einer Nullverschiebung
am Freiheitsgrad 6. Ein weiterer Effekt ist, dass die Elemente der zugehorigen
Steifigkeitsmatrix deutlich groflere Werte enthalten, als die iibrigen Eintrége an-
derer Elemente. Dies ist numerisch ungiinstig und sollte auf jeden Fall vermieden
werden. Die Elemente III und IV miissen von lokalen in globale Koordinaten
transformiert (gedreht) werden.

4. Aufstellen der Lastvektoren. Dabei sollte in direkt im Knoten angreifende Lasten
(f-Vektor) und in Lasten, die innerhalb eines Elementes angreifen (p-Vektor,
negative Festhaltekrifte als Knotenlasten), unterschieden werden.

5. Bestimmung der reduzierten Steifigkeitsmatrix K,eq zur Verformungsbestim-
mung.

6. Berechnung der unbekannten Verformungen wrcq

Ured = K;eld : (pred + fred) .

7. Bestimmung der reduzierten Steifigkeitsmatrix Ky zur Kraftebestimmung.
8. Berechnung der unbekannten Krifte f,

fr=Kjy-us—py.

9. Nachlaufrechung zur Bestimmung der Schnittgréflen.

3.5 Einheitsverformungen

3.5.1 Einfiihrung

Einheitsverformungen sind die Grundlage der MVM. Sie liefern die Einflussfunktio-
nen (beispielsweise die Hermite-Polynome), die fiir die Berechnung der Steifigkeits-
matrizen und Lastvektoren verwendet werden.

Eine Einheitsverformung ist die Verformung von einem Freiheitsgrad eines Sys-
tems, alle anderen Freiheitsgrade bleiben unveréndert. Die hierfiir am Tragwerk
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3 7
2) ¥ N, EAELI N5 EAI s p
— —
4{32 )}CR I ‘% 6 i ==
C | 270° | 7‘;)0 :
11 [ EA=0 Wil BA=co
EI | EIL
11 14
¥ ¥ |
7707779 77777719
10 13
b)
Inzidenztabelle:
Glob. Fhg. |1 2 3 4 |5 6 7 |8 |9 10 11 |12 13 14
Element I 1 2 3 4 5 6
Element IT 1 2
Element IIT |4 5 6 9 10 11
Element IV 1 2 3 4 5 6
Federc p 1 2
U; Up U U3 Ug | Us 0 uy | ug 0 0 0 0 0 0
fi 0 0 0 0 ]0 fs 0 P |fo fio fu|fiz fis fia
Di 0 0 0 010 O OO0 |0 O O 0 0 0
9)
Gesamtsteifigkeitsmatrix (Kj,,)
K[ Klll
\\
Kc Kll
A/
KTV
reduzierte reduzierte
Steifigkeitsmatrix zur Steifigkeitsmatrix
Verformungsberechung (K., zur Kréfteberechnung (K,

Abb. 3.12. Schematischer Ablauf der Berechnung. a) System mit globalen Frei-
heitsgraden, b) Inzidenztabelle und c¢) Steifigkeitsmatrizen.
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Einheitsverformung Einsverformung Abb. 3.13. Der Un-
4 4 terschied zwischen

2 — 1 l 2 \ einer Einheitsver-
¥#0 formung und einer
=0 . - .
:2 eingeprégten Einsver-

formung.

anzubringenden notwendigen Krifte treten am Knoten selbst und an den betrof-
fenen angeschlossenen Elementen auf. An den iibrigen Elementen sind alle Krifte
gleich Null. Demgegeniiber ist eine Einsverformung (6 = 1) eine Belastung, an deren
Abtrag alle Freiheitsgrade eines Systems, soweit der Kréftefluss dies erfordert, be-
teiligt sind. Der Unterschied zu diesen beiden Verformungsfiguren ist in Abbildung

[BI3] an einem einfachen Beispiel und in Abbildung [3:15] an einem Rahmentragwerk
dargestellt.

3.5.2 Grundlegende Polynome

Die Einheitsverformungen fiir Stab und Balken sind in Abbildung dargestellt.
Die Funktionen zu den Einheitsverformungen des Normalkraftstabes lauten:

xT

p1(x) = l

=1—
xr
902($):7~

Die Elemente der Steifigkeitsmatrix ergeben sich aus
1
kij=FEA / il da .
0
Beispiel

Es ist das Element k12 der Stabsteifigkeitsmatrix zu bestimmen. Die benétigten
Funktionen und deren Ableitungen lauten

=FA _1.,0}1;
o !
1
1
—pA- [~ o
0
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Die Einheitsverformungsfunktionen (Hermite-Polynome) fiir den Biegebalken
lauten (siehe Abbildung [3.14]b):

322 24°
(Pl(x) =1- ZT + ZT
272 x>
<P2($):—1’+T—Tg
322 24°
pala) = 25— 25

2 3

2?2

pa(x) = T2
und die Steifigkeitsmatrix ergibt sich iiber die Gleichung
1
kij = EI / i () <p;-'(x) dx
0
bzw. fiir /1 = &
EI [!
k=T [ d@e©de.
0
Beispiel

Es ist das Element k11 der Balkensteifigkeitsmatrix zu bestimmen. Die benétigte
Einheitsverformung mit den entsprechenden Ableitungen lautet

322 223

p1(x) =1— = T
, bz 6x?
e1(x) = T
6 12z

pi(z) = Tt

Damit erhélt man den Eintrag k11 in der Steifigkeitsmatrix zu

l
ki = EI/ (cp'l'(:r))de
0

l 2
12z 6
:EI/ (ZT_ﬁ) dx
0

l 2
T T 36
x> x> x !
:m{@f—m— %{
16 15 + 1*lo
12FE1
kll = B .

Wenn die Einheitsverformungsfunktionen nicht in absoluten (z,!), sondern in
relativen Koordinaten (£, 1) beschrieben werden, dann ...
e ...wird in den Bestimmungsgleichungen /I durch £ ersetzt.
e ...werden die Integrale fiir die Steifigkeitsbeiwerte iiber d¢ von 0 bis 1 integriert.
e ...lautet der Vorfaktor vor dem Integral fiir den Stab nicht EA sondern EA/l
und fiir den Balken nicht ET sondern EI/I?, siche [20].
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pe) =17 pala) = 7
b)
R 4 R
% T kjg ;11 == R
i1 3
22 z3
() =1- 20 2
N N/ R
2 T N 4 - 1f Y ——
tanp=1
2 g 2 73 22 23
pa(@) = —z+ QT - e3(x) = SZT *2173 pale) == - 55

Abb. 3.14. Einheitsverformungen am a) Stab und b) Balken.

3.5.3 Fiir Einheitsverformungen benétigte Krifte

Mithilfe der MVM konnen die fiir eine Einheitsverformung notwendigen Kréfte sehr
einfach berechnet werden. Soll die Einheitsverformung fiir den Freiheitsgrad ¢ er-
folgen, so liefert die Multiplikation der Steifigkeitsmatrix des Systems mit dem zu-
gehorigen Einheitsvektor e; den Kraftvektor f,. Offensichtlich stehen in der i-ten
Spalte der Steifigkeitsmatrix die Kréfte, die fiir die i-te Einheitsverformung anzu-
tragen sind. Dies gilt sowohl am Element als auch am Gesamtsystem.

Beispiel: Balken

Fiir den Balken sind die Kréfte fiir die zweite Einheitsverformung zu bestimmen.

K-ex=f,
12 —61 —12 —61] [0 —6l —6EI/I?
EI | -6l 4* 6l 202 1| EI |4?| | 4EI/i
B -12 60 12 6l of — B |6l | | 6EI/?
—61 21> 61 41 0 212 2E1/1

Beispiel: Tragwerk mit mehreren Elementen

Es sind die Krifte fiir die Einheitsverformung am Freiheitsgrad 8 des dargestellten
Systems zu bestimmen, und die Verformungsfigur ist zu skizzieren. In Abbildung
[BI5a ist das System dargestellt, in Abbildung [3.15]b sind die notwendigen Krifte
und die Verformungsfigur gezeigt. Die Krifte ergeben sich aus der dritten Einheits-
verformung des Elementes II und anteilig aus der ersten Einheitsverformung des
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Elementes IV, da der Stab gedreht ist. Element I ist kréftefrei, weil es nicht am
verschobenen Knoten angeschlossen ist. Element III ist angeschlossen, besitzt aber
keinen vertikalen Freiheitsgrad, der fiir eine Kraftaktivierung notwendig wére - so-
mit verformt es sich zuléissigerweise kréiftefrei. In Abbildung [3:-I5c ist schlieBlich
die Verformungsfigur skizziert, mit der das System auf eine (hier nicht gefragte)
Einsverformung (eingeprégte Zwangsverschiebung) reagieren wiirde.

) 2a a b) @ E—A
f i i EI BA lQaQ a8
o 6(\ il o I OE' " " av8_J2EI/a
5 4 —=- A \ 7 T 1 0
E SNJIV 3ET
= | 11 27, LA
1 T aV8
S| 12 T
W D £4
v 77T 7727770 a8
2 0

77777

Abb. 3.15. Einheitsverformungen an einem Rahmensystem. a) System, b) Einheits-
verformung und c) Einsverformung, ist hier nicht gefragt gewesen.

3.6 Substrukturtechnik

3.6.1 Hintergrund

Die Kondensation von FreiheitsgraderEl ist der Schliissel zur Wirtschaftlichkeit nu-
merischer Methoden. Denn ohne das Ausblenden von Freiheitsgraden miissten die
Systeme komplett berechnet werden, gleichwohl dies gar nicht immer notwendig ist.
Ein Verfahren, das fiir die statischen Systeme in Frage kommt, ist die Substruktur-
technik. Weitere Moglichkeiten, auch zur Behandlung von dynamischen Problemen,
werden beispielsweise in [20] beschrieben.

4 D.h. das Wesentliche wird herausgefiltert.



3.6 Substrukturtechnik 83

Ein elastisches Tragwerk reagiert auf Belastung wie eine mehrdimensionale Fe-
der. Die Idee ist nun, dass unbelastete Teile des Tragwerkes als Feder dargestellt
werden kénnen und somit nicht mehr berechnet werden miissen. Eine Struktur lisst
sich so durch eine Blackbor mit maximal drei Freiheitsgraden ersetzen. Diese Frei-
heitsgrade konnen auch als Schnittstelle genutzt werden, wenn die ersetzte Struktur
untersucht werden soll. Dazu sind die Verformungen an der Schnittstelle einfach als
Belastung auf das Teilsystem anzusetzen. Dieses Verfahren wird verwendet, wenn
Teilstrukturen separat, beispielsweise von verschiedenen Arbeitsgruppen, analysiert
werden sollen.

3.6.2 Niherungslésungen

Bei einfachen Systemen lassen sich Ersatzfedern angeben durch
-1

1 1 1
o Kges = (k— + . + .+ T bei Reihenschaltung der Elemente und
1 2 n

® [kgos =ki+ka+ ...+ k, Dbei Parallelschaltung der Elemente.

Bei komplizierteren Strukturen liefern die einfachen Kombinationen keine exakten
Ergebnisse mehr. Die Ermittlung der Steifigkeitsbeiwerte erfordert hier mehr Auf-
wand. Betrachten wir zunéchst die Freiheitsgrade separat. Dazu wird an der Schnitt-
stelle zur Substruktur eine Einslast je Freiheitsgrad angetragen. Es ergibt sich fiir
jeden Freiheitsgrad eine Verformung. Der Kehrwert der Verformung ist die Steifig-
keit beziiglich des Freiheitsgrades. Die resultierende Substruktursteifigkeitsmatrix
enthélt entkoppelte Steifigkeitswerte fiir die Freiheitsgrade.

lF:l
9 M=1
h—
K o
1 3
o
EA=100.000 13
ET =10.000
5
f 5,0 ,.|’ Abb. 3.16. Ersatz eines Systems durch
Federn.

Beispiel: Niherungslosung

Fiir das gegebene System (Abbildung [3.16) soll eine gendherte Substruktursteifig-
keitsmatrix bezogen auf die Freiheitsgrade 3 und 4 aufgestellt werden. Durch Auf-
bringen der vertikalen Last F' = 1 werden nur die Steifigkeiten des vertikalen Stabes
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aktiviert, denn der horizontale Stab iibertriagt keine Querkrifte. Somit ist das Ele-
ment 1,1 der Substruktursteifigkeitsmatrix gerade

EA _100.000

— = = 20. .
] 5.0 0.000

ksub,ll =

Fiir den Lastfall M =1 ergibt sich die Steifigkeit nicht sofort. Die unbekannten
Verschiebungen geben an, dass sich die reduzierte Steifigkeitsmatrix aus den Frei-
heitsgraden 2, 3 und 4 zusammensetzt, wobei vom Balken die lokalen Freiheitsgrade
2, 3 und 4 und vom Stab der lokale Freiheitsgrad 1 beteiligt sind:

AEI  6EI  2EIT
l B ] 1T
6EI 12EI = EA 6EI| || _ ff
U R B D
oBI  6EI  4pr| L] L
e 2 1
8.000 2.400 4.000] [uz] [0
2.400 20.960 2.400| - |us| = |0
4.000 2400 8.000| |us| |1

Der Verschiebungsvektor ergibt sich zu
u' =[-8,13-107%; —1-107%; 1,687-107"].

Das Element 2,2 der Substruktursteifigkeitsmatrix folgt aus der Verschiebung us4 zu

1
ksub,22 = — =5.926.
U4

Damit ergibt sich die gendherte Substruktursteifigkeitsmatrix zu

Ko = {20.000 0 }

0 5.926

Die exakte Losung fiir die Substrukturmatrix ergibt sich dadurch, dass auch die
Koppelung der Anschlussfreiheitsgrade beachtet wird, d.h. hier spielt der gerade
erwihnte Unterschied zwischen einer Einheitsverformung und einer Einsverformung
eine Rolle. Durch eine Kondensationsmatrix T' wird die reduzierte Steifigkeitsma-
trix Kieqa des Systems auf die Freiheitsgrade an der Schnittstelle kondensiert. Die
Elemente dieser Kondensationsmatrix haben zwei Aufgaben:

e Ubernahme der Steifigkeiten an den Schnittstellenfreiheitsgraden selbst (Ein-
heitsvektoren)
e Transformation der Steifigkeiten der tibrigen Freiheitsgrade.

Die Vorgehensweise soll anhand eines Beispiels gezeigt werden.
Beispiel: FExakte Lisung

Fiir das schon bekannte System (Abbildung 3.16) soll nun die exakte Substruktur-
steifigkeitsmatrix aufgestellt werden:
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Bred ‘T = f{sub
4FET1 6ET1 2E1
l 12 l

6EI 12EI EA ¢EI| |77 0 0
B E -+ T 2 1 0 = ksub,ll ksub,12
0 1 ksub,21 Ksub,22

2E1 6ET1 4ET1

! 2 l
Die Koeffizienten 3; und (2 werden so bestimmt, dass die erste Zeile des Glei-
chungssystems erfiillt ist, also:
4FET1 6F1 3
. el | - - _2
] B1 + 2 +0=0= /1 2

4F1 2F1 1
T'ﬂ2+O+T'1:O:>ﬂ2:—§.

Die Transformationsmatrix ist nun bekannt, und die Substruktursteifigkeitsma-
trix ergibt sich zu

r6EI 12E1 FEA 6EI 3
SR el B YR
Ko = 1 0

2ET 6E1 4F1
LT e e 0 1
rEA 3EI 3EI

Esub,11 ksub,12| B ER

|:kjsub,21 ksub,22:| N 3EI 3ET
L2 e

Mit den Angaben EA = 100.000kN, EJ = 10.000kNm? und I = 5,0m ergibt sich
die Substruktursteifigkeitsmatrix zu

Ko — {20.240 1.200} _

1.200 6.000

Gegeniiber der Steifigkeitsmatrix der N&herungslosung sind nun auch die Ele-
mente der Nebendiagonalen besetzt. Die Elemente der Hauptdiagonalen weichen im
Vergleich der beiden Varianten aber nur geringfiigig voneinander ab.

Werden mehrere Freiheitsgrade kondensiert, d.h. sind viele Weggréfien in der
Reststruktur unbekannt, so nimmt die Zahl der 8-Koeffizienten zu und die Berech-
nung von Hand wird zu aufwéndig. Die Bearbeitung einer solche Aufgabe stellt fiir
einen Computer jedoch kein Problem dar.

3.7 Einfiihrung in das Drehwinkelverfahren

3.7.1 Grundlagen

Das DWYV gehort zu den Weggrofienverfahren und stellt die einfachste und grundle-
gende Form dieser Verfahrensfamilie dar. Wie bei den Weggroflenverfahren iiblich,
arbeitet auch das DWV modular, also mit Elementen, und ist fiir die EDV-
Berechnung verwendet worden.
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Das Drehwinkelverfahren betrachtet nur Drehfreiheitsgrade und keine Verschie-
bungen. In Zeiten geringer Rechenkapazitéten ist dies von Vorteil gewesen, denn Ver-
fahren wie die MVM und FEM bendétigen in der Regel drei Freiheitsgrade je Knoten,
das DWV jedoch nur einen und bedarf deshalb geringerer Rechenleistungen. Aller-
dings beschriankt sich die Anwendbarkeit hierdurch erheblich, denn Tragwerke mit
deutlichen Verschiebungen werden nur unzureichend abgebildet. Die Einsetzbarkeit
des Verfahrens reduziert sich auf unverschiebliche Rahmentragwerke und Durchlauf-
trager. Eine Einfithrung in das DWV nach der Theorie 1. Ordnung ist beispielsweise
in [28] enthalten; darauf aufbauend sollte auch [25] herangezogen werden, denn dort
wird die Modifikation fiir die Theorie 2. Ordnung beschrieben.

Die zugrunde liegende Idee ist die Berechnung von Verdrehungen infolge der
Tragwerksbelastungen. Aus diesen Verformungen lassen sich Kraftgrofien ableiten.
Die dufleren Lasten werden in dquivalente Knotenlasten umgewandelt. Als Grundele-
ment wird der beidseitig eingespannte und somit geometrisch vollstéindig bestimmte
Balken verwendet. Die Steifigkeitsmatrix eines Elementes ist vergleichsweise ein-
fach aufgebaut. Sie ergibt sich aus der Wechselwirkung der Einheitsverformungen
(Hermite-Polynome):

v
kap = EI/ va(x)op(z) dz
0

El |4 2
K—TbJ-

Die Funktionen ¢, und ¢ sind dabei die zweiten Ableitungen der Einheitsverfor-
mungen des Balkens fiir die Verdrehungen am Stabanfang und am Stabende, d.h.
fiir 4,5 werden die folgenden Gleichungen eingesetzt:

Yo =p2(@)=—""+7
oo =gi(x) =——+7.

Das DWYV ist damit ein Teil der MVM, nur dass beim DWYV ausschliefSlich die
Drehfreiheitsgrade betrachtet werden.

3.7.2 Vorgehensweise

Das System ist in Tragwerkselemente zu untergliedern, und die Drehfreiheitsgrade ¢
sind zu definieren. Hierauf aufbauend werden die Zusammenhénge zwischen lokalen
und globalen Freiheitsgraden festgestellt. Anschliefend werden die Momentengleich-
gewichte an den einzelnen Knoten betrachtet. Dazu sind die Stabendmomente und
Lastmomente zu addieren. Fiir ein Element (siehe Abbildung a) gelten die Be-
ziehungen

Ma = kaaﬂoa + kab@b + Mf
My = kpapa + kovion + MY

wobei k eine Steifigkeit, ¢ die Verdrehung am Stabanfang und -ende und M7” eine
Momentenbelastung resultierend aus der Last auf dem Element ist.
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b) q
v_v _ R
— 1 pr 1 BI, 1,5 R
¢) Y R 4 N Abb. 3.17. Verein-
) Y| - k) Y| == N fachtes Weggrofien-
¥1 P2 ¥3 verfahren: Das Dreh-
d) winkelverfahren. a)

Element, b) System,
c¢) Aufteilung des Sys-

SRR
ql? M _a? tems und d) Momente
12 12 aus Belastung am

Element.

Die Momentenbetrachtung iiber das gesamte System (siche Abbildung b)
liefert die Bestimmungsgleichungen fiir die Verformungen. Die Steifigkeitsmatrix
des DWYV entspricht der reduzierten Steifigkeitsmatrix der MVM, weil die fixier-
ten Drehfreiheitsgrade zunichst von der Betrachtung ausgeschlossen sind:

> My =0= kiyer + kises + M{ =0

D My =0= kiip1 + kjapz + My + ki{wa + kizps = 0.
N——
=0

In Matrizenschreibweise ergibt sich hieraus

k{l k{2 P + MIP _ 0
k3 kdo + kif P2 My |0
K-v+m,=m

mit dem Vektor der eingepridgten Balkenmomenten m, der Steifigkeitsmatrix K,
dem Verformungsvektor v und dem Lastvektor m, der eingepréigten Lasten. Die
Gesamtsteifigkeitsmatrix kann auch iiber die schon bekannte Inzidenztabelle der
MVM generiert werden.

Das vorliegende Gleichungssystem ermdoglicht die Berechnung der unbekannten
Verformungen. AnschlieBend werden die lokalen Verdrehungen an den Elementen-
den von den globalen Verdrehungen iibernommen. Die Berechnung der Momente
erfolgt iiber die Gleichgewichte an den Knoten. Die Verldufe innerhalb des Elemen-
tes ergeben sich aus der Uberlagerung der SchnittgroBenverliufe unter der Last am
Grundelement und den Randschnittgréfien aus der Berechnung.

Beispiel

Anhand konkreter Zahlenwerte soll mit dem in Abbildung [3.17] dargestellten System
der Momentenverlauf ermittelt werden. Als Zahlenwerte werden angenommen: EJ =
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50.000kNm?, I; = 3m, lo = 4,5m und ¢ = 15kN/m, siche Abbildung [3.18a. Fiir
das Element I ergibt sich das Gleichungssystem

2) ¢=15 kN/m
by \
=7 - =1 == N
EI=50.000 kNm® [,=4,5 m
[,(=3m
b) — 194 Abb. 3.18. a) Sys-
- tem mit Daten und b)
mit dem Drehwinkel-
307 verfahren berechneter
’ Momentenverlauf.

Ml  [66.666,6 33.333,3 e o 11,25
M{| ™ |33.333,3 66.666,6| |2 —11,25] -
Fiir das zweite Element erhélt man die Gleichungen

M. [44.444,4 22.222,2] [e2 0
M| ™ |22.222,2 44.444,4| |3 0|’

wobei @3 = 0 ist, da die Verdrehung am rechten Auflager gesperrt ist. Das Momen-
tengleichgewichtﬂ um den Knoten 1 und 2 liefert das lineare Gleichungssystem zur
Bestimmung der unbekannten Knotenverdrehungen ¢1 und 2

Z My =0 = 66.666,6 - o1 +33.333,3 - 02+ 11,25 =0
Z M =0 = (33.333,3 - 1 + 66.666,6 - 2 — 11,25) +
+(44.444,1 - 2 +22.222,2-0) = 0.
Zusammengefasst erhéilt man

66.666,6 33.333,3] [¢1] _ [-11,25
33.333,3 11.1111,1| " |po| | 11,25 | °

Die Losung des Gleichungssystems lautet
©1 = —2,58088235-10"* und o =1,78676471-10"*.

Das Ergebnis wird nun wieder in die Gleichungen auf Elementebene eingesetzt, um
die Knotenmomentenwerte zu erhalten. Fiir das erste Element gilt

M _ [66.666,6 33.333,3] [~2,5809 10~ 11,25 ] 0
M|~ |33.333,3 66.666,6| | 1,7868-10* —11,25| = |-7,9412

5 Da die Verdrehung o3 Null ist, wird das Momentengleichgewicht um Konten 3
nicht bendétigt.
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Fiir das zweite Element erhilt man die Gleichungen

M, [44.444,4 22.222,2] [1,7868-10"*] _ [7,9412
MIT| T |22.222,2 44.444,4 0 ~13,9706| -

Der Momentenverlauf, ermittelt iiber die Knotenwerte und die Elementlasten, ist
in Abbildung 3:I8b dargestellt. Zu beachten sind die Vorzeichenkonventionen des
DWYV und der Balkentheorie.

3.7.3 Nichtlinearitit beim DWV

Die Anwendung des DWYV ist auch fiir Berechnungen nach Theorie 2. Ordnung
moglich. Hier macht sich jedoch das Fehlen von Verschiebungsfreiheitsgraden be-
merkbar, denn die Darstellung von Knickfiguren, einer Hauptanwendung der Theo-
rie 2. Ordnung, gelingt nur schwer iiber die Verdrehungen. Gerade die Auslenkungen
und resultierenden Momente sind aber entscheidend fiir die zusétzlichen Belastungen
eines Tragwerkes. Auf eine weitere Betrachtung wird deshalb verzichtet.

3.8 Zum Merken

In diesem Kapitel wurde gezeigt, wie Berechnungen nach dem Weggroflenverfahren
ablaufen. Wesentliche Komponente der Berechnung ist die Generierung der Element-
steifigkeitsmatrizen und der resultierenden Gesamtsteifigkeitsmatrix eines Systems.
Die Steifigkeitsmatrizen sind vorgefertigte Strukturen, die iiber die geometrischen
Eigenschaften (Abmessungen, Querschnitte, Materialien) des Tragwerks modifiziert
werden. Mit der Substrukturtechnik wurde ein Verfahren vorgestellt, durch das der
Rechenaufwand deutlich gemindert werden kann.

Die einzelnen Elemente einer Steifigkeitsmatrix ergeben sich aus der Uberla-
gerung von Ableitungen der Einheitsverformungsfunktionen fiir die einzelnen Frei-
heitsgrade eines Tragwerksteils. Diese Uberlagerung kann auch als Bewertung der
Wechselwirkungsenergie der Freiheitsgrade infolge von Einheitsverschiebungen in-
terpretiert werden. Diese gibt wiederum die Wechselwirkungsenergie der globalen
Freiheitsgrade wieder. Uber die Kriifte-Randbedingungen des Tragwerks konnen die
unbekannten Wege bestimmt und nach ihrem Vorliegen die unbekannten Krifte an
den iibrigen Freiheitsgraden berechnet werden.

Kern des Weggroflenverfahrens ist also die Energieberechnung, welche zu den
Steifigkeitsmatrizen fiithrt, im Zusammenspiel mit der Energiebilanzierung, welche
sich am einfachsten im Federgesetz darstellt. Die Bezeichnung Weggrofienverfahren
kommt also nicht nur daher, dass ein nicht unbetrichtlicher Aufwand zu treiben
ist, bis man die Verformungen des Tragwerks bestimmt hat, sondern auch, weil
ein wesentlicher Teil des Verfahrenskerns die energetischen Wechselwirkungen von
Einheitsverformungen sind, also von Einheits-Weggrofien.
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3.9 Fragerunde

1.

Warum hat ein schriager Pendelstab im globalen Koordinatensystem vier Frei-
heitsgrade?

Aus welchem Grund miissen Elementsteifigkeitsmatrizen symmetrisch sein?
Wieso braucht man eine Nachlaufrechung fiir die Schnittgrofien an den Trag-
werksteilen zwischen den Knoten?

Was unterscheidet eine Einsverformung von einer Einheitsverformung?

Warum kann man nur unbelastete Tragwerksteile durch Ersatzsysteme exakt
abbilden?

Was sind die Vor- und Nachteile des Drehwinkelverfahrens?

Kann man mit der MVM auch gekriimmte Bauteile berechnen? Wie wiirden Sie
vorgehen? Wie wiirden Sie die Giite des Ergebnisses einstufen?

Eine Streckenlast g. soll auf ein Balkenelement der Lénge | wirken und die
Gestalt einer vollstindigen Sinuswelle haben. Wie lauten Belastungsfunktion ¢,
und die zugehorigen Festhaltekrifte (p-Vektor)?
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Aufbauwissen

4.1 ...so geht es weiter

In diesem Kapitel sollen Themen behandelt werden, die nicht nur das Grundwissen
der baustatischen Berechnungen voraussetzen, sondern auch unabhéngig von der Be-
rechnungsmethode (Weggréfienverfahren, KraftgroBenverfahren) sind. Konkret geht
es um:

Symmetrie und Antimetrie,

Rahmentragwerke,

Passprobleme,

vom Bernoulli-Balken und Pendelstab abweichende Tragwerksmodelle,
nichtlineares Verhalten von Tragwerken und

Polpléne.

4.2 Symmetrie und Antimetrie

4.2.1 Sinn dieser Ubung

Die Berechnung von Systemen lédsst sich erheblich vereinfachen, wenn Symmetrie
oder Antimetrieﬂ erkannt und ausgenutzt werden. Bei der Berechnung nach dem
WeggroBlenverfahren léasst sich z.B. die Anzahl der Freiheitsgrade von vornherein re-
duzieren. Dieses gilt auch fiir das Kraftgrof8enverfahren, wobei hier zusétzlich durch
Lastfallaufteilung die Moglichkeit der Vereinfachung auf weniger komplexe Lastfille
besteht.

L Auf ein ebenes, symmetrisches System bezogen: Kraft- und Verformungszustand,
der beziiglich der Symmetrieachse spiegelbildlich ist, bei dem jedoch auf einer
Seite die Wirkungsrichtungen umgekehrt sind.
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4.2.2 Modellbildung

System vereinfachen

In einigen Fillen sind die Belastung und das Tragwerk selbst symmetrisch. Hier kann
das System an der Symmetrieachse geteilt werden. An der Symmetrieachse erfahrt
das Tragwerk keine zur Symmetrieachse senkrechte Verschiebung, weshalb hier ein
in dieser Richtung unverschiebliches Lager angeordnet wird, siche Abbildung b.
Die Modellbildung ist vor allem bei FEM-Modellen wichtig, weil so die Zahl der
Freiheitsgrade reduziert werden kann [20]. Bei den KraftgroBenverfahren reduziert
sich der Rechenaufwand, die Ergebnisse des einen Teilsystems miissen nur noch auf
das andere Teilsystem iibertragen werden.

a) | Symmetrieachse b)
P ) lP) iljz
|
‘ |
4 ‘ \ 4
e 7 | A\ 4
4 | \ 4
. \ . R
P i B B
Lalble |d L
A—A—A

Abb. 4.1. a) Symmetrisches System und b) abgeleitetes vereinfachtes System.

Standardsysteme

Diese Systeme zeichnen sich dadurch aus, dass sie symmetrisch sind und eventuell
die Ergebnisse fiir einzelne Lastfille tabelliert sind. Hierzu gehéren

e Durchlauftriger mit und ohne Gelenk(e),
e Gleichhiiftige Rahmen.

Fiir einige Systeme ergibt sich aus der Symmetrie des Systems fiir bestimmte
Lastfille eine Verminderung der statischen Unbestimmtheit. Dies ermdglicht eine
statisch bestimmte Berechnung, wie in Abbildung[:2)a gezeigt wird.

Mitunter kann auch eine Zerlegung der Lasten helfen, die Symmetrie eines Sys-
tems ausnutzen zu kénnen. Im Beispiel Abbildung a wird die schriage Last in ihre
horizontale und vertikale Last aufgeteilt. Fiir beide Teillasten kann mit verschiede-
nen vereinfachten Systemen gerechnet werden.

In manchen Fillen kann auch die statisch unbestimmte Berechnung vereinfacht
werden, wie in Abbildung [£:3]b gezeigt. Zunfichst kann die Symmetrie genutzt wer-
den, um den Grad der statischen Unbestimmtheit um eins zu reduzieren und die
verbleibenden beiden statisch Uberzéhligen kénnen so gew#hlt werden, dass nur ein
Hilfszustand berechnet werden muss. Die zugehorigen Gleichungen lauten:
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a) q | b c) lP lP d) lp TP
EI | Bl | Bl
=L A A | A A | A A
n =a +3(p—k)—r w(zx)
=4+3(1 —-2)-0

n =1 w'(z)
Bei vertikalen Last ~Blv'(z) -
Ersatzeystem mit n=0 - - g

OB ) | -

Abb. 4.2. a) Reduktion bei Vertikallast, b) symmetrische Einzellast, c) zwei sym-
metrische Einzellasten, d) zwei antimetrische Lasten.

1 2
My - My 1 P-1 P-l
010 =19 d10,r = S 0 == =
10 10,1 + 010, /0 o T 5 3
1
My - My 2
011 = ———de=1-1"=1.
11 /0 El z
Die Elastizitétsgleichung lautet
d10 P-l
X, =20 _ T
YT e 8
Uber folgende Gleichung wird der Endmomentenverlauf bestimmt:
P-l
Meng = Mo + X1 - My :MO_T'M1~

a) b) LP X =1
AL P == (—
4 EL 1 N 1 77774
4 TR, N R n=a+3(p—k)—r ¢P
=6+3(1-2)-0  ~agg—
—P,l/4 n=3 Pl/4
‘v‘ Bei vertikalen lv‘&
Lasten Ersatz- F) 4,
EI 1 P, M(z) Pyl /4 system mit n=2 N w(z)
T P ‘v‘
—Py/2 Viz) —Po/2 ail, g
. =
Nw) B R 2 e
X, X,

Abb. 4.3. a) System mit Lastaufteilung und b) Vereinfachung der statisch unbe-
stimmten Berechnung.



94 4 Aufbauwissen

Zum Merken

Symmetrie und Antimetrie fithren immer auf die in Tabelle dargestellten Be-
ziehung zwischen den Ableitungen der Biegelinien und damit den Schnittgrofien.

Tabelle 4.1. Symmetrie und Antimetrie der Schnittgréffen und Verformungen.

Last w w’ M=-FEIw" V=-EIw" N

symmetrisch (s) s a s a s

antimetrisch (a) a s a s a
4.3 Rahmen

4.3.1 Allgemeines

Rahmen kommen in statischen Berechnungen sehr oft vor. Sie sind das Modell z.B.
fiir Etagen in mehrgeschossigen Gebduden, Décher und Briicken. Bei der Berechnung
gibt es einige Vereinfachungsmoglichkeiten, um den Rechenaufwand zu reduzieren.
Dazu gehort, dass Teilprobleme als lineare Gleichungssysteme definiert werden, zum
Beispiel die Ermittlung der Lagerreaktionen. Der klassische Weg hierfiir wire die
Ermittlung der einzelnen Unbekannten von Hand. Dies ist jedoch fehleranfillig und
in Zeiten der EDV auch nicht mehr aktuell. Eleganter ist es, die Arbeit dem Rechner
zu iiberlassen, wobei die Fehlerursache auf die Aufstellung des linearen Gleichungs-
systems (LGS) beschrinkt wird.

4.3.2 Lagerreaktionen

Im Folgenden soll gezeigt werden, wie unterschiedlich die Berechnung von Hand und
die Berechnung mittels Gleichungsloser funktioniert. Dazu wird ein Rahmentragwerk
(Abbildung betrachtet. Ziel ist die Berechnung der Auflagerreaktionen.

Uber die Gleichgewichtsbedingungen ergeben sich die folgenden Gleichungen:

> Mi=0=A-6-D-4-15-45-10-6-3=6-A—4-D —247,5
ZMj =0=3-C—-1-D am Teilsystem Pendelstab rechts oben
> H=0=B+D

LY V=0=-A-C+154+10-6=—-A—C+75.

Das Gleichungssystem wird nun als lineares Gleichungssystem dargestellt, wobei
die Koeffizienten bei den Lagerreaktionen die Matrix A, die Lagerreaktionen den
Vektor  und die Skalare den Vektor der rechten Seite b bilden:
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Abb. 4.4. Rahmen-
tragwerk mit Lagerre-
aktionen.

A-x=0b
600—-4| [A 247, 5
003 -1 (B| _ 0
010 1 C 0
101 0 D 75
Der Gleichungsloser liefert:
x=A""b
A 63,75
B| |-33,75
C 11,25
D 33,75

Zum Vergleich folgt nun die Berechnung der Lagerreaktionen von Hand. Aus dem
zweiten Momentengleichgewicht erhédlt man
3C=D = (C= g .
Durch einsetzen in das vertikale Gleichgewicht und Multiplikation des gesamten
Ausdrucks, erhilt man die Gleichung
D
A—|—§ =756 = 6A+4+2D =450.
Subtrahiert man davon die Gleichung aus dem Momentengleichgewicht am Gesamt-
system, so liefert das das Ergebnis fiir die Auflagerkraft D:

6A+2D =450 |
6A—4D =247,5

= 6D=202,5 = D=3375.
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Setzt man das Ergebnis in die erste Gleichung ein, so erhélt man fiir C'

czg = C=11,25.

Uber die Summe aller vertikalen Lasten bestimmt sich A zu
A=7-C = A=63,75.

Als letzter Rechenschritt wird die Auflagerkraft B iiber die Summe aller horizontalen
Kréfte bestimmt:
B+D=0 = B=-3375.

Der Aufwand fiir die Berechnung des linearen Gleichungssystems ist von Hand
offensichtlich grofler als mit dem Gleichungsloser. Allerdings muss man hierzu mit
dem Programm oder Taschenrechner vertraut sein.

Ein vergleichbares Problem ergibt sich im Ubrigen bei der Betrachtung der
Krifte innerhalb eines Rahmens. Auch hier kénnen die Krifte durch ein Gleichungs-
system beschrieben und — mittels Gleichungsléser — elegant und schnell berechnet
werden.

An dieser Stelle soll ein Hinweis auf die Eigenschaften lineare Gleichungssys-
teme folgen. An einem (Teil-)System koénnen immer nur drei voneinander linear
unabhéngige Gleichungen aufgestellt werden. Jede weitere iiber ein Kriaftegleich-
gewicht aufgestellte Gleichung enthélt keine neuen Informationen und kann somit
nicht zur Lésung des Gleichungssystems beitragen. Sind an einem (Teil-)System al-
so mehr als drei unbekannte Krifte vorhanden, so miissen weitere Teilsysteme zur
Losung herangezogen werden.

4.3.3 Hilfssysteme bei Rahmen

Rahmen zeichnen sich dadurch aus, dass statisch iiberzéhlige Kréfte im System
bleiben kénnen und Lagerreaktionen in diesem Fall nicht auftreten. In der Regel gilt,
dass frei geschnittene Krifte und Momente im Tragwerk verbleiben. Wenn hingegen
Lagerreaktionen als statisch Uberziihlige verwendet werden, dann ergeben sich an
den iibrigen Auflagern Reaktionen (siehe Abbildung .

4.4 Passprobleme

Ein Passproblem tritt auf, wenn von den vorbestimmten Maflen der einzelnen Bau-
teile abgewichen wird. Ist das Gesamtsystem statisch bestimmt, so bleibt diese Un-
genauigkeit in der Regel ohne gréfiere Folgen. Wenn das Gesamttragwerk jedoch sta-
tisch unbestimmt ist, so folgen aus dieser Passungenauigkeit Schnittkraftverldufe, so
genannte Eigenspannungerﬂ Das Bauteil passt nicht an den vorbestimmten Platz
und muss unter Kraftaufwand eingebaut werden.

Bei der Betrachtung eines Tragwerks muss ein Passproblem beriicksichtigt wer-
den, da dies einen Einfluss auf die Bemessung haben kann. Der Zusammenhang

? Eigenspannungen sind mechanische Spannungen, die in einem Korper herrschen,
an dem keine dufleren Krifte angreifen und der sich im thermischen Gleichgewicht
befindet.
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Abb. 4.5. Bei geschlossenen Rahmen bleiben die Kréfte im Tragwerk, es treten
keine Lagerreaktionen auf. a) System, b) statisch Uberzihlige und c) zugehérige
Lagerreaktionen und Momentenfliachen.

zwischen der Passungenauigkeit und den resultierenden Kraftverldufen kann iiber
die Elastizitatsgleichung erfasst werden.

0=2010+ X -d11-

Dabei ist die statisch iiberzéhlige Kraft X so zu wéihlen, dass sie der bendtigten
Kraftart entspricht, um das System passgenau zu machen. Die Verformung 410 ist
dabei gerade die Passungenauigkeit des Systems und vorzeichengerecht anzusetzen,
denn fiir die Betrachtung des Passproblems greifen keinerlei andere Lasten im Last-
zustand an. Die Grofle d11 ist die Verformung am statisch bestimmten System unter
der Einslast. Um sowohl die Verformungen des Rahmens (Biegung) als auch die des
Spanngliedes (Liangsdehnung) dabei zu erfassen, werden alle relevanten Terme der
Arbeitsgleichung verwendet.
Anhand eines Beispiels soll die Vorgehensweise verdeutlicht werden.

Beispiel

Bei einem Tragwerksrahmen (Abbildung steht die rechte Stiitze schief. Der un-
tere Trager des Rahmens wiirde so nicht passen. Deshalb soll mittels Spanngurt der
Rahmen so vorgespannt werden, dass die Ungenauigkeit beseitigt ist. Zu bestim-
men ist zunédchst die Verformung am statisch bestimmten System unter Einslast
(F = 1). Daraus kann die Vorspannkraft F', unter Einbeziehung der Passungenau-
igkeit von 10 cm, ermittelt werden. Die Verschiebung im Lastzustand soll demnach
610 = —0,10m betragen.

Die Uberlagerung besteht aus Normalkraft- (Zugband und oberer Riegel) und
Biegeanteilen (Rahmen). Im Beispiel ergibt sich aus dem Hilfszustand (1-Last) die
Verformung. Die Systemdaten sind der Abbildung[4.6] zu entnehmen. Fiir die Rech-
nung gilt: ET = 5.229kNm?, EAspann = 102.900 kN und EARgjeget = 1.134.000 kN.

l l
M1M1 NINI
011 I/ dx + dx
o FEI o EA
C2-5(=6)-6+1(—6)*-12  1-1-12  (=1)-(=1)-12
- 5.229 102.900 1.134.000

=0,110155 4 0,000117 + 0,000011 = 0,1103 m/kN
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Rahmen HEB-160
2) E=2,1.10" kN /m’ b)
A=54 cm®
1,=2.490 cm’
Spanngurt
‘ ¢ 25 mm \ g
| 1=11,70m | S
| F=2,110°kN/m’ L )
A=49 cm’

% 4>F<i —

12,10m

Abb. 4.6. Passproblem: a) System und b) Momente aus Hilfszustand.

Es ist deutlich zu erkennen, dass der Biegeanteil den mafigebenden Anteil zu dieser
Verformung beisteuert. Die Verformungsanteile des Spanngliedes und des oberen
Riegels wiren in diesem Fall zu vernachlissigen. Die Vorspannkraft F' ergibt sich
unter Verwendung der beiden Verformungsgréfien zu

S0 0,1

F=-20_
s11 0,11

=0,91kN.

In diesem Fall ist das System so biegeweich, dass schon eine geringe Vorspann-
kraft ausreicht, um das System wieder hinzubiegen.

4.5 Jenseits von Bernoulli

Die nun vorgestellten Tragelemente werden nicht so hdufig eingesetzt wie Bernoulli-
Balken und Pendelstab. Jedoch sollte jeder im konstruktiven Ingenieurbau Arbei-
tende die Funktionsweise kennen.

Der Schubtréger ist neben dem klassischen Bernoulli-Biegebalken ein gebréuchli-
ches Modell fiir den Abtrag von Querlasten auf stabférmige Tragwerkselemente. Der
gebettete Balken findet in der Modellierung von Streifenfundamenten seine Haupt-
anwendung.

Das urtiimlichste — aber nicht einfachste — Tragelement ist sicherlich das Seil,
dem hier auch ein Abschnitt gewidmet ist.

4.5.1 Langerscher Balken

Ein Stabbogen und ein Balken werden iiber Stidbe (Hédnger) miteinander verbunden.
Die aus dem Bogen entstehenden horizontalen Lagerkréfte werden iiber den Balken
axial abgetragen. Besitzt der Trager selbst im Feld ein Gelenk, so ist das System
statisch bestimmt. Der Langersche Balken eignet sich besonders gut zum Abtrag von
verteilten Lasten und wird deshalb bei vielen mittelgrolen Briicken als Tragsystem
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Abb. 4.7. Langerscher Balken. a) Statisches System und b) Straflenbriicke Eulen-
kamp/Hannover.

verwendet. Einige Beispiele fiir Briicken neueren Baudatums, die nach dem Prinzip
Stabbogen mit angehingtem Balken funktionieren, sind in [27] zu finden. In Abbil-
dung [4.7] ist eine sehr {ibersichtliche Konstruktion einer solchen Briicke dargestellt.
Sehr viel filigraner sieht die in Abbildung [£.8] dargestellte Briicke aus, bei der die
Stabbogen als Gittertriger ausgefiihrt worden sind.

4.5.2 Vierendeeltriger

Dieser Tréger besteht aus zwei Gurten sowie senkrecht dazu angeordneten Verbin-
dungselementen. Die Viereckmaschen — es fehlen die Diagonalen — sind deshalb nicht
beweglich sondern tragfihig, weil die einzelnen Stébe biegesteif miteinander ver-
bunden sind. Der Tréger funktioniert also als Aneinanderreihung von Rahmen, die
iiber biegesteife Ecken die notwendige Stabilitét erzeugen. In Abbildung[f.9]ist eine
Briicke gezeigt, bei der Vierendeeltriager und zwei Langerschen Balken kombiniert
wurden. Die Lasten aus dem Straflenverkehr werden iiber die Langerschen Balken
(auBen) abgetragen, die mittigen Lasten aus dem Strafilenbahnverkehr iiber die Vie-
rendeeltréger.
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a) Gittertrige,.

zwei Druckstreben A

Zugstreben

Abb. 4.8. Langerscher Balken, Gittertriager als Stabbdgen. a) Statisches System
und b) Straenbriicke Am Listenholze/Hannover.

4.5.3 Gebetteter Balken

Ein auf einem elastischen Medium aufliegender Balken verhilt sich unter Belastung
anders, als ein nur an den R&ndern gelagerter. Die Verformungen von Setzungs-
mulde und Balken sind im Balkenbereich identisch. Zusétzlich verformt sich das
Lagerungsmedium auch auflerhalb des Balkens.

Ein mogliches statisches System ist das so genannte Matratzenmodell. Hier-
bei wird der elastische Bettungshalbraum durch einzelne Federn modelliert. Ver-
nachlissigt wird hierbei die Tiefenwirkung der Verformung, also die Auswirkungen
auf die tieferen Bodenschichten. Die Steifigkeiten der Federn wird entsprechend des
Lagerungsmediums, also in der Regel des anstehenden Bodens, gew&hlt. Eine ent-
sprechende Figur ist in Abbildung [{.10]a dargestellt.

Die Setzungsmulde verlduft in der Realitét stetig (Abbildung b)7 wenn sich
der Boden in einem elastischen Zustand befindet. Fiir diesen Fall wird das Stei-
fezifferverfahren verwendet. Die Berechnung erfolgt in der Regel unter Beachtung
eines Einzugsbereiches, der deutlich grofler als das Fundament ist, wobei die Weite
so gewéhlt werden muss, dass an den Réndern keine Auswirkungen der Belastun-
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Langerscher Balken Vierendeeltrager

Abb. 4.9. Vierendeeltriger und Langerscher Balken. a) Statische Systeme und b)
Kfz- und StraBenbahnbriicke Podbielskistrale/Hannover.

gen mehr erkennbar sind. Auf Grund der Komplexitédt werden Modelle nach der
Finite-Elemente-Methode oder Randelementemethode eingesetzt. Die verwendete
Bodenkenngrofe ist je nach Vorversuch der Steifemodul Es [kN/m?] oder der mitt-
lere Zusammendriickungsmodul E,, [kN/m?]. Sie wird direkt fiir die diskretisierten
Elemente als Materialkennwert angesetzt und ist nicht von der Fundamentbreite
abhingig.

Wird ein Bruch des Bodens an den Fundamentenden zugelassen (Abbildung
4.10|c), so verformt sich der Boden plastisch und trégt weit weniger Last im Bereich
auflerhalb des Balkens ab. Diese Annahme fiihrt auf das Steifemodulverfahren. Hier-
bei werden nur der Balken und seine direkte Lagerung betrachtet. Die entsprechende
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Abb. 4.10. Ausbil-
dung einer Setzungs-
mulde. a) Sachverhalt
als Schemazeichnung,
b) Modell nach Stei-
fezifferverfahren und
¢) Modell nach Bet-
tungszifferverfahren.

Bruchstellen

Differentialgleichung kann lokal formuliert werden und ergibt sich zu
q(z) = EI-w"(z) +c w(z).

Die Steifigkeit ¢ ergibt sich aus dem Produkt von Bettungsmodul ks [kN/m?] und
Balkenbreite b [m]. Hierbei ist der Bettungsmodul ks = 0¢/s, wobei oo die mittlere
Sohlspannung infolge aufgebrachter Last im Versuch und s die Auflagebreite im
Versuch ist. Frither wurde der Bettungsmodul als Bettungsziffer oder Steifeziffer Cy
bezeichnet. Weitere Informationen zu geotechnischen Aspekten sind [I7] und [I8] zu
entnehmen.

Gebettete Balken werden bei grundbaulichen Aufgaben betrachtet. Thre mathe-
matische Behandlung ist nicht ganz unaufwindig, und wir tiberlassen es dem Ei-
genstudium, sich mit diesem Thema auseinanderzusetzen. Es wird deshalb an dieser
Stelle auf die entsprechende Fachliteratur verwiesen, z.B. [14], [17], [18], [19] und

[24].
4.5.4 Schubtriger

Der Schubtriager nach der Theorie von Timoschenko realisiert seine Tragwirkung
iiber die Schubspannungen zwischen den einzelnen Elementen. Diese verformen sich
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selbst nicht, so dass die Verformung ausschlieflich iiber Gleitung geschieht. Schub-
trager tragen Lasten hauptséchlich iiber Schubspannungen ab. Ihr eigentliches Er-
kennungszeichen ist, dass die Verformungen durch parallele Verschiebung der Ele-
mente gegeneinander geschehen. Der Biegebalken hingegen verformt sich aufgrund
der Verdrehung einzelner Elemente.
Als Beispiel fiir Schubtréiger wird oft auch der Vierendeeltréger betrachtet. Die-
ser trigt Lasten innerlich jedoch iiber Biegung (Rahmen) ab.
Der Schubtréger ist damit sowohl als Tragwerkssystem wie auch als einelemen-
tiges Bauteil, wie beispielsweise Balken, Stab oder Seil, anzusehen.
Aus Abbildung [£11] sind die mit dem Schubmodul G, der Gleitung v und der
Schubspannung 7 folgende Beziehungen ableitbar:
G-v=7 mit 'y:%:w'(aﬂ)
=G w=r1
Viz) =7 As = GAs - w'(z)

dV
Tdr q(z).

Die Differentialgleichung fiir den Schubtréiger lautet damit
—GAs -w'(z) = q(z).

‘ Abb. 4.11. Abgleiten
der Elemente im Mo-
dell des Schubtrégers.

4.5.5 Seil

Seile werden verwendet, wenn im Wesentlichen Zugkrifte abgetragen werden miissen.
Zudem bieten Seile eine gewisse Flexibilitéit (geringe Biegesteifigkeit), so dass Trag-
werke eine deutliche Elastizitét erhalten — wichtig bei dynamisch beanspruchten
Bauwerken wie Briicken in Erdbebenregionen.

Bei Beanspruchung in Seilrichtung entspricht das Tragverhalten dem Zugstab,
Druckkréfte konnen nicht aufgenommen werden. Die Biegesteifigkeit, die bei Seilen
von groflen Durchmessern zweifelsohne vorhanden ist, wird im Modell nicht ange-
setzt. Unter Querbelastung ergibt sich die Tragwirkung aus der Kombination von
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a) <)

Schubtrager Verdrehung zuléssig

!

]

Biegetriiger Verdrehung unzuléssig / /

| / /
- / /
/ /

Wq EIRiegel >FEI Wand
|7
T.ﬁli dw

dx V4+-dV

Abb. 4.12. a) Schub- und Biegetriiger, b) differentielles Element und c¢) Stock-
werksrahmen.

Durchhang und Zug. Das Seil als Tragelement ldsst Knicke in der Verformungsfigur
ZU.

In Abbildung [£13]a sind die SchnittgroBen des Seils dargestellt:

e Spannkraft H(x),
e Querkraft V(z) und
o Seilkraft S(z) (immer tangential zur Biegelinie).

Aus den Betrachtungen am Seilelement (Abbildung [4.13)) ergibt sich:

LY V=0=pAz+AV

av
@ P
Viz) _ o
) =tanp = w'(x)

= V(z) = H(z) - w'(x).

Die Differentialgleichung lautet nun

—H(z) -w"(z) =p.
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a) p(z) b)
I EEEEEN .

S

v p(z)
w@ | g =TT
tanp= w’k H
I () A g

V4+AV  S+AS
“ V(z) Az

Abb. 4.13. a) Seil mit SchnittgréBen und b) Differentielles Seilelement.

Entscheidend fiir die Seiltragwirkung ist die Spannkraft H, weil sie zusammen mit
der Seilkriimmung die Seilsteifigkeit bildet. Fiir eine konstante Streckenlast ergibt
die Losung der Differentialgleichung:
- P ru-
w(z) = Vi z(l—x)
V(z) = g(z —22)

S() = VH(2) + V3(2) = HV1+ (w'(2))?

2
H = % mit f = Stich, bzw. Absenkung in Feldmitte .
Die Langenanderung des Seils kann iiber die Gleichung
8/
Al = —
31

berechnet werden, so dass sich die Gesamtseillinge unter Last zu

— _ 8.f2
lo=1+Al=1 <1+3?>

bestimmt. Diese Gleichung gilt allerdings nur n&herungsweise fiir flach gespannte
Seile.

4.6 Nichtlineares Verhalten bei Stabtragwerken

4.6.1 Bananas and Nonbananas

Die Berechnung von Stabtragwerken erfolgt in der Regel geméf der Theorie 1. Ord-
nung, also der Betrachtung von Schnittgréffen am unverformten System. Die Ver-
formungen werden, z.B. bei der Matrizenverschiebungsmethode, oft auch bestimmt,
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gehen jedoch in die Betrachtungen nicht wieder ein. Viele Aufgaben der Praxis
konnen auf diese Weise gelost werden. Deshalb werden Berechnungen nach hoherer
Ordnung, also unter Einbezug von Verformungen, nur selten durchgefiihrt.

Das bedeutet nicht, dass alle baustatischen Probleme derart einfach gelost wer-
den kénnen. Das Gegenteil ist der Fall. Gerade bei komplexeren Systemen werden
nichtlineare Effekte mafigeblich fiir die Bemessung. Zur Veranschaulichung der Auf-
teilung von linearen und nichtlinearen Problemen gibt es einen schonen Vergleich:
Classifying the world into linear and nonlinear systems seemed a bit like classifying
the world into bananas and nonbananas.

Belastungen fithren zu Verformungen des Systems. Jedoch ist nicht jede Ver-
formung relevant. Zudem entstehen bei genauer Betrachtung diverse Belastungen
im System, die nach Theorie 1. Ordnung gar nicht vorliegen. Z.B. kommt es vor,
dass Stiitzen infolge Tragwerksverformung nicht mehr mittig sondern aulermittig
belastet werden, was dann zu Biegemomenten in den Stiitzen fiihrt.

Nichtlineares Verhalten bezieht sich aber nicht nur auf die durch Systemverschie-
bungen entstehenden Anderungen in den SchnittgroBen. Auch die Werkstoffe, aus
denen ein Tragwerk aufgebaut ist, zeigen ein nichtlineares Verhalten. Unter Beach-
tung der einwirkenden Spannungen und der Gegeniiberstellung zu den Fliefigrenzen
ergibt sich bei Aufbringen von grofien Belastungen ein mitunter vollig anderes Trag-
verhalten als fiir kleine Einwirkungen.

Die nichtlinearen Probleme gliedern sich im Wesentlichen auf in:

e SchnittgréBenermittlung am verformten System (Theorie 2. Ordnung)

e FlieBgelenkbildung (Traglastverfahren, Theorie 1. Ordnung, nichtlineares Werk-
stoffverhalten) und

e Stabilititsprobleme (Theorie 2. Ordnung).

4.6.2 Schnittgroflenermittlung am verformten System

Die Berechnung der Schnittgréflen am verformten System ist in der Regel ein Itera-
tionsprozess und wird deshalb mittels EDV durchgefiihrt. Des Verstdndnisses wegen
soll hier jedoch ein Iterationsschritt von Hand durchgefiihrt werden. Am System, ge-
zeigt in Abbildung [£.14] soll der Momentenverlauf im verformten Zustand bestimmt
werden.

Im Abbildung :14]c und £I4]d werden Hilfszustéinde betrachtet. Diese dienen
der Messung der horizontalen Verschiebungen am Lastangriffspunkt und am rech-
ten Lager. Durch die horizontale Verformung des Tragwerkes ergibt sich eine grofiere
Spannweite und die Biegemomente nehmen zu. Besonders beachtlich ist, dass der
linke Stil, der nach Theorie 1. Ordnung keine Biegung erfihrt, nach Theorie 2. Ord-
nung von einem, wenn auch geringen, Biegemoment beansprucht wird. Mit der um
die Verschiebungen verdnderten Geometrie des Tragwerks werden die Schnittgréfien
neu berechnet. Die Verformungen und die Momentenénderungen sind so gering, dass
ein zweiter Iterationsschritt nicht notwendig erscheint. Die Verformungen ergeben
sich aus:

2-13,3-4-(4+2-2,6)+2-£-{13,3-(2:2,6+1,3)}

On1 = 20.000
20.000 1.000

Sn1 =1,3456 - 10 ? m
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| E1=20.000
I EA=c0

lo,33

Abb. 4.14. Schnittgrofenermittlung am verformten System. a) System, b) Mo-
mente und Lager nach Theorie 1. Ordnung, c) Hilfszustand 1, d) Hilfszustand 2, e)
System im verformten Zustand und f) Momente nach Theorie 2. Ordnung

2-13,3-2-(4+2-3,3)+2-1-{13,3-(2-3,3+2,6)}

Onz = 20.000
+2.%.{67(‘3.(3’§,+2.276)}+\/§-%~676-2,6 6,6-2,6
20.000 1.000

Sh2 =2,4023-10 % m.

4.6.3 Flielgelenkbildung und Traglastverfahren

FlieBgelenke bilden sich, wenn im Werkstoff die Streck- oder Fliefigrenze erreicht
wird. Nach Norm wird der Nachweis nach dem Traglastverfahren als plastisch-
plastisch bezeichnet. Das Traglastverfahren darf nur fiir Systeme ohne Stabilitéts-
gefahr verwendet werden, vergleiche [25].

Die wesentliche Eigenschaft eines Werkstoffs, die zu Flielgelenken fiihrt, ist die
FlieBfiahigkeit. Sprode Werkstoffe wie Glas oder Beton flielen nicht, zumindest in
iiberschaubaren Zeitrdumen nicht. Wenn die maximale Zug- oder Druckfestigkeit
erreicht ist, bricht bei spréden Werkstoffen das Material. FlieSgelenke kénnen also
nur bei fliefdhigen Werkstoffen vorkommen, wie z.B. bei Stahl.

Die charakteristische Streckgrenze fiir einen Stahl St 37—2E| (Bezeichnung nach
DIN 18800 (11.90)) liegt bei f, r = 240N/mm?. Zum Verstindnis betrachten wir

3 Erzeugnisdicke < 40 mm



108 4 Aufbauwissen

Abbildung [£T5] Wird ein Bauteil bis zu einer Spannung belastet, die kleiner als die
FlieBgrenze f, 1 ist, so verformt es sich ideal elastisch. Wird es wieder entlastet, so
verformtes es sich in seinen Ausgangszustand zuriick. Die Abmessungen vorher und
nachher sind gleich. Wird die Last erhcht, also auch eine grofiere Verformung aufge-
bracht, so plastiziert das Bauteil, die Spannung steigt jedoch nur noch geringfiigig an,
wenn man das in Abbildung b dargestellte o-e-Diagramm zugrunde legt. Nach
einer Entlastung verformt sich das Bauteil nur um den elastischen Anteil zuriick,
der plastische Anteil verbleibt. Wird das Bauteil bis zur maximalen Tragfahigkeit
fu,x belastet, so ist der Anteil der plastischen Verformungen grofl und das System
dauerhaft und recht deutlich verformt — was fiir die Gebrauchstauglichkeit mitunter
nachteilig ist.

a) b)
E E — D o
Ou,k
L l L 1% 7 /
7 7 y.k / /
Fl =F el /// ///
jom Si— el / /
""""" — // //
/ /
/ /
l, l,
/ /
i /
/ /

dus

Abb. 4.15. Elastische und plastische Verformung. a) Zugstab unter verschiedenen
Belastungen und b) Spannungs-Dehnungs-Beziehung.

Vereinfachend kann angenommen werden, dass die Spannung ab Erreichen der
FlieBgrenze nicht zunimmt und die Verfestigung (=Erreichen der Zugfestigkeit von
hier fy, k) erst bei sehr grofien Verformungen erreicht wird. Ein FlieBgelenk iibertrigt
somit die plastische Kraft, die sich aus wirksamer Querschnittsgrofie und FlieBgrenze
ergibt, beispielsweise

My pr =Wy pt - fyk -

Zunichst sind die Verformungen und der Verformungspfad, wie z.B. in Abbil-
dung dargestellt, zu bestimmen. Aufbauend hierauf kann eine vertrigliche Be-
lastung des Bauteils abgeschéitzt werden. Zudem ermoglicht eine Bemessung mit
Ausnutzung der plastischen Reserven eine wirtschaftlichere Losung als die Nachwei-
se elastisch-elastisch oder elastisch-plastisch, allerdings hat ein plastisch-plastisch
bemessenes Bauteil auch kaum noch Reserven, abgesehen von der Verfestigungswir-
kung zwischen Flieigrenze und Zugfestigkeit.

Das Traglastverfahren ist eine Moglichkeit, die maximale Traglast unter Ausnut-
zung plastischer Reserven an einem System zu ermitteln. Bei statisch bestimmten
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Systemen wird dabei lediglich die plastische Querschnittsreserve und bei statisch
unbestimmten Systemen zusitzlich die plastische Reserve des Systems ausgenutzt.

Die Grofle der Traglast selbst ist statisch bestimmt, denn statisch iiberzéhlige
Kréfte werden nach und nach durch ihre plastischen Kréfte ersetzt, bis das System
eine kinematische Kette besitzt. Damit haben weder Temperaturdnderungen noch
Lagerverschiebungen einen Einfluss auf die Traglast.

Eine Traglast kann folglich fiir statisch unbestimmte und statisch bestimmte
Systeme ermittelt werden. Die Forménderung des Systems bleibt bei der Traglast-
ermittlung aufler Acht. Sind die folgenden Punkte gleichzeitig erfiillt, so ist die
maximale Last, die Traglast, des Systems erreicht.

1. Das Gleichgewicht fiir Lasten und Schnittgrofen muss erfiillt sein.

2. Die Biegemomente diirfen nur an den Flielgelenken maximal so grof§ sein wie
die Fliefmomente.

3. Es muss eine kinematische Kette erreicht werden. Fiir ein n-fach statisch unbe-
stimmtes System ergeben sich n + 1 FlieSgelenke.

Sind nur die ersten zwei Bedingungen erfiillt, so spricht man vom statischen Satz,
denn das System ist nach wie vor mindestens statisch bestimmt und damit statisch.
Die Traglast braucht nicht bestimmt zu werden.

Sind die erste und dritte Bedingung erfiillt, so spricht man vom kinematischen
Satz, denn das System hat die kinematische Kette erreicht. Die Traglast ist in diesem
Lastfall erreicht oder tiberschritten.

Fiir statisch bestimmte Systeme ergibt sich die Traglast aus dem Versagen an
der am hochsten beanspruchten Stelle des Tragwerkes, wobei das System auf Grund
eines FlieBgelenks (bei Symmetrie auch mehrere) versagt.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, ein Tragwerk mittels Traglastverfahren zu
untersuchen. Bei einfachen Systemen wird schnell deutlich, wie die Versagensrei-
henfolge der Bauteile lautet. Entsprechend kénnen die plastischen Kréfte der Reihe
nach angeordnet und die Traglast, sowie die entsprechenden Verformungen bestimmt
werden.

Die zweite Moglichkeit wird bei komplizierten Tragwerken verwendet. Hierbei
wird das System mit einer wachsenden Last beaufschlagt. Bei jedem Laststeige-
rungsschritt werden die Schnittgréflen ermittelt und das Verhiltnis zu den plasti-
schen Kriften iiberpriift. Wird die plastische Last erreicht, so wird das Element
durch seine plastische Kraft ersetzt und die Belastungssteigerung wird fortgesetzt.
Dieses Verfahren setzt jedoch eine EDV-Unterstiitzung voraus, denn bei einer Hand-
rechnung wire der Aufwand zu gro8.

Interessiert die Entwicklung der Verformungen nicht, so kann die Traglast auch
direkt bestimmt werden. Uber das Prinzip der virtuellen Verschiebungen werden
innere und #duflere Arbeiten bilanziert und aus deren Gegeniiberstellung der Trag-
lastfaktor, mit dem die dufleren Lasten skaliert werden, ermittelt.

Beispiel 1: Traglast

Anwendung des Prinzips der virtuellen Verriickungen. Der Durchlauftriger (Ab-
bildung ist einfach statisch unbestimmt. Zunéchst bildet sich iiber der Mit-
telstiitzung ein Fliegelenk aus, anschliefend beim Versagen in den Feldern. Die
Traglast g ergibt sich nun aus folgenden Betrachtungen. Die Verdrehungen (Tan-
gens des Winkels!) ergeben sich zu
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tany; = tan gy = 1 :2’67
0,375a a

tan g2 = tan p3 = 1 = 1,6
0,625a a

Die geleistete Arbeit, d.h. die innere und die duflere zusammen, muss Null ergeben.
Die einzelnen Anteile lauten wie folgt:

1
Agcsamt =2 5 ca-q— Mpl,l . (tan 1 + tan (,02)
— Mpi2 - (tan gz + tan s) — My 3 - (tans + tanps) = 0.

Werden die obigen Terme eingesetzt und die Symmetrie beriicksichtigt, sowie, dass
die plastischen Momente innerhalb des Trégers gleich grofl sind, so folgt:

Agesamt = q-a — 2+ My - (tan 1 + tan p2) — My, - (tan o2 + tan ¢3)

11,73

ZQ‘G*Mpl 0.

Damit ergibt sich die maximale Streckenlast, d.h. die Last, bei der sich das System
im plastischen Zustand befindet, zu

11,73
q= Mpl : ? .
a) b) c)
q —0,125-qa°
0,375& ’ M.
i §,,i _(lj_ l,,,l _(l)_ A P1 P2 \nz()lg:z P4
77 - | 0,070-¢a° L 1
l’ a l’ a J’
]\/[pl,l ]\Jpl,‘d
L |, 0,625a L0,625aL L
7 71 7 7 7
0,375a 0,375a

Abb. 4.16. Ermittlung der plastischen Grenzlast fiir einen Durchlauftriiger. a) Sys-
tem, b) Momentenfldche und c¢) Verschiebungsfigur.

Anhand eines Zahlenbeispiels soll gezeigt werden, wie gro8 der Unterschied der
Traglast zum Nachweis elastisch-elastisch ist. Bei diesem Nachweis darf die maximale
Spannung f, an keiner Stelle im Tragwerk iiberschritten werden. Angenommen wird
ein Profil HEB-300 und eine Feldweite von a = 8,0m. Sicherheitsbeiwerte werden
bei dieser Betrachtung aufler Acht gelassen.

Das plastische Widerstandsmoment betrigt W, ,; = 1869 cm®. Die Streckgrenze
fiir einen St 37-2 Stahl betriigt f, x = 24kN/cm?. Damit erhélt man ein plastisches
Moment von

My = Wy - fyr = 448,56 kNm
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und eine maximale Traglast ¢

11,73
a2

11,73
82

q= Mp; - = 448, 56 - =82,2kN/m.

Das elastische Widerstandsmoment der Profils betrigt W, = 1680 cm®. Bei ei-
nem normalen Spannungsnachweis darf das Moment an jeder Stelle des Systems
nicht gréfler als

Muax = Wy - fyr = 1680 - 24 = 403,2kNm

sein. Somit erhilt man als maximale elastische Traglast (mafgebendes Moment iiber
dem mittleren Auflager)
Mmax 403,2

= - = 50,4kN/m.
Qe = G105 a2 0,125 82 0O AKN/m

Das bedeutet, dass die Traglast bei einem Nachweis plastisch-plastisch um iiber 60 %
gegeniiber einem normalen Spannungsnachweis gesteigert werden kann.

a) b)
0 [cm)]
Rundstahl 1,57 :
d=1,5 cm 6 i
A=1,767-10"* m? 1,0 :
0,577
P
HEA-1000 T P [kN]

T T 7T T 7
3 3 10 20 30 40 50 60 70

Abb. 4.17. Ermittlung der Kraft-Verformungs-Beziehung fiir ein Tragwerk. a) Sys-
tem und b) Kraft-Verformungs-Linie.

Beispiel 2: Kraft- Verformungslinie

Fiir das in Abbildung [{I7)a gezeigte System soll die Kraft-Verformungslinie be-
stimmt werden. Der Biegetrager wird sich aufgrund des sehr biegesteifen Profils nicht
verformen, so dass sich dieser starr um sein linkes Auflager dreht. Die Zugbénder
werden nacheinander infolge Normalkraft versagen. Das rechte Zugband ist weiter
vom Drehpunkt entfernt als das linke, es wird somit als erstes die Grenzdehnung
zum plastischen Bereich erfahren. Die Kraft im rechten Zugband ist dann:

Fipi=A-fyr=1,767-10"*m? - 240 MN /m?
=0,0424 MN = 42, 41 kN.

Die Dehnung und die entsprechende Verformung ergeben sich zu
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Eify,kf 240
T E  210.000
S1=e-1=1,143-10"%-6,0 = 0,0069 m = 0,69 cm .

=1,143-10"% = 1, 14%0,

Geméfl dem Strahlensatz ist die Verformung des linken Stabes halb so grof3 wie die
des rechten, und demzufolge ist auch die Kraft im Element nur halb so grofS. Uber
das Momentengleichgewicht erhélt man die aufgebrachte Last P zu

1
P = Fipi+ 7 Fop = 42,414 10,60 = 53, 01kN.

Wird das System nun weiter belastet, so wirkt im rechten Stab grundsétzlich
die Kraft Fi p;. Der linke Stab wird ebenfalls bis zur Streckgrenze gedehnt und trégt
nun die Kraft F5 p; ab, die genauso grofl ist wie F} ;. Die aufgebrachte Last ergibt
sich nun zu

P=F+ % Fyp = 42,41 + 21,21 = 63, 62kN

und die Verformung ist geméf Strahlensatz nun
b =e-1-2=1,143-10"%.6,0-2=0,0137m = 1,37 cm.

Das Last-Verformungs-Diagramm ist in Abbildung [£I7]b dargestellt und zeigt das
nichtlineare Verhalten des Tragwerks. Wenn beide Stidbe plastiziert sind, dann ist
keine weitere Lastaufnahme mehr moglich, d.h. ab dem Erreichen der Last von
P =63,6 kN versagt das System.

4.6.4 Stabilititsprobleme

Ublicherweise reduziert sich die Analyse eines Tragwerkes auf die Berechnung der
Schnittgréflen am unverformten System, also nach Theorie 1. Ordnung. Doch in
einigen Féllen ist eine genauere Analyse des Systems erforderlich, gemeint ist die
Uberpriifung des Systems auf Stabilitéitsversagen.

El=x
FEA=c0
cr = 15.000 kNm
h=4m

Abb. 4.18. Systembild mit Ver-
formungsfigur fiir die Betrach-
tung eines einfachen Stabilitéts-
problemes. Die Stdbe werden
dabei als unendlich Dehn- und
Biegesteif angenommen. Es ist
lediglich eine Drehung um das
Auflager moglich.

Die Tragwerkselemente, die solch ein Versagen aufweisen koénnen, sind diinne
und schlanke druckbeanspruchte Teile des Systems. Das Versagen kiindigt sich nicht
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vorher an, es ist ein plotzlicher Ausfall eines Elementes. Bei stabférmigen Bau-
teilen spricht man vom Knicken, bei flichigen Strukturen vom Beulen. Auch bei
biegebeanspruchten Trigern kann solch ein Stabilitdtsproblem auftreten; der durch
Druckspannungen beanspruchte Teil des Tragers kann kippen, man spricht dann
vom Biegedrillknicken. Bei diesen Betrachtungen muss das System nach Theorie 2.
Ordnung (oder héherer Ordnung) untersucht werden, erst dann tritt ein Stabilitéts-
versagen auf.

Bei der Analyse von Strukturen sind zwei Fille zu unterscheiden, das Span-
nungsproblem und das Stabilitdtsproblem. Anhand eines einfachen Beispiels soll
das Knicken eines Stabes verdeutlicht und der Unterschied zum Spannungsproblem
hervorgehoben werden.

Ein einfaches Beispiel

Es wird das in Abbildung[Z.18dargestellte System betrachtet. Alle Stéibe sind unend-
lich Dehn- und Biegesteif, d.h. das System kann sich insgesamt nur um das Auflager
um den Winkel ¢ verdrehen. Aufgebracht wird eine Last F' und verédnderlich ist der
Hebelarm eg, ausgedriickt durch das Verhéltnis eg/ho.

6.000+ F Theorie 1. Ordnung
60/h0:0,01
4.000 | ¢0/ho=0
ho=0,05
2.000 | A eo/ho=0,2
Il Il Il Il \<p
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
/0001 Spannungsproblem
Stabilitatsproblem
—4.0007
—6.000{
—8.000¢
___ Theorie 2. Ordnung
—10.000

Abb. 4.19. Last-Verformungskurven fiir unterschiedliche Formulierungen und Pa-
rameter fiir eo/ho.

Zunichst wird das System nach Theorie 1. Ordnung betrachtet. Bildet man das
Momentengleichgewicht um das Auflager, so fithrt das auf

F'GQZM
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und unter Einbeziehung des Werkstoffes kann das Moment iiber
M=y cg

ausgedriickt werden. Das liefert die Gleichung

p-cr _ 3.750-¢

O - e
ho ho ho

F(p) =

Mit dieser Gleichung kénnen Parameterstudien fiir verschiedene Werte von eg/ho
durchgefiihrt werden. Das Ergebnis fiir eo/ho = 0,2 ist in Abbildung mit der
schwarzen Linie dargestellt. Je stirker das System belastet wird, desto grofer ist die
Verformung. Dieser Zusammenhang ist linear und ein reines Spannungsproblem.

Als néchstes wird eine Betrachtung nach Theorie 2. Ordnung durchgefiihrt, d.h.
das Gleichgewicht wird am verformten System formuliert.

F-(e+w)=M

Dabei wird vereinfachend angenommen, dass die vertikale Projektion e der Lénge
eo auch im verformten Zustand der wahren Linge eg entspricht, e ~ eg. Gleiches
gilt fiir die Hohe, h ~ ho. Fiir kleine Winkel ¢ ist diese Ndherung ausreichend, bei
groflen Verdrehungen ist diese Ndherung zu ungenau. Die Gleichung fiir den Werk-
stoff (die Drehmomentenfeder) kann iibernommen werden. Zusétzlich wird noch die
Geometrie betrachtet, um einen Zusammenhang zwischen der Verformung w und
der Verdrehung ¢ herzustellen.
w=h-p

Setzt man nun alle Gleichungen in die Gleichgewichtsformulierung ein, so erhélt man

CR @ 3750 ¢
(E+e)ho mre

F(p) =

Diese Formulierung fiihrt auf das Stabilitdtsproblem. Die Last-Verformungskurv-
en sind fiir die Werte 0,2, 0,05, 0,01 und 0 fiir eo/ho dargestellt. Ist eg/ho > 0 liegt ein
Spannungsproblem vor. Die Verformungen werden bei einer geringen Laststeigerung
sehr grofl. Das System ist ab einer bestimmten Last nicht mehr tragfihig.

Anders sieht es aus, wenn der Hebelarm zu Null gesetzt wird, eg/ho = 0. Die Last
lésst sich ohne eine Verformung bis zu einem Wert von 3.750 kN steigern. Dann aller-
dings ist das System nicht mehr stabil, die Verformungen kénnen an diesem Punkt
beliebig grofl werden. Diesen Punkt nennt man Lastverzweigungspunkt. Bringt man
eine noch so kleine horizontale Last an dem System an, so versagt das System
schlagartig.

Eulerfille

Elementar und aus der Technischen Mechanik bekannt sind die Knickfiguren nach
Euler (siehe Abbildung . Diesen liegen trigonometrische Verformungsfunktio-
nen zu Grunde. Sie werden fiir einfache Fille als Referenzen verwendet, wenn FEM-
Systeme zur Berechnung von Stabilitétsproblemen herangezogen werden sollen. Die-
se benutzen hiufig Polynome als Ansatzfunktionen. Die Netze miissen fein diskreti-
siert werden, um die Euler-Ergebnisse zu erreichen. Siehe dazu auch [20].



4.6 Nichtlineares Verhalten bei Stabtragwerken 115

Knicklange s, = 1 lNI"l i iv““ divf"’ le
B = s,/l = Verhéltnis von %
Knickbogen zu Bauteillinge
(Abstand der Wendepunkte) !
Knicklast N,=FEI 7°/s,’
77777
Fall 1: Fall 2: Fall 3: Fall 4:
B=2 s=1 6=0,69 [F=05
\ x Wendepunkt

Abb. 4.20. Systeme mit Knicklasten und Knickfiguren nach Euler.

Detaillierte Angaben zur Bemessung und den einzelnen Rechenverfahren finden
sich bei [22], [23] und [25].

Ein Balken auf zwei Stiitzen erfihrt unter einer Vertikallast eine Durchbiegung.
Wirkt an diesem Balken zusétzlich eine groie Normalkraft, so tragt das, je nach Vor-
zeichen, zu einer Vergroflerung oder Verringerung der Durchbiegung bei. Bei reinen
Druckspannungen, ohne Querbelastung, wird daraus wieder das Stabilitdtsproblem.
Mit Querbelastung und der Beriicksichtigung der Verformungen bei der Schnittkraf-
termittlung erhoht sich das angreifende Moment durch die Druckkraft und damit
auch die Durchbiegung. Erfihrt der Balken eine Zugkraft, so ist dies eine Versteifung
des Systems; folglich reduziert sich die Durchbiegung. Diese Tragwirkung ist ahnlich
dem Seil, welches mit einer Kraft H vorgespannt wird. Die Seildifferentialgleichung
lautet

—Hw"(z) = plx).

Der Unterschied ist aber, dass vertikale Lasten vom vorgespannten Seil abgetragen
werden konnen. Die Haupttragwirkung und die resultierende Verformung wird bei
der Betrachtung eines Balkens nach Theorie 2. Ordnung von der Biegesteifigkeit
hervorgerufen. Beim Seil wird diese Steifigkeit vernachléssigt. Dennoch lassen sich
Parallelen erkennen.

Die Differentialgleichung eines Balkens unter Querlast nach Theorie 2. Ordnung
lautet nun mit N als Longitudinalkraft (H beim Seil als Vorspannkraft):

v "
Elw' " (z) — Nw"(x) = p(z)
—— ~——
Balken, Theorie 1. Ordnung  Seil, Theorie 1. Ordnung

Der Balken hat nach Theorie 2. Ordnung mehr SchnittgréBen als nach Theorie
1. Ordnung, denn prinzipiell kommen die des Seiles nun noch hinzu (siehe auch
Abbildung . Die Seilldngskraft ist identisch zur Balkennormalkraft.

Die erste Greensche Identitit (sieche auch Abschnitt liefert fiir den Balken
nach Theorie 1. Ordnung
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Balken, V) M+dM
Theorie 1. Ordnung N, T/» S \ > N+dN
N N
M VAV

S
Seil, T
Theorie 1. Ordnung I

N T T+dT

Balken,

Theorie 2. Ordnung I L+dL S+dS

Abb. 4.21. Schnittgréen am Balken und Seil nach Theorie 1. Ordnung und am
Balken nach Theorie 2. Ordnung.

l 1 9
, MM
G(mu?):/pzi;dcc-i—[Vu?—Mu?]é— —— dz=0.
0 o EI
§Aqa, Feld 0Aq, Rand A

Das gleiche Vorgehen liefert die erste Greensche Identitédt nach Theorie 2. Ordnung

! ! MM
G(w,w)z/ pwdz+ [(V + Nw' )b — Md'] - ﬁ—l—Nw/uA}/dx:O.
0 J0
A4, Feld §Aq, Rand SA;

Die Elemente der Balkensteifigkeitsmatrix nach Theorie 2. Ordnung sind defi-

niert als die inneren Wechselwirkungsarbeiten der Einheitsverformungen
. N
MM I
kij = — 4+ N dz ,
j Bl + Nww dx

wobei fiir w und w die Einheitsverformungen verwendet werden sollen. Die Hermite-
Polynome sind jedoch ungeeignet, denn sie sind die Lésungen der homogenen Dif-
ferentialgleichung EIw’" = 0. Wird eines dieser Polynome zweifach abgeleitet, so
verbleibt ein Restpolynom, welches dazu fiihrt, dass die rechte Seite der Differenti-
algleichung nach Theorie 2. Ordnung nicht Null sein kann. Die Einflussfunktionen
nach Theorie 2. Ordnung sind folglich keine Polynome.
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Fiir die Biegelinie wird der Ansatz

T

wp(z) = 1 sin(eg) + 2 cos(el

~

verwendet. Die Steifigkeitsmatrix ergibt sich aus

)+ c3x+ca

2(A+B)—¢?> —(A+ B)l —2(A+ B) + ¢ —(A+ B)l

i - Bl Al? (A+ B)l BI?
I 2(A+ B)—¢* (A+B)
sym. Al?
mit
2o _NC
- EI’
€ (sine — ecose)
A= . ;
2(1 — cose) — e sine
B_ € (e —sine)

2(1 — cose) — e sine
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Fiir den Fall N > 0 sind anstelle der trigonometrischen Funktionen (sin, cos)
die Hyperbelfunktionen (sinh, cosh) zu verwenden und anstelle von £ ist |¢?| ein-

zusetzen. Zur Erinnerung:
sinh(z) =
cosh(z) =

Knicklastberechnung mit der MVM

Eine Berechnung nach Theorie 2. Ordnung liefert genauere Ergebnisse als eine nach
Theorie 1. Ordnung, sowohl die Schnittgréfien, als auch die Verformungen sind rea-
listischer. Allerdings wird die Verwendung der im Kapitel [3.3.6] dargestellten geome-
trischen Steifigkeitsmatrix empfohlen, da diese deutlich einfacher in der Handhabung
ist. Anzumerken ist, dass die Losung mit diesem Verfahren lediglich eine Ndherung
darstellt. Um moglichst exakte Ergebnisse zu erhalten, sind mehrere Elemente fiir

einen Stab zu verwenden.

2. Berechnung der Stabkennzahlen e,1, =

Der Rechenablauf ist wie folgt:
. Berechnung des Systems nach Theorie 1. Ordnung (K7, p, f, u).
|V

EI ~

3. Berechnung des Systems nach Theorie 2. Ordnung durchfiihren, die Normal-

kréfte aus der Berechnung nach Theorie 1. Ordnung zur Berechnung der Stei-
figkeitsmatrix heranziehen (K'7, p, f, u).

/ 2
4. Berechnung der aktuellen Stabkennzahlen epey, = ‘JZ]“ .

5. Beobachtung der Verinderung R = |eneu — €ait|. Wenn die Berechnung konver-

giert, das System sich also stabilisiert, geht R gegen Null. Wenn das System
infolge eines Stabilitdtsproblems versagt, wichst R an.
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6. Wenn sich das System noch nicht stabilisiert hat, ist ein neuer Rechendurchgang
nach Theorie 2. Ordnung durchzufiihren.

Fiir die Modellbildung ist zu beachten, dass die Normalkraftfreiheitsgrade nicht
mit modelliert werden, solange es sich um ein in eine Richtung liegendes System han-
delt (liegender Stab oder vertikaler Stab); es werden nur die vier Balkenfreiheitsgrade
betrachtet. Das Ablaufschema fiir die Knicklastberechnung eines Systems lautet:

1. Aufstellen der Gesamtsteifigkeitsmatrix nach Theorie 2. Ordnung.

2. Extraktion der reduzierten Steifigkeitsmatrix K eq.

3. Losung des Eigenwertproblems beziiglich der Last P: Die Determinante der
Matrix Keq muss zu Null werden, um eine von Null (triviale Lésung) verschie-
dene Losung zu erhalten. Von den moéglichen Werten fiir P ist der betragsméfig
kleinste zu wihlen, weil dieser zum ersten Verzweigungsfall gehort. Die hoheren
Lasten stehen fiir Belastungen, bei denen das System wieder instabil werden
wiirde, so diese erreicht werden wiirden.

4. Berechnung der Elemente der Steifigkeitsmatrix.

5. Die Eigenformen sind zu berechnen. Weil das zugehorige Gleichungssystem ho-
mogen ist, muss eine Weggrofle vorgegeben werden, in deren Abhéngigkeit die
weiteren Weggroflen bestimmt werden.

Beispiel fiir eine Knicklastberechnung

4 I\
4 Pkrit:?
ET = 43.000
EA = 129.000
¢ = 1.000 - Knickfigur
5,0m 5,0m

Abb. 4.22. Berechnung der kritischen Knicklast fiir ein Tragwerk mit eingezeich-
neter Knickfigur.

Fiir das in Abbildung [£.22] dargestellte System soll die kritische Knicklast und
die Knickfigur, d.h. die erste Eigenform des Systems, bestimmt werden. Die System-
daten sind in der Abbildung aufgelistet. Die Vergabe der Freiheitsgrade wird wie
in Abbildung [£:23]a dargestellt vorgenommen. Daraus ergibt sich die in Abbildung
[£:23|c schematisch gezeigte Gesamt- bzw. reduzierte Steifigkeitsmatrix nach Theorie
2. Ordnung:
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r 24EI+12N+C _6EI N 6E1+Q
KL — 3 51 2 10 2 10
“ | 6EI N 6EI N 8EI AN
L 2 10 2 10 l 15
r1.157 12
T BT+ N 0 9.256 + 0,48 N 0
— | 5.375 25 8 4 = _ .
0 Sprein 0 68.800 + 1,3 N
L 5 3
RN __ Y _ y 6
I 3 II
I '
C
|7
b) c)
Inzidenztabelle: GSM (K,..)
Glob. Fhg. [1 2 3 4 5 6 7 [T T % K
Element I 1 2 3 4 -
Element IT 1 2 3 4 — BEEEE K"
Feder ¢ 1 2 2 — BERRE
u; 0 0 wg ug 0 0 0O L] B
BK.

Abb. 4.23. a) Zerlegtes System mit angetragenen globalen Freiheitsgraden, b) In-
zidenztabelle und c) gesamte und reduzierte Steifigkeitsmatrix.

Die Bestimmung der kritischen Knicklast Pxit erfolgt, indem die Determinante
der reduzierten Steifigkeitsmatrix zu Null gesetzt wird:

det K11, =0
= (9.256 + 0,48 N) - (68.800 +1,3N) =0.

D.h. jeder Klammerausdruck fiir sich gesehen muss Null werden, dann ist die
Determinante auch Null. Daraus folgt

9.256 + 0,48 N = 0 = N; = —19.283, 3kN
68.800 + 1,3 N = Ny = —51.600kN .

Zunichst ist einmal festzustellen, dass beide Ergebnisse Druckkréfte sind und
daher beide grundsétzlich als die kritische Last in Frage kommen. Die betragsméflig
kleinste Last, niamlich N; = —19.283,3kN, fiihrt auf die kritische Knicklast Piis
des Systems mit Piir = 19.283, 3kN.

Als letztes soll die erste Eigenform des Systems, die Knickfigur, bestimmt wer-
den. Dazu wird die ermittelte kritische Normalkraft in die reduzierte Steifigkeitsma-
trix eingesetzt und einer der Freiheitsgrade vorgegeben. Das Gleichungssystem sieht
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dann wie folgt aus:

o

9.256 — 0,48 - 19.283,3 [us] _ [0
0 68.800 — 1,3-19.283,3| " |usa| — [0]

Dieses Gleichungssystem stellt einen Sonderfall dar, da die gesamte erste Zeile der
Steifigkeitsmatrix Null ist:

0 0 fus| _ |0

0 43.088,8 ug| — |O]

Daraus folgt, dass die Weggrofle us immer Null sein muss, sonst ist das Gleichungs-
system nicht erfiillt, dafiir ist us beliebig wéihlbar. Die Eigenform ist in Abbildung

dargestellt.
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4.7 Fragerunde

1.

w

Bei welchen Berechnungen wird Symmetrie am h&ufigsten ausgenutzt oder ist
geradezu notwendig?

Was unterscheidet den Bernoulli- vom Timoschenkobalken?

Welche Hauptanwendung gibt es fiir die Theorie 2. Ordnung?

Wird ein Weggrolenverfahren zur Berechnung einer Knicklast verwendet, so
héngt das Ergebnis von der Diskretisierungsdichte ab. Wieso ist das so, und
warum ist es bei Berechnungen nach dem KraftgroBenverfahren (Eulerfille) an-
ders?

Wovon héngt die Tragfahigkeit eines Seils ab, einmal abgesehen vom Seildurch-
messer und Material?

Kann man ein mit Querlast belastetes Seil so stark spannen, dass es nicht
durchhéngt?

Was unterscheidet Streckgrenze f, » und maximale zulédssige Spannung fu 7
Was unterscheidet ein normales Gelenk von einem Fliefgelenk?






5

Moderne Statik

5.1 Energie und Arbeit

5.1.1 Viel Arbeit und Energie satt Schnittprinzip

Die moderne Statik arbeitet nicht mit dem klassischen Schnittprinzip. Vor allem die
numerischen Verfahren bedienen sich anderer Zielgroflen zur Gleichgewichtsbildung,
beschrieben beispielsweise in [I2] und [16]. Die grundlegenden Begriffe sollen in
diesem Abschnitt kurz erlidutert werden:

Energieerhaltung,

Potentielle Energie,

Arbeit,

Prinzip der virtuellen Verriickungen,
Prinzip der virtuellen Krafte und
Minimum der potentiellen Energie.

5.1.2 Energieerhaltung

Ein grundlegendes Prinzip der Statik und Mechanik ist die Energieerhaltung in ei-
nem System. Wird einem System Energie zugefiihrt, so wird sie so lange gespeichert,
bis sie wieder abgegeben werden kann. Unter der Annahme der Verlustfreiheit sind
die Energiezufuhr und -abgabe gleich grof}.

Beispiel

Eine Kugel (Abbildung wird auf eine Bahn gehoben und hinunterlaufengelassen.
Durch das Hochheben wird Energie zugefithrt und durch das Hinablaufen wieder
abgegeben. Dabei werden die Energieerscheinungsformen potentielle Energie und
kinetische Energie ineinander iiberfithrt. Erst durch Abbremsen der Kugel wird dem
System iiber Reibungswirme die anfangs zugefiihrte Energie entzogen. Weil der
Endpunkt der Rollbahn in diesem Beispiel unterhalb des Anfangsniveaus liegt, wird
auch ein Teil der potentiellen Energie des Anfangszustands dem System entzogen.
Wichtig fiir die Energiebetrachtungen sind also nicht die absoluten Energiebetrige,
sondern deren Differenzen.
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Energie

eingetragene abgeleitete
Energie Maximale Energie im System Energie

kin

lokale

S—O—

Bremse

globale T T

Abb. 5.1. Die Energie steht so lange zur Verfiigung, bis sie abgebaut wird.

o

5.1.3 Potentielle Energie

Als potentielle Energie oder auch Potential wird die Energie verstanden, die ein Ele-
ment, im Rahmen seiner Verformbarkeit, aufnimmt. Ist das Element unbelastet und
somit unverformt, so besitzt es ein Energieniveau von Null. Wird es verformt, so
speichert es die zugefiihrte Energie als Lageenergie (= potentielle Energie). Bei Ent-
lastung kann es sich wieder zuriick verformen und gibt die Energie dabei vollstandig
wieder ab. Gliicklicherweise sind die meisten Betrachtungen in der Statik und Mecha-
nik im Bereich reversibler Vorgéinge. Bei nicht-elastischen Betrachtungen findet keine
vollstéindige Riickwandlung der zugefithrten Energie statt, die Verformungen gehen
entsprechend nicht auf das Ausgangsmaf} zuriick, es bleiben plastische Verformun-
gen am Tragwerk, und die mathematischen Modelle werden deutlich komplizierter.

—
Uy Uy Uy
Abb. 5.2. Die neu
aufgebrachten Kriifte
— s leisten immer nur
Lo f i f Arbeit auf den alten
: Wegen.

Wird ein Tragwerk verformt und dieses als Prozess (¢ # 0) und nicht als Zustand
(t = 0) angesehen (siehe Abbildung[5.2)), so leisten die bereits aktivierten Kréfte nur
Arbeit auf den neuen Verformungen. Die potentielle innere Energie ergibt sich damit
zu
A, =11, = % x Gesamtkraft x Gesamtweg.
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Beispiel

Am Normalkraftstab ergibt sich (siehe dazu auch [20]) unter Vernachlissigung des
Temperatureinflusses und mit Beachtung von ¢ = o - F und ¢ = v/(z) die innere
Energie zu

1 1 J o 1 [ N?
Ai=11, = - -edAdr = -FA =—- | —dz.
5 /z/A c-edAdzx 3 /(u (z))" dx 5 | Ba dx

Fiir den Biegebalken ergibt sich die innere Energie (in Bezug auf reine Biegung) zu

1 [ M?
AZ_HZ_i/de

5.1.4 Arbeit

Die dufleren Lasten arbeiten auf der Gesamtverformung. Die duflere Arbeit ist damit
betragsgleich der dufleren Energie und es folgt

Aq = Z F;-w(F) + / p(z) - w(z)dz

und die zugehorige Energie ist
I, = —Aa.

Das Gesamtpotential des Tragwerkes ergibt sich aus innerer und duflerer Energie zu
=1+ 1i,.

Unter der Annahme der Verlustfreiheit ergibt sich in Bezug auf die gesamte
Arbeit am System:
Ages =Ai —Aa =0 A = A,

5.1.5 Prinzip der virtuellen Verriickungen

Das Prinzip der virtuellen Verriickungen (P.d.v.V.) wendet das Arbeitsprinzip an.
Die zugrunde liegende Idee ist, dass an einem beweglichen Starrkdrper die angrei-
fenden Krifte, so sie sich ausgleichen, eine Gesamtarbeit von Null leisten. Wird
eine Verschiebung an der Stelle aufgebracht, an der eine einwirkende Kraft angreift,
so ergibt sich an der Stelle, an der eine entgegenwirkende Kraft anliegt, ebenfalls
ein Weg. Die auf diesen beiden Wegen geleistete Arbeit ist — bei Vorliegen von nur
zwei Kriften — identisch. Sind eine Kraft und der Zusammenhang der Verformungen
bekannt, so kann die unbekannte Kraft ermittelt werden.

Beispiel

Fiir das in Abbildung gezeigte statisch bestimmte System soll die Lagerreaktion
A unter Anwendung des P.d.v.V. bestimmt werden. Dazu wird eine Verschiebung von
§ am Lager A angetragen und die Verschiebungsfigur gebildet. Uber den Strahlensatz
ergeben sich die Verschiebungen unter der Resultierenden der Streckenlast ¢ - a, der
Lagerreaktion A und der Einzellast P. Der Wert der Lagerreaktion folgt nun aus
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Aa=0
_ 990 _ 54 p.satl
2 a
;»A-é:‘%”up‘(saﬂ

éA:ﬂ—kPa—H).
2 a

Es ist offensichtlich, dass die Verschiebung § mit einem beliebigen Wert gew#hlt
werden kann, denn in der Bilanz tritt dieser auf beiden Seiten der Gleichung auf
und kann folglich eliminiert werden.

‘R:qﬂ P
TIprry
1 T4

a | b

Abb. 5.3. Anwen-
dung des Prinzips der
virtuellen Verriickun-
gen zur Lagerreakti-
onsbestimmung.

5.1.6 Prinzip der virtuellen Krifte

Das Prinzip der virtuellen Krifte wendet, genau wie das P.d.v.V., das Arbeitsprinzip
an. Anstelle einer virtuellen Weggrofle, wird hier eine gedachte Kraftgroie auf das
System aufgebracht. Dariiber ldsst sich eine Verschiebungsgréfie berechnen. Bekannt
ist das Prinzip aus dem Kapitel [2.4] vom KraftgroBenverfahren. Hier wurde eine
Einslast an der Stelle aufgebracht, wo eine Punktverschiebung bestimmt werden
sollte. Mittels der Uberlagerung der Momentenflichen lisst sich die Verschiebung
berechnen.

Beispiel

Auch hier soll das in Abbildung [5.3] dargestellte System fiir die Erliuterungen her-
angezogen werden. Mit dem P.d.v.K. soll die Absenkung am Systemende rechts
bestimmt werden. Dazu wird an dieser Stelle eine gedachte Kraft der Grofle 1 aufge-
bracht. Auch hier sind die inneren uns dufleren Arbeiten zu bilanzieren, die die Kraft
des virtuellen Zustands auf den Wegen des eigentlichen Systems leisten. Die duflere
Arbeit A, beschriankt sich auf die Multiplikation der Einskraft mit der gesuchten
Verschiebung, A, = 1 4.



5.1 Energie und Arbeit 127

Die innere Arbeit ist gerade die Uberlagerung der aus den unterschiedlichen
Lastféllen (Originallastfall und virtueller Lastfall) resultierenden Momentenverldufe.
Zusammengefasst erhilt man:

[ Y
MM MM
dr =0 = 0= ——dx.

16y —
o EI o EI

Die virtuelle Kraftgrole konnte auch mit einem Wert verschieden von 1 gewahlt
werden. Das Ergebnis wire das Gleiche. Die Momentenverldufe in der linearen Statik
sind skalierbar, daher kiirzt sich ein vielfaches von 1 aus der Arbeitsgleichung wieder
heraus, da man ein vielfaches des Momentenverlaufen M berechnen wiirde.

5.1.7 Minimum der potentiellen Energie

a) b)
H(u), Ai7 Aa

4000 +
k=1000 3000

2000

ju:? 1000
=800 %

min

Abb. 5.4. Die stabile Auslenkung macht die potentielle Energie zum Minimum. a)
Feder mit Auslenkung und b) Potentielle Energie.

Fiir eine Feder gilt das bereits bekannte Federgesetz (Hookesches Gesetz) k-u =
f. Die innere Arbeit (oder auch Forménderungsarbeit) ergibt sich zu

_1 S A
A,—2/Z/AU€dAd:B—2u f—2ku.

Die duflere Arbeit kann aus dem vorigen Ausdruck abgelesen werden und ergibt sich
zu

1
Aa:§fu

Die gesamte potentielle Energie der Feder wird iiber folgende Gleichung bestimmt

O=1I+1I :%k-usz»u.

Das Minimum der potentiellen Energie wird durch Ableiten der Gleichung nach der
Verdnderlichen u und Nullsetzen ermittelt.
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6—H:k~uff:0
ou

In der Gleichgewichtslage des Systems wird die potentielle Energie zum Mini-
mum gemacht. Das bedeutet, dass ein System im Gleichgewicht die geringstmogliche
Gesamtenergie speichert, sich also so wenig wie moglich verformt. Ein Einfedersys-
tem und die Verldufe der inneren und &ufleren Energie und Arbeiten werden in Ab-
bildung [5.4] gezeigt. Das System ist dann im Gleichgewicht, wenn die innere Arbeit
gleich der dufleren Arbeit ist, A; = A,.

5.1.8 Satz von Betti

Betrachtet werden zwei gleiche Systeme mit unterschiedlichen Belastungsfunktionen.
Demzufolge haben diese Systeme unterschiedliche Losungen fiir die Verschiebungs-
figur. Betrachtet werden die &ufleren Arbeiten. Der Satz von Betti besagt, dass die
Arbeiten, die die Krifte des ersten Systems auf den Wegen des zweiten Systems
leisten gleich den Arbeiten sind, die die Krifte des zweiten Systems auf den Wegen
des ersten Systems leisten.

Der Satz von Betti beinhaltet sowohl das P.d.v.V. wie auch das P.d.v.K., zusam-
mengefasst das Prinzip der virtuellen Arbeiten. Als Lasten konnen sowohl Kraft- als
auch Weggrofien angenommen werden. Formuliert man fiir die in Abbildungdar-
gestellten Systeme den Satz von Betti, so fithrt das direkt auf das in Kapitel [5-1.5|
im Beispiel dargestellte Ergebnis.

Um das P.d.v.K. aus dem Satz von Betti zu erhalten bedarf es ein wenig mehr
Arbeit. Ausgangspunkt ist wieder das in Abbildung [5.3] gezeigte belastete System.
Der zweite Lastfall soll wieder eine Einslast am rechten Systemende sein. Der Satz
von Betti liefert

/aq(ac)-wdx—i—P-w(a—i—b):1-w(a+b).

Der erste Integralausdruck kann mittels zweimaliger partieller Integration und durch
Ersetzen von q(z) = ETw’Y umgeformt werden. Man erhilt

“ MM

o dxr

/ EIw' " dx =
0 0

und zusitzlich die Randarbeitsterme V1 und M1’, welche an jedem Abschnitt zu
betrachten sind, also von 0 bis a und von a bis a + b. Der einzige Term, der von
Null verschieden ist, ist der Ausdruck fiir die Querkraft fiir den rechten Rand des
Systems, =V (a +b) - w(a + b). Setzt man alle GréBen in die erste Gleichung ein, so
erhilt man

0 ]‘?E]y do _Viatb)-iatb)+ P+ = | ]‘ﬁf

=0

w(a+b) = dz .

Die Randterme werden zu Null, da die Querkraft am rechten Rand gerade der Be-
lastung P entspricht. Und das gewonnene Ergebnis ist mit dem nach dem P.d.v.K.
identisch.
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5.2 Einflusslinien

5.2.1 Bedeutung

Einflussfunktionen sind die Basis fiir die moderne Statik und Mechanik. Sie bilden
die Grundlage der finite Elemente Methode (FEM) und der Randelementemethode
(REM), (engl.: Boundary Elements (BE)). Uber sie werden die Steifigkeitsmatrizen
und Lastvektoren definiert. Aus diesem Grund sind die Einflussfunktionen so wich-
tig. In diesem Abschnitt soll deshalb erkliart werden, wie Einflussfunktionen gebildet
werden und welche Eigenschaften sie haben.

Eine Einflussfunktion wird fiir eine Zielgréﬁ(ﬂ an einer Stelle des Tragwerkes
definiert. Sie gibt an, welche Wirkung eine, an einer beliebigen Stelle des Tragwerkes
angreifende Belastung auf die Zielgrofle hat. Am Verlauf der Funktion kann somit
erkannt werden, welchen Einfluss eine Last an einer beliebigen Stelle im Tragwerk
auf die gesuchte Zielgrofle ausiibt.

5.2.2 Beispiele

Die im folgenden gezeigten Beispiele verdeutlichen die Vorgehensweise bei der Bil-
dung von Einflussfunktionen. Doch wo finden diese eine konkrete Anwendung? Ant-
wort: Uberall in der Statik.

Sprungbrett

Betrachten wir als erstes ein Sprungbrett, wie es im Schwimmbad zu finden ist. In
Abbildung[5.5la ist das Sprungbrett mit Springer dargestellt. Der Springer lduft von
links nach rechts. Hierbei wirken verschiedene Krifte auf die Lager des Sprungbretts,
wie aus den Skizzen in [5.5]b abzulesen ist. Werden die jeweiligen Krifte fiir A und
B an die Stellen angetragen, an denen sich die Last G befindet, so erhilt man die
Einflusslinien [5.5|c fiir das Lager A und [B.5]d fiir das Lager B. Die Lagerreaktio-
nen werden jeweils nach unten gerichtet als positiv definiert. An den Einflusslinien
kann sofort erkannt werden, dass Lager A Druck- und Zugkrifte abtragen muss,
wohingegen Lager B nur Druckkrifte abtriagt. Deshalb wird bei Sprungbrettern nur
das dem Wasser abgewandte Lager zugfest ausgelegt, wohingegen das dem Wasser
zugewandte Lager durch eine verschiebliche Rolle realisiert wird. Durch Verschieben
der Rolle kénnen die Schwingeigenschaften optimal eingestellt werden. Durch die
Verschiebung &dndern sich dann allerdings auch die Hebelarme, so dass die Kréfte
anwachsen, obwohl der Springer gar nicht schwerer wird. Die dynamische Belastung
infolge Wippens des Springers ist deutlich grofler als die statische Belastung durch
die Gewichtskraft des Springers. Weiteres zu dynamischen Belastungen findet sich
z.B. bei [20].

Punktweise Konstruktion der Finflusslinie

Fiir eine wandernde Einzellast (siche Abbildung [5.6) soll das resultierende Biege-
moment an der Stelle # = [/4 betrachtet werden. Dazu wird die Wanderlast an

! Kraft- oder WeggroBe
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O
A=5G l B=——6G
L2 Ly

Abb. 5.5. a) Sprungbrett mit Springer, b) Springer=Gewichtskraft an verschiede-
nen Stellen und Lagerreaktionen, ¢) Einflusslinie fiir Lager A und d) Einflusslinie
fiir Lager B.
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verschiedenen Stellen des Tragwerkes positioniert. Das Biegemoment wird dabei im-
mer an der Stelle z = /4 bestimmt und der ermittelte Wert am Lastangriffspunkt x
angetragen. Werden die einzelnen Punkte verbunden, so ergibt sich die Einflusslinie
fir das Biegemoment. Die Einflussfunktion ist nun die zugehorige Funktion zum
Graphen, ndmlich

EL(z)=0, 0<z<l/4,
1
— 2.1
S T e - h=dw, yase<t
Spitzenwert Dreieck

Merke: Schon in diesem einfachen Fall bedarf es zweier abschnittsweise giiltiger
Funktionen zur vollstindigen Beschreibung der Einflusslinie.

a) b)
Wanderlast 1 1
M(1/4) l \L '
EI 1 M(1/4)=0 _M(1/4)=0
o A
—=3/4) 1
// 1
] L M(/4)=—1/2 NM(1/4)=—3/4 1
ey U S—

Abb. 5.6. Einflussfunktionen: a) System mit Wanderlast, b) Wanderlast an ver-
schiedenen Positionen und c¢) Einflusslinie.

Prinzip der virtuellen Verriickungen

Die Bestimmung der Einflusslinie iiber die Lastpositionierung und anschliefende
Auswertung ist bei steigender Tragwerkskomplexitét sehr aufwéndig. Deshalb wird
zur Generierung unter anderem das Prinzip der virtuellen Verriickungen (P.d.v.V.)
genutzt. Die zugrunde liegende Idee ist bereits aus der Mechanik bekannt. Die inter-
essierende Grofie wird messbar gemacht. Dazu ist fiir eine Schnittgrofie ein Gelenk
mit Ersatzkriiften einzufiigen, siehe Abbildung [5.7] Nun liegen zwei Systeme vor.
Das eine System ist mit Belastung und Schnittgrofen versehen und besitzt eine Bie-
gelinie. Das zweite System ist (im einfachsten Fall) kinematisch und verfiigt iiber
Verschiebungen, jedoch keine Krifte. An diesem System werden am Gelenk Verdre-
hungen ¢ aufgebracht, die den Momenten entgegenwirken. Unter Anwendung des
Arbeitssatzes ergibt sich nun, dass die Verformungen aus dem kinematischen System
gerade die Einflusslinie darstellen.
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Konstruktion der FEinflusslinie mittels P.d.v. V.

Fiir das eben beschriebene System soll nun tiber das P.d.v.V. die Einflusslinie be-
stimmt werden.

2) Wanderlast P
(l/ 4)
L/
(4 >, k — System 1
T EL L w,(z)
L Lp
7
Abb. 5.7. Einfluss-
funktionen: a) System
: Svstem 2 1 mit Wanderlast
- ystem und b) kinematisches
YL ¥Yr  FEILI System mit Verfor-

mungen.

Die Losung ist in Abbildung [5.7] dargestellt. An der interessierenden Stelle z =
l/4 wird am System 1 ein Momentengelenk eingefiigt und das Biegemoment frei
geschnitten. Das System 2 ist identisch zum ersten, jedoch kréftefrei. Es ist damit
kinematisch. Die Arbeitsgleichung ergibt nun fiir die wechselweisen ArbeiterEI der
beiden Systeme:

A1 = Ao
Kraft; x Weg, = Kraft; x Weg,
0= Mas wy(0)+ A-wy(0) — ML - o1, — Mg - pr + P - wa(zp).

Die Verdrehungen miissen so eingestellt werden, dass die Gesamtverdrehung 1
ergibt, also tan ¢ + tanpr = 1. Es ist darauf zu achten, dass insgesamt negative
Arbeit geleistet wird, d.h. das Moment und Verdrehung jeweils entgegengerichtet
sin(fl Zudem soll gelten P = 1. Wird beachtet, dass das jeweilige Moment links und
rechts des Schnittes gleich grof ist, so folgt:

2 Anwendung des Satzes von Betti.
3 Weiteres dazu im Kapitel
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MA-O+A~O—M(Z/4)'1+l'w2($p):0,
M(1/4) = wa(zp) = ELM .

Grundsétzlich ist, wie schon erwihnt, zu beachten, dass durch die Verfor-
mung des kinematischen Systems die Gesamtarbeit am Gelenk (Schnittmoment
x tan(Winkel) oder Schnittkraft x Weg) negativ ist, die beiden Groéflen also ein-
ander entgegen wirken.

Durchlauftrager

Einflusslinien fiir statisch bestimmte Durchlauftriger werden an vereinfachten Pol-
pléanen erzeugt. Vereinfacht deshalb, weil die Haupt- und Nebenpole nicht explizit
gezeichnet oder konstruiert werden. Da bei Durchlauftragern die Scheiben und die
Haupt- und Nebenpole schon eingetragen sind, entfillt die Polplankonstruktion. Fiir
einen statisch bestimmten Durchlauftréiger werden die Einflusslinien wie folgt kon-
struiert:

e Gesuchte Zielgrofle ist Weggrofle: Aufbringen der zugehorigen 1-Kraftgrofie am
vorliegenden System.

e Gesuchte Zielgrofe ist Kraftgrofle: Zielgrofle freischneiden, dann Aufbringen der
zugehorigen 1-WeggréBe (Knick von 1 oder Sprung von 1).

In Abbildung [5-8| sind als Beispiele die folgenden Einflusslinien fiir einen Durch-
lauftriger dargestellt.

o FL — A;,: vertikale Auflagerreaktion an der Stelle ¢, wird erreicht durch Frei-
schneiden der Lagerkraft und vertikale Verschiebung um 1 am Punkt 3.

e FEL — Mj: Biegemoment an der Stelle k, wird erreicht durch Freischneiden des
Momentes und Aufbringen zweier entgegengesetzter Verdrehung links und rechts
von k (der Knoten muss so verschoben werden, dass die Relativverdrehung ge-
rade 1 ist).

o FEL— A, ,: vertikale Auflagerreaktion an der Stelle m, wird erreicht durch Frei-
schneiden der Lagerkraft und vertikale Verschiebung um 1 am Punkt m.

e FL — Vj: Querkraft an der Stelle k, wird erreicht durch Einfiigen eines Quer-
kraftgelenks und vertikale Relativverschiebung um 1 am Punkt k.

o FEL — Vp it Querkraft an der linken Seite von Stelle m, wird erreicht durch
Einfiigen eines Querkraftgelenks und vertikale Relativverschiebung um 1 am
Punkt m.

e FEL — M,: Biegemoment an der Stelle n, wird erreicht durch Freischneiden des
Biegemoments und Aufbringen einer 1-Verdrehung bei n.

e FEL—6k: Absenkung an der Stelle k, wird erreicht durch Aufbringen einer 1-Kraft
an der Stelle k.

e FEL—§,: Absenkung an der Stelle p, wird erreicht durch Aufbringen einer 1-Kraft
an der Stelle p.

o FEL — i Verdrehung an der Stelle k, wird erreicht durch Aufbringen eines 1-
Momentes an der Stelle k.

o FEL — Apm: Relativverdrehung an der Stelle m, wird erreicht durch Aufbringen
eines 1-Momentenpaares an der Stelle m.
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Abb. 5.8. Durchlauftriger mit verschiedenen Einflusslinien. Alle nichtlinearen
Verlaufe sind hier Funktionen 3. Ordnung.
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5.2.3 Greensche Funktionen

Eine Einflusslinie ist fiir eine Zielgrofle an einer bestimmten Stelle definiert, beispiels-
weise ein Biegemoment an einer Rahmenecke. Die entsprechende Funktion hingt
deshalb nur von einer Laufvariablen ab, welche die Position der Wanderlast angibt.
Eine Greensche Funktion stellt nun die Einflussfunktionen einer Zielgréfle an allen
Stellen des Bauteils dar. Zusétzlich zu der Variablen fiir die Position der Wanderlast
wird nun auch dem Betrachtungsort eine Variable zugeordnet. Die Einflussfunktion

a) b)
EA, 1 EA T n (7 U3
Al T e S (y,vx) IO T
ELle(x) 1 EL—N;(y1,x) 7
EL—N, (ys,
(42, ) 1 Gly, )
EL—N,i(y3,ac) 1

Abb. 5.9. Greensche Funktionen: a) Stab mit Einflusslinie und b) Greensche Funk-
tion, dargestellt fiir mehrere Stellen des Stabes.

fiir die Normalkraft an der Stelle i (Abbildung[5.9]a) lautet

EL — N;(z) =0, z<i,
EL—-N;(zx)=1, z>i.

Die Greensche Funktion fiir die Normalkraft von 1 im Stab (Abbildung b) ergibt
sich entsprechend zu

Gly,z)=0, y<uz,
Gly,z)=1, y>ux.

Das Ziel muss natiirlich sein, diese Funktion mittels eines Terms darzustellen. Die
Schwierigkeit wird schon an diesem einfachen Beispiel ersichtlich: Der Sprung von 1
muss dargestellt werden, und dies ist mit einer stetigen Funktion nicht moéglich. Auf
die Greenschen Funktionen wird im Rahmen der Einfiihrung in die Randelemente
noch vertiefend eingegangen.

Bemessung von Stitzen unter Briicken

Von Interesse sind hier die Laststellungen fiir maximale Druck- und Zugbelastun-
gen. Im statisch bestimmten Fall (Abbildung a) ergibt sich durch eine vertikale
Auflast nur Druck in Stiitze 2, wobei der Maximalwert durch Streckenlasten in den
Feldern II und IIT erzeugt wird. Im statisch unbestimmten Fall, sieche Abbildung
b, ergibt sich die maximale Drucklast bei Belastung der Felder II, III und V.
Werden hingegen die Felder I und IV belastet, so wirkt auf die Stiitze eine Zuglast.
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a)
Druck

& Zug
Stutze 2
Druck
- e TS - Zug
Stutze 2

Abb. 5.10. Modelle von a) einer statisch bestimmten Dreifeldbriicke und b) einer
statisch unbestimmten Mehrfeldbriicke.

Bestimmung der Elemente der Steifigkeitsmatrizen

Die Elemente der Steifigkeitsmatrizen werden iiber die innere Arbeit im Element,
unter Einwirkung von Einheitsverformungen, gebildet. Fiir die Arbeit gilt bei Nor-
malkriften

a;j = ; ]\;]X] dr mit N = EAu
und fiir Biegung entsprechend
MM

Yy = o FEI
Die Einflusslinien fiir die Randkréfte der Stab- und Balkenelemente sind in Ab-
bildung dargestellt. Die entsprechenden Funktionen fiir den Balken werden als
Hermite-Polynome bezeichnet. Die Krifte, die zur Erzeugung der entsprechenden
Einflusslinien notwendig sind, sind die Eintrédge in den Steifigkeitsmatrizen.
Die Elemente der Steifigkeitsmatrizen ergeben sich aus den vier Hermite-Poly-
nomen ¢; fiir den Balken zu

1
kij = EI / i @y dx.

Die Eintrage der Steifigkeitsmatrix fiir den Stab errechnen sich aus dessen Einheits-
verformungen ¢; geméif

!
kij:EA‘/ il d .
0
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oe)=1-7 pr(w) = ]
b)
N 4 R
% T kjg ;11 == R
b1 3
2 2 x3
() =1- 20 2
M
N N N
2 T N 4 - 1f Y ——
tanp=1
z?  x° 2 73 R
o) =t BT =2 B o) =5 - 2

Abb. 5.11. Einheitsverformungen am a) Stab und b) Balken.

Detailliertere Beschreibungen zur Generierung von Steifigkeitsmatrizen finden
sich beispielsweise in [20]. Dort werden neben den 1-dimensionalen Bauteilen Balken
und Stab auch flichige und rdumliche Elemente diskutiertEI

Bestimmung der Lastvektoren bei der MVM und FEM

Nicht immer kann und soll ein rechnerisches Modell so gew&hlt werden, dass duflere
Kréfte in Modellknotenpunkten angreifen. Gerade bei der Betrachtung unterschied-
licher Lastfille wiirde das zu verschiedenen Netzen bzw. Strukturen fithren, was den
Rechenaufwand erheblich erhchen wiirde.

Deshalb werden Lasten im Feld, also Krifte, die zwischen den Knoten liegen, auf
die Knoten verteilt. Die Verteilung der Krifte auf die Knoten erfolgt entsprechend
der Einflussfunktionen der Randkréfte. Diese Funktionen sind bereits als Hermite-
Polynome eingefiihrt worden. Die Knotenkrifte infolge der Streckenlasten g, (z) und
der Einzellasten F,, — angreifend an der Stelle (zF,») — ergeben sich aus:

!
=Y [ @) 0@ do+ X gilarm) - P

4 Der Begriff finite Elemente stammt aus der Mathematik, wo er fiir Funktionen be-
grenzter Tréigerldnge steht. Im Bauwesen ist es jedoch {iblich, die mathematischen
Modelle nach praktischen Vorbildern zu benennen, z.B. Balken oder Platte.
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5.2.4 Das Schema F

5 Moderne Statik

Die Bestimmung von Einflusslinien folgt einem generellen Ablaufschema, welches
fiir die einzelnen Systeme und Zielgroflen variiert wird. In diesem Abschnitt soll die
Vorgehensweise erlautert werden.

System

Zielgrosse
Gelenk einfiigen
Polplan

1-Verformung aufbringen

1-Last aufbringen
Verschiebungsfigur

Verformung unter 1-Last:

Momentenflache

Punktabsenkungen durch
1-Lasten an den kritischen
Punkten und Uberlagerung
mit dem massgeblichen
Momentenverlauf

Feldverformungen durch
Integration der
Momentenverldufe,

z.B. mittels w-Verfahren

Biegelinie

Beispiel

statisch bestimmt

Kraftgrosse
ja

ja

ja

nein

ja

nein

nicht vorhanden ja, aus Last: 1-(-1/0)  ja
nein ja ja
nein ja ja
nicht vorhanden = Einflusslinie = Einflusslinie
1
4 \i, i Y \i/ i 4 \L i
T = 4 T = 7 G =
PaL2) M=1 ; ‘ 1 |
! ! X tanp=9 ! !
] | w(M,a 1 S5 !
EL—M,gfdz‘ ; Ny2) v | E—VL % ‘
(1) tanp=1
Mtangp=06 BL-M; Mtanp=0

statisch unbestimmt

Kraftgrosse
ja
nein

ja, aber nicht
direkt moglich

ja
nein

liefert neg. Normie-
rungsfaktor: -1/

statisch bestimmt
und unbestimmt

Weggrosse
nein
nein

nein
ja
nein

Stiitzstelle der EL

1

M=—= tang=1
0

Abb. 5.12. Vorgehensschema zur Ermittlung von Einflusslinien.

Die Vorgehensweise ist je nach ZielgroBle und System zu wihlen, wie in Ab-
bildung dargestellt ist. Allgemein kann gesagt werden, dass fiir die gesuchte
Einflussfunktion, die duale Gréfle als Belastung aufzubringen ist, d.h., wird fiir ei-
ne Kraftgréfie die Einflussfunktion gesucht, so ist eine WeggréBe von Eins (Knick



5.2 Einflusslinien 139

oder Versatz) als Last anzusetzen. Wird die Einflussfunktion fiir eine Weggrofe ge-
sucht, so ist eine Kraft von Eins (Kraft oder Moment) als Belastung aufzubringen.
Grundsétzlich ist die Einflussfunktion die aus der Belastung resultierende Biegeli-
nie, also eine Verformungsfigur. Die Erzeugung dieser Verformungsfigur wird in der
Praxis auf unterschiedliche Arten, je nach vorliegendem Fall (siehe Abbildung7
gelost.

Soll fiir ein statisch bestimmtes System die Einflussfunktion fiir eine Kraftgrofe
ermittelt werden, so ist eine Weggréfle von Eins aufzubringen. Dafiir ist ein ent-
sprechendes Gelenk einzufiigen. Dadurch wird das System kinematisch und die Ver-
schiebungsfigur kann mit Hilfe einer Polplankonstruktion ermittelt werden, siehe
Abbildung zweite Spalte.

Ist das System statisch unbestimmt, so #ndert sich das Vorgehen, denn das
direkte Aufbringen einer Eins-Weggrofie ist nicht mehr moglich. Dazu muss ein klei-
ner Umweg gegangen werden. Es wird wieder ein Gelenk in das System eingebaut.
Anschlielend wird ein Kréfte- bzw. Momentenpaar geméafl dem Positivbild als Be-
lastung aufgebracht und die durch die zwei Kréfte verursachte Relativverschiebung
bzw. -verdrehung bestimmtﬂ Die Einskrifte werden dann so skaliert, dass die be-
rechnete Relativweggrofle den Wert Eins erhélt. Damit insgesamt negative Arbeit
geleistet wird, ist der Skalierungsfaktor mit —1 zu multiplizieren. So erhilt man den
so genannten negativen Normierungsfaktor (siehe Abbildung dritte Spalte).

Als letztes verbleibt die Erzeugung von Einflusslinien fiir Weggréfien. Das Ver-
fahren ist unabhéngig vom Grad der statischen Unbestimmtheit. Als Belastung ist
die zur Weggrofle duale Kraftgrofie als Belastung aufzubringen und die Verformungs-
figur z.B. mit Hilfe des w-Verfahrens zu bestimmen. Das Vorgehen ist in Abbildung
[E-12) letzte Spalte beschrieben.

Einflussfunktionen geben eine genaue Aussage iiber die Wirkung von Belastun-
gen auf eine bestimmte Zielgréfle. Im Umkehrschluss kann gefolgert werden, dass
die Giite eines Ergebnisses aus einer EDV-Berechnung direkt mit der Fahigkeit des
Programms zusammenhéngt, wie gut es eine Einflussfunktion fiir die entsprechende
Zielgrofle darzustellen vermag. Dies ist wichtig zu wissen, weil sich einige Einfluss-
funktionen schwer darstellen lassen — beispielsweise Querkrifte bei Platten — und
andere sehr gut — beispielsweise Absenkungen beim Balken. Nédheres hierzu findet
sich in [I2] und auch in [16].

5.2.5 Auswertung von Einflusslinien

Eine Einflusslinie gibt den Einfluss einer Belastung an einer Stelle des Tragwerkes
auf eine zuvor festgelegte Zielgréfle, an einer zumeist anderen Stelle, des Tragwerkes
an. Die Auswertung der Einflusslinie, d.h. die Berechnung der Schnittgréfie unter
einer bestimmten Lastzusammenstellung, ist deshalb ein wichtiger Aspekt des The-
menkomplexes.

Die Einflusslinie gibt an, welchen Effekt eine Last auf eine Zielgrofle hat. Als
Belastung werden in der Regel Einzellasten aufgebracht. Der Wert der Einflussfunk-
tion am Lastangriffspunkt gibt den Faktor an, mit dem die Last zu multiplizieren
ist, um den Wert der Zielgréfle zu erhalten. Eine Streckenlast kann nun als Viel-
zahl differentiell kleiner Einzellasten angesehen werden, folglich muss jede Teillast

5 Beispielsweise mit Hilfe des Kraftgrofenverfahrens durch Uberlagerung des Mo-
mentenverlaufes mit sich selbst.
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mit dem entsprechenden Faktor aus der Einflusslinie multipliziert werden. Im Be-
reich der elastischen Statik gilt das Superpositionsprinzip, so dass die Effekte al-
ler Einwirkungen aufaddiert werden miissen. Die Aufsummierung erfolgt durch die
Uberlagerung der Streckenlastfunktion ¢(z) mit der Einflussfunktion ELy:

!
Z:/ ELz-q(z)dx+» F,- ELz(zr).
0 i

Beispiel

Am gezeigten System (Abbildung [5.13)) soll das Biegemoment an der Stelle ¢ unter
Verwendung der Einflusslinie ermittelt werden.

L1 o= — el

_ b _(I=z)a
5 =
EL-M,(z) a+ : a+b
0
l Abb. 5.13. Biegebalken
__ab oo Lo
) mit Einflusslinie fiir das

Moment an der Stelle <.

Die Auswertung erfolgt durch Uberlagerung der Belastung g(x) mit der zweitei-
ligen Einflussfunktion EL — M (z) unter Anwendung der Integraltafeln, siehe Seite
B4

!
M:/ M-q(x)dx:1~6‘a~q+l-5~b~q.
0 2 2

Fiir den Sonderfall a = b = /2 ergibt sich § = 1/4 -1/l = /4 und somit

l ql?
bpi=g

g+ L.
T35

l
Me=1/2) = [ M-gw)do =553

5.3 Polplankonstruktion

5.3.1 Drehscheibenstatik

Zur Bestimmung von Einflusslinien fiir Kraftgroflen an statisch bestimmten Syste-
men werden Verschiebungsfiguren verwendet. Die Grundlage hierfiir sind Polpléne,
in denen die Kinematik der Systeme mit Drehpunkten (Hauptpolen), Gelenken (Ne-
benpolen) und Verbindungen (Scheiben) beschrieben wird. Einige Details sollen in
diesem Abschnitt beschrieben werden.
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b)

Abb. 5.14. a) Polplan eines einfachen Systems mit Bewegungsrichtungen der Schei-
ben. b) Regel fiir den Ort des Nebenpols zweier durch ein Querkraftgelenk ange-
schlossener Scheiben.

5.3.2 Regeln der Polplankonstruktion

Der Vollstandigkeit wegen sollen die Regeln zur Polplankonstruktion auch hier auf-
gefiihrt werden. Die Abbildungen und dienen zur Verdeutlichung der unten
beschriebenen Konstruktionsregeln. Zum einen wird mit der Polplankonstruktion
das Zeichnen der Verschiebungsfigur an einem kinematischen System moglich, und
zum anderen l&sst sich iiberpriifen, ob ein System kinematisch ist. Denn nur dann
lasst sich der Polplan widerspruchsfrei zeichnen.

1. Ein festes Gelenklager bildet den Hauptpol der angeschlossenen Scheiben.

2. Ein Biegemomentengelenk bildet den Nebenpol der angeschlossenen Scheiben.

3. Die Senkrechte zur Bewegungsrichtung eines verschieblichen Gelenklagers bil-
det den geometrischen Ort des Hauptpols der angeschlossenen Scheiben, siehe
Abbildung [5-14]a.

4. Der Nebenpol zweier, durch einen verschieblichen Anschluss (V-Gelenk, N-
Gelenk), verbundener Scheiben liegt auf jeder Senkrechten zur Bewegungsrich-
tung des Anschlusses im Unendlichen (parallel verschieblich), siche Abbildung
B.14lb.

5. Die Hauptpole (i), (j) zweier Scheiben I und J und ihr gemeinsamer Nebenpol
(4,7) liegen auf einer Geraden.

6. Die drei Nebenpole dreier Scheiben I, J, K liegen auf einer Geraden: (i, j)-(%, k)-
(4, k), sieche Abbildung

7. Fallen (¢,7) und (4, k) zusammen, so liegt an diesem Punkt auch (4, k), sofern
keiner der Hauptpole (i), (j), (k) im Unendlichen liegt.

5.3.3 Kinematik der Verschiebungsfiguren

Eine Verschiebungsfigur arbeitet wie ein Getriebe. Alle beweglichen Elemente wer-
den als Scheiben bezeichnet und sind aneinander gekoppelt. Die Verbindungen (Ne-
benpole) miissen nicht zwangsldufig Bestandteil des realen Tragwerkes sein, sondern
konnen auch auBerhalb liegen. Gleiches gilt fiir die Hauptpole (Drehpunkte). Der
verschiebliche Teil des Systems wird mittels Drehpunkten (Hauptpole) gelagert.
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Abb. 5.15. Kon-
struktion der Neben-
pole aller beteiligten
Scheiben.

Das Prinzip der virtuellen Verriickungen setzt kleine Verformungen (du, d¢) vor-
aus. Deshalb muss bei der Konstruktion der Verschiebungsfigur beachtet werden,
dass

e ...die eingeprigten Verformungen senkrecht zum Radius (Verbindung Nebenpol
zu Hauptpol) eines jeden Punktes erfolgen, also auf den Kreistangenten,

e ...die Verdrehungen innerhalb einer Scheibe identisch sin(ﬂ und

e ...ausgehend von der eingeprigten Verschiebung konstruiert werden muss.

Beispiel 1: Kinematik im Polplan

Die Kinematik innerhalb eines Polplans ist in Abbildung [5.16] dargestellt. Es soll die
Einflusslinie fiir das Biegemoment an der Stelle 7 ermittelt werden. Die Scheibe I wird
im Uhrzeigersinn um 45° (tan45° = 1) um den Hauptpol (1) gedreht. Hierdurch
verschiebt sich der Nebenpol (1,3) rechtwinklig zur Verbindungslinie (1)-(1,3)-(3)
auf Position (1,3)’. Dies fithrt zu einer Verdrehung der Scheibe III um einen Winkel
3. Der Nebenpol (2,3) bewegt sich rechtwinklig zur Verbindungslinie (2)-(2,3)-
(3) auf Position (2,3)’ und die Scheibe II verdreht sich mit dem Nebenpol (2,3).
Gleichzeitig bewegt sich der Nebenpol (3,4) senkrecht zu Verbindungslinie (3)-(3,4)-
(4) auf Position (3,4)’, was zu einer Verdrehung der Scheibe IV fiihrt. Werden nun
die Haupt- und Nebenpole auf die Horizontale projiziert, so entsteht aus dem recht
komplizierten Polplan ein ganz einfaches Abbild, denn die genannten Nebenpole
liegen alle an der gleichen Stelle. Weil die Scheibe III nicht zum Lastgurt gehort
(Balken verlduft vertikal), tritt diese Scheibe in der Projektion fiir die Auswertung
vertikaler Lasten nicht in Aktion. Fiir die Konstruktion der Einflusslinie werden nur
die Scheiben I (Ausgangsscheibe) sowie II und IV (Lastgurt) bendtigt.

Beispiel 2: Hauptpole im Unendlichen

Die mafigeblichen Hauptpole liegen im Unendlichen, siche Abbildung In diesem
Beispiel ist die Einflusslinie fiir die Normalkraft im Pendelstab i zu bestimmen. Aus
dem Polplan folgt, dass die beiden Hauptpole der Scheiben III und IV, zwischen
denen die 1-Verschiebung anzutragen ist, im Unendlichen liegen. Folglich kann in

6 Jeder Punkt auf einer Scheibe verdreht sich um den gleichen Winkel um den
Hauptpol.
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Abb. 5.16. Kinematik in einem Polplan

der horizontalen Projektion keine Verschiebung angetragen werden, weil die Lage
der Hauptpole, in Bezug auf die Projektionslinie, nicht genau angegeben werden
kann. Deshalb ist die Konstruktion der Verschiebungsfigur mit einer frei wéhlbaren
Verschiebung d; durchzufithren. Die Verschiebung d3 ergibt sich nun abhingig von
01. Der Skalierungsfaktor, mit der die Verschiebung ¢; multipliziert werden muss,
damit die Relativverschiebung 83,4 gerade 1 ist, ergibt sich hier aus n = (63 —61) '
Weil die Verschiebungsfigur geméfl den Regeln kleiner Verschiebungen konstruiert
ist, ist der verwendete Mafistab unerheblich. Fiir die korrekten Verschiebungswerte
sind die Messwerte lediglich mit dem Skalierungsfaktor zu multiplizieren. Aus der
skalierten Verschiebungsfigur ist die vertikale Absenkung des Gelenkes im Lastgurt
abzulesen und als Stiitzpunkt der Einflusslinie zu verwenden.
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Konstruktionsplan: 00 00 00
(1) (1,2) (2) (3,4) (3,4) (3.4)
Senkrechte durch Lager B (2,3) (2) (4) (3)
(14) (34) (1,3) .
(2,3) (1,2) (1.3) @ /’,q( )
(1) (1.3) (3) T (13) al
oenm O 3)

(1,4) (1,2) (2,4)

(2,3) (3,4) (2,4)

(2) (24) (4)

Woww I

Hauptpole sind nicht
fixierbar. Deshalb:
Verschiebungsfigur
konstruieren und die
Werte skalieren.

i

0g,0=0,5

Abb. 5.17. Rahmen, bei dem entscheidende Hauptpole im Unendlichen liegen.

5.3.4 Reihenfolge der Haupt- und Nebenpole

Aus dem Prinzip der virtuellen Verriickungen ergibt sich, dass die am Gelenk verrich-
tete Arbeit negativ sein muss, damit die Verschiebungsfigur gleich der Einflusslinie
ist. Die Richtung einer Verformung wird demzufolge iiber eine Arbeitsbilanzierung
bestimmt.

In Abbildung sind verschiedene Reihenfolgen von Haupt- und Nebenpolen
dargestellt. Die Verschiebungsrichtungen sind jeweils so zu wéhlen, dass die Ge-
samtarbeit kleiner als Null ist. Dabei kann einer der beiden Terme auch positiv sein.
Die Absenkung J, die bei den Einflusslinien fiir das Biegemoment anzutragen ist,
ergibt sich aus den Verdrehungen (tan¢) der Scheiben. So gilt fiir Abbildung c
beispielsweise mit ¢1 = §/(a + b) und w2 = §/b:

(a+b)b

1 1
L= tan(pn) +tanlpa) = g 4§ = 0= G
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a) a Y b p
7 1 i
(1) 7 (L,2) o (2)

Pl In Doy
M, M,

M x @Y =0 und MY x ¢35 =0
=-insg. negative Arbeit

_ab
n= a+b

M, M,
P2 I’7 $1

(2) I (1,2) II (1)

L b L a L

A i 7

M x @Y =0 und M5 x ¢35 =0
=-insg. negative Arbeit

_ad
= a+b

M x i =@ und M5 X 5 =0
(o > 1 =vinsg. negative Arbeit
a-b

WVix 101 =0 und 1Vox | ds =0
=-insg. negative Arbeit

a b
=g wmd 2=y

\LV1>< T 61 =© und TVQX i (52 =0
=-insg. negative Arbeit

b
und 62 = m

1

_a
a+b

‘LV1>< »1/51 =& und TVQX \L(;g =0
02 > 01 = insg. negative Arbeit

a b
(51— b—a und (52—@

Abb. 5.18. Verschiedene Reihenfolgen von Hauptpolen, Nebenpolen und Scheiben.
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5.4 Betti, Green und Mohr

5.4.1 Mathematische Ideen mit Tragweite

Der Satz von Betti und die Greenschen Identitédten enthalten auf kompakte Wei-
se viele Prinzipien der Statik und Mechanik. Die Mohr’sche Analogie macht die
Biegelinienberechung einfach. Deshalb sollen sie hier kurz vorgestellt werden.

5.4.2 Herleitung der Greenschen Identititen fiir den Stab

Fiir die Herleitung der Greenschen Identitaten wird die partielle Integration benotigt.
Fiir zwei zunéchst beliebige, in den Grenzen von a bis b stetig differenzierbare Funk-

tionen u und v gilt:
b b
/ ' vdr = [uv]gf/ uv' dx.

Der Differentialoperatoﬂ angewandt auf die Funktion u wird bei der partiellen In-
tegration auf die zweite Funktion v iibertragen. Auf der rechten Seite ist neben
dem Integralausdruck ein Randterm, bei dem nur die Randdaten vom betrachteten
Gebiet beriicksichtigt werden miissen, entstanden.

Ausgangspunkt der Herleitung ist die Differentialgleichung des Stabes,

—FEAu" () = p(x).

Die Gleichung wird mit einer Funktion @(z) multipliziert und auf die linke Seite
wird die partielle Integration angewendet. Man erhélt den folgenden Ausdruck.

! ! !
—/ EAu"udr = —[EAY4]h + / EAY'4 dr = / padz
0 0 0

Die Gleichung lasst sich so umformen, dass man eine Identitét erhélt, d.h. die rechte
Seite der Gleichung wird zu Null.

l 1
f/ EAW" 0 dx + [EA 0] — / EAYW dx =0
0 0

Mit EAu' = N, @/ = N/EA und —EAu” = p ergibt sich die erste Greensche
Identitdt

! l \
G(u,a):/pﬁda:+ [N —/ NN e —o0.
0 0

FA
—_—  —
A, Feld A4 Rand §A;

Alle Ausdriicke in der Greenschen Identitéit sind Arbeitsterme, d.h. Kraft x Weg. Es
wird unterschieden zwischen der inneren Arbeit und der dufleren Arbeit im Gebiet
bzw. im Feld und auf dem Rand.

Um die zweite Greensche Identitit zu erhalten, werden zunéchst die Funktionen
u und 4 vertauscht. Fiir diesen Fall ergibt sich analog zur ersten Variante:

7 In diesem Fall die erste Ableitung einer Funktion nach .
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! R INN
G(ﬁ,u):/ﬁudﬂc—l— Nulp— [ =—dz=0.
o Nelo = | 5

Wird die erhaltene Identitét von der ersten subtrahiert, so ergibt diese Differenz
gerade die zweite Greensche Identitét:

! l
B(u,a):G(u,a)—G(a,u):/ pada;+[Na—Nu]g—/ pudr =0.
0 0

Die zweite Greensche Identitét sagt nichts anderes aus, als das die Arbeiten, die die
Krifte des u-Systems auf den Wegen des u-Systems leisten gleich den Arbeiten sind,
die die Krdfte des u-Systems auf den Wegen des u-Systems leisten. Die Anwendung
dieser Identititen wird im Abschnitt [5.4.4] behandelt.

5.4.3 Herleitung der Greenschen Identitéiten fiir den Balken

Wichtiges Hilfsmittel fiir die Herleitung der Greenschen Identitdten ist auch hier
wieder die partielle Integration. Im Falle der Balkendifferentialgleichung wird die
partielle Integration zweimalig angewendet. Das Vorgehen ist fiir die Funktionen u
und v dargestellt. Fiir die zwei Funktionen ergibt sich zunéchst

b b
17 ! b A
/uvdm:[uv]af/uvdx.
a a

Wird der rechte Integralausdruck wieder partiell integriert, so ergibt sich

b b
b
/ u' v d:c:[uv']a—/ uv” dzx.
a a

Wird dies wieder in die vorige Gleichung eingesetzt, so erhilt man
b b
/ uwvde = [u'v —uw']l + / wv' dr.
a a

Das bedeutet, dass der Differentialoperator, die zweimalige Ableitung einer Funk-
tion, von der ersten Funktion u auf die zweite Funktion v iibertragen wird. Das
Vorgehen ist jetzt wieder mit dem beim Stab identisch.

Die Differentialgleichung des Balkens

Elw' (z) = p(x)
wird mit einer Testfunktion w multipliziert und danach zweimal partiell integriert:

l ol
/ Elw'Vé de = [ETw"w — ETw" @]y + / Elw"é" dz .
0 JO

Unter Beachtung der differentiellen Beziehungen zwischen den Schnittgréfien am
Balken erhilt man die erste Greensche Identitét fiir den Balken:

! l 9
G(w,w):/ pdz+ [V — M) — MM 1~ 0.
0 o EI

A, Feld 8A4 Rand SA;
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Entsprechend kann auch hier die zweite Greensche Identitdt fiir den Balken
formuliert werden:

1 1
B(w,ﬁ}):/pﬁ)dm—!—[Vu?—Mﬁ/—Vw—Mw/]é—/ﬁwdx:O.
0 0

Die Anwendung der Greenschen Identitdten wird im folgenden Kapitel vorgefiihrt.

5.4.4 Anwendung der Greenschen Identitéiten

Zunéchst waren die Funktionen w und @ bzw. v und @ beliebig wéhlbare stetig dif-
ferenzierbare Funktionen. Betrachtet man w und u als Funktionen aus einem Last-
zustand und w und @ als Testfunktionen, so zeigt sich, dass die géngigen Prinzipien
der Mechanik in den Greenschen Identitédten enthalten sind.

Prinzip der virtuellen Verriickungen

Mit w und seinen Ableitungen aus einem Lastzustand und @ = Jw als eine virtu-
elle Verriickung und den zugehorigen Ableitungen als Testfunktion ergibt sich das
Prinzip der virtuellen Verriickungen. Die Kraftgréfien aus dem Lastzustand werden
mit virtuellen (6) Verformungen iiberlagert:

LM SM

dx .
s EI

1
G(w, 8) = 0 :/ i dz + [V 6 — M o] —
0

Wird z.B. auf ein statisch bestimmtes System das Prinzip angewandt, so vereinfacht
sich obige Gleichung deutlich. Da das System kinematisch wird, ist das Aufbringen
der virtuellen Verschiebung kriftefrei, so dass der letzte Integralausdruck wegfallt.
Die Randterme werden ebenfalls zu Null, da entweder die virtuelle Verriickung Null
ist, oder die Kraftgrofle, mit Ausnahme der gesuchten Auflagerkraft. Somit ist le-
diglich die stiickweise lineare Funktion (virtuelle Verriickung) mit der Belastung zu
iiberlagern, um die gesuchte Gréfle zu erhalten.

Prinzip der virtuellen Krdifte

Mit @ = dw und seinen Ableitungen aus einem virtuellen Lastzustand und w samt
Ableitungen als Folge der Belastung auf dem System ergibt sich das Prinzip der
virtuellen Krifte. Die Kraftgrofen aus dem virtuellen Kraftzustand (§) werden mit
realen Verformungen resultierend aus dem Lastfall p(z) iiberlagert:

LSMM

l
G(ow,w) =0 = / dpw dx + [6Vw — 6]\2[10% — = dr.
0 o EI

Man erhilt das aus dem KraftgroBenverfahren bekannte Ergebnis; Die Uberlagerung
der Momentenflichen aus Endzustand und einem mit einer Einskraft belasteten
System, liefert die zur aufgebrachten Einskraft duale Weggrofle.
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Abb. 5.19. Greensche Identitdt und Gleichgewicht: a) Balken auf zwei Stiitzen,
b) 1-Verschiebung, ¢) 1-Verdrehung, d) Zug-Druckstab mit Streckenlast und e) 1-
Verschiebung in horizontaler Richtung.

Krifte- und Momentengleichgewicht

Wird ein Lastzustand mit einer Starrkdrperbewegung iiberlagert, so folgt aus der
ersten Greenschen Identitit die entsprechende Gleichgewichtsformulierung am Sys-
tem.

Die Uberlagerung des statischen Systems, siche Abbildung [5.19|a, mit der
Starrkérperbewegung in Abbildung [5.19]b liefert:
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w
~—~ ~—~—~
=1 =1 =0
=0
et
— V(0) w(0) +M(0) @' (0) +/ ME]}/[ dr =0
0

= |Y Fv=0: p-l+V()-V(0)=0.

Die Uberlagerung des statischen Systems in Abbildung [5.19]a mit der Starrkér-
perbewegung in Abbildung [5-19]c liefert das Momentengleichgewicht um das linke
Auflager:

~ ~~ ~—~—
= =l =1
=0
ate
— V(0)w(0) +M(o)ﬁ/(1)+/ MEiw dx
SN—~— 0

= iM:O: %ZQ+V(1).1_M(1)+M(0)20.

Die Uberlagerung des statischen Systems in Abbildung|5.19|d mit der Starrkérper-
bewegung in Abbildung [5.19)e liefert die horizontale Kréftegleichgewichtsformulie-
rung:

l l \7
G(u,ﬁ):/o q\_i% d“\]\l@a(o)*N(O)fﬁ(O)’/o NEiY dz

= > Fu=0: ql—N(0)=0.
Satz von Betti

Der Arbeitssatz nach Betti, oder auch Satz von Betti, ist identisch mit der zweiten
Greenschen Identitédt. In Worten ausgedriickt, lautet dieser:

Die Arbeiten, die die Krifte des ersten Systems w auf den Wegen des zweiten Sys-
tems w leisten, sind identisch zu den Arbeiten, die die Krdfte des zweiten Systems
W auf den Wegen des ersten Systems w leisten.

Die mathematische Formulierung hierzu lautet

! l 9
MM
B(w,w):/ pde + [Vio — M’y + | —— dz
0 o EI
01,2
l Y
R . MM
- - My — | pwde— | ——dx .
[Vw w'lp /Opw x . Bl i

d2,1
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und ist gerade die zweite Greensche Identitét fiir den Balken.

5.4.5 Mohrsche Analogie

Die Zusammenhénge der Schnittgroflen des Balkens werden iiber die Differential-
gleichung beschrieben:

EIw" =p.

Dabei gelten die bereits gezeigten Zusammenhinge M = —FEI - w” und —ET -
M" = p. Die beiden zweistufigen Integrationen von —ET - w” nach M und von
—FEI - M" nach p unterliegen nun geméf der Mohrschen Analogie demselben Ope-
rator, weil fiir beide Ausgangsfunktionen dieselben Randbedingungen gelten. Der
Operator muss lediglich in der Lage sein, eine Funktion zweifach zu integrieren. Die
Mohrsche Analogie ist die prinzipielle Grundlage des w-Verfahrens. Hierbei kann mit-
tels der w-Tafeln die Bestimmung von Biegelinien infolge Momentenflichen durch-
gefithrt werden, gleichwohl die Tafeln urspriinglich zur Ermittlung der Momente aus
Streckenlasten gedacht waren.

5.5 Einfiihrung in die Methode der finiten Elemente

Die Methode der finiten Elemente (FEM, engl.: finite element method) ist in den
letzten Jahren zu einem gebrauchlichen Werkzeug in den planenden Ingenieurbiiros
geworden. Die vielfiltigen Einsatzmoglichkeiten des Naherungsverfahrens eréffnen
neue Moglichkeiten der Berechnung und der Konstruktion.

In diesem Kapitel soll dem Leser auf einfache Weise der Grundgedanke der FEM
vermittelt werden. Ein Versténdnis fiir diese Ndherungsmethode erleichtert dem
Ingenieur den Umgang mit einer FE-Software.

5.5.1 Alles bewegt sich und keiner wird nass

Die FEM ist vergleichbar mit den ganz einfachen und selbstverstédndlichen Handlun-
gen, die man macht, um etwas {iber die Eigenschaften eines Objektes zu erfahren.
Wenn man wissen méchte, wie schwer z.B. ein Apfel ist (vorausgesetzt, man hat
keine Waage zur Hand), dann wiegt man ihn in der Hand, bewegt ihn also auf und
ab. Man versetzt ihn in Bewegung. Ahnlich verfihrt man, wenn man einen klei-
nen Steg iiber einen Bach iiberqueren mdochte, aber nicht weif3, ob er stabil genug
ist. Man belastet ihn vorsichtig mit einem geringen Gewicht und beurteilt dann die
Bewegung. Geht das alles sehr leicht vonstatten, d.h. sind die Verformungen unter
einer niedrigen Belastung sehr groB, so beurteilt man diesen Uberweg als ungeeignet.
Diese Briicke ist nicht stabil genug.

Und genau dieses Testen einer Struktur oder eines Objektes wendet auch die FE-
Methode an. Natiirlich nicht genauso, wie oben beschrieben, aber in einem &hnlichen
Sinne. Diese Methode wird natiirlich in einen mathematischen Rahmen gebettet, der
fir die Giiltigkeit dieser Theorie benétigt wird.
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— = Abb. 5.20. Hélt die Briicke?
\:/ Eine vorsichtige Belastung mit
einem Fuf} gibt einen Aufschluss

dariiber!

5.5.2 Eine einfache Herleitung

Ausgangspunkt der Betrachtungen sei eine einfache Differentialgleichung zweiter
Ordnung, in diesem Fall die Differentialgleichung des Stabes:

—EAY" (z) = p(x).

Dabei ist u(z) die Losung der Differentialgleichung, E ist der E-Modul, A ist die
Querschnittsfliche und p(z) ist die Belastungsfunktion.

Um eine Losung bei einem konkreten System zu finden, werden zusétzlich An-
gaben iiber die Geometrie und die Randbedingungen benétigt. Die Losung u(z)
muss dabei zweimal stetig differenzierbar sein, d.h. v/(z) und «” (z) muss bestimmt
werden konnen, ansonsten gibt es keine weiteren Anforderungen an die Lésung.

Nun wollen wir einen etwas anderen Weg einschlagen, um das Problem Stab zu
beschreiben. Wir denken uns eine zunichst beliebige stetig differenzierbare Funktion
aus, mit der wir die Differentialgleichung testen wollen. Diese Testfunktion wird
im Folgenden ¢(z) genannt. Mit der Funktion ¢ wackeln wir an dem Stab. Die
Differentialgleichung wird mit ¢ multipliziert, und es wird iiber die Systemlédnge
integriert. Die partielle Integration dieser Gleichung fiithrt dann auf das Ergebnis

l 1
| PAv@) @@ e~ (A ols = [ pla) o(o) o

In den Klammerausdruck kann die Normalkraft fiir den Ausdruck EAu'(z) einge-
setzt werden, d.h. hier werden, da x = 0 und =z = [ betrachtet werden, Einzellasten
an den Réandern beriicksichtigt. Der Einfachheit halber lassen wir diesen Ausdruck
weg und legen fest, dass keine Einzellasten an den Réndern angreifen diirfen. Damit
erhilt man

/0 EAY (z) ¢ (z)dzx = /0 p(z) p(x)de Yo e V. (5.1)

An dieser Gleichung gibt es mehrere Dinge, die erwiahnt werden sollen. Zun#chst
einmal wurde auf der rechten Seite geschrieben, dass diese Gleichung fiir alle Test-
funktionen aus dem Raum V gilt. Anders gesagt, wenn ich eine Losung u(z) der
Gleichung finde fiir alle Testfunktionen aus dem Raum V', dann muss die Funktion
u(x) nicht Losung der Gleichung sein, wenn sich der Raum V' veréindert. Die Losung
ist abhéngig von dem Raum, in der die Losung gesucht wird. Es kann ja durchaus
sein, dass die Losung u(x) zwar im Raum V, aber nicht im Raum V4 vorhanden ist.
Dann findet man eine andere Losung up, (z).

Die Ausdriicke der linken und rechten Seite sind bekannte Ausdriicke. Links, die
innere Arbeit, rechts, die duflere Arbeit. Bereits im Kapitel Energie und Arbeit
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wurde sich mit dem elementaren Thema auseinander gesetzt. Die Aussage, dass die
innere Arbeit A; gleich der dufleren Arbeit A, ist, finden wir jetzt hier wieder.

Gleichung kann auch iiber die Forderung: Finde eine Losung u(z) so, dass
obige Gleichung fiir alle Testfunktionen @(x) erfiillt ist! ausgedriickt werden. Die
Anforderungen an die Losung sind nach dieser Gleichung weniger stark, die Losung
u(x) muss lediglich einmal stetig differenzierbar sein. Daher wird diese Formulierung
auch die schwache Form der Gleichgewichts genannt. Was aber ganz entscheidend
ist, die Losung der schwachen Form stimmt mit der Losung der Differentialgleichung
iiberein.

Bis jetzt wird die exakte Losung der Differentialgleichung durch die Formulie-
rung der schwachen Form gesucht. Es soll nun aber ausreichen, wenn wir eine Nihe-
rungslosung, also nicht mehr die exakte Losung, finden. Dafiir werden bestimmte
Testfunktionen ¢y, (z) vorgegeben. Im Fall des Stabes sind dies lineare Funktionen,
die bekannten Ansatzfunktionen oder Einheitsverformungen. Die Losung u wird hier-
bei auf die Knoten beschrankt, d.h. man berechnet eine punktweise Losung und
erhélt damit einen Losungsvektor der Knotenverschiebungen w. Was zwischen den
Knoten passiert, beschreiben die Ansatzfunktionen:

up = Z ui pni(z) .

Aus den Einheitsver-
formungen entwickelte Ver-
formungen sind mdoglich.

Abb. 5.21. Der Raum V,
in dem die exakte Losung
enthalten ist, wird durch die
FEM auf den Unterraum V},
abgebildet.

Alle Verformungen
sind moglich.

Wenn die Knotenverformungen u; bekannt sind, ist auch die Ndherungslosung
bekannt, da sie aus der Multiplikation der Knotenverformungen w; mit den Einheits-
verformungen ¢p;(z) entwickelt wird. Die exakte Losung u aus dem Ansatzraum V
wird auf den Unterraum V}, projiziert und man erhélt so die Naherungslésung wup,
siehe Abbildung[5.21] Es kénnen die Ansatzfunktionen und die N&herungslésung uy,
in die Gleichung eingesetzt werden:

i l
> [ BAuhi(e) dhule) da = [ plo) prao)ds Von € Vi
— Jo 0

Es entsteht ein Gleichungssystem mit k Gleichungen. Das Gleichungssystem ist

das bekannte System aus dem Kapitel [3:1]

Ku=f.
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Es entspricht dabei

K = {EA / (@) Phe(@) da}

u={u;}
= {/ ) pnk(x) d} .

Damit wurde auf einfache Weise das Grundlegende der FEM hergeleitet. Diese Me-
thode wird auch Galerkinverfahren genannt. Dabei wird vorausgesetzt, dass die
Ansatzfunktionen und die Testfunktionen identisch sind.

5.5.3 Die moderne Schreibweise

Die Einfiihrung einer anderen Schreibweise erspart einem zum einen einiges an
Schreibarbeit und zum anderen vereinfacht es insgesamt die Handhabung der im
vorigen Kapitel verwendeten Ausdriicke.

Fiir die rechte Seite der Gleichung wird das so genannte Ls-Skalarprodukt ein-
gefithrt. Die Schreibweise dafiir lautet

/0 p(w) o (x) dz = (b, 91)

Die linke Seite wird iiber eine Bilinearform ausgedriickt:

1
[ B @) eh(@) dn = alun,on).
0
Damit lédsst sich die schwache Form des Gleichgewichts schreiben:

a(un, on) = (p,on) Yon €V C V.

Dies erlaubt nun eine kompakte Darstellung der FE-Gleichung fiir den Stab. Fiir
stabformige Tragelemente (Fachwerkstab, Balken und Seil) sind die Verformungen
in den Knoten bei Verwendung von linearen Ansatzfunktionen fiir Differentialglei-
chungen 2. Ordnung und fiir kubische Ansatzfunktionen fiir Differentialgleichungen
4. Ordnung exakt. Die Werte zwischen den Knoten sind nur dann exakt, wenn die
Originalbelastung aus in den Knoten angreifenden Einzellasten besteht.

Die Lésungen fiir Flichentragwerke (Scheibe, Platte, Schale, Membrane) stim-
men grundsétzlich auch in den Knoten nicht mit der exakten Losung iiberein. Da
aber nur in speziellen Fillen die exakte Losung bekannt ist, bietet die FEM als Néhe-
rungsverfahren die Moglichkeit, auch komplexe Tragwerke iiberhaupt berechnen zu
konnen.

Fiir die moglichst exakte Losung eines Problem gilt grundsétzlich, je kleiner die
Elemente, desto genauer ist die Losung. Die FE-Ldsung néhert sich mit zunehmender
Diskretisierung der exakten Losung an.

Der néchste Abschnitt befasst sich einfithrend mit dem Thema der Fehlerberech-
nung und deren Verwendung in der FE-Technik.
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5.5.4 Fehlerberechnung in der FEM

Ein Vergleich der exakten und der N#dherungslosung kann auf verschiedene Arten
durchgefiihrt werden. Die Ergebnisse sind dabei von der Aussage her unterschiedlich
zu beurteilen und der Aufwand, der zur Berechnung erforderlich ist, kann gering bis
sehr umfangreich sein. Ein Einblick in die Vergleichsmethoden wird unten gegeben.
Es ist anzumerken, dass die exakte Losung einer Differentialgleichung in fast allen
Féallen nicht zur Verfiigung steht.
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Abb. 5.22. Die Biegelinie fiir das System in a) wurde einmal exakt, d.h. durch
Losen der Differentialgleichung, und einmal iiber ein Ndherungsverfahren, die FEM,
berechnet. Der Unterschied ist in b) dargestellt.

Die Differenz zwischen der exakten und der Naherungslosung wird iiber e =
u — up, ausgedriickt. In Abbildung [5:22] sind die exakte Lésung w und die Néhe-
rungslosung wy, an einem einfachen Beispiel zu sehen. Diese Darstellung bedeutet,
dass jeder Punkt der exakten Losung mit der Naherungslosung verglichen werden
muss, um den Fehler e bestimmen zu kénnen. Das wiren unendlich viele Punk-
te! Dies ist sicher eine sehr genaue Methode, in der Praxis aber nicht umzusetzen.
Wiirde man sich z.B. auf die Knotenpunkte der FE-Methode zum Vergleich be-
schrinken, so ist der Aufwand relativ gering. Dafiir ist das Ergebnis aber nicht
mehr so scharf, wie bei der vorigen Methode, da z.B. bei stabférmigen Elementen
die Knotenwerte exakt sind. Somit erhédlt man bei dieser Methode die Aussage: Die
Ndiherungslosung stimmt mit der erakten Ldsung tberein. Es ergeben sich durch
die beiden Methoden véllig unterschiedliche Aussagen. Die Aussage mit der ersten
Methode (jeder Punkt wird verglichen) ist: Die Losungen stimmen nur in den Kno-
tenpunkten dberein. Die zweite Methode liefert die schiirfere Aussage: Die Werte
stimmen an allen verglichenen Punkten tberein.

Um also den Fehler beurteilen zu kénnen, muss immer die Methode genannt
werden, mit der man einen Vergleich, also die Fehlerberechnung, durchfiihrt. Die
FEM hat die Eigenschaft, dass der Fehler, je kleiner die Elemente werden, immer
geringer wird. Man spricht hier von Konvergenzverhalten. Das Ziel in der praktischen
Anwendung der FEM ist nicht, den exakten Fehler fiir jeden Punkt im System
ausgegeben zu bekommen, sondern eine Information iiber den relativen Fehler fiir
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jedes Element zu erhalten. Somit erhélt man einen Fehlerindikator, mit dem man
feststellen kann, wo der Fehler besonders grof ist und wo er eher gering ist. Die
Elemente mit groffem Fehler werden dann verfeinert und somit dort das Ergebnis
verbessert.

Das fiihrt auf die adaptive Netzverfeinerung. Das Netz kann mit dieser Methode
so angepasst werden, dass der Fehler moglichst gering wird. Dabei wird nicht iiber-
all die Elementgrofie verringert, sondern nur an den Stellen, an denen es wirklich
erforderlich ist. Folglich wird der Rechenaufwand nur so weit erhéht, wie es fiir eine
optimale Losung erforderlich ist.
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Abb. 5.23. a) Scheibe mit Fenstersffnung mit Lastfall Eigengewicht, b) global Ad-
aptiv verfeinertes Netz. Dort, wo Singularitéten auftreten (Fensterecken und Spiinge
in den Lagerungsbedingungen), wird das Netz verfeinert.

Die oben beschriebenen Fehlerindikatoren berechnen sich aus den Fehlerlasten im
Element und den so genannten Sprungtermen auf den Elementkanten. Der Original-
lastfall p, d.h. die rechte Seite der Differentialgleichung, ist bekannt, der FE-Lastfall
pr, kann aus der FE-Losung durch Einsetzten in die gegebene Differentialgleichung
bestimmt Werderﬁ Aus diesen beiden Werten fiir jedes Element kann ein Gebiets-
fehlerﬂ aus der Differenz der beiden Lastwerte berechnet werden. Weiter ist von der

8 Anwenden des Differentialoperators auf die Losung uy, liefert den Lastfall py,.
9 Die Differenz zwischen den beiden Lastfillen p und pj, wird Gebietsfehler genannt,
da dieser fiir die gesamte Elementfliche gilt.
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exakten Losung der Differentialgleichung bekannt, dass an den Elementkanten keine
Spannungsspriinge vorhanden sind. Die FE-Losung aber liefert Spannungsspriinge
auf den Elementkanten, welche als Sprungterme bezeichnet werden und ebenfalls
zur Fehlerindikatorberechnung herangezogen werden.

Aus diesen beiden Fehleranteilen (Gebiets- und Kantenlasten) wird durch Auf-
summieren iiber die einzelnen Elemente der Gesamtfehler berechnet. Daraus kann
unter Verwendung der Elementfehler der anteilige Fehler berechnet und damit ein
Indikator erzeugt werden. Zur visuellen Darstellung werden die Elemente mit einem
hohen Fehleranteil dunkel und die mit einem geringen Fehleranteil hell eingefirbt.
Damit kénnen dem Anwender die Bereiche, welche einen hohen numerischen Feh-
ler erzeugen, kenntlich gemacht werden. In Abbildung sind zwei eingeférbte
FE-Netze zu sehen. Das Netz in Abbildung [5.24]a hat noch viele dunkel geféirbte
Elemente, wihrend das Netz in Abbildung [5.24]b eine stirkere Gleichverteilung der
Graufirbung aufweist, was einer gleichméfigen Verteilung des Fehlers entspricht.

a) ‘ ‘ b)
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Abb. 5.24. Farbig dargestellte Fehlerindikatoren fiir die einzelnen Elemente fiir a)
das Ausgangsnetz und b) das adaptiv verfeinerte Netz.

Die bisher beschriebene Methode wird als eine globale adaptive Netzverfeinerung
bezeichnet, da eine globale Betrachtungsweise fiir die Fehlerberechnung verwendet
wird, ohne z.B. eine lokale Grofle wie die Spannung an der Stelle (z,y) zu betrach-
ten. Hat man eine ganz bestimmte Zielgrofle zu untersuchen, so ist es sinnvoll, das
Augenmerk auf genau diese Grofle zu legen. Das fiithrt auf die Verwendung der
Greenschen Funktion (bzw. Einflussfunktion) bei der Fehlerindikatorberechnung.
Der globale Fehler, also p — pn, wird mit dem Fehler in der Greenschen Funktion
gewichtet. Diese Methode wird lokale Fehlerbestimmung oder auch zielorientierte
Fehlerbestimmung genannt. Es kann dann durchaus sein, dass Bereiche, die zwar
im globalen betrachtet einen groflen Fehler aufweisen, durch die Gewichtung mit
dem Fehler in der Greenschen Funktion bei der Netzanpassung aber nicht verfeinert
werden. Ein solches FE-Netz ist in Abbildung dargestellt.

Beispiel

Als Beispiel fiir die Fehlerindikatorberechnung und die adaptive Netzverfeinerung
soll die in Abbildung[5-23]a dargestellte Scheibe unter Lastfall Eigengewicht dienen.
Verwendet man einen globalen Fehlerindikator, so wird das in Abbildung[5.23]b dar-
gestellte Netz nach vier Anpassungsschritten erzeugt. D.h. der Fehler wird fiir das
Ausgangsnetz berechnet, anschlieflend eine Netzanpassung durchgefiihrt, mit dem
neuen Netz wieder eine Fehlerberechnung durchgefiihrt etc. Die Fehlerindikatoren
fiir das Ausgangsnetz und das adaptiv verfeinerte Netz sind in Abbildung ab-
gebildet. Je dunkler ein Element dargestellt wird, desto grofier ist der Anteil am
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Gesamtfehler. Es ist deutlich zu erkennen, dass die Einfiarbung der Elemente im
verfeinerten Netz nahezu gleichmafig ist, was einer Gleichverteilung des Gesamt-
fehlers entspricht. Dieses erzeugte Netz ist universell einsetzbar und kann fiir die
meisten Fragestellungen bestens eingesetzt werden.

Will man aber eine bestimmte Zielgrofle, wie z.B. die Spannung o, an der
Stelle (10,5/4,5), betrachten und diese mdoglichst genau haben, so empfiehlt sich
die Verwendung eines zielorientierten Fehlerindikators. Das mit diesem Indikator
erzeugte Netz ist in Abbildung [5.25] abgebildet und unterschiedet sich deutlich von
dem Netz in Abbildung[5.23]b. Es ist zu erkennen, dass vor allem der Bereich um die
ZielgroBe besonders stark verfeinert wurde, die restlichen Bereiche, mit Ausnahme
der Singularitét am rechten Auflager, wurden nicht verfeinert.

117
He

Abb. 5.25. Mit einem lokalen, oder auch zielorientiert genannten, Fehlerschéitzer
adaptiv verfeinertes Netz. Im Bereich der Zielgrofle wird das Netz stark verdichtet.

5.6 Einfiihrung in das Thema Randelemente

5.6.1 Mehr als Stab und Balken

Fiir die Behandlung von rdumlichen Tragwerken (Scheiben, Platten, Schalen) ist die
Losung der zugehorigen Differentialgleichungen viel zu aufwéndig, um wirtschaftlich
angewendet zu werden. Deshalb sind Néherungsverfahren entwickelt worden, die mit
vertretbarem Rechenaufwand akzeptable Ergebnisse liefern. Etabliert haben sich die
Methode der finiten Elemente und die Methode der Randelemente (REM, engl.:
boundary element method, BEM).

Die FEM liefert fiir eindimensionale Bauteile (Stab, Balken) mindestens an den
Knoten die gleichen Ergebnisse wie die analytischen Verfahren. Das bedeutet, dass
die FEM die Differentialgleichungen nach Bernoulli (Biegung) oder Timoschenko
(Schub) nur im Sonderfall exakt 16sen kann. Die Anwendung der FEM fiir eindi-
mensionale Bauteile wurde als Matrizenverschiebungsmethode vorgestellt.

Fiir zweidimensionale Bauteile hingegen 16st die FEM die Differentialgleichun-
gen grundsétzlich nicht mehr genau. Die Giite der Ergebnisse hdngt hier von der
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Diskretisierungsdichte ab. Mit zunehmender Zahl der Freiheitsgrade nimmt der Re-
chenaufwand erheblich zu, was zu langen Rechenzeiten bei genauen Modellen fithren
kann. Ein Weg der Reduktion des Rechenaufwandes fiihrt iiber die Vereinfachung
der Modelle, wie beispielsweise in [11] dargestellt wird.

Ein anderer Weg ist die Anwendung der REM. Hierbei werden nur die Rénder
des Tragwerkes mit Freiheitsgraden versehen. Die Bestimmung der Zielgréflen im
umrandeten Gebiet findet iiber die Auswertung der Einflussfunktionen statt. Die
Giite der Ergebnisse ist fiir einige Probleme deutlich hoher als bei der FEM, obgleich
die Zahl der Freiheitsgrade deutlich geringer ist. Aus diesem Grund wird sie auch als
Mafistab fiir die Ergebnisse aus FEM-Berechnungen verwendet, siehe beispielsweise
[12]. Zum vertiefenden Eigenstudium wird beispielsweise [I5] empfohlen, woran sich
auch dieser Abschnitt orientiert.

5.6.2 Die Idee...

... hinter der REM ist einfach: Wenn fiir ein Objekt die Randwerte der Zielgrole
bekannt sind, so ldsst sich die Zielgrole an jeder Stelle des Objektes aus den Rand-
werten ableiten.

e Die Funktionswerte einer Geraden sind eindeutig bestimmt, wenn die Werte von
Anfangs- oder Endpunkt sowie die Steigung der Geraden bekannt sind. Ahnlich
kann auch mit Funktionen htherer Ordnung vorgegangen werden.

e Die Temperaturverteilung in einem Raum folgt ebenfalls der Idee der REM.
Die Temperatur verdndert sich zwischen den gegeniiberliegenden Wénden linear.
Unter der Annahme, dass der Einfluss an der gegeniiberliegenden Wand gerade
Null ist, ergibt sich in der Raummitte der Einfluss jeder gegeniiberliegenden
Wand zu 0,5. Weil der Raum jedoch vier Wénde mit zwei Spannrichtungen hat,
wird die Temperatur aus den beiden Richtungen gemittelt. In Abbildung [5.26]
ist dieser Zusammenhang dargestellt.

b)
T,
T, T T,
T, T

Abb. 5.26. Temperaturverteilung in einem Raum.

Diese Vorgehensweise liefert fiir die Anwendung in der Statik folgende Strategie:
Aus den Werten, zum Beispiel den Auflagerkréiften, an den Réandern des Tragwer-
kes konnen die Werte im Gebiet, zum Beispiel Schnittkréfte, bestimmt werden. Die
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Randwerte, beispielsweise Lagerreaktionen, werden aus der Uberlagerung ihrer Ein-
flussfunktion mit der Belastungsfunktion errechnet. Die Uberlagerung der Einfluss-
funktion der Zielgrofle im Gebiet mit den Belastungen wiirde den Wert der Zielgrofie
ebenfalls liefern. Rechentechnisch ist dies jedoch nicht so einfach, weil die Einfluss-
funktion fiir jeden Punkt neu bestimmt werden miisste. Aus diesem Grund wird ein
Umweg gegangen. Die verwendeten Einflussfunktionen erstrecken sich bis ins Un-
endliche und nicht nur bis zum Tragwerksrand; sie werden Grundlésungen genannt.
An den Gebietsrandern werden die Funktionen abgeschnitten und um die Randwer-
te ergénzt. Deshalb miissen die Randwerte zur Anpassung der Grundlésung an das
System bestimmt werden. Es kann so immer mit der gleichen Einflussfunktion fiir
die Zielgrofle gerechnet werden.

Die Methode der FEM hingegen definiert die Einflussfunktionen nur fiir begrenz-
te Tragwerksbereiche. Die Einflussfunktionen werden genutzt, um die Steifigkeiten
der einzelnen Elemente zu bestimmen und die Lasten auf die Knotenpunkte zu ver-
teilen. In beiden Fillen wird das System in eine Feder mit diversen Freiheitsgraden
iiberfiihrt.

Einflussfunktion der Absenkung
ohne Randdatenkorrektur

A A

Stelle ¢

Abb. 5.27. Schematische Darstellung der Grundlésung der Absenkung unter dem
Punkt i sowie die sich ergebenden Randwerte fiir die dargestellte Platte.

Der Vorteil ist nun, dass nicht das gesamte Gebiet diskretisiert werden muss, son-
dern lediglich der Rand. Bekannt sein miissen jetzt nur noch die Einflussfunktionen.
Dies ist jedoch dann nicht mehr trivial, wenn eine Einflussfunktion fiir das gesamte
Tragwerk generiert werden soll. Die REM arbeitet mit globalen Einflussfunktionen,
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den Grundlésungen. In Abbildung[5.27]sind Tragwerk, Grundlésung und Randwerte
skizzenhaft dargestellt.

Mathematischer Hintergrund der REM ist die Moglichkeit, die Integrationsge-
biete durch Anwendung der Integralsétze von Gaufl, Green und Stokes um eine
Dimension zu verringern. Besitzen Funktionen bestimmte Eigenschaften — und die
Grundlésungen besitzen diese — so kann ein Raumintegral in ein Flichenintegral
oder ein Fléchenintegral in ein Randintegral umgewandelt werden. Die Grundlésun-
gen sind allerdings so beschaffen, dass eine mehrfache Umwandlung (Schritt 1: Raum
zu Fldche, Schritt 2: Fliche zu Linie) nicht funktioniert. Da sich hier aber ein ganz
weites Feld (Funktionen mehrerer Verinderlicher) auftut, und wir uns im Wesent-
lichen mit den eher einfachen Prinzipien beschiftigen wollen, belassen wir es bei
diesem Hinweis und empfehlen Interessierten den Riickgriff auf entsprechende ma-
thematische Fachliteratur wie z.B. [21].

5.6.3 Herleitung fiir den Stab
Koppelbedingung

Fir die Anwendung der REM muss ein Gebiet — die Struktur — diskretisiert wer-
den. Dazu sind die Randbedingungen und ihre Zusammenhénge zu definieren. Dies
geschieht iiber Koppelbedingungen. Die einfachste hiervon ist die fiir den Normal-

kraftstab.
EfA 1 -1 . Uq . fa + Pa
I |-11 uw| | S Dy
——— Y e
K u f P

Hierbei wird der Stab mit Anfangspunkt a und Endpunkt b versehen. Die Positiv-
definition der Krifte entspricht nicht dem Schnittprinzip, sondern folgt der z-Achse
(positives  nach rechts, positives z nach unten), wobei mit f die inneren und p die
duferen Kréftﬂ beschrieben werden. Fiir ein nicht verschiebliches System kann die
Kopplung stets bestimmt werden, so dass die Randbedingungen an jedem Element
in Form von Weg- oder Kraftgréfien vorliegen.

Aus der Koppelbedingung lisst sich auch die Ubertragungsfunktion ableiten.
Diese iibertrigt die Kraft- und WeggroBlen von einem Rand des Elementes unter
Berticksichtigung der Last auf den zweiten Rand. Mit k& = (EA)/l folgt aus der
Koppelbedingung:

kua—k’lLb:fa +pa
= kuq — fo = kup + Do
R (5.2)

=  Uqg — 2

Daraus lédsst sich weiter ableiten:
kup = kuqg — fo — Da -
Fiir die zweite Zeile gilt dann:

10 negative Festhaltekrifte resultierend aus Einwirkungen
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— kg + kup = fo + o
= _kua+kua_fa_pa:fb+pb
= —fa=fo+po+pa=fo+Ds. (5.3)

Nun liisst sich die Ubertragungsmatrix T' bestimmen:
Uq 1-1/k] [ua Up Da
T. = . = -
el = o L] = 2]+ )
mit k = EA/l, pa = pa/k und p» = pa + po.
Greensche Funktion und Grundlisung

Fir die REM ist die Ermittlung von Einflussfunktionen von zentraler Bedeutung.
Es soll nun gezeigt werden, wie fiir den Stab die Greensche Funktion G(y, x) fiir die
Normalenverschiebung und hieraus die Verschiebungsfunktion u(y) bestimmt wird.

®) System 1 b) System 2
7| — =1 4 P
2 T 2 T
Goly, @) u(y)
M) —
N(y,l’) ! v

Abb. 5.28. Ermittlung der Greenschen Funktion fiir ein System unter Einzellast P
und Streckenlast q.

Der Satz von Betti lautet fiir den Normalkraftstab (siehe Abbildung [5.28))
1 l
B(i,u) = / (—EAY Yudz + [Nu—a N — / 0 (—EAu")dr =0.
0 0

Der Stab wird in zwei Intervalle unterteilt, von 0 bis z und von x bis [. Der Sprung
der Normalkraft wird iiber die Nebenbedingung N (z¥) = N(2®)+ P beriicksichtigt.
Der Satz von Betti lautet nun

B(ii, u) :/0 (—EAW" Yudy + [Nu — aN]E —/0 W(—EAu") dy

! !
+/ (—EAa”)uder[Nu—ﬁN];—/ W(—FEAu" ) dy =0.
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Mit den Nebenbedingungen u(0) = 0, N(I) = 0, etc. und Einsetzten der Greenschen
Funktion @ = G(y, ) folgt nun:

AMGM:A%wwaW#M@ﬂ—N@u@—G@a@N@ﬂ

x l
+G@@N@7Acm@m@+/0w@+wa)

- N(J:R) u(:cR) —G(,z) N() + G(Q:R,as) N(xR) - / G(y,z)pdy =0,
B(G,u) =N(z")u(z") = N(0)- 0 — G(z",2) N(z") + 0- N(0)

- [ G pay+0-u) - N u(a")
l
—G(l,;r)-O+G(xR,a:)N(xR)—/ G(y,z)pdy =0.

Ordnet man die einzelnen Ausdriicke und fasst zusammen, so erhilt man zunéchst

B(G,u) =N(z") u(z") — N(z") u(z")

- G(:c{x) N(:CL) + G(mR,m) N(mR) — /0 G(y,z)pdy =0.

Der Ausdruck in der zweiten Zeile vor dem Integralausdruck wird zu Null, da an
der Stelle z sowohl der Normalkraftverlauf des Systems u als auch die Greensche
Funktion keinen Sprung haben. Die erste Zeile kann unter Beriicksichtigung des Nor-
malkraftsprunges um 1, N(xL) —N(xR) = 1, in der Greenschen Funktion umgeformt
werden und man erhilt

l
B(G.w) = (") = N} u(e) — [ Gl pay =0,

=1

Daraus folgt nun auf einfache Weise

u(z) = /0 G(y,z)pdy.

Die Verschiebung u an der Stelle z ergibt sich aus der Uberlagerung der Belastung
p(y) mit der Funktion G(y,z), die im Folgenden als Greensche Funktion bezeichnet
wird. Die Greensche Funktion fiir die Verschiebung unter 1-Last ist gesplittet und

lautet:
_ 1 [y y<z

Damit erhélt man fiir die Verschiebung an der Stelle y

l T l 2
Y T P T
U(w):/ G(y,m)pdy:/ —pdy+/ 7pdy:—{lm——},
0 o EA . FA FA 2

Dieser Fall ist sehr speziell, weil die Randbedingungen von vornherein vorgege-
ben worden sind. Bei einer allgemeinen Betrachtung wird nicht die Greensche Funk-
tion G verwendet, sondern deren Grundlésung go. Diese Funktion bezieht sich auf
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einen unendlich langen Stab. Sie wird durch die Bestimmung der Randwerte in dem
Bereich, in dem der reale Stab existiert, auf das System angepasst. Die allgemeine
Losung fiir den Stab mit dem Anfangspunkt ¢ und dem Endpunkt b lautet

b
u(e) == [Fu=goNJa + [ goly.z) pdy
= — N(b)u(b) + N(a) u(a) + go(b,z) N (b) — go(a,z) N(a)
+/Igo(y7w)pdy+/ go(y,z) pdy .

Die Grundlosung vom Zug-Druckstab lautet

_ 1 (1*$)y,y§x,
g‘)@’”—ﬂ{a—mm

und — daraus bestimmt — der Verlauf der Normalkraft der Grundlésung;:

Y 1—337y§137
N(y,x):{ix y > x.

Diese Funktionen werden nun in obige Gleichung fiir u(x) eingesetzt:

(1-b)x
EA

1-2)a

u(z) =z u(d) + (1 —z)u(a) + EA

N(b) — N(a)

x b

1—
+ﬂ ) ypdy+EA (1-y)pdy.

Nimmt man nun an, dass die Belastungsfunktion p eine konstante Funktion ist, so
lassen sich die Integralausdriicke bestimmen zu

u(x) =zu(b) + (1 - ) u(a) + LDL ey - L0 ()
p(l—=) [y px y*1°
B H +ﬂ[ _?L'

Die Grenzen eingesetzt und zusammengefasst erhélt man als eine allgemeine Lésung
von u(z) fiir konstante Lasten p:

(1-b)x
EA

+m {a xfl)fa:(b272b+x)}.

1-2)a

u(z) =z u(b) + (1 - z)u(a) + EA

N(b) — N(a)

Als letztes soll diese allgemeine Losung anhand der schon berechneten Losung fiir
das konkrete Beispiel iiberpriift werden. Es wird angenommen: a = 0, b = [ und die
bekannten Randbedingungen links gehalten, rechts frei verschieblich.

u(z) =z u(l) +0+0—0— b —2b+4 )},

p
s

pxl? P z2
u(z) =z u(l) — SEA +ﬂ {lmf?} .
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Der gewonnene Ausdruck stimmt erst dann mit der vorher bestimmten Lisung iibe-
rein, wenn die ersten beiden Terme verschwinden. Diese Ausdriicke werden néher
betrachtet:

_pm127 B pl2
zu(l) 2EA_O = u(l)—zEA.

Demnach wurde mit dieser Methode gleichzeitig die Verformung am rechten Rand
des Systems bestimmt. Lost man die Differentialgleichung, so erhélt man genau die-
sen Ausdruck fiir die Verformung am rechten Gleitlager! Somit ist die geforderte Be-
dingung berechtigt, und der allgemeine Ausdruck konnte in den speziellen iiberfiihrt
werden.

Die Herleitung der Greenschen Funktionen und der Grundlésungen fiir den Bal-
ken erfolgt entsprechend. Aufgrund der Komplexitét wird sie hier jedoch nicht durch-
gefiihrt.

Zum Merken:

Eine Greensche Funktion ist eine Einflussfunktion fiir eine Zielgrofle. Wird sie mit
der Belastungsfunktion iiberlagert, so ergibt sich die Beschreibung der Zielfunktion.
Eine Greensche Funktion, die sich auf ein unbegrenzt langes Element bezieht, wird
Grundlésung oder Fundamentallésung genannt und muss mittels Randwertbestim-
mung an das System angepasst werden.

5.6.4 Operatoren

Das Kraftgroflenverfahren verwendet den Differentialoperator zur Definition der
Verformungsfunktionen.
Bei der Platte wird der Laplace-Operator
2
A0
8171 . BZEQ
verwendet. Die Differentialgleichung der (Kirchhoff-)Platte ergibt sich mit der Plat-
tensteifigkeit K zu
K AAw(z1,22) = p(w1,22) .
Fiir den Balken ist die Differentialgleichung entsprechend nur fiir eine Spannrichtung
definiert und lautet bekanntermaflen
d v
El AAw(zy,z2) = Elﬁw(m) =FElw'"’ (z) =p(z).
x
Die REM hingegen verwendet zur Bestimmung der Verformungsfunktion einen
Integraloperator, die Greensche Funktion bzw. Einflussfunktion:

w(z) = / Gly,) ply) dy.
| N——

Kern

Der Vorteil besteht darin, dass die Integration einer Néherungsfunktion nume-
risch giinstiger ist, als die mehrfache Differentiation einer gendherten Funktion. Die
Greensche Funktion stellt den Kern des Integraloperators dar. Um die verschiede-
nen Zielgroflen zu erhalten, miissen hier nur die entsprechenden Kerne eingesetzt
werden. Eine vollstidndige Losung der Differentialgleichung, wie sie beim Verwenden
eines Differentialoperators notwendig ist, entféllt somit [I5].
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5.6.5 Anwendung

Grundlosungen fir den Balken

Die Grundlésungen fiir den Balken sind in Abbildung [5.29] dargestellt. Bei den ana-
lytischen Losungen sind w und w’ grau dargestellt, die Schnittkriifte entsprechend
ihren Vorzeichen.

Zusétzlich sind auch die Verformungen und Schnittkraftverldufe einer Berech-
nung mit finiten Elementen gestrichelt skizziert. Zugrunde liegt die Annahme, dass
der Punkt, fiir den die Einflussfunktion bestimmt wird, nicht ein Rasterpunkt des
FE-Netzes ist. Vor allem die Darstellung von Knicken (beim Biegemoment) und
Versétzen (bei der Querkraft) gelingt hiermit nicht sehr exakt. Dieser Effekt entsteht
dadurch, dass bei der Berechnung der Zielgréf8en im Feld zur Darstellung lediglich
Polynome zur Verfiigung stehen, die Biegelinie beispielsweise als Polynom 3. Gra-
des. Aus diesem Grund kénnen FE-Programme besser Verformungen als Kraftgrofien
berechnen. Siehe hierzu auch [12].

Die FE-Ergebnisse konnen durch eine Nachlaufrechung verbessert werden, zum
Beispiel durch Anwendung des KraftgroSenverfahrens unter Verwendung der Rand-
werte aus der FE Berechnung. Fiir Einflussfunktionen, die sich auf Rasterpunkte be-
ziehen, sind die FEM-Ergebnisse und Sollverldufe vergleichsweise dhnlich. Bei flichi-
gen Elementen (Platte, Schale) sind die Abweichungen der Einflussflichen aus dem
FE-Modell entsprechend noch deutlicher gegeniiber den analytischen Vorgaben, weil
die Verformungen in der zweiten Spannrichtung theoretisch Null sein sollen, diese
Forderung mit den verwendeten Ansatzfunktionen jedoch gar nicht darstellbar ist.
Fiir detaillierte Informationen kann [I6] herangezogen werden.

Fiir die Bestimmung der Greenschen Funktion sind die Grenzen a und b festzu-
legen und die daraus resultierenden Randwerte zu bestimmen.

exakt

a) b) ©) d)
(@ , (® (a) (0) (a) (b) (a) (0)
wlr) | — \31\ — N, FE . ‘\\IJ;E\I

FE="

exakt=0 FE=? exakt=0 FE=7

\/
M(x)v ‘— exakt=0 FE=? _ exakt=0 FE=?
__

Wz)

Abb. 5.29. Grundlésungen fiir den Balken: a) Absenkung, b) Verdrehung, c) Bie-
gemoment und d) Querkraft.
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Prazxis

In der Praxis werden hiufig Randelemente eingesetzt, wenn die Berechnung von
Halbraumen erfolgen soll. Im Gegensatz zur FEM, die auf eine vollsténdige Diskre-
tisierung des betrachteten Gebietes angewiesen ist, reicht der REM ein elementierter
Rand des Gebietes aus. Fiir die Geotechnik bedeutet dies, dass nur die Bodenober-
flaiche beschrieben werden muss, nicht aber die Bodentiefe.

So wird bei [13] sehr detailliert der Einsatz der REM im Bereich der Geotechnik
dargestellt. Dabei werden sowohl statische als auch dynamische Probleme behandelt.
Eine weitere Anwendung findet sich beispielsweise bei [3].

Software

Das von F. Hartmann entwickelte Programm zur Berechnung von Tragwerken mit-
tels REM kann als Demoversion unter http://www.be-statik.de/ herunter geladen
werden.
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5.7 Fragerunde

N o W=

Warum ist das Prinzip der virtuellen Verriickungen modern?

Wie kommt man auf das Minimum der potentiellen Energie?

Was unterscheidet eine Einflussfunktion von einer Greenschen Funktion?
Wozu sind Polplédne niitzlich? Wofiir werden sie verwendet?

Wie unterscheiden sich Matrizenverschiebungsmethode/FEM und REM?
Wozu kann man die Greenschen Identitédten verwenden?

Was ist die Mohr’sche Analogie?
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EDV-Einsatz

6.1 Rechnen und rechnen lassen

Die EDV hilt Einzug in die Lehre nicht nur in Form von Powerpoint Prasentatio-
nen, sondern auch verstérkt in Form von Vorlesungen zu Simulation und numerischer
Modellierung. Auch unser Eindruck aus mehreren Jahren Téatigkeit im Lehrbetrieb
im Fachgebiet Baustatik ist, dass Studierende mit Rechenprogrammen vertraut ge-
macht werden sollten.

Eine zweigleisige Ausbildung, basierend auf Handrechnung und Computeran-
wendungen, bietet Vorteile. Einerseits werden den Studierenden mit den Computer-
programmen Werkzeuge gegeben, mit denen sie ihre Handrechnungen schnell und
einfach iiberpriifen k('jnnelﬂ Andererseits verlangt die Ausiibung des Ingenieurbe-
rufes heute die Anwendung von Berechnungsprogrammen, und folglich wére eine
Einfithrung auf diese Anwendungen im Studium wiinschenswert. Die verstiarkte Ein-
bindung von Rechenprogrammen in die Lehre ist nicht nur unsere Meinung oder gar
eine ganz neue Erkenntnis, vielmehr ist es eine Forderung, die auch andere Autoren
wie z.B. [28] an den Lehrbetrieb stellen.

Durch eine geeignete Auswahl und Vorstellung von Programmen durch den
Lehrkorper konnen die Studierenden auf richtige Wege gebracht werden. Das Er-
lernen der Bedienung von Rechenprogrammen wiirde die Studierenden zu mehr
Mitarbeit motivieren, wird ihnen doch etwas Praktisches fiir ihren spéteren Be-
ruf beigebracht. Welche Programme sind denn die Richtigen? Besonders interessant
erscheinen uns Programme, die einerseits professionellen Anspriichen geniigen und
andererseits als Freeware oder Demoversion verfiigbar sind. Damit scheidet die Frak-
tion der reinen Lehrprogramme aus. Diese Fraktion bietet unserer Erfahrung nach
weder eine grofle Modellierungsvielfalt noch gewéhrt sie einen tiefen Einblick in den
mathematischen Rechenablauf.

! Umgekehrt ist es natiirlich auch méglich, die Ergebnisse von Computerprogram-
men mit einer Handrechung zu iiberpriifen!
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6.2 Programme

6.2.1 RSTAB und RFEM

Das Programm RSTAB war schon zu Begin unseres Studiums im Lehrbetrieb des
FG Baustatik der Universitidt Kassel fest verankert. Das Programm kann als Demo-
version beim Hersteller Dlubal Software bezogen werden. Die Benutzeroberflache ist
in Abbildung dargestellt.

Dieses kommerzielle Programm dient der Berechnung ebener und rdumlicher
Stabwerksprobleme nach Theorie 1. und 2. Ordnung. Die Bedieneroberfliche ist
iibersichtlich und klar strukturiert. Die Systemeingabe erfolgt tabellarisch und/ oder
in graphischer Form, angefangen bei den Knotenkoordinaten, iiber Werkstoffe bis
zu den Geometriedaten. Es werden fiir alle Parameter Karteikarten angelegt. Das
Programm kann Lastfille und Lastfallkombinationen berechnen, was Betrachtun-
gen gemifl dem aktuellen Sicherheitskonzept erleichtert. Das Programm kann auch
zur dynamischen Analyse und zur Bemessung von Tragwerken verwendet werden.
Aufgrund des Leistungsumfangs des Programms bedarf es einer lingeren Einarbei-
tungszeit.

FRRSTAB 5.14 Demo - [beispiel_fra, LF1 - Versck e o -2 x|
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Wahlt den Ursprung der Arbeitsebene aus.

Abb. 6.1. Oberfliche des Programms RSTAB

Wihrend das Programm RSTAB auf Stabtragwerke beschriankt ist, bietet das
Programm RFEM die Moglichkeit, auch Flachentragwerke numerisch zu behandeln.
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Die Funktionen entsprechen im Wesentlichen denen von RSTAB mit den entspre-
chenden Erweiterungen fiir Flachentragwerke.

Nachteilig ist, dass die Eingaben in der Demoversion nicht gespeichert werden
kénnen, was die Verwendbarkeit der Demoversion im Lehrbetrieb etwas einschrénkt.

Allgemeine Funktionsweise des Programms

Um das Versténdnis fiir das Stabtragwerksprogramm zu erhéhen und den Einstieg
zu erleichtern, soll im Folgenden kurz die Vorgehensweise bei der Eingabe erldutert
werden. Nach dem Anlegen einer neuen Position miissen in dem Dialogfenster grund-
legende Angaben, wie z.B. 2-D (eben) oder 3-D (rdumlich) und Einheiten (m und
kN), gemacht werden. AnschlieBend kann sofort mit der Systemeingabe begonnen
werden. Dem Programm miissen zunéchst die Geometriedaten in Form von Ko-
ordinaten fiir die Knotenpunkte eingegeben werden. Dies kann sowohl iiber eine
Eingabetabelle als auch iiber die graphische Benutzeroberfliche erfolgen.

Die Knotenpunkte werden dann durch Stédbe verbunden. Bei der tabellarischen
Eingabe sind vorher Daten fiir das Material und den Querschnitt einzugeben. Sollten
diese Eingaben fehlen, werden sie bei der graphischen Eingabe mit einer Fehlermel-
dung nachgefordert. Bei der Eingabe der Stdbe konnen unterschiedliche Stabtypen,
wie z.B. Balken, Fachwerkstab, Zugstab oder Seil, angewahlt werden. Die Stédbe sind
zunéchst einmal grundsétzlich fest miteinander verbunden. Es ist moglich, die Stédbe
anschlieflend gelenkig miteinander zu verbinden. Dabei stehen alle drei Gelenkarten
zur Verfiigung. Federn (Rotations- und Translationsfedern) werden durch Eintrag
der Federkennwerte eingegeben. Als letzter Teil der Eingabe des Systems muss noch
die Lagerung des Tragwerkes definiert werden.

Die Eingabe der Lasten und Lastfille erfolgt im Anschluss an die Systemeingabe,
und auch hier stehen wieder die zwei Eingabeformen — tabellarisch oder graphisch
— zur Verfiigung.

e Kontakt: www.dlubal.de
e Systemvoraussetzungen: Windows
e Sprache: Deutsch

6.2.2 TwoDFrame

Das Programm TwoDFrame wurde in den letzten Jahren in den Lehrbetrieb des
FG Baustatik der Universitdt Kassel integriert. Vor allem seine iibersichtliche und
sehr intuitive Bedienung haben es fiir den Lehrbetrieb interessant gemacht. Hinzu
kommt, dass das Programm die Gleichung K - u = f mit den Eintrégen in den
Vektoren und in der Steifigkeitsmatrix ausgeben kann. Das Programm kann (als
Vollversion fiir den Lehrbetrieb kostenlos!) bei Fa. Ralf Martin Hansen bezogen
werden. In Abbildung [6.2]ist die Oberfliiche des Programms zu sehen.

Das Programm TwoDFrame dient der Berechnung von Rahmen und Durchlauf-
tragern unter verschiedenen Lastfillen und ist im Wesentlichen fiir die Ingenieurpra-
xis entwickelt worden. Das Programm erlaubt Berechnungen nach Theorie 1. und
2. Ordnung. Die Eingabe von Geometrien und Belastungen erfolgt in graphischer
Form und iiber die Tastatur, wobei beispielsweise Koordinaten durch anklicken im
Zeichenfeld vorlédufig eingegeben und spédter dann im Eigenschaftsfeld der Koordina-
ten noch numerisch verdndert werden kénnen. Die Tragwerkselemente werden mit
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Informationen aus Werkstoff- und Querschnittsdatenbanken verkniipft. Insgesamt
konnen Tragwerke sehr flott eingegeben werden. Die Bedienung erfordert eine kur-
ze Einarbeitungszeit und ist somit auch fiir Neulinge im Bereich der Modellierung
schnell anzuwenden.
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Abb. 6.2. Programm TwoDFrame

Aus didaktischer Sicht ist hervorzuheben, dass die Berechnungen protokolliert
werden kénnen und die Rechenvorgénge somit transparent sind. Es kénnen beispiels-
weise, wie schon erwihnt, die Eintrige der Steifigkeitsmatrizen eingesehen und mit
den vom Studierenden selbst berechneten Werten verglichen werden. Das Gleiche
gilt auch fiir den Lastvektor. Ein weiterer Vorteil fiir die Lehre ist die Moglichkeit,
Einflussfunktionen zu erzeugen. Die Biegelinie wird vom Programm angezeigt.

Ausgehend vom Programm TwoDFrame gibt es auch ein entsprechendes Raum-
tragwerksprogramm (ThreeDFrame) und ein Programm zur Berechnung von bewéihr-
ten Betonplatten (ThreeDSlab). Diese beiden Programme verfiigen iiber die gleiche
Benutzeroberfliche wie TwoDFrame, mit den entsprechenden Modifikationen fiir
Raumtragwerke bzw. Fliachentragwerke. Der Umstieg von TwoDFrame auf die an-
deren beiden Programme ist damit sehr einfach.

Das Programm TwoDFrame ist aufgrund seiner Transparenz fiir die Lehre und
aufgrund der Leistungsfihigkeit fiir die praktische Anwendung gleichermaflen inter-
essant.
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Das Programm ist als Demoversion bislang nicht gedonglt, was die Verwendung
z.B. auf Notebooks vereinfacht.

Allgemeine Funktionsweise des Programms

Auch fiir das Programm TwoDFrame soll die Systemeingabe in allgemeiner Form
erldutert werden, da sie ein wenig vom Programm RSTAB abweicht. In TwoDFrame
werden die Knoten zusammen mit den Stidben als Stabanfangsknoten und Stabend-
knoten eingegeben. In dem Dialog Stabelemente werden neben den Stabelementen
selbst auch die Materialeigenschaften und die Querschnittsdaten eingegeben. Auch
hier erfolgt wieder eine Fehlermeldung, wenn diese Informationen dem Programm
bei der Staberzeugung noch nicht zur Verfiigung stehen. Wie schon erwéihnt, kann
die Eingabe der Koordinaten entweder tiber die Tastatur oder mit Hilfe der Maus
erfolgen. Die Eingabe von gelenkigen Stabanschliissen kann in diesem Dialogfens-
ter ebenfalls vorgenommen werden. Allerdings ist ein Anschluss mit Federn nicht
moglich.

Im Anschluss an die Geometrieeingabe, wird die Lagerung des Systems vorge-
nommen. Hier stehen dem Benutzer wieder eine gefederte Lagerung zur Verfiigung.
Erst wenn die Eingabe komplett abgeschlossen ist, konnen die Lasten eingegeben
werden. Wie schon erwahnt, kann das Programm Einflussfunktionen berechnen. Die
Eingabe hierfiir wird iiber den Dialog Finzellasten vorgenommen. Hier konnen neben
den Einflussfunktionen fiir Weggréfien auch Einflussfunktionen fiir die Kraftgrofien
erzeugt werden.

e Download: www.ralfmartinhansen.de/
e Systemvoraussetzungen: Windows
e Sprache: Deutsch

6.2.3 Nastran

Eines der méchtigsten FEM-Programme ist Nastran. Es beherrscht statische und
dynamische Berechnungen fiir Stab-, Flachen- und Volumentragwerke. Nastran steht
fir Nasa Structural Amnalysis System. Der Nastran-Code wird gegenwértig von
verschiedenen Herstellern in Lizenz weiterentwickelt.

Nastran selbst stellt nur den Rechenkern dar. Es ist durch einen Pre- und einen
Postprozessor zu ergidnzen. Aufgrund der Lizenzkosten sind diese Softwareprodukte
groferen Instituten, Rechenzentren und der Konzernforschung vorbehalten. Nach
Moglichkeit sollte den Studierenden jedoch in Form von Projekt- und Diplomarbei-
ten Zugang zu diesen Programmen gewahrt werden.

Die Einarbeitung in das Programm ist sehr aufwéndig. Dafiir sind die Berech-
nungsabldufe absolut transparent und deshalb Schritt fiir Schritt nachvollziehbar.
Wie schon erwéhnt, ist Nastran modular aufgebaut und bedarf eines Pre- und eines
Postprozessors. An den Schnittstellen kénnen die iibergebenen Daten eingesehen
und verdndert werden. Dem Einsatz von eigenen Pre- und Postprozessoren steht
also nichts im Wege.

Unter den hier aufgefithrten FEM-Systemen ist Nastran sicherlich das am
aufwindigsten zu erlernende Programm, aber die inhaltlichen Erkenntnisse iiber
die Funktionsweise von FEM-Systemen sind dann auch am grofiten. Fiir Einsteiger
in das Thema numerische Modellierung ist Nastran aber eher ungeeignet.
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e Hersteller: MSC.Software (MD.Nastran/Patran), UGS Unigraphics Solutions
GmbH (NX Nastran/Femap), Schaeffer Automated Simulation zusammen mit
Ansys (AI*Nastran) und Noran Engineering (NEi Nastran).
Systemvoraussetzungen: Windows, Unix
Sprache: Englisch



Autoren

Dipl.-Ing. Wolfram Franke VDI (Wolfram-Franke@Qweb.de)

Geboren: 14.12.1977 in Hannover

Studium: Bauingenieurwesen, Universitdt Kassel, 1998 bis 2004

Abschliisse: Diplom 1 in der Vertiefungsrichtung Wasserwesen, Diplom 2 in der
Vertiefungsrichtung Konstruktions- und Fertigungstechnik.

Tatigkeiten: Wissenschaftlicher Angestellter am Fachgebiet Siedlungswasser-
wirtschaft der Universitdt Kassel seit 2004 mit den Forschungsschwerpunkten
gasformige Emissionen aus Abwassersystemen und Abluftbehandlungsanlagen,
sowie Offentlichkeitsarbeit. Wihrend des Studiums als studentische Hilfskraft
in den Fachgebieten Stahlbau, Baustatik und Siedlungswasserwirtschaft an der
Universitat Kassel beschéftigt.

Dipl.-Ing. Thorsten Kunow VDI (ThorstenKunow@web.de)

Geboren: 16.08.1974 in Kiel

Studium: Bauingenieurwesen, Universitdt Kassel, 1998 bis 2003

Abschliisse: Diplom 1 und 2 mit Vertiefungsrichtung Konstruktions- und Ferti-
gungstechnik

Handwerkliche Ausbildung: Tischler, Muhlack, Kiel, 1994 bis 1998

Tatigkeiten: Wissenschaftlicher Angestellter am Fachgebiet Baustatik der Uni-
versitdt Kassel seit 2003 mit den Forschungsschwerpunkten Mathematische
Grundlagen der Methode der finiten Elemente, Zielorientierte a posteriori Feh-
lerschitzung und Adaptionstechniken, Anwendung der Methode der finiten Ele-
mente auf Ingenieurprobleme. Wahrend des Studiums als studentische Hilfskraft
in den Fachgebieten Baustoffkunde und Baustatik an der Universitdt Kassel
beschiftigt.






Abbildungsverzeichnis

1.1 Dachkonstruktion einer alten Scheune ausgebildet als Fach- |

| und StAnderwerkl] ... ... 1
1.2 Expo-Dach aut dem Messegelande Hannover.| ................ 2
1.3 Mehretagiges Congress-Centrum aut der Hannovermesse. |

Stahl- und Betonkonstruktionl . ........... .. ... ... L. 2
[L.4 Schrégseilbriicke Vansu tilts iiber die Daugawa in Riga/ |

| LettlandJ . . ..o 3
[1.5 Auflenansicht des phaeno in Woltsburg mit seinen |

| geschwungenen Tragpteilern.|.......... ... . ... oL 3
|1.6 a) Seil vorgespannt, aber unbelastet, b) und c¢) Seil mit einer |

[ Einzellast in Systemmitte und d) Seil mit zwei Einzellasten.| ... 4
1.7 a) Sichtbare Spannung an einem Balken infolge einer

Einzellast, b) Spannung an einem Balken mit Léchern infolge

emer Finzellast.. ... o 5
1.8 a) SchnittgroBen im allgemeinen Fall und b) am ebenen Balken.,| 5
1.9 Schnittuferdefinition. a) Balkenabschnitt, b) Schnitt und c) |

| zwel Schnittufer) ... ..o 6
[1.10 a) Balken mit Normal- und Querlast, b) Schnittgréfien am |
[ differentiellen Balkenelement) ......... .. ... ... ... ... ... 7
|1.11 a) Dehnstab, b) Bernoulli-Balken und c¢) Spannungsverteilung |
| ander Stelle zl. ... ..o 8
[1.12 a) Zusammenhang der Schnittgrofen am Einfeldtriger und b) |
L am Kragarm.| ......... . 10
|1.13 Ableitung der Schnittgrofien aus der Biegelinie| .............. 11
1.14 Statisch bestimmtes System mit Gleichstreckenlast.|........... 12

|11.15 Das System wurde durch Schnitte an Gelenken in fiint |
| Teilsysteme unterteilt. Die fre1 werdenden Schnittkratte sind |

[ ANGEIIAZEIL] . . ottt 13
[T.16 Dic Ergebnisse fur die Berechnung der Schnittkrafte an der |

[ ExXPlOSIONSZEICANUNE] .« . o vt oe oottt 14




178 Abbildungsverzeichnis

[1.17 a) 3-wertiges Auflager, b) 2-wertiges Auflager in zwei |

[ Varianten, c) I-wertiges Auflager und d) freies Stabende,|... ... 15
[L.18 Die drei theoretisch mdglichen Gelenkarten in einem statischen
ystem, Momenten-, Querkraft un ormalkrattgelenk. Die
Konstruktion fir solche Gelenke ist in der Mitte dargestellt.
| Rechts sind die auftretenden Schnittkréitte abgebildet.......... 16
[1.19 Die unterschiedlichen Dachformen.. ............... ... ... ... 21
|1.20 Einteilung eines Satteldaches in die nach der DIN
vorgegebenen Bereiche. a) Windanstromrichtung § = 0° und
b) Windanstromrichtung 0 = 90°] . ... ..o.ooverene .. 22
[1.21 a) Skizze der Schneelastzonenkarte und b) Charakteristische |
| Werte der Schneelast s; im Diagramm| .............. ... .. .. 23
1.22 Schneelastverteilung auf einem Scheddach nach DIN 1055-5.... 24
1.23 Beispiel zu Lastannahmen: a) System und b) Dachgeschoss |
| mit Lasten. .. ..o 24

|1.24 a) Balken auf zwei Stiitzen und b) Kragarm mit
Gleichstreckenlast. Durchlauftriger mit Lasten c) im rechten
Feld, d) in den Auflenfeldern, e) im Mittelfeld und f) auf dem
gesamten ITager.. .. ... ... . . . 27

2.1 Darstellung von Lagern und Gelenken in der Statik. Die |
Parameter a und r werden 1n die Bestimmungsgleichung fiir |
die statische Unbestimmtheit eingesetzt.|. .................... 30
[2.2 a) Rahmen mit Mehrfachgelenken und b) &uflerlich statisch |
| bestimmter Rahmen, der innerlich aber statisch unbestimmt ist.| 31
2.3 Bestimmung des Grades der statischen Unbestimmtheit bei |
| raumlichen Tragwerken. Sicherer als das Abzahlkriterium |
| erscheint hier die Elimination der Pendelstabel............... 32
[2.4 a) Statisch bestimmtes System mit duflerer statischer
Unbestimmtheit. b) Statisch unbestimmtes System, innerlich
statisch unbestimmt, aber statisch bestimmt gelagert.......... 33
2.5 Die eingeprigte Lagerverschiebung am linken Auflager hat fiir |
das statisch bestimmte System keinen Schnittkraftverlaut zur |

: FOIge . 33
[2:6 " Tnfegraltafel fir ibliche Funktionen)] ........................ 35

[2.7 Beispiel Zweifeldtriager: a) System, b) Hauptsystem, c)
Lastspannungszustand, d) Hilfszustand und e) Endzustand

der Momentenflachel......... ... ... ... 35

2.8 Beispiel zur Arbeitsgleichung. Berechnung der Absenkung am |
[ Tinken Systemende] ...............o.iiiiiiiiiiii. 37
[2.9 Stabwerk mit Feder. a) System, b) Momente im |

| Lastspannungszustand und ¢) Momente im Hilfszustand.| . . . ... 39

[2.10 Beispiel eines Tréigers mit verinderlicher Streckenlast. a) |
[ System und b) qualitative Schnittgrofienverlaufef............. 41




Abbildungsverzeichnis 179

[2.11 a) Stab unter Temperaturlast, b) Hilfssystem und c) |
| Lastspannungszustand.|. . ........ ... ... . i 43
[2.12 Einzelpunktverformungen: a) Vertikale Absenkung, b)

Verdrehung des linken Gelenkanschlusses, ¢) Verdrehung des

rechten Gelenkanschlusses und d) Relativverdrehung am Gelenk.| 45

- RI3

Vollstdndige Einzelpunktverformungen setzen sich (in der

Ebene) aus beiden Verformungskomponenten zusammen. a)

System, b) Momente aus Last, ¢) Momente aus vertikaler

1-Kraft und d) Momente aus horizontaler 1-Kraft.|............ 47
[2.14 Lagerabsenkungen. a) System mit Belastung und b) |
| Hiltszustandll. ... ... oo 48
[2.15 Verformung als Belastung aufbringen. a) System, b) Momente |
[ aus 1-Last und c) skaliertes System.| ..................... ... 49
[2.16 a) Zwei Funktionen und Vektorisierung und b) Skalarprodukt |
L von Vektorenl........ ... 50
[2.17 Beispiel zur Orthogonalitét von Lastzusténden: a) System, b) |
| Lastzustand, c) Hilfszustand und d) Additive Uberlagerung.| ... 51
2.18 Riumlicher Kragarm, a) Biegemomente und b) Torsion|. . .. ... 54
2.19 Bestimmung der Lagerreaktionen bei einem Raumtragwerk. |
[ System mit Ansichfen] ...............ooiiiiiiiiii... 55
[2.20 SchnittgroBen bei einem raumlichen Tragwerk. a) System, b) |
| Schnittgrofien und Lager und c) Hilfsansichten.|............... 57
3.1 Das Federgesetz als Grundlage der
Matrizenverschiebungsmethode. a) Feder mit einem
Freiheitsgrad und b) mit zwei Freiheitsgraden| ............... 60
[3.2 a) Statische System mit Auflagern und angreifenden Kriften.
b) Zwei am System mogliche Starrkérperbewegungen, links

eine Iranslationsbewegung, rechts eine Rotationsbewegung|. . .. 61

3.3  System mit zwel Stabelementen. Lokale und globale
| Freiheitsgrade.| .. ... . o 63
[3.4 a) Translationsfeder als Element und b) Rotationsfeder als |
| Elementl. . .. ..o 64
3.5 Aus den Belastungen folgen Lagerdriicke. Deren

[ Wirkungsrichtungen stimmen, bis auf das rechte

Einspannmoment, bezogen aut die Vorzeichen mit den |

| Positivrichtungen aus der MVM iiberein.|................. ... 66
3.6 Lagerdriicke fiir elementare Lasttalle.| ....... ... ... ... ... 66
3.7 Beispiel fiir Belastungen: a) Schrige Last am Knoten, b) Last |
| im Feld, c) Verteilte Last und d) Gedrehtes Element] ......... 67
[3.8 TLagerdriicke fiir spezielle Lastfalle wie Temperatur und |
| Lagerverschiebungen.| ........ ... ... . . i 69
3.9 Es werden die Eintrige der Matrix mit negativen Vorzeichen |

auf die linke Seite gebracht, die mit 5 multipliziert werden.| .... 69




180 Abbildungsverzeichnis

B.10

Freiheitsgrade fiir a) Zug-Druckstab, b) Balken ohne

Normalkraft, ¢) gedrehten Pendelstab und d) gedrehten

Balken mit allen Freiheitsgraden| ........................... 70

Bl

Beispiel fiir Belastungen: a) System, b) Element, c)

Vorzeichendefinition fiir Kraftgrobenverfahren und d)

Verformung und Schnittgrofien am Element.|................. 76

B.12

Schematischer Ablauf der Berechnung. a) System mit globalen |

Freiheitsgraden, b) Inzidenztabelle und c) Steifigkeitsmatrizen.. 78

I
BI3

Der Unterschied zwischen einer Einheitsverformung und einer |

L

eingepragten FinsVerTOrMUNE.| . « o oo ee e 79

[3-14

Einheitsverformungen am a) Stab und b) Balken.|............. 81

3.15

Einheitsverformungen an einem Rahmensystem. a) System,

b) Einheitsverformung und c) Einsverformung, ist hier nicht

gefragh GeweseIL|. . . ...t 82
[3.16 Ersatz eines Systems durch Federnl . ......ooovviiinnnnnn.. 83

13.17 Vereinfachtes Weggrofenvertahren: Das Drehwinkelverfahren.
a) Element, b) System, ¢) Aufteilung des Systems und d)
Momente aus Belastung am Element)] . ...................... 87
[3.18 a) System mit Daten und b) mit dem Drehwinkelverfahren |
[ berechneter Momentenverlaufl .......................... ... 88
[4.1 a) Symmetrisches System und b) abgeleitetes vereinfachtes |
| SYSEOIL] - - oo 92
[4.2  a) Reduktion bei Vertikallast, b) symmetrische Einzellast, c) |
| zwel symmetrische Einzellasten, d) zwei antimetrische Lasten.|.. 93
[4.3 a) System mit Lastaufteilung und b) Vereinfachung der |
[ statisch unbestimmten Berechnung|......................... 93
4.4  Rahmentragwerk mit Lagerreaktionen.|...................... 95

5 Bai oeschlossenen Rahmen bleiben die Krafte im lragwerk,

es treten keine Lagerreaktionen auf. a) System, b) statisch

Uberzihlige und c¢) zugehorige Lagerreaktionen und

Momentenfldchen . ....... ... . . 97

4.6 Passproblem: a) System und b) Momente aus Hilfszustand.|.... 98
4.7 Langerscher Balken. a) Statisches System und b) |

| StraBlenbriicke Eulenkamp/Hannover.| ....................... 99
|4.8  Langerscher Balken, Gittertriager als Stabbogen. a) Statisches |

[ System und b) StraBlenbriicke Am Listenholze/Hannover |. ... .. 100
[4.9  Vierendeeltriger und Langerscher Balken. a) Statische Systeme |

und b) Kifz- und Strafienbahnbriicke Podbielskistrafle/Hannover.|101

.10

Ausbildung einer Setzungsmulde. a) Sachverhalt als

Schemazeichnung, b) Modell nach Steifezifferverfahren und c)

Modell nach Bettungszifterverfahren.|........... ... ... ... ... 102

4.12

4.11 Abgleiten der Elemente im Modell des Schubtragers.|.......... 103

a) Schub- und Biegetriger, b) differentielles Element und c) |

Stockwerksrahmen.| .. ... .. 104




Abbildungsverzeichnis 181

4.13 a) Seil mit Schnittgréfien und b) Differentielles Seilelement.|. . .. 105
4.14 SchnittgréBenermittlung am verformten System. a) System, b)

Momente und Lager nach Theorie 1. Ordnung, ¢) Hilfszustand

1, d) Hilfszustand 2, e) System im verformten Zustand und f)

Momente nach Theorie 2. Ordnung| ......................... 107

|4.15 Elastische und plastische Verformung. a) Zugstab unter

verschiedenen Belastungen und b) Spannungs-Dehnungs-

Beziehung.| ...... ... 108
[A.16 Ermittlung der plastischen Grenzlast fur einen

Durchlauftriger. a) System, b) Momentenfliche und

c) Verschiebungsfigur.|............... .. ... .. .. .o L 110
{17 Ermittlung der Kraft-Verformungs-Beziehung fir ein |
[ Tragwerk. a) System und b) Kraft-Verformungs-Linie.|. .. ... ... 111

[4.18 Systembild mit Verformungsfigur fir die Betrachtung eines

einfachen Stabilitatsproblemes. Die Stabe werden dabel als

unendlich Dehn- und Biegesteif angenommen. Es ist lediglich |

| eine Drehung um das Auflager moglich.| ........... ... ... .. 112
4.19 Last- Verformungskurven fiir unterschiedliche Formulierungen |
| und Parameter fir eg/hof ... ..o 113
[4.20 Systeme mit Knicklasten und Knickfiguren nach Luler........ 115
[£2T SchnittegréBen am Balken und Seil nach Theorie 1. Ordnung |
| und am Balken nach Theorie 2. Ordnung.| ................... 116
4.22 Berechnung der kritischen Knicklast fiir ein Tragwerk mit |
| eingezeichneter Knickfigur.,| .................... .. ......... 118

[4.23 a) Zerlegtes System mit angetragenen globalen Freiheitsgraden,

b) Inzidenztabelle und c¢) gesamte und reduzierte

Steifigkeitsmatrix.| . .. ... oo 119

[5.1 Die Energie steht so lange zur Verfiigung, bis sie abgebaut wird.|124

5.2 ie neu aufgebrachten Krafte leisten immer nur Arbeit au

den alten Wegen.|....... ... . 124

9.3 Anwendung des Prinzips der virtuellen Verriickungen zur |

| Lagerreaktionsbestimmung.|............. ... ... ... ... ... 126

[5.4 Dic stabile Auslenkung macht die potentielle Energic zum |

[ Minimum. a) Feder mit Auslenkung und b) Potentielle Energie.| 127
5.5

a) Sprungbrett mit Springer, b) Springer=Gewichtskraft an

verschiedenen Stellen und Lagerreaktionen, ¢) Einflusslinie fiir

Lager A und d) Einflusslinie fiir Lager B.| ................... 130

(.6 Einflusstunktionen: a) System mit Wanderlast, b) Wanderlast |

an verschiedenen Positionen und c¢) Einflusslinie.| ............. 131
|5 7

Einflussfunktionen: a) System 1 mit Wanderlast und b) |

kinematisches System mit Verformungen.|.................... 132

5.8 Durchlauftrager mit verschiedenen Einflusslinien. Alle |

nichtlinearen Verlaufe sind hier Funktionen 3. Ordnung.|....... 134




182 Abbildungsverzeichnis

[5.9  Greensche Funktionen: a) Stab mit Einflusslinie und b) |
[ Greensche Funktion, dargestellt fiir mehrere Stellen des Stabes] 135
[5.10 Modelle von a) einer statisch bestimmten Dreifeldbriicke und |
b) einer statisch unbestimmten Mehrfeldbriicke.|.............. 136
I_E.ll Einheitsverformungen am a) Stab und b) Balken.|............. 137
[5.12 Vorgehensschema zur Ermittlung von Einflusslinien. .......... 138
[5.13 Biegebalken mit Finflusslinie fiir das Moment an der Stelle 7| .. 140
[5.14 a) Polplan eines einfachen Systems mit Bewegungsrichtungen
der Scheiben. b) Regel fiir den Ort des Nebenpols zweier
durch ein Querkraftgelenk angeschlossener Scheiben).......... 141
9.15 Konstruktion der Nebenpole aller beteiligten Scheiben.|........ 142
.16 Kinematik in einem Polplan| .......... ... . ... o oL 143
|5.17 Rahmen, bei dem entscheidende Hauptpole im Unendlichen |
legen.| ... e 144
[5.18 Verschiedene Reihenfolgen von Hauptpolen, Nebenpolen und |
| Scheibend. ... ..o 145
[5.19 Greensche Identitdt und Gleichgewicht: a) Balken auf

zwel Stiitzen, b) 1-Verschiebung, c¢) 1-Verdrehung, d)

Zug-Druckstab mit Streckenlast und e) 1-Verschiebung in

horizontaler Richtung| ............ ... ... ... 149

5.20 Halt die Briicke? Eine vorsichtige Belastung mit einem Fuif3 |

| gibt einen Aufschluss dartiber!| ........ . ... . oo 152
5.21 Der Raum V', in dem die exakte Losung enthalten ist, wird |
durch die FEM auf den Unterraum V}, abgebildet. ............ 153

[5.22 Die Biegelinie fiir das System in a) wurde einmal exakt, d.h.

durch Losen der Differentialgleichung, und einmal iiber ein

Naherungsvertahren, die FEM, berechnet. Der Unterschied ist |

in b) dargestellt.| ........... ... 155

.23

a) Scheibe mit Fensteroffnung mit Lastfall Eigengewicht,

b) global Adaptiv verfeinertes Netz. Dort, wo

Singularititen auftreten (Fensterecken und Spiinge in

den Lagerungsbedingungen), wird das Netz verteinert.| ........ 156

b.24

Farbig dargestellte Fehlerindikatoren fiur die einzelnen

Elemente fiir a) das Ausgangsnetz und b) das adaptiv

verfeinerte Netz.| ... ... o 157

15.25 Mit einem lokalen, oder auch zielorientiert genannten,
ehlerschatzer adaptiv verfeinertes Netz. Im Bereich der
| Zielgrofie wird das Netz stark verdichtet. ......... ... ... ... 158
.26 Temperaturvertellung in einem Raum. ............. ... .. .. 159

[5.27 Schematische Darstellung der Grundlosung der Absenkung

unter dem Punkt ¢ sowie die sich ergebenden Randwerte fir

die dargestellte PIatte] . ... oo 160

5.23

Ermittlung der Greenschen Funktion tiir ein System unter |

Einzellast P und Streckenlast ¢.|....... ... ... .. oL 162




Abbildungsverzeichnis 183

[5.29 Grundlgsungen fiir den Balken: a) Absenkung, b) Verdrehung, |

¢) Biegemoment und d) Querkraft. ........... ... ... oo L. 166
6.1 Oberfliche des Programms RSTAB|......... ... ... . ... .. 170
172

6.2 Programm TwoDFrame|.......... ... ... . i







Literaturverzeichnis

10.

11.

12.

Barthold, F.-J., Stein, E., Elastizitédtstheorie, in Mehlhorn, G. (Hrsg.): Der In-
genieurbau, Bd. Werkstoffe Elastizitdtstheorie, Ernst&Sohn, Berlin, 1996, S.
165-425.

Chapman, B., Fernando, A., Kelly, H., Tran, P., The Engineering Mechanics In-
teractive Lecture Series: Oligomedia Resources for Computer-Based Learning,
Global Journal of Engineering Education, Vol 2, No. 3, pp. 255, UNESCO Inter-
national Centre of Engineering Education, Monash University, Melburne, Aus-
tralia, 1998.

Chen, Z.S., H.A.Mang, Uber ein Randelementeverfahren zur dreidimensiona-
len Berechnung des abgesenkten Grundwasserspiegels und der stationéren Luft-
stromung in heterogenem, anisotopem Boden beim Tunnelvortrieb unter Druck-
luft, Bauingenieur, Vol.65, 1990.

Deutsches Institut fiir Normung e.V., Einwirkungen auf Tragwerke DIN 1055
Teil 1: Wichten und Flachenlasten von Baustoffen, Bauteilen und Lagerstoffen,
Beuth Verlag, Berlin, 2002.

Deutsches Institut fiir Normung e.V., Einwirkungen auf Tragwerke DIN 1055
Teil 3: Eigen- und Nutzlasten von Hochbauten, Beuth Verlag, Berlin, 2006.
Deutsches Institut fiir Normung e.V., Einwirkungen auf Tragwerke DIN 1055
Teil 4: Windlasten, Beuth Verlag, Berlin, 2005.

Deutsches Institut fiir Normung e.V., Einwirkungen auf Tragwerke DIN 1055
Teil 5: Schnee- und Eislasten, Beuth Verlag, Berlin, 2005.

Deutsches Institut fiir Normung e.V., Einwirkungen auf Tragwerke DIN 1055
Teil 9: AuBlergewohnliche Einwirkungen, Beuth Verlag, Berlin, 2003.
Deutsches Institut fiir Normung e.V., Einwirkungen auf Tragwerke DIN 1055
Teil 100: Grundlagen der Tragwerksplanung, Sicherheitskonzept und Bemes-
sungsregeln, Beuth Verlag, Berlin, 2001.

Franke, W., Optimierung des Lehrbetriebs am Beispiel des FG Baustatik,
Diplom-2-Arbeit, Fachgebiet Baustatik (Bauingenieurwesen) der Universitét
Kassel, 2004.

Franke, W., Vereinfachungsstrategien fiir die Modellierung mit Finiten Elemen-
ten, Projekt-3-Arbeit, Fachgebiet Leichtbau (Bauingenieurwesen) der Univer-
sitdat Kassel, 2003.

Grétsch, T., La-Statik, Dissertation, Fachgebiet Baustatik der Universitit Kas-
sel, 2002.



186
13.
14.
15.
16.
17.

18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Literaturverzeichnis

Hall, W. S., Oliveto, G., Boundary Element Methods for Soil-Structure-
Interaction, Kluver Academic Publishers, Dordrecht.

Harbord, R., Statik der Baukonstruktionen II, Statisch unbestimmte Stabtrag-
werke, TU Berlin, Berlin 2001, www.statik.tu-berlin.de

Hartmann, F., Methode der Randelemente, Springer, Berlin, 1987.

Hartmann, F., Katz, C., Statik mit Finiten Elementen, Springer, Berlin, 2002
Kempfert, H.-G., et al., Band 1: Einfithrung in die Geotechnik, Universitéat Kas-
sel, 2003

Kempfert, H.-G., et al., Band 3: Grundbau 2, Universitéit Kassel, 2003

Lang, H. J., Huder, J. und Amman, P., Bodenmechanik und Grundbau, Sprin-
ger, Berlin, 7. Auflage, 2002

Link, M., Finite Elemente in der Statik und Dynamik, Teubner, Wiesbaden,
2002

Merziger, G., Wirth, T., Repititorium der héheren Mathematik, 5. Auflage,
Binomi Verlag, Springe, 2006.

Petersen, C., Stahlbau: Grundlagen der Berechnung und baulichen Ausbildung
von Stahlbauten, 3. Aufl., Vieweg Verlag, Wiesbaden, 1993.

Rubin, H., Schneider, K.-J., Baustatik - Theorie I. und II. Ordnung, Werner-
Verlag, Diisseldorf, 4. Auflage, 2002

Schard, R., Schardt, C., Verallgemeinerte Technische Biegetheorie, Lineare Pro-
bleme. Springer, Berlin, 1998.

Schneider, K.-J., et al., Bautabellen fiir Ingenieure, Werner Verlag, 17. Auflage,
Diisseldorf, 2006.

Stolzenberg, B., EDV-Orientierte Mathematische Methoden I, Vorlesungsskript,
Kassel, 1999.

Wasser- und Schiffahrtsdirektion Mitte Hannover, Stadtlandschaften und
Briicken in Hannover, Schliitersche, Hannover, 2000.

Wunderlich, W., Kiener, G., Statik der Stabtragwerke, Teubner Verlag, Wies-
baden, 2004.

Zywno, M.S., Brimley, W.J.G., White, W.E., Effective Integration of Multi-
media Courseware in Engineering Education at Ryerson Polytechnic Universi-
ty, Global Journal of Engineering Education, Vol 4, No. 1, pp. 25, UNESCO
International Centre of Engineering Education, Monash University, Melburne,
Australia, 2000.



Sachverzeichnis

Lo-Skalarprodukt
f-Vektor [63][65]
Uberlagerungszahlen
Ubertragungsfunktion [161
Ubertragungsmatrix  [162

1-Kraft [44][I33]
1-Last [38][48][07} [163]

1-Verdrehung [133

1-Verschiebung [142] [I49]

Absenkung 7%}
Abzahlkriterium @ @
Ansatzfunktionen [[14}[T53]
Antimetrie [9]]

Antragsrichtung

Arbeit

Arbeitsbilanzierung [144
Arbeitsgleichung P71
Arbeitsprinzip [125

Arbeitssatz [£6][I50]
Arbeitsterme
Aufenthaltsbereiche [20]
Auflager [12,[30][32}
Auflagerkraft [T3][05]

Auflagerreaktion [30}[94] [[33]
AuBenfeld 26l

AuBenwinddruck 21l

Boengeschwindigkeitsdruck
Balkenabschnitt
Balkenelement [6} [71}[00} [L36]
Balkenfreiheitsgrade [118

Balkensteifigkeitsmatrix
Balkentheorie

Bauelement [34]
Baustatik [34]

Beanspruchung

Behilter [43]
Belastung [7}[16] [25] [40} (4] [65] [129]
Belastungsfunktion [9}[65]

Belastungskombination [26]
Belastungsrichtung [26]
Belastungssteigerung  [I09]
Bemessungseinwirkung [I9]
Bemessungskonzept [25]
Bemessungsregel [I7]
Bemessungssituation [I7]
Bemessungswert  [I7]
Berechnungsmethode
Bernoulli-Balken
Bestimmungsgleichung
Betti [34][36] [61] [146]
Bettungshalbraum [100
Bettungsmodul [102
Bettungsziffer [102
Bettungszifferverfahren [102
Bezugsfaser
Biegebalken EI,
Biegelinie EI,
Biegelinien @
Biegelinienberechung (146
Biegemoment m@@
Biegemomentengelenk [T4]]
biegesteif [I4}[99]
Biegesteifigkeit
Biegung [6][38]

Bilanzierung 9]



188 Sachverzeichnis

Bilinearform [154
Bogen [0§]
Boundary Elements [129}[158]

Dach [1]
Dachflachen
Dachkonstruktion [21l
Dachneigung [22]
Dachterrassen [20)]
Dehnstab
Dehnsteifigkeit [71]
Dehnung [7}[07}[10§]

Differentialgleichung [6][0][L03]
Drehfeder

Drehfreiheitsgrad
Drehwinkelverfahren [85)
Dreifeldbriicke [136]
Dreigelenkrahmen [32]
DWV

EDV-Einsatz [169]
Eigenform |[118§
Eigengewicht
Eigenlast
Eigenwertproblem [118
Einfeldtriger [I0}[47]
Einflussfliche
Einflussfunktion [77}[129] [I59]
Einflussfunktion T.2.0. [116l
Einflusslinie
Einheits-Kraftgrofie
Einheits-Weggrofie
Einheitskrafte
Einheitsvektor

Einheitsverformung [65][77} [116]
53

Einheitsverschiebung
Eins-Kraft [(2]

Eins-Last B3l
Einspannmoment @@
Einspannung [IJ]
Einsverformung [79][82]
Einwirkung
Einwirkungskombination
Einzellast [9][37}[66] [03]
Einzelmoment
Einzelpunktverformung [45)
Einzelpunktverschiebung [44]
Eislast

elastisch  [83}[T40]

elastisch-elastisch
elastisch-plastisch
Elastizitéatsgleichung
Elastizitatsmodul m
Element m@
Elementfehler
Elementgrsfie [I56]
Elementsteifigkeitsmatrix
Endmomentenverlauf [51]
Energie [56}[89}[123]
Energiebilanzierung
Energieerhaltung
Energieerscheinungsformen [123]
Energieniveau [[24]
Entlastung

Erdbeben
Erddruck [I8

Ersatzfeder [83]
Ersatzkraft [I31]
Ersatzsystem [092]
Erwirmung [43]
Eulerfille [114
Explosionszeichnung

FE-Losung [154
FE-Lastfall [156]
FE-Methode
FE-Modell
FE-Netz
FE-Programm [I66]
Feder
Federgesetz
Federkonstante
Federlement
Federsteifigkeit [71]
Federterm [39
Federverformung
Federwirkung
Fehler (FE) [155
Fehlerberechnung [I55]
Fehlerindikator [156
Fehlerlasten
Feldbelastung
FEM [51
Festhaltekrifte, negative
Festhaltekraft [65]
Festigkeit [I§]

finite Elemente Methode [59}[129] [I5]]



Firstkante

Flachenlast
Flichentragwerk [T54][I70]
FlieBgelenk
FlieBgelenktheorie
FlieBgrenze
FlieBmoment [109]
Forménderungsintegral [52]
Formbeiwert [23]
Freiheitsgrad [59} [0} [I18}[I59]
Freischneiden
Fundament [[7][I07]

Galerkinverfahren [[54]
GauB-Algorithmus  [77]
Gauf3-Punkt
Gebiet  [I56}[159

Gebrauchstauglichkeit A4
Gelenk [29

Gelenkanzahl [54]

Gelenkarten
Gelenklager [I41]

Gesamtarbeit
Gesamtenergie [[2§

Gesamtfehler [[51
Gesamtsteifigkeitsmatrix (GSM) [63]
Gesamtsystem [12][81] [05]
Gesamtverdrehung [132]
Gesamtverformung [48][125]
Gesamtverschiebung  [46]
Geschwindigkeitsdruck [2]]
Getriebe [I41]

Gleichgewicht [6} [[3] 29} [61} 04 [128]
Gleichgewichtsbedingungen @
Gleichungsléser [94]
Gleichungssystem [50}[77] [04} [T18] [153]
Green

Greensche Funktion
Greensche Identitdt [T15][146]
Grundlésung [160)

Hauptpol
Hermite-Polynome [77}[80] [L36]

Hilfsfunktion [(2
Hilfskraft [34]
Hilfssystem
Hilfszustand [34[02]

Sachverzeichnis 189

Indexschreibweise [51]

Inzidenztabelle [

Kinematik [I41]
Kirchhoffplatte [I65]
Knickfigur
Knicklédnge [112
Knicklast

Knoten [I3][30} [65} [86} [153]
B4

Knotenanzahl

Knotenkrifte [74][I37]
Knotenverdrehung
Knotenverformung [153
Kondensationsmatrix
Koordinatenachsen [l
Koordinatenrichtung @
Koordinatensystem [5}[53}[7]]
Koppelbedingung [161
Kraft-Verformungsbeziehung [111
Kraftfluss

Kraftgrofie
Kraftgroflenverfahren

Kraftvektor [62][77]
Kragarm [I0][26]

Lageenergie [124]
Lagerabsenkung @
Lageranzahl [54]
Lagerdriicke

Lagerreaktion [I1] 2529 BT} {9} 541 [67}
P4 125

Lagerverschiebung
Lagerverschiebung, eingeprégt [47]
Langersche Balken [0§]
Laplace-Operator [165]
Last-Verformungs-Diagramm
Lastangriffspunkt [106] [[31} [I39]
Lastannahmen [16]

Lastfall

Lastfall Lagerverschiebung [47]
Lastfall Temperatur
Lastfallkombinationen
Lastspannungszustand  [34] [47]
Lastvektor @
Lastzustand [38] [£3] [49}[07] [L4]]

linear elastisch
Longitudinalkraft

Matratzenmodell [100)
Matrizenschreibweise [60][87]



190 Sachverzeichnis

Matrizenverschiebungsmethode [E9][74]

Mehrfachgelenke [37]
Mehrfeldbriicke

Mohr [146]

Mohrsche Analogie [151
Momentenflachen
Momentengleichgewicht @,
MVM  [59}[66}[76} [[37]

Naherungslosung
N#herungsverfahren
Nachlaufrechnung [74]
Nebenbedingung  [I62]
Nebenbedingungen [12}[30]
Nebenpol

Netz

Netzanpassung [I57]
Netzverfeinerung, adaptive [156
nichtlinear
Nonbananas
Normalkraft [6}[36] [72] [[15} 135
Normalkraft, kritische [TI9]
Normalkraftgelenk [I2][3T]
Normalkraftstab
Normalkraftverformung [7]
Normierungsfaktor [138
Nutzlast [20]

Operator [I65]
Originallastfall [156

Orthogonalitit [49]

p-Vektor
P.d.v.K.
Pdv.V. 23
Passproblem [06]
Pendelstab  [I3}[70]
plastisch-plastisch  [I07]
Platte [154]

Polplan (140
Polplankonstruktion
Positivdefinition
Positivrichtung
Projektion

Querbelastung  [103
Querkraft E

Querkraftgelenk [I2][31]
Querlast [I15]

Rahmen [30}[54}[04

Rahmenecke
Rahmentragwerk
Randbedingungen E@
Randelemente [158
Randelementemethode, REM [158]
Randwertbestimmung [I65]
Raumtragwerke [53]
Reduktionssatz [52]
Relativverdrehung
Relativverschiebung
REM

Ringanker, Ringbalken

Rotationsfeder [38|[I7]]

Scheibe

Schneelast [22]

Schneelastzone [22]
Schnittgrofien
Schnittkraftverlauf [I1][32]
Schnittprinzip [0} [II} 29} [E3]

Schnittufer
Schnittuferdefinition

Schub [BY

Schubspannung [102
Schubtrager (102

Scil (030
Seildifferentialgleichung [T15]
Seilkriimmung

Seilkraft [104]

Seilsteifigkeit [105)
Setzungsmulde [100
Sicherheitskonzept
Skalarprodukt [50}[62]
Skalierungsfaktor [48][T43]
Spannungs-Dehnungs-Beziehung  [10§]
Spannungszustand

Stiitze [07][I35]

Stiitzmoment

Stab
Stabbogen [0§

Stabelement (63
Stabilitdtsproblem [T12]
Stabkennzahl [117
Stabsteifigkeitsmatrix
Starrkérperbewegung @
statisch bestimmt [B2]

statisch unbestimmt
statische Unbestimmtheit [29}[54]



Steifezifferverfahren
Steifigkeitsmatrix
Stockwerksrahmen
Streckenlast [9] 0] [L05]

Streifenfundament [98
Substruktursteifigkeitsmatrix
Substrukturtechnik
Superposition 9]
Superpositionsprinzip [25] [140]

Symmetrie [61] [T} [TI0]

Teilsicherheitsbeiwert [
Teilsystem
Temperatur [I59]
Temperaturlast
Testfunktion
Testkraft 4T
Timoschenkobalken [102
Torsionssteifigkeit

Traglast [I09]

Traglastverfahren

Eﬂ

Sachverzeichnis

Transformationsmatrix [70}[8F]
Translationsfeder [T71]

u-Vektor [76]

Verdrehung  [8}[86]} [L03]

Verformungsbedingung  [29] 9]
Verformungsfigur [44] B1]
Versagensreihenfolge [109]
Vierendeeltréager
Vorzeichendefinition

‘Wanderlast
Weggréfenverfahren  [59]
Werkstoff [106]

Wind

Windlast [T7[2]]
Windzonen [21]

Zusatzspannungen [42] 7]
Zwangskrifte [{2}[47]

191



	Vorwort
	Inhaltsverzeichnis
	Grundwissen
	Statik sehen
	Sichtbare Tragwerke
	Statik an der Pinwand
	Spannung und Optik

	Was sind Schnittgrößen?
	Vorzeichendefinition
	Herleitung
	Anwendung
	Momentenflächen
	Explosionszeichnungen

	Lager und Gelenke
	Lagerungsarten
	Gelenke in statischen Systemen

	Lastannahmen
	Was ist die DIN 1055?
	Teil 100: Grundlagen der Tragwerksplanung, Sicherheitskonzept und Bemessungsregeln
	Teil 1: Wichten und Flächenlasten von Baustoffen, Bauteilen und Lagerstoffen
	Teil 3: Eigen- und Nutzlasten für Hochbauten
	Teil 4: Windlasten
	Teil 5: Schnee- und Eislasten
	Beispiel

	Addition von Lastfällen
	Lagerreaktionen und Schnittgrößen
	Durchlaufträger

	Fragerunde

	Kraftgrößenverfahren
	Einführung
	Umwege zum Ziel
	Statische Unbestimmtheit
	Statisch bestimmt -- statisch unbestimmt
	Statisch bestimmtes Hauptsystem und Arbeitsgleichung
	Die vollständige Arbeitsgleichung
	Federn
	Zusammenfassung

	Veränderliche Streckenlast
	Wenn Einzellasten nicht ausreichen…
	Grundlagen
	Anwendung

	Lastfall Temperatur
	Verformungen
	Arten der Verformung
	Einzelpunktverschiebungen
	Das -Verfahren
	Eingeprägte Verschiebungen

	Orthogonalität von Spannungszuständen
	Herleitung
	Beispiel
	Reduktionssatz

	Raumtragwerke
	Projektion
	Vorzeichendefinition
	Lösungsstrategie
	Lagerreaktionen
	Schnittgrößen

	Zum Merken
	Fragerunde

	Weggrößenverfahren
	Matrizenverschiebungsmethode
	Eine Welt aus Federn
	Eigenschaften einer Steifigkeitsmatrix
	Zusammenfügen von mehreren Tragwerkselementen
	Kräfte und Verformungen

	Belastung am Knoten und im Feld
	Einführung
	Aufteilung in f- und p-Vektoren
	Eingeprägte Lagerverschiebungen
	Lastfall Temperatur

	Wichtige Matrizen
	Transformationsmatrix
	Steifigkeitsmatrix für den Zug-Druckstab
	Steifigkeitsmatrix für den gedrehten Zug-Druckstab
	Steifigkeitsmatrix für den Biegebalken (Bernoulli)
	Steifigkeitsmatrix für vollständiges Balkenelement
	Theorie 2. Ordnung -- Geometrische Steifigkeitsmatrix
	Steifigkeitsmatrix für das vollständige, gedrehte Balkenelement

	Nachlaufrechnung
	Zwischen den Tragwerksknoten
	Ablauf der Berechnung
	Beispiel
	Berechnungen mit Ablaufschema

	Einheitsverformungen
	Einführung
	Grundlegende Polynome
	Für Einheitsverformungen benötigte Kräfte

	Substrukturtechnik
	Hintergrund
	Näherungslösungen

	Einführung in das Drehwinkelverfahren
	Grundlagen
	Vorgehensweise
	Nichtlinearität beim DWV

	Zum Merken
	Fragerunde

	Aufbauwissen
	…so geht es weiter
	Symmetrie und Antimetrie
	Sinn dieser Übung
	Modellbildung

	Rahmen
	Allgemeines
	Lagerreaktionen
	Hilfssysteme bei Rahmen

	Passprobleme
	Jenseits von Bernoulli
	Langerscher Balken
	Vierendeelträger
	Gebetteter Balken
	Schubträger
	Seil

	Nichtlineares Verhalten bei Stabtragwerken
	Bananas and Nonbananas
	Schnittgrößenermittlung am verformten System
	Fließgelenkbildung und Traglastverfahren
	Stabilitätsprobleme

	Fragerunde

	Moderne Statik
	Energie und Arbeit
	Viel Arbeit und Energie satt Schnittprinzip
	Energieerhaltung
	Potentielle Energie
	Arbeit
	Prinzip der virtuellen Verrückungen
	Prinzip der virtuellen Kräfte
	Minimum der potentiellen Energie
	Satz von Betti

	Einflusslinien
	Bedeutung
	Beispiele
	Greensche Funktionen
	Das Schema F
	Auswertung von Einflusslinien

	Polplankonstruktion
	Drehscheibenstatik
	Regeln der Polplankonstruktion
	Kinematik der Verschiebungsfiguren
	Reihenfolge der Haupt- und Nebenpole

	Betti, Green und Mohr
	Mathematische Ideen mit Tragweite
	Herleitung der Greenschen Identitäten für den Stab
	Herleitung der Greenschen Identitäten für den Balken
	Anwendung der Greenschen Identitäten
	Mohrsche Analogie

	Einführung in die Methode der finiten Elemente
	Alles bewegt sich und keiner wird nass
	Eine einfache Herleitung
	Die moderne Schreibweise
	Fehlerberechnung in der FEM

	Einführung in das Thema Randelemente
	Mehr als Stab und Balken
	Die Idee…
	Herleitung für den Stab
	Operatoren
	Anwendung

	Fragerunde

	EDV-Einsatz
	Rechnen und rechnen lassen
	Programme
	RSTAB und RFEM
	TwoDFrame
	Nastran


	Abbildungsverzeichnis
	Literaturverzeichnis
	Sachverzeichnis



