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Zusammenfassung

Durch die ständig wachsende Anzahl von geometrischen und aerodynamischen
Parametern ist es für den Menschen zunehmend schwieriger, Abhängigkeiten
und Zusammenhänge im Auslegungsprozeß axialer Turbomaschinen vorteilhaft
einzubeziehen. In dieser Arbeit wird ein zweidimensionales Entwurfsverfahren
auf der Basis periodischer B–Spline–Funktionen entwickelt. Vorhandene Pro-
file lassen sich dabei mit Hilfe einer Approximation in diese mathematische
Darstellung überführen. Durch eine Simulated Annealing Optimierung kann
die Anzahl der zur Beschreibung notwendigen Parameter minimiert werden.
Ein C–Netz bildet die Basis der aerodynamischen Analyse. Die Berechnung der
Strömung erfolgt mit einem Stromfunktionsansatz auf S1–Stromflächen und ist
iterativ mit einem Grenzschichtverfahren gekoppelt. Künstliche neuronale Net-
ze werden im Profilentwurf eingesetzt, um Zusammenhänge zwischen Geome-
trie und Aerodynamik abzubilden. Dieses führt zu einem schnellen Werkzeug
zum Entwurf und zur Bewertung von Profilen. Um speziellen Anforderungen
angepaßte Beschaufelungen zu erhalten, ist eine weitergehende aerodynamische
Optimierung notwendig. Hierzu wird ein genetischer Algorithmus eingesetzt,
der sich am biologischen Vorbild der Evolution orientiert und auf Selektion,
Mutation und Rekombination basiert.

Schlüsselwörter: Approximation, B–Spline–Funktion, Genetischer Algorithmus, Gittergenerie-
rung, Grenzschicht, Neuronales Netz, Optimierung, S1–Stromfläche, Simulated Annealing, Strom-
funktion

Abstract

Due to the steady growing number of geometric and aerodynamic parameters,
it is increasingly difficult for the human being to include dependencies and
correlations in the design process of modern axial turbomachines. In this work
a two–dimensional design method is developed, based on the geometrical de-
finition of profiles by periodic b–spline functions. By means of approximation
of existing profiles it is possible to get a uniform mathematical description. In
a simulated annealing algorithm the number of parameters which is necessa-
ry to describe a profile is being minimized. The aerodynamic analysis starts
with the generation of a C–grid. The flow is computed on S1–surfaces using a
stream function approach and is combined iteratively with a boundary layer
calculation. An artificial neural network is being used in the profile design in
order to model the connection between geometry and aerodynamic. This leads
to a fast tool to design and to evaluate profiles. A further aerodynamic opti-
mization is necessary to deal with the predefined constraints of the blade. In
the optimization we use a genetic algorithm which tries to adapt the biological
principle of evolution and is based on selection, mutation and crossover.

Keywords: approximation, boundary layer, b–spline function, genetic algorithm, grid generation,
neural network, optimization, S1–surface, simulated annealing, stream function
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3.3.1 Einführung und Grundgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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Pseudocode

Zur Beschreibung der in dieser Arbeit wichtigen Algorithmen wird auf eine formalisierte
Darstellung sowie auf Elemente der Mengenalgebra zurückgegriffen (siehe Smith (1989)
und Böhme (1990)). Zur Erhaltung der Lesbarkeit wird allerdings an einigen Stellen auf
eine vollständige formale Angabe verzichtet.
Die Beschreibung eines Algorithmus wird durch die Schlüsselworte

algorithm Name begin Operationen end.
begrenzt. Teile von Algorithmen können in sogenannten Routinen, das sind Funktionen
oder Prozeduren, wie folgt zusammengefaßt werden:

routine Name (Parameter) Operationen end
Ablaufverzweigungen sind durch die Sequenz

if (Boolesche Bedingung) −→ Operationen else Operationen fi
möglich. Hierbei werden die ersten Operationen dann ausgeführt, wenn die Boolesche
Bedingung erfüllt (wahr) ist. Ansonsten wird der zweite Zweig bearbeitet.
Wiederholungen, d.h. Schleifen, werden durch die Schreibweise

do (Boolesche Bedingung) −→ Operationen od
ermöglicht. Die angegebenen Operationen werden solange ausgeführt, bis die Boolesche
Bedingung nicht erfüllt (falsch) wird.

Operatoren

Zeichen Bedeutung
← Zuweisungsoperator

¬, ∨, ∧ Boolescher Nicht–, Oder–, Und–Operator
div, mod Ganzzahldivision, ganzzahliger Rest (Modulo)

a� größter ganzzahliger Wert ≤ a

return a liefert den Wert a zurück
terminate Abbruchbedingung, z.B. maximale Anzahl von Iterationen erreicht

〈Kommentar〉 Kommentarzeile

Mengenalgebra

Zeichen Bedeutung
A×B {(x, y)|x ∈ A ∧ x ∈ B} (Produktmenge)
A ∪B {x|x ∈ A ∨ x ∈ B} (Vereinigungsmenge)
A ⊂ B {x|∀x ∈ A⇒ x ∈ B} (Teilmenge)
|A | Anzahl der Elemente in A (Kardinalität)

x ∈ [a, b] a ≤ x ≤ b (geschlossenes Intervall)
x ∈ [a, b) a ≤ x < b (halbseitig geöffnetes Intervall)



Tu erst das Notwendige, dann das Mögliche,
und plötzlich schaffst du das Unmögliche.

Franz von Assisi





Kapitel 1

Einleitung

Diese Arbeit behandelt den Entwurf und die Optimierung axialer Turbomaschinenbe-
schaufelungen. Bevor in den nachfolgenden Kapiteln auf die verwendeten Methoden, die
durchgeführten Untersuchungen und die erzielten Ergebnisse eingegangen wird, erfolgt
eine Einordnung in die betreffenden Wissensgebiete.

1.1 Turbomaschinenentwurf und Strömungsberechnung

Der Entwurf von Turbomaschinen ist durch eine große Anzahl, sowohl geometrischer als
auch aerodynamischer, Freiheitsgrade gekennzeichnet. Ziel einer jeden Auslegung ist es
nun, eine optimale, zuvor definierter Randbedingungen genügende, Konfiguration zu fin-
den. Moderne Turbomaschinen zeichnen sich bereits heutzutage durch einen hohen Wir-
kungsgrad aus. Für das Erreichen einer weiteren Leistungssteigerung ist daher ein zuneh-
mender technischer Aufwand nötig.
Die in Turbomaschinen zu betrachtende Strömung ist dreidimensional, kompressibel, rei-
bungsbehaftet und insbesondere auch instationär. Die numerische Behandlung erfordert
es, eine Reihe von Vereinfachungen zu treffen. Hildebrandt (1998) gibt einen aktuel-
len Überblick über eine Reihe von Verfahren, die die Navier–Stokes Gleichungen in ihrer
dreidimensionalen Formulierung für stationäre Vorgänge lösen. Trotz der schnell fortschrei-
tenden Entwicklung der Rechnerhardware sind nur Hoch– und Höchstleistungsrechner in
der Lage, detaillierte Ergebnisse in akzeptablen Zeiträumen zu liefern. Vor allem die Hand-
habung turbulenter Eigenschaften erfordert einen hohen rechentechnischen Aufwand (vgl.
Moin und Kim (1997)).
Da die verschiedenen Optimierungsverfahren eine Vielzahl, i.allg. hunderte oder tausende,
von Iterationszyklen durchlaufen, sind solche dreidimensionalen Verfahren bis auf weite-
res für Optimierungsaufgaben unpraktikabel. Der von Wu (1952) beschriebene Ansatz
reduziert den Aufwand der dreidimensionalen Strömungsberechnung, in dem diese durch
zwei miteinander gekoppelte zweidimensionale Berechnungsverfahren ersetzt wird (quasi–
dreidimensionale Berechnung). Hierzu werden zwei Scharen von Stromflächen eingeführt,
die von Schaufel zu Schaufel (blade–to–blade) bzw. von Nabe zum Gehäuse (hup–to–tip)
sich erstrecken und als S1– bzw. S2– Stromflächen bezeichnet werden. Bei den von Casey
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2 Einleitung

Abbildung 1.1: Der Aufwand zur Bestimmung der dreidimensionalen Strömung läßt sich
durch eine kombinierte, zweidimensionale Berechnung auf Stromflächen erster und zweiter
Art nach Wu (1952) reduzieren.

(1994) oder auch Cofer IV (1995) beschriebenen Methoden zeigt sich, daß die zwei-
dimensionalen Verfahren trotz der inhärenten Vereinfachungen weiterhin die wichtigsten
Bausteine zur rechnergestützten aerodynamischen Auslegung von Strömungsmaschinen
sind. Dreidimensionale Verfahren werden demnach als letzter Schritt bei der Entwicklung
zur Untersuchung von einzelnen Strömungsphänomenen eingesetzt.
Neben den Stromflächen ist die Einführung einer sogenannten Stromfunktion ψ das im
folgenden verwendete grundlegende Konzept. Die Bewegung im stationären Zustand ei-
nes infinitesimalen Fluidteilchens erfolgt hierbei entlang von Stromlinien. Der Zusammen-
hang zwischen Geschwindigkeit und der Stromlinie wird durch die Funktion ψ modelliert.
Stromfunktionsverfahren haben sich als robuste Verfahren erwiesen, wie zum Beispiel die
Arbeiten von Lücking (1982, 1989) und Röper (1994) zeigen. Diese bilden die Basis der
in dieser Arbeit durchgeführten zweidimensionalen Strömungsberechnung.
Da das Stromfunktionsverfahren nur reibungsfreie Phänomene wiedergeben kann, läßt sich
die Abbildung von Reibungseffekten mit einem Grenzschichtverfahren modellieren. Hier-
bei fließen u.a. (halb–) empirische Korrelationen mit ein.

InOliver et al. (1994) oder auchMiller IV et al. (1997) wird die gängige Vorgehens-
weise zur geometrischen Konstruktion von Schaufeln in Strömungsmaschinen dargestellt.
Der Definition der einzelnen Stromflächen, dieses können einfache Zylinder– und Kegel-
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flächen bis hin zu beliebigen Freiformflächen sein, folgt der zweidimensionale Entwurf auf
den transformierten Rotationsflächen. Zur Beschreibung der Freiformprofile werden i.allg.
Bézier– oder B–Spline–Funktionen verwendet. Somit ist eine Anpassung an geometrische
und aerodynamische Bedingungen möglich. Durch die Angabe einer Raumkurve ist es so-
dann möglich, die einzelnen Profilschnitte radial aufzufädeln. Nach der Berechnung der
einhüllenden Oberfläche ergibt sich abschließend die dreidimensionale Schaufel.

Zunehmend stellt das menschliche Ingenium einen limitierenden Faktor bei der Handha-
bung der Komplexität dar. So sind zum Beispiel im Entwurfsverfahren von Tong und

Gregory (1990) über 1800 freie Parameter bei der Auslegung einer mehrstufigen Turbine
in Beziehung zueinander zu setzen und dabei Abhängigkeiten zu beachten. Daher liegt es
nahe, Verfahren und Methoden zu entwickeln, die menschliche Intelligenz in den Rech-
ner abbilden und somit zur Unterstützung im Auslegungsprozeß von Strömungsmaschinen
herangezogen werden können.

1.2 Künstliche und berechenbare Intelligenz

Seit der Entwicklung des ersten programmgesteuerten Rechners ist auch die Frage einer
maschinellen Intelligenz von zentralem Interesse. Es haben sich hierbei zwei konkurrierende
Paradigmen zur Erfassung von künstlicher Intelligenz (Artifical Intelligence, AI) gebildet:

Symbolische Informationsverarbeitung versucht, Wissen in Form von Regeln und
Produktionssystemen in einen rechnerkonformen Formalismus abzubilden. Die Sym-
bolmanipulation leitet sich aus der Philosophie ab, wobei ausgehend von einzelnen
Fakten und einem Regelwerk neues Wissen folgt.

Konnektionismus wird als der Ansatz verstanden, das (menschliche) Gehirn als Inter-
aktion von vernetzten und parallel arbeitenden Neuronen nachzuvollziehen. Diese
Simulation von Neuronen entspringt eher den Erkenntnissen der Neurowissenschaft
aus Medizin und Biologie.

Dreyfus und Dreyfus (1996) sprechen in diesem Zusammenhang von den unterschied-
lichen Strategien ”einen Geist bauen gegen ein Gehirn modellieren“. Durch neue Erkennt-
nisse seit Mitte der achtziger Jahre erleben die künstlichen neuronalen Netze zunehmend
Aufmerksamkeit und stellen ein breites Forschungsgebiet unterschiedlicher Disziplinen dar,
welches an dieser Stelle auch nicht nur annähernd wiedergegeben werden kann. Für eine
Diskussion, was (künstliche) Intelligenz ist und was diese zu leisten vermag, sowie der
auftretenden Probleme, sei auf Penrose (1991) und Graubard (1996) hingewiesen.
Ungeachtet der theoretischen und psychologischen Fragestellungen zur künstlichen Intel-
ligenz hat sich seit Mitte der neunziger Jahre ein Forschungsfeld etabliert, welches unter
dem Begriff der berechenbaren Intelligenz (Computational Intelligence, CI ) die folgenden
drei Wissenszweige zusammenfaßt und miteinander verbindet:

Künstliche neuronale Netze sind Abbildungen von Verbänden biologischer Nervenzel-
len und bilden informationsverarbeitende Einheiten, die untereinander vernetzt sind.
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Ein wesentliches Merkmal ist ihre Lernfähigkeit, d.h. die Fähigkeit, eine Aufgabe an-
hand zuvor trainierter Beispiele zu lösen.

Genetische Algorithmen und Evolutionsstrategien sind stochastische, d.h. dem Zu-
fall unterliegende Optimierungsverfahren, die sich an den Prinzipien der natürlichen
Evolution orientieren. Im Gegensatz zu klassischen Gradientenverfahren ist eine Be-
stimmung der Ableitungen der Zielfunktion nicht nötig.

Fuzzy–Control Ansätze stellen den Versuch dar, Informationen auf einer symbolischen
Ebene zu verarbeiten. Erfahrungen werden in Form von Wenn–Dann–Regeln fest-
gelegt. Die mathematischen Grundlagen werden durch die Theorie der unscharfen
Mengen bereitgestellt.

Methoden der berechenbaren Intelligenz orientieren sich insbesondere an praktischen Pro-
blemen. Diese stellen somit ein Betätigungsfeld für Informatiker und Ingenieure gleicher-
maßen dar, wie u.a. die Konferenz in Dortmund von Reusch (1997) und die vom VDI
(1998) durchführte Tagung in Berlin zeigen.

In der vorliegenden Arbeit werden Verfahren künstlicher neuronaler Netze sowie geneti-
scher Algorithmen eingesetzt. Ergebnisse aktueller Forschung von evolutionären Verfahren
aus dem Bereich der Ingenieurwissenschaften sind in Winter et al. (1995) sowie Das-
gupta und Michalewicz (1997a) zu finden. Fuzzy–Control Methoden werden hier nicht
betrachtet und bleiben somit Forschungsgegenstand weiterer, zukünftiger Untersuchungen.
Für eine Einführung in die Thematik von Fuzzy–Logik und Fuzzy–Control sei auf Jaani-
neh und Maijohann (1996) oder Koch et al. (1996) hingewiesen. Bothe (1998) gibt
einen Überblick von sogenannten Fuzzy–Neuro Methoden.

Fragestellungen zur Optimierung von Strömungsmaschinen, vornehmlich auch mit evo-
lutionären Techniken, werden in den letzten Jahren im Rahmen größerer Projekte auf
nationaler und internationaler Ebene betrachtet. Hierzu sind u.a. die europäischen Pro-
jekte EUROPT und ECARP zu nennen (siehe Périaux et al. (1997, 1998)).
Das Verbundprojekt EVOTECH des BMBF1 untersucht Evolutionsstrategien in unter-
schiedlichen technischen Anwendungsgebieten (vgl. Rechenberg (1998); Baier (1998)).
Im Rahmen des TURBOTECH Forschungsvorhabens der Arbeitsgemeinschaft Hochtem-
peratur–Gasturbine (AG TURBO, vgl. hierzu Servaty und Keppel (1998)) untersuchen
Schwarz (1992), Lawerenz (1995) und Müller-Töws (2000) verschiedene, klassische
und evolutionäre, Optimierungsverfahren. Dreyer et al. (1995) stellen einen neuen
Ansatz vor, der die Optimierungsaufgabe und die Strömungsberechnung simultan löst.
Köller (1999) entwickelt und optimiert eine neue Profilsystematik für Gasturbinen.

1.3 Inhalt dieser Arbeit

Wie sich bereits erkennen läßt, befaßt sich diese interdisziplinäre Arbeit mit Verfahren
zweier Wissensgebiete: zum einen mit Verfahren zur Strömungsberechnung und zum an-
deren mit Methoden der berechenbaren Intelligenz.

1Bundesministerium für Bildung, Wissenschaft, Forschung und Technologie
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Das Ziel dieser Arbeit ist es, ein zweidimensionales Entwurfswerkzeug, Verfahren zur Ana-
lyse und zur Optimierung von axialen Turbomaschinenbeschaufelungen zu entwickeln. Ins-
besondere werden hier zwei Methoden, künstliche neuronale Netze und genetische Algo-
rithmen, untersucht, die sich an biologischen Vorbildern orientieren.

Geometrischer Entwurf

Ausgangsbasis für den Entwurf axialer Beschaufelungen ist die Geometriedefinition zwei-
dimensionaler Schaufelprofile. In dieser Arbeit wird ein neuer Ansatz mit periodischen B–
Spline–Funktionen entwickelt. Im Gegensatz zu zusammengesetzten Bézier–Kurven lassen
sich Stetigkeitsbedingungen einfacher garantieren. Durch die Approximation und Interpo-
lation vorhandener Profile, z.B. aus der NACA–Familie, ist es möglich, diese in eine ein-
heitliche mathematische Form zu überführen. Mit einem Simulated Annealing Ansatz wird
die Anzahl der die Geometrie beschreibenden Parameter minimiert. Durch die Auffäde-
lung und die Berechnung einer einhüllenden Oberfläche (Skinning) ergibt sich anschließend
das dreidimensionale Schaufelblatt.

Zweidimensionale Strömungsberechnung

Voraussetzung zur numerischen Strömungsberechnung ist die Diskretisierung des Strö-
mungsraums im Bereich des zweidimensionalen Schaufelprofils. In der vorliegenden Arbeit
wird ein Verfahren zur Gittergenerierung verwendet, welches auf der Lösung einer ellipti-
schen partiellen Differentialgleichung beruht. Der implementierte Ansatz ermöglicht eine
Kontraktion der Gitterlinien sowie eine Orthogonalität zwischen diesen. Durch ein neues
Verfahren zur Konturpunktverteilung ist es möglich, insbesondere an der Vorderkante eine
Verdichtung der Punkte auf der Kontur zu berechnen.
Um die innerhalb des Optimierungsprozesses erforderliche große Zahl von Konfigurationen
zu untersuchen, ist ein schnelles Verfahren zur Strömungsberechnung notwendig. Hierzu
ist zur aerodynamischen Bewertung von Profilen ein Stromfunktionsverfahren entwickelt
worden, welches die kompressible Strömung auf rotationssymmetrischen S1–Flächen be-
stimmt. Dazu wird die Hauptgleichung der S1–Stromfläche in der konservativen Formu-
lierung für einzelne Kontrollelemente diskretisiert und numerisch gelöst. Reibungseffekte
an der Profiloberfläche werden mit einem Grenzschichtverfahren aufgelöst. Die von der
Grenzschicht ausgeübte Verdrängungswirkung wird in einem iterativen Prozeß mit dem
Stromfunktionsansatz gekoppelt.

Approximation mit neuronalen Netzen

Künstliche neuronale Netze stellen den Versuch dar, die Struktur und die Eigenschaften
des biologischen Vorbilds in eine formale, berechenbare Form abzubilden. Abstrakt läßt
sich ein neuronales Netz als Black Box betrachten, welche eine n–stellige Eingabe in eine
m–stellige Ausgabe überführt.
Neuronale Netze werden hier im Profilentwurf eingesetzt, um Zusammenhänge zwischen
Geometrie und Aerodynamik abzubilden. Zum Aufbau des neuronalen Netzes wird eine
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Trainingsmenge von mehreren hundert geometrischen und aerodynamischen Konfiguratio-
nen mit dem Stromfunktionsverfahren berechnet. Erweiterte Backpropagation–Strategien
ermöglichen ein schnelles Lernen der Zusammenhänge aus den Trainingsdaten. Ein trai-
niertes neuronales Netz ist in der Lage, ohne rechenzeitaufwendige Strömungsberechnun-
gen aerodynamische Aussagen zu tätigen. Durch die Definition bestimmter Zielvorgaben
(z.B. axiale Breite oder Machzahlverlauf) generiert das neuronale Netz eine Profilgeome-
trie als B–Spline–Kurve. Zusätzlich werden Aussagen über zu erwartende aerodynamische
Eigenschaften (z.B. Grenzschichtbelastung) getroffen. Das trainierte neuronale Netz läßt
sich somit als schnelles Entwurfswerkzeug bei der Profilauslegung einsetzen.

Optimierung mit genetischen Algorithmen

Um speziellen Anforderungen angepaßte Beschaufelungen zu erhalten, ist eine weiterge-
hende Optimierung unerläßlich. Durch das neuronale Netz generierte Profile dienen als
Startkonfiguration und reduzieren somit die benötigte Rechenzeit entscheidend. Zur Opti-
mierung werden in dieser Arbeit genetische Algorithmen eingesetzt. Diese lösen komplexe
Optimierungsaufgaben nicht nach herkömmlichen Methoden (z.B. Gradientenverfahren),
sondern orientieren sich an dem biologischen Vorbild der Evolution. Durch das sukzessive
Anwenden von Mutation, Rekombination und Selektion auf eine Population von Profil-
konfigurationen ist es möglich, eine Zielfunktion zu minimieren. Diese setzt sich aus einer
gewichteten Summation geometrischer (z.B. Profildicke) und aerodynamischer Zielvorga-
ben (z.B. Machzahlverlauf) zusammen.

Nicht unerwähnt bleiben soll an dieser Stelle die durchweg objektorientierte Modellierung
und Implementierung der beschriebenen Verfahren und Algorithmen. Die Programmierung
erfolgt in C++ (vgl. Stroustrup (1991)); zur Gestaltung der graphischen Bedienschnitt-
stellen wurde auf Tcl/Tk von Ousterhout (1995) zurückgegriffen.



Kapitel 2

Geometrischer Entwurf mit
B–Spline–Funktionen

In den folgenden Abschnitten wird auf den Entwurf axialer Leit– und Laufschaufeln von
Turbomaschinen eingegangen, wobei der Schwerpunkt in dieser Arbeit auf der zweidi-
mensionalen Beschreibung liegt. Moderne Turbomaschinenschaufeln sind komplexe, i.allg.
verwundene, dreidimensionale Körper, die von einem Fluid umströmt werden. Ihre ma-
thematische Beschreibung erfolgt üblicherweise über radiale Schnitte, die übereinander
geschichtet und ausgerichtet werden. Durch ein geeignetes Verfahren ist die Schaufelober-
fläche zwischen jeweils zwei Schnitten zu berechnen.

2.1 Entwurfsebene axialer Profile

In Hinblick auf eine aerodynamische Berechnung, gegebenenfalls mit anschließender Op-
timierung, erscheint es sinnvoll, die konstruktive Entwurfsebene von Profilen mit dem
Berechnungsverfahren zu koppeln. Wird zur aerodynamischen Auslegung zum Beispiel
ein zweidimensionales Stromfunktionsverfahren verwendet, welches die Strömung auf ro-
tationssymmetrischen Stromflächen erster Art (den sogenannten S1–Flächen) berechnet,
bietet es sich an, diese Stromflächen als die Ebenen zu betrachten, in denen die Profile
entworfen werden. Alternativ wäre auch eine Beschreibung auf kartesischen Ebenen denk-
bar, allerdings ist die Koppelung mit dem Stromfunktionsverfahren auch im Hinblick auf
eine Optimierung schwieriger.

Abbildung 2.1 zeigt das im folgenden verwendete Koordinatensystem. Zur Verdeutlichung
ist das Zylinderkoordinatensystem in einem kartesischem System angelegt. Es wird ange-
nommen, daß die radiale Komponente r in der x, y–Ebene liegt. Die z–Achse bildet die
Maschinenachse, um die sich die Schaufel dreht (Rotationsachse).
Es sei f(t) = (fx(t), 0, fz(t)) eine geeignete in der z, x–Ebene (Meridianebene) definier-
te parametrische Kurve. Die durch Rotation entstehende parametrische Rotationsfläche
ergibt sich zu

�sf (u, v) = fx(u) cos(v)�i+ fx(u) sin(v)�j + fz(u)�k (2.1)

7
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Abbildung 2.1: Kartesisches und Zylinderkoordinatensystem

oder in Zylinderkoordinatendarstellung

�sf (u, v) = fx(u)�er + v�eu + fz(u)�ez (2.2)

für u ∈ [u0, u1] und v ∈ [−π,+π]. Die Funktion f wird auch als Spur oder erzeugende
Funktion der Rotationsfläche bezeichnet. Zur weiteren Vereinfachung gelte fz(t) = t. Eine
rotationssymmetrische S1–Stromfläche wird demnach durch

�s1(z, ϕ) = r(z)�er + ϕ�eu + z�ez (2.3)

beschrieben (vgl. Abbildung 2.2).

Beim interaktiven Entwurf von Profilen ist es vorteilhaft, die Rotationsfläche in eine kar-
tesische zweidimensionale Ebene abzubilden. Die Transformation (r, ϕ, z) → (z, u) mit
u = rϕ bildet einen Punkt (in Zylinderkoordinaten) auf der Rotationsfläche in einen
Punkt der kartesischen Ebene ab. Hierbei ist zu beachten, daß i.allg. nur für Zylinder–
bzw. Kegelflächen eine längen– und winkeltreue Abbildung (Abwicklung) möglich ist. In
den anderen Fällen findet eine Verzerrung statt.

Ein in der kartesischen Ebene definiertes Profil �c(t) = (cx(t), cy(t)) kann durch Verwen-
dung einer Spur r(z) > 0 in eine dreidimensionale, in der Rotationsfläche liegende Kurve

�p = �s1(cx, cy/r(cy)) (2.4)

in Zylinderkoordinaten

= r(cx) �er + cy/r(cx) �eu + cx �ez (2.5)

bzw. kartesischen Koordinaten

= r(cx) cos(cy/r(cx))�i+ r(cx) sin(cy/r(cx)) �j + cx �k (2.6)

zurücktransformiert werden.
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Abbildung 2.2: Rotationsfläche in der Meridianebene

2.2 Freiformprofile

Ein Ansatz zur mathematischen Beschreibung von Profilen ist die Verknüpfung einer Ske-
lettlinie mit einer Dickenverteilung (vergleiche hierzu z.B. Käppeli (1987) und Anhang
A.2). Typische Vertreter dieser Vorgehensweise sind die NACA–Profilfamilien. Andere
modernere Verfahren setzen Profile aus zwei Kreis– oder Ellipsensegmenten und mehreren
interpolierenden Polynomen zusammen.

Zur weiteren Verbesserung des aerodynamischen Verhaltens bedarf es jedoch der Defini-
tion von Schaufeln durch Freiformprofile, da nur so dem Konstrukteur der notwendige
Spielraum zur Formgebung, im Gegensatz zum Beispiel zu den NACA–Profilen, geboten
wird. In den nächsten Abschnitten werden zuerst die mathematischen Voraussetzungen
dargestellt, die dann nachfolgend die Grundlage für die in dieser Arbeit verwendeten Frei-
formprofile bilden.

2.2.1 Bézier–Funktionen

Zum Beschreiben von Konturen sind solche Funktionen wünschenswert, die zum einen
eine umfangreiche Menge von Kurven abdecken, zum anderen jedoch effizient durch den
Rechner zu behandeln sind. Im allgemeinen bieten Polynome diese Eigenschaften, zumal
Funktionswerte und Ableitungen einfach (z.B. mit dem Hornerschema) ermittelt werden
können. Polynome vom Grade n in der Monomdarstellung

C(t) =
n∑
i=0

ai ti (2.7)

sind für den (interaktiven) Entwurf gänzlich ungeeignet, da die Koeffizienten ai ∈ R
2

bzw. R3 keinen direkten Rückschluß auf die geometrische Form erlauben. Einen wesentlich
besseren Ansatz bietet die mathematisch äquivalente Bézier–Darstellung.
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Abbildung 2.3: Die kubische Bézier–Kurve liegt in der konvexen Hülle (grau unterlegt) des
zugehörigen Kontrollpolygons.

Definition 1 (Bernsteinpolynom)

Das i–te Bernsteinpolynom vom Grade n über dem Intervall t ∈ [a, b] ist definiert als

Bi,n(t) =
1

(b− a)n
(
n

i

)
(t− a)i(b− t)n−i für i = 0, . . . , n . (2.8)

Eine Vereinfachung ergibt sich durch die Beschränkung auf das Intervall t ∈ [0, 1]. Wichtige
Eigenschaften der Bernsteinpolynome sind Nichtnegativität, Symmetrie und die Zerlegung
der Eins. Für weitere Ausführungen sei an dieser Stelle auf Deuflard und Hohmann
(1993) verwiesen. Jedes Polynom läßt sich als Linearkombination der Bernsteinbasis be-
schreiben.

Definition 2 (Bézier–Kurve)

Es seien {Bi,n(t)} nach Definition 1 gebildete Basisfunktionen und {Pi} Punkte im R
2

mit i = 0, . . . , n. Eine parametrische Bézier–Kurve B(t) vom Grade n wird dann durch

B(t) =
n∑
i=0

Bi,n(t) Pi (2.9)

definiert.

Die Koeffizienten {Pi} heißen Kontroll– oder Bézier–Punkte, die lineare Verbindung durch
diese dementsprechend Kontroll– oder Bézier–Polygon. Bevor auf die wichtigsten Eigen-
schaften eingegangen wird, bedarf es zuerst einer weiteren Definition.

Definition 3 (Konvexe Hülle)

Eine Menge M ⊂ R
2 heißt konvex, wenn für je zwei Punkte x, y ∈M auch deren Verbin-

dungsstrecke xy ganz innerhalb der Menge M liegt, d.h.

∀x, y ∈M =⇒ {λx+ (1− λ)y | λ ∈ [0, 1]} ⊂M . (2.10)

Die konvexe Hülle von M ist die kleinste konvexe Teilmenge von R
2, die M enthält.
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Der Graph einer Bézier–Funktion liegt in der konvexen Hülle des durch die Kontrollpunkte
aufgespannten Polygons und steht daher unmittelbar mit diesem in einem geometrisch in-
terpretierbaren Zusammenhang (vgl. Abbildung 2.3). Wird ein Kontrollpunkt (interaktiv)
verändert, folgt die Kurve dem modifizierten Polygon.
Eine weitere Eigenschaft (variation diminishing) begrenzt die Anzahl der Schnittpunkte
einer Geraden g mit der Kurve durch die Anzahl der Schnittpunkte der Geraden g mit
dem Kontrollpolygon. Daraus ergibt sich insbesondere, daß ein konvexes Kontrollpolygon
eine konvexe Kurve zur Folge hat.

Eine effiziente Berechnung von Kurvenpunkten bietet der sogenannte de Casteljau–Al-
gorithmus, auf den aber an dieser Stelle nicht weiter eingegangen wird.

Zur Erhöhung des Gestaltungsspielraumes lassen sich mehrere Polynome stückweise zu
Splines zusammensetzen1. Ein Vorteil solcher Funktionen ist die einfache Handhabung
von Polynomen in Verbindung mit der Möglichkeit, glatt, d.h. ohne starke Schwingun-
gen zwischen den Stützstellen, zu interpolieren. Spline–Funktionen bilden inzwischen ein
übliches und häufig verwendetes mathematisches Werkzeug, zum Beispiel bei Interpola-
tionsproblemen, so daß an dieser Stelle auf eine umfassende Darstellung verzichtet und
auf die hinreichend vorhandenen Monographien (z.B. Hämmerlin und Hoffman (1989)
oder Deuflard und Hohmann (1993)) verwiesen werden kann.

Sollen mehrere Bézier–Kurven segmentweise zu einem Spline zusammengesetzt werden,
so sind an den gemeinsamen Berührungspunkten bestimmte Stetigkeitsbedingungen zu
erfüllen. Hierdurch wird die Interaktion eingeschränkt, da die Bézier–Punkte benachbarter
Segmente bestimmte Positionen zueinander haben. So müssen zum Beispiel die Endpunk-
te identisch sein und die beiden letzten bzw. die beiden ersten Bézier–Punkte der zwei
Segmente kollinear zueinander liegen (vgl. auch Kuppe (1997)).

Diese Schwierigkeiten werden durch die Verwendung von Basis–Spline–Funktionen, im
folgenden verkürzt mit B–Spline bezeichnet, vermieden, da die gewünschten Stetigkeits-
anforderungen einfach zu garantieren und keine eingeschränkten Freiheitsgrade zu berück-
sichtigen sind.

2.2.2 B–Spline–Funktionen

Zur mathematischen Einführung wird der Ansatz (vgl. Piegl und Tiller (1995b)) über
die rekursiv definierten Basisfunktionen gewählt, da eine algorithmische Handhabung un-
mittelbar aus diesem folgt.

Definition 4 (Basisfunktion)

Es sei t = {t0, t1, . . . , tm} eine Folge von nicht fallenden reellen Zahlen, d.h. ti ≤ ti+1 für

1Es werden hier nur sogenannte Polynom–Splines betrachtet. Eine Verallgemeinerung auf andere Ba-
sisfunktionen ist jedoch möglich.
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Abbildung 2.4: Für B–Spline–Basisfunktionen gilt die lokale Trägereigenschaft, d.h. für
ein t �∈ [ti, ti+p+1] folgt Ni,p(t) = 0.

i = 0, . . . ,m− 1. Die i–te Basisfunktion vom Grade p (Ordnung p+ 1) ergibt sich zu

Ni,0(t) =
{
1 für ti ≤ t < ti+1

0 ansonsten
(2.11)

Ni,p(t) =
t− ti
ti+p − tiNi,p−1(t) +

ti+p+1 − t
ti+p+1 − ti+1

Ni+1,p−1(t) . (2.12)

Die einzelnen ti werden als Träger, Knotenpunkt oder kurz als Knoten bezeichnet. Die
Multiplizität gibt die Vielfachheit des Auftretens eines Knotens in der Folge t an. Die
folgenden Eigenschaften lassen sich aus der o.g. Definition der Basisfunktionen (vgl. auch
Abbildung 2.4) ableiten.

1. Für ein t �∈ [ti, ti+p+1] gilt Ni,p(t) = 0. Dieses wird als lokale Stütz– oder Trägerei-
genschaft bezeichnet.

2. In jedem Knotenintervall [tj , tj+1) sind maximal p + 1 der Basisfunktionen Ni,p(t)
nicht null.

3. Die Eigenschaft für alle i, p, t : Ni,p(t) ≥ 0 wird als Nichtnegativität bezeichnet.

4. Die Basisfunktionen Ni,p(t) bilden für alle t ∈ [tj , tj+1] eine Zerlegung der Eins,
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genauer gilt:

j∑
i=j−p

Ni,p(t) = 1 .

5. Alle Ableitungen von Ni,p(t) existieren innerhalb eines Knotenintervalls. An den
Knotenpunkten ist Ni,p(t) (p−k) mal stetig differenzierbar, wobei k die Multiplizität
des Knotenpunktes ist.

6. Für p > 0 hat Ni,p(t) genau ein Maximum.

Die Ableitung einer Basisfunktion ist durch

N ′
i,p(t) =

p

ti+p − tiNi,p−1(t)− p

ti+p+1 − ti+1
Ni+1,p−1(t) (2.13)

gegeben. Mit Hilfe der soeben eingeführten Basisfunktionen folgt die Definition einer B–
Spline–Kurve.

Definition 5 (B–Spline–Kurve)

Es seien {Ni,p(t)} nach Definition 4 gebildete Basisfunktionen und {Pi} Punkte im R
2

(bzw. R
3) mit i = 0, . . . , n. Eine parametrische B–Spline–Kurve B(t) vom Grade p (Ord-

nung p+ 1) wird dann durch

B(t) =
n∑
i=0

Ni,p(t)Pi (2.14)

definiert.
Bei der Wahl der Knoten– und Kontrollpunkte sind die folgenden beiden Fälle zu unter-
scheiden:

1. Nicht Periodische Kurve

Der Knotenvektor einer nicht periodischen Kurve ergibt sich zu

t = {t0, t1, . . . , tp︸ ︷︷ ︸
p+1 Knoten

, tp+1, . . . , tm−p−1, tm−p, . . . , tm︸ ︷︷ ︸
p+1 Knoten

} , (2.15)

wobei die ersten bzw. letzten p+ 1 Knoten identisch sind, d.h. ti = a und tm−p+i = b für
i = 0, . . . , p.

2. Periodische Kurve

Der Knotenvektor einer periodischen Kurve ergibt sich zu

t = {t0, t1, . . . , tp−1︸ ︷︷ ︸
p Knoten

, tp, . . . , tm−p, tm−p+1, . . . , tm︸ ︷︷ ︸
p Knoten

} , (2.16)

wobei die ersten bzw. letzten p Knoten eine periodische Fortsetzung vorangehender Knoten
sind, d.h. tp−i−1 = tp−i − (tn−i+1 − tn−i) und tn+i+2 = tn+i+1 + (tp+i+1 − tp+i) für i =
0, . . . , p− 1. Für die Kontrollpunkte gilt dementsprechend die Beziehung Pn+1−p+i = Pi

für i = 0, . . . , p− 1. Die Periodenlänge ergibt sich zu n+ 1− p.
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Die Kurve ist im nicht periodischen Fall im Intervall [a, b) und im periodischen Fall auf
[tp, tm−p) definiert. Oftmals werden die Kontrollpunkte auch als de Boor-Punkte bezeich-
net. Die lineare Verbindung der Kontrollpunkte {Pi} wird analog zur Bézier–Funktion
als Kontrollpolygon bezeichnet. Nachfolgend sind kurz die Eigenschaften von B–Spline–
Kurven aufgeführt, die aus der obigen Definition und den Eigenschaften der Basisfunktio-
nen unmittelbar folgen.

1. Der Grad p, die Anzahl der Kontrollpunkte n+1 und die Anzahl der Knoten m+1
sind durch die Beziehung m = n+ p+ 1 gegeben.

2. Für die nicht periodische Kurve fallen der Anfang bzw. das Ende der Kurve mit den
entsprechenden Kontrollpunkten zusammen, d.h. B(a) = P0 und B(b) = Pn.

3. Eine affine Transformation, wie z.B. Translation, Rotation und Skalierung, ist inva-
riant.

4. Für t ∈ [ti, ti+1) und p ≤ i < m − p − 1 liegt B(t) in der durch die Kontrollpunkte
Pi−p, . . . ,Pi erzeugten konvexen Hülle (vgl. Definition 3). Zusätzlich gilt die varia-
tion diminishing Eigenschaft.

5. Wird der Kontrollpunkt Pi verändert, so wirkt sich dieses nur auf den vom Parame-
terintervall [ti, ti+p+1) bestimmten Teil der Kurve B(t) aus. Der Kurvenpunkt B(t′)
mit den Parameter t′ ∈ [ti, ti+1) wird nur von den Kontrollpunkten Pi, . . . ,Pi−p
beeinflußt.

6. Das Kontrollpolygon stellt eine stückweise lineare Approximation der Kurve dar. Je
geringer der Grad p, umso näher liegt die Kurve am Kontrollpolygon. Im Fall p = 1
ist die Kurve und das Kontrollpolygon identisch.

Aus der Differenzierbarkeit der Basisfunktionen folgt unmittelbar die Differenzierbarkeit
der gesamten B–Spline–Kurve. Die k–te Ableitung einer B–Spline–Funktion ist unter Be-
achtung von Gleichung (2.13) durch

B(k)(t) =
n∑
i=0

N
(k)
i,p (t)Pi (2.17)

gegeben.

In Abbildung 2.5 ist der Graph einer periodischen B–Spline–Funktion und des Parame-
terraums mit dem Knotenvektor t dargestellt.

B–Splines teilen die folgenden Vorteile mit den Bézier–Kurven. Die Kontrollpunkte {Pi}
haben eine geometrische Bedeutung und stehen mit dem Graphen visuell in direktem Zu-
sammenhang. Im Gegensatz zur Bézier–Kurve hat eine Modifikation aufgrund der Träger-
eigenschaft jedoch nur eine lokale Auswirkung, wodurch detailliertes Arbeiten möglich ist.
Bézier–Splines haben eine Vielzahl von gegenseitig abhängigen Parametern, die eine sinn-
volle Benutzerinteraktion erschweren. B–Splines haben diese Beschränkungen nicht.
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P1 = P7

P2 = P8
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Abbildung 2.5: Die B–Spline–Funktion B(t) mit p = 3,m = 12 und n = 8 für ein t ∈ [t3, t9)
liegt in der konvexen Hülle des durch {Pi} aufgespannten Polygons. Oberhalb des Graphen
ist der Knotenvektor t mit den periodischen Rändern dargestellt.

Die Kontrollpunkte {Pi}, die Knoten t und der Grad p bilden die sogenannten Designpa-
rameter, die verändert werden können, um eine Kurve mit bestimmten Eigenschaften zu
formulieren. Für die Konstruktion von Konturen sind insbesondere die periodischen B–
Spline–Kurven wichtig, da diese per Definition geschlossen sind.
Bei der effizienten Berechnung von Kurvenpunkten braucht nicht direkt auf die rekursi-
ve Definition 4 zurückgegriffen werden, da ein erheblicher Teil der Basisfunktionen null
ist. Der sogenannte Algorithmus von de Boor nutzt die lokale Trägereigenschaft aus. Im
Anhang A.1 ist eine Variante von Piegl und Tiller (1995b) angegeben.

2.2.3 Approximation und Interpolation

Zwei fundamentale Algorithmen für B–Spline–Funktionen sind die Approximation und In-
terpolation vorgegebener Punkte Qk mit k = 0, . . . , r. Dieses ist insbesondere dann wich-
tig, wenn vorhandene Schaufelprofile, zum Beispiel aus den NACA oder C4 Profilfamilien,
in die mathematische B–Spline–Form überführt und somit in nachfolgenden Schritten,
z.B. Strömungsberechnung, weiterverwendet werden sollen. Diskrete Approximationsver-
fahren haben gegenüber den Methoden der Interpolation den Vorteil, daß die Anzahl der
B–Spline Parameter (Knotenvektor und Kontrollpunkte) unabhängig von der Größe der
vorliegenden Punktmenge ist.
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Parametrisierung

Ein nicht zu unterschätzendes Problem ist die Parametrisierung eines B–Splines. Der Kno-
tenvektor t stellt einen Freiheitsgrad bei der Interpolations– bzw. Approximationsaufgabe
dar. Ungünstig gewählte Parametrisierungen führen zu Schleifen oder spitzen Ecken im
Graphen der B–Spline–Funktion, oder die im weiteren auftretenden Gleichungssysteme
werden dadurch singulär.

Die zugrundeliegende Idee ist es, den zu approximierenden bzw. interpolierenden Punk-
ten2 die Parameterwerte tk durch Qk = B(tk) so zuzuordnen, daß diese der Verteilung
der {Qk} entsprechen. Die sich anschließende Bestimmung des Knotenvektors t aus der
Parametrisierung t = {t0, . . . , tr} ist von den einzelnen Approximations– bzw. Interpola-
tionsverfahren abhängig und wird in den entsprechenden Abschnitten vorgestellt.

Äquidistante Parametrisierung Der naheliegende Ansatz einer Parametrisierung mit
äquidistanten Abständen, d.h.

tk =
k

r + 1
für k = 1, . . . , r mit t0 = 0 und tr+1 = 1 , (2.18)

liefert für die meisten Fälle (wenn die Punkte nicht ungefähr gleichen Abstand haben)
unbefriedigende Kurven. Um ein möglichst gutes Approximations– bzw. Interpolationser-
gebnis zu erhalten, bietet sich daher u.a. eines der beiden folgenden Parametrisierungsver-
fahren an.

Chordale Parametrisierung Für die r + 1 Punkte {Qk} läßt sich die Bogenlänge d
mit

d =
r∑

k=0

|Qk −Qk−1| mit Q−1 = Qr (2.19)

berechnen. Mit t0 = 0 und tr+1 = 1 ergeben sich dann die inneren Parameterwerte zu

tk = tk−1 +
|Qk −Qk−1|

d
für k = 1, . . . , r. (2.20)

Dieses ist die am häufigsten eingesetzte Methode der Parametrisierung.

Zentripetale Parametrisierung Die zentripetale Parametrisierung zeigt bei Punkt-
verläufen mit großen Krümmungsänderungen, wie sie zum Beispiel bei dünnen Verdichter-
profilen mit scharfen Vorder– und Hinterkanten vorkommen, ein besseres Approximations–
bzw. Interpolationsverhalten. Sie berechnet sich für k = 1, . . . , r mit t0 = 0 und tr+1 = 1
zu

tk = tk−1 +

√|Qk −Qk−1|
d

mit d =
r∑

k=0

√
|Qk −Qk−1| und Q−1 = Qr. (2.21)

2Die r + 1 Punkte {Qk} sind nach Gleichung (2.16) periodisch fortzusetzen.
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Methode der kleinsten Fehlerquadrate

Das im folgenden beschriebene Verfahren approximiert vorgegebene Punkte mit der Me-
thode der kleinsten Fehlerquadrate. Hierbei handelt es sich um eine Adaption des von
Piegl und Tiller (1995b) vorgestellten Verfahrens an periodische B–Spline–Kurven.

Das Approximationsproblem besteht aus der Bestimmung einer nach Definition 5 be-
schriebenen periodischen B–Spline–Kurve B(t), die eine vorgegebene Anzahl r + 1 von
zweidimensionalen3 Punkten Q0, . . . ,Qr hinreichend genau approximiert. Die Methode
der kleinsten Fehlerquadrate fordert:

Minimiere
r∑

k=0

(Qk −B(tk))2 . (2.22)

Der Grad p und die Anzahl der Kontrollpunkte n + 1 werden vorgegeben. Die Parame-
terwerte t = {t0, t1, . . . , tr} lassen sich nach der chordalen oder zentripetalen Methode
berechnen. Anschließend sind nun m+ 1 Knoten ti zu bestimmen, wobei 2p Knoten peri-
odische Fortsetzungen sind. Mit tp = 0 und tm−p = 1 läßt sich nun aus den berechneten
Parameterwerten durch

d =
m+ 1
m− 2p i = 
jd� α = jd− i

tp+j = (1− α)ti−1 + αti für j = 1, . . . , r (2.23)

der Knotenvektor t der B–Spline–Kurve ermitteln. Diese Berechnung stellt sicher, daß
sich in jedem Knotenintervall [ti, ti+1] mindestens ein Parameterwert tj befindet. Das nun
folgende Gleichungssystem wird dadurch positiv definit und lösbar.

Im letzten Schritt sind jetzt die n+1−p Kontrollpunkte4 zu berechnen. Aus der Forderung
(2.22) ergibt sich nun nach Differentiation bezüglich Pi = (xi, yi) und zu null setzen das
folgende Gleichungssystem:

n−p∑
i=0

(
m∑
k=0

Ni,p(tk)Nl,p(tk)

)
Pi =

m∑
k=0

Nl,p(tk)Qk für l = 0, . . . , n− p . (2.24)

In die Matrizenschreibweise umgeformt:

(NNT )P = Q (2.25)

mit

N =


 N0,p(t0) · · · N0,p(tm)

...
. . .

...
Nn−p,p(t0) · · · Nn−p,p(tm)


 und P =


 P0

...
Pn−p


 (2.26)

3Eine Übertragung auf drei– oder höherdimensionale B–Spline–Funktionen ergibt sich analog.
4Es reicht an dieser Stelle aus, nur die Kontrollpunkte ohne periodische Fortsetzung zu betrachten.
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sowie

Q =


 N0,p(t0)Q0 + · · ·+N0,p(tm)Qm

...
Nn−p,p(t0)Q0 + · · ·+Nn−p,p(tm)Qm


 . (2.27)

Die Matrix NNT hat Bandstruktur mit der Bandbreite p+1. Das Gleichungssystem läßt
sich nach dem Gauß–Verfahren ohne Pivotstrategie lösen.

Zur Berechnung des Approximationsfehlers ist eine Punktinversion nötig, d.h. zu einem ge-
gebenen Punkt Qk ist der Kurvenpunkt B(t̂k) zu bestimmen, der den Abstand minimiert.
Das Verfahren wird von Piegl und Tiller (1995b) vorgestellt. Sind die Parameterwerte
t̂k mit k = 0, . . . , r berechnet, läßt sich der mittlere Approximationsfehler durch

Ē =
1

r + 1

r∑
k=0

|B(t̂k)−Qk| (2.28)

und der maximale Approximationsfehler durch

Emax = max
k=0,... ,r

|B(t̂k)−Qk| (2.29)

angeben. Soweit nicht anders beschrieben, wird der Fehler zusätzlich auf die Sehnenlänge
des Profils normiert (Ē∗, E∗

max). In Abbildung 2.6 ist die Approximation mit Ē
∗ = 0.001

und E∗
max = 0.005 eines VKI–1 Profils (vgl.Watzlawick (1991)) mit einem periodischen

B–Spline aufgeführt.

Zur Rechenzeitreduzierung der sich der Approximation des Profils anschließenden aerody-
namischen Optimierung ist eine geringe Anzahl von freien Parametern zur Beschreibung
der Geometrie wünschenswert. In Abschnitt 5.2.3 wird das hier vorgestellte Approximati-
onsverfahren um einen Ansatz zur Minimierung der Geometrieparameter erweitert.

Eine ähnliche Vorgehensweise vergleichbar dem Entwurf von Turbomaschinenschaufeln er-
gibt sich beim Design von Tragflächen von Flugzeugen. Insofern wird an dieser Stelle kurz
auf die Arbeit von Boehm (1987) eingegangen, der die Approximation von NACA Flügel-
profilen mit Bézier–Kurven beschreibt. Die aus einer Dicken– und Wölbungsverteilung
definierten NACA Profile können durch Bézier–Kurven siebten Grades exakt beschrieben
werden. Um den hohen Grad zu vermeiden, wurden die Profile mit Bézier–Kurven dritten
Grades an 5 äquidistanten Punkten Hermite interpoliert. Eine wesentlich geringere Ab-
weichung von den Originalprofilen wurde durch die Approximation mit Hilfe der Methode
der kleinsten Fehlerquadrate erzielt.

Interpolation

Bei der Interpolation der Punkte {Qk} ergeben sich n+ 1 Gleichungen5 der Form

Qk = B(tk) =
n∑
i=0

Ni,k(tk)Pi mit k = 0, . . . , n. (2.30)

5n+1 = r+p+1 ist die Anzahl der zu interpolierenden Punkte inklusive der periodischen Fortsetzung.
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Abbildung 2.6: Die Qualität der Approximation des VKI–1 (vgl. Watzlawick (1991))
Profils ist von der Anzahl der Kontrollpunkte abhängig. Für dieses Beispiel ist eine Kon-
figuration mit p = 3, m = 20 und n = 16 gewählt worden.

Analog zur Approximation ist in einem ersten Schritt eine, beispielsweise chordale oder
zentripetale, Parametrisierung von t und daraus der Knotenvektor t zu berechnen. Zu
beachten ist, daß die Anzahl der Knoten ti von der Anzahl der zu interpolierenden Punkte
im Gegensatz zur Methode der kleinsten Fehlerquadrate abhängig ist. Für einen ungeraden
Grad p werden die Knoten ti direkt berechnet, d.h.

tp+i = ti für i = 0, . . . , r + 1 , (2.31)

ansonsten für ein gerades p ergibt sich

tp = t0 − (tr − tr−1) und tp+i = tp+i−1 + (ti − ti−1)/2 für i = 1, . . . , r + 1 . (2.32)

In beiden Fällen ist der Knotenvektor an den Rändern periodisch fortzusetzen. Die aus
Gleichung (2.30) folgende (n+1)×(n+1) Matrix läßt sich nun mit einem Gauß–Verfahren
lösen, wobei zu beachten ist, daß nur die n + 1 − p nicht periodischen Punkte betrachtet
werden müssen.

In der Abbildung 2.7 ist links zur Verdeutlichung ein einfaches Interpolationsproblem dar-
gestellt. Die 4 Punkte Q0, . . . ,Q3 sind durch einen geschlossenen B–Spline mit p = 3
zu interpolieren. Aus der Parametrisierung t = {0, 0.25, 0.5, 0.75, 1} läßt sich dann der
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Abbildung 2.7: Zwei Beispiele verdeutlichen die Interpolation von Punkten {Qk} mit
periodischen B–Spline–Funktionen. Im rechten Bild ist zusätzlich die erste Ableitung
Dk = αkTk zu berücksichtigen. αk ist ein zusätzlicher Formfaktor bei der Interpolati-
on, der sich auf die gesamte Kurve auswirkt. Zur besseren Übersicht ist bei der rechten
Abbildung auf die Beschriftung der periodischen Punkte verzichtet worden.

Knotenvektor t = {−0.75,−0.5,−0.25, 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1, 1.25, 1.5, 1.75} unter Verwen-
dung von Gleichung (2.31) unmittelbar ableiten. Anschließend ist das Gleichungssystem
nach Formel (2.30) aufzustellen und für die Punkte P0, . . . ,P3 zu lösen.

Interpolation mit ersten Ableitungen

Die Interpolationsaufgabe kann dadurch erweitert werden, daß an den n + 1 Punkten
{Qk} auch die jeweils erste Ableitung {Dk} interpoliert werden soll, d.h. für die 2(n+ 1)
Gleichungen

Qk = B(tk) =
2n+1∑
i=0

Ni,p(tk)Pi und Dk = B′(tk) =
2n+1∑
i=0

N ′
i,p(tk)Pi (2.33)

mit k = 0, . . . , n sind die unbekannten Kontrollpunkte Pi zu bestimmen. Aus der Pa-
rametrisierung ist nun der Knotenvektor t zu berechnen, wobei für jedes ti zwei Knoten
notwendig sind. Für ein ungerades p ist

tp+2i = ti und tp+2i+1 = (ti + ti+1)/2 für i = 0, . . . , r + 1 (2.34)

möglich. Ist p gerade, dann ist diese Methode nicht möglich. Statt dessen können doppelte
Knoten verwendet werden.
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Oftmals liegen nicht die Ableitungen, sondern nur die Richtungen in Form eines Ein-
heitstangentenvektors {Tk} vor. Hierzu lassen sich die Ableitungen durch Dk = αkTk

abschätzen. Eine Möglichkeit ist es, αk = d anzusetzen, wobei d die Länge des von {Qk}
aufgespannten Polygons (Bogenlänge) ist. Für interaktive Designwerkzeuge bietet sich die-
ses als zusätzliche Operation zur Veränderung der Kontur an.

In Abbildung 2.7 ist rechts der Einfluß des Formfaktors αk anhand zweier interpolierter
B–Spline Funktionen mit den Kontrollpunkten {Pi} und {P′

i} dargestellt.

Direkte Berechnung des Kontrollpolygons

Eine wesentlich einfachere Methode zur schnellen Geometrieerzeugung ist es, die Kontroll-
punkte mit den vorgegebenen Punkten gleichzusetzen, d.h. Pk = Qk für k = 0, . . . , n.
Ein so erzeugtes Profil kann anschließend entweder interaktiv weiterbearbeitet oder zum
Beispiel als Startgeometrie für einen Optimierungsprozeß verwendet werden.

Dieses Verfahren ist keine Approximation bzw. Interpolation im herkömmlichen Sinn, son-
dern eine schnelle Methode, aus analytischen, durch Wölbungs– und Dickenverteilungen
zusammengesetzten, Profilen eine angenäherte B–Spline–Form zu erhalten. Hierbei wird
die Eigenschaft der B–Spline–Funktionen ausgenutzt, die das Kontrollpolygon als stück-
weise Approximation des Graphen beschreibt. In Abbildung 2.8 ist an einem einfachen
Beispiel die Vorgehensweise verdeutlicht.

2.2.4 Erweiterungen

Die hier beschriebenen B–Spline–Funktionen sind ein mächtiges mathematisches Werkzeug
zur Beschreibung von zwei– und dreidimensionalen geometrischen Objekten. Sie bilden
die Grundlage der in dieser Arbeit ausgeführten Strömungsberechnung und Optimierung
von Schaufelprofilen. Die meisten (kommerziellen) CAD/CAM/CAE Programme bieten
Schnittstellen für B–Splines in Form von definierten Austauschformaten an, beispielsweise
IGES (Initial Graphics Exchange Specification), so daß eine Weiterverarbeitung, z.B. in
rechnergestützten Fräsmaschinen, ohne Informations– und Qualitätsverlust möglich ist.

Gleichwohl existieren eine Reihe von Ansätzen, um B–Splines an spezielle Anforderungen
zu erweitern bzw. zu ergänzen, die an dieser Stelle nur kurz angerissen werden können.

B–Splines fordern an den Berührungspunkten der einzelnen Segmente gewisse analyti-
sche Stetigkeitsbedingungen Cr. Für zwei Kurven C0(t) mit t ∈ [t0, t1] und C1(u) mit
u ∈ [u0, u1] fordert die C1–Stetigkeit in einem gemeinsamen Punkt C0(t1) = C1(u0) die
Übereinstimmung der Ableitungen C ′

0(t1) = C
′
1(u0). Oftmals ist jedoch diese Forderung zu

strikt, statt dessen würde eine geometrische Stetigkeit GCr den Ansprüchen genügen. So
fordert die GC1 Stetigkeit die Bedingung, daß nur die Tangentenrichtungen an den anein-
anderstoßenden Segmenten gleich sind, d.h. C ′

0(t1) = α C
′
1(u0) für α > 0. GC2 stetige Spli-

nes erfüllen zusätzlich an den Segmentgrenzen noch die Bedingung gleicher Krümmung.
Während für B–Splines eine Reihe von effizienten Algorithmen existieren, sind bei geome-
trischen Splines wesentlich kompliziertere Verfahren notwendig. Kuppe (1997) vergleicht
die Approximation von Schaufelprofilen mit B–Splines sowie mit geometrischen Splines.
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Abbildung 2.8: An den chordalen Position x/l = 0.01, 0.03, 0.08, 0.14, 0.2, 0.3, 0.5, 0.75, 0.99
ist jeweils für die Ober– und Unterseite ein Konturpunkt berechnet worden (NACA–4
Dickenverteilung). Die so berechneten Punkte bilden das Kontrollpolygon des B–Splines.

Wie eingangs beschrieben, sollen die zur mathematischen Beschreibung verwendeten Funk-
tionen einen großen Bereich von Kurven abdecken. Die hier vorgestellten B–Splines sind
jedoch nicht in der Lage, Kreise oder Ellipsen exakt zu beschreiben, was jedoch durch einen
Übergang zu rationalen B–Spline–Funktionen (auch als NURBS6 bezeichnet) möglich ist:

C(t) =
n∑
i=0

Ri,p(t)Pi mit Ri,p(t) =
Ni,p(t)wi
n∑
j=0

Nj,p(t)wj

. (2.35)

Die Funktionen {Ri,p} werden als rationale Basisfunktionen bezeichnet, die {wi} sind
zusätzliche Gewichte mit wi > 0.

Barsky (1988, 1993) führt β–Splines ein. Zwei zusätzliche Formparameter ermöglichen
es, die Kurve global zu manipulieren.

Alle beschriebenen Erweiterungen haben den Nachteil zusätzlicher Parameter, die be-
stimmt werden müssen. Insbesondere bei der Optimierung wirken sich zusätzliche Frei-

6Das Akronym steht für nonuniform rational b–spline. Der Zusatz nonuniform bezieht sich auf den
Knotenvektor t, bei dem die einzelnen Knoten ti nicht äquidistant verteilt sind. Die in dieser Arbeit
verwendeten B–Spline Funktionen sind nicht uniform und nicht rational.
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heitsgrade negativ auf die benötigte Rechenzeit aus. Ebenso sind die Algorithmen zur
(interaktiven) Manipulation erweiterter Spline–Funktionen schlechter handhabbar.

2.3 3D–Geometrie

Zur Konstruktion einer Schaufel ist eine Folge von Profilen notwendig, die (entlang einer
Achse) übereinander ausgerichtet werden (Auffädelung). Um aus diesen Profilen dreidi-
mensionale Schaufeln und letztendlich damit Lauf– oder Leiträder zu erhalten, bedarf es
eines geeigneten Verfahrens, um die Einhüllende zu berechnen.

2.3.1 Tensorprodukt–B–Spline–Flächen

Die zugrundeliegende Idee der B–Spline–Kurve kann ohne weiteres auf im Raum liegende
Flächen ausgeweitet werden. Diese führt dann auf die folgende Definition.

Definition 6 (Tensorprodukt–B–Spline–Fläche)

Es seien {Ni,p} und {Nj,q} nach Definition 4 gebildete Basisfunktionen mit den zugehörigen
Knotenvektoren u und v sowie den Kontrollpunkten {Pi,j} im R

3 für i = 0, . . . , n und
j = 0, . . . ,m. Eine Tensorprodukt–B–Spline–Fläche wird dann durch

S(u, v) =
n∑
i=0

m∑
j=0

Ni,p(u)Nj,q(v)Pi,j (2.36)

definiert.
Von den vier möglichen Fällen zur Auswahl der Knoten– und Kontrollpunkte ist für die
Konstruktion von Schaufeln ein periodischer Verlauf in u und ein nicht periodischer in v
Richtung von Interesse. Die Knotenvektoren ergeben sich also zu:

u = {u0, u1, . . . , up−1︸ ︷︷ ︸
p Knoten

, up, . . . , ur−p, ur−p+1, . . . , ur︸ ︷︷ ︸
p Knoten

} bzw. (2.37)

v = {v0, v1, . . . , vq︸ ︷︷ ︸
q+1 Knoten

, vq+1, . . . , vs−q−1, vs−q, . . . , vs︸ ︷︷ ︸
q+1 Knoten

} , (2.38)

wobei die Bedingungen aus Definition 5 bezüglich der Periodizität im Fall von u und der
Nichtperiodizität im Fall von v gelten.

Die Verbindung der einzelnen Kontrollpunkte in u und v Richtung wird als Kontrollnetz
bezeichnet. Für den Grad p, die Anzahl der Kontrollpunkte n+ 1 in u Richtung und die
Anzahl der Knoten r+1 gilt die Beziehung r = n+p+1. Äquivalent gilt für die v Richtung
s = m+ q + 1.

Im nächsten Abschnitt werden die B–Spline–Funktionen verwendet, um erst zweidimen-
sionale Konturen und daraus dann dreidimensionale Schaufeln zu definieren.
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2.3.2 Skinning

Mit Skinning7 (Bespannung) wird das Verfahren bezeichnet, welches dreidimensionale B–
Spline–Kurven so miteinander verbindet, daß die dadurch entstehende Fläche diese inter-
poliert. Hierzu bieten sich die sogenannten Tensorprodukt–B–Spline–Flächen an. Das hier
vorgestellte Verfahren folgt, erweitert auf periodische B–Spline–Funktionen, im wesentli-
chen Piegl und Tiller (1995b).

Es seien {Bk(u)} mit k = 0, . . . ,K eine Menge von B–Spline–Kurven. Diese werden
auch oftmals als Schnittkurven bezeichnet. Gesucht ist nun eine Tensorprodukt–B–Spline–
Fläche S(u, v), so daß für eine aufsteigende Folge vk gilt: S(u, vk) = Bk(u), d.h. die B–
Splines sind isoparametrische Kurven der Tensorproduktfläche. Mit

S(u, vk) =
n∑
i=0

K∑
j=0

Ni,p(u)Nj,q(vk)Pi,j und Bk(u) =
n∑
i=0

Ni,p(u)Pki folgt (2.39)

K∑
j=0

Nj,q(vk)Pi,j = Pki (2.40)

für k = 0, . . . ,K und i = 0, . . . , n. Dieses führt zu n + 1 Interpolationsproblemen in v
Richtung mit jeweils K+1 Unbekannten und K+1 Bekannten. Zusammengefaßt läßt sich
also die Vorgehensweise wie folgt beschreiben:

1. die einzelnen B–Spline–Kurven werden übereinander geschichtet,

2. der jeweils i–te Kontrollpunkt Pki einer jeden B–Spline–Kurve k = 0, . . . ,K wird
durch eine B–Spline–Kurve interpoliert

3. dieses wird für alle n+ 1 Kontrollpunkte8 durchgeführt,

4. die dadurch erhaltenen Kontrollpunkte bilden das Kontrollnetz der interpolierenden
Tensorprodukt–B–Spline–Fläche.

Bisher ist stillschweigend davon ausgegangen worden, daß die einzelnen B–Spline–Kurven
den gleichen Knotenvektor u und den gleichen Grad p haben. Dieses ist i.allg. aber jedoch
nicht der Fall. Es ist allerdings möglich, zwei oder mehr B–Spline–Kurven zueinander kom-
patibel umzuformen, so daß diese einen identischen Knotenvektor und einen gleichen Grad
haben. Die Geometrie bleibt dabei erhalten.

Durch die Verwendung von geschlossenen, periodischen B–Spline–Funktionen bedarf es
einer geeigneten Definition von Anfang und Ende der Kurve, da ansonsten durch die Inter-
polation der Kontrollpunkte in Spannweitenrichtung sehr stark verwundene Oberflächen
entstehen. In Abbildung 2.9 ist die Problematik graphisch dargestellt. Links befinden sich
zwei Profile übereinander, so daß durch die lineare Interpolation eine Oberfläche erzeugt

7Oftmals wird in der Literatur auch die Bezeichnung lofting synonym verwendet.
8An dieser Stelle reicht es aus, die ersten n+ 1− p Kontrollpunkte zu berechnen, da die weiteren eine

periodische Fortsetzung vorangegangener bilden.
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Abbildung 2.9: Optimierungsaufgabe im Skinning–Prozeß: Unterschiedliche Indizierungen
ergeben verschiedenartige Verwindungen der dreidimensionalen Oberfläche.

wird, die keine oder nur eine minimale Verwindung aufweist. Im rechten Teil der Abbildung
ist jedoch die Indizierung des oberen Profils entgegen dem Uhrzeigersinn um eins verscho-
ben. Erfolgt nun eine lineare Interpolation, entsteht eine verwundene, unter Umständen
sich selbst schneidende, Oberfläche. Obwohl in beiden Fällen die Ausgangsprofile geome-
trisch identisch sind, wird eine unterschiedliche Tensorproduktfläche generiert. Der Grund
hierfür ist eine zyklische Verschiebung des Knotenvektors und der Kontrollpunkte. Da die
Profile einzeln und unabhängig voneinander entworfen werden, zum Beispiel interaktiv am
Bildschirm, ist nicht gewährleistet, daß eine geeignete Indizierung besteht. Eine Aufgabe
im optimierten Skinning–Prozeß ist es daher, eine Indizierung zu finden, die eine zufrie-
denstellende Oberfläche ergibt.
Ein weiteres Problem ergibt sich bei der Wahl der vk Werte für k = 0, . . . ,K. Hierdurch
wird in entscheidenem Maße die Oberflächengestalt in Spannweitenrichtung (v–Richtung)
beeinflußt.

Es zeigt sich, daß der hier beschriebene Skinning–Ansatz für einfache dreidimensionale
Geometrien zu befriedigenden Ergebnissen führt. Es ist, wie in Abschnitt 5.2.3 beschrie-
ben, ein Verfahren zur Oberflächenoptimierung entwickelt worden. Für komplexe Schaufeln
sind jedoch leistungsfähigere Methoden, wie zum Beispiel von Bedi und Vickers (1989)
oder Kaklis und Ginnis (1996), notwendig.

2.4 Implementierte Verfahren

Im Rahmen dieser Arbeit sind eine Reihe von Werkzeugen entwickelt worden, die die
beschriebenen Konzepte implementieren. Nachfolgend werden diese Programme kurz vor-
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Abbildung 2.10: Der im Rahmen dieser Arbeit entwickelte mudesigner ermöglicht es,
komfortabel Profile mit periodischen B–Spline Funktionen zu entwerfen.

gestellt.

mufit

Das Programm mufit ist das Kernstück zur automatischen Erzeugung von zweidimen-
sionalen Profilen durch Approximation und Interpolation mit periodischen B–Spline–
Funktionen. Hierzu sind die in Abschnitt 2.2.3 beschriebenen Verfahren implementiert
worden. Durch die Kombination einer Auswahl (vgl. Anhang A.2) von Wölbungs– und
Dickenverteilungen ist es möglich, eine Vielzahl von Profilen in eine B–Spline–Form zu
überführen. Weiterhin besteht die Möglichkeit, Konturpunkte aus einer Datei einzulesen
und weiter zu bearbeiten.

mudesigner

Die Abbildung 2.10 zeigt den im Rahmen der Arbeit entwickelten graphischen Editor.
Der mudesigner enthält die üblichen Funktionen graphischer Editoren sowie spezielle, auf
periodische B–Splines angepaßte, geometrische Operationen.
Der mudesigner und auch mufit enthalten eine Methode zur Berechnung der Wölbungs-
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Abbildung 2.11: Das Werkzeug mustacker erzeugt aus einer Folge von radialen zweidi-
mensionalen Profilschnitten eine dreidimensionale Schaufel als Tensorprodukt–B–Spline–
Fläche.

linie eines als B–Spline definierten Profils. Hierdurch ist es möglich, eine Reihe von geome-
trischen Charakteristika, wie zum Beispiel die Vorder– und Hinterkante sowie die Metall–
und Staffelungswinkel, zu ermitteln.

mustacker

DasWerkzeug mustacker dient zum Erstellen dreidimensionaler Schaufeln durch Auffädeln
zweidimensionaler Profilschnitte, wie dieses exemplarisch in Abbildung 2.11 mit zwei
Flächen für Nabe und Gehäuse dargestellt ist. Hierzu ist das in Abschnitt 2.3.2 vorge-
stellte Skinning–Verfahren implementiert worden.
mustacker ermöglicht es, aus einer beliebigen Anzahl von Profilschnitten eine Schaufel als
Tensorprodukt–B–Spline–Fläche zu ermitteln und ist, wie in Abschnitt 5.2.3 beschrieben
wird, durch ein zusätzliches Optimierungsverfahren erweitert worden, welches die Ober-
flächeneigenschaft der Schaufel bezüglich der Krümmung minimiert.

2.5 Andere Ansätze und Ausblick

Wie bereits eingangs erwähnt, sind Splines, insbesondere B–Spline–Kurven, ein häufig
eingesetztes Werkzeug, so daß die vorhandene Literatur zu diesem Thema bereits nicht
mehr vollständig darstellbar ist. Für die geometrische Datenverarbeitung sei stellvertre-
tend auf Hoschek und Lasser (1989) hingewiesen. Als umfangreichste Quelle bezüglich
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nicht periodischer B–Splines ist das Buch von Piegl und Tiller (1995b) zu nennen, wel-
ches ihre zahlreichen Einzelpublikationen, zum Beispiel Tiller (1992) sowie Piegl und
Tiller (1994, 1995a, 1997), zusammenfaßt und erweitert. Sämtliche Algorithmen werden
ausführlich besprochen und in einer an die Programmiersprache C angelehnten Notation
beschrieben.
Eine objektorientierte Beschreibung von B–Spline–Kurven sowie von Flächen wird von
Fuhr et al. (1995) vorgeschlagen. Eine Zusammenfassung wichtiger Methoden sind bei
Au und Yuen (1995) zu finden.

Bevor in den nächsten Kapiteln die hier vorgestellten periodischen B–Spline–Funktionen
eingesetzt werden, sollen die verschiedenen, in der Praxis eingesetzten, Ansätze zur geome-
trischen Beschreibung von Turbinen– und Verdichterbeschaufelungen reflektiert werden,
die sich durch einen unterschiedlich starken Gestaltungsfreiraum auszeichnen.
Parametrisierte Profilfamilien (z.B. NACA oder C4), die die Kontur aus einer Dicken–
und Wölbungsverteilung zusammensetzen, lassen dem Konstrukteur nur geringe Gestal-
tungsmöglichkeiten und werden in modernen Entwurfsprozessen zunehmend weniger ver-
wendet. Weitaus größeren Spielraum läßt sich mit zusammengesetzten Bézier–Kurven er-
reichen, wobei die Vorder– und Hinterkanten oftmals durch einen Kreisbogenabschnitt
definiert werden. Subel (1998) und Baier (1998) folgen diesem Ansatz.
Die Anzahl der Segmente ist in den meisten Fällen a priori festgelegt. Jericha et al.
(1994) bzw.Gehrer et al. (1997) verwenden drei Bézier–Segmente für Saug– und Druck-
seite sowie für eine runde Hinterkante. Korakianitis und Pantazopoulos (1993) be-
schreiben den Entwurf von Profilen von Turbinenschaufeln mit parametrischen Spline–
Kurven. Der zweidimensionale Profilschnitt definiert sich durch jeweils vier Polynomseg-
mente vierter Ordnung an der Druck– und Saugseite, wobei an den Schnittpunkten be-
stimmte Differenzierbarkeitsbedingungen erfüllt sein müssen. Um die geometrischen Vor-
gaben einzuhalten, wird ein Optimierungsproblem mit einem nicht weiter genannten Such-
verfahren formuliert. Ziel ist es, ein Profil mit minimalen Krümmungsgradienten zu finden.
Wirkliche Freiformprofile lassen sich nur mit Bézier–Spline oder B–Spline–Kurven gestal-
ten, wobei letztere den Vorteil haben, Stetigkeitsbedingungen einfacher zu garantieren
sowie eine interaktive Manipulation mit graphischen Werkzeugen intuitiver zu gestalten.
Die in dieser Arbeit entwickelte Methode bietet den flexibelsten Ansatz, da keine Ein-
schränkungen bezüglich der Designparameter (Knoten, Kontrollpunkte und Grad) festge-
legt werden. Eine weitere Erhöhung der Entwurfsmöglichkeiten ist nur durch den Übergang
zu mathematisch komplizierteren und damit auch algorithmisch schwerer handhabbaren
Funktionen, wie zum Beispiel NURBS, möglich.



Kapitel 3

Numerische Strömungsberechnung

Nachdem im vorherigen Kapitel der geometrische Entwurf von Profilen und Schaufeln
vorgestellt worden ist, schließt sich nun die fluiddynamische Untersuchung an. Ziel ist es,
einzelne zweidimensionale Profilschnitte aerodynamisch zu bewerten.

3.1 Überblick

Die strömungsmechanische Untersuchung und Bewertung von physikalischen Strömungs-
vorgängen wird durch eine Modellbildung und –beschreibung anhand mathematischer Be-
ziehungen vollzogen. Hierbei handelt es sich i.allg. um partielle, analytisch bisher nicht
lösbare, Differentialgleichungen.

Die Strömungsberechnung gliedert sich folglich in zwei Aufgaben: zum einen in die Dis-
kretisierung des Strömungsraumes (Gittergenerierung) und zum anderen in die Aufstel-
lung und numerische Behandlung der notwendigen Gleichungen zur Beschreibung der
Strömungsphänomene.
Die Verfahren zur Gittergenerierung zerfallen grob in zwei Klassen. Die algebraischen
Ansätze verwenden hauptsächlich verschiedene Interpolationsmethoden, die den Vorteil
einer schnellen Berechnung besitzen. Im Gegensatz hierzu führt die zweite Klasse die Git-
tergenerierung auf die Lösung einer, i.allg. elliptischen, Differentialgleichung zurück. Die
elliptische Gittergenerierung hat den Vorteil, daß sich die einzelnen Gitterlinien glatt an
den umströmten Körper schmiegen. Die Grundlagen der Gittergenerierung sind u.a. in
dem Standardwerk von Thompson et al. (1985) dargestellt.

Trotz der ständigen Steigerung der Leistungsfähigkeit der jeweils aktuellen Rechnergene-
ration sind zur Rechenzeitminimierung Vereinfachungen in der Modellbildung zu treffen.
Im Hinblick auf eine Optimierung sind aussagekräftige Ergebnisse innerhalb von Minuten
zu berechnen. Bei dem hier vorgestellten zweidimensionalen Stromfunktionsverfahren sind
u.a. der Einfluß der Kompressibilität sowie die Grenzschichtausbildung auf der Profilober-
fläche hervorzuheben. Die in dieser Arbeit entwickelte S1–Stromflächenrechnung bedient
sich der in Lücking (1982, 1989) bzw. Röper (1994) vorgestellten Methoden.

29
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3.2 Elliptische Gittergenerierung

Die Voraussetzung zur eigentlichen numerischen Strömungsberechnung (vgl. nachfolgen-
den Abschnitt 3.3) ist die Diskretisierung des Strömungsraums insbesondere des Bereichs
des umströmten Körpers (in diesem Fall des zweidimensionalen Schaufelprofils). Bei dieser
Gittergenerierung1 sind vornehmlich die folgenden Aspekte zu berücksichtigen:

• Gebiete, wie zum Beispiel die Vorder– und Hinterkanten des Profils, an denen große
Veränderungen der Strömungsgrößen zu erwarten sind, sind feiner aufzulösen als
homogene Randbereiche.

• Ein möglichst unkompliziertes Numerierungsschema zur Bestimmung von Nachbar-
elementen gewährleistet, Gradienten durch finite Differenzen einfach zu berechnen.

• Die Diskretisierung des Strömungsraums sollte innerhalb eines angemessenen Zeit-
raumes durchführbar sein.

Obwohl die Gittergenerierung inzwischen ein eigenes Forschungsfeld darstellt, kann diese
nicht unabhängig von der eigentlichen Strömungsberechnung betrachtet werden. So sind
zum Beispiel Randbedingungen der Strömungsberechnung mitzuberücksichtigen. Im vor-
liegenden Fall wird ein zweidimensionales Verfahren verwendet, welches auf der Lösung
einer elliptischen partiellen Differentialgleichung (Poissongleichung) beruht. Dieser An-
satz ist u.a. von Carstens (1988), Sonar (1989) bzw. Knupp und Steinberg (1994)
ausführlich beschrieben worden (vgl. ebenfalls Holtmann (1983), Anderson et al.

(1996) und Lehtimäki (1999)). An dieser Stelle werden die grundlegenden Beziehungen
kurz dargestellt. Die nachfolgend aufgeführten Erweiterungen und Ergänzungen werden
ausführlich diskutiert.

• Eine automatische Kantendetektierung und das Aufschneiden des Profils an der Hin-
terkante ermöglicht, die Gittergenerierung ohne Anwenderinteraktion durchzuführen.

• Es zeigt sich, daß insbesondere die Konturpunktverteilung Einfluß auf das Konver-
genzverhalten der Strömungsberechnung hat. Durch einen neuen Ansatz werden die
Konturpunkte anhand von Gewichtsfunktionen bestimmt.

• Die Erweiterung auf mehrstufige Gitter dient zur Beschleunigung der Konvergenz in
der nachfolgenden Strömungsberechnung.

Der in dieser Arbeit entwickelte Gittergenerator ermöglicht, zusätzlich die vonWang und
Soni (1991) beschriebenen geometrischen und statistischen Koeffizienten zu berechnen.
Eine qualitative Bewertung liefert somit Aussagen über mögliche Schwachstellen im Gitter,
die in der Strömungsberechnung nicht erwünscht sind und sich i.allg. negativ auf die
Konvergenzgeschwindigkeit auswirken.

1In dieser Arbeit werden die Bezeichnungen Gitter und Netz sowie die zugehörige Gitter– und Netzge-
nerierung synonym verwendet.
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Abbildung 3.1: Durch eine Transformation wird ein krummliniges Koordinatensystem in
den Rechenraum überführt. Bei dem dargestellten Typ handelt es sich um ein sogenanntes
C–Gitter.

3.2.1 Transformation

Die Aufgabe der im folgenden beschriebenen Gittergenerierung ist die Bestimmung eines
konturangepaßten Gitters, d.h. die Profilkontur selber definiert eine Gitterlinie. Hierzu
wird ein krummliniges Koordinatensystem eingeführt, welches sich an den umströmten
Körper schmiegt. Dessen Koordinaten (ξ, η) lassen sich analog wie kartesische Koordina-
ten im physikalischen Raum in ein rechtwinkliges System, im folgenden als Rechenraum
bezeichnet, übertragen. Gesucht ist nun eine Abbildung oder eine Transformation, die
die Gitterpunkte (ξ, η) kartesischen Punkten (x, y) zuordnet und umgekehrt (vgl. hierzu
Abbildung 3.1). Es gilt also:

x = x(ξ, η) bzw. y = y(ξ, η) und ξ = ξ(x, y) bzw. η = η(x, y). (3.1)
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Zur Verdeutlichung der noch zu bestimmenden Transformation sind charakteristische Git-
terpunkte in den beiden korrespondierenden Koordinatensystemen eingezeichnet. Bei dem
dargestellten und in dieser Arbeit verwendeten Typ handelt es sich um ein sogenanntes
C–Gitter (im Gegensatz zu H– oder O–Gittertypen). Die Gitterlinien in ξ–Richtung um-
laufen die Kontur in Form eines Halbkreises (oder eben in Form des Buchstabens C). Die
Strecken ab bzw. cd definieren eine Schnittkante, d.h. die entsprechenden Gitterpunkte
sind identisch (vgl. Abbildung 3.1).

Zur Beschreibung der Transformation wird ein Ansatz in Form zweier Poissongleichungen
mit den Kontrollfunktionen P und Q verwendet:

∂2ξ

∂x2
+
∂2ξ

∂y2
= P (ξ, η) und

∂2η

∂x2
+
∂2η

∂y2
= Q(ξ, η) . (3.2)

Die beiden partiellen Differentialgleichungen beschreiben die Abhängigkeit der krummli-
nigen Koordinaten von denen des physikalischen Raums. Da diese jedoch unbekannt und
daher zu bestimmen sind, ist eine Invertierung der beiden Gleichungen notwendig (die
Herleitung ist z.B. in Holtmann (1983) zu finden). Der funktionale Zusammenhang der
invertierten Gleichungen beschreibt die der elliptischen Gittergenerierung zugrundeliegen-
den Differentialgleichungen in der folgenden Form:

α
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2x

∂ξ∂η
+ γ

∂2x

∂η2
= −J2

(
∂x

∂ξ
P (ξ, η) +

∂x

∂η
Q(ξ, η)

)
(3.3)
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sowie J =
∂x

∂ξ

∂y

∂η
− ∂x
∂η

∂y

∂ξ
. (3.6)

Zur Lösung sind neben den Randbedingungen die Kontrollfunktionen P und Q zu definie-
ren. Der folgende Abschnitt beschreibt eine Methode, die es gestattet, Kontraktion und
Orthogonalität an den Rändern zu erhalten.

3.2.2 Der Ansatz von Steger und Sorensen

Wie bereits eingangs erwähnt, ist es für die Strömungsberechnung notwendig, eine Kon-
traktion der Gitterlinien, insbesondere an der Vorder– und Hinterkante, sowie Orthogo-
nalität zwischen den Gitterlinien in ξ– und η– Richtung zu fordern. Da jedoch neben den
Positionen auf dem Rand auch die Winkel und damit die Steigung vorgegeben werden,
ist das aus der Diskretisierung folgende (vgl. Abschnitt 3.2.3) Gleichungssystem überbe-
stimmt (Dirichlet und Neumann Randbedingungen). Bei der von Steger und Sorensen
vorgeschlagenen Methode (vgl. Carstens (1988)) wird die Position festgehalten und der
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Winkel θ (wegen der geforderten Orthogonalität gilt meistens θ = 90◦) sukzessive ange-
paßt. Es werden hierzu die beiden Kontrollfunktionen als

P (ξ, η) = p(ξ) e−a(η−η0) + r(ξ) e−b(ηn−1−η) (3.7)

und

Q(ξ, η) = q(ξ) e−c(η−η0) + t(ξ) e−d(ηn−1−η) (3.8)

definiert. Die Funktion P ist für den Winkel und die Funktion Q für den Abstand der
ersten beiden Gitterlinien in η Richtung verantwortlich. Das Abklingverhalten kann durch
die Konstanten a, b bzw. c, d gesteuert werden. Die einzelnen Funktionen p, q, r und t
ergeben sich zu:

p(ξ) =
1
J3

(
∂x

∂η
Ry − ∂y

∂η
Rx

) ∣∣∣∣
η=η0

r(ξ) =
1
J3

(
∂x

∂η
Ry − ∂y

∂η
Rx

) ∣∣∣∣
η=ηn−1

(3.9)

q(ξ) = − 1
J3

(
∂x

∂ξ
Ry − ∂y

∂ξ
Rx

) ∣∣∣∣
η=η0

t(ξ) = − 1
J3

(
∂x

∂ξ
Ry − ∂y

∂ξ
Rx

) ∣∣∣∣
η=ηn−1

(3.10)

mit

Rx = α
∂2x

∂ξ2
− 2β ∂

2x

∂ξ∂η
+ γ

∂2x

∂η2
Ry = α

∂2y

∂ξ2
− 2β ∂

2y

∂ξ∂η
+ γ

∂2y

∂η2
. (3.11)

In den verschiedenen Termen tauchen u.a. die partiellen Ableitungen ∂/∂ξ, ∂/∂η, ∂2/ξ2,
∂2/η2 sowie ∂2/∂ξ∂η auf, die am Rand für η = η0 bzw. η = ηn−1 zu bestimmen sind. Die
Ableitungen in η–Richtung werden aus den geometrischen Randbedingungen, dem Winkel
θ und dem Abstand ∆s der ersten beiden Gitterlinien für η0 und η1, berechnet:

∂x

∂η
= ∆s

(
−∂x
∂ξ
cos θ − ∂y

∂ξ
sin θ

) ∣∣∣∣
η=η0

(3.12)

∂y

∂η
=

√(
∂x

∂ξ

)2

+
(
∂y

∂ξ

)2(
−∂y
∂ξ
cos θ +

∂x

∂ξ
sin θ

) ∣∣∣∣
η=η0

(3.13)

Für die Bestimmung der partiellen Ableitungen am äußeren Rand (η = ηn−1) ist ana-
log vorzugehen. In den Beispielen von Abschnitt 3.2.6 ist er Einfluß der verschiedenen
Parameter deutlich zu erkennen.

3.2.3 Diskretisierung und iterative Lösung

Zur Lösung der Gleichung (3.3) bzw. (3.4) läßt sich eine Diskretisierung mit zentralen Dif-
ferenzen und einer anschließenden Punktiteration durchführen. Hierbei ist auch in jedem
Iterationsschritt die rechte Seite der Gleichung zu aktualisieren.

Zur Lösung der partiellen Differentialgleichungen sind die in Abbildung 3.2 skizzierten
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Abbildung 3.2: Bei der Gittergenerierung sind die dargestellten Randbedingungen zu
berücksichtigen. Zusätzlich wird der Winkel θ und der Abstand ∆s der ersten bzw. letzten
beiden Gitterlinien in η Richtung vorgegeben (iterative Methode).

Randbedingungen zu erfüllen. Die x–Koordinate der Eintritts– und Austrittsebene wer-
den konstant gehalten und nur in der y–Richtung aktualisiert, um eine Kontraktion zu
verhindern. Zusätzlich ist die periodische Fortsetzung und die Identität an der Schnitt-
kante ab bzw. cd zu berücksichtigen. Die Punkte x(ξ, η) bzw. y(ξ, η) für η = η0 werden
zu Beginn durch ein gesondertes Verfahren (vgl. nachfolgenden Abschnitt) berechnet und
bleiben während der Iteration unverändert.

3.2.4 Konturpunktverteilung

Um die Genauigkeit in der Strömungsberechnung zu verbessern, kann die Anzahl der Git-
terpunkte erhöht werden. Der damit einhergehende zusätzliche Rechenaufwand kann da-
durch vermieden werden, daß stattdessen die Gebiete mit zu erwartenden großen Verände-
rungen der Strömungsgrößen feiner als die homogenen Bereiche aufgelöst werden. Insbeson-
dere an der Vorder– und Hinterkante ist eine Konzentration der Gitterknoten notwendig.
Carstens (1988) beschreibt ein Verfahren, welches in Abhängigkeit der Variablen ξ eine
Konturpunktverteilung berechnet. Nachteil ist jedoch, daß es sich hierbei um eine Gewich-
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Rechenraum

physikalischer Raum

a b

x0

0 n− 1

xi−1 xi xi+1 xn−1

ξi−1ξ0 ξi ξi+1 ξn−1

∆ξ

Abbildung 3.3: Bei der eindimensionalen Gittergenerierung wird ein Intervall [a, b] ent-
sprechend einer Gewichtung in einzelne Segmente [xi, xi+1] aufgeteilt. Analog zum zweidi-
mensionalen Fall wird eine Transformation des physikalischen Raums in den Rechenraum
benötigt.

tung der Variablen des Rechenraums handelt und daher Eigenschaften im physikalischen
Raum, wie zum Beispiel Krümmungen der Profilkontur, nicht berücksichtigt werden.

Der in dieser Arbeit entwickelte Gittergenerator ermöglicht es, entsprechend einer Ge-
wichtsfunktion des physikalischen Raumes auf dem Profil eine Konturpunktverteilung zu
berechnen. Es handelt sich hierbei um eine Erweiterung des von Knupp und Steinberg
(1994) vorgestellten eindimensionalen Gittergenerators.

Eindimensionale Gittergenerierung

Bei der eindimensionalen Gittergenerierung wird ein Intervall [a, b] entsprechend einer Ge-
wichtsfunktion w = w(x) > 0 in einzelne Segmente [xi, xi+1] zerlegt. Analog zum oben
beschriebenen zweidimensionalen Fall wird eine Transformation zwischen einem physika-
lischen Raum und einem Rechenraum gesucht, so daß gilt: x = x(ξ) bzw. ξ = ξ(x) (vgl.
Abbildung 3.3). Zur Vereinfachung wird angenommen, daß ξ nur ganzzahlige Werte an-
nehmen kann, d.h. ξi = i für i = 0, . . . , n− 1.
Für die Länge eines Segmentes soll gelten:

xi+1 − xi = Kw
(
xi+1 + xi

2

)
, (3.14)

wobei w ein Gewicht in Abhängigkeit des Mittelpunkts des Segments [xi, xi+1] und K eine
Konstante ist. Unter Berücksichtung der Definition von x und für K = C∆ξ mit einer
weiteren Konstante C, ergibt sich

x(ξi +∆ξ)− x(ξi)
∆ξ

= Cw
(
x(ξi +∆ξ) + x(ξi)

2

)
(3.15)
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bzw. allgemein für ein ξ ∈ [0, n− 1]
x(ξ +∆ξ)− x(ξ)

∆ξ
= Cw

(
x(ξ +∆ξ) + x(ξ)

2

)
(3.16)

Wird mit lim∆ξ → 0 der Grenzwert gebildet, entsteht die folgende Differentialgleichung:

dx(ξ)
dξ

1
w(x(ξ))

= C . (3.17)

Eine weitere Differentiation nach ξ beschreibt dann schließlich die Transformation zwischen
dem physikalischen Raum und dem Rechenraum.

d2x(ξ)
dξ2

− dx(ξ)
dξ

dw(x(ξ))
dξ

1
w(x(ξ))

= 0 (3.18)

Als Randbedingung gelten x(0) = a und x(n− 1) = b.

Diskretisierung und iterative Lösung

Die Beziehung (3.18) läßt sich mit zentralen Differenzen zu

xi+1 − 2xi + xi−1 − 1
4w(xi)

(xi+1 − xi−1)(w(xi+1)− w(xi−1)) = 0 (3.19)

diskretisieren. Zur Lösung kann ein Punkt– oder Linieniterationsverfahren verwendet wer-
den.

Verallgemeinerung

Um bei zweidimensionalen parametrischen Kurven c(t) = (cx(t), cy(t)) für t ∈ [t0, t1] eine
Partitionierung anhand der beschriebenen Methode zu erreichen, muß ein neuer Parameter
s, der die Bogenlänge der Kurve c beschreibt, eingeführt werden:

s(t) =

t∫
t0

√(
dcx(t)
dt

)2

+
(
dcy(t)
dt

)2

(3.20)

Es bezeichne s−1 im folgenden die Umkehrfunktion, die zu einer Bogenlänge s den entspre-
chenden Kurvenparameter t liefert. Die Umkehrfunktion ist definiert, solange die Funktion
s(t) streng monoton steigend ist. Für die in der Praxis relevanten Profile ist diese Bedin-
gung gegeben. Bei der Implementierung des genannten Verfahrens bietet sich die Verwen-
dung einer t, s–Wertetabelle an, über die zur Bestimmung der Umkehrfunktion s−1 mittels
eines binären Suchalgorithmus effizient und schnell zugegriffen werden kann.

Die gesamte Bogenlänge beschreibt den physikalischen Raum [s(t0), s(t1)], der mit dem
oben beschriebenen Verfahren in einzelne Segmente [si, si+1] zerlegt wird. Aus den berech-
neten Segmenten lassen sich nun mittels der Umkehrfunktion die zugehörigen Parameter-
werte und damit die Konturpunkte ci ermitteln (vgl. Abbildung 3.4).

Damit eine gewünschte Konturpunktverteilung erzielt wird, sind geeignete Gewichtsfunk-
tionen zu definieren.
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Abbildung 3.4: Durch die Einführung der Bogenlänge läßt sich mit einem eindimensionalen
Gittergenerator eine Konturpunktverteilung berechnen.

Gewichtsfunktion

Im einfachsten Fall einer Gewichtsfunktion w(s) = const ergibt sich eine äquidistante
Verteilung der Konturpunkte. Um jedoch geometrische Eigenschaften des Profils im phy-
sikalischen Raum bei der Konturpunktberechnung zu berücksichtigen, bieten sich u.a. die
folgenden Gewichtsfunktionen an.

Da die hier vorgestellten Gewichtsfunktionen jedoch in Abhängigkeit des Kurvenpara-
meters t und nicht, wie eingangs dargestellt, bezüglich der Variablen des physikalischen
Raumes s definiert sind, werden die Gewichtsfunktionen mit einem Überstrich gekenn-
zeichnet. Weiterhin gilt: S = s(t1)− s(t0).

Gradient

w̄1(t) =
1√

1 + ε21
(
c′x(t) + c′y(t)

)2 mit ε1 ≥ 0 (3.21)

Krümmung

w̄2(t) =
1√

1 + ε22κ(t)2
mit κ(t) =

c′x(t)c′′y(t)− c′y(t)c′′x(t)
(c′x(t)2 + c′y(t)2)3/2

und ε2 ≥ 0 (3.22)

Krümmung und Gradient

w̄3(t) =
1√

1 + ε21
(
c′x(t) + c′y(t)

)2 + ε22κ(t)2 mit ε1 ≥ 0, ε2 > 0 (3.23)
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Exponential

w̄4(t) =

{
α(1− e− λ

S
|s(t)−s(t′)|) falls t �= t′

k sonst
mit α > 0, λ > 0, k > 0 und t′ ∈ [t0, t1]

(3.24)

Kosinus

w̄5(t) =

{
0.5
(
1− cos

(
π |s(t)−s(t′)|

S

))
falls t �= t′

k sonst
mit k > 0 (3.25)

Tangens hyberbolicus

w̄6(t) =

{
tanh

(
α |s(t)−s(t′)|

S

)
tanh(α)−1 falls t �= t′

k sonst
mit k > 0, α > 0 (3.26)

Binär

w̄7(t) =

{
k falls t ∈ [t′0, t′1]
1 sonst

mit k > 0 und [s(t′0), s(t
′
1)] ⊂ [s(t0), s(t1)] (3.27)

Euklidischer Abstand

w̄8(t) =
√
(x− cx(t))2 + (y − cy(t))2 mit ∀t ∈ [t0, t1] : cx(t) �= x ∧ cy(t) �= y (3.28)

Produkt

w̄9(t) =
n∏
i=0

w̄i,j(t) mit n ≥ 0 und j ∈ {1, . . . , 8} (3.29)

Die ersten drei aufgeführten Funktionen berücksichtigen geometrische Aspekte (Gradi-
ent bzw. Krümmung) bei der Berechnung der Gewichtung. Generell gilt, je kleiner das
Gewicht, umso kleiner die Segmente. Die Gewichtsfunktionen Exponential, Kosinus und
Tangens hyperbolicus definieren einen Kontraktionspunkt mittels t′ auf der Kurve, der
eine Verdichtung der Nachbarsegmente hervorruft. Um sicherzustellen, daß die Gewichte
nicht null werden, wird eine Konstante k eingeführt. Die binäre Gewichtsfunktion definiert
ein Intervall, innerhalb dessen eine konstante Gewichtung die Segmentlänge bestimmt. Die
Euklidischer–Abstand–Funktion gewichtet bezüglich des Euklidischen Abstandes zu einem
Kontraktionspunkt. Dieser darf nicht auf der Kontur liegen, da ansonsten die Gewichtung
mit w > 0 nicht möglich ist. w̄9(t) ist eine Produktgewichtsfunktion, die unterschiedliche
Gewichtsfunktionen w̄i,j(t) in Beziehung zueinander setzt. Im Anhang A.3 werden für ei-
ne Ellipse Konturverteilungen in Abhängigkeit der unterschiedlichen Gewichtsfunktionen
dargestellt.
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3.2.5 Mehrstufige Gitter

Die Verwendung von Mehrgittermethoden zur numerischen Strömungsberechnung (vgl.
Abschnitt 3.3) ist bereits bei der Gittergenerierung zu berücksichtigen, da dadurch bei der
Dimensionierung gewisse Anforderungen notwendig werden.
Ein mehrstufiges Gitter besitzt die Möglichkeit, durch unterschiedliche Schrittweiten den
diskretisierten physikalischen Raum in verschiedenen Abstufungen aufzulösen. Durch die
sukzessive Berechnung und Verfeinerung ergibt sich so bei der Ermittlung der Strömung
eine Beschleunigung der Konvergenzgeschwindigkeit. Ein k + 1–stufiges Gitter besitzt die
Auflösung 0 (fein, Schrittweite 1) bis k (grob, Schrittweite 2k). Damit die Struktur des
Gitters nicht zerstört wird, sind bei der Dimensionierung Abhängigkeiten zu beachten.
Die verschiedenen notwendigen Bedingungen2 leiten sich aus der Überlegung ab, daß bei
einem Gitter mit der Auflösung i nur jeder 2i–te Gitterknoten betrachtet wird. Um die
Grundstruktur des Gitters bei den unterschiedlichen Auflösungen beizubehalten, werden
die verschiedenen Punkte a, . . . , h als Fixpunkte betrachtet (vgl. Abbildung 3.1).

Für ein m × n Gitter mit (k + 1) Auflösungsstufen sind bei der Dimensionierung die
folgenden Bedingungen einzuhalten:

Dimension in η–Richtung

(n− 1) mod 2k = 0 (3.30)

Dimension in der Eintrittsebene

(mi + 1) mod 2k = 0 (3.31)

Dimension an den periodischen Rändern

(m−mi) mod 2 = 0 (3.32)

((m−mi) div 2− 1) mod 2k = 0 (3.33)

Dimension auf der Kontur bzw. im Abströmbereich

(m−mp) mod 2 = 0 (3.34)

((m−mp) div 2) mod 2k = 0 (3.35)

mi ist die Anzahl der Gitterpunkte in der Eintrittsebene (Beginn des physikalischen
Raums), jedoch ohne die beiden Eckpunkte f und g. Die Anzahl der Gitterpunkte auf
der Kontur inklusive des zweifachen Hinterkantenpunktes b, c wird durch mp beschrieben.

Der in dieser Arbeit entwickelte zweidimensionale Gittergenerator ermöglicht es, vor-
gegebene Dimensionen in Hinblick auf die Erfüllung der Bedingungen anzupassen (vgl.
nächsten Abschnitt).

2Im folgenden bezeichnet der Operator div das ganzzahlige Ergebnis und mod den ganzzahligen Rest
bei einer Division (modulo).
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Abbildung 3.5: Durch die Definition eines Kontraktionspunktes an der Vorderkante ist eine
feine Auflösung des Strömungsraumes im Bereich des Staupunktes möglich. Der graphi-
sche Gittereditor liefert zu jedem Knotenpunkt statistische Informationen (Orthogonalität,
Längen–Höhen–Verhältnis, ...), so daß Schwachstellen im C–Netz behoben werden können.

3.2.6 Implementierte Verfahren

Im Rahmen dieser Arbeit ist ein Gittergenerator muspider entwickelt worden, der die be-
schriebenen Konzepte implementiert. Zusätzlich ist ein graphischer Editor mugrideditor
entstanden, der dem Anwender eine bedienfreundliche Steuerung ermöglicht.

Bevor die der Gittergenerierung zugrundeliegende Differentialgleichung iterativ gelöst wer-
den kann, ist ein Startgitter zu berechnen. Hierzu ist in einem ersten Schritt die Schnitt–
und Hinterkante sowie die Konturpunktverteilung zu ermitteln. Bei der Hinterkantende-
tektierung wird versucht, einen gleichschenkeligen Keil in den hinteren Bereichs des Profils
so einzupassen, daß etwaige Unstetigkeiten minimiert werden.
Zur Berechnung der Konturpunktverteilung (vgl. obigen Abschnitt 3.2.4) werden drei Ge-
wichtsfunktionen überlagert. Für eine Verdichtung an der Vorderkante wird die Euklid-
ischer–Abstand– Funktion verwendet. Durch eine (interaktive) Manipulation eines Kon-
traktionspunktes ist es möglich, eine notwendige feine Auflösung an der Profilvorderkante
zu erhalten. An der aufgeschnittenen Hinterkante bestimmen zwei, je eine für die Ober–
bzw. Unterseite (t′ = t0 bzw. t′ = t1), Exponential–Gewichtsfunktionen (mit α = 0.01 und
λ = 1) die Konturpunktverteilung. Die Abstände auf der Abströmlinie zwischen Hinter-
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Abbildung 3.6: Der Gittergenerator schneidet das Profil an der Hinterkante auf und legt
einen gleichschenkeligen Keil an der Ober- und Unterseite an. Zur Verdeutlichung ist das
ursprüngliche Profil eingezeichnet.

kante und Austrittsebene werden durch eine geometrische Reihe bestimmt. Hierbei werden
die Winkel so angepaßt, daß wellige Gitterlinien in Umfangsrichtung vermieden werden.
In einem weiteren Schritt werden dann anschließend die äußeren (periodischen) Ränder
durch B–Splines festgelegt. Durch eine einfache Interpolation werden die inneren Gitter-
knoten für das Startgitter berechnet.
Der graphische Gittereditor in Abbildung 3.5 ermöglicht es, die von Wang und Soni

(1991) vorgeschlagenen Bewertungskriterien für jeden einzelnen Gitterpunkt abzufragen.
Bei diesen Maßzahlen handelt es sich im wesentlichen um metrische Koeffizienten. Wei-
terhin lassen sich die Gradienten der Maßzahlen sowie statistische Parameter (Minimum,
Maximum, Mittelwert,. . . ) untersuchen.

Durch eine automatische Anpassung der verschiedenen Dimensionen lassen sich beliebig
vielstufige Gitter erzeugen. Diese Eigenschaft wird schon bei der Lösung der elliptischen
Differentialgleichung ausgenutzt, so daß bereits bei der Gittergenerierung durch die suk-
zessive Verfeinerung eine Konvergenzbeschleunigung eintritt.

Beispielhaft ist in den Abbildungen 3.6 und 3.7 für das NACA–65–K48 Profil ausWatz-
lawick (1991) ein mit muspider erzeugtes C–Netz dargestellt.



42 Numerische Strömungsberechnung
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Abbildung 3.7: Das C–Netz zeigt an der Vorderkante eine deutliche Verdichtung der Gitter-
punkte. Zusätzlich ist der Kontraktionspunkt für die Konturpunktverteilung eingezeichnet.
Als Parameter für die Kontrollfunktionen P und Q sind a = 0.5 und c = 0.6 gewählt wor-
den. Bei dem unteren Gitter ist auf die Einhaltung der Orthogonalität verzichtet worden.
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3.3 Stromfunktionsverfahren

Das Stromfunktionsverfahren bildet die Basis zur Berechnung der kompressiblen und rei-
bungsfreien zweidimensionalen Strömung. Um Reibungsphänomene an der Profiloberfläche
zu beschreiben, wird dieses anschließend mit einem Grenzschichtverfahren gekoppelt.

3.3.1 Einführung und Grundgleichungen

Für die weiteren fluiddynamischen Betrachtungen sind die folgenden Gleichungen (3.36)
bis (3.39) Voraussetzung. Die Darstellung erfolgt in Zylinderkoordinaten. Es werden nur
stationäre Strömungszustände betrachtet.

Gleichung 1 (Kontinuitätsgleichung)

1
r

∂rρwr
∂r

+
1
r

∂ρwu
∂ϕ

+
∂ρwz
∂z

= 0 (3.36)

Aus der Impulsbilanz in Verbindung mit der Gibbsschen Fundamentalgleichung lassen sich
die folgenden Bewegungsgleichungen ableiten (vgl. Lücking (1982)). Hierbei wird ein mit
konstanter Geschwindigkeit ω um die Maschinenachse (z–Richtung) rotierendes System
vorausgesetzt.

Gleichung 2 (Bewegungsgleichungen)

Radiale Richtung:

wu
r

(
∂rwu
∂r

− ∂wr
∂ϕ

)
− wz

(
∂wr
∂z

− ∂wz
∂r

)
= T

∂s

∂r
− ∂hrot

∂r
(3.37)

Umfangsrichtung:

wz

(
1
r

∂wz
∂ϕ

− ∂wu
∂z

)
− wr
r

(
∂rwu
∂r

− ∂wr
∂ϕ

)
= T

1
r

∂s

∂ϕ
− 1
r

∂hrot

∂ϕ
(3.38)

Axiale Richtung:

wr

(
∂wr
∂z

− ∂wz
∂r

)
− wu

(
1
r

∂wz
∂ϕ

− ∂wu
∂z

)
= T

∂s

∂z
− ∂hrot

∂z
, (3.39)

wobei die Rothalpie hrot durch

hrot = h+
w2

2
− u

2

2
(3.40)

definiert wird.
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r
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γ

Abbildung 3.8: Die Stromflächensteigung λ1 = − tan γ beschreibt die Veränderung des
Radius in Abhängigkeit des Winkels ϕ. Zur Vereinfachung bietet es sich an, eine zur
Maschinenachse rotationssymmetrische S1–Fläche mit λ1 = 0 vorauszusetzen.

3.3.2 Geometrie der S1–Stromfläche

Das in dieser Arbeit verwendete Verfahren berechnet die Strömung auf den beschriebenen
S1–Stromflächen. Geometrische Eigenschaften dieser Flächen sind die Steigung λ1 in Um-
fangsrichtung sowie die axiale Steigung λ2 und die Schichtdicke b (vgl. die Abbildungen
3.8 und 3.9).

In einem dreidimensionalen Koordinatensystem ergibt sich die radiale Komponente für
eine S1–Stromfläche aus den beiden anderen, d.h. r = r(ϕ, z). Eine beliebige Strömungs-
größe q läßt sich also als Funktion q = q(ϕ, z, r(ϕ, z)) darstellen. Durch die Einführung von
ϕ̄ und z̄ mit r = r(ϕ̄, z̄) läßt sich die Geometrie einer Stromfläche durch zwei unabhängi-
ge Variablen beschreiben. Für die Steigungen der Stromfläche gelten dann die folgenden
Beziehungen:

tan γ =
1
r

∂r

∂ϕ̄
= −λ1 und tan ε =

∂r

∂z̄
= −λ2 . (3.41)

Die Ableitungen entlang den beiden unabhängigen Koordinaten lassen sich definieren als:

1
r

∂

∂ϕ̄
≡ 1
r

∂

∂ϕ
+
1
r

∂r

∂ϕ

∂

∂r
=
1
r

∂

∂ϕ
− λ1

∂

∂r
für z̄ = const und (3.42)

∂

∂z̄
≡ ∂

∂z
+
∂r

∂z

∂

∂r
=
∂

∂z
− λ2

∂

∂r
für ϕ̄ = const (3.43)

Für die radiale Geschwindigkeitskomponente gilt dann: wr = −λ1wu − λ2wz.

3.3.3 Hauptgleichung des Stromfunktionsverfahrens

Die Bewegungsgleichungen (3.37) bis (3.39) in Verbindung mit den Ableitungen entlang
der Stromfläche und einem Stromfunktionsansatz mit

∂ψ

∂ϕ̄
= rbρwz und

∂ψ

∂z̄
= −bρwu (3.44)

führt auf die folgende Hauptgleichung für die Strömung einer S1–Stromfläche.
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b
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z

r

Abbildung 3.9: Im Meridianschnitt werden die Charakteristika einer S1–Stromfläche, die
Schichtdicke b und die Steigung λ2 = − tan ε, deutlich. Das Beispiel zeigt die Spur einer
Stromfläche eines dreistufigen Axialverdichters (Institut für Strahlantriebe und Turboar-
beitsmaschinen, RWTH Aachen).

Gleichung 3 (Hauptgleichung der S1–Stromfläche)

A
∂2ψ

∂z̄2
+B

∂2ψ

∂ϕ̄2
+ C

∂2ψ

∂ϕ̄∂z̄
+D

∂ψ

∂z̄
+ E

∂ψ

∂ϕ̄
= F (3.45)

mit

A = 1 + λ2
1

B =
1
r2
(
1 + λ2

2

)
C = −2

r
λ1λ2

D = λ1
∂λ1

∂z̄
− λ2

r

(
1 +

∂λ1

∂ϕ̄

)

E =
λ2

r2
∂λ2

∂ϕ̄
+
λ1

r

(
1
r
− ∂λ2

∂z̄

)

F =
1
r

∂bρ

∂ϕ̄
(wz − λ2wr)− ∂bρ

∂z̄
(wu − λ1wr)− bρ

(
1
wzr

(
T
∂s

∂ϕ̄
− ∂hrot

∂ϕ̄

)
+ λ22ω

)

Zur Vereinfachung wird angenommen, daß die S1–Flächen zur Maschinenachse rotations-
symmetrisch sind, d.h mit ∂r/∂ϕ̄ = 0 folgt dann λ1 = 0. Die vereinfachte Hauptgleichung
der rotationssymmetrischen S1–Fläche ergibt sich dann mit konstanter Rothalpie und kon-
stanter Entropie zu:

L =
∂2ψ

∂z̄2
+
1 + λ2

2

r2
∂2ψ

∂ϕ̄2
− λ2

r

∂ψ

∂z̄
− wz 1 + λ

2
2

r

∂bρ

∂ϕ̄
+ wu

∂bρ

∂z̄
+ 2bρλ2ω = 0 . (3.46)
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Durch Umsortieren der verschiedenen Terme läßt sich diese Beziehung in eine Divergenz-
form L = ∇·�x+R mit

�x =
(
0,
1 + λ2

2

r

∂ψ

∂ϕ̄
,
∂ψ

∂z̄

)
und R = −λ2

r

∂ψ

∂z̄
− wz 1 + λ

2
2

r

∂bρ

∂ϕ̄
+ wu

∂bρ

∂z̄
+ 2bρλ2ω (3.47)

bringen. Die Integration über ein Kontrollvolumen V unter Anwendung des Gaußschen
Integralsatzes liefert sodann∫

V

L dV =
∫
V

∇·�x dV +
∫
V

R dV =
∫
S

�x d�s+
∫
V

R dV , (3.48)

wobei S die Oberfläche des Kontrollvolumens bezeichnet.

Durch Anwendung der allgemeinen Kettenregel

∂ψ

∂ϕ̄
=
∂ψ

∂s

∂s

∂ϕ̄
+
∂ψ

∂t

∂t

∂ϕ̄
und

∂ψ

∂z̄
=
∂ψ

∂s

∂s

∂z̄
+
∂ψ

∂t

∂t

∂z̄
(3.49)

läßt sich eine Transformation in das krummlinige Koordinatensystem (s, t) durchführen.
Unter der Voraussetzung, daß auch die Umkehrung der Transformation gilt, lassen sich
die beiden Beziehungen


∂ψ

∂ϕ̄
∂ψ

∂z̄


 =



∂s

∂ϕ̄

∂t

∂ϕ̄
∂s

∂z̄

∂t

∂z̄





∂ψ

∂s
∂ψ

∂t


 und



∂ψ

∂s
∂ψ

∂t


 =



∂ϕ̄

∂s

∂z̄

∂s
∂ϕ̄

∂t

∂z̄

∂t





∂ψ

∂ϕ̄
∂ψ

∂z̄


 (3.50)

herleiten. Die beiden Matrizen sind invers zueinander, so daß die Berechnung der metri-
schen Koeffizienten in Gleichung (3.49) sich ergibt zu:

∂s

∂ϕ̄
=
1
J

∂z̄

∂t
,
∂t

∂ϕ̄
= − 1

J

∂z̄

∂s
,
∂s

∂z̄
= − 1

J

∂ϕ̄

∂t
und

∂t

∂z̄
=
1
J

∂ϕ̄

∂s
mit J =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂ϕ̄

∂s

∂z̄

∂s
∂ϕ̄

∂t

∂z̄

∂t

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

3.3.4 Dichtebestimmung

Die Lösung der beschriebenen Differentialgleichungen ergibt die Massenstromdichte ρw,
die anhand der folgenden Beziehungen in die Dichte ρ und die Geschwindigkeit w aufgeteilt
werden kann:

Σ =
(
1− Φ

Σ2

)1/(κ−1)

(3.51)

mit

Σ =
ρ

ρ1

(
h1

hrot,1 + u2

2

)1/(κ−1)

(3.52)
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Abbildung 3.10: Zur Bestimmung der Dichte ρ wird zuerst Φ und dann daraus Σ bestimmt.
Jedem Σ–Wert läßt sich eine Machzahl zuordnen. Der grau unterlegte Bereich markiert den
für diese Arbeit besprochenen Fall der Unterschallströmung (κ = 1.4). Zur numerischen
Stabilität wird der Bereich nahe Ma = 1 durch eine Gerade approximiert.

und

Φ =
(ρw)2

ρ212h1

(
h1

hrot,1 + u2

2

)(κ+1)/(κ−1)

. (3.53)

Die mit tiefgestelltem Index 1 bezeichneten Größen sind die als bekannt vorausgesetz-
ten Eintrittsgrößen. Durch die oben definierten Gleichungen werden jedem Φ–Wert zwei
Σ–Werte, jeweils einer für Unterschall– bzw. Überschallströmung, zugeordnet. In dieser
Arbeit werden nur Unterschallströmungen untersucht, womit nur der rechte Zweig der
Kurve Anwendung findet (vgl. Abbildung 3.10).

Zur schnellen Bestimmung des Σ–Wertes aus Φ bietet sich der einmalige Aufbau einer
Σ–Φ–Wertetabelle an, auf die mittels eines binären Suchalgorithmus in maximal logarith-
mischer Zeit zugegriffen werden kann.

Da für Geschwindigkeiten in einem Bereich umMa = 1 kleine Veränderungen von Φ große
Dichteänderungen zur Folge haben, wird zur Erhöhung der numerischen Stabilität der
Bereich mit Σ < Σc bzw. Ma > Mac durch eine Tangente approximiert.
Zur Bestimmung der Maximalposition Σmax wird die Gleichung (3.51) abgeleitet und null
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Vorgabe

Periodizität

Kuttasche Abflußbedingung

Konturbedingung

Zuströmbedingung

Abströmbedingung

Identität

Umrechnung

Abbildung 3.11: Zur Lösung der Hauptgleichung einer S1–Stromfläche sind die dargestell-
ten Randbedingungen zu beachten.

gesetzt. Es gilt dann:

Σmax =
(

2
κ+ 1

)1/(κ−1)

bzw. mit κ = 1.4 folgt Σmax ≈ 0.63394. (3.54)

Für die Berechnung der jeweiligen Machzahl Ma ergibt sich der folgende funktionale Zu-
sammenhang:

Ma2 =
2

κ− 1
(
Σ1−κ − 1) . (3.55)

In dem dargestellten Beispiel ergibt sich somit für Σc = 0.7 und κ = 1.4 eine zugehörige
Machzahl mit Mac ≈ 0.87564 (vgl. Abbildung 3.10). Für das implementierte Stromfunk-
tionsverfahren gilt Σc = 1.05 · Σmax mit einer zugehörigen Machzahl Mac ≈ 0.94023.

3.3.5 Randbedingungen

Zur Lösung des in Gleichung (3.45) aufgestellten Differentialgleichungssystems sind die
folgenden Randbedingungen zu beachten (vgl. Abbildung 3.11). Die ebenfalls zu berück-
sichtigende Kuttasche Abflußbedingung wird in Abschnitt 3.3.6 ausführlich dargestellt.
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Zuströmbedingung

Neben der Geometrie der S1–Stromfläche werden weitere Größen, wie die Totaltemperatur
Tt, der Totaldruck pt und der Massenstrom ṁ am Gittereintritt als bekannt vorausgesetzt.
Diese können zum Beispiel mit einem Stromliniengeometrieverfahren vorher bestimmt
worden sein. Anschließend werden diese Größen auf die Eintrittsebene umgerechnet.

Konturbedingung

Da an der Profiloberfläche keine Masse ein– oder austreten kann, definiert diese eine Strom-
linie mit konstanten ψ–Wert für alle Konturpunkte.

Abströmbedingung

Unter der Annahme der gleichmäßigen, ungestörten Strömung in hinreichender Entfernung
zur Hinterkante wird eine gleichverteilte ψ–Verteilung in Umfangsrichtung am rechten
Gitterrand vorgegeben.

Periodizität

Die Periodizitätsbedingung ergibt sich aus der Tatsache, daß rotationssymmetrische Schau-
feln berechnet werden und somit das diskretisierte Berechnungsgebiet in Umfangsrichtung
genau einer Teilung entspricht. Die Differenz zweier Stromfunktionswerte gleicher axialer
Koordinate an der oberen und unteren Gitterkante entspricht genau dem Eingangsmas-
senstrom ṁin.

Identität

Aus der Schnittkante des C–Gitters (vgl. Abbildung 3.1) ergibt sich die Tatsache, daß
jeweils zwei Berechnungspunkte identisch sind.

3.3.6 Kuttasche Abflußbedingung

Neben den bisher oben beschriebenen Randbedingungen ist die Erfüllung der sogenannten
Kuttaschen Abflußbedingung zur Beschreibung realer Strömungsvorgänge notwendig. Diese
auf Beobachtungen beruhende Bedingung sagt aus, daß sich an einer spitzen Hinterkan-
te ein glattes Abströmen einstellt (vgl. Anderson (1991)). Abbildung 3.12 verdeutlicht
diesen Sachverhalt. Sind die Geschwindigkeiten w|4a an der Unterseite (4a) und w|4b an
der Oberseite (4b) identisch, ist die Kuttasche Bedingung erfüllt. Diese Forderung fließt
bei der numerischen Lösung des diskretisierten Differentialgleichungssystem als zusätzliche
Randbedingung mit ein.

Mit den Beziehungen (3.44) und wr = −λ1wu − λ2wz ergibt sich für einen beliebigen
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Abbildung 3.12: Die Kutta–Bedingung verlangt, daß bei einer spitzen Hinterkante die
Geschwindigkeiten an den Punkten 4a und 4b identisch sind.

Gitterpunkt die nachfolgende Beziehung:

(bρw)2 = (bρwu)2 + (1 + λ2
2)(bρwz)

2

=
(
∂ψ

∂z̄

)2

+
1 + λ2

2

r

(
∂ψ

∂ϕ̄

)2

=
(
∂ψ

∂s

∂s

∂z̄
+
∂ψ

∂t

∂t

∂z̄

)2

+
1 + λ2

2

r

(
∂ψ

∂s

∂s

∂ϕ̄
+
∂ψ

∂t

∂t

∂ϕ̄

)2

(3.56)

Die Kuttasche Bedingung läßt sich nun als (bρw)2|4a = (bρw)2|4b darstellen.

3.3.7 Diskretisierung

Die Diskretisierung der Integralgleichung für ein Kontrollvolumen wird an dieser Stelle
anhand eines zentralen Knotens durchgeführt (vgl. Abbildung 3.13).

Diskretisierung des Oberflächenintegrals

Zur Approximation des in Gleichung (3.48) aufgeführten Oberflächenintegrals für einen
Knoten an der Position (i, j) werden die vier Seiten getrennt voneinander behandelt:∫

S

�x d�s ≈ �n�x|α + �n�x|β + �n�x|γ + �n�x|δ , (3.57)
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Abbildung 3.13: Ein zentrales Kontrollvolumen besteht aus vier Ecken 0,1,2,3 und ebenso
vielen Seiten α, β, γ, δ. Bei der Verwendung von zentralen Differenzen werden die neun
Nachbarknoten 0, . . . , 8 herangezogen.

wobei �n der Normalenvektor3 der entsprechenden Seite ist. Der Vektor �n = (nr, nu, nz)
berechnet sich unter Anwendung des Vektorprodukts der beiden die Fläche aufspannen-
den Vektoren �p = (b, 0, 0) und �q = (0,∆u,∆z) zu �n = (0,−b∆z, b∆u). Die Variable b gibt
die Höhe (radiale Richtung), ∆u die Länge in Umfangsrichtung und ∆z die axiale Breite
der Seite an (siehe auch Abbildung 3.9). Da die radiale Komponente von �x verschwindet,
reicht es aus, im folgenden nur die Umfangs– u bzw. Axialkomponente z der Terme zu
betrachten.
Für die spätere numerische Implementierung bietet es sich an, die konstanten Anteile zu-
sammenzufassen. Die Variable υki,k beschreibt nachfolgend das Gewicht des k–ten Nachbar-
knotens für das Kontrollvolumen4 an der Stelle (i, j) für k = 0, . . . , 8. Es bezeichne ψki,j den
Stromfunktionswert des Nachbarknotens k für das betreffende Kontrollvolumen, also zum
Beispiel für k = 2 gilt: ψ2

i,j = ψi+1,j+1. Ziel ist es, einen Vektor �υi,j = (υ0
i,j , υ

1
i,j , . . . , υ

8
i,j)

zu erhalten, der die einzelnen Stromfunktionswerte ψki,j der neun Nachbarknoten k mit
einem Faktor υki,j gewichtet.

Unter Berücksichtigung von Gleichung (3.49) ergibt sich für eine beliebige Seite der fol-
genden Zusammenhang

�n�x =
(
nu, nz

)
·
(
λ2
2 + 1
r

∂ψ

∂ϕ̄
,
∂ψ

∂z̄

)
=
(
csu, csz

)
·
(
∂ψ

∂s
,
∂ψ

∂t

)
, (3.58)

3Alle Flächenvektoren müssen die gleiche Orientierung haben, z.B. ins Kontrollvolumen zeigend.
4Der Nachbar mit k = 4 bezeichnet das Kontrollvolumen an der Stelle (i, j), für welches die Bilanzglei-

chung diskretisiert wird.
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wobei für die konstanten (metrischen) Koeffizienten gilt:

csu =
(
nu
λ2
2 + 1
r

∂s

∂ϕ̄
+ nz

∂s

∂z̄

)
bzw. csz =

(
nu
λ2
2 + 1
r

∂t

∂ϕ̄
+ nz

∂t

∂z̄

)
. (3.59)

Anhand der Seite α wird im folgenden die Diskretisierung beschrieben. Mit den Differenzen

∂ψ

∂s
≈ ψ1

i,j − ψ4
i,j und

∂ψ

∂t
≈ 1
4
(ψ2

i,j + ψ
5
i,j − ψ0

i,j − ψ3
i,j) (3.60)

läßt sich der Anteil des Oberflächenintegrals darstellen als

�n�x ≈ υ0
i,jψ

0
i,j + υ

1
i,jψ

1
i,j + υ

2
i,jψ

2
i,j + υ

3
i,jψ

3
i,j + υ

4
i,jψ

4
i,j + υ

5
i,jψ

5
i,j (3.61)

mit den einzelnen Gewichten

υ0
i,j = υ

3
i,j = −

1
4
csz, υ2

i,j = υ
5
i,j =

1
4
csz, υ1

i,j = csu und υ4
i,j = −csu . (3.62)

Die Gewichte für die anderen Knoten k ∈ {6, 7, 8} sind bei der Diskretisierung für die Seite
α null, da keine dieser in die Berechnung der partiellen Ableitungen miteinfließt. Diese
Vorgehensweise wird für alle Seiten wiederholt und die Gewichte werden aufsummiert.
Das Integral aus Gleichung (3.48) läßt sich dann schließlich für einen Knoten (i, j) durch

∫
S

�x d�s ≈
8∑

k=0

υki,j · ψki,j mit
8∑

k=0

υki,j = 0 (3.63)

beschreiben. Mit Berücksichtigung der Randbedingungen und der nachfolgend beschrie-
benen Diskretisierung des Volumenintegrals läßt sich sodann ein Iterationsverfahren zur
Bestimmung der Stromfunktionswerte ψi,j durchführen. Für die anderen Kontrollvolumen
ist analog vorzugehen (vgl. Abbildungen 3.14 bis 3.17).

Diskretisierung des Volumenintegrals

Das Volumenintegral der Gleichung (3.48) kann durch∫
V

R dV ≈ r bA (3.64)

approximiert werden. Es bezeichne A die Grundfläche des Kontrollvolumens und b die
bereits beschriebene Schichtdicke. Der diskretisierte Integrand ist r.
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Abbildung 3.14: Zur Diskretisierung der oberen und unteren Ecke am linken Rand des
Strömungsfeldes wird ein sechsseitiges Kontrollelement mit den zehn Nachbarknoten
0,1,...,9 eingeführt. Neben der Randbedingung am Eintritt ist auch die Periodizität in
Umfangsrichtung zu beachten.
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Abbildung 3.15: Bei der Diskretisierung eines Kontrollelementes am linken Rand fließt für
die Seite β die Randbedingung der Eintrittsebene ein. Für die Berechung der Ableitungen
in t–Richtung sind einseitige Differenzen zu verwenden.
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Abbildung 3.16: Für das Kontrollvolumen an der Profiloberfläche verschwindet der Anteil
des Oberflächenvolumens für die Seite δ, da vorausgesetzt wird, daß keine Masse aus dem
Profil austritt.

Anmerkung zur Kuttaschen Abflußbedingung

In Abschnitt 3.3.6 ist die Randbedingung für die Implementierung der notwendigen Kut-
taschen Abflußbedingung abgeleitet, die sich demnach zu

(bρw)2|4a = (bρw)2|4b (3.65)

ergibt. Die Diskretisierung für den Knoten 4b kann dann in eine Form

υ3
i,j · ψ3

i,j + υ
4b
i,j · ψ4b

i,j + υ
5
i,j · ψ5

i,j = R für υ3
i,j = υ

5
i,j = −

1
2
und υ4b

i,j = 1 (3.66)

überführt und in das zu lösende Gleichungssystem eingesetzt werden. Die Variable R
enthält u.a. eine Reihe von nichtlinearen Termen.

In Abbildung 3.17 ist das Kontrollvolumen an der Hinterkante dargestellt. Das Element
umläuft die ganze Hinterkante und hat durchströmte Flächen auf der Unter– (α1, β) und
der Oberseite (α2, δ) des Profils. Die Diskretisierung für den Punkt 4b läßt sich analog zu
einem zentralen Kontrollvolumen durchführen. Hierbei wird angenommen, daß die Strom-
funktionswerte ψ für die Knoten 1a und 1b sowie für die Knoten 4a und 4b identisch
sind. Dieses folgt unmittelbar aus der Randbedingung an die Profilkontur, aus der keine
Masse ein– oder austritt. Somit ergibt sich für das Hinterkantenelement ebenso eine Nach-
barschaft von 9 Knoten. Bei der Bestimmung des Gleichungssystems wird demnach der
Punkt 4b nach dem Kontrollvolumen diskretisiert und für den Punkt 4a die diskretisierte
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Abbildung 3.17: Das Kontrollvolumen an der Hinterkante umschließt die Unter– und Ober-
seite des Profils. Entsprechend der Umlaufrichtung ist die Bezeichnung der Knoten im
Vergleich zum Kontrollelement in Abbildung 3.12 gedreht.

Kuttasche Bedingung eingesetzt.

In dieser Arbeit durchgeführte Untersuchungen zur Kuttaschen Bedingung an der Hin-
terkante haben gezeigt, daß es zur Erfüllung der Abflußbedingung hinreichend ist, den
Punkt 4b zu diskretisieren und den Punkt 4a als normalen Konturpunkt mit ψ4a = ψ1a

zu betrachten. Dieses bedeutet, daß eine explizite Formulierung der Kuttaschen Abfluß-
bedingung nicht notwendig ist, sondern implizit durch die geschickte Diskretisierung des
Hinterkantenelementes erfüllt ist.
Ein fundierter mathematischer Beweis für dieses überraschende Ergebnis steht noch aus. Es
hat sich fernerhin gezeigt, daß die Netzstruktur an der Hinterkante entscheidenen Einfluß
auf das numerische Verhalten hat. So hat es sich als vorteilhaft erwiesen, die Abstände
3 4a und 5 4b gleich groß zu wählen. Dieses kann durch den Gittergenerator erzwungen
werden. In Abbildung 3.18 ist das Ergebnis einer Parameterstudie zu den zwei Implemen-
tierungsformen der Kuttaschen Bedingung aufgeführt.

3.3.8 Iterative Lösung

Zur Lösung der diskretisierten Stromfunktionsgleichung kann ein explizites Verfahren
(Punktiteration) verwendet werden. Zur Beschleunigung der Konvergenz bietet es sich
jedoch an, ein implizites Verfahren (Linieniteration) mit einem Relaxationsansatz zu ver-
wenden, zumal die entstehenden Tridiagonalmatrizen mittels des Thomas–Algorithmus
effizient gelöst werden können (vgl. Ames (1977)).
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Abbildung 3.18: Untersuchungen zur Implementierung der Kuttaschen Abflußbedingung
zeigen keine signifikanten Unterschiede zwischen der impliziten und expliziten Möglich-
keit. Dazu ist für das Profil aus Mertens (1995) eine Variation des Zuströmwinkels
durchgeführt und der Abströmwinkel mit dem implementierten Stromfunktionsverfahren
(inkompressibel) bestimmt worden.

Für einm×n Gitter wird für jede Gitterlinie j = 0, . . . , n−1 ein lineares Gleichungssystem
der Form Υ · �ψ = �ζ aufgestellt und gelöst:



υ4
0,j υ1

0,j

υ7
1,j υ4

1,j υ1
1,j

υ7
2,j υ4

2,j υ1
2,j

. . . . . . . . .

υ7
i,j υ4

i,j υ1
i,j

. . . . . . . . .
υ7
m−2,j υ4

m−2,j υ1
m−2,j

υ7
m−1,j υ4

m−1,j




·




ψ0,j

ψ1,j

ψ2,j
...

ψi,j

...
ψm−2,j

ψm−1,j




=




ζ0,j

ζ1,j

ζ2,j
...

ζi,j

...
ζm−2,j

ζm−1,j




(3.67)

Die Gewichte für die Randelemente mit i = 0 bzw. i = m−1 ergeben sich durch die Imple-
mentierung der Abströmbedingung. Die Berechnung der rechten Seite ζi,j ist abhängig von
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der gewählten Diskretisierung bzw. von der Implementierung der o.g. Randbedingungen.
Für zentrale Kontrollvolumen bildet sich ζi,j aus den gewichteten Stromfunktionswerten
der benachbarten Gitterlinie j − 1 und j + 1 sowie des diskretisierten Volumenintegrals:

ζi,j = −(
∑
k

υki,j · ψki,j)− ri,jbA mit k ∈ {0, 2, 3, 5, 6, 8}. (3.68)

Zur Berechnung der kompressiblen Strömung ist der Term R in Gleichung (3.47) auf-
grund der veränderlichen Dichte ρ in jedem Iterationsschritt zu aktualisieren. Dazu ist
in einem ersten Schritt die Massenstromdichte ρw in ihre beiden Faktoren entsprechend
des Verfahrens aus Abschnitt 3.3.4 zu zerlegen. Aus den Beziehungen (3.44) und unter
Berücksichtigung der Gleichung (3.49) und des bekannten Radius r bzw. der Schichtdicke
b der S1–Fläche für einen Gitterpunkt ergibt sich

ρw =
√
(bρwz)2 + (bρwu)2 + (bρwr)2/b . (3.69)

Die Bestimmung der Ableitung ∂ψ/∂t an der Profiloberfläche wird im Gegensatz zu den
anderen Kontrollvolumina nicht aus (zentralen) Differenzen, sondern direkt aus der Bi-
lanzgleichung ermittelt. Hierzu wird die Gleichung (3.48) für ein Kontrollvolumen an der
Oberfläche (vgl. auch Abbildung 3.16) aufgestellt, diskretisiert (analog Abschnitt 3.3.7)
und für ∂ψ/∂t|δ gelöst. Das Iterationsverfahren wird solange für alle Gitterlinien wieder-
holt, bis eine geforderte Genauigkeit erreicht worden ist. Als Startlösung wird eine lineare
ψ–Verteilung angenommen.

Wie bereits in Abschnitt 3.2.5 hingewiesen wurde, bietet es sich zur Konvergenzbeschleu-
nigung des Iterationsverfahrens an, einen einfachen Mehrgitteralgorithmus zu verwenden.
Hierzu wird die Stromfunktionsgleichung zuerst auf einem groben Gitter gelöst und dann
sukzessive die Auflösung verfeinert und das Iterationsverfahren durchgeführt. Die ψ–Werte
für die neu hinzukommenden Gitterknoten werden linear interpoliert.
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Abbildung 3.19: Die Strömung entlang einer ebenen Platte führt zur Ausbildung einer
stromabwärts anwachsenden dünnen Grenzschicht mit δ � l. Hierbei findet ein Übergang
vom laminaren in den turbulenten Zustand statt.

3.4 Grenzschichtverfahren

Bei den bisherigen Betrachtungen sind die Wechselwirkungen unterschiedlicher Schich-
ten von Teilchen des Fluids nicht berücksichtigt worden. Insbesondere bei der Bewegung
entlang einer festen Wand (z.B. entlang der Profiloberfläche) beeinflußt die, durch die
Zähigkeit µ induzierte, Schubspannung τ die Strömung und führt aufgrund der Haftbe-
dingung an der Wand zur Ausbildung einer Grenzschicht.

Die folgenden Betrachtungen bedienen sich der Strömung entlang einer ebenen Platte
als Modell (vgl. Abbildung 3.19)5. Wird solch eine Platte mit einer Geschwindigkeit u∞
längs angeströmt, so bildet sich, beginnend an der (spitzen) Vorderkante, eine laminare
Grenzschicht aus, innerhalb derer das Fluid sich weiterhin auf nicht kreuzenden Stromli-
nien bewegt. Aufgrund der Haftbedingung bildet sich ein charakteristisches Geschwindig-
keitsprofil aus. Die Dicke δ99 der Grenzschicht wird über die zugehörige Geschwindigkeit
uδ definiert, die 99% der Geschwindigkeit der ungestörten Außenströmung entspricht. Die
laminare Grenzschicht geht in einen turbulenten Zustand über, bei dem eine unregelmäßi-
ge, zufällige Vermischung des Fluids stattfindet6. Obwohl der Übergang (Transition), wie
dargestellt, stetig erfolgt, bietet es sich für die numerische Behandlung an, einen Umschlag-
punkt zu definieren. Die Grenzschicht übt eine Verdrängungswirkung auf die Strömung
aus; wie sich später zeigen wird, führt dieses zu einer Verschiebung der Stromlinien senk-
recht zur Kontur.

In den folgenden Abschnitten wird auf die Beschreibung der laminaren und turbulen-
5Krümmungseinflüsse bleiben somit unberücksichtigt.
6Turbulente Strömungen sind definitionsgemäß instationär (vgl. z.B. Walz (1966)). In dieser Arbeit

werden nur stationäre, d.h. zeitlich gemittelte, Zustände betrachtet.
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ten Grenzschicht, der Bestimmung des Umschlagpunktes sowie auf die Implementierung
und Koppelung mit dem S1–Stromfunktionsverfahren eingegangen. Anhand von Beispielen
werden Rechenergebnisse experimentellen Daten gegenübergestellt.

3.4.1 Grundgleichungen

Zur Beschreibung der Grenzschicht wird zum einen die Kontinuitätsgleichung

∂(ρu)
∂x

+
∂(ρv)
∂y

= 0 (3.70)

und zum anderen die Impulsgleichung (Prandtlsche Grenzschichtgleichung) in x–Richtung

ρu
∂u

∂x
+ ρv

∂u

∂y
= −∂p

∂x
+
∂τ

∂y
(3.71)

herangezogen (vgl. Walz (1966)). Nach Sutherland ergibt sich die Viskosität µ (oder
Zähigkeit) eines Mediums als Funktion der Temperatur T zu

µ(T ) = C1
T 3/2

T + C2
mit C1 = 1.486 · 10−4Ns/m2K−1/2 und C2 = 110.6K für Luft.

(3.72)

Die Schubspannung τ ergibt sich daraus zu

τ = µ
∂u

∂y
. (3.73)

Der Quotient aus Viskosität und Dichte bezeichnet die kinematische Viskosität ν = µ/ρ.
Zur Beschreibung mechanisch ähnlicher Strömungen wird die dimensionslose Reynolds–
Zahl mit Re = lρu/µ = lu/ν eingeführt. Die Geschwindigkeit u und die Länge l stellen
hierin charakteristische Größen des Strömungsproblems dar.

Die Integration der beiden Gleichungen (3.70) und (3.71) in y–Richtung für y = 0 bis zum
Grenzschichtrand y = δ führt auf die beiden folgenden Differentialgleichungen.

Gleichung 4 (Entrainmentgleichung)

∂δE
∂x

= E − δE 1
ρδuδ

∂(ρδuδ)
∂x

(3.74)

Die Entrainmentdicke ist definiert für δE = δ − δ1 mit

δ1 = δ −
δ∫

0

ρu

ρδuδ
dy als Verdrängungsdicke. (3.75)

Fernerhin wird mit dem Entrainmentkoeffizienten E =
∂δ

∂x
− vδ
uδ

eine weitere Variable

eingeführt.
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Gleichung 5 (Impulsgleichung)

∂δ2
∂x

+ δ2

[
1
ρδu

2
δ

∂(ρδu2
δ)

∂x
+
δ1
δ2

1
uδ

∂uδ
∂x

]
=

τw
ρδu

2
δ

=
cf
2

(3.76)

Die Impulsverlustdicke δ2 ist hierbei definiert als

δ2 =

δ∫
0

ρu(uδ − u)
ρδu

2
δ

dy. (3.77)

Eine Vereinfachung der Schreibweise ergibt sich durch Einführung eines Formfaktors h12 =
δ1/δ2. τw bezeichnet die Wandschubspannung, während der Reibungsbeiwert mit cf ange-
geben wird.

Die Dichte ρδ sowie die Geschwindigkeit uδ am Grenzschichtrand werden als bekannt
(z.B. als Ergebnis der S1–Stromfunktionsrechnung) vorausgesetzt. Die Lösung der beiden
Gleichungen kann durch ein Runge–Kutta–Verfahren erfolgen7.

3.4.2 Algorithmus

Im folgenden wird das algorithmische Verfahren zur Lösung der o.g. Differentialgleichun-
gen beschrieben. Ziel ist es, an n Stützstellen x0, . . . , xn−1 die Entrainmentdicke δE sowie
die Impulsverlustdicke δ2 zu bestimmen. Die Dichte ρδ und Geschwindigkeit uδ am Grenz-
schichtrand ist als bekannt vorausgesetzt. Zusätzlich wird die Temperaturverteilung zur
Bestimmung der Viskosität benötigt. Des weiteren bedarf es zur Berechnung von Zwi-
schenwerten x ∈ [xi, xi+1] bei der Integration mit dem Runge–Kutta–Verfahren und zur
Berechnung der Ableitungen in x–Richtung einer geeigneten Interpolationsmethode.

In Abbildung 3.20 ist der Algorithmus in Pseudocode dargestellt. Neben der Lösung für
den Staupunkt sind zwei Bereiche (laminare und turbulente Grenzschicht) zu unterschei-
den. Verschiedene Tests untersuchen den aktuellen Zustand der Grenzschicht auf mögliche
Veränderungen.

Staupunktlösung

Zur Berechnung der Startlösung an der Stützstelle x0 wird die Bestimmung der Grenz-
schichtparameter im Staupunkt auf den Ansatz von Falkner und Skan zurückgeführt.
Durch die Einführung der Ähnlichkeitsvariablen

η =
y

δN (x)
mit δN (x) =

√
2νx

uδ(m+ 1)
(3.78)

7Zur Lösung y(x) einer Differentialgleichung der Art y(x)′ = f(x, y(x)) an diskreten Stützstellen xk

mit der Anfangsbedingung y(x0) = y0 kann diese in eine äquivalente Integralgleichung y(xk+1)− y(xk) =∫ xk+1
xk

f(x, y(x))dx überführt werden. Diese sogenannte Anfangswertaufgabe läßt sich durch ein Runge–

Kutta–Verfahren lösen (vgl. Schwarz (1993)).
In dieser Arbeit wurde auf die derkf Routine der SLATEC–Bibliothek Vaudevender und Haskell (1982)
zurückgegriffen, die eine automatische Anpassung der Schrittweite bei der Integration ermöglicht.
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algorithm Profilgrenzschicht

begin
0 Berechnung Staupunktlösung für x0
1 Initialisierung laminare Grenzschicht
2 i← 1
3 do (i < n ∧ ¬ laminare Ablösung ∧ ¬ turbulenter Übergang) −→
4 Berechnung laminare Grenzschicht für xi
5 i← i+ 1
6 od
7 Initialisierung turbulente Grenzschicht
8 do (i < n) −→
9 Berechnung turbulente Grenzschicht für xi

10 Test auf turbulente Ablösung
11 i← i+ 1
12 od

end.

Abbildung 3.20: Der Algorithmus berechnet an n diskreten Stützstellen x0, . . . , xn−1 die
Profilgrenzschicht.

gelten nach Schlichting und Gersten (1997) für den Staupunkt die folgenden Bezie-
hungen:

δ1 = β1δN , δ2 = β2δN ,
τw
ρ
=
νuδ
δN
f ′′w sowie δ = β99δN (3.79)

mit

m = 1, β99 = 2.4, β2 = 0.292, f ′′w = 1.233 und h12 = β1/β2 = 2.216. (3.80)

Laminare Grenzschicht

Die Integration der Impulsgleichung für die laminare Grenzschicht benötigt eine An-
fangslösung δ2 an der Position x = 1

2(x0 + x1), die sich ebenfalls aus der Lösung der
Falkner–Skan–Gleichung ergibt.

Die notwendige Bestimmung des Formfaktors h12 und des Reibungsbeiwertes cf erfolgt
nach der Methode von Thwaites (vgl. Cebeci und Bradshaw (1988)). Der zusätzliche
Index i gibt an, daß die Korrelationen nur für inkompressible Strömungen gelten, die an-
schließend für kompressible korrigiert werden:

h12i =


2.472 +

0.0147
0.107 + λ

für − 0.1 ≤ λ ≤ 0
2.61− 3.75λ+ 5.24λ2 für 0 < λ ≤ 0.1

(3.81)
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sowie

Re2
cfi
2
=


0.225 + 1.472λ+

0.0147λ
0.107 + λ

für − 0.1 ≤ λ ≤ 0
0.225 + 1.61λ− 3.75λ2 + 5.24λ3 für 0 < λ ≤ 0.1

(3.82)

mit

λ =
δ22
ν

∂uδ
∂x

und Re2 =
uδδ2
ν
. (3.83)

Cebeci und Bradshaw (1988) beschreiben den Zusammenhang zwischen den inkompres-
siblen und kompressiblen Größen. Durch Einführung eines Rückgewinnfaktors (recovery
factor) rlam ergibt sich für σ = rlam(κ− 1)/2Ma2δ :

h12 = σ + h12i(1 + σ). (3.84)

Mit der Beziehung Tw = σTδ folgt für den kompressiblen Reibungsbeiwert cf :

cf = cfi
Tδ
Tw

µw
µδ
. (3.85)

Mit diesen empirischen Größen ist es nun möglich, die Impulsgleichung für die laminare
Grenzschicht zu lösen. Für den Rückgewinnfaktor wird rlam = 0.85 angenommen.

Laminares Geschwindigkeitsprofil

Zur Berechnung der Grenzschichtdicke δ und damit schließlich auch der Entrainmentdicke
δE wird das laminare Geschwindigkeitsprofil an jeder Stützstelle xi berechnet.

Zur Beschreibung des laminaren Geschwindigkeitsprofils wird nach Einführung der Varia-
blen η = y/δ der folgende Polynom–Ansatz gewählt (vgl.Walz (1966)):

u

uδ
= a0 + a1η + a2η2 + a3η3 + a4η4. (3.86)

Es sind die folgenden 5 Randbedingungen8 mitzuberücksichtigen (vgl. Abbildung 3.21):
u

uδ
= 1 für η = 1 (3.87)

u

uδ
= 0 für η = 0 (3.88)

∂(u/uδ)
∂η

= f(cf ) für η = 0 (3.89)

∂(u/uδ)
∂η

= 0 für η = 1 (3.90)

δ1
δ
=

1∫
0

(
1− u

uδ

)
. (3.91)

8Bei der Bestimmung des Geschwindigkeitsprofils wird der Einfluß der Kompressibilität nicht berück-
sichtigt. Daher ist in diesem Fall δ1 mit h12i gebildet zu verwenden (vgl.Walz (1966)).
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Abbildung 3.21: Das laminare Geschwindigkeitsprofil entsprechend dem Polynomansatz
erfüllt die aufgeführten Randbedingungen.

In einem Iterationsverfahren wird δ solange verändert, bis das aus Gleichung (3.86) und
den Randbedingungen folgende Geschwindigkeitsprofil die linke Seite der Beziehung

δ2 − δ
1∫

0

u

uδ

(
1− u

uδ

)
dη = 0 (3.92)

minimiert9. Zuvor ist δ2 mit dem Runge–Kutta–Verfahren berechnet worden. Die Entrain-
mentdicke ergibt sich dann aus der Differenz δE = δ − δ1.

Laminar–turbulenter Übergang

Der Übergang von der laminaren zur turbulenten Grenzschicht vollzieht sich nicht schlag-
artig, sondern ist durch einen Übergangsbereich gekennzeichnet (vgl. Schlichting und
Gersten (1997)). Der Punkt, an dem die laminare Grenzschicht instabil zu werden be-
ginnt, wird als Indifferenzpunkt bezeichnet, und es wird diesem eine Reynolds–Zahl Re2ind
zugeordnet. Entsprechend wird dem Umschlagpunkt, also dem Punkt, ab dem die Grenz-
schicht als vollturbulent angesehen werden kann, die kritische Reynolds–Zahl Re2krit zu-
gewiesen.
Um zu entscheiden, ob eine Grenzschicht an einer Stützstelle xi den Übergang vollzogen

9Genau genommen handelt es sich um eine Nullstellensuche (lösbar z.B. mit Newtonverfahren oder
Bisektionsmethode). Per se ist nicht gewährleistet, daß genau eine Nullstelle existiert. Existieren meh-
rere Nullstellen, so wird die zuerst gefundene ausgewählt. Existiert keine Nullstelle in dem physikalisch
sinnvollen Suchintervall δ ∈ [δ1, 10 · δ1], wird versucht, die Abweichung zu minimieren (Approximation).
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hat, ist demnach die Reynolds–Zahl Re2 zu berechnen und mit der kritischen Reynolds–
Zahl zu vergleichen.

Für den laminar–turbulenten Übergang der Grenzschicht hat der Störungs– oder Tur-
bulenzgrad der Außenströmung einen entscheidenen Einfluß. Hierzu wird der Begriff der
Schwankungsgeschwindigkeit eingeführt. Die Geschwindigkeit10 des Fluids u läßt sich zum
einen in eine gemittelte Geschwindigkeit ū und zum anderen in eine Schwankungskompo-
nente u′ einteilen, d.h. u = ū+ u′. Der Turbulenzgrad Tu ist so dann definiert als:

Tu =

√
u′2

u∞
, (3.93)

wobei u′2 das Quadrat der zeitlich gemittelten Schwankungsgeschwindigkeit beschreibt.
Die Abhängigkeit der kritischen Reynolds–Zahl Re2krit,Platte vom Turbulenzgrad läßt sich
nach Granville (1953) für eine ebene Plattengrenzschicht wie in Abbildung 3.22 auf-
zeigen. Die Approximation der experimentellen Daten11 läßt sich durch den folgenden
funktionalen Zusammenhang ausdrücken:

Re2krit,Platte = Re2ind + 20 + 1000 e−2.76Tu + 220e−(1.4Tu−1)2 (3.94)

Schlichting (1979) gibt für den Indifferenzpunkt die Reynolds–Zahl Re2ind = 200 an. Als
Kriterium für den laminar–turbulenten Umschlag hat sich nach Gersten und Herwig
(1992) die empirische Beziehung

Re2krit = a
(
1 +

b

Re

)
Rec für a = 1.174, b = 22400 und c = 0.46 (3.95)

in vielen Fällen bewährt. Der Koeffizient a wird angepaßt, um den Einfluß der Turbulenz
mitzuberücksichtigen. Es läßt sich a als Funktion der Reynolds–ZahlRe2 unter Ausnutzung
der für die laminare Plattengrenzschicht gültigen Beziehung Re2 = 0.664

√
Re beschreiben

als:

a = a(Re2) = Re2

(
0.664
Re2

)2c
(
1 + b

(
0.664
Re2

)2
)−1

(3.96)

Die Berechnung der kritischen Reynolds–Zahl für Profilgrenzschichten nach Gleichung
(3.95) in Abhängigkeit des Turbulenzgrades der Außenströmung ergibt sich folglich aus
der Bestimmung der kritischen Reynoldszahl Re2krit,Platte für Plattengrenzschichten nach
Gleichung (3.94) und der anschließenden Bestimmung des Skalierungsfaktors a mittels der
Berechnungsformel (3.96).

10Hauptströmungsrichtung
11Die Datenbasis beruht auf mehreren von verschiedenen Autoren durchgeführten Experimenten.
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Abbildung 3.22: Die kritische Reynolds–Zahl Re2krit,Platte für eine ebene Plattengrenz-
schicht läßt sich in Abhängigkeit vom Turbulenzgrad (in %) beschreiben. Die Kurve zeigt
die Approximation nach Gleichung (3.94) der Experimente aus Granville (1953).

Laminare Ablösung

Eine laminare Ablösung ist gegeben, sobald die Wandschubspannung τw verschwindet, d.h.

τw = µ
∂u

∂y

∣∣∣∣
w

= 0. (3.97)

Dieses ist äquivalent zu cf = 0. Zur Vermeidung eines numerischen Problems in Gleichung
(3.82) wird der Reibungsbeiwert zur Bestimmung einer laminaren Ablösung nicht direkt
auf null überprüft, sondern durch cf,min abgeschätzt und mit dem berechneten Wert cf an
der Stützstelle xi verglichen. Wird der Minimalwert unterschritten, so liegt eine laminare
Ablösung vor (vgl. Abbildung 3.23).

Zur Abschätzung von Geschwindigkeitsprofilen wird angenommen, daß diese sich entspre-
chend dem Potenzgesetz verhalten (vgl. Cebeci und Bradshaw (1988)):

u

uδ
=
(y
δ

)1/n
. (3.98)

Hieraus lassen sich dann die folgenden Beziehungen ableiten:

δ1
δ
=

1
1 + n

und
δ2
δ
=

n

(1 + n)(2 + n)
sowie h12 =

2 + n
n

. (3.99)



66 Numerische Strömungsberechnung

cf

cf,min

xi−1

xlamxi xi+1

(a)

(b)

Abbildung 3.23: Bleibt der Reibungsbeiwert cf an eine Stützstelle xi größer als ein Mi-
nimalwert cf,min, so ist die Grenzschicht laminar anliegend (Fall (a)). Wird hingegen der
Minimalwert unterschritten, läßt sich eine laminare Ablöseposition xlam bestimmen (Fall
(b)).

Zur Abschätzung wird ein lineares Geschwindigkeitsprofil, d.h. n = 1 unterstellt. Der
Minimalwert läßt sich so dann durch

cf,min =
τw
ρ
2u

2
δ

=
2µ
ρδ2uδ

δ2
δ
=

1
Re2

1
3

(3.100)

abschätzen.

Turbulente Grenzschicht

Ist die Position des laminar–turbulenten Umschlags ermittelt, so bilden die aus der lami-
naren Rechnung stammenden Werte für δ2 und δE an der Umschlagposition xtr bzw. xlam
die Anfangswerte der turbulenten Rechnung (Gleichung (3.74) und (3.76)).
Zur Integration der Entrainmentgleichung muß zuvor der Entrainmentkoeffizient E berech-
net werden. Für einen Formfaktor h1 geben Cebeci und Bradshaw (1988) die folgende
Korrelation an:

E = 0.0306 (h1 − 3.0)−0.6169 für h1 =
δE
δ2
=
δ − δ1
δ2

. (3.101)

In Irmisch (1991) wird der Zusammenhang zwischen dem inkompressiblen und dem kom-
pressiblen Formfaktor h1 angegeben. Mit

h1 = h1i

(
1 + 0.125

(
κ− 1
2

)
Ma2δ

)
(3.102)
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läßt sich h1i bestimmen und anschließend durch

h12i =



0.6778 +

(
h1i − 3.3
1.5501

)−1/3.064

für h1i ≤ 5.2867

1.1 +
(
h1i − 3.3
0.8234

)−1/1.287

für h1i ≥ 5.3092
(3.103)

auch der inkompressible Formfaktor h12i. Der Formfaktor h12 läßt sich aus der Gleichung
(3.84) unter Berücksichtigung eines mit dem turbulenten Rückgewinnfaktors rturb gebil-
deten σ angeben. Für den Rückgewinnfaktor wird rturb = 0.89 angenommen.

Analog zur laminaren Grenzschichtrechnung wird die Impulsgleichung gelöst. Für die Be-
rechnung des Reibungsbeiwertes läßt sich die von Drela und Giles (1987) angegebene
Korrelation für fc =

(
1 + 0.2Ma2δ

)−1/2 ausnutzen:

cf = fc

[
0.3 e−1.33h12i

(log10(Re2 fc))
1.74+0.31h12i

+ 0.00011
(
tanh

(
4− h12i

0.875

)
− 1
)]
. (3.104)

Turbulente Ablösung

Analog zur beschriebenen laminaren Ablösung wird die turbulente Grenzschicht unter-
sucht, ob eine Ablösung stattgefunden hat. Cebeci und Bradshaw (1988) geben die
folgenden Abschätzungen für eine turbulente Plattengrenzschicht an:

cf = 0.059Re−0.2 (3.105)
δ

x
= 0.074Re−0.2 (3.106)

δ2
x
= 0.036Re−0.2. (3.107)

Re ist die mit der Lauflänge x gebildete Reynolds–Zahl, die sich unter Ausnutzung der
aufgeführten empirischen Beziehungen durch Re = (Re2/0.036)1.25 ergibt. Analog zur
laminaren Ablösung läßt sich bei Unterschreiten eines nach Gleichung (3.105) gebildeten
Minimalwertes cf,min eine turbulente Ablöseposition ermitteln (vgl. auch Abbildung 3.23).

Die Berechnung der abgelösten turbulenten Grenzschicht wird ohne Druckgradienten wei-
tergeführt, d.h. die Ableitungen ∂uδ/∂x und ∂ρδ/∂x in der Entrainment– und der Impuls-
gleichung werden zu null gesetzt.
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Abbildung 3.24: Die berechnete Impulsverlustdicke bei der turbulenten Grenzschicht wird
im Vergleich zum Experiment aus Coles und Hirst (1969) leicht unterbewertet.
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Abbildung 3.25: Die Rechnung ergibt eine mit den experimentellen Daten aus Coles und
Hirst (1969) übereinstimmendes Verhältnis von δ1/δ2. Im ersten Bereich ist die laminare
Anlaufstrecke mit einem h12i ≈ 2.5 erkennbar.
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Abbildung 3.26: Der Reibungsbeiwert cf wird ähnlich δ2 im Vergleich zum Experiment
aus Coles und Hirst (1969) durch das rechnerische Grenzschichtverfahren leicht unter-
bewertet.

3.4.3 Beispiel einer ebenen Plattengrenzschicht

In den Abbildungen 3.24 bis 3.26 sind den experimentellen Daten (vgl. Coles und Hirst
(1969)) die mit o.g. Grenzschichtverfahren ermittelten Ergebnisse gegenübergestellt. Hier-
bei handelt es sich um eine parallel angeströmte ebene Platte mit einer Geschwindigkeit
im ungestörten Bereich von ca. 33 m/s.
Durch einen sogenannten Stolperdraht an der Vorderkante der ebenen Platte wird eine
turbulente Grenzschicht provoziert12. Dieses führt zu einer relativ kurzen laminaren An-
laufstrecke und einem berechneten laminar–turbulenten Umschlag bei xtr = 0.0659 m.

Der Vergleich mit den experimentellen Ergebnissen zeigt eine gute Übereinstimmung mit
dem hier vorgestellten Grenzschichtverfahren.

3.4.4 Koppelung mit Stromfunktionsverfahren

Einem Iterationsschritt im bereits beschriebenen Stromfunktionsverfahren schließt sich die
Grenzschichtrechnung zur Bestimmung der Verdrängungswirkung an13. Die Koppelung
gliedert sich in drei Schritte. Zum einen ist der Staupunkt an der Vorderkante zu detek-

12Der Turbulenzgrad wird mit 25% angegeben.
13Bei dem hier verwendeten Mehrgitter–Algorithmus zur Beschleunigung der Konvergenz wird auf den

groben Gittern keine Grenzschichtrechnung durchgeführt. Auf dem feinsten Gitter wird die ermittelte
Verdrängungswirkung zur numerischen Stabilität unterrelaxiert.
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tieren, damit eine Separierung der Grenzschichten für die Saug– und Druckseite möglich
wird.
Die Geschwindigkeitsverteilung aus dem Stromfunktionsverfahren, die als Randbedingung
in die Grenzschichtrechnung einfließt, ist im Bereich der Vorderkante zu glätten, da anson-
sten die dort auftretenden Machzahlspitzen zu physikalisch unbegründeten Phänomenen
führen.
Sind die Grenzschichtrechnungen für die Saug– und Druckseite durchgeführt, ist in einem
dritten Schritt die Verdrängungswirkung in Form von ∆ψ–Werten in den nächsten Itera-
tionsschritt des Stromfunktionsverfahren als veränderte Randbedingung zu integrieren.

Bestimmung des Staupunktes

Zur Berechnung der Profilgrenzschichten der Saug– und Druckseite ist in einem ersten
Schritt der Staupunkt an der Vorderkante zu detektieren. Die Geschwindigkeit des Fluids
im Staupunkt ist per Definition null. Da aufgrund der Diskretisierung des Strömungsfeldes
im allgemeinen der Staupunkt nicht aufgelöst wird, bietet es sich an, eine Minimumsu-
che durchzuführen. Aufgrund von auftretenden Geschwindigkeitsspitzen und eventuellen
groben Diskretisierungen im Bereich der Vorderkante hat sich der folgende Ansatz als
robuster herausgestellt. Durch

ws = wu
1
r

∂ϕ

∂s
+ wz

∂z

∂s
(3.108)

wird eine Geschwindigkeitskomponente entlang der Gitterlinie auf der Profilkontur defi-
niert. Im Staupunkt findet ein Vorzeichenwechsel statt. Da nur ein Vorzeichenwechsel zu
erwarten ist, kann mittels der Bisektionsmethode die Suche schnell durchgeführt werden.

Glättung der Machzahlverteilung

Die aus dem Stromfunktionsverfahren berechnete Machzahlverteilung weist auf der Pro-
filoberfläche im Bereich des Staupunktes an der Vorderkante lokale Machspitzen auf, die
u.U. sogar weit im Überschall liegen können. Im Gegensatz zu anderen Ansätzen, bei
denen der vordere Bereich unberücksichtigt bleibt, wird in dieser Arbeit eine Glättung
zur Erhöhung der numerischen Stabilität des Verfahrens durchgeführt. Das physikalische
Phänomen einer Beschleunigung um die Vorderkante bleibt somit erhalten.

Das Maximum Mamax der Machzahlverteilung im vorderen Bereich wird auf einen Wert
Man skaliert, der der 1.05–fachen Machzahl Ma1/20 für x/l1/20 an der Position 5% ent-
fernt vom Staupunkt entspricht. Die übrigen Zwischenwerte werden anschließend durch
eine Interpolation ermittelt. In Abbildung 3.27 ist die Glättung der Machzahlverteilung
mit einer Machzahlspitze auf der Druckseite skizziert.

Verdrängungswirkung

Die im Grenzschichtverfahren berechnete Verdrängungsdicke δ1 ist bei dem folgenden Ite-
rationsschritt des Stromfunktionsverfahrens zu berücksichtigen. Ein Ansatz ist es, die Ver-
drängung durch eine veränderte, aufgedickte Profilgeometrie einfließen zu lassen. Da jedoch
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Abbildung 3.27: Die aus dem Stromfunktionsverfahren ermittelte Machzahlverteilung fließt
als Randbedingung in die Grenzschichtrechnung ein. Machzahlspitzen an der Vorderkante
sind zu glätten.

dadurch ebenso das C–Netz neu berechnet werden muß, ist dieser Ansatz nicht praktika-
bel. Erfolgversprechender ist es, die Verdrängungswirkung durch einen Massenaustritt aus
dem Profil zu simulieren. Aus der Definition der Stromfunktion und der Beziehung aus
Thiede (1977)

ρ v = −∂ψ
∂x

und v = u
∂δ1
∂x

(3.109)

ergibt sich

−1
ρ

∂ψ

∂x
= u

∂δ1
∂x

. (3.110)

Die Diskretisierung führt anschließend auf

ψi = ψi−1 −∆ψi mit ∆ψi = ρi · wi(δ1i − δ1i−1). (3.111)

Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 3.28 verdeutlicht. Die Stromlinien für ψ = const
an der Profiloberfläche werden um den Wert ∆ψ verschoben. Dieses führt zu einer, von
der Vorder– zur Hinterkante zunehmenden, Aufweitung des Profils.

3.4.5 Profilverluste

Zur qualitativen Bewertung von Profilen ist neben der Erfüllung der Umlenkaufgabe un-
ter Berücksichtigung konstruktiver, mechanischer Randbedingungen der induzierte Total-
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Abbildung 3.28: Die Verdrängungswirkung der Grenzschicht führt zu einer Verschiebung
der Stromlinien auf der Profilkontur.

druckverlust ω von entscheidener Bedeutung. Im Gegensatz zuRöper (1994) wird der Ver-
lust nicht über die sogenannte Lieblein–Korrelation, sondern direkt aus den Ergebnissen
des Grenzschichtverfahrens berechnet. Da das Stromfunktionsverfahren die reibungsfreie
und damit verlustfreie Strömung berechnet, kann nicht direkt auf die Totalgrößen der
verlustbehafteten Strömung zurückgegriffen werden. Zur Verlustbestimmung wird nach
Scholz (1965) ein Kontrollvolumen stromabwärts der Hinterkante des Profils definiert,
dessen Austrittsebene m einen ausgemischten Zustand des Fluids beschreibt. Zur Ermit-
telung des Totaldruckverlustes

ω =
pt,1 − pt,m
pt,1 − p1 (3.112)

werden die Bilanzgleichungen für das beschriebene Kontrollvolumen berechnet und der
Totaldruck pt,m in der Ebene m bestimmt. Mischungsverluste werden durch diese Vorge-
hensweise mitberücksichtigt. Wie in Abbildung 3.29 skizziert, erstreckt sich das Kontroll-
volumen, beginnend an der Hinterkante, über die gesamte Teilung t. Die Eintrittsebene
zwischen den Hinterkantenpunkten c und d läuft entlang einer Gitterlinie mit ξ = const,
wodurch eine Interpolation in Umfangsrichtung mit z = const vermieden wird. Die Ebe-
ne m ist in dieser Arbeit identisch mit dem rechten Rand des physikalischen Raumes
und kennzeichnet eine Position weit hinter dem Gitter, in der sich Gradienten in Um-
fangsrichtung ausgemischt haben. Der ausgemischte Zustand wird als Randbedingung des
Stromfunktionsverfahrens gefordert (vgl. Abschnitt 3.3.5).

Im ersten Schritt wird die Kontinuitätsgleichung∫
S

ρ�c d�s = 0 für d�s = (dsz, dsy) = (bdy,−bdz) (3.113)

für eine durch die Eckpunkte a, b, c und d aufgespannten Oberfläche S betrachtet. Infolge
der Periodizitätsbedingung in Umfangsrichtung reicht es für die weiteren Untersuchungen
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Abbildung 3.29: Zur Bestimmung der Profilverluste wird ein Kontrollvolumen mit den Eck-
punkten a, b, c, d definiert. Die Ebene m definiert einen ausgemischten Zustand des Fluids.
Im linken Bereich ist das Geschwindigkeitsprofil an der Hinterkante und die Differenz zur
Geschwindigkeit am Grenzschichtrand (Schraffur) vergrößert dargestellt.

aus, die Anteile der Seiten ab und cd zu betrachten, d.h.

b∫
a

bρ(czdy − cudz)
︸ ︷︷ ︸
bmρmcmt cosαm

+

d∫
c

bρ(czdy − cudz) = 0 . (3.114)

Aufgrund der Definition der Austrittsebene m kann mit dz = 0, cz = cm cosαm und
pm = const das Integral über ab, wie beschrieben, vereinfacht werden.

In ähnlicher Weise werden die Bilanzen für den Impuls in axialer und in Umfangsrichtung
gebildet. Aus

∫
S

(ρ�c d�s)�c+
∫
S

p d�s = 0 (3.115)
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folgt für die axiale Richtung

b∫
a

bρ cz(czdy − cudz) +
b∫

a

bpdy

︸ ︷︷ ︸
(ρmc2m cos

2 αm + pm)tbm

+

d∫
c

bρ cz(czdy − cudz) +
d∫
c

bpdy = 0 (3.116)

und für die Umfangsrichtung

b∫
a

bρ cu(czdy − cudz)−
b∫

a

bpdz

︸ ︷︷ ︸
bmρmc

2
mt sinαm cosαm

+

d∫
c

bρ cu(czdy − cudz)−
d∫
c

bpdz = 0 . (3.117)

Zusammenfassend ergeben sich durch die Einführung von

I1t =

c∫
d

bρ(czdy − cudz) (3.118)

I2t =

c∫
d

bρcz(czdy − cudz) +
c∫

d

bpdy (3.119)

I3t =

c∫
d

bρcu(czdy − cudz)−
c∫

d

bpdz (3.120)

die nachfolgenden Beziehungen

I1 = bmρmcm cosαm, I2 = I1cm cosαm + bmpm und I3 = I1cm sinαm .
(3.121)

Mit Tt = T + c2m/(2cp) und unter Berücksichtigung von Tt = const wegen der geforderten
Energieerhaltung sowie mit pm = RTmρm läßt sich die Geschwindigkeit in der Ebene des
ausgemischten Zustands des Fluids als

c2m = 2cp

(
Tt − pm

Rρm

)
(3.122)

beschreiben. Die Substitution der Dichte ρm und des Drucks pm aus den Gleichungen
(3.121) ergibt mit sin2 αm + cos2 αm = 1 schließlich

c2m = 2cp

{
Tt − 1

R

[
cm cosαm

(
I2
I1
− cm cosαm

)]}
und c2m =

(
I3
I1

)2

+ c2m cos
2 αm .

(3.123)
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Durch Einführung von q = cm cosαm lassen sich die Gleichungen (3.123) als

q2
(
1− 2cp

R

)
+ q
(
2cp
R
· I2
I1

)
+
(
I3
I1

)2

− 2cpTt = 0 (3.124)

formulieren. Nach einigen algebraischen Umformungen unter Berücksichtigung von cp/R =
κ/(κ− 1) läßt sich abschließend der gesuchte Term als

q =
κ

κ+ 1


I2I1 −

√√√√(I2
I1

)2

+
κ+ 1
κ

[
κ− 1
κ

(
I3
I1

)2

− 2RTt
]
 (3.125)

darstellen.

Zur Bestimmung der Integrale, der durch die Eckpunkte d und c aufgespannten Fläche, hat
sich aufgrund der fehlenden Geschwindigkeitsprofile der Grenzschicht der folgende Ansatz
als praktikabel erwiesen. Die Integration an den Integrationsgrenzen erfolgt mit den Ge-
schwindigkeiten14 am Grenzschichtrand �cδ. Wie in Abbildung 3.29 skizziert, wird die Diffe-
renz der Geschwindigkeitsanteile zum Geschwindigkeitsprofil der Grenzschicht (schraffierte
Fläche) subtrahiert. Da die Geschwindigkeitsprofile der turbulenten Grenzschicht im be-
schriebenen Verfahren nicht explizit berechnet werden, bietet es sich an, auf die Definitio-
nen in Gleichung (3.75) und (3.77) zurückzugreifen. Dichtegradienten in der Grenzschicht
werden dabei vernachlässigt. Da ebenfalls auch der Druck p in der Grenzschicht als kon-
stant vorausgesetzt wird, sind bei den Impulsbilanzen nur die geschwindigkeitsbehafteten
Terme zu berücksichtigen. Dieses führt damit auf die folgenden Beziehungen:

I1t =

c∫
d

{bρ(czdy − cudz)}δ −
δd∫
0

bρ(cδ − c)ds
︸ ︷︷ ︸

bδρδcδδ1 für Punkt d

−
δc∫
0

bρ(cδ − c)ds
︸ ︷︷ ︸

bδρδcδδ1 für Punkt c

(3.126)

I2t =

c∫
d

{bρ cz(czdy − cudz)}δ +
c∫

d

bpdy

−
δd∫
0

b
(
ρδc

2
δ cosαδ − ρc2 cosα

)
ds

︸ ︷︷ ︸
(bδρδc2δ cosαδ)(δ1 + δ2) für Punkt d

−
δc∫
0

b
(
ρδc

2
δ cosαδ − ρc2 cosα

)
ds

︸ ︷︷ ︸
(bδρδc2δ cosαδ)(δ1 + δ2) für Punkt c

(3.127)

14Die entsprechenden Terme sind mit {· · · }δ bezeichnet.
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I3t =

c∫
d

{bρ cu(czdy − cudz)}δ −
c∫

d

bpdz

−
δd∫
0

b
(
ρδc

2
δ sinαδ − ρc2 sinα

)
ds

︸ ︷︷ ︸
(bδρδc2δ sinαδ)(δ1 + δ2) für Punkt d

−
δc∫
0

b
(
ρδc

2
δ sinαδ − ρc2 sinα

)
ds

︸ ︷︷ ︸
(bδρδc2δ sinαδ)(δ1 + δ2) für Punkt c

. (3.128)

Die Berechnung des Totaldrucks pt,m der Ebene m läßt sich somit wie folgt zusammen-
fassen. Nachdem durch das Grenzschichtverfahren die Verdrängungs– und Impulsverlust-
dicken für die Ober– und Unterseite an der Hinterkante des Profils berechnet worden sind,
lassen sich die Integrale der Gleichungen (3.126) bis (3.128) bestimmen. In einem weiteren
Schritt ergibt sich die Größe q in Gleichung (3.125), aus der dann ρm, pm, Tm und damit
schließlich der Totaldruck pt,m folgt. Die Größen in der Eintrittsebene fließen als Randbe-
dingungen in das Stromfunktionsverfahren ein (vgl. Abschnitt 3.3.5) und sind damit als
bekannt vorausgesetzt.

Aufgrund von numerischen Ungenauigkeiten stellt sich bereits für δ1 = 0 und δ2 = 0 ein
Totaldruckverlust ωinviskos ein. Dieser ist von der reibungsbehafteten Lösung ωviskos zu
subtrahieren, d.h. ω = ωviskos − ωinviskos. Die Integration entlang der Seite cd setzt vor-
aus, daß im Bereich der Profilgrenzschichten sich die Größen der reibungsfreien Strömung
nicht ändern. Dieses trifft in der Regel für die numerische Lösung an der Hinterkante nicht
zu. Aus diesem Grund hat es sich fernerhin als vorteilhaft erwiesen, die Eintrittsebene
cd nicht direkt hinter der Profilhinterkante, sondern einige wenige Gitterpunkte strom-
abwärts zu definieren. Die Grenzschichtdicken werden dabei als konstant betrachtet. Für
eine verfeinerte Bestimmung des Totaldruckverlustes ist eine detaillierte Modellierung des
Nachlaufes nötig.

Zusätzlich zum durch die Profilgrenzschichten verursachten Totaldruckverlust wird der
Verlust ωd berechnet, der sich durch die Hinterkante des Profils mit einer Dicke d > 0
ergibt. Das betrachtete Kontrollvolumen ist in Abbildung 3.30 skizziert. Für die nachfol-
gende eindimensionale Betrachtung wird eine uniforme Strömung durch die Ebenenm und
m̄ unterstellt.
Aus der Kontinuitäts–, Impuls– und Energieerhaltung ergeben sich die Beziehungen

bmρmcm(t− d) = bm̄ρm̄cm̄t (3.129)

bm(ρmc2m(t− d) + pm(t− d) + p̃md) = bm̄(ρm̄c2m̄t+ pm̄t) (3.130)

cpTm + c2m/2 = cpTm̄ + cm̄/2 , (3.131)

wobei der Druck p̃m = (pa+pb)/2 sich aus dem Mittelwert der Einzeldrücke auf der Saug–
und Druckseite an der Hinterkante zusammensetzt. Durch die bekannten Größen

Ī1 = bmρmcm(1− d/t) und Ī2 = bm(ρmc2m(1− d/t) + pm(1− d/t) + p̃md/t) (3.132)



3.5 Nachrechnung 77

d

b

a

m

mccm

z

y

m

t

d

Abbildung 3.30: Zur Bestimmung des zusätzlichen Totaldruckverlustes durch die Hinter-
kante mit der Dicke d wird ein Kontrollvolumen, begrenzt durch die Ebenen m und m̄,
definiert. Im linken Bereich ist die Hinterkante vergrößert dargestellt.

analog zur Vorgehensweise der Gleichungen (3.122) bis (3.125) folgt

cm̄ =
κ

κ+ 1


 Ī2Ī1 −

√(
Ī2
Ī1

)2

− κ+ 1
κ
2RTt


 . (3.133)

Aus der Geschwindigkeit der Ebene m̄ und mit Ī1 = bm̄ρm̄cm̄ sowie Ī2 = bm̄(ρm̄c2m̄ + pm̄)
läßt sich abschließend der Totaldruckverlust, verursacht durch die Profilhinterkante,

ωd =
pt,m − pt,m̄
pt,1 − p1 (3.134)

bestimmen und zum bisherigen Verlust ω addieren.

3.5 Nachrechnung

Zur Überprüfung des hier vorgestellten Stromfunktionsverfahrens auf S1–Flächen mit dem
gekoppelten Grenzschichtverfahren werden exemplarisch zwei ebene Verdichtergitter nach-
gerechnet und experimentellen Ergebnissen aus der Literatur gegenübergestellt.

3.5.1 Verdichterprofil FVV–V1

Zuerst wird die Strömung des ebenen Versuchsgitters FVV-V1 berechnet und mit den
experimentellen Daten vonWatzlawick (1991) verglichen.

Nachfolgend sind die geometrischen und aerodynamischen bzw. thermodynamischen Rand-
bedingungen und Auslegungsdaten zusammengefaßt.
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Abbildung 3.31: Das Rechengitter besteht aus 109× 21 Gitterknoten.

Zuström–Machzahl Ma1 0.67
Zuström–Reynoldszahl Re1 450000

Zuströmwinkel α1 39◦ (42◦)
Abströmwinkel α2 6◦

Sehnenlänge l 0.060 m
Teilungsverhältnis t/l 0.55

Totaldruck pt,1 65500 Nm−2

Totaltemperatur Tt,1 313.15 K
Turbulenzgrad Tu 4%

Der Zuströmwinkel α1 ist in den experimentellen Untersuchungen nicht direkt gemes-
sen, sondern aus dem Einbauwinkel des Versuchsgitters ermittelt worden. Hildebrandt
(1998) hat numerisch einen Winkel α1 = 39◦ berechnet, der vom Auslegungszuströmwin-
kel (42◦) um 3◦ abweicht.

In den Abbildungen 3.31 bis 3.33 sind die Ergebnisse des Stromfunktionsverfahrens darge-
stellt. Die Machzahlverteilung des Profils wird dem Experiment angemessen wiedergege-
ben. Der berechnete Totaldruckverlust beträgt ω = 1.99%.Watzlawick (1991) gibt den
experimentell ermittelten Verlust mit ω = 3.9% an.
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Abbildung 3.32: Die berechnete Machzahlverteilung zeigt eine gute Übereinstimmung mit
den experimentellen Ergebnissen von Watzlawick (1991).
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Abbildung 3.33: Die Verteilung des Formfaktors h12i zeigt einen laminar–turbulenten Um-
schlagpunkt auf der Saugseite bei ca. 40% der Sehnenlänge.
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Abbildung 3.34: Der Strömungsraum wird mit 109× 21 Gitterknoten aufgelöst.

3.5.2 Verdichterprofil MAN–GHH–1–S1

Als weiteres Beispiel zur Überprüfung der Leistungsfähigkeit der in dieser Arbeit entwickel-
ten und implementierten Methoden wird das von Steinert et al. (1991) untersuchte
Profil herangezogen. Die aerodynamischen Randbedingungen zeigt nachfolgende Tabelle:

Zuström–Machzahl Ma1 0.618
Zuström–Reynoldszahl Re1 841000

Zuströmwinkel α1 47◦

Abströmwinkel α2 20.6◦

Sehnenlänge l 0.070 m
Teilungsverhältnis t/l 0.68

Totaldruck pt,1 101325 Nm−2

Totaltemperatur Tt,1 287.15 K
Turbulenzgrad Tu 1.5%

In den Abbildungen 3.34 bis 3.36 sind einige Ergebnisse dargestellt. Es zeigt sich, daß eine
gute Übereinstimmung mit dem in dieser Arbeit entwickelten Stromfunktionsverfahren
erzielt wird. Der berechnete Totaldruckverlust ergibt sich zu ω = 1.43% und ist damit
etwas niedriger als der von Steinert et al. (1991) angegebene Wert ω = 1.86% im
Auslegungspunkt.
Der Vergleich der Nachrechnungen mit den experimentellen Ergebnissen zeigt, daß das
Stromfunktionsverfahren zusammen mit dem Grenzschichtverfahren zur aerodynamischen
Bewertung zweidimensionaler Profile hinreichend gut geeignet ist.
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Abbildung 3.35: Die berechnete Machzahlverteilung zeigt eine gute Übereinstimmung mit
den Resultaten des Experimentes von Steinert et al. (1991).
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Abbildung 3.36: Der laminar–turbulente Umschlag findet bei x/l = 0.4 statt und stimmt
mit dem Ergebnissen des Rechenverfahrens von Steinert et al. (1991) sehr gut überein.
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Kapitel 4

Approximation mit neuronalen
Netzen

Nachfolgend wird ein Verfahren mit neuronalen Netzen beschrieben, welches durch Einga-
be von geometrischen und aerodynamischen Randbedingungen in der Lage ist, eine ent-
sprechende Profilgeometrie vorzuschlagen. Zusätzlich werden weitere Eigenschaften dieses
Profils vorhergesagt. Der dargestellte Ansatz dient zum schnellen Profilentwurf und als
verbesserte Möglichkeit zur Bestimmung einer Startgeometrie in einer sich anschließenden
Optimierung.

4.1 Einführung

Zum besseren Verständnis künstlicher neuronaler Netze soll an dieser Stelle das biologische
Vorbild kurz beschrieben werden. Das Nervensystem läßt sich in zwei Teile untergliedern.
Das periphere Nervensystem dient zur Steuerung der inneren Organe und der Skelettmus-
keln sowie zur Wahrnehmung durch die Sinneszellen. Gehirn und Rückenmark bilden das
Zentralnervensystem. Im Großhirn sind sogenannte Assoziationsfelder zu finden, die In-
formationen anderer Gehirnregionen miteinander verknüpfen. Insbesondere gehören hierzu
das Gedächtnis und die Lernfähigkeit. Neben der hormonalen Steuerung ist des Nerven-
system das zweite Steuerungssystem im Körper des Menschen.

Funktional setzt sich das Nervensystem aus dem Zusammenspiel von Verbänden von Ner-
venzellen (oder Neuronen) zusammen. Trotz der unterschiedlichen Funktionsweisen und
Aufgaben lassen sich die Neuronen auf eine, wie in Abbildung 4.1 skizziert, grundlegen-
de Struktur zurückführen. Neuronen bestehen aus einem Zellkörper und verschiedenen
Fortsätzen. Diese lassen sich in den Neurit (oder Axon) und in die Dendriten unterschei-
den. Die Dendriten empfangen die Ausgangssignale anderer Neuronen und leiten die Sum-
mation an den Zellkörper weiter. Wird hier ein Schwellenwert überschritten, dann feuert
das Neuron, d.h. das Signal wird an das Axon weitergeleitet. Die Signalübertragung zwi-
schen zwei Neuronen erfolgt über sogenannte Synapsen zwischen Dendrit und Neurit, die
hemmend oder erregend wirken können (vgl. auch Knodel und Bayrhuber (1985)).
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Kern mit Kernkörperchen

Dendrit

Nissl-Substanz

Neurofibrille

Ursprungskegel

Neurit

Abbildung 4.1: Das Zytoplasma eines menschlichen Neurons enthält die Nissl–Substanz zur
Energieversorgung und Eiweißbildung, die im Gegensatz zum Neurit auch in den Dendriten
zu finden ist. Neurofibrillen durchziehen die gesamte Zelle und ihre Fortsätze (adaptiert
nach Faller (1988)). Ein Mensch besitzt mehr als 1010 solcher Neuronen.

4.2 Künstliche neuronale Netze

Wie bereits in Kapitel 1 dargestellt, ist die Motivation des Konnektionismus, Intelligenz
durch eine rechneradäquate Nachbildung des (menschlichen) Gehirns zu erhalten. Obwohl
die in den fünfziger Jahren hochgesteckten Ziele zum Bau intelligenter Maschinen in keinem
Fall auch nur annähernd erreicht worden sind, bilden künstliche neuronale Netze eine
wichtige Möglichkeit, um nichtlineare Zusammenhänge herzustellen. Insbesondere ist ihre
Lernfähigkeit hervorzuheben.

4.2.1 Abbildung neuronaler Netze

Künstliche neuronale Netze stellen den Versuch dar, die Struktur und die Eigenschaften
des biologischen Vorbilds in eine formale, berechenbare Form abzubilden. Abstrakt läßt
sich ein neuronales Netz als black box betrachten, welches eine n–stellige Eingabe in eine
m–stellige Ausgabe überführt. Insbesondere sind künstliche neuronale Netze in der Lage,
nichtlineare Zusammenhänge abzubilden.

Abbildung 4.2 zeigt beispielhaft ein dreistufiges neuronales Netz. Mathematisch betrach-
tet, beschreibt die Netztopologie einen gerichteten und gewichteten Graphen aus Knoten
(Neuronen) und Kanten (Verbindungen zweier Neuronen). Die einzelnen Neuronen lassen
sich in einzelnen Ebenen anordnen, die in die Ein– und Ausgabeschicht sowie eine belie-
bige Anzahl von (versteckten) Zwischenschichten eingeteilt werden. Für das hier beschrie-
bene Approximationsproblem werden nur vorwärtsgerichtete Netze ohne Rückkopplung
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Abbildung 4.2: Modell eines dreistufigen neuronalen Netzes mit 1–3–3–1 Topologie.

betrachtet (azyklischer Graph). Analog zum biologischen Vorbild wird ein Neuron durch
eine Eingabe aktiviert und gibt anschließend eine Ausgabe an die entsprechenden Neuro-
nen nachfolgender Schichten weiter (Propagierung).

Der Aktivierungszustand aj einer Zelle j berechnet sich aus der Netzeingabe netj und
einem Schwellenwert θj , der sich hemmend auf die Eingabe auswirkt:

aj = fact(netj − θj) . (4.1)

Gebräuchliche Aktivierungsfunktionen sind u.a. Tangens Hyperbolicus und (binäre) Schwel-
lenwertfunktionen. Für die hier beschriebene Anwendung wird die logistische Funktion
verwendet, d.h.

fact(x) = 1/(1 + e−x) . (4.2)

Die Propagierungsfunktion netj einer Zelle j setzt sich aus der Summe der mit wij ge-
wichteten Ausgaben oi einer Zelle i zusammen:

netj =
mj−1∑
i=0

wij oi , (4.3)

wobei mj die Anzahl der eingehenden Verbindungen einer Zelle j bezeichnet. Das Gewicht
wij der Verbindung zweier Neuronen i und j ist zuvor durch ein Lernverfahren (siehe
Abschnitt 4.2.2) zu bestimmen. Positive Gewichte wirken erregend, negative Gewichte
hemmend.

Die Propagierung der Informationen erfolgt asynchron entsprechend einer topologischen
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Ordnung von den Eingabeneuronen über die versteckten Schichten zu den Ausgabezellen.
Neuronen einer Schicht arbeiten somit (quasi–) parallel.

Die Ausgabe oi eines Neurons ist eine Funktion des Aktivierungszustandes, d.h.

oi = fout(ai) . (4.4)

In den folgenden Beispielen wird die Identität als Ausgabefunktion fout gewählt.

4.2.2 Lernverfahren

Bevor ein neuronales Netz eingesetzt werden kann, muß es zuvor trainiert werden, d.h. das
Netz muß eine bestimmte Aufgabe lernen. Hierzu werden die einzelnen Gewichte wij so-
lange verändert, bis der Fehler bei einer vorgegebenen Menge von Trainingsdaten (Muster)
minimal wird. Ein Muster besteht aus einem Eingabe– und entsprechenden Ausgabevek-
tor. Der Fehler für ein Muster p in der Ausgangsschicht mit n Neuronen wird als

E =
1
2

n−1∑
i=0

(ti − oi)2 (4.5)

definiert, wobei ti die gewünschte und oi die nach Gleichung (4.4) berechnete tatsächliche
Ausgabe ist. Die Aktualisierung

wij(t+ 1) = wij(t) + ∆wij(t) (4.6)

der Gewichte kann nach jedem einzelnen Muster (online) oder nach einer Epoche (offline),
d.i. die Gesamtheit aller Muster, erfolgen. Dieser Vorgang wird solange wiederholt, bis ei-
ne vorgegebene Anzahl von Iterationen erreicht wird oder keine signifikante Veränderung
mehr eintritt.
Dieser Algorithmus, bei dem versucht wird, das neuronale Netz so zu trainieren, daß dieses
zu vorgegebenen Eingabemustern die entsprechenden Ausgabemuster approximiert, wird
als überwachtes Lernen bezeichnet.

Als Ansatz zur Bestimmung der ∆wij wird eine zur Ableitung der Fehlerfunktion propor-
tionale Änderung durch

∆wij(t) = −η ∂E
∂wij

(4.7)

= −η ∂E

∂netj

∂netj
∂wij

(4.8)

= −η ∂E

∂netj
oi(t) (4.9)

gewählt. Der Proportionalitätsfaktor η wird als Lernrate bezeichnet. Durch Anwendung
der Kettenregel ergibt sich dann:

− ∂E

∂netj
= −∂E

∂oj

∂oj
∂netj

(4.10)

= −∂E
∂oj

f ′act(netj) . (4.11)
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Die Ableitung der Fehlerfunktion E in Gleichung (4.11) berechnet sich für ein Neuron j
der Ausgangsschicht zu

−∂E
∂oj

= tj − oj . (4.12)

Da für die Neuronen der verdeckten Schichten keine Trainingsdaten vorliegen, wird die Be-
rechnung auf die Modifikationen bereits berechneter Ebenen zurückgeführt. Für Neuronen
der verdeckte Schicht ergibt sich somit:

−∂E
∂oj

=
∑
k

δkwjk mit δk = − ∂E

∂netk
. (4.13)

Wird die logistische Funktion (vgl. Gleichung (4.2)) als Aktivierungsfunktion gewählt,
lassen sich die Gleichungen (4.11) – (4.13) zu

∆wij(t) = ηoi(t)δj (4.14)

mit

δj =



oj(1− oj)(tj − oj) falls j Ausgabezelle

oj(1− oj)
∑
k

δkwjk ansonsten (4.15)

zusammenfassen.

Das Training erfolgt also in zwei Schritten. Im ersten, vorwärtsgerichteten Schritt wird
ein Muster durch die Aktivierung der Neuronen von der Eingabe– zur Ausgabeschicht
propagiert. Im zweiten, rückwärtsgerichteten Schritt werden nun die Gewichte entspre-
chend der Gleichungen (4.6) und (4.14) angepaßt. Dieses Lernverfahren wird daher auch
als (Online–) Backpropagation bezeichnet und ist das am häufigsten eingesetzte Verfahren
für vorwärtsgerichtete Netze.

Wie jedes andere Gradientenabstiegsverfahren besitzt auch der Backpropagation–Algo-
rithmus unterschiedliche Probleme bei der Suche nach dem globalen Minimum der Fehler-
funktion E. Zum einen kann es passieren, daß dieser in einem lokalen Minimum verweilt
oder in flachen Ebenen stagniert. Ferner können Oszillationen in steilen Schluchten auf-
treten.

Eine Modifikation durch die Berücksichtigung vergangener Gewichtsveränderungen führt
auf das Backpropagation mit Momentum–Term:

∆wij(t+ 1) = ηoi(t)δj + α∆wij(t) . (4.16)

Große Gewichte erschweren die Minimierung der Fehlerfunktion E. Damit keine zu großen
Gewichte zugelassen werden, wird ein Strafterm mittels

∆wij(t+ 1) = ηoi(t)δj − d wij(t) (4.17)
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eingeführt (Weight Decay).

Eine andere, adaptive Methode verwendet statt der Ableitungen der Fehlerfunktion nur
das Vorzeichen und wird als Resilient Backpropagation bezeichnet:

∆wij(t) =



−∆ij(t) falls

∂Ē(t)
∂wij

> 0

+∆ij(t) falls
∂Ē(t)
∂wij

< 0

0 ansonsten

, (4.18)

wobei Ē die Summe der Fehler über alle Muster ist. Im Gegensatz zu den beiden ersterwähn-
ten gehört dieser Algorithmus daher zur Klasse der offline–Verfahren. Befindet man sich
auf dem ansteigenden Ast der partiellen Ableitung, wird das Gewicht wij(t) verringert, im
anderen Fall vergrößert. In einem zweiten Schritt wird nun die eigentliche Größe ∆ij(t)
der Gewichtsveränderung berechnet:

∆ij(t) =



η+∆ij(t− 1) falls

∂Ē(t)
∂wij

∂Ē(t− 1)
∂wij

> 0

η−∆ij(t− 1) falls
∂Ē(t)
∂wij

∂Ē(t− 1)
∂wij

< 0

∆ij(t− 1) ansonsten

(4.19)

mit

0 < η− < 1 < η+ . (4.20)

Falls kein Vorzeichenwechsel der partiellen Ableitung stattgefunden hat, wird zur Beschleu-
nigung der Konvergenz die Schrittweite mit η+ vergrößert (Fall 1). Im zweiten Fall war
die letzte Schrittweite zu groß und führte dazu, daß das lokale Minimum übersprungen
worden ist. Daher wird die Schrittweite verringert. Damit im darauffolgenden Schritt t+1
keine Anpassung erfolgt (Fall 3), wird zusätzlich die Ableitung durch ∂Ē(t)/∂wij = 0 zu
null gesetzt. Häufige Werte für die beiden Lernfaktoren sind: η− = 0.5 bzw. η+ = 1.2.

In den meisten Fällen ist eine Skalierung der Trainingsdaten sinnvoll und notwendig. Ins-
besondere die Ausgabevektoren sind an den Wertebereich der Aktivierungsfunktion bzw.
Ausgabefunktion anzupassen. Durch

x∗ = a∗ +
(x− a)
(b− a) · (b

∗ − a∗) (4.21)

wird ein Wert x ∈ [a, b] in x∗ ∈ [a∗, b∗] überführt. Da im folgenden die logistische Akti-
vierungsfunktion verwendet wird, ist daher a∗ = 0 und b∗ = 1 zu wählen. Versuche haben
gezeigt, daß eine wesentlich schnellere Konvergenz durch eine Skalierung auf das Inter-
vall [0.1, 0.9] erreicht wird. Dieses Phänomen ist auf den Backpropagation–Algorithmus
zurückzuführen, der die Ableitung f ′act zur Berechnung der ∆wij verwendet. Aufgrund der
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flachen Steigungen an den Rändern des Wertebereichs von [0, 1] benötigen daher Anpas-
sungen der Gewichte wij mehr Iterationsschritte. Für die Eingangsneuronen bietet sich
eine Skalierung der Werte um null an, z.B. [−1,+1]. Interessanterweise stellten sich bei
einigen Versuchen in dieser Arbeit Oszillationen ein, die durch eine Skalierung auf [0.1, 0.9]
vermieden werden konnten.

Eine ausführliche Diskussion zu neuronalen Netzen und Lernverfahren ist u.a. in Rojas
(1996) und Zell (1997) zu finden. Einen kompletten, historischen Überblick über die
Enwicklung, Anwendung und Forschung von neuronalen Netzen wird in den Werken von
Anderson und Rosenfeld (1988) bzw. Anderson et al. (1995) gegeben.

4.3 Stuttgarter Neuronale Netze Simulator (SNNS)

Zum Aufbau von künstlichen neuronalen Netzen wird in dieser Arbeit der Stuttgarter
Neuronale Netze Simulator (SNNS) verwendet, der in den neunziger Jahren von einer
Arbeitsgruppe um Zell (1997) an der Universität Stuttgart entwickelt worden ist. Nach
einem Wechsel an die Universität in Tübingen wird der Simulator weiterhin betreut und
entwickelt1.

Der Simulator dient zum Erzeugen, Trainieren, Analysieren sowie zur Visualisierung von
neuronalen Netzen. Hierzu stehen eine Vielzahl von Netzwerktopologien und Lernverfahren
zur Verfügung. In Abbildung 4.3 ist die Architektur schematisch dargestellt. Der Simulator
besteht im wesentlichen aus zwei Komponenten, dem Kern und der graphischen Bedien-
schnittstelle, und diversen Hilfswerkzeugen. Der Simulatorkern gliedert sich in drei Teile.
Dieser verwendet eine eigene Speicherverwaltung, um effizient neuronale Netze aufzubau-
en. Durch die Verwendung von dynamischen Feldern ist die Größe der Topologie nur durch
den Hauptspeicher des verwendeten Rechners begrenzt. Eine mittlere Ebene enthält die
diversen Netzwerkfunktionen, u.a. Initialisierungs– und Aktivierungsfunktionen sowie die
verschiedenen Lernverfahren, die durch benutzerdefinierte Methoden erweitert und ange-
paßt werden können. In der oberen Ebene sind zwei Schnittstellen definiert. Zum einen
läßt sich die interne Netztopologie in ein ASCII–Format schreiben und lesen und bietet
somit einen Austausch mit anderen Programmen. Zum anderen existiert eine Schnittstelle
zur Unterstützung der graphischen Benutzerinteraktion. Die graphische Bedienoberfläche
xgui, zunächst für das X–Windows System unter UNIX entwickelt und inzwischen auf
Microsoft Windows Varianten portiert, enthält neben einem Editor zum interaktiven Ent-
wurf eine Reihe von Möglichkeiten zum Einstellen von Trainingsparametern, einen zwei–
und dreidimensionalen Betrachtungsmodus sowie graphische Ausgaben von Konvergenz–
und Fehlerverläufen.

Eine wichtige Möglichkeit ist es, einmal trainierte neuronale Netze als C–Funktion zu ex-
portieren und somit diese, völlig losgelöst vom Simulator und SNNS zugehörigen Funkti-
onsbibliotheken, in eigenen Programmen weiterzuverwenden. Die in einem ASCII–Format

1Eine frühe Version gewann den Deutschen Hochschul–Software–Preis. Eine 1993 durchgeführte
Schätzung ergab eine Installation von wenigstens 1000 Installationen weltweit. Die z.Zt. aktuelle Versi-
on ist 4.2. Die Benutzung für nicht kommerzielle Forschungsvorhaben ist frei.



90 Approximation mit neuronalen Netzen

batchman

snns2c

main()

Skript

benutzerdefinierte
Aktivierungsfunktionen Aktivierungs-

funktionen

SNNS Speicherverwaltung

Datei-Schnittstelle GUI-Schnittstelle

Lernverfahren

Netzwerkfunktionen

benutzerdefinierte
Lernverfahren

Graphische Bedienschnittstelle

xgui

interne Netztopologie

ASCII Netztopologie

UNIX Speicherverwaltung

Abbildung 4.3: Die Architektur des Stuttgart Neuronale Netze Simulator gliedert sich in
mehrere Komponenten und zusätzliche Hilfswerkzeuge (adaptiert nach SNNS (1998)).

vorliegende Netztopologie wird durch das Programm snns2c in eine einzige C–Funktion
übersetzt. Der Funktion wird der Eingabevektor übergeben, durch das Netzwerk propa-
giert und dann der so berechnete Ausgabevektor an den Benutzer zurückgegeben.

Ein weiteres nützliches Werkzeug ist batchman, das es ermöglicht, komplizierte und lang-
wierige Lernzyklen durch in einer Skriptsprache definierte Anweisungen ohne die Verwen-
dung der graphischen Bedienschnittstelle durchzuführen. Dieses eignet sich insbesondere
zur Untersuchung von Lernparametervariationen.

Zur Überprüfung der Eigenschaften des neuronalen Netzsimulators SNNS sowie zum Ver-
gleich des Einflusses der Parameter der verschiedenen Lernverfahren und der Netzarchi-
tektur ist von Uelschen et al. (1999) der Einsatz neuronaler Netze bei der Strömungs-
messung mit Fünfloch–Drucksonden untersucht worden.
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Abbildung 4.4: Das neuronale Netz bildet den Zusammenhang zwischen Aerodynamik und
Geometrie ab. Der Geometriegenerator erzeugt Profile in Form periodischer B–Splines.

4.4 Profilentwurf

In Abbildung 4.4 ist das in dieser Arbeit entwickelte und nachfolgend beschriebene Ver-
fahren zum Profilentwurf mit neuronalen Netzen schematisch dargestellt. Die Motivation
für diesen Ansatz ist es, eine schnelle Methode zur Verfügung zu haben, die ohne auf-
wendige Strömungsberechnungen Profilkonturen erzeugt, die vorher definierten Anforde-
rungen hinreichend genügen. Geometrische (z.B. maximale Dicke) und aerodynamische
(z.B. Zuströmwinkel) Randbedingungen bilden die Eingabe für das neuronale Netz. Nach
der Propagierung des Eingabevektors durch das zuvor trainierte Netz werden zum einen
geometrische Profilparameter ausgegeben, zum anderen werden weitere anzunehmende
aerodynamische Eigenschaften (z.B. Grenzschichtbelastung) des entsprechenden Profils
vorhergesagt.
Zur Beschreibung der Profilgeometrie durch das neuronale Netz wird auf eine direkte For-
mulierung mit B–Spline–Funktionen verzichtet. Zur Reduzierung der Freiheitsgrade wird
statt dessen eine Geometriesystematik mit 6 Parametern eingeführt, aus der ein Geometrie-
generator eine B–Spline–Funktion nach dem in Abschnitt 2.2.3 beschriebenen Verfahren
der direkten Berechnung der Kontrollpunkte erzeugt. Über zusätzliche Systemparameter
kann der Geometriegenerator konfiguriert werden.
Durch diese Trennung sind die Designparameter des B–Splines (Grad, Kontrollpunkte,
Knotenvektor) unabhängig von der Architektur, insbesondere von der Ausgabeschicht des
neuronalen Netzes. Bei einer direkten Ausgabe ist die Anzahl der Parameter nicht vari-
ierbar, da die Architektur für ein trainiertes Netz festgelegt und nicht nachträglich modi-
fizierbar ist.
Ein weiterer Vorteil ist es, daß durch diesen Ansatz gewährleistet ist, daß auf jeden Fall
glatte B–Spline–Profile generiert werden. Der Geometriegenerator stellt eine geeignete Pa-
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rametrisierung des Knotenvektors t sicher, so daß keine selbstschneidenden oder sonstige
unerwünschte B–Spline–Kurven produziert werden. Die entwickelte Geometriesystematik
ist speziell für Verdichterprofile ausgelegt. Eine Übertragung auf Turbinenprofile ist jedoch
ohne Einschränkungen möglich.

Der in Abschnitt 2.2.3 beschriebene Geometriegenerator ist um die Komponente muoracle
erweitert worden, welches die Koppelung zum neuronalen Netz für den Benutzer trans-
parent implementiert. Durch die Eingabe der aerodynamischen und geometrischen Rand-
bedingungen sowie einiger Systemparameter steht somit ”auf Knopfdruck“ eine entspre-
chende Profilgeometrie zur Verfügung.

Neuronale Netze werden in zweierlei Hinsicht beim Entwurf von Turbomaschinen einge-
setzt. Einerseits läßt sich durch Vorgabe gewisser Anforderungen eine zugehörige Geome-
trie des Schaufelprofils mit neuronalen Netzen realisieren. So beschreibt Pfeil (1994) ein
Verfahren zur Approximation von Turbinenprofilen mit neuronalen Netzen. Im Gegensatz
zum Verfahren dieser Arbeit werden jedoch nur Parameter zur geometrischen Definition
des Profils durch das neuronale Netz bestimmt; eine Vorhersage zusätzlicher aerodyna-
mischer Eigenschaften, z.B. der Grenzschicht, erfolgt nicht. Auch ist die Trainingsmenge,
Profile einer Niederdruckturbine von der MTU München, eher gering, so daß nur ein sehr
geringer Bereich des Parameterraums abgebildet werden konnte.

Andererseits lassen sich neuronale Netze als Module, sogenannte black boxes, in einem
übergeordnetem Verfahren, zum Beispiel innerhalb einer Optimierungsstrategie, einset-
zen. So läßt sich die i.allg. sehr zeitaufwendige Strömungsberechnung stark reduzieren.
Aerodynamische Eigenschaften der Profile werden auf einige Kennzahlen oder Verteilun-
gen reduziert und durch das neuronale Netz approximiert. Diesen Ansatz verfolgen u.a.
Pierret und Van den Braembussche (1999), die die Geschwindigkeitsverteilung für
je 20 Stützstellen auf der Saug- und Druckseite vorhersagen. Keppler (1998) setzt neu-
ronale Netze ein, um das Betriebsverhalten kompletter stationärer Gasturbinen von Sie-
mens/KWU in Kraftwerken abzubilden. Ein zweistufiges Netz wird zur Approximation
von Umwelt– und Lastanforderungen auf der einen und von Verbrauchsparametern sowie
Abgaswerten auf der anderen Seite verwendet. Lo und Shi (1992) verwenden neuronale
Netze zur Klassifikation von Betriebszuständen und zur Detektion von Instabilitäten bei
Verdichtern. Vergleichbar der Auslegung von Turbomaschinen ist der Ansatz von Green-
man (1998), der ein Verfahren zur Prognose von Auftriebskräften an Tragflügeln eines
Flugzeugs vorstellt. Sanz (1999) entwickelt ein System mit neuronalen Netzen für den
indirekten Entwurf von Profilen.

4.4.1 Netzarchitektur

Bevor auf die Ein– und Ausgabeschicht des neuronalen Netzes eingegangen wird, soll die im
folgenden verwendete Geometriesystematik beschrieben werden. Der prinzipiell mögliche
Freiraum zur Beschreibung wird zwar mit diesem Verfahren eingeschränkt, aber nur durch
die Reduzierung der die Geometrie beschreibenden Parameter ist ein effizientes Trainieren
des neuronalen Netzes möglich.
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Abbildung 4.5: Die Skizze zeigt die Konstruktion der im folgenden verwendeten Dicken–
und Wölbungsverteilung. Die an der x–Achse gespiegelte Cosinus Hyperbolicus Funktion
wird um den Winkel φ gedreht.

Geometriesystematik

Bei der Beschreibung einer Kontur wird die übliche Komposition einer Wölbungslinie mit
einer Dickenverteilung verwendet. Bei der mathematischen Formulierung handelt es sich
im wesentlichen um eine auf die Ordinate gedrehte und gespiegelte Cosinus Hyperbolicus
Funktion, die für t ∈ [0, 1] durch

fx(t) = t cosφ− (cosh(at)− 1) sinφ und fy(t) = −t sinφ− (cosh(at)− 1) cosφ (4.22)

gegeben ist. Der Drehwinkel ergibt sich zu φ = − arctan(cosh(a) − 1 + dmin), wobei dmin

ein vorgegebener Versatz an der Stelle mit t = 1 ist. Dadurch läßt sich eine endliche Dicke
an der Hinterkante gewährleisten. In Abbildung 4.5 ist dieser Zusammenhang skizziert.
Für die verwendete Wölbungslinie wird dmin = 0 angenommen.

Die weiteren Umformungen dienen zur Skalierung der Funktion, um diese an eigene Anfor-
derungen (z.B. Sehnenlänge, Dicke) anzupassen. Durch die Einführung einer Hilfsfunktion
h wird fy auf 1 normiert und mit einer Geraden überlagert:

h(t) =
fy(t)
fy(t̂)

+ t · dmin für t̂ =
1
a
arsinh

(
−tanφ

a

)
. (4.23)
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Abbildung 4.6: Beispiel einer Verdichterschaufel mit den Parametern aw = 1.6 und
dmax,w/l = 0.071 für die Wölbungslinie sowie ad = 2.0 und dmax,d/l = 0.06 für die Dicken-
verteilung, einem Staffelungswinkel β = 26◦ und einer Sehnenlänge l = 0.046 m.

Für die x–Richtung ergibt sich ein Skalierungsfaktor mit s = 1/
√
1 + (cosh(a)− 1 + dmin)2.

Für die Dicken– bzw. Wölbungsverteilung folgt daraus:

x(t) = s · fx(t) und y(t) = dmax · h(t)
h(t̄)

(4.24)

für

t̄ =
1
a
arsinh

(− tanφ+ dmin · fy(t̂)
a

)
. (4.25)

Für die Berechnung von y(t) für einen gegebenen Wert x ist mit einem Iterationsverfahren,
z.B. Newton–Verfahren, zuerst der zugehörige Parameter t zu bestimmen.

Somit sind für die Profilkontur je zwei Parameter (a und dmax) für die Dicken– und
Wölbungsverteilung und zusätzlich ein Staffelungswinkel β und die Sehnenlänge l not-
wendig. Zur Unterscheidung wird im nachfolgenden die Schreibweise aw bzw. ad und die
auf die Sehnenlänge bezogene Dickenparameter dmax,w/l bzw. dmax,d/l für die Wölbungs–
bzw. Dickenverteilung eingeführt. In Abbildung 4.6 ist dieser Zusammenhang graphisch
aufbereitet.
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Eingabeschicht

Die Neuronen der Eingabeschicht definieren die aerodynamischen und geometrischen Rand-
bedingungen für ein gewünschtes Profil. Neben den Zuström– und Abströmbedingungen
kann eine Machzahlverteilung der Saugseite anhand dreier Parameter vorgegeben werden.
Die Eingabeschicht besteht im einzelnen aus den folgenden Neuronen (vgl. Abbildung 4.8):

Zuström– und Abströmbedingungen Durch die Spezifizierung der Zuströmmachzahl
Ma1 (Neuron 0, Mach) und der beiden Winkel α1 (Neuron 1, Inlet) und α2 (Neu-
ron 2, Outlet) werden entscheidene Parameter für die geforderte Profilumlenkung
festgelegt.

Machzahlverteilung Die gewünschte, auf das Maximum Mamax normierte, Machzahl-
verteilung der Saugseite wird, wie in Abbildung 4.7 skizziert, anhand dreier Pa-
rameter beschrieben. Die Festlegung der chordalen Position x∗Ma,max = xMa,max/l
(Neuron 3,Position) wird durch die Angabe von Ma1/3 (Neuron 4, Mach@33% und
Ma2/3 (Neuron 5, Mach@67% ) ergänzt, wobei x∗1/3 = 0.33+0.67x

∗
Ma,max und x

∗
2/3 =

0.67 + 0.33x∗Ma,max gilt.

Geometrische Vorgaben Durch die Angabe der maximalen Dicke dmax/l (Neuron 6,
Thickness), der axialen Breite lax (Neuron 7, Axiallength) und des Teilungsverhält-
nisses t/l (Neuron 8, Pitch/Chord) werden geometrische Restriktionen gefordert.

Ausgabeschicht

Die Ausgabeschicht enthält die Parameter für den Geometriegenerator entsprechend der
beschriebenen Geometriesystematik und die prognostiziertenWerte für die maximale Mach-
zahl sowie die Grenzschichtbelastung an zwei ausgewählten Punkten der Saugseite. Die 9
Neuronen sind im einzelnen:

Geometrieparameter Für die Wölbungslinie und die Dickenverteilung werden durch die
Parameter aw (Neuron 0, Geometry 0 ) und dmax,w/l (Neuron 1, Geometry 1 ) bzw.
ad (Neuron 2, Geometry 2 ) und dmax,d/l (Neuron 3, Geometry 3 ) beschrieben. Das
Profil ist um den Winkel β (Neuron 4, Stagger) zu drehen und auf eine Sehnenlänge
l (Neuron 6, Chordlength) zu skalieren.

Aerodynamische Eigenschaften Der Prognosewert Mamax (Neuron 5, MaxMach) so-
wie die Formfaktoren h12i für die Saugseite an den Positionen x = 0.5 l (Neuron 7,
h12@50% ) und x = 0.9 l (Neuron 8, h12@90% ) beschreiben weitere Eigenschaften
des durch die Geometrieparameter spezifizierten Profils.

Die Anzahl der verdeckten Schichten ist variiert worden. Dabei hat sich herausgestellt,
daß mehr als 2 verdeckte Schichten zu einer sehr langsamen Konvergenz führen. Für Un-
tersuchungen sind Konfigurationen mit 16 bzw. 27 verdeckten Neuronen pro verdeckter
Schicht betrachtet worden.



96 Approximation mit neuronalen Netzen

Ma2/3

Ma1/3

x*Ma,max x*1/3 x*2/3

0

0.73

0.84

1

0 0.15 0.43 0.72 1

M
ac

hz
ah

l M
a/

M
a m

ax
 [-

]

x/l [-]

Abbildung 4.7: Die Pfeile geben die Änderungsmöglichkeiten zur Definition der geforderten
Machzahlverteilung an. In diesem Beispiel gilt x∗Ma,max = 0.15, (x

∗
1/3,Ma1/3) = (0.43, 0.84)

und (x∗2/3,Ma2/3) = (0.72, 0.73). Als Eingabe in das neuronale Netz fließen die chordale
Koordinate x∗Ma,max sowie die Machzahlen Ma1/3 bzw. Ma2/3 ein.

4.4.2 Aufbau der Datenbasis und Training

Für den Aufbau der Muster der Trainingsmenge sind insgesamt 807 verschiedene Geometrie–
und Aerodynamikkonfigurationen mit dem in Kapitel 3 beschriebenen Stromfunktionsver-
fahren berechnet worden. Ausgehend von einer Menge von Profilgeometrien mit zugehöri-
gen Zuströmwinkeln α1 ist die Anströmmachzahl Ma1 ∈ {0.3, 0.4, 0.5, 0.6}, das Teilungs-
verhältnis t/l ∈ {0.5, 0.8, 1.0, 1.2} und die Sehnenlänge l ∈ {0.025, 0.0635, 0.1} variiert
worden. In die Trainingsmenge sind all jene Konfigurationen übernommen worden, deren
maximale Machzahl Mamax auf der Saugseite geringer als 1.2 sind.

Bevor das Netz trainiert werden kann, sind die durch die Strömungsberechnung erhaltenen
Ein– und Ausgabemuster dem Definitions– bzw. Wertebereich der Aktivierungsfunktion
fact zu skalieren. Hierzu sind unterschiedliche Skalierungsmethoden betrachtet worden.
Für Methode I werden nur die Parameter skaliert, deren Werte außerhalb [0,1] liegen.
Hierzu werden der minimale bzw. maximale Wert grob nach unten und oben abgeschätzt
und dann auf dieses Intervall skaliert. Bei der zweiten Methode wird für jeden einzelnen
Parameter der Ein– bzw. Ausgabeschicht das Minimum und Maximum über alle Trai-
ningsmuster ermittelt und auf dieses Intervall skaliert. Die Tabelle in Abbildung 4.9 faßt
diese zwei Ansätze zusammen. Die aufgeführten Intervalle für Methode II geben somit den
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Abbildung 4.8: Zur Geometriedefinition wird ein Netz mit einer Eingabe– bzw. Ausgabe-
schicht von jeweils 9 Neuronen verwendet. Die Anzahl der Neuronen in den verdeckten
Schichten ist variiert worden. Im Beispiel sind zwei verdeckte Schichten mit jeweils 16
Neuronen abgebildet.

Wertebereich der trainierten Daten an. Für die Neuronen ohne Angabe für die Methode
I werden die Werte nicht skaliert. Die Intervallgrenzen sind für die Eingabe– und Ausga-
beneuronen durch a∗ = 0.1 und b∗ = 0.9 gegeben. Methode II hat den Nachteil, daß eine
Extrapolation durch das neuronale Netz nur begrenzt möglich ist. Dafür werden die Werte
gleichmäßiger auf das Intervall [0.1,0.9] verteilt.

Zum Trainieren des neuronalen Netzes sind die in Abschnitt 4.2.2 beschriebenen Verfah-
ren untersucht worden. Die besten Ergebnisse sind mit der Momentum–Term–Variante
und dem Resilient–Backpropagation–Ansatz erzielt worden. Die Anzahl der Lernzyklen
beträgt 25000.

4.4.3 Approximationsgüte und Generalisierungseigenschaften

Zur Bewertung des trainierten neuronalen Netzes sind zuerst die Approximationseigen-
schaften der 807 Trainingsmuster zu untersuchen. In Abbildung 4.10 ist in einer Histo-
grammdarstellung der Approximationsfehler für den Staffelungswinkel β abgebildet. Der
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Eingabeschicht Ausgabeschicht
Neuron Methode I Methode II Methode I Methode II
0 – [0.3, 0.6] [–] [1.0, 3.0] [1.0, 3.0] [–]
1 [-60, 60] [-9, 52] [◦] – [0.0, 0.3] [–]
2 [-60, 60] [-48.25, 31.82] [◦] [1.0, 3.0] [1.0, 3.0] [–]
3 – [0.05173, 0.482] [–] – [0.07, 0.2] [–]
4 – [0.5952, 0.9892] [–] [-60, 60] [-23.5, 30.0] [◦]
5 – [0.4666, 0.9621] [–] [0.3, 1.3] [0.3442, 1.234] [–]
6 – [0.06978, 0.2001] [–] [0.0, 0.2] [0.025, 0.1] [m]
7 [0.0, 0.2] [0.02451, 0.09483] [m] [1.3, 2.8] [1.457, 2.736] [–]
8 [0.4, 1.6] [0.507, 1.235] [–] [1.3, 2.8] [1.43, 1.779] [–]

Abbildung 4.9: Die Tabelle zeigt die untersuchten Methoden zur Skalierung der Trainings-
muster. Die angegebenen Intervalle geben den Bereich [a, b] an, der nach Gleichung (4.21)
auf das Intervall [0.1, 0.9] transformiert wird.

Fehler für die Trainingsdaten ist sehr gering. Weitere Ergebnisse sind in der Abbildung
A.15 im Anhang zu entnehmen.

Neben der Fähigkeit des neuronalen Netzes, die gelernten Trainingsmuster zu approximie-
ren, ist die Generalisierungseigenschaft wichtig. Um das Verhalten des neuronalen Netzes
zu untersuchen, auf unbekannte Testdaten zu reagieren, ist in einem zweiten Schritt ei-
ne Validierungsmenge mit insgesamt 96 Mustern erstellt und mit dem trainierten Netz
anschließend der Approximationsfehler berechnet worden. In Abbildung 4.11 sind die Er-
gebnisse für das Ausgabeneuron zur Prognose der maximalen Machzahl Mamax für die
beiden Skalierungsmethoden in einem Histogramm dargestellt. Die Abweichung ist sehr
gering, 90% aller Muster haben eine Abweichung von weniger als 0.02Mamax.

Diese eher statistischen Aussagen werden durch zwei Testkonfigurationen näher unter-
sucht. Hierzu ist für eine Reihe von Randbedingungen eine systematische Parametervaria-
tion durchgeführt worden. Die zwei Testkonfigurationen sind im einzelnen:

Randbedingung Konfiguration 1 Konfiguration 2
Ma1 0.5 0.4
α1 30.0 10.0
α2 5.0 −10.0

xMa,max 0.15 0.12
Ma1/3 0.84 0.84
Ma2/3 0.73 0.73
dmax/l 0.08 0.08
lax 0.1 0.055
t/l 1.0 1.0

In den Abbildungen 4.12 bis 4.14 und im Anhang A.4 sind einige der graphisch aufbereite-
ten Ergebnisse dargestellt. Als ein erstes, sehr wichtiges Ergebnis kann festgehalten werden,
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Abbildung 4.10: Der Approximationsfehler für den Staffelungswinkel β ist für die meisten
Muster sehr klein (∆β < 1.5◦, Skalierungsmethode I).

daß das trainierte neuronale Netz sich wohldefiniert verhält. Ein kleine Veränderung einer
Randbedingung erzeugt auch eine vergleichsweise kleine Änderung in der Ausgabeschicht.
Ein oszillierendes oder gar chaotisches Verhalten konnte nicht festgestellt werden. Es zeigt
sich, daß das neuronale Netz für die Konfiguration 1 i.allg. bessere, d.h. mit geringeren
Abweichungen zu den Vorgaben bzw. den prognostizierten Werten, Profilgeometrien ermit-
telt. Bei der Untersuchung sind die Zuströmmachzahl, der Zuström– und Abströmwinkel,
sowie das Teilungs– bzw. Dickenverhältnis variiert worden.

In Abbildung 4.14 wird die Vorhersage für die Grenzschichtbelastung untersucht. Der Zu-
sammenhang, daß der Formfaktor h12i an der Position x = 0.5l geringer als an der Position
x = 0.9l ist, wird durch das neuronale Netz erkannt. Allerdings ist anzumerken, daß eine
Entlastung des Profils (der Abströmwinkel α2 wird dementsprechend größer) durch einen
geringeren Formfaktor in der Nachrechnung zwar richtig wiedergegeben wird, das neuro-
nale Netz jedoch eine gegenläufige, nicht gewünschte Tendenz zeigt.

In Abbildung 4.15 ist die Fähigkeit des trainierten neuronalen Netzes dargestellt, auf eine
Veränderung einer Randbedingung zu reagieren. Die Geometrie des Ausgangsprofils wird
konstant gehalten, und für verschiedene Zuströmwinkel α1 ∈ {0◦, 5◦, . . . , 25◦} wird durch
eine Strömungsberechnung die Machzahl Ma1/3 berechnet, die z.T. erheblich von der vor-
gegebenen Randbedingung Ma1/3 = 0.84 abweicht. Wird der veränderte Zuströmwinkel
durch das neuronale Netz propagiert, so ergeben sich Profile, die eine wesentlich geringere
Abweichung zur Vorgabe haben.
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Abbildung 4.11: Der Vergleich des Approximationsfehlers für die Skalierungsmethode I
(obiges Histogramm) und Methode II zeigt ein ähnliches Verhalten. Der jeweilige Fehler
der Validierungsmenge ist, wie nicht anders zu erwarten war, größer.
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Abbildung 4.12: Die Abweichung des tatsächlichen Abströmwinkels α2 ist bei einer Varia-
tion des Zuströmwinkels α1 im wesentlichen geringer als 2◦.
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Abbildung 4.15: Das neuronale Netz hat die Fähigkeit erlernt, auf eine Veränderung des
Zuströmwinkels α1 entsprechend die Geometrie anzupassen.

Das neuronale Netz hat also durch das Training die Fähigkeit erworben, das Ausgangs-
profil einer sich veränderten Randbedingung anzupassen.

Die gleiche Fähigkeit ist in der Abbildung 4.16 für die Geometrie des Profils graphisch
aufbereitet. Anhand einer Variation des Zuströmwinkels für α1 ∈ {0◦, 5◦, . . . , 25◦} sind
die vom neuronalen Netz produzierten Profilgeometrien dargestellt. Alle übrigen geome-
trischen und aerodynamischen Randbedingungen sind konstant gelassen. Deutlich ist zu
erkennen, daß das neuronale Netz gelernt hat, wie die Vorderkante zu verändern ist, wenn
der Anströmwinkel steiler wird. Der Metallwinkel an der Hinterkante bleibt im wesentli-
chen konstant.

In Abbildung 4.17 ist anhand des Dickenverhältnisses dmax/l der Unterschied der Skalie-
rungen nach Methode I und Methode II sichtbar. Die Werte für Methode II sind auf den
minimalen a∗ = 0.06978 und maximalen b∗ = 0.2001 Wert skaliert, eine Extrapolation ist
nur begrenzt möglich. Der Abströmwinkel α2 für dmax/l = 0.05 ist wesentlich schlechter
als für die nach Methode I skalierten Muster.
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Abbildung 4.16: Eine Variation für die Testkonfiguration 2 zeigt die erlernte Fähigkeit
des neuronalen Netzes, auf den veränderten Zuströmwinkel zu reagieren. Alle anderen
Randbedingungen bleiben konstant.
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sentlich schlechteres Verhalten als für entsprechende Konfigurationen der Methode I.
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4.5 Ausblick

Künstliche neuronale Netze werden in nahezu allen Anwendungsbereichen erfolgreich ein-
gesetzt. Die Literatur kann auch nur übersichtsweise nicht mehr dargestellt werden. Es
existieren eine Fülle von Netztopologien und Trainingsverfahren. Bei einer näheren Be-
trachtung stellt sich jedoch heraus, daß Erfahrungen und/oder aufwendige Tests notwen-
dig sind, um optimale Parametereinstellungen zu erhalten (vgl. auch Frey und Schach
(1996)). Das in dieser Arbeit vorgestellte und verwendete Backpropagation–Verfahren mit
den unterschiedlichen Varianten ist die am häufigsten verwendete Trainingsmethode für
vorwärtsgerichtete Netze. Dieses ist nicht zuletzt darauf zurückzuführen, daß für die mei-
sten Problemstellungen akzeptable Ergebnisse erzielt worden sind. Die Anzahl der Para-
meter und die Anforderungen an die Trainingsdaten sind gering.
Bei den hier beschriebenen Untersuchungen ist der benötigte Zeitaufwand zum Trainieren
des Netzes als unkritisch betrachtet worden. Die Trainingszeiten auf einer SUN Ultra 2
betragen zwischen 10 Minuten und wenigen Stunden. Aufgrund der schnellen Entwicklung
neuester Prozessoren dürfte dieses in absehbarer Zeit auf einen Bruchteil schrumpfen.
Die Zeit, um einen Eingabevektor durch ein trainiertes Netz zu propagieren, kann ver-
nachlässigt werden. Spezielle Neuro–Rechner sind für diese Aufgaben daher nicht (mehr)
notwendig.

Durch den stetig steigenden Wettbewerbsdruck sind die Hersteller von Turbomaschinen zu
immer kürzeren Entwicklungszeiten neuerer und verbesserter Produkte gezwungen. Hier-
durch ist eine zunehmend parallele und vernetzte Vorgehensweise aller am Entwurf betei-
ligten Fachdisziplinen notwendig (concurrent design). Künstliche neuronale Netze können
nun hierfür eingesetzt werden, um das Fachwissen der einzelnen Disziplinen zu approxi-
mieren und damit als Wissensbasis für die Gesamtheit der Entwickler zur Verfügung zu
stellen. Ohne konkretes Fachwissen anderer Disziplinen zu benötigen oder aufwendige nu-
merische Simulationen durchzuführen, steht den Entwicklungsabteilungen ein Werkzeug
zur Verfügung, welches Auswirkungen veränderter Parameter unmittelbar aufzeigen und
auf potentielle Schwachstellen hinweisen kann. Aufwendige Iterationszyklen wie bei einer
seriellen Vorgehensweise werden dadurch vermieden. Marra (1997) beschreibt hierzu ein
Expertensystem bei Pratt & Whitney, dessen Ziel es ist, allen an der Entwicklung betei-
ligten Disziplinen eine Wissensbasis zur Verfügung zu stellen, so daß die Auswirkungen
der Veränderung bestimmter Parameter sofort überprüft werden können.

Der in dieser Arbeit vorgestellte Ansatz ist eine Erweiterung der bestehenden Methoden,
da sowohl Parameter zur Geometriedefinition von Profilen als auch aerodynamische Eigen-
schaften in einem neuronalen Netz approximiert werden. Das hier entwickelte Verfahren
zum Profilentwurf kann als Grundlage für weitere Entwicklungen herangezogen werden.
Durch eine breitere Basis der Trainingsdaten läßt sich der Gültigkeitsbereich erweitern
und die Genauigkeit erhöhen.
In dieser Arbeit wird das trainierte neuronale Netz nicht als Bestandteil in einem über-
geordneten System eingesetzt, sondern zur Bestimmung der Startkonfiguration einer, im
nächsten Abschnitt beschriebenen, Optimierungsstrategie verwendet.
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Kapitel 5

Optimierung

Im letzten Teil dieser Arbeit wird ein Verfahren vorgestellt, welches versucht, Profile zu
optimieren, indem eine Zielfunktion minimiert wird. Hierzu werden geometrische und ae-
rodynamische Beurteilungskriterien herangezogen. Zur Lösung der Optimierungsaufgabe
werden Mutations–Selektions– sowie genetische Algorithmen verwendet, die eine wesent-
liche Gruppe der Methoden der Computational Intelligence darstellen.

5.1 Optimierungsverfahren

Unter einer Optimierungsaufgabe wird im folgenden ein Verfahren zur Minimierung einer
Zielfunktion (Qualitätsfunktion) f verstanden, d.h.

Minimiere f(�x) mit f :M0 ×M1 × . . .×Mn−1 →Mn , (5.1)

wobei meistens für die Definitions– bzw. Wertebereiche Mi = R bzw. Mi = N angenom-
men wird. Zusätzlich sind m Restriktionen zu berücksichtigen, die sich in q Ungleichheits–
und m− q Gleichheitsrestriktionen aufteilen lassen:

gi(�x) ≤ 0 für i = 0, . . . , q − 1 und hi(�x) = 0 für i = 0, . . . ,m− q − 1 .
(5.2)

Zur Behandlung dieser Nebenbedingungen wird hier der Ansatz über eine Straffunktion
gewählt. Das allgemeine Optimierungsproblem aus Gleichung (5.1) ergibt sich dann zu:

Minimiere f(�x) +
q∑
i=0

max{0, gi(�x)}+
m−q−1∑
i=0

|hi(�x)| . (5.3)

Zur Lösung von Optimierungsproblemen bieten sich drei Klassen von Verfahren an. Die
exakten, analytischen Verfahren sind i.allg. sehr rechenintensiv und nur für kleinste Test-
funktionen praktikabel. Im Gegensatz dazu basieren heuristische Verfahren auf intuitiven
Ansätzen und Erfahrungen. Für diese Arbeit wird auf Methoden der dritten Klasse, der nu-
merischen Näherungsverfahren, zurückgegriffen. Diese lassen sich in deterministische und

107
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algorithm Mutation–Selection

begin
0 Wähle eine zufällige Startkonfiguration �x
1 do (¬ terminate) −→
2 mutiere die Konfiguration �x zu �x′

3 if (f(�x′) < f(�x)) −→
4 selektiere �x′ als neue Konfiguration �x
5 fi
6 od

end.

Abbildung 5.1: Allgemeine Formulierung des Mutations–Selektions–Algorithmus zur Mi-
nimierung einer Zielfunktion f

stochastische Verfahren unterteilen. Häufige Vertreter deterministischer Verfahren sind die
Gradientenverfahren (vgl. Spellucci (1993)). In dieser Arbeit werden insbesondere die
stochastischen Verfahren untersucht (vgl. Hajela (1997, 1999)), die sich an der natürli-
chen Evolution orientieren. Dieses auf Versuch und Irrtum basierende Prinzip hat sich bei
der Entwicklung der belebten Natur als eine äußerst flexible und erfolgreiche Optimie-
rungsstrategie erwiesen. Der Parametervektor �x wird im folgenden auch als Konfiguration
bzw. Chromosom bezeichnet.

5.2 Mutations–Selektions–Algorithmen

Zu den einfachsten evolutionären Verfahren der stochastischen Optimierung gehört der so-
genannte Mutations–Selektions–Algorithmus. Dieser läßt sich, wie in Abbildung 5.1 skiz-
ziert, so beschreiben: eine zufällig gewählte Konfiguration des zu minimierenden Systems
wird so lange verändert (mutiert), bis keine Verbesserung der Zielfunktion f mehr möglich
ist. Da durch den oben angegebenen Algorithmus die Gefahr besteht, in lokale Minima
zu laufen, sind eine Reihe von verbesserten Varianten entwickelt und angewendet worden.
Trotz ihrer Einfachheit haben sich die Mutations–Selektions–Algorithmen bei der Lösung
von Optimierungsproblemen in allen Bereichen bewährt (siehe auch Ablay (1987) und
Kinnebrock (1994)).

5.2.1 Der Mutationsoperator

Da der Mutationsoperator die treibende Kraft im Optimierungsablauf ist, soll zuerst auf
diesen näher eingegangen werden1. Eine Möglichkeit, um an einer Konfiguration x ∈
[xmin, xmax] eine Mutation durchzuführen, ist es, x in x′ = x+ r ∗ δ zu verändern. Hierbei

1Zur grundlegenden Diskussion des Mutationsoperators reicht es an dieser Stelle aus, eindimensionale
Probleme zu betrachten. Die Vorgehensweise läßt sich anschließend ohne weiteres auf den mehrdimensio-
nalen Fall übertragen.
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kann zum Beispiel r ∈ [−1, 1] eine gleichverteilte Zufallszahl sein (uniforme Mutation). δ
gibt die Variationsbreite an. Durch die Gleichverteilung der Zufallszahl r ergibt sich, daß in
einer auszuführenden Mutation die Wahrscheinlichkeit einer großen Veränderung der Kon-
figuration gleich der Wahrscheinlichkeit einer Mutation mit einer geringeren Auswirkung
ist. Dieses entspricht jedoch nicht dem Vorgehen in der Realität. Kleine Veränderungen
sind häufig anzutreffen, schwerwiegende Mutationen hingegen nur sehr selten. Um dieses
Verhalten bei der Mutation im Modell nachzubilden, bietet es sich an, eine natürliche
Verteilung der Mutation zugrundezulegen.

Eine wichtige Funktion in der Statistik und Stochastik nimmt die Normal– oder Gaußver-
teilung ein2. Eine Zufallsgröße, die die Summe von mehreren, voneinander unabhängigen
Zufallsgrößen ist, läßt sich durch eine Normalverteilung approximieren.
So wird zum Beispiel der Durchmesser einer Schraube in der Produktion durch eine Viel-
zahl von Parametern (Werkstoffcharakteristika, Temperaturschwankungen, Verschleiß von
Werkzeugen, . . . ) gestreut. Der Durchmesser der Schrauben läßt sich bei einer genügend
großen Stichprobe als normalverteilt beschreiben. Mutationen in der Natur zeigen eben-
falls eine normalverteilte Variation auf. Daher ist es nur naheliegend, dieses algorithmisch
zu berücksichtigen. Die Dichte der Gaußverteilung N (µ, σ) mit den beiden Parametern µ
(Erwartungswert) und σ (Standardabweichung) ergibt sich zu:

p(x) =
1√
2πσ

e
−(x− µ)

2

2σ2 . (5.4)

Für den Gauß–Mutationsoperator folgt dann:

x′ = x+ δ(σ) , wobei δ mit N (0, σ) normalverteilt ist. (5.5)

Zur sinnvollen Bestimmung der Standardabweichung kann auf eine Eigenschaft der Gauß-
verteilung zurückgegriffen werden. Normalverteilte Zufallsgrößen nehmen in 68, 26% aller
Fälle Werte aus [µ− σ, µ+ σ] an. In sogar 99, 75% der Fälle werden Werte des Intervalls
[µ − 3σ, µ + 3σ] angenommen (Drei–Sigma–Regel). Des weiteren bietet es sich an, mit
fortlaufender Iterationsanzahl die Standardabweichung σ zu reduzieren.

Zur algorithmischen Berechnung von normalverteilten Zufallszahlen kann die sogenann-
te Box–Muller–Methode (auch Polarmethode) verwendet werden (vgl. Bratley et al.
(1983)). Sind u0 und u1 zwei auf [0, 1] gleichverteilte Zufallszahlen, dann sind z0 und z1
zwei N (0, 1)–verteilte Zufallszahlen, unter der Annahme, daß gilt:

z0 = cos(2πu0)
√
−2 log(u1) und z1 = sin(2πu0)

√
−2 log(u1) . (5.6)

Mit Hilfe der trivialen Transformation x0 = µ + z0 σ bzw. x1 = µ + z1 σ lassen aus
zwei N (0, 1)–verteilten Zufallszahlen sich die N (µ, σ)–verteilten Zufallsvariablen x0 und
x1 erzeugen.

2Es wird unterstellt, daß sich die Konfiguration als Vektor reeller Zahlen darstellen läßt. Oftmals ist
es allerdings erforderlich, einen Mutationsoperator für ganzzahlige Werte zu haben. Um einen ähnlichen
Effekt wie bei Mutationen mittels der Gaußverteilung zu erhalten, bietet es sich an, auf die diskrete
Binomialverteilung zurückzugreifen.
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algorithm Simulated Annealing

begin
0 Wähle eine zufällige Startkonfiguration �x
1 Wähle eine Starttemperatur Tstart und Endtemperatur Tend

2 T ← Tstart

3 do (T > Tend) −→
4 do (¬ Gleichgewichtszustand) −→
5 mutiere die Konfiguration �x zu �x′

6 if (f(�x′) < f(�x) ∨mit einer Wahrscheinlichkeit p) −→
7 �x← �x′

8 fi
9 od

10 Reduziere die Temperatur T
11 od

end.

Abbildung 5.2: Allgemeine Form des Simulated Annealing–Algorithmus zur Minimierung
einer Zielfunktion f .

5.2.2 Simulated Annealing

Die Simulated Annealing–Methode entspringt aus dem Bereich der Festkörperphysik und
simuliert den Abkühlvorgang von Kristallen (vgl. Aarts und Korst (1989) und Kinne-
brock (1994)). Um möglichst optimale, d.h. mit geringen Verunreinigungen durchsetzte,
Kristallstrukturen zu erhalten, ist es notwendig, die erwärmte Materie in einem bestimm-
ten Zeitplan langsam abzukühlen, um somit das absolute Energieminimum des Kristalls
zu erhalten. 1980 wurde dieses Verfahren vom Physiker Scott Kirkpatrick auf Optimie-
rungsprobleme übertragen.

Hierbei (siehe Abbildung 5.2) handelt es sich um eine Variante des bereits vorgestell-
ten Mutations–Selektions–Algorithmus. Der Grundgedanke ist es, nicht nur bezüglich
der Fitneß, d.i. der Zielfunktionswert, immer nur bessere Konfigurationen zu akzeptie-
ren, sondern mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit auch Verschlechterungen. Im Laufe
des Optimierungsprozesses wird nun die Wahrscheinlichkeit so verändert, daß es immer
unwahrscheinlicher wird, schlechte Konfigurationen zu akzeptieren, in der Hoffnung am
Ende das globale Optimum zu erhalten. Dadurch, daß auch Verschlechterungen selektiert
werden, soll vermieden werden, in lokalen Extrema zu enden. Die Wahrscheinlichkeit p,
daß eine schlechtere Konfiguration akzeptiert wird, ist abhängig vom Parameter T , der in
Anlehnung an das physikalische Vorbild des Algorithmus im weiteren als (dimensionslose)
Temperatur bezeichnet wird.

Akzeptanzwahrscheinlichkeit und Starttemperatur Entscheidenden Einfluß auf
das Konvergenzverhalten hat die Wahl der sogenannten Akzeptanzwahrscheinlichkeit, al-
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Abbildung 5.3: Für eine Verschlechterung f(x′)− f(x) = 2 mit T = 10 ist die Akzeptanz
p(x, x′) ≈ 0.82, mit T = 1 gilt nur noch p(x, x′) ≈ 0.14 und für T = 0.1 ist p(x, x′) ≈ 10−9

vernachlässigbar gering.

so der Wahrscheinlichkeit, mit der eine Konfiguration trotz einer Verschlechterung nicht
verworfen wird. Bei dem einfachen Mutations–Selektions–Algorithmus in Abbildung 5.1
ist diese null.

Die sogenannte Metropolis–Akzeptanzwahrscheinlichkeit ist durch

p(x, x′) =

{
1 falls f(x′) < f(x)
e−(f(x′)−f(x))/T falls f(x′) ≥ f(x) (5.7)

gegeben, wobei T > 0 für die Temperatur gilt.
In Abbildung 5.3 ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung für unterschiedliche Temperaturen
aufgetragen. Erkennbar ist, daß für T = const große Verschlechterungen mit zunehmend
geringer werdenden Wahrscheinlichkeiten akzeptiert werden. Auf der anderen Seite wird
deutlich, daß für f(x′)− f(x) = const die Temperatur sehr entscheidend dafür ist, ob eine
neue Konfiguration x′ akzeptiert oder verworfen wird.

Die Wahl der Temperatur ist somit der entscheidende Faktor für die Güte des Optimie-
rungsprozesses. Ist die Temperatur zu gering, besteht die Gefahr in lokalen Extrema zu
enden. Ist die Temperatur zu groß, werden zu viele schlechte Konfigurationen akzeptiert.
Ein zielgerichtetes Suchen ist nicht mehr gegeben (”Stochern nach einer Nadel im Heu-
haufen“). Daher ist es umso wichtiger, eine sinnvolle Starttemperatur Tstart zu finden. Die
folgende einfache Überlegung kann hierbei hilfreich sein. Anstatt eine absolute Temperatur
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Abbildung 5.4: Zur Bestimmung der Starttemperatur wird eine Abweichung ∆f und eine
Wahrscheinlichkeit p vorgegeben. Ist die Startfitneß berechnet, ergibt sich dann anschlie-
ßend die Temperatur Tstart.

zu Beginn festzulegen, ist es möglich, einer prozentualen Abweichung von der Startfitneß
f(xstart) eine Akzeptanzwahrscheinlichkeit p(xstart, x′) zuzuordnen. Aus Gleichung (5.7)
ergibt sich die Beziehung

Tstart

f(xstart)
=

1
ln p(xstart, x′)

·
[
−
(

f(x′)
f(xstart)

− 1
)]
. (5.8)

Der Term ∆f = f(x′)/f(xstart) − 1 ist die prozentuale Abweichung der Konfiguration
x′ zur Startkonfiguration xstart. In Abbildung 5.4 ist für verschiedene Akzeptanzwahr-
scheinlichkeiten und prozentuale Abweichungen der Quotient Tstart/f(xstart) aufgetragen.
Soll zum Beispiel eine 10% Abweichung von der Startkonfiguration mit einer Wahrschein-
lichkeit p = 0.5 akzeptiert werden, ist der Quotient ≈ 0.14. In einer Implementierung des
Simulated–Annealing Algorithmus ist es daher angebracht, den Quotienten Tstart/f(xstart)
anstatt einer absoluten Starttemperatur vorzugeben, da f(xstart) bereits bekannt ist.

Abkühlverhalten Nachdem die Akzeptanzwahrscheinlichkeit und die Starttemperatur
bestimmt worden sind, bedarf es einer Betrachtung der anderen Parameter. Insbesondere
ist der im Algorithmus nicht näher bezeichnete Gleichgewichtszustand zu definieren.

Damit der Optimierungsprozeß das globale Optimum findet, wird die Temperatur T und
damit auch die Akzeptanzwahrscheinlichkeit verringert, bis diese einen Minimalwert Tend
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ti−1 ti ti+1

tlefttleft−1
tright tright+1

Abbildung 5.5: Der Gauß–Mutationsoperator verändert den Knoten ti innerhalb des Inter-
valls [tleft, tright]. Hierdurch wird gewährleistet, daß sich mindestens je ein Parameterwert
tj im Intervall [ti−1, ti] bzw. im Intervall [ti, ti+1] befindet und damit das in der Approxi-
mation zu lösende Gleichungssystem positiv definit wird.

annimmt (üblicherweise gilt Tend = 0). Der Zeitpunkt der Verringerung wird in Abhängig-
keit eines Gleichgewichtszustandes bestimmt. Der Simulated Annealing–Prozeß befindet
sich im Gleichgewicht, wenn nach einer bestimmten Anzahl von Mutationen (im folgenden
mit Neq bezeichnet) keine weitere Verbesserung eingetreten ist. In einer Implementierung
bietet es sich an, einen Zähler einzufügen, der die Anzahl der verworfenen Konfigurationen
seit dem letzten Gleichgewichtszustand summiert.
Ein häufige Methode die Temperatur zu verringern ist es, die Temperatur mit einem
Abkühlfaktor cf mit T ← cf · T zu gewichten (vgl. Zeile 10 in Abbildung 5.2). Als Richt-
wert ist cf ∈ [0.5, 0.8] zu wählen.

5.2.3 Beispiel: Geometrieoptimierung

Im Rahmen dieser Arbeit wird das beschriebene Simulated Annealing–Optimierungsver-
fahren bei zwei geometrischen Aufgabenstellungen verwendet: zum einen bei der Appro-
ximation von zweidimensionalen Profilschnitten, zum anderen bei der Oberflächenopti-
mierung dreidimensionaler Schaufeln. An dieser Stelle werden einige Ergebnisse von Uel-
schen et al. (1998) vorgestellt.

Approximation mit B–Spline–Funktionen

Für eine aerodynamische Optimierung der Profilgeometrie ist es zweckmäßig, eine möglichst
geringe Anzahl von Freiheitsgraden zu haben. Dazu wird das Approximationsverfahren aus
Abschnitt 2.2.3 durch ein zusätzliches Optimierungsverfahren erweitert. Es zeigt sich, daß
die Wahl des Knotenvektors t (vgl. Gleichung (2.23)) einen entscheidenen Einfluß auf die
Approximationsgüte hat. Daher liegt es nahe, das Approximationsverfahren durch einen
Simulated Annealing–Optimierungsansatz, wobei die Knoten tp+1, . . . , tm−p−1 die freien
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algorithm Least Square Fit Simulated Annealing

begin
0 Erzeuge zentripetale Parameterisierung t = {t0, t1, . . . , tr}
1 Wähle eine Startkonfiguration t = {t0, t1, . . . , tm}
2 Wähle eine Starttemperatur Tstart und Endtemperatur Tend

3 T ← Tstart

4 do (T > Tend) −→
5 do (¬ Gleichgewichtszustand) −→
6 i← U [p+ 1,m− p− 1]
7 Bestimme tleft ∈ [ti−1, ti] mit tleft−1 < ti−1

8 Bestimme tright ∈ [ti, ti+1] mit tright+1 > ti+1

9 t′i ←Gauß–Mutation(ti, σ, tleft, tright)
10 t′ ← {t0, t1, . . . , ti−1, t

′
i, ti+1, . . . , tm}

11 if (LSF(Q, n, p, t, t′) < LSF(Q, n, p, t, t) ∨mit Wahrscheinlichkeit p) −→
12 t← t′

13 fi
14 od
15 Reduziere die Temperatur T
16 od

end.

Abbildung 5.6: Anpassung des allgemeinen Simulated Annealing–Algorithmus (vgl. Abb.
5.2) zur Optimierung des Knotenvektors t zur Approximation nach der Methode der klein-
sten Fehlerquadrate.

Parameter sind, zu ergänzen. Bei der Mutation eines Knotens sind folgende Bedingungen
einzuhalten:

1. die einzelnen ti müssen monoton steigend sein,

2. die Periodizitätsbedingungen an den beiden Enden müssen gelten und

3. in jedem Knotenintervall [ti, ti+1] muß sich mindestens ein Parameterwert tj befin-
den.

Die ersten beiden Bedingungen folgen aus der Definition einer B–Spline Kurve (vgl. De-
finition 4 und 5, Seite 11ff.). Um keine Ecken in der Approximation zu erhalten, wird
zusätzlich ti < ti+1 verlangt, d.h. die Multiplizität eines Knotens ist eins. Hingegen ist die
dritte Bedingung zur Lösung des linearen Gleichungssystems notwendig.
Abbildung 5.5 zeigt den verwendeten Gauß–Mutationsoperator. Die Anpassung auf das
hier beschriebene Approximation–Optimierungsverfahren des allgemeinen Simulated An-
nealing–Prozesses ist in Abbildung 5.6 wiedergegeben.
Zu Beginn werden die r + 1 Parameterwerte entsprechend einer zentripetalen Verteilung
nach Gleichung (2.21) parametrisiert (Zeile 0). Anschließend sind eine Startkonfigurati-
on für den Knotenvektor t sowie die Temperaturen Tstart und Tend zu wählen. Zur Be-
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Abbildung 5.7: Für den Simulated Annealing–Prozeß sind die folgenden Parameter verwen-
det worden: Neq = 70, cf = 0.5, Tstart/f(xstart) = 0.1. Zusätzlich zum Konvergenzverhalten
ist für 4 Iterationspunkte der jeweilige B–Spline mit dem Knotenvektor dargestellt. Die
Fitneß ist durch den maximalen Approximationsfehler E∗

max definiert.

rechnung der Knoten kann die Gleichung (2.23) herangezogen werden. Im nun folgenden
Abkühlungsprozeß ist entsprechend einer Gleichverteilung zuerst ein Index i zu bestimmen
(Zeile 6). Darauffolgend wird in den Zeilen 7 und 8 die Spannweite [tleft, tright] berech-
net, innerhalb derer der Knoten ti verschoben werden darf. Der Gauß–Mutationsoperator
verändert nun mit Mittelwert µ = ti und Standardabweichung σ den Knoten ti ent-
sprechend einer Gaußverteilung. Hierbei ist σ im Laufe der Iterationen zu verringern.
Gegebenenfalls ist noch zusätzlich die periodische Ergänzung am Anfang bzw. Ende des
Knotenvektors zu aktualisieren (nicht mit aufgeführt). Für einen so mutierten Knoten-
vektor t′ wird die Approximationsaufgabe gelöst und in Abhängigkeit einer Verbesserung
bzw. mit einer Wahrscheinlichkeit p akzeptiert (Zeile 11). Die Routine LSF ermittelt den
maximalen Fehler bei einer Approximation mit den angegebenen Parametern.
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Abbildung 5.8: Die Parameter für den B–Spline sind: p = 3, n = 17,m = 21 (15 nicht peri-
odische Kontrollpunkte). Das Endergebnis der Approximation hat einen mittleren Fehler
Ē∗ = 1.89 10−4 und einen maximalen Fehler E∗

max = 6.22 10
−4.

In den Abbildungen 5.7 bis 5.9 ist das Ergebnis der Approximation eines Profils aus
Mertens (1995) dargestellt. Weitere Ergebnisse sind dem Anhang A.5 zu entnehmen.

3D–Skinning

In Abschnitt 2.3.2 ist auf die dreidimensionale Geometriedefinition mittels einer Tensor-
produkt–B–Spline–Fläche eingegangen worden. Um aerodynamisch günstige Schaufeln zu
erhalten, reicht es i.allg. aber nicht aus, eine Oberfläche nur aus den übereinander ge-
schichteten Profilen innerhalb des Skinning–Prozesses zu berechnen. In Abbildung 2.9 ist
bereits auf das Indizierungsproblem, welches bei einer ungünstigen Numerierung der Kon-
trollpunkte entstehen kann, hingewiesen worden.
Daher ist es unerläßlich, ein Glattheitsmaß (Strakmaß) zu definieren, welches die Qua-
lität der dreidimensionalen Schaufeloberfläche beschreibt. Es bietet sich an, auf die in
der Flächentheorie definierten Begriffe der Flächenhauptkrümmungen κ1 und κ2 zurück-
zugreifen. Insbesondere das Produkt der Hauptkrümmungen (Gaußsche Krümmung) und
das arithmetische Mittel (mittlere Krümmung)

K = κ1κ2 und H =
1
2
(κ1 + κ2) (5.9)
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Abbildung 5.9: Eine Vergrößerung der Vorderkante des approximierten Profils zeigt die
maximalen Fehler. Durch eine Verdichtung der Punkte kann der Approximationsfehler
reduziert werden.

sind zur Beschreibung der Oberflächeneigenschaften verwendbar. Einzelheiten zur Berech-
nung von Flächenkrümmungen sind zum Beispiel in Taschner (1977) und Schöne (1978)
zu finden. Sinnvoll erscheint es, das Skinning–Verfahren mit einem Optimierungsansatz zu
koppeln, in dem versucht wird, die Krümmung der Schaufeloberfläche zu minimieren. Als
freie Parameter in der Optimierung steht zum einen die Numerierung der Kontrollpunkte
{Pij} (Permutation) und zum anderen der Knotenvektor v in Spannweitenrichtung zur
Verfügung.

Im Rahmen dieser Arbeit ist ein Simulated Annealing–Optimierungsverfahren zur Mini-
mierung der Gesamtkrümmung der dreidimensionalen Schaufel entwickelt worden. Das
bereits in Abschnitt 2.4 beschriebene Programm mustacker wurde hierzu durch das be-
schriebene Skinning–Optimierungsverfahren erweitert. Es zeigt sich, daß für einfache Geo-
metrien befriedigende Ergebnisse mit dem beschriebenen Ansatz erreicht werden. Bei kom-
plexeren und realitätsnäheren Schaufeln versagt das Verfahren. Insbesondere bei einer
größeren Anzahl (> 4) von Ebenen liefert die Optimierung nur lokale Minima (vgl. hierzu
Uelschen et al. (1998)).

Überlegenswert ist es, das beschriebene Verfahren zur zweidimensionalen Approximation
von punktförmig gegebenen Zusammenhängen auf den dreidimensionalen Fall zu erwei-
tern. Hierzu sind in jeder Ebene eine Folge von Konturpunkten zu berechnen, die dann in
der radialen Richtung durch eine Tensorprodukt–B–Spline–Fläche zu approximieren ist. In
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der Zielfunktion des Optimierungsprozesses ist zum einen der Minimierung des Approxi-
mierungsfehlers und zum anderen der Minimierung der Oberflächenkrümmung Rechnung
zu tragen. Durch Nebenbedingungen ist es so dann möglich, weitere konstruktive Restrik-
tionen, zum Beispiel Kühlkanäle, in den Skinning–Prozeß einfließen zu lassen.

5.2.4 Weitere Ansätze

Ingber (1993) beschreibt eine adaptive Variante des Simulated Annealing Verfahrens, wel-
ches sich insbesondere für mehrdimensionale Optimierungsprobleme eignet. Im Rahmen
dieser Arbeit durchgeführte Untersuchungen an Testfunktionen zeigten keine Verbesserun-
gen gegenüber dem Standardverfahren.

Dueck und Scheuer (1990) stellen eine weitere Variante Threshold Accepting des oben
eingeführten Mutations–Selektions–Algorithmus vor, der im Gegensatz zum Simulated
Annealing Verfahren auf das stochastische Element bei der Akzeptanzentscheidung ver-
zichtet und alle Konfigurationen, die einen Schwellenwert nicht überschreiten, akzeptiert.
Der Sintflut–Algorithmus The Great Deluge ist vergleichbar mit dem Durchschreiten einer
Berglandschaft, in der es ohne Unterbrechung regnet. Es wird von einer Bergspitze zur
nächsten gesprungen ohne dabei durch bereits überflutete Täler zu gehen. Mit steigendem
Wasserpegel bleiben nur die höchsten Berge (Optima) übrig. Ein weiterer Mutations–
Selektions–Algorithmus ist das sogenannte Record–to–Record–Travel–Verfahren. Hierbei
werden neue Konfigurationen genau dann akzeptiert, wenn sich diese vom bisherigen Spit-
zenwert (record) höchstens um einen bestimmten Wert unterscheiden. Dieser Spitzenwert
wird jedesmal aktualisiert, wenn eine neuer, besserer Spitzenwert gefunden worden ist.
Nähere Einzelheiten sind in Dueck (1993) bzw. in Kinnebrock (1994) zu finden.

In Kuppe (1997) bzw. Speer et al. (1998) werden verschiedene deterministische Ap-
proximationsverfahren untersucht. Baier (1998) verwendet eine Evolutionsstrategie zur
Minimerung des Approximationsfehlers.

5.3 Genetische Algorithmen

Evolutionäre Algorithmen dienen als Strategie zur Lösung von Optimierungsproblemen,
indem Prinzipien der natürlichen, biologischen Evolution abstrahiert und im Rechner mo-
delliert werden.
Im wesentlichen haben sich zwei Modelle der Evolution in den letzten 30 Jahren her-
auskristallisiert. In Deutschland wurde von Rechenberg (1994) und Schwefel (1995)
die sogenannte Evolutionsstrategie seit den sechziger Jahren entwickelt. Zu Beginn wur-
de die Evolution sehr vereinfachend abgebildet und entspricht den bereits vorgestellten
Mutations–Selektions–Verfahren (siehe auch Ablay (1987)). Anwendungsgebiet war hier-
bei von Anfang an die numerische Optimierung.
Parallel und unabhängig voneinander3 fanden in den USA die genetischen Algorithmen

3Erstaunlicherweise kommt es erst seit 1990 zu einem Austausch der Forschungsgruppen diesseits und
jenseits des Atlantiks.
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von Holland (1975) und Goldberg (1989) breite Anwendung. Im Unterschied zur Evo-
lutionsstrategie wurden zu Beginn Operationen auf Bitfeldern eingesetzt. Die Erweiterung
auf reellwertige Felder, wie sie i.allg. bei der numerischen Optimierung zu finden sind,
wurde erst später angestellt.
Weitere evolutionäre Algorithmen sind die evolutionäre Programmierung und die gene-
tische Programmierung, die aber an dieser Stelle nicht weiter vorgestellt werden. Eine
einführende Darstellung der verschiedenen Verfahren ist u.a. in Blümecke (1991), Das-
gupta und Michalewicz (1997a) oder De Falco (1997a) zu finden.

5.3.1 Einführung

Noch stärker als im Bereich der künstlichen neuronalen Netze wird sich im Anwendungsge-
biet der genetischen Algorithmen der Termini der Biologie zur Beschreibung der Verfahren
und Methoden bedient. Bevor auf die berechnete Evolution eingegangen wird, werden da-
her die Elemente des biologischen Vorbildes erläutert.

Das biologische Vorbild

Die Evolution beschreibt den zeitlichen Prozeß der Entstehung, Entwicklung und Verbrei-
tung von Lebewesen. Ein wesentliches Prinzip der Evolution ist es, daß mehr Nachkommen
produziert werden, als zur Erhaltung der Art notwendig sind. Somit kommt es zu einem
ständigen Wettbewerb der Individuen um die zur Verfügung stehenden Ressourcen (z.B.
Nahrung oder Lebensraum). Das von Darwin Mitte des 19. Jahrhundert entdeckte Prinzip
des survival of the fittest beschreibt ein natürliches Selektionsverfahren, welches postuliert,
daß sich die Individuen einer Art durchsetzen, die sich den Gegebenheiten der Umwelt am
besten angepaßt haben.
Die Evolution bedient sich der Populationsgenetik als Grundlage zur Beschreibung der
Phänomene. Wesentliche Voraussetzung für den Darwinschen Ausleseprozeß ist die Tatsa-
che, daß die Erbinformationen, das sogenannte Genom, bei den Individuen einer Art nicht
identisch, sondern über eine Bandbreite gestreut sind. Die Gene sind einzelne funktionale
Einheiten des Genoms, die auf den Chromosomen linear angeordnet sind. Während der
Reifeteilung zweier Zellen eines aus Vater und Mutter bestehenden Elternpaares kommt
es zur Aufspaltung der Chromosomen in zwei Chromatiden und zur Überkreuzung (cros-
sover) je eines väterlichen und mütterlichen Cromatidenstranges. An bestimmten Stel-
len brechen die beiden Chromatiden auf, genetisches Material wird ausgetauscht und die
Bruchstellen schließen sich wieder. Die nachkommende Generation enthält dadurch Erb-
gut vom Vater und der Mutter. Diese Rekombination von Erbgut ist ein zentraler Vorgang
der Evolution.
Im Gegensatz dazu ist die Mutation ein spontaner und wenig häufig auftretender Prozeß.
Hierbei kommt es zu einer Veränderung der Chromosomen. Es gibt verschiedene Varianten
der Mutation, wobei insbesondere die Gen– oder Punktmutation für die weiteren Betrach-
tungen von Bedeutung ist.
Ein wichtiger Umstand der Evolution bzw. der Genetik ist es, daß die entscheidenden Pro-
zesse zufällig ablaufen. So ist weder die Anzahl noch die Position auf den Chromosomen
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algorithm Genetic Algorithm

begin
0 Wähle eine zufällige Startpopulation P = {�x0, �x1, . . . , �xn−1}
1 Werte die Population P aus
2 do (¬ terminate) −→
3 P′ ← {}
4 do (|P′| < |P|) −→
5 selektiere Elternpaar �xi, �xj aus P mit Heiratsschema
6 rekombiniere �xi, �xj zu �x′i, �x

′
j mit Wahrscheinlichkeit pr

7 mutiere �x′i, �x
′
j mit Wahrscheinlichkeit pm

8 P′ ← P′ ∪ {�x′i, �x′j}
9 od

10 Werte die Population P′ aus
11 ersetze Individuen inP durch Nachkommen ausP′ mit Ersetzungsschema
12 od

end.

Abbildung 5.10: Allgemeine Form des Genetischen Algorithmus in Pseudocode

bei der Rekombination und Mutation deterministisch festgelegt.

Die berechnete Evolution

Ähnlich den künstlichen neuronalen Netzen wird bei den genetischen Algorithmen von den
biologischen Vorbildern abstrahiert und nur die wesentlichen Aspekte modelliert. Hierzu
sind insbesondere die Kodierung des Genoms und die Implementierung der Evolutionsfak-
toren Selektion, Rekombination und Mutation zu betrachten.
In Abbildung 5.10 ist eine Erweiterung des in den vorangegangenen Abschnitten beschrie-
benen Mutations–Selektions–Algorithmus in der Pseudocode–Schreibweise aufgeführt, der
im wesentlichen das Grundgerüst eines jeden genetischen Algorithmus darstellt.
Zu Beginn wird eine zufällige Startpopulation P mit n Individuen gewählt und jedem
Individuum eine Fitneß zugewiesen. In einem Iterationsverfahren wird nun die Evoluti-
on simuliert. Aus der Elternpopulation wird nach einem Heiratsschema ein Elternpaar
ausgewählt (Selektion) und mit einer Wahrscheinlichkeit pr rekombiniert. Anschließend
werden dieses zufällig mutiert und als Nachkommen in eine Menge P′ eingefügt. Sind
genügend Nachkommen produziert worden, dann wird die nächste Elterngeneration aus
den Nachkommen entsprechend einem Ersetzungsschema erzeugt.

Detaillierte Einführungen in die Grundlagen der genetischen Algorithmen mit Beispielen
sind u.a. in dem Klassiker von Goldberg (1989), in Schöneburg et al. (1994), Hei-
stermann (1994) oder Michalewicz (1996) zu finden. Kinnebrock (1994) verwendet
einen leicht modifizierten Ansatz, der für ein Individuum exklusiv nur Mutation, Rekom-
bination oder Reproduktion zuläßt.
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Zwei-Punkt RekombinationEin-Punkt Rekombination Uniforme Rekombination Arithmetische Rekombination

Abbildung 5.11: Die Bruchstellen für die Rekombination werden gleichverteilt ausgewählt.
In den ersten drei Fällen setzen sich die Nachkommen aus den Allelen der Elternchro-
mosomen zusammen. Bei der arithmetischen Rekombination werden hingegen neue Werte
berechnet.

Kodierung des Genoms Die in der Optimierung freien Parameter bilden analog zu den
Konfigurationen bei den einfacheren Mutations–Selektions–Verfahren das Genom, welches
verändert, bewertet und ausgewählt oder verworfen wird. In der ursprünglichen Form der
genetischen Algorithmen werden nur binäre Kodierungen verwendet, d.h. diskrete oder re-
ellwertige Parameter werden in eine Binärdarstellung umgewandelt. Inzwischen haben sich
jedoch analog zu den Evolutionsstrategien auch reelle Genome durchgesetzt. In Micha-
lewicz (1996) sind ausführliche Vergleiche zwischen den beiden Varianten durchgeführt
worden mit dem Ergebnis, daß reelle Kodierungen den binären überlegen sind (höhere
Präzision bei geringerer Rechenzeit).

Zielfunktion und Fitneß Die Zielfunktion f ist der eigentliche Gegenstand der Opti-
mierung, d.h. die Funktion, die es zu minimieren oder maximieren gilt und im wesentlichen
problemabhängig ist. Die Funktion f erhält als Argument ein Genom und liefert einen (re-
ellen) Wert zurück, der widerspiegelt, wie gut das entsprechende Individuum das Optimum
erreicht. Im Gegensatz dazu beschreibt die Fitneß f∗, die Chance eines Individuums bei
der Selektion berücksichtigt zu werden. Die Fitneß ist somit eine Funktion vom Zielfunk-
tionswert, der nicht zwingend mit diesem gleichzusetzen ist. Evolutionsstrategien kennen
keinen Unterschied.

Selektion mit Heiratsschema Die Reproduktion zweier Individuen (Elternpaar) ist
der erste Schritt zur Berechnung der Nachkommen. Das Heiratsschema beschreibt das Ver-
fahren, nach dem die Individuen der Elterngeneration zu selektieren sind. Das Roulette–
Auswahl–Verfahren bestimmt die Wahrscheinlichkeit p(xi), daß ein Individuum xi selek-
tiert wird, anhand der Fitneß f∗(xi) bezogen auf die Summe der Fitneß aller Individuen
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der Population durch

p(xi) =
f∗(xi)

n−1∑
j=0

f∗(xj)

. (5.10)

Das Turnier–Auswahl–Verfahren bestimmt zwei Individuen anhand der beschriebenen
Roulette–Methode und wählt von diesen dann das Individuum als ein Elternteil aus, wel-
ches die bessere Fitneß hat.

Rekombination Nachdem das Elternpaar selektiert ist, kommt es zum Austausch von
genetischen Informationen. Die häufigsten Rekombinationsoperatoren sind in Abbildung
5.11 skizziert. Eine Besonderheit stellt die arithmetische Variante dar, bei der die einzelnen
Allele durch

x′i = (1− λ) · xi + λ · xj (5.11)
x′j = (1− λ) · xj + λ · xi (5.12)

für λ ∈ [0, 1] verändert werden. Zu beachten ist, daß für λ = 0.5 die beiden Nachkommen
identisch sind, wodurch die Streuung der Chromosomen in der Population abnimmt. Die-
ses führt i.allg. zu einem schlechten Konvergenzverhalten. Mühlenbein (1995) erweitert
diesen Ansatz für λ ∈ [−d, 1+d]. Mit d = 0.2 erzielen Vicini und Quagliarella (1999)
gute Ergebnisse.

Mutation Die Mutation ist bereits in Abschnitt 5.2.1 bei der Vorstellung der Mutations–
Selektions–Algorithmen ausführlich besprochen worden. Numerische Ergebnisse haben ge-
zeigt, daß es sinnvoll ist, die Variationsbreite δ bei der Mutation in Abhängigkeit des Fort-
schreitens des Optimierungsprozesses zu verkleinern, da ansonsten eine gewisse Genauig-
keit nicht überschritten wird.Michalewicz (1996) schlägt den folgenden nichtuniformen
Mutationsoperator vor.

x′ =
{
x+ δ(i, xmax − x) falls eine binäre Zufallszahl z gleich 0 ist
x− δ(i, x− xmin) ansonsten

(5.13)

Die Variationsbreite δ ergibt sich in Abhängigkeit des Iterationsschrittes i zu

δ(i, y) = y


1− r

(
1− i

I

)b
 , (5.14)

wobei I die maximal mögliche Anzahl von Iterationsschritten, r eine auf [0, 1] gleichver-
teilte Zufallszahl und b ein Systemparameter ist, der den Einfluß des Iterationsschrittes
gewichtet. Die Kurven in Abbildung 5.12 verdeutlichen diesen Zusammenhang. Mit fort-
laufenden Iterationsschritten wird die Wahrscheinlichkeit, große Veränderungen innerhalb
des vorgegebenen Intervalls y auf einem Allel auszuführen, immer geringer.
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Abbildung 5.12: Die Kurven verdeutlichen das Abklingverhalten des nichtuniformen Mu-
tationsoperators in Abhängigkeit des Parameters b. Für r = 0.5 (mittlere zu erwartende
Zufallszahl) nimmt mit fortlaufenden Iterationen die Variationsbreite ab.

Ersetzung mit Ersetzungsschema Im letzten Schritt innerhalb der simulierten Evolu-
tion wird nach einem Verfahren bestimmt, vergleichbar dem Heiratsschema, welche Nach-
kommen in die nächste Generation übernommen werden. Im einfachsten Fall erneuern alle
Nachkommen die aktuelle Elterngeneration. Da hierdurch auch die besten Individuen der
Eltern ersetzt werden, wird das Prinzip der Eliten (Elitismus) eingeführt. Dieses Schema
reproduziert die jeweils besten, zum Beispiel die ersten beiden, der Elterngeneration und
übernimmt diese anschließend ohne Veränderung in die nächste Generation.

5.3.2 Die C++ Klassenbibliothek GAlib (MIT)

Zur Implementierung der im nachfolgenden ausführlich dargestellten Optimierung von
zweidimensionalen Profilschnitten wird die von Wall (1996) am MIT4 entwickelte Klas-
senbibliothek verwendet5. Aufgrund des objektorientierten Ansatzes läßt sich die Biblio-
thek an eigene Problemstellungen unkompliziert anpassen. Im einfachsten Fall ist nur die
gewünschte Zielfunktion zu definieren.

4Massachusetts Institute of Technology
5Für nicht kommerzielle Anwendungen ist die Verwendung der Bibliothek frei.
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Abbildung 5.13: Die unterschiedlichen Kontrollpolygone der B–Splines sind das Ergebnis
der Rauhigkeit der Zielfunktion.

5.3.3 Approximation mit B–Spline–Funktionen

In Abschnitt 5.2.3 ist das mit einem Optimierungsansatz gekoppelte Approximationsver-
fahren ausführlich vorgestellt worden. Diese Problematik wird nun auf ein Lösungsverfah-
ren mit genetischen Algorithmen übertragen und mit der Simulated Annealing–Methode
verglichen.
Der Mutationsoperator kann direkt vom Simulated Annealing Ansatz übernommen wer-
den. Der arithmetische Rekombinationsoperator ist zu erweitern, um die notwendigen
Bedingungen zu gewährleisten, damit das in der Approximation auftretende Gleichungs-
system lösbar wird. Bei der Rekombination werden zwei Knotenvektoren s und t durch

s = {s0, s1, . . . , sm} → s′ = {s′0, s′1, . . . , s′m} (5.15)
t = {t0, t1, . . . , tm} → t′ = {t′0, t′1, . . . , t′m} (5.16)

mit si ∈ [s̄i,left, s̄i,right] und ti ∈ [t̄i,left, t̄i,right] für i = 0, . . . ,m durch

t′i = min(t̄i,right,max(t̄i,left, (1− λ) · ti + λ · si)) (5.17)
s′i = min(s̄i,right,max(s̄i,left, (1− λ) · si + λ · ti)) (5.18)

zwei neue Nachkommen berechnet. Die Bestimmung der Intervallgrenzen, innerhalb derer
die Knoten verändert werden können, erfolgt analog der Vorgehensweise des Mutations-
operators.
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Abbildung 5.14: Das mit einem genetischen Algorithmus gekoppelte Approximationsver-
fahren zeigt eine bessere Konvergenz als die entsprechende Simulated Annealing–Variante.

In den Abbildungen 5.13 bis 5.15 ist das Ergebnis der Approximation mit einem kombi-
nierten Optimierungsansatz dargestellt. Hierzu wurde das VKI–Profil aus Watzlawick
(1991) mit den beiden Verfahren approximiert. Es findet keine Skalierung des Zielfunk-
tionswertes statt, so daß Zielfunktion f und Fitneß f∗ identisch sind. Es zeigt sich, daß
die Optimierung mit genetischen Algorithmen ein besseres Ergebnis, d.h. ein B–Spline–
Profil mit einem geringeren Approximationsfehler, liefert. Abbildung 5.13 stellt die mit
den beiden Optimierungsverfahren approximierten B–Spline–Kurven dar. Deutlich ist zu
erkennen, daß die Knoten und damit auch die Kontrollpunkte zum Teil sehr unterschied-
lich sind. Es ist somit davon auszugehen, daß beide Verfahren aufgrund der Rauhigkeit
der Zielfunktion nur lokale Minima gefunden haben.

Die in diesem Abschnitt beschriebenen Konzepte und Erfahrungen werden nun nachfol-
gend versucht, auf die aerodynamische Optimierung von zweidimensionalen Profilen zu
übertragen.
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Abbildung 5.15: Eine Vergrößerung der Auflösung der Vorder– und Hinterkante läßt erken-
nen, daß der genetische Algorithmus mit einem geringeren Fehler gegenüber der Simulated
Annealing–Methode die vorgegebenen Konturpunkte approximiert.
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5.4 Optimierung von Profilen

Zur aerodynamischen Optimierung von Profilen werden sowohl deterministische, das sind
i.allg. Gradientenabstiegsverfahren, als auch stochastische, vornehmlich Simulated Anne-
aling und genetische Algorithmen, verwendet. Sadrehaghighi et al. (1995); Nerurkar
et al. (1996); Subel (1998) setzen Gradientenverfahren zur Optimierung ein. Eine wich-
tige Klasse bilden hierbei die Quasi–Newton–Verfahren (vgl. Gill et al. (1981)).
Dreyer et al. (1995); Schulz et al. (1996); Egartner und Schulz (1998) verwen-
den einen neuartigen Ansatz, bei dem zu einer vorgegebenen Geschwindigkeitsverteilung
das zugehörige Schaufelprofil simultan mit der Strömungsberechnung mittels eines SQP–
Verfahrens (sequentielle quadratische Programmierung, vgl. Spellucci (1993)) ermittelt
wird. Als Nebenbedingungen fließen neben geometrischen Restriktionen (z.B. Sehnenlänge)
somit die Strömungsgleichungen ein. Orozco und Ghattas (1996) verwenden ebenfalls
einen Simultanoptimierungsansatz.
Périaux et al. (1995); Obayashi und Tsukahara (1997) vergleichen verschiedene
Optimierungsverfahren und geben den genetischen Algorithmen den Vorzug, da diese,
trotz der i.allg. höheren Anzahl von Zielfunktionsauswertungen, bessere Resultate erzie-
len. Quagliarella (1995) sieht zusätzlich die Stabilität gegenüber Rauhigkeiten der
Zielfunktion, die insbesondere bei komplexen Systemen auftreten, als wesentlichen Vorteil
gegenüber den klassischen, gradientenbasierten Methoden. Umfangreiche Untersuchungen
sind auch in Baier (1998) zu finden, wobei insbesondere eine Erweiterung des Simulated
Annealing Verfahrens von Ingber und Rosen (1992) gute Sucheigenschaften bei der Op-
timierung von Turbinenprofilen aufweist. Vicini und Quagliarella (1999) kombinieren
den genetischen Algorithmus mit einem deterministischen Verfahren, um die Effizienz der
Optimierung zu erhöhen.
Da über die Glattheit der Zielfunktion bei der aerodynamischen Optimierung von Pro-
filen nur schwerlich Aussagen zu treffen sind, wird in dieser Arbeit ein genetischer Al-
gorithmus verwendet. Zur Reduzierung der Zielfunktionsaufrufe wird die Startgeometrie,
wie im vorherigen Kapitel beschrieben, durch ein neuronales Netz ermittelt. Somit ist es
als Fortführung und Erweiterung der Verfahren von Selig und Coverstone-Carroll
(1995); Quagliarella und Cioppa (1995); Obayashi und Takanashi (1996); Vicini
und Quagliarella (1997); Kuiper et al. (1998); Trigg et al. (1999) zu verstehen,
die genetische Algorithmen erfolgreich zur Optimierung von Tragflügel– und Turbinenpro-
filen einsetzen. Lawerenz (1995) verwendet hierzu die Evolutionsstrategie. Eine algorith-
mische Einführung evolutionärer Verfahren anhand der Optimierung von NACA–Profilen
gibt De Falco (1997a,b).
Der Ansatz mit neuronalen Netzen zur Bestimmung der Startgeometrie ist wesentlich
flexibler als die Suche in einer Datenbank von Pierret und Van den Braembussche
(1999), da durch die Generalisierungseigenschaften des Netzes auch unbekannte, nicht trai-
nierte Startprofile generiert werden können.
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5.4.1 Zielfunktion und Genom

Die Zielfunktion f zur Bewertung eines Profils, durch �x beschrieben, setzt sich mittels

f(�x) =
1
w

n∑
i=0

wi
fi(�x)
ri

mit w =
n∑
i=0

wi (5.19)

aus geometrischen und aerodynamischen Anteilen zusammen. Um die einzelnen Anteile
fi(�x) vergleichbar zu machen, werden diese jeweils auf einen Referenzwert ri normiert.
Zusätzlich wird ein Gewichtungsfaktor wi eingeführt, der es erlaubt, die einzelnen Anteile
zueinander in Beziehung zu setzen. Einzelne geometrische (z.B. maximale Dicke dmax/l)
oder aerodynamische (z.B. Abströmwinkel α2) Zielvorgaben yt (Sollwert) lassen sich durch

fy =
(
1− y

yt

)2

(5.20)

bewerten, wobei y der aktuelle Istwert des betrachteten Profils �x ist. Durch Vorgabe einer
normierten Folge an m+ 1 diskreten Stützstellen (xi,Ma∗t,i) ist es möglich, mit

fMa =
m∑
i=0

|Ma∗t,i −Ma∗i | ·∆x für ∆x = 0.5 ·



x1 − x0 falls i = 0
xm − xm−1 falls i = m
xi+1 − xi−1 ansonsten

(5.21)

die Fehlerfläche der Machzahlverteilung für die Saug– bzw. der Druckseite zu bestimmen
und gegebenfalls zu minimieren. Als Bezugsgröße für die Normierung wird das Machzahl-
maximum Mamax gewählt. Die Funktion

fMa,max = max(0,Mamax −Mat,max) (5.22)

kann zusätzlich als Strafterm bei Überschreiten einer Machzahl Mat,max ergänzt werden.

Neben der Erfüllung einer Umlenkung der Strömung ist die Minimierung der Profilverlu-
ste die zentrale Aufgabe in der Optimierung. Hierzu fließt der Totaldruckverlust ω (vgl.
Abschnitt 3.4.5) als direkte Größe fω = ω in die Zielfunktion mit ein. Das in dieser Arbeit
entwickelte Modell der Profilgrenzschicht kann Phänomene infolge abgelöster Strömung
(z.B. Verluste) nur bedingt wiedergeben. Aus diesem Grund wird ein zusätzlicher Straf-
term eingeführt, der eine Ablösung der Strömung auf der Saug– und Druckseite bestraft.

Das Genom �x wird durch die zweidimensionalen Kontrollpunkte der B–Spline–Funktion
des Profils definiert. Alle weiteren Designparameter, z.B. der Grad p und der Knoten-
vektor t, bleiben konstant. Hierdurch wird die Anzahl der freien Optimierungsparameter
reduziert.

5.4.2 Inverser Entwurf

Zur Überprüfung der Leistungsfähigkeit und zur Bestimmung des Einflusses der verschie-
denen Parameter des genetischen Algorithmus wird versucht, durch Vorgabe einer be-
kannten, normierten Machzahlverteilung und des Abströmwinkels das zugehörige Profil
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Abbildung 5.16: Der Konvergenzverlauf für 2000 Zielfunktionsaufrufe entspricht ungefähr
100 Generationen mit jeweils 20 Individuen. Für den Schritt 1, 61, 567 und 2005 ist das
zugehörige Profil eingezeichnet.

zu rekonstruieren. Dieses entspricht der Vorgehensweise des inversen Entwurfs.

Als Beispiel wird hierzu das Profil aus Mertens (1995) gewählt und mit dem imple-
mentierten Stromfunktionsverfahren die Strömung bestimmt. Die Zielfunktion für die Op-
timierung setzt sich aus der Vorgabe einer normierten Machzahlverteilung entsprechend
Gleichung (5.21) mit 31 bzw. 33 Stützstellen auf der Saug– bzw. Druckseite und der Vor-
gabe eines Abströmwinkels entsprechend Gleichung (5.20) mit yt = 19.5◦ zusammen. In
Abbildung 5.16 ist der Konvergenzverlauf für 2000 Zielfunktionsaufrufe dargestellt. Dieses
entspricht ungefähr 100 Generationen bei einer Population von 20 Individuen.
In den Abbildungen 5.17 und 5.18 ist die Geometrie bzw. die Machzahlverteilung des Start-
profils und des optimierten Profils dargestellt. Zusätzlich ist die Zielvorgabe der Mach-
zahlverteilung bzw. die zugehörige Zielgeometrie aufgetragen. Es zeigt sich, daß das Profil
hinreichend genau rekonstruiert wird. Größere Abweichungen treten insbesondere an der
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Abbildung 5.17: Ausgehend von einer Startgeometrie wird durch den genetischen Algo-
rithmus das Profil aus Mertens (1995) rekonstruiert.

Hinterkante auf. Die Ursache hierfür ist die in dieser Arbeit verwendete Diskretisierung in
Form eines C–Netzes, bei der die Hinterkante abgeschnitten wird. Unterschiedliche Hin-
terkanten sind daher unter Umständen nicht zu berücksichtigen.
Weiterhin ist für dieses Beispiel zu bemerken, daß, obwohl die Originalgeometrie nicht
in der mathematischen Form einer B–Spline–Funktion definiert ist, durch den inversen
Entwurf die Profilgeometrie mit einer periodischen B–Spline–Funktion mit 16 Kontroll-
punkten gut approximiert werden kann.

5.4.3 Direkter Entwurf

Während beim inversen Entwurf die Machzahlverteilung a priori bekannt sein muß, ent-
spricht der direkte Entwurf der i.allg. üblichen Vorgehensweise, bei der ein Profil mit einer
definierten Umlenkung bei möglichst geringem Verlust gefordert wird. Hierbei sind wei-
terhin geometrische Randbedingungen zu berücksichtigen.

Im folgenden wird ein Beispiel mit den Zuströmbedingungen Ma1 = 0.5, α1 = 30◦ und
Tu = 2% betrachtet. Ausgehend von einem Startprofil wird nun eine optimierte Geometrie
gesucht, die den Verlust unter Gewährleistung einer geforderten Abströmung α2 = 5◦ mi-
nimiert. Die Zusammensetzung der Zielfunktion sowie die erzielten Ergebnisse sind nach-
folgend tabelliert. Durch die Vorgabe eines Machzahlniveaus wird die Ausbildung von
Machzahlspitzen, wie diese durch eine Fehlanströmung an der Vorderkante entstehen, ver-
hindert. Die Gewichtungsfaktoren wi sind identisch 1.
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Abbildung 5.18: Abweichungen bei der Optimierung einer vorgegebenen Machzahlvertei-
lung ergeben sich insbesondere auf der Druckseite des Profils.

Zielfunktion Geometrie
Anteil Vorgabe Referenzwert Start optimiert
Sehnenlänge l 0.0674 m 0.0015 0.0674 m 0.0673 m
maximale Dicke dmax/l 7% 0.02 6.2% 6.8%
Abströmwinkel α2 5◦ 0.04 4.3◦ 5.0◦

Profilverlust ω 0.0 0.0025 3.75% 1.03%
Machzahlniveau Mat,max 0.9 0.1 0.76 0.75

Als Rekombinationsoperator des genetischen Algorithmus wird die arithmetische Variante
mit dem Parameter d = 0.05 (siehe Seite 122) bei einer Wahrscheinlichkeit pr = 0.7 sowie
der nichtuniforme Mutationsoperator mit pm = 0.1 gewählt. Eine Population besteht aus
20 Individuen, die über 50 Generationen entwickelt wird. Die Selektion der Eltern in je-
dem Iterationsschritt erfolgt mit dem Turnier–Auswahl–Verfahren. Als Startgeometrie ist
ein gekrümmtes Profil mit konstanter Dicke verwendet worden. Das Profil besteht aus 14
zweidimensionalen Kontrollpunkten, die das Genom bilden.

Weitere Ergebnisse sind in den Abbildungen 5.19 bis 5.21 wiedergegeben. Während der Ab-
strömwinkel und die maximale Dicke konstant gehalten werden konnten, ist insbesondere
an der Vorder– und Hinterkante die Geometrie durch die Optimierungsstrategie verändert
worden. Durch die Verjüngung der Vorderkante wird erreicht, daß die Strömung länger
laminar anliegend bleibt und somit die Ausbildung einer Grenzschicht verringert wird. Als
direkte Folge wird der Totaldruckverlust reduziert. Dieses wird auch in Abbildung 5.21
sehr deutlich. Der laminar–turbulente Übergang verschiebt sich von 10% auf über 40%
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Abbildung 5.19: In der Optimierung wird die Vorder– und Hinterkante verjüngt, wodurch
sich der Profilverlust reduziert.

der Sehnenlänge. Die dünne Hinterkante sorgt im wesentlichen für eine Verringerung des
Totaldruckverlustes, der durch die sehr dicke Hinterkante der Startgeometrie entstanden
ist.

Im Rahmen dieser Arbeit durchgeführte Untersuchungen haben gezeigt, daß Schwächen im
physikalischen Modell zur Beschreibung der Strömungsvorgänge von den Optimierungs-
strategien bei der Suche nach geeigneten Profilschnitten ausgenutzt werden. Dieses führte
in vielen Fällen zu unzweckmäßigen Geometrien. In die Zielfunktion zur Bewertung von
Profilen werden hauptsächlich aerodynamische Kriterien (Totaldruckverlust, Abströmwin-
kel) herangezogen. Mechanische, konstruktive Eigenschaften hingegen werden durch das
physikalische Modell nicht hinreichend modelliert und nur über die maximale Dicke dmax/l
bewertet. Da aerodynamisch betrachtet, unendlich dünne Profile den geringsten Verlust
aufweisen, versucht die Optimierungsstrategie solche Profile als optimal auszuwählen.
Nachfolgend wird an einigen Beispielen diese grundsätzliche Problematik verdeutlicht und
die Lösungsansätze, soweit diese in der vorliegenden Arbeit Anwendung finden, beschrie-
ben.

Zu Beginn der Untersuchungen sind insbesondere solche Geometrien als optimal befunden
worden, die eine möglichst frühe turbulente Ablösung aufweisen. Da die Verluste infolge der
abgelösten Strömung nicht modelliert werden, ist im wesentlichen nur die Verdrängungs-
dicke δ1 verantwortlich, die bei einer Ablösung direkt hinter der Vorderkante sehr gering
ist. Erst durch Einführung eines Strafterms bei einer Ablösung konnte dieses Problem
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Abbildung 5.20: Vergleich der Machzahlverteilung der Start– und optimierten Geometrie

gelöst werden. Weitere, zukünftige Entwicklungen sollten das aerodynamische Modell um
eine Behandlung der abgelösten Strömung erweitern.

Eine weitere Unvollständigkeit des Modells führte in der Optimierung zu Geometrien, die
durch eine Keilform, d.h. spitze Vorder– und stumpfe Hinterkante, gekennzeichnet sind.
Die Folge ist eine langanhaltend laminare Strömung mit geringen Grenzschichtdicken und
damit geringen Verlusten. Erst durch die Einführung des Totaldruckverlustes ωd nach
Gleichung (3.134) konnte die Unzulänglichkeit der abgebildeten Physik behoben werden.

Ein weiteres Problem bei der Formulierung der Zielfunktion ist die Beschränkung in die-
ser Arbeit auf den Entwurf des Profils in einem Auslegungspunkt. Da i.allg. innerhalb
eines Verdichters jedoch eine Bandbreite von Strömungszuständen, z.B. eine Variation des
Zuströmwinkels in einem festgelegten Intervall, vorliegt, werden Geometrien optimiert,
die nur genau für die definierten Randbedingungen im Auslegungspunkt den Verlust
minimieren. Zukünftige Entwicklungen sollten daher in Hinblick auf eine Mehrpunkt—
Optimierung ergänzt werden.

Anzumerken ist, daß die beschriebenen Probleme die Folge des abgebildeten physikalischen
Modells und nicht der Optimierung, insbesondere nicht die Folge der Eigenschaften des
genetischen Algorithmus, sind. Jede Strategie kann nur innerhalb der modellierten Physik
optimieren. Menschliche Konstrukteure besitzen hingegen Erfahrungen, die solche untaug-
lichen Profilgeometrien ausschließen. Zukünftige Entwicklungen sollten daher versuchen,
mechanische Phänomene angemessen zu berücksichtigen, die anschließend zusammen mit
der aerodynamischen Bewertung in die Zielfunktion miteinfließen.
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Abbildung 5.21: Der Vergleich der Grenzschichtbelastung auf der Saugseite zeigt einen
verschobenen laminar–turbulenten Übergang der optimierten Geometrie gegenüber dem
Startprofil.

Der in dieser Arbeit entwickelte Ansatz zum geometrischen Entwurf mit periodischen B–
Spline–Funktionen stellt einen hohen Freiheitsgrad in der Optimierung dar. Dieses gewähr-
leistet, daß neue Lösungen gefunden werden können, die durch konventionelle Entwurfs-
methoden, z.B. durch parametrisierte Profilfamilien, nicht möglich sind. Auf der anderen
Seite ist ein hinreichend genaues aerodynamisches und mechanisches Modell wichtig, um
untaugliche Geometrien, wie beschrieben, bei der Optimierung zu vermeiden. Nachfolgend
wird auf die bereits in Abschnitt 4.4.1 beschriebene Geometriesystematik beim direkten
Entwurf zurückgegriffen. Probleme im physikalischen Modell werden hierdurch reduziert.
Es werden jedoch nur solche Geometrien gefunden, die innerhalb dieser Systematik als
optimal bewertet werden.

Als Beispiel wird die Optimierung eines Profils mit den Zuströmbedingungen durchMa1 =
0.437 und α1 = 40◦ betrachtet. Als Optimierungsstrategie wird zum einen ein genetischer
Algorithmus, mit einer Ein–Punkt bzw. einer arithmetischen Rekombination, und zum
Vergleich die Simulated Annealing Strategie herangezogen. Aufgrund des nicht sehr um-
fangreichen Genoms infolge der verwendeten Geometriesystematik ist für den genetischen
Algorithmus eine kleinere, 10 Individuen umfassende, Population, die über 50 Generatio-
nen entwickelt wird, ausreichend. Für das Simulated Annealing Verfahren terminiert die
Iteration dementsprechend nach 500 Zielfunktionsaufrufen.

Abbildung 5.22 und die nachfolgende Tabelle zeigen, daß die Optimierung mit genetischen
Algorithmen und durch Simulated Annealing zu weitgehend identischen Profilen führt.
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Abbildung 5.22: Die unterschiedlichen Optimierungsstrategien führen zu identischen Geo-
metrien.

Ein–Punkt Arithmetische Simulated
Rekombination Rekombination Annealing

Abströmwinkel α2 20.0◦ 20.2◦ 20.2◦

Profilverlust ω 1.08% 1.07% 1.10%

Die Machzahl– sowie die Formfaktorverteilung ist den Abbildungen 5.23 bzw. 5.24 zu
entnehmen. Durch die Bestrafung eines Machzahlniveaus über 0.55Ma wird eine Fehlan-
strömung vermieden. Der laminar–turbulente Übergang findet früh, bereits bei 20% der
Sehnenlänge, statt. Die Belastung der Saugseite steigt moderat an und bleibt ohne eine
turbulente Ablösung.
Da alle Verfahren zu einer fast identischen Geometrie führen, läßt dieses vermuten, daß
tatsächlich das optimale Profil innerhalb der Geometriesystematik für die geforderten
Randbedingungen bestimmt worden ist.
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5.5 Ausblick

Moderne Verdichter und Turbinen sind schon hochgradig für ihre jeweiligen Anforderun-
gen optimiert. Der verstärkte Wettbewerbsdruck erzwingt es, effiziente, den Vorgaben
angepaßte, Turbomaschinen in stetig kürzeren Entwicklungsphasen zu entwerfen. Bei der
Optimierung von Strömungsmaschinen ist daher neben einer Verfeinerung der aerodyna-
mischen Modelle eine Parallelisierung des Auslegungsprozesses notwendig.

In dieser Arbeit wird ein zweidimensionales Verfahren zur numerischen Bestimmung der
Strömung verwendet. Um eine Reihe aerodynamischer Phänomene zu analysieren und da-
mit in der Optimierung zu berücksichtigen, reichen diese jedoch nicht aus. Ein Einsatz von
dreidimensionalen Navier–Stokes–Löungsverfahren scheint in Anbetracht der Rechenzeit
in der näheren Zukunft mehr als fraglich. Sinnvoller erscheint es zum Beispiel daher, die
S1–Rechnung mit einem S2–Verfahren zu koppeln (siehe Röper (1994)).
Ein nicht zu unterschätzendes Problem ergibt sich bei der automatischen dreidimensio-
nalen Gittergenerierung, welches sich bereits im zweidimensionalen Fall widerspiegelt. In
dieser Arbeit sind einige Anstrengungen unternommen worden, um insbesondere die Vor-
derkante des Profils für alle Individuen einer Population ähnlich fein aufzulösen. Nur hier-
durch ist es gewährleistet, daß die Beschleunigungsgebiete an der Vorderkante aufgelöst
werden. Ansonsten besteht die Gefahr, daß Rauhigkeiten der Zielfunktion den Optimie-
rungsprozeß in lokalen Minima enden lassen.

Bei der Auslegung von Turbomaschinen sind eine Reihe unterschiedlicher Disziplinen, z.B.
Aerodynamik, Thermodynamik, Konstruktion, Festigkeit und Kostenkontrolle, beteiligt,
was oftmals zu einem iterativen, sequentiellen Prozeß führt. Bei einer frühzeitigen In-
tegration der verschiedenen Fachabteilungen in einem gemeinsamen Optimierungsprozeß
(multidisciplinary optimization) lassen sich zeitaufwendige Iterationsschritte reduzieren.
Nadon et al. (1999) zeigen beispielhaft die Optimierung eines kompletten Triebwerks
mit genetischen Algorithmen. Die Zielfunktion setzt sich dabei aus thermodynamischen
und aerodynamischen Anteilen zusammen.

Das biologische Vorbild der Evolution ist ein parallel ablaufender Prozeß. Aufgrund der
i.allg. vorhandenen Ein–Prozessor–Rechner ist bei der Realisierung von genetischen Algo-
rithmen jedoch eine sequentielle Formulierung notwendig. Eine wesentliche Verringerung
der Rechenzeit ist durch den Einsatz von Parallelrechner möglich. Prinzipell lassen sich
hierbei zwei Rechnerarchitekturen unterscheiden. Périaux et al. (1998) verwenden eng
gekoppelte, massiv parallele Rechner zur Parallelisierung der numerischen Strömungsbe-
rechnung. Quagliarella (1995) stellt zudem ein Lastausgleichsverfahren vor, um die
Berechnungen auf die Prozessoren zu verteilen. Aufgrund der heutigen heterogenen Rech-
nerlandschaft in Firmen und Universitäten besitzt das lose gekoppelte, verteilte Rech-
nen ein größeres Potential. Insbesondere ist hierbei der Parallel Virtual Machine–Ansatz
(PVM) von Geist et al. (1994) interessant, der es ermöglicht, einzelne Rechner zu einer
parallelen, virtuellen Maschine zusammenzufügen. Der Anwender erhält einen transpa-
renten Blick, der die Heterogenität, insbesondere bezüglich der einzelnen Betriebssysteme
und Prozessorgeschwindigkeiten sowie den physikalischen Standort, verbirgt (siehe auch
Fischer (1999)). Zudem ist PVM hochgradig skalierbar. Dou und Phan-Thien (1998)
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entwickeln hierzu ein Verfahren, um die Strömungsberechnung auf die verschiedenen Rech-
nerknoten zu verteilen.
Nach Doorly (1995) lassen sich zwei Methoden zur parallelen Ausführung von geneti-
schen Algorithmen unterscheiden. Bei dem klassischen Modell läßt sich die Auswertung
(Zeile 10 im Algorithmus von Abbildung 5.10) auf eine Anzahl von Prozessoren verteilen.
Jeder Prozessor erhält ein Individuum zur Analyse und Bestimmung der Fitneß. Erfolg-
reich ist auch das andere Modell eingesetzt worden, welches hingegen eine Vielzahl von
Populationen verwendet, wobei jedem Prozessor eine Gruppe von Individuen zugeordnet
wird. Durch eine Erweiterung des genetischen Algorithmus kommt es zur Migration von
einzelnen, den jeweils besten, Individuen zwischen den Populationen. Die in dieser Arbeit
verwendete GAlib Bibliothek von Wall (1996) implementiert beide Modelle und ist für
den Einsatz mit PVM vorbereitet.

Tong und Gregory (1990); Tong et al. (1992) skizzieren mit dem Engineous–System
die zukünftige Richtung bei der Auslegung. Engineous setzt auf vorhandenen Program-
men auf und definiert eine Schnittstelle (shell) zum Konstrukteur zur automatischen Aus-
legung. Mit Methoden der symbolischen Informationsverarbeitung aus dem Bereich der
künstlichen Intelligenz (vgl. hierzu auch Abschnitt 1.2) lassen sich Wissen und Methoden
des Konstrukteurs in eine Wissensdatenbank übertragen. Die implementierten Optimie-
rungsverfahren, Gradientenverfahren sowie Simulated Annealing und genetische Algorith-
men, greifen dazu bei der Auslegung zurück. Die Eingriffe des Menschen werden dadurch
minimiert; im Idealfall beschränkt sich die Interaktion auf die Vorgabe der Randbedingun-
gen und Zielvorgaben. Lee et al. (1993) beschreiben einen mit Engineous–Werkzeugen
entwickeltes Verfahren zur automatisierten Auslegung von Turbinen, welches sowohl aero-
dynamische als auch mechanische Randbedingungen berücksichtigt.



Kapitel 6

Resümee

Der Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung von Verfahren des geome-
trischen Entwurfs und der aerodynamischen Optimierung zweidimensionaler Turboma-
schinenbeschaufelungen. Hierbei wurden insbesondere zwei Methoden der Computational
Intelligence, künstliche neuronale Netze und genetische Algorithmen, untersucht. Die im-
plementierten Verfahren können als Basis für weitere Untersuchungen herangezogen und
erweitert werden.

Zur geometrischen Definition moderner Freiformprofile ist in dieser Arbeit ein neuer An-
satz mit periodischen B–Spline–Funktionen entwickelt worden. Die Profilkontur wird durch
eine umlaufende Kurve beschrieben. Durch Approximations– und Interpolationsalgorith-
men lassen sich vorhandene Profile in Form einer periodischen B–Spline–Funktion darstel-
len. Durch einen kombinierten Optimierungsansatz mittels Simulated Annealing läßt sich
die Anzahl der B–Spline–Parameter reduzieren. Die Designparameter können geometrisch
interpretiert und visualisiert werden. Mit Hilfe eines graphischen Editors lassen sich die
Profile interaktiv entwerfen und manipulieren.

Zur aerodynamischen Bewertung ist ein Stromfunktionsverfahren entwickelt worden, wel-
ches die zweidimensionale, reibungsfreie, kompressible Strömung auf S1–Flächen berech-
net. Durch die Lösung einer elliptischen Differentialgleichung wird zuvor der Strömungs-
raum in Form eines C–Netzes diskretisiert. Durch ein neues Verfahren zur Bestimmung
der Gitterknoten auf der Profiloberfläche durch Gewichtsfunktionen kann die Vorderkante
besonders fein aufgelöst werden. Reibungsphänomene werden durch ein Grenzschichtver-
fahren modelliert. Die Koppelung mit dem Stromfunktionsverfahren geschieht durch eine
simulierte Aufdickung des Profils und einer Verschiebung der Stromlinien entlang der Pro-
filoberfläche. Die Leistungsfähigkeit des kombinierten Stromfunktions– und Grenzschicht-
verfahrens ist beispielhaft anhand zweier Verdichterprofile überprüft worden. Es zeigt sich
eine gute Übereinstimmung mit experimentell bestimmten Ergebnissen.
Eine spätere Übertragung auf Radialmaschinen ist durch eine veränderte Definition einer
Entwurfsebene der zweidimensionalen Profilschnitte möglich.

Zum schnellen Profilentwurf ist ein Modul auf der Basis neuronaler Netze entwickelt wor-
den. Nach Aufbau einer umfangreichen Datenbasis lassen sich Profile durch Angabe geome-
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trischer und aerodynamischer Randbedingungen unmittelbar (”auf Knopfdruck“) erzeu-
gen. Zusätzlich werden weitere Eigenschaften vorhergesagt. Durch Aufbau einer zweiten
Datenbasis ist der Approximationsfehler des trainierten neuronalen Netzes statistisch be-
trachtet worden. Exemplarisch wurde eine Studie durchgeführt, um die Sensitivität und
das Verhalten des Netzes auf veränderte Randbedingungen zu untersuchen.
Zukünftig wäre zu untersuchen, ob sich Fuzzy–Control–Ansätze, weitere, nicht betrachtete
Methoden der Computational Intelligence, mit den neuronalen Netzen kombinieren lassen
und dadurch ihre Aussagefähigkeit und Präzision weiter erhöhen können.

Vorhandene oder durch neuronale Netze erzeugte Profile lassen sich weiter optimieren.
Hier ist ein evolutionäres Verfahren auf der Basis genetischer Algorithmen implementiert
und auf Fähigkeit zur Minimierung einer Zielfunktion überprüft worden. Diese setzt sich
aus geometrischen und aerodynamischen Zielvorgaben zusammen. Anhand von Beispie-
len des inversen und direkten Entwurfs werden die Optimierungseigenschaften genetischer
Algorithmen beschrieben. Die Untersuchungen haben gezeigt, daß eine Erweiterung der
abgebildeten Physik um mechanische Aspekte der Profilauslegung notwendig ist.
Zur weiteren Beschleunigung bietet es sich an, die genetischen Algorithmen zu parallelisie-
ren und die Auswertung der Zielfunktion auf mehreren, verteilten Rechnern durchzuführen.

Die in dieser Arbeit umfangreich durchgeführten Untersuchungen zur Approximation mit
neuronalen Netzen bieten ein großes Entwicklungspotential und stehen erst am Anfang
einer umfassenden Anwendung bei der Auslegung von Turbomaschinen. In dieser Arbeit
ist gezeigt worden, daß schon einfache Netze wesentliche Zusammenhänge und Abhängig-
keiten von Entwurfsparametern erkennen können.
Inhalt weiterer Forschungsaktivitäten sollte in Hinblick auf eine weitestgehende Ersetzung
der Strömungsberechnung durch neuronale Netze erfolgen. Die rechenintensive Strömungs-
rechnung ist somit nur zum Aufbau einer umfangreichen Trainingsdatenmenge notwen-
dig. Solche Netze, gekoppelt mit Optimierungsstrategien, würden die Rechenzeit drastisch
verkürzen; die Optimierung eines zweidimensionalen Profils Größenordnungen weniger Re-
chenzeit in Anspruch nehmen als die bisher konventionelle Optimierung mit mindestens
einer durchzuführenden Strömungsberechnung pro Iterationsschritt.
Ein weiterer, zukünftiger Schritt ist die Approximation dreidimensionaler Strömungsphäno-
mene mit neuronalen Netzen. Zum Aufbau einer Datenbasis wird ein dreidimensionaler
Strömungslöser benötigt. Fernerhin ist eine Reduktion der Resultate auf einige Kenngrößen
notwendig.

Diese Arbeit hat deutlich werden lassen, daß sowohl neuronale Netze als auch genetische
Algorithmen vorteilhaft bei der Auslegung von Turbomaschinen eingesetzt werden können.
Bereits heute läßt sich absehen, das beide Ansätze sich zukünftig zu Standardmethoden
des Entwurfs und der Optimierung entwickeln werden.



Anhang A

Algorithmen und Bildanhang

A.1 Algorithmus von de Boor

Der Algorithmus in Abbildung A.1 implementiert die Gleichung (2.14) und dient zur Be-
rechung eines Kurvenpunktes B(t) einer B–Spline–Funktion für einen vorgegebenen Pa-
rameterwert t. Der Grundgedanke des Algorithmus ist es, nur die Anteile zu betrachten,
die ungleich null sind. Im ersten Unterprogramm (Zeile 0–14) wird durch einen binären
Suchalgorithmus der Index k bestimmt, so daß gilt: t ∈ [tk, tk+1]. Da der Knotenvektor
t = {t0, . . . , tm} per Definition aufsteigend sortiert ist, kann in maximal logarithmischer
Zeit der Index k ermittelt werden. Zur Bestimmung der Basisfunktionenen werden die
in Abschnitt 2.2.2 aufgeführten Eigenschaften von B–Spline–Funktionen ausgenutzt. In
den letzten Anweisungen (Zeile 31–35) werden nun die zuvor ermittelten Werte mit den
entsprechenden Kontrollpunkten multipliziert und aufsummiert.
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algorithm B–Spline–Kurvenpunkt

0 routine Binäre–Suche–k (t) 〈Bestimme k mit t ∈ [tk, tk+1]〉
1 if (t = tn+1) −→
2 return n
3 fi
4 low ← p ; high← n+ 1 ; mid← 
(low + high)/2�
5 do (t < tmid ∨ t ≥ tmid+1) −→
6 if (t < tmid) −→
7 high← mid
8 else
9 low ← mid

10 fi
11 mid← 
(low + high)/2�
12 od
13 return mid
14 end

15 routine Basisfunktion (k, t) 〈Berechne die Basisfunktionen �= 0〉
16 N0 ← 1 ; j ← 1
17 do (j ≤ p) −→
18 leftj ← t− tk+1−j ; rightj ← tk+j − t ; saved← 0 ; r ← 0
19 do (r < j) −→
20 temp← Nr/(rightr+1 + leftj−r)
21 Nr ← saved+ rightr+1 ∗ temp
22 saved← leftj−r ∗ temp
23 r ← r + 1
24 od
25 Nj ← saved ; j ← j + 1
26 od
27 return N
28 end

begin
29 k ← Binäre–Suche–k(t)
30 N ← Basisfunktion(k, t)
31 C ← 0 ; i← 0
32 do (i ≤ p) −→
33 C ← C +Ni ∗Pk−p+i
34 i← i+ 1
35 od

end.

Abbildung A.1: Algorithmus von de Boor zur Berechnung von B–Spline Kurvenpunkten.
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A.2 Ausgewählte Wölbungs– und Dickenverteilungen

Der konventionelle Entwurf von zweidimensionalen Profilschnitten erfolgt durch die De-
finition einer Skelettlinie yc und einer Dickenverteilung yt. Die Skelettlinie beschreibt die
Wölbung und teilt das Profil in der Mitte in eine obere (xu, yu) und untere Kontur (xl, yl)
auf (vgl. auch Käppeli (1987)). Die Variable x ∈ [0, 1] beschreibt die auf die Sehnenlänge
l bezogene Position. Ausgeführte Profile sind anschließend daher in x und y Richtung mit
der Länge l zu skalieren. Die Profilkoordinaten ergeben sich zu

xu = x− yt sin δ xl = x+ yt sin δ (A.1)
yu = yc + yt cos δ yl = yc − yt cos δ . (A.2)

Hierbei beschreibt δ = arctan y′c den lokalen Steigungswinkel der Skelettline. Eine Staf-
felung entspricht der Drehung des Profils um den Winkel β. So ergeben sich die Punkte
(xus, yus) auf der Profiloberseite zu

xus = xu cosβ − yu sinβ yus = xu sinβ + yu cosβ . (A.3)

Ähnliche Profile werden in Profilfamilien zusammengefaßt. Hierzu gehören insbesonde-
re die Profile der unterschiedlichen NACA Serien, die z.T. bereits um 1930 entstanden
sind (vgl. Abbott und Von Doenhoff (1959)). Mit dem von Ladson et al. (1996)
entwickelten Programm AIRFOLS lassen sich diverse NACA Wölbungs– und Dickenver-
teilungen kombinieren.
Trotz der eingeschränkten Parametrisierung bilden die nachfolgend aufgeführten Profilfa-
milien weiterhin die Grundlage zur Definition von Profilen mit Splinefunktionen. So lassen
diese sich zum Beispiel als Startgeometrie in einem Optimierungsprozeß verwenden.

Wölbungsverteilungen

Kreisbogen Die Skelettlinie beschreibt einen Kreisbogen mit einem Wölbungswinkel
(Metallumlenkung) von 2α. Der Steigungswinkel beträgt an der Vorderkante α bzw.
−α an der Hinterkante. Die Skelettlinie berechnet sich zu

yc = y0 + r cos arcsin
(
x− x0
r

)
, (A.4)

wobei der Kreismittelpunkt mit x0 = 0.5 und y0 = −r cosα und der zuhörige Radius
durch r = (2 sinα)−1 gegeben ist.

Polynom Analog zum Kreisbogen wird durch das folgende Polynom eine symmetrische
Skelettlinie beschrieben:

yc = c0x− (2c0 + c1)x2 + (c0 + c1)x3 . (A.5)

c0 = tanα und c1 = tan−α definieren die Steigungen an der Vorder– bzw. Hinter-
kante.
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NACA–4 Serie Die häufig verwendete NACA–4 Serie PMDD wird durch

yc =



p

m2
(2mx− x2) für 0 ≤ x < m,
p

(1−m)2
[
(1− 2m) + 2mx− x2] für m ≤ x ≤ 1 (A.6)

beschrieben. p = 0.1 · P gibt die maximale auf die Sehnenlänge bezogene Wölbung
an. m = 0.1 ·M ist die Position der maximalen Wölbung (Wölbungsrücklage).

NACA–16 Serie Die aus der 6–Serie (vgl. Ladson et al. (1996)) abgeleitete Wölbungs-
verteilung wird über den Entwurfsauftriebsbeiwert cl parametrisiert:

yc = − cl4π (1− x)
2 log(1− x) . (A.7)

NACA–65 Serie Im Turbomaschinenbau wird häufig eine durch

yc = − cl4π [(1− x) log(1− x) + x log(x)] (A.8)

definierte Skelettlinie verwendet. cl beschreibt analog den Entwurfsauftriebsbeiwert.

Dickenverteilungen

Ellipse Die einfachste Dickenverteilung wird durch eine Ellipse

yt = d/2 sin arccos(2x− 1) (A.9)

beschrieben. d gibt die maximale Dicke (Dickenrücklage) an.

C4 Serie Die C4 Serie verwendet ursprünglich eine Kreisbogenskelettlinie. Die Dicken-
verteilung ergibt sich zu

yt = A
1.6435

√
x− 1.1153x− 0.6439x2 + 0.2952x3

1− 0.9336x , (A.10)

wobei A = d(1− x) gilt.
NACA–4 Serie Die zur Skelettlinie zugehörige Dickenverteilung der NACA–4 Serie ist

durch

yt = d(1, 4845
√
x− 0.6300x− 1.7580x2 + 1.4215x3 − 0.5075x4) (A.11)

definiert. Für die maximale Dicke gilt d = 0.01 ·DD.
NACA–65 Serie Durch

yt = A
1.0675

√
x− 0.2758x+ 2.4478x2 − 2.8385x3

1− 0.1760x (A.12)

wird mit A = d(1− x) die Dickenverteilung der NACA–65 Serie beschrieben.
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A.3 Konturpunktverteilung

Die nachfolgenden Abbildungen zeigen Konturverteilungen in Abhängigkeit der unter-
schiedlichen, in Abschnitt 3.2.4 vorgestellten, Gewichtsfunktionen w̄i am Beispiel einer
Ellipse. Durch

x(t) = r1 cos(t) und y(t) = r2 sin(t) (A.13)

für t ∈ [−π,+π] wird eine Ellipse definiert. Der Umfang (Bogenlänge) ergibt sich zu:
S ≈ π[1.5(r1 + r2)−√r1r2] (vgl. Bronštejn und Semendjaev (1989)).
Für die folgenden Beispiele sind jeweils 40 Konturpunkte auf dem Umfang einer Ellipse
mit r1 = 0.95 und r2 = 0.15 berechnet worden. Zur Verdeutlichung sind die Intervallgren-
zen t0 bzw. t1 und die Bogenlänge mit den einzelnen Segmentlängen aufgeführt.

In Abbildung A.2 ist die Exponential–Gewichtsfunktion dargestellt. Auf der Hälfte der
Bogenlänge ist ein Bezugspunkt t′ gewählt, wodurch die Segmente mit t > t′ bzw. t < t′

zunehmend größer werden.

Die Euklidscher–Abstand–Gewichtsfunktion definiert einen Kontraktionspunkt, wie in Ab-
bildung A.3 skizziert, der an einer beliebigen Position in der x, y–Ebene, jedoch nicht auf
der Kurve, liegen kann. Im Gegensatz zur Exponential–Gewichtsfunktion berechnet sich
die Segmentlänge nicht aus dem Abstand entlang der Bogenlänge, sondern durch den Ab-
stand zu diesem Punkt. Durch die interaktive Manipulation des Kontraktionspunktes steht
eine komfortable Methode zur Verfügung, um eine gewünschte Konturpunktverteilung zu
erreichen.

Das Ergebnis einer Kombination mehrerer Funktionen ist in Abbildung A.4 wiedergegeben.
Das Produkt dieser drei Gewichtsfunktionen entspricht dem in dieser Arbeit implemen-
tierten Verfahren zur Berechnung der Konturpunktverteilung mit dem Gittergenerator
muspider.

In den Abbildungen A.5 und A.6 ist die Binär–Gewichtsfunktion dargestellt, die sicher-
stellt, daß in einem definierten Intervall die Abstände benachbarter Konturpunkte äquidi-
stant sind.
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Abbildung A.2: Für die Gewichtsfunktion Exponential (α = 0.1, λ = 0.1) wurde ein Be-
zugspunkt t′ mit s(t′) = 0.5(s(t0) + s(t1)) gewählt.
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Abbildung A.3: Bei der Gewichtsfunktion Euklidscher–Abstand befindet sich an der Posi-
tion (0, 0) ein Kontraktionspunkt.
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Abbildung A.4: Das Produkt zweier Gewichtsfunktionen Exponential (α = 0.2, λ = 1) und
einer Gewichtsfunktion Euklidscher–Abstand führt zu drei Kontraktionspunkten.
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Abbildung A.5: Bei der Gewichtsfunktion Binär ist für t ∈ [−π, 0] ein Gewicht mit 0.5
verwendet. Die Segmente der Unterseite sind halb so lang wie die der Oberseite.
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Abbildung A.6: Durch die Überlagerung zweier Gewichtsfunktionen Binär mit t ∈
[−π

2 ,+
π
2 ] und einem Gewicht 0.5 bzw. s(t) ∈ [0.45 ∗ (s(t0) + s(t1)), 0.55 ∗ (s(t0) + s(t1))]

und einem Gewicht 0.25 entstehen drei Bereiche mit unterschiedlichen Segmentlängen.

A.4 Profilentwurf mit neuronalen Netzen

In den nachfolgenden Abbildungen werden weitere Ergebnisse der in Abschnitt 4.4.3 be-
sprochenen Variation zur Untersuchung der Approximation mittels neuronaler Netze dar-
gestellt. Soweit nicht anders angegeben, ist jeweils in der oberen Hälfte die Konfiguration 1,
in der unteren Hälfte zum Vergleich die zweite Testkonfiguration aufgeführt.

Es zeigt sich, daß die Approximation durch das neuronale Netz sich wohldefiniert, d.h. im
weiteren Sinne stetig, verhält. Dieses ist insbesondere in Hinblick auf eine mögliche Op-
timierung wichtig, da rauhe Suchräume i.allg. die Optimierungsstrategien dazu verleiten,
in lokalen und nicht globalen Extremen zu verweilen.

Die Erfüllung einer geforderten Umlenkaufgabe ist eine zentrale Forderung an das Profil
im Auslegungsprozeß. In den Abbildungen A.7 bis A.9 ist der geforderte und tatsächliche
Abströmwinkel in Abhängigkeit der Zuströmmachzahl, des Teilungs– und Dickenverhält-
nis aufgeführt. Die Differenz der Winkel ist i.allg. geringer als 2◦.

In diesem Zusammenhang sind inbesondere die Resultate in Abbildung A.10 interessant,
die dokumentieren, daß die Tendenz bei der Variation des geforderten Abströmwinkels
sehr gut wiedergegeben wird. Das neuronale Netz hat also die Fähigkeit durch Training
erlernt, auf eine veränderte aerodynamische Be–/Entlastung des Profils zu reagieren und
die Geometrie dementsprechend anzupassen.
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Abbildung A.7: Die maximale Abweichung zwischen der aerodynamischen Randbedingung
des Abströmwinkels α2 und dem tatsächlichen Winkel beträgt bei einer systematischen
Variation der Zuströmmachzahl Ma1 zwischen 1◦ und 2◦.
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Abbildung A.8: Das Ergebnis der Variation des Teilungsverhältnisses t/l zeigt eine Abwei-
chung vom geforderten Abströmwinkel α2 zwischen 1◦ und 2◦.
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Abbildung A.9: Während bei der ersten Konfiguration eine Variation des Dickenverhält-
nisses dmax/l wenig Einfluß auf den Fehler des Abströmwinkels hat, ist im zweiten Fall
dieser für besonders dünne Profile größer als 2◦.
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Abbildung A.10: Bei einer Veränderung der Randbedingung des Abströmwinkels α1 bleibt
die Abweichung zum tatsächlichen Wert kostant bzw. wird sogar geringer.
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Abbildung A.11: Wird der Zuströmwinkel α1 variiert, so ergibt sich beim Vergleich zwi-
schen der tatsächlichen maximalen Machzahl Mamax und dem vom neuronalen Netz vor-
hergesagten Wert eine geringe Abweichung von ≈ 0.02Ma.
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Abbildung A.12: Die Abweichungen zwischen dem prognostizierten und tatsächlichen
Formfaktor h12i sind bei einer Variation der Zuströmmachzahl Ma1 bei der ersten Konfi-
guration wesentlich geringer als im zweiten Fall.
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Abbildung A.13: Das vom neuronalen Netz für einen Zuströmwinkel α1 = 35◦ berechnete
Profil zeigt an der Hinterkante eine Ablösung der Grenzschicht. Die Formfaktoren für die
zweite Konfiguration werden zu groß prognostiziert.
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Abbildung A.14: Wie bei den vorherigen Variationen zeigt sich, daß das neuronale Netz
für die Konfiguration 1 bessere progostizierte Werte für die Belastung der Grenzschicht
ermittelt.
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Abbildung A.15: Die Histogrammdarstellung für den Approximationsfehler der Trainings-
menge für den Formfaktor h12i zeigt einen deutlichen Unterschied in Abhängigkeit der
chordalen Position (Skalierungsmethode I).

In den Abbildungen A.11 bis A.14 ist die Prognosefähigkeit bezüglich der maximalen
MachzahlMamax bzw. der Grenzschichtbelastung, beschrieben durch den Formfaktor h12i,
dargestellt. Bei einer Variation des Zuströmwinkels ist der Fehler zwischen prognostizier-
tem und tatsächlichem Maximum der Machzahl sehr gering (< 0.02Ma).
Die Prognose der Grenzschichtbelastung auf der Saugseite bei einer Variation der Zu-
strömmachzahl, des Zuströmwinkels und des Teilungsverhältnisses zeigt z.T. deutliche
Abweichungen (vgl. auch Abbildung A.15). Während die Tatsache, daß die Belastung an
der Hinterkante i.allg. größer als auf der Hälfte des Profils ist, durch das neuronale Netz
korrekt erlernt worden ist, werden Tendenzen z.T. gegenläufig wiedergegeben. Weitere
Entwicklungen sollten daher eine verbesserte Approximation des Grenzschichtverhaltens
durch das neuronale Netz, z.B. durch eine größere Trainingsmenge, in Erwägung ziehen.

In Abbildung A.16 ist an zwei weiteren Beispielen die Fähigkeit demonstriert, auf veränder-
te Randbedingungen angemessen zu reagieren. Bei einer Variation des Zuströmwinkels ist
der Fehler eines unveränderten Ausgangsprofils bezüglich der geforderten chordalen Posi-
tion der maximalen Machzahl groß (bis zu 0.08). Hingegen reagiert das neuronale Netz auf
die Veränderung von α1 und versucht, die Forderung durch eine Modifikation des Profils
zu erreichen. Ein ähnliches Verhalten wird auch am Beispiel einer geforderten Machzahl
Ma2/3 deutlich.
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Abbildung A.16: Das neuronale Netz hat die Fähigkeit erlernt, das Ausgangsprofil bei einer
Variation des Zuströmwinkels α1 so zu verändern, daß die Abweichung zur vorgegebenen
Randbedingung xMa,max bzw. Ma2/3 verringert wird.
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A.5 Approximation mit Simulated Annealing

In den Abbildungen A.17 bis A.20 sind weitere Ergebnisse der Approximation vorhande-
ner Profile mit periodischen B–Spline–Funktionen anhand dreier Beispiele dargestellt. Zur
Reduzierung der notwendigen Parameter ist die Approximation mit einer Simulated An-
nealing Optimierung gekoppelt (vgl. Abschnitt 5.2.3). Der mittlere Ē∗ und der maximale
Fehler E∗

max ist nach den Gleichungen (2.28) und (2.29) definiert.
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Abbildung A.17: Die Approximation des Profils ausWatzlawick (1991) liefert einen mitt-
leren Fehler Ē∗ = 5.12 10−4 und einen maximalen Fehler E∗

max = 1.39 10
−3. Als Parameter

für den Simulated Annealing Prozeß sind cf = 0.6, Neq = 70 sowie Tstart/f(xstart) = 0.1
verwendet worden.
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Abbildung A.18: In zwei weiteren Untersuchungen ist das Profil RAE2822 sowie das Tur-
binenprofil T106 durch einen periodischen B–Spline approximiert worden.
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Abbildung A.19: Die Approximation hat einen mittleren Fehler Ē∗ = 1.91 10−4 und einen
maximalen Fehler E∗

max = 5.89 10
−4. Die spitze Hinterkante des Profils wird gut approxi-

miert.
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Abbildung A.20: Die Approximation des Turbinenprofils T106 hat mit Ē∗ = 7.11 10−5

bzw. E∗
max = 1.92 10

−4 einen geringen Fehler.
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samthochschule Kassel.

Nadon, Luc J. J. P., Stuart C. Kramer und Paul I. King (1999). Multidisciplinary
Optimization in Conceptual Design of Mixed–Stream Turbofan Engines. Journal of
Propulsion and Power, 15(1):17–22.

Nerurkar, A.C., T. Q. Dang, E. S. Reddy und D. R. Reddy (1996). Design
Study of Turbomachine Blades by Optimization and Inverse Techniques. In 32nd
AIAA/ASME/SAE/ASEE Joint Propulsion Conference, Nummer 96–2555 in AIAA Pa-
per, Seiten 1–8. American Institute of Aeronautics and Astronautics.

Obayashi, Shigeru und Susumu Takanashi (1996). Genetic Optimization of Target
Pressure Distributions for Inverse Design Methods. AIAA Journal, 34(5):881–886.

Obayashi, Shigeru und Takanori Tsukahara (1997). Comparison of Optimization
Algorithms for Aerodynamic Shape Design. AIAA Journal, 35(8):1413–1415.

Oliver, James H., Nirmal K. Nair und Daniel E. Shanahan (1994). Geometric
Design of Turbomachinery Blades on General Stream Surfaces. In Rajit Gadh, Her-
ausgeber, Concurrent Product Design, Band 74, Seiten 137–144. American Society of
Mechanical Engineers (ASME).

Orozco, Carlos E. und Omar N. Ghattas (1996). Infeasible Path Optimal De-
sign Methods with Applications to Aerodynamic Shape Optimization. AIAA Journal,
34(2):217–224.

Ousterhout, John K. (1995). Tcl und Tk — Entwicklung grafischer Benutzerschnitt-
stellen für das X Window System. Addison–Wesley, Bonn.

Penrose, Roger (1991). Computerdenken: die Debatte um künstliche Intelligenz, Be-
wußtsein und die Gesetze der Physik. Spektrum der Wissenschaft Verlagsgesellschaft,
Heidelberg.

Périaux, J., M. Sefrioui, B. Stoufflet, B. Mantel und E. Laporte (1995).
Robust Genetic Algorithms for Optimization Problems in Aerodynamic Design. In
Winter et al. (1995), Seiten 371–396.



172 LITERATURVERZEICHNIS

Périaux, Jacques, Gabriel Bugeda, Panagiotis K. Chaviaropoulos, Kyriakos

Giannakoglou, Stephane Lanteri und Bertrand Mantel, Herausgeber (1998).
Optimum Aerodynamic Design & Parallel Navier–Stokes Computations (ECARP —
European Computational Aerodynamics Research Project), Band 61 von Notes on Nu-
merical Fluid Mechanics (NNFM). Vieweg Verlagsgesellschaft Braunschweig.

Périaux, Jacques, Gabriel Bugeda, Panagiotis K. Chaviaropoulos, Theo E.

Labrujère und Bruno Stoufflet, Herausgeber (1997). EUROPT: A European In-
itiative on Optimum Design Methods in Aerodynamics, Band 55 von Notes on Numerical
Fluid Mechanics (NNFM). Vieweg Verlagsgesellschaft Braunschweig.

Pfeil, Bernd (1994). Aerodynamische Optimierung von Turbinenprofilen mit evoluti-
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http://www-ra.informatik.uni-tuebingen.de/SNNS/.

Sonar, Thomas (1989). Grid Generation Using Elliptic Partial Differential Equations.
Forschungsbericht DFVLR–FB 89–15, Deutsche Forschungsanstalt für Luft- und Raum-
fahrt (DLR).

Speer, Thomas, Markus Kuppe und Josef Hoschek (1998). Global Reparameteri-
zation for Curve Approximation. Computer Aided Geometric Design, 15(9):869–877.

Spellucci, Peter (1993). Numerische Verfahren der nichtlinearen Optimierung.
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