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Zusammenfassung

Durch die stédndig wachsende Anzahl von geometrischen und aerodynamischen
Parametern ist es fiir den Menschen zunehmend schwieriger, Abhéngigkeiten
und Zusammenhénge im Auslegungsprozef axialer Turbomaschinen vorteilhaft
einzubeziehen. In dieser Arbeit wird ein zweidimensionales Entwurfsverfahren
auf der Basis periodischer B—Spline-Funktionen entwickelt. Vorhandene Pro-
file lassen sich dabei mit Hilfe einer Approximation in diese mathematische
Darstellung iiberfithren. Durch eine Simulated Annealing Optimierung kann
die Anzahl der zur Beschreibung notwendigen Parameter minimiert werden.
Ein C—Netz bildet die Basis der aerodynamischen Analyse. Die Berechnung der
Stromung erfolgt mit einem Stromfunktionsansatz auf S;—Stromflachen und ist
iterativ mit einem Grenzschichtverfahren gekoppelt. Kiinstliche neuronale Net-
ze werden im Profilentwurf eingesetzt, um Zusammenhénge zwischen Geome-
trie und Aerodynamik abzubilden. Dieses fithrt zu einem schnellen Werkzeug
zum Entwurf und zur Bewertung von Profilen. Um speziellen Anforderungen
angepafite Beschaufelungen zu erhalten, ist eine weitergehende aerodynamische
Optimierung notwendig. Hierzu wird ein genetischer Algorithmus eingesetzt,
der sich am biologischen Vorbild der Evolution orientiert und auf Selektion,
Mutation und Rekombination basiert.

Schliisselwérter: Approximation, B-Spline-Funktion, Genetischer Algorithmus, Gittergenerie-
rung, Grenzschicht, Neuronales Netz, Optimierung, S;—Stromfléiche, Simulated Annealing, Strom-
funktion

Abstract

Due to the steady growing number of geometric and aerodynamic parameters,
it is increasingly difficult for the human being to include dependencies and
correlations in the design process of modern axial turbomachines. In this work
a two—dimensional design method is developed, based on the geometrical de-
finition of profiles by periodic b—spline functions. By means of approximation
of existing profiles it is possible to get a uniform mathematical description. In
a simulated annealing algorithm the number of parameters which is necessa-
ry to describe a profile is being minimized. The aerodynamic analysis starts
with the generation of a C—grid. The flow is computed on S;—surfaces using a
stream function approach and is combined iteratively with a boundary layer
calculation. An artificial neural network is being used in the profile design in
order to model the connection between geometry and aerodynamic. This leads
to a fast tool to design and to evaluate profiles. A further aerodynamic opti-
mization is necessary to deal with the predefined constraints of the blade. In
the optimization we use a genetic algorithm which tries to adapt the biological
principle of evolution and is based on selection, mutation and crossover.

Keywords: approximation, boundary layer, b—spline function, genetic algorithm, grid generation,
neural network, optimization, S;—surface, simulated annealing, stream function
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Pseudocode

Zur Beschreibung der in dieser Arbeit wichtigen Algorithmen wird auf eine formalisierte
Darstellung sowie auf Elemente der Mengenalgebra zuriickgegriffen (siehe SMITH (1989)
und BOHME (1990)). Zur Erhaltung der Lesbarkeit wird allerdings an einigen Stellen auf
eine vollstéindige formale Angabe verzichtet.

Die Beschreibung eines Algorithmus wird durch die Schliisselworte

algorithm NAME begin Operationen end.
begrenzt. Teile von Algorithmen kénnen in sogenannten Routinen, das sind Funktionen
oder Prozeduren, wie folgt zusammengefafit werden:

routine Name (Parameter) Operationen end
Ablaufverzweigungen sind durch die Sequenz

if (Boolesche Bedingung) — Operationen else Operationen fi

moglich. Hierbei werden die ersten Operationen dann ausgefiihrt, wenn die Boolesche
Bedingung erfiillt (wahr) ist. Ansonsten wird der zweite Zweig bearbeitet.

Wiederholungen, d.h. Schleifen, werden durch die Schreibweise

do (Boolesche Bedingung) — Operationen od
ermoglicht. Die angegebenen Operationen werden solange ausgefiihrt, bis die Boolesche
Bedingung nicht erfiillt (falsch) wird.

Operatoren

Zeichen Bedeutung

— Zuweisungsoperator
-, V, A Boolescher Nicht—, Oder—, Und—Operator
div, mod Ganzzahldivision, ganzzahliger Rest (Modulo)
la] grofiter ganzzahliger Wert < a
return a liefert den Wert a zuriick
terminate Abbruchbedingung, z.B. maximale Anzahl von Iterationen erreicht

(Kommentar) Kommentarzeile

Mengenalgebra
Zeichen Bedeutung
A xB {(z,y)|r € ANz € B} (Produktmenge)
AUB {z|x € AV x € B} (Vereinigungsmenge)
AcCB {z|Vx € A = z € B} (Teilmenge)
|A | Anzahl der Elemente in A (Kardinalitét)
x € [a,b] a <z < b (geschlossenes Intervall)

x € [a,b) a < x < b (halbseitig getffnetes Intervall)



Tu erst das Notwendige, dann das Mogliche,
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Kapitel 1

Einleitung

Diese Arbeit behandelt den Entwurf und die Optimierung axialer Turbomaschinenbe-
schaufelungen. Bevor in den nachfolgenden Kapiteln auf die verwendeten Methoden, die
durchgefithrten Untersuchungen und die erzielten Ergebnisse eingegangen wird, erfolgt
eine Einordnung in die betreffenden Wissensgebiete.

1.1 Turbomaschinenentwurf und Stréomungsberechnung

Der Entwurf von Turbomaschinen ist durch eine grofle Anzahl, sowohl geometrischer als
auch aerodynamischer, Freiheitsgrade gekennzeichnet. Ziel einer jeden Auslegung ist es
nun, eine optimale, zuvor definierter Randbedingungen geniigende, Konfiguration zu fin-
den. Moderne Turbomaschinen zeichnen sich bereits heutzutage durch einen hohen Wir-
kungsgrad aus. Fiir das Erreichen einer weiteren Leistungssteigerung ist daher ein zuneh-
mender technischer Aufwand nétig.

Die in Turbomaschinen zu betrachtende Strémung ist dreidimensional, kompressibel, rei-
bungsbehaftet und insbesondere auch instationédr. Die numerische Behandlung erfordert
es, eine Reihe von Vereinfachungen zu treffen. HILDEBRANDT (1998) gibt einen aktuel-
len Uberblick iiber eine Reihe von Verfahren, die die Navier-Stokes Gleichungen in ihrer
dreidimensionalen Formulierung fiir stationére Vorgéinge 16sen. Trotz der schnell fortschrei-
tenden Entwicklung der Rechnerhardware sind nur Hoch— und Hé&chstleistungsrechner in
der Lage, detaillierte Ergebnisse in akzeptablen Zeitrdumen zu liefern. Vor allem die Hand-
habung turbulenter Eigenschaften erfordert einen hohen rechentechnischen Aufwand (vgl.
MoIiN uND Kim (1997)).

Da die verschiedenen Optimierungsverfahren eine Vielzahl, i.allg. hunderte oder tausende,
von Iterationszyklen durchlaufen, sind solche dreidimensionalen Verfahren bis auf weite-
res fiir Optimierungsaufgaben unpraktikabel. Der von WU (1952) beschriebene Ansatz
reduziert den Aufwand der dreidimensionalen Stromungsberechnung, in dem diese durch
zwei miteinander gekoppelte zweidimensionale Berechnungsverfahren ersetzt wird (quasi—
dreidimensionale Berechnung). Hierzu werden zwei Scharen von Stromfléichen eingefiihrt,
die von Schaufel zu Schaufel (blade—to-blade) bzw. von Nabe zum Gehéuse (hup-to-tip)
sich erstrecken und als S;— bzw. So— Stromflachen bezeichnet werden. Bei den von CASEY



2 Einleitung

Abbildung 1.1: Der Aufwand zur Bestimmung der dreidimensionalen Strémung 148t sich
durch eine kombinierte, zweidimensionale Berechnung auf Stromfléchen erster und zweiter
Art nach Wu (1952) reduzieren.

(1994) oder auch COFER IV (1995) beschriebenen Methoden zeigt sich, da die zwei-
dimensionalen Verfahren trotz der inhéirenten Vereinfachungen weiterhin die wichtigsten
Bausteine zur rechnergestiitzten aerodynamischen Auslegung von Stromungsmaschinen
sind. Dreidimensionale Verfahren werden demnach als letzter Schritt bei der Entwicklung
zur Untersuchung von einzelnen Stromungsphidnomenen eingesetzt.

Neben den Stromfléchen ist die Einfiihrung einer sogenannten Stromfunktion ¢ das im
folgenden verwendete grundlegende Konzept. Die Bewegung im stationédren Zustand ei-
nes infinitesimalen Fluidteilchens erfolgt hierbei entlang von Stromlinien. Der Zusammen-
hang zwischen Geschwindigkeit und der Stromlinie wird durch die Funktion ¢/ modelliert.
Stromfunktionsverfahren haben sich als robuste Verfahren erwiesen, wie zum Beispiel die
Arbeiten von LUCKING (1982, 1989) und ROPER (1994) zeigen. Diese bilden die Basis der
in dieser Arbeit durchgefiihrten zweidimensionalen Stromungsberechnung.

Da das Stromfunktionsverfahren nur reibungsfreie Phinomene wiedergeben kann, 148t sich
die Abbildung von Reibungseffekten mit einem Grenzschichtverfahren modellieren. Hier-
bei flieen u.a. (halb—) empirische Korrelationen mit ein.

In OLIVER ET AL. (1994) oder auch MILLER IV ET AL. (1997) wird die géingige Vorgehens-
weise zur geometrischen Konstruktion von Schaufeln in Strémungsmaschinen dargestellt.
Der Definition der einzelnen Stromflachen, dieses kénnen einfache Zylinder— und Kegel-
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flaichen bis hin zu beliebigen Freiformfléchen sein, folgt der zweidimensionale Entwurf auf
den transformierten Rotationsflichen. Zur Beschreibung der Freiformprofile werden i.allg.
Bézier— oder B—Spline—Funktionen verwendet. Somit ist eine Anpassung an geometrische
und aerodynamische Bedingungen moglich. Durch die Angabe einer Raumkurve ist es so-
dann moglich, die einzelnen Profilschnitte radial aufzufideln. Nach der Berechnung der
einhiillenden Oberflache ergibt sich abschlieBend die dreidimensionale Schaufel.

Zunehmend stellt das menschliche Ingenium einen limitierenden Faktor bei der Handha-
bung der Komplexitéit dar. So sind zum Beispiel im Entwurfsverfahren von TONG UND
GREGORY (1990) iiber 1800 freie Parameter bei der Auslegung einer mehrstufigen Turbine
in Beziehung zueinander zu setzen und dabei Abhéngigkeiten zu beachten. Daher liegt es
nahe, Verfahren und Methoden zu entwickeln, die menschliche Intelligenz in den Rech-
ner abbilden und somit zur Unterstiitzung im Auslegungsprozefl von Strémungsmaschinen
herangezogen werden kénnen.

1.2 Kiinstliche und berechenbare Intelligenz

Seit der Entwicklung des ersten programmgesteuerten Rechners ist auch die Frage einer
maschinellen Intelligenz von zentralem Interesse. Es haben sich hierbei zwei konkurrierende
Paradigmen zur Erfassung von kiinstlicher Intelligenz (Artifical Intelligence, Al) gebildet:

Symbolische Informationsverarbeitung versucht, Wissen in Form von Regeln und
Produktionssystemen in einen rechnerkonformen Formalismus abzubilden. Die Sym-
bolmanipulation leitet sich aus der Philosophie ab, wobei ausgehend von einzelnen
Fakten und einem Regelwerk neues Wissen folgt.

Konnektionismus wird als der Ansatz verstanden, das (menschliche) Gehirn als Inter-
aktion von vernetzten und parallel arbeitenden Neuronen nachzuvollziehen. Diese
Simulation von Neuronen entspringt eher den Erkenntnissen der Neurowissenschaft
aus Medizin und Biologie.

DREYFUS UND DREYFUS (1996) sprechen in diesem Zusammenhang von den unterschied-
lichen Strategien ,einen Geist bauen gegen ein Gehirn modellieren“. Durch neue Erkennt-
nisse seit Mitte der achtziger Jahre erleben die kiinstlichen neuronalen Netze zunehmend
Aufmerksamkeit und stellen ein breites Forschungsgebiet unterschiedlicher Disziplinen dar,
welches an dieser Stelle auch nicht nur annihernd wiedergegeben werden kann. Fiir eine
Diskussion, was (kiinstliche) Intelligenz ist und was diese zu leisten vermag, sowie der
auftretenden Probleme, sei auf PENROSE (1991) und GRAUBARD (1996) hingewiesen.
Ungeachtet der theoretischen und psychologischen Fragestellungen zur kiinstlichen Intel-
ligenz hat sich seit Mitte der neunziger Jahre ein Forschungsfeld etabliert, welches unter
dem Begriff der berechenbaren Intelligenz ( Computational Intelligence, CI) die folgenden
drei Wissenszweige zusammenfaf3t und miteinander verbindet:

Kiinstliche neuronale Netze sind Abbildungen von Verbinden biologischer Nervenzel-
len und bilden informationsverarbeitende Einheiten, die untereinander vernetzt sind.
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Ein wesentliches Merkmal ist ihre Lernfahigkeit, d.h. die Fahigkeit, eine Aufgabe an-
hand zuvor trainierter Beispiele zu 16sen.

Genetische Algorithmen und Evolutionsstrategien sind stochastische, d.h. dem Zu-
fall unterliegende Optimierungsverfahren, die sich an den Prinzipien der natiirlichen
Evolution orientieren. Im Gegensatz zu klassischen Gradientenverfahren ist eine Be-
stimmung der Ableitungen der Zielfunktion nicht nétig.

Fuzzy—Control Ansitze stellen den Versuch dar, Informationen auf einer symbolischen
Ebene zu verarbeiten. Erfahrungen werden in Form von Wenn—-Dann-Regeln fest-
gelegt. Die mathematischen Grundlagen werden durch die Theorie der unscharfen
Mengen bereitgestellt.

Methoden der berechenbaren Intelligenz orientieren sich insbesondere an praktischen Pro-
blemen. Diese stellen somit ein Betédtigungsfeld fiir Informatiker und Ingenieure gleicher-
maflen dar, wie u.a. die Konferenz in Dortmund von REUSCH (1997) und die vom VDI
(1998) durchfiihrte Tagung in Berlin zeigen.

In der vorliegenden Arbeit werden Verfahren kiinstlicher neuronaler Netze sowie geneti-
scher Algorithmen eingesetzt. Ergebnisse aktueller Forschung von evolutionéren Verfahren
aus dem Bereich der Ingenieurwissenschaften sind in WINTER ET AL. (1995) sowie DAs-
GUPTA UND MICHALEWICZ (1997a) zu finden. Fuzzy—Control Methoden werden hier nicht
betrachtet und bleiben somit Forschungsgegenstand weiterer, zukiinftiger Untersuchungen.
Fiir eine Einfithrung in die Thematik von Fuzzy—Logik und Fuzzy—Control sei auf JAANI-
NEH UND MAIJOHANN (1996) oder KOCH ET AL. (1996) hingewiesen. BOTHE (1998) gibt
einen Uberblick von sogenannten Fuzzy-Neuro Methoden.

Fragestellungen zur Optimierung von Stromungsmaschinen, vornehmlich auch mit evo-
lutionédren Techniken, werden in den letzten Jahren im Rahmen groflerer Projekte auf
nationaler und internationaler Ebene betrachtet. Hierzu sind u.a. die européischen Pro-
jekte EUROPT und ECARP zu nennen (sieche PERIAUX ET AL. (1997, 1998)).

Das Verbundprojekt EVOTECH des BMBF! untersucht Evolutionsstrategien in unter-
schiedlichen technischen Anwendungsgebieten (vgl. RECHENBERG (1998); BAIER (1998)).
Im Rahmen des TURBOTECH Forschungsvorhabens der Arbeitsgemeinschaft Hochtem-
peratur—Gasturbine (AG TURBO, vgl. hierzu SERVATY UND KEPPEL (1998)) untersuchen
SCHWARZ (1992), LAWERENZ (1995) und MULLER-TOWS (2000) verschiedene, klassische
und evolutionédre, Optimierungsverfahren. DREYER ET AL. (1995) stellen einen neuen
Ansatz vor, der die Optimierungsaufgabe und die Strémungsberechnung simultan 16st.
KOLLER (1999) entwickelt und optimiert eine neue Profilsystematik fiir Gasturbinen.

1.3 Inhalt dieser Arbeit

Wie sich bereits erkennen 148t, befaflt sich diese interdisziplindre Arbeit mit Verfahren
zweier Wissensgebiete: zum einen mit Verfahren zur Strémungsberechnung und zum an-
deren mit Methoden der berechenbaren Intelligenz.

!'Bundesministerium fiir Bildung, Wissenschaft, Forschung und Technologie
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Das Ziel dieser Arbeit ist es, ein zweidimensionales Entwurfswerkzeug, Verfahren zur Ana-
lyse und zur Optimierung von axialen Turbomaschinenbeschaufelungen zu entwickeln. Ins-
besondere werden hier zwei Methoden, kiinstliche neuronale Netze und genetische Algo-
rithmen, untersucht, die sich an biologischen Vorbildern orientieren.

Geometrischer Entwurf

Ausgangsbasis fiir den Entwurf axialer Beschaufelungen ist die Geometriedefinition zwei-
dimensionaler Schaufelprofile. In dieser Arbeit wird ein neuer Ansatz mit periodischen B—
Spline-Funktionen entwickelt. Im Gegensatz zu zusammengesetzten Bézier—-Kurven lassen
sich Stetigkeitsbedingungen einfacher garantieren. Durch die Approximation und Interpo-
lation vorhandener Profile, z.B. aus der NACA—Familie, ist es moglich, diese in eine ein-
heitliche mathematische Form zu iiberfithren. Mit einem Simulated Annealing Ansatz wird
die Anzahl der die Geometrie beschreibenden Parameter minimiert. Durch die Auffiade-
lung und die Berechnung einer einhiillenden Oberflidche (Skinning) ergibt sich anschlieflend
das dreidimensionale Schaufelblatt.

Zweidimensionale Stréomungsberechnung

Voraussetzung zur numerischen Stromungsberechnung ist die Diskretisierung des Stro-
mungsraums im Bereich des zweidimensionalen Schaufelprofils. In der vorliegenden Arbeit
wird ein Verfahren zur Gittergenerierung verwendet, welches auf der Losung einer ellipti-
schen partiellen Differentialgleichung beruht. Der implementierte Ansatz ermoglicht eine
Kontraktion der Gitterlinien sowie eine Orthogonalitit zwischen diesen. Durch ein neues
Verfahren zur Konturpunktverteilung ist es moéglich, insbesondere an der Vorderkante eine
Verdichtung der Punkte auf der Kontur zu berechnen.

Um die innerhalb des Optimierungsprozesses erforderliche grofie Zahl von Konfigurationen
zu untersuchen, ist ein schnelles Verfahren zur Strémungsberechnung notwendig. Hierzu
ist zur aerodynamischen Bewertung von Profilen ein Stromfunktionsverfahren entwickelt
worden, welches die kompressible Stromung auf rotationssymmetrischen S;—Flichen be-
stimmt. Dazu wird die Hauptgleichung der S;—Stromflache in der konservativen Formu-
lierung fiir einzelne Kontrollelemente diskretisiert und numerisch gelost. Reibungseffekte
an der Profiloberfliche werden mit einem Grenzschichtverfahren aufgelost. Die von der
Grenzschicht ausgeiibte Verdringungswirkung wird in einem iterativen ProzeB mit dem
Stromfunktionsansatz gekoppelt.

Approximation mit neuronalen Netzen

Kiinstliche neuronale Netze stellen den Versuch dar, die Struktur und die Eigenschaften
des biologischen Vorbilds in eine formale, berechenbare Form abzubilden. Abstrakt 143t
sich ein neuronales Netz als Black Box betrachten, welche eine n—stellige Eingabe in eine
m—stellige Ausgabe iiberfiihrt.

Neuronale Netze werden hier im Profilentwurf eingesetzt, um Zusammenhéinge zwischen
Geometrie und Aerodynamik abzubilden. Zum Aufbau des neuronalen Netzes wird eine
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Trainingsmenge von mehreren hundert geometrischen und aerodynamischen Konfiguratio-
nen mit dem Stromfunktionsverfahren berechnet. Erweiterte Backpropagation—Strategien
ermoglichen ein schnelles Lernen der Zusammenhénge aus den Trainingsdaten. Ein trai-
niertes neuronales Netz ist in der Lage, ohne rechenzeitaufwendige Strémungsberechnun-
gen aerodynamische Aussagen zu tétigen. Durch die Definition bestimmter Zielvorgaben
(z.B. axiale Breite oder Machzahlverlauf) generiert das neuronale Netz eine Profilgeome-
trie als B=Spline—Kurve. Zusétzlich werden Aussagen iiber zu erwartende aerodynamische
Eigenschaften (z.B. Grenzschichtbelastung) getroffen. Das trainierte neuronale Netz 148t
sich somit als schnelles Entwurfswerkzeug bei der Profilauslegung einsetzen.

Optimierung mit genetischen Algorithmen

Um speziellen Anforderungen angepafite Beschaufelungen zu erhalten, ist eine weiterge-
hende Optimierung unerléBlich. Durch das neuronale Netz generierte Profile dienen als
Startkonfiguration und reduzieren somit die benttigte Rechenzeit entscheidend. Zur Opti-
mierung werden in dieser Arbeit genetische Algorithmen eingesetzt. Diese 16sen komplexe
Optimierungsaufgaben nicht nach herkémmlichen Methoden (z.B. Gradientenverfahren),
sondern orientieren sich an dem biologischen Vorbild der Evolution. Durch das sukzessive
Anwenden von Mutation, Rekombination und Selektion auf eine Population von Profil-
konfigurationen ist es moglich, eine Zielfunktion zu minimieren. Diese setzt sich aus einer
gewichteten Summation geometrischer (z.B. Profildicke) und aerodynamischer Zielvorga-
ben (z.B. Machzahlverlauf) zusammen.

Nicht unerwéihnt bleiben soll an dieser Stelle die durchweg objektorientierte Modellierung
und Implementierung der beschriebenen Verfahren und Algorithmen. Die Programmierung
erfolgt in C++ (vgl. STROUSTRUP (1991)); zur Gestaltung der graphischen Bedienschnitt-
stellen wurde auf Tcl/Tk von OUSTERHOUT (1995) zuriickgegriffen.



Kapitel 2

Geometrischer Entwurf mit
B—Spline—Funktionen

In den folgenden Abschnitten wird auf den Entwurf axialer Leit— und Laufschaufeln von
Turbomaschinen eingegangen, wobei der Schwerpunkt in dieser Arbeit auf der zweidi-
mensionalen Beschreibung liegt. Moderne Turbomaschinenschaufeln sind komplexe, i.allg.
verwundene, dreidimensionale Korper, die von einem Fluid umstromt werden. Ihre ma-
thematische Beschreibung erfolgt iiblicherweise iiber radiale Schnitte, die iibereinander
geschichtet und ausgerichtet werden. Durch ein geeignetes Verfahren ist die Schaufelober-
fliiche zwischen jeweils zwei Schnitten zu berechnen.

2.1 Entwurfsebene axialer Profile

In Hinblick auf eine aerodynamische Berechnung, gegebenenfalls mit anschlieBender Op-
timierung, erscheint es sinnvoll, die konstruktive Entwurfsebene von Profilen mit dem
Berechnungsverfahren zu koppeln. Wird zur aerodynamischen Auslegung zum Beispiel
ein zweidimensionales Stromfunktionsverfahren verwendet, welches die Stromung auf ro-
tationssymmetrischen Stromflachen erster Art (den sogenannten S;—Fldchen) berechnet,
bietet es sich an, diese Stromflachen als die Ebenen zu betrachten, in denen die Profile
entworfen werden. Alternativ wire auch eine Beschreibung auf kartesischen Ebenen denk-
bar, allerdings ist die Koppelung mit dem Stromfunktionsverfahren auch im Hinblick auf
eine Optimierung schwieriger.

Abbildung 2.1 zeigt das im folgenden verwendete Koordinatensystem. Zur Verdeutlichung
ist das Zylinderkoordinatensystem in einem kartesischem System angelegt. Es wird ange-
nommen, daf} die radiale Komponente r in der z,y—Ebene liegt. Die z—Achse bildet die
Maschinenachse, um die sich die Schaufel dreht (Rotationsachse).

Es sei f(t) = (fz(¢),0, f.(t)) eine geeignete in der z,z-Ebene (Meridianebene) definier-
te parametrische Kurve. Die durch Rotation entstehende parametrische Rotationsfliche
ergibt sich zu

8p(u,v) = fu(u) cos(v)i + fi(u)sin(v)j + f(u)k (2.1)
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Abbildung 2.1: Kartesisches und Zylinderkoordinatensystem

oder in Zylinderkoordinatendarstellung

St(u,v) = fr(u)ér +véy, + f(u)e; (2.2)

fir u € [up,u1] und v € [—m, +7]. Die Funktion f wird auch als Spur oder erzeugende
Funktion der Rotationsfliche bezeichnet. Zur weiteren Vereinfachung gelte f,(¢) = ¢. Eine
rotationssymmetrische S;—Stromfliche wird demnach durch

$1(2,9) = r(z)ér + péu + z€; (2.3)
beschrieben (vgl. Abbildung 2.2).

Beim interaktiven Entwurf von Profilen ist es vorteilhaft, die Rotationsfliche in eine kar-
tesische zweidimensionale Ebene abzubilden. Die Transformation (r,¢,z) — (z,u) mit
u = r¢ bildet einen Punkt (in Zylinderkoordinaten) auf der Rotationsfliche in einen
Punkt der kartesischen Ebene ab. Hierbei ist zu beachten, dafl i.allg. nur fiir Zylinder—
bzw. Kegelflichen eine lingen— und winkeltreue Abbildung (Abwicklung) moglich ist. In
den anderen Fillen findet eine Verzerrung statt.

Ein in der kartesischen Ebene definiertes Profil ¢(t) = (cz(t), cy(t)) kann durch Verwen-
dung einer Spur r(z) > 0 in eine dreidimensionale, in der Rotationsfliche liegende Kurve

P'=51(ca, cy/r(cy)) (2.4)
in Zylinderkoordinaten
=r1(cz) & + ¢y/r(c) €y + cz € (2.5)
bzw. kartesischen Koordinaten

= 1(cz) cos(cy/r(cz)) i+ 1(cy) sin(cy/r(cz)) J+ek (2.6)

zuriicktransformiert werden.
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r=f(z)

Ny

Abbildung 2.2: Rotationsfliche in der Meridianebene

2.2  Freiformprofile

Ein Ansatz zur mathematischen Beschreibung von Profilen ist die Verkniipfung einer Ske-
lettlinie mit einer Dickenverteilung (vergleiche hierzu z.B. KApPPELI (1987) und Anhang
A.2). Typische Vertreter dieser Vorgehensweise sind die NACA—-Profilfamilien. Andere
modernere Verfahren setzen Profile aus zwei Kreis— oder Ellipsensegmenten und mehreren
interpolierenden Polynomen zusammen.

Zur weiteren Verbesserung des aerodynamischen Verhaltens bedarf es jedoch der Defini-
tion von Schaufeln durch Freiformprofile, da nur so dem Konstrukteur der notwendige
Spielraum zur Formgebung, im Gegensatz zum Beispiel zu den NACA—Profilen, geboten
wird. In den néchsten Abschnitten werden zuerst die mathematischen Voraussetzungen
dargestellt, die dann nachfolgend die Grundlage fiir die in dieser Arbeit verwendeten Frei-
formprofile bilden.

2.2.1 Bézier—Funktionen

Zum Beschreiben von Konturen sind solche Funktionen wiinschenswert, die zum einen
eine umfangreiche Menge von Kurven abdecken, zum anderen jedoch effizient durch den
Rechner zu behandeln sind. Im allgemeinen bieten Polynome diese Eigenschaften, zumal
Funktionswerte und Ableitungen einfach (z.B. mit dem Hornerschema) ermittelt werden
konnen. Polynome vom Grade n in der Monomdarstellung

C(t) = zn: a; t' (2.7)
=0

sind fiir den (interaktiven) Entwurf ginzlich ungeeignet, da die Koeffizienten a; € R?
bzw. R? keinen direkten Riickschlufl auf die geometrische Form erlauben. Einen wesentlich
besseren Ansatz bietet die mathematisch dquivalente Bézier—Darstellung.
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P,

Py

Py

Abbildung 2.3: Die kubische Bézier—Kurve liegt in der konvexen Hiille (grau unterlegt) des
zugehorigen Kontrollpolygons.

DEFINITION 1 (BERNSTEINPOLYNOM)
Das i—te Bernsteinpolynom vom Grade n iiber dem Intervall t € [a,b] ist definiert als

Bin(t) = ﬁ (?) (t—a)fi(b—t)"" firi=0,...,n . (2.8)
Eine Vereinfachung ergibt sich durch die Beschrankung auf das Intervall ¢ € [0, 1]. Wichtige
Eigenschaften der Bernsteinpolynome sind Nichtnegativitidt, Symmetrie und die Zerlegung
der Eins. Fiir weitere Ausfithrungen sei an dieser Stelle auf DEUFLARD UND HOHMANN
(1993) verwiesen. Jedes Polynom 148t sich als Linearkombination der Bernsteinbasis be-
schreiben.

DEFINITION 2 (BEZIER-KURVE)
Es seien {B;(t)} nach Definition 1 gebildete Basisfunktionen und {P;} Punkte im R?
mit i =0,...,n. Eine parametrische Bézier-Kurve B(t) vom Grade n wird dann durch

B =3 B P, (2.9
=0

definiert.

Die Koeffizienten {P;} heifien Kontroll- oder Bézier-Punkte, die lineare Verbindung durch
diese dementsprechend Kontroll- oder Bézier—Polygon. Bevor auf die wichtigsten Eigen-
schaften eingegangen wird, bedarf es zuerst einer weiteren Definition.

DEFINITION 3 (KONVEXE HULLE)
Eine Menge M C R? heifit konvex, wenn fiir je zwei Punkte x,y € M auch deren Verbin-
dungsstrecke Ty ganz innerhalb der Menge M liegt, d.h.

Ve,ye M= {dz+(1-Ny|A€[0,1]} cM . (2.10)

Die konvexe Hiille von M ist die kleinste konvexe Teilmenge von R?, die M enthiilt.
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Der Graph einer Bézier—Funktion liegt in der konvexen Hiille des durch die Kontrollpunkte
aufgespannten Polygons und steht daher unmittelbar mit diesem in einem geometrisch in-
terpretierbaren Zusammenhang (vgl. Abbildung 2.3). Wird ein Kontrollpunkt (interaktiv)
verdndert, folgt die Kurve dem modifizierten Polygon.

Eine weitere Eigenschaft (variation diminishing) begrenzt die Anzahl der Schnittpunkte
einer Geraden g mit der Kurve durch die Anzahl der Schnittpunkte der Geraden g mit
dem Kontrollpolygon. Daraus ergibt sich insbesondere, daf} ein konvexes Kontrollpolygon
eine konvexe Kurve zur Folge hat.

Eine effiziente Berechnung von Kurvenpunkten bietet der sogenannte de Casteljau—Al-
gorithmus, auf den aber an dieser Stelle nicht weiter eingegangen wird.

Zur Erhohung des Gestaltungsspielraumes lassen sich mehrere Polynome stiickweise zu
Splines zusammensetzen!. Ein Vorteil solcher Funktionen ist die einfache Handhabung
von Polynomen in Verbindung mit der Moglichkeit, glatt, d.h. ohne starke Schwingun-
gen zwischen den Stiitzstellen, zu interpolieren. Spline-Funktionen bilden inzwischen ein
iibliches und h#ufig verwendetes mathematisches Werkzeug, zum Beispiel bei Interpola-
tionsproblemen, so dafl an dieser Stelle auf eine umfassende Darstellung verzichtet und
auf die hinreichend vorhandenen Monographien (z.B. HAMMERLIN UND HOFFMAN (1989)
oder DEUFLARD UND HOHMANN (1993)) verwiesen werden kann.

Sollen mehrere Bézier-Kurven segmentweise zu einem Spline zusammengesetzt werden,
so sind an den gemeinsamen Beriithrungspunkten bestimmte Stetigkeitsbedingungen zu
erfiillen. Hierdurch wird die Interaktion eingeschrinkt, da die Bézier—Punkte benachbarter
Segmente bestimmte Positionen zueinander haben. So miissen zum Beispiel die Endpunk-
te identisch sein und die beiden letzten bzw. die beiden ersten Bézier—Punkte der zwei
Segmente kollinear zueinander liegen (vgl. auch KuprpE (1997)).

Diese Schwierigkeiten werden durch die Verwendung von Basis—Spline-Funktionen, im
folgenden verkiirzt mit B—Spline bezeichnet, vermieden, da die gewiinschten Stetigkeits-
anforderungen einfach zu garantieren und keine eingeschréankten Freiheitsgrade zu beriick-
sichtigen sind.

2.2.2 B-Spline-Funktionen

Zur mathematischen Einfiihrung wird der Ansatz (vgl. PIEGL UND TILLER (1995b)) tiber
die rekursiv definierten Basisfunktionen gewéhlt, da eine algorithmische Handhabung un-
mittelbar aus diesem folgt.

DEFINITION 4 (BASISFUNKTION)
Es sei t = {to,t1,... ,tm} eine Folge von nicht fallenden reellen Zahlen, d.h. t; < t; fiir

'Es werden hier nur sogenannte Polynom-Splines betrachtet. Eine Verallgemeinerung auf andere Ba-
sisfunktionen ist jedoch moglich.
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Abbildung 2.4: Fiir B-Spline—Basisfunktionen gilt die lokale Tragereigenschaft, d.h. fiir
ein t g [ti’ti—l—p—i-l] fOlgt Ni7p(t) =0.

i =0,...,m— 1. Die i—te Basisfunktion vom Grade p (Ordnung p + 1) ergibt sich zu

1 fiirt; <t <ty
0 ansonsten

Nio(t) = {
t—1;

tivpiq —t
Nip(t) = ———FNip-1(t) + %Niﬂ,pﬂ(@ : (2.12)
terp t; t1+p+1 tz+1

(2.11)

Die einzelnen ¢; werden als Triager, Knotenpunkt oder kurz als Knoten bezeichnet. Die
Multiplizitdt gibt die Vielfachheit des Auftretens eines Knotens in der Folge t an. Die
folgenden Eigenschaften lassen sich aus der o.g. Definition der Basisfunktionen (vgl. auch
Abbildung 2.4) ableiten.

1. Fiir ein ¢ & [t;, tiypy1) gilt N;,(t) = 0. Dieses wird als lokale Stiitz— oder Trégerei-
genschaft bezeichnet.

2. In jedem Knotenintervall [t;,¢;41) sind maximal p + 1 der Basisfunktionen N; ,(t)
nicht null.

3. Die Eigenschaft fiir alle ¢,p,t : N; ,(t) > 0 wird als Nichtnegativitét bezeichnet.

4. Die Basisfunktionen Nj,(t) bilden fiir alle ¢t € [t;,t;41] eine Zerlegung der Eins,
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genauer gilt:

5. Alle Ableitungen von N;,(t) existieren innerhalb eines Knotenintervalls. An den
Knotenpunkten ist N; ,(t) (p—k) mal stetig differenzierbar, wobei k die Multiplizitét
des Knotenpunktes ist.

6. Fiir p > 0 hat N; ,(f) genau ein Maximum.

Die Ableitung einer Basisfunktion ist durch
p p
Ni,(t) = ——Nip1(t) = ——————Niy1p1(t) (2.13)
’ tivp — i tiypt1 — i1

gegeben. Mit Hilfe der soeben eingefithrten Basisfunktionen folgt die Definition einer B—
Spline-Kurve.

DEFINITION 5 (B-SPLINE-KURVE)

Es seien {N; ,(t)} nach Definition 4 gebildete Basisfunktionen und {P;} Punkte im R?
(bzw. R3) mit i = 0,... ,n. Eine parametrische B-Spline-Kurve B(t) vom Grade p (Ord-
nung p + 1) wird dann durch

B(t) =Y Nip(t)P; (2.14)

definiert.
Bei der Wahl der Knoten— und Kontrollpunkte sind die folgenden beiden Fiélle zu unter-
scheiden:

1. NicHT PERIODISCHE KURVE
Der Knotenvektor einer nicht periodischen Kurve ergibt sich zu

t= {to, b1, - 5 lpytprty - o s tmp—1,tm—ps-- - ,tm} s (2.15)
—_———— —_————
p+1 Knoten p+1 Knoten

wobei die ersten bzw. letzten p + 1 Knoten identisch sind, d.h. t; = a und t,,_p4; = b fiir
1=0,...,p.

2. PERIODISCHE KURVE
Der Knotenvektor einer periodischen Kurve ergibt sich zu

t = {to, t1,... stp—1ytps o s tmepy tm—pt1, - - ytm} s (2.16)
— —
p Knoten p Knoten

wobei die ersten bzw. letzten p Knoten eine periodische Fortsetzung vorangehender Knoten
sind, d.h. tp—i—l = tp_i — (tn—i-i-l — tn—i) und tn+i+2 = tn+i+1 + (tp-l—i-i-l — tp-i-i) fiir i =
0,...,p— 1. Fiir die Kontrollpunkte gilt dementsprechend die Beziehung Pp41_py; = P;
fiir i =0,...,p— 1. Die Periodenlidnge ergibt sich zun + 1 — p.
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Die Kurve ist im nicht periodischen Fall im Intervall [a,b) und im periodischen Fall auf
[tp, tm—p) definiert. Oftmals werden die Kontrollpunkte auch als de Boor-Punkte bezeich-
net. Die lineare Verbindung der Kontrollpunkte {P;} wird analog zur Bézier—Funktion
als Kontrollpolygon bezeichnet. Nachfolgend sind kurz die Eigenschaften von B—Spline—
Kurven aufgefiihrt, die aus der obigen Definition und den Eigenschaften der Basisfunktio-
nen unmittelbar folgen.

1. Der Grad p, die Anzahl der Kontrollpunkte n + 1 und die Anzahl der Knoten m + 1
sind durch die Beziehung m = n + p + 1 gegeben.

2. Fiir die nicht periodische Kurve fallen der Anfang bzw. das Ende der Kurve mit den
entsprechenden Kontrollpunkten zusammen, d.h. B(a) = Py und B(b) = P,,.

3. Eine affine Transformation, wie z.B. Translation, Rotation und Skalierung, ist inva-
riant.

4. Fir t € [t;,tiv1) und p < i <m —p— 1 liegt B(t) in der durch die Kontrollpunkte
P;_,,...,P; erzeugten konvexen Hiille (vgl. Definition 3). Zusétzlich gilt die varia-
tion diminishing Eigenschaft.

5. Wird der Kontrollpunkt P; verdndert, so wirkt sich dieses nur auf den vom Parame-
terintervall [t;,t;1p+1) bestimmten Teil der Kurve B(t) aus. Der Kurvenpunkt B(t')
mit den Parameter ¢’ € [t;,t;11) wird nur von den Kontrollpunkten P;,... ,P;_,
beeinflufit.

6. Das Kontrollpolygon stellt eine stiickweise lineare Approximation der Kurve dar. Je
geringer der Grad p, umso niher liegt die Kurve am Kontrollpolygon. Im Fall p =1
ist die Kurve und das Kontrollpolygon identisch.

Aus der Differenzierbarkeit der Basisfunktionen folgt unmittelbar die Differenzierbarkeit
der gesamten B—Spline-Kurve. Die k—te Ableitung einer B-Spline-Funktion ist unter Be-
achtung von Gleichung (2.13) durch

B® () =" N (t)P; (2.17)
=0

gegeben.

In Abbildung 2.5 ist der Graph einer periodischen B—Spline-Funktion und des Parame-
terraums mit dem Knotenvektor t dargestellt.

B-Splines teilen die folgenden Vorteile mit den Bézier-Kurven. Die Kontrollpunkte {P;}
haben eine geometrische Bedeutung und stehen mit dem Graphen visuell in direktem Zu-
sammenhang. Im Gegensatz zur Bézier—Kurve hat eine Modifikation aufgrund der Tréger-
eigenschaft jedoch nur eine lokale Auswirkung, wodurch detailliertes Arbeiten moglich ist.
Bézier—Splines haben eine Vielzahl von gegenseitig abhéngigen Parametern, die eine sinn-
volle Benutzerinteraktion erschweren. B—Splines haben diese Beschrankungen nicht.
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H Py =Pg P> =Ps

Abbildung 2.5: Die B-Spline—Funktion B(t) mit p = 3,m = 12 und n = 8 fiir ein ¢ € [t3,t9)
liegt in der konvexen Hiille des durch {P;} aufgespannten Polygons. Oberhalb des Graphen
ist der Knotenvektor t mit den periodischen Rédndern dargestellt.

Die Kontrollpunkte {P;}, die Knoten t und der Grad p bilden die sogenannten Designpa-
rameter, die verdndert werden kénnen, um eine Kurve mit bestimmten Eigenschaften zu
formulieren. Fiir die Konstruktion von Konturen sind insbesondere die periodischen B—
Spline-Kurven wichtig, da diese per Definition geschlossen sind.

Bei der effizienten Berechnung von Kurvenpunkten braucht nicht direkt auf die rekursi-
ve Definition 4 zuriickgegriffen werden, da ein erheblicher Teil der Basisfunktionen null
ist. Der sogenannte Algorithmus von de Boor nutzt die lokale Tragereigenschaft aus. Im
Anhang A.1 ist eine Variante von PIEGL UND TILLER (1995b) angegeben.

2.2.3 Approximation und Interpolation

Zwei fundamentale Algorithmen fiir B-Spline—Funktionen sind die Approximation und In-
terpolation vorgegebener Punkte Qg mit £ =0, ... ,r. Dieses ist insbesondere dann wich-
tig, wenn vorhandene Schaufelprofile, zum Beispiel aus den NACA oder C4 Profilfamilien,
in die mathematische B—Spline—Form tiberfithrt und somit in nachfolgenden Schritten,
z.B. Stromungsberechnung, weiterverwendet werden sollen. Diskrete Approximationsver-
fahren haben gegeniiber den Methoden der Interpolation den Vorteil, dafl die Anzahl der
B-Spline Parameter (Knotenvektor und Kontrollpunkte) unabhingig von der Grofle der
vorliegenden Punktmenge ist.
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Parametrisierung

Ein nicht zu unterschétzendes Problem ist die Parametrisierung eines B—Splines. Der Kno-
tenvektor t stellt einen Freiheitsgrad bei der Interpolations— bzw. Approximationsaufgabe
dar. Ungiinstig gew#hlte Parametrisierungen fithren zu Schleifen oder spitzen Ecken im
Graphen der B-Spline-Funktion, oder die im weiteren auftretenden Gleichungssysteme
werden dadurch singulér.

Die zugrundeliegende Idee ist es, den zu approximierenden bzw. interpolierenden Punk-
ten? die Parameterwerte #;, durch Qi = B(%;) so zuzuordnen, daf8 diese der Verteilung
der {Qy} entsprechen. Die sich anschliefende Bestimmung des Knotenvektors t aus der
Parametrisierung t = {tp, ... ,t,} ist von den einzelnen Approximations— bzw. Interpola-
tionsverfahren abhéngig und wird in den entsprechenden Abschnitten vorgestellt.

Aquidistante Parametrisierung Der naheliegende Ansatz einer Parametrisierung mit
dquidistanten Abstédnden, d.h.

ty = firk=1,...,r mitf{p=0 und 41 =1 , (2.18)

r+1

liefert fiir die meisten Fille (wenn die Punkte nicht ungefihr gleichen Abstand haben)
unbefriedigende Kurven. Um ein moglichst gutes Approximations— bzw. Interpolationser-
gebnis zu erhalten, bietet sich daher u.a. eines der beiden folgenden Parametrisierungsver-
fahren an.

Chordale Parametrisierung Fiir die r + 1 Punkte {Q} 148t sich die Bogenlinge d
mit

T
d=>"1Qr— Q1| mitQ,=Q, (2.19)
k=0
berechnen. Mit ¢y = 0 und ¢,+1 = 1 ergeben sich dann die inneren Parameterwerte zu

|Qr — Q1]
d

Dieses ist die am h&ufigsten eingesetzte Methode der Parametrisierung.

tr =tp_1+ firk=1,...,r (2.20)

Zentripetale Parametrisierung Die zentripetale Parametrisierung zeigt bei Punkt-
verldufen mit groffen Kriimmungsénderungen, wie sie zum Beispiel bei diinnen Verdichter-
profilen mit scharfen Vorder— und Hinterkanten vorkommen, ein besseres Approximations—

bzw. Interpolationsverhalten. Sie berechnet sich fiir k = 1,... ;7 mit {p = 0 und £,41 = 1
zZu
- VIQkr — Qi— . :
te =11+ % mit d=» /|Qr—Qr1] wmd Q1 =Q, (221)
k=0

’Die r + 1 Punkte {Qx} sind nach Gleichung (2.16) periodisch fortzusetzen.
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Methode der kleinsten Fehlerquadrate

Das im folgenden beschriebene Verfahren approximiert vorgegebene Punkte mit der Me-
thode der kleinsten Fehlerquadrate. Hierbei handelt es sich um eine Adaption des von
PIEGL UND TILLER (1995b) vorgestellten Verfahrens an periodische B-Spline-Kurven.

Das Approximationsproblem besteht aus der Bestimmung einer nach Definition 5 be-
schriebenen periodischen B-Spline-Kurve B(t), die eine vorgegebene Anzahl r + 1 von
zweidimensionalen® Punkten Qq, ..., Q, hinreichend genau approximiert. Die Methode
der kleinsten Fehlerquadrate fordert:

T

Minimiere Y (Qx — B(#x))® . (2.22)

k=0

Der Grad p und die Anzahl der Kontrollpunkte n + 1 werden vorgegeben. Die Parame-
terwerte t = {to,%1,... %} lassen sich nach der chordalen oder zentripetalen Methode
berechnen. Anschlieend sind nun m + 1 Knoten ¢; zu bestimmen, wobei 2p Knoten peri-
odische Fortsetzungen sind. Mit ¢, = 0 und t,,—, = 1 1a8t sich nun aus den berechneten
Parameterwerten durch

1
d—sfzp i=ljd] a=jd—i
tprj =1 —a)lim1+al;  firj=1,...,r (2.23)

der Knotenvektor t der B-Spline-Kurve ermitteln. Diese Berechnung stellt sicher, dafl
sich in jedem Knotenintervall [¢;,¢;11] mindestens ein Parameterwert ¢; befindet. Das nun
folgende Gleichungssystem wird dadurch positiv definit und I6sbar.

Im letzten Schritt sind jetzt die n+1—p Kontrollpunkte* zu berechnen. Aus der Forderung
(2.22) ergibt sich nun nach Differentiation beziiglich P; = (z;,y;) und zu null setzen das
folgende Gleichungssystem:

n—p m m
> (Z Ni,p(fk)th(zk)) P, =) Np()Qr  firl=0,....,n—p . (2.24)
k=0

=0 \k=0

In die Matrizenschreibweise umgeformt:

(NNTP =Q (2.25)
mit
NO,PQO) Tt NO,p(%m) Py
N = : : und P = : (2.26)
Nn—pm(ZO) T Nn—p,p(fm) Pn—p

3Eine Ubertragung auf drei- oder hoherdimensionale B-Spline-Funktionen ergibt sich analog.
4Es reicht an dieser Stelle aus, nur die Kontrollpunkte ohne periodische Fortsetzung zu betrachten.
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sowie

Nop(t0)Qo + - -+ + Nop(tm)Qm

Q= : (2.27)
NN—P,P(EO)QO +-+ Nn—p,p(%m)Qm

Die Matrix NN hat Bandstruktur mit der Bandbreite p + 1. Das Gleichungssystem lat

sich nach dem Gaufi—Verfahren ohne Pivotstrategie 16sen.

Zur Berechnung des Approximationsfehlers ist eine Punktinversion nétig, d.h. zu einem ge-
gebenen Punkt Qy ist der Kurvenpunkt B (fk) zu bestimmen, der den Abstand minimiert.
Das Verfahren wird von PIEGL UND TILLER (1995b) vorgestellt. Sind die Parameterwerte

tr, mit k=0, ... ,r berechnet, lifit sich der mittlere Approximationsfehler durch
_ R .
E = B(t,) — 2.28
1 kZ_O| (tk) — Qx| (2.28)

und der maximale Approximationsfehler durch

Enax = max |B(tr) — Qx| (2.29)
angeben. Soweit nicht anders beschrieben, wird der Fehler zusétzlich auf die Sehnenlédnge
des Profils normiert (E*, E¥..). In Abbildung 2.6 ist die Approximation mit E* = 0.001

und E .. = 0.005 eines VKI-1 Profils (vgl. WATZLAWICK (1991)) mit einem periodischen
B-Spline aufgefiihrt.

Zur Rechenzeitreduzierung der sich der Approximation des Profils anschlieenden aerody-
namischen Optimierung ist eine geringe Anzahl von freien Parametern zur Beschreibung
der Geometrie wiinschenswert. In Abschnitt 5.2.3 wird das hier vorgestellte Approximati-
onsverfahren um einen Ansatz zur Minimierung der Geometrieparameter erweitert.

Eine dhnliche Vorgehensweise vergleichbar dem Entwurf von Turbomaschinenschaufeln er-
gibt sich beim Design von Tragflichen von Flugzeugen. Insofern wird an dieser Stelle kurz
auf die Arbeit von BOEHM (1987) eingegangen, der die Approximation von NACA Fliigel-
profilen mit Bézier—Kurven beschreibt. Die aus einer Dicken— und Wélbungsverteilung
definierten NACA Profile kénnen durch Bézier—Kurven siebten Grades exakt beschrieben
werden. Um den hohen Grad zu vermeiden, wurden die Profile mit Bézier—-Kurven dritten
Grades an 5 dquidistanten Punkten Hermite interpoliert. Eine wesentlich geringere Ab-
weichung von den Originalprofilen wurde durch die Approximation mit Hilfe der Methode
der kleinsten Fehlerquadrate erzielt.

Interpolation

Bei der Interpolation der Punkte {Qg} ergeben sich n 4 1 Gleichungen® der Form

Qr=B(l) =Y Nip(f)Pi  mitk=0,...,n. (2.30)
=0

®n+1=r+4+p+1ist die Anzahl der zu interpolierenden Punkte inklusive der periodischen Fortsetzung.
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Abbildung 2.6: Die Qualitéit der Approximation des VKI-1 (vgl. WATZLAWICK (1991))
Profils ist von der Anzahl der Kontrollpunkte abhéngig. Fiir dieses Beispiel ist eine Kon-
figuration mit p = 3, m = 20 und n = 16 gew&hlt worden.

Analog zur Approximation ist in einem ersten Schritt eine, beispielsweise chordale oder
zentripetale, Parametrisierung von t und daraus der Knotenvektor t zu berechnen. Zu
beachten ist, dal die Anzahl der Knoten ¢; von der Anzahl der zu interpolierenden Punkte
im Gegensatz zur Methode der kleinsten Fehlerquadrate abhéingig ist. Fiir einen ungeraden
Grad p werden die Knoten ¢; direkt berechnet, d.h.

tp+i:fi firi=0,...,r+1 , (2.31)
ansonsten fiir ein gerades p ergibt sich

tp = fo — (Er — Zr_l) und tp_;,_i = tp—l—i—l + (fz — fi_l)/Q fir ¢ = 1, e, T+ 1 . (2.32)

In beiden Féllen ist der Knotenvektor an den Réndern periodisch fortzusetzen. Die aus
Gleichung (2.30) folgende (n+1) x (n+1) Matrix lafit sich nun mit einem Gaufl—Verfahren
16sen, wobei zu beachten ist, daB nur die n + 1 — p nicht periodischen Punkte betrachtet
werden miissen.

In der Abbildung 2.7 ist links zur Verdeutlichung ein einfaches Interpolationsproblem dar-
gestellt. Die 4 Punkte Qp, ..., Qs sind durch einen geschlossenen B-Spline mit p = 3
zu interpolieren. Aus der Parametrisierung t = {0,0.25,0.5,0.75,1} 148t sich dann der



20 Geometrischer Entwurf mit B—Spline—Funktionen

Pq

)
P, = P;

Abbildung 2.7: Zwei Beispiele verdeutlichen die Interpolation von Punkten {Qy} mit
periodischen B—Spline-Funktionen. Im rechten Bild ist zusétzlich die erste Ableitung
D; = «aiTy zu beriicksichtigen. «y, ist ein zusétzlicher Formfaktor bei der Interpolati-
on, der sich auf die gesamte Kurve auswirkt. Zur besseren Ubersicht ist bei der rechten
Abbildung auf die Beschriftung der periodischen Punkte verzichtet worden.

Knotenvektor t = {-0.75,-0.5,—0.25,0,0.25,0.5,0.75,1,1.25,1.5,1.75} unter Verwen-
dung von Gleichung (2.31) unmittelbar ableiten. Anschlieflend ist das Gleichungssystem
nach Formel (2.30) aufzustellen und fiir die Punkte Py, ... ,P3 zu losen.

Interpolation mit ersten Ableitungen

Die Interpolationsaufgabe kann dadurch erweitert werden, daff an den n + 1 Punkten
{Qx} auch die jeweils erste Ableitung {Dy} interpoliert werden soll, d.h. fiir die 2(n + 1)
Gleichungen

2n+1 2n+1

Qk = B(Zk) = Z N@p(zk)Pi und Dk = B’(fk) = Z N{’p(zk)Pi (233)
i=0 i=0
mit k = 0,...,n sind die unbekannten Kontrollpunkte P; zu bestimmen. Aus der Pa-

rametrisierung ist nun der Knotenvektor t zu berechnen, wobei fiir jedes ¢; zwei Knoten
notwendig sind. Fiir ein ungerades p ist

tproi = t; und tproit1 = (fz + fi+1)/2 firi=0,...,r+1 (2.34)

moglich. Ist p gerade, dann ist diese Methode nicht moglich. Statt dessen kénnen doppelte
Knoten verwendet werden.
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Oftmals liegen nicht die Ableitungen, sondern nur die Richtungen in Form eines Ein-
heitstangentenvektors {Tj} vor. Hierzu lassen sich die Ableitungen durch Dy = «a;T}
abschéitzen. Eine Moglichkeit ist es, oy = d anzusetzen, wobei d die Linge des von {Qg}
aufgespannten Polygons (Bogenldnge) ist. Fiir interaktive Designwerkzeuge bietet sich die-
ses als zusétzliche Operation zur Verdnderung der Kontur an.

In Abbildung 2.7 ist rechts der Einflufl des Formfaktors o anhand zweier interpolierter
B-Spline Funktionen mit den Kontrollpunkten {P;} und {P/} dargestellt.

Direkte Berechnung des Kontrollpolygons

Eine wesentlich einfachere Methode zur schnellen Geometrieerzeugung ist es, die Kontroll-
punkte mit den vorgegebenen Punkten gleichzusetzen, d.h. P, = Qi fir £ = 0,... ,n.
Ein so erzeugtes Profil kann anschliefend entweder interaktiv weiterbearbeitet oder zum
Beispiel als Startgeometrie fiir einen Optimierungsprozef3 verwendet werden.

Dieses Verfahren ist keine Approximation bzw. Interpolation im herkémmlichen Sinn, son-
dern eine schnelle Methode, aus analytischen, durch Wolbungs— und Dickenverteilungen
zusammengesetzten, Profilen eine angenéherte B—Spline—Form zu erhalten. Hierbei wird
die Eigenschaft der B-Spline-Funktionen ausgenutzt, die das Kontrollpolygon als stiick-
weise Approximation des Graphen beschreibt. In Abbildung 2.8 ist an einem einfachen
Beispiel die Vorgehensweise verdeutlicht.

2.2.4 Erweiterungen

Die hier beschriebenen B-Spline-Funktionen sind ein méchtiges mathematisches Werkzeug
zur Beschreibung von zwei— und dreidimensionalen geometrischen Objekten. Sie bilden
die Grundlage der in dieser Arbeit ausgefithrten Strémungsberechnung und Optimierung
von Schaufelprofilen. Die meisten (kommerziellen) CAD/CAM/CAE Programme bieten
Schnittstellen fiir B-Splines in Form von definierten Austauschformaten an, beispielsweise
IGES (Initial Graphics Exchange Specification), so dafl eine Weiterverarbeitung, z.B. in
rechnergestiitzten Frismaschinen, ohne Informations— und Qualitéitsverlust moglich ist.

Gleichwohl existieren eine Reihe von Ansétzen, um B—Splines an spezielle Anforderungen
zu erweitern bzw. zu ergénzen, die an dieser Stelle nur kurz angerissen werden kénnen.

B-Splines fordern an den Beriithrungspunkten der einzelnen Segmente gewisse analyti-
sche Stetigkeitsbedingungen C". Fiir zwei Kurven Cy(t) mit ¢ € [to,¢1] und Ci(u) mit
u € [up,u1] fordert die C'-Stetigkeit in einem gemeinsamen Punkt Co(t;) = Cy(ug) die
Ubereinstimmung der Ableitungen C(t1) = C}(ug). Oftmals ist jedoch diese Forderung zu
strikt, statt dessen wiirde eine geometrische Stetigkeit GC™ den Anspriichen geniigen. So
fordert die GC! Stetigkeit die Bedingung, da nur die Tangentenrichtungen an den anein-
anderstoBenden Segmenten gleich sind, d.h. C}(t1) = a O] (up) fiir & > 0. GC? stetige Spli-
nes erfiillen zusétzlich an den Segmentgrenzen noch die Bedingung gleicher Kriimmung.
Wiéhrend fiir B-Splines eine Reihe von effizienten Algorithmen existieren, sind bei geome-
trischen Splines wesentlich kompliziertere Verfahren notwendig. KUPPE (1997) vergleicht
die Approximation von Schaufelprofilen mit B—Splines sowie mit geometrischen Splines.
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Abbildung 2.8: An den chordalen Position /I = 0.01,0.03,0.08,0.14,0.2,0.3,0.5,0.75,0.99
ist jeweils fiir die Ober— und Unterseite ein Konturpunkt berechnet worden (NACA—4
Dickenverteilung). Die so berechneten Punkte bilden das Kontrollpolygon des B—Splines.

Wie eingangs beschrieben, sollen die zur mathematischen Beschreibung verwendeten Funk-
tionen einen groflen Bereich von Kurven abdecken. Die hier vorgestellten B—Splines sind
jedoch nicht in der Lage, Kreise oder Ellipsen exakt zu beschreiben, was jedoch durch einen
Ubergang zu rationalen B-Spline-Funktionen (auch als NURBS® bezeichnet) maglich ist:

Ct) =Y Rip(OP;  mit Ry,(t) = M . (2.35)
=0 > Njp(tyw;
=0

Die Funktionen {R;,} werden als rationale Basisfunktionen bezeichnet, die {w;} sind
zusétzliche Gewichte mit w; > 0.

BARSKY (1988, 1993) fithrt S—Splines ein. Zwei zusitzliche Formparameter ermoglichen
es, die Kurve global zu manipulieren.

Alle beschriebenen Erweiterungen haben den Nachteil zusétzlicher Parameter, die be-
stimmt werden miissen. Insbesondere bei der Optimierung wirken sich zusétzliche Frei-

5Das Akronym steht fiir nonuniform rational b-spline. Der Zusatz nonuniform bezieht sich auf den
Knotenvektor t, bei dem die einzelnen Knoten ¢; nicht dquidistant verteilt sind. Die in dieser Arbeit
verwendeten B—Spline Funktionen sind nicht uniform und nicht rational.
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heitsgrade negativ auf die bendtigte Rechenzeit aus. Ebenso sind die Algorithmen zur
(interaktiven) Manipulation erweiterter Spline-Funktionen schlechter handhabbar.

2.3 3D—Geometrie

Zur Konstruktion einer Schaufel ist eine Folge von Profilen notwendig, die (entlang einer
Achse) tibereinander ausgerichtet werden (Auffidelung). Um aus diesen Profilen dreidi-
mensionale Schaufeln und letztendlich damit Lauf— oder Leitridder zu erhalten, bedarf es
eines geeigneten Verfahrens, um die Einhiillende zu berechnen.

2.3.1 Tensorprodukt—B—Spline—Flichen

Die zugrundeliegende Idee der B-Spline-Kurve kann ohne weiteres auf im Raum liegende
Fléchen ausgeweitet werden. Diese fiihrt dann auf die folgende Definition.

DEFINITION 6 (TENSORPRODUKT—-B—SPLINE-FLACHE)

Es seien {N; ,} und { N 4} nach Definition 4 gebildete Basisfunktionen mit den zugehdrigen
Knotenvektoren u und v sowie den Kontrollpunkten {P;;} im R? fiir i = 0,... ,n und
j=0,...,m. Eine Tensorprodukt—B—Spline—Flédche wird dann durch

n m

S(u,v) =Y > Nip(u)N;4(v)Ps (2.36)

i=0 j=0

definiert.

Von den vier méoglichen Féllen zur Auswahl der Knoten— und Kontrollpunkte ist fiir die
Konstruktion von Schaufeln ein periodischer Verlauf in v und ein nicht periodischer in v
Richtung von Interesse. Die Knotenvektoren ergeben sich also zu:

u={ug,U1,...,Up—1,Up,-.. ,Up_p, Up—pil,-.. U} bZW. (2.37)
p Knoten p Knoten

v ={v0,V1,... , Vg, Vg1, - »Vs—g—1,Vs—qs--- ,Us} » (2.38)
g+1 Knoten q+1 Knoten

wobei die Bedingungen aus Definition 5 beziiglich der Periodizitdt im Fall von u und der
Nichtperiodizitdt im Fall von v gelten.

Die Verbindung der einzelnen Kontrollpunkte in » und v Richtung wird als Kontrollnetz
bezeichnet. Fiir den Grad p, die Anzahl der Kontrollpunkte n 4+ 1 in u Richtung und die
Anzahl der Knoten r+1 gilt die Beziehung r = n+p+1. Aquivalent gilt fiir die v Richtung
s=m-+q—+1.

Im néchsten Abschnitt werden die B—Spline-Funktionen verwendet, um erst zweidimen-
sionale Konturen und daraus dann dreidimensionale Schaufeln zu definieren.
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2.3.2 Skinning

Mit Skinning” (Bespannung) wird das Verfahren bezeichnet, welches dreidimensionale B—
Spline-Kurven so miteinander verbindet, dafl die dadurch entstehende Fléiche diese inter-
poliert. Hierzu bieten sich die sogenannten Tensorprodukt—B—Spline-Fléichen an. Das hier
vorgestellte Verfahren folgt, erweitert auf periodische B-Spline-Funktionen, im wesentli-
chen PIEGL UND TILLER (1995b).

Es seien {By(u)} mit & = 0,...,K eine Menge von B-Spline-Kurven. Diese werden
auch oftmals als Schnittkurven bezeichnet. Gesucht ist nun eine Tensorprodukt—B—Spline—
Fliache S(u,v), so dafB fiir eine aufsteigende Folge vy gilt: S(u,vr) = Bg(u), d.h. die B-
Splines sind isoparametrische Kurven der Tensorproduktfliche. Mit

n K n
S(u,ve) = Y > Nip(w)Njg(vp) Py und By(u) = Y~ N, (u)Py, folgt (2.39)
i=0 j=0 i=0
K
> Njg(on)Pij =Py, (2.40)
j=0
fir k =0,...,K und ¢ = 0,... ,n. Dieses fithrt zu n + 1 Interpolationsproblemen in v

Richtung mit jeweils K +1 Unbekannten und K + 1 Bekannten. Zusammengefafit 148t sich
also die Vorgehensweise wie folgt beschreiben:

1. die einzelnen B-Spline-Kurven werden iibereinander geschichtet,

2. der jeweils i—te Kontrollpunkt Py, einer jeden B-Spline-Kurve & = 0,... , K wird
durch eine B—Spline-Kurve interpoliert

3. dieses wird fiir alle n 4+ 1 Kontrollpunkte® durchgefiihrt,

4. die dadurch erhaltenen Kontrollpunkte bilden das Kontrollnetz der interpolierenden
Tensorprodukt—B—Spline—Fliche.

Bisher ist stillschweigend davon ausgegangen worden, dafl die einzelnen B—Spline—Kurven
den gleichen Knotenvektor u und den gleichen Grad p haben. Dieses ist i.allg. aber jedoch
nicht der Fall. Es ist allerdings moglich, zwei oder mehr B—Spline-Kurven zueinander kom-
patibel umzuformen, so dafl diese einen identischen Knotenvektor und einen gleichen Grad
haben. Die Geometrie bleibt dabei erhalten.

Durch die Verwendung von geschlossenen, periodischen B—Spline-Funktionen bedarf es
einer geeigneten Definition von Anfang und Ende der Kurve, da ansonsten durch die Inter-
polation der Kontrollpunkte in Spannweitenrichtung sehr stark verwundene Oberflichen
entstehen. In Abbildung 2.9 ist die Problematik graphisch dargestellt. Links befinden sich
zwel Profile {ibereinander, so dafl durch die lineare Interpolation eine Oberfliche erzeugt

"Oftmals wird in der Literatur auch die Bezeichnung lofting synonym verwendet.
8 An dieser Stelle reicht es aus, die ersten n + 1 — p Kontrollpunkte zu berechnen, da die weiteren eine
periodische Fortsetzung vorangegangener bilden.
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Abbildung 2.9: Optimierungsaufgabe im Skinning—Prozef}: Unterschiedliche Indizierungen
ergeben verschiedenartige Verwindungen der dreidimensionalen Oberfléache.

wird, die keine oder nur eine minimale Verwindung aufweist. Im rechten Teil der Abbildung
ist jedoch die Indizierung des oberen Profils entgegen dem Uhrzeigersinn um eins verscho-
ben. Erfolgt nun eine lineare Interpolation, entsteht eine verwundene, unter Umstédnden
sich selbst schneidende, Oberfliche. Obwohl in beiden Fillen die Ausgangsprofile geome-
trisch identisch sind, wird eine unterschiedliche Tensorproduktfliche generiert. Der Grund
hierfiir ist eine zyklische Verschiebung des Knotenvektors und der Kontrollpunkte. Da die
Profile einzeln und unabhéngig voneinander entworfen werden, zum Beispiel interaktiv am
Bildschirm, ist nicht gew#hrleistet, dafl eine geeignete Indizierung besteht. Eine Aufgabe
im optimierten Skinning—Prozef ist es daher, eine Indizierung zu finden, die eine zufrie-
denstellende Oberfléche ergibt.

Ein weiteres Problem ergibt sich bei der Wahl der v, Werte fiir £ = 0,... , K. Hierdurch
wird in entscheidenem Mafle die Oberflichengestalt in Spannweitenrichtung (v—Richtung)
beeinflufit.

Es zeigt sich, dal der hier beschriebene Skinning—Ansatz fiir einfache dreidimensionale
Geometrien zu befriedigenden Ergebnissen fiihrt. Es ist, wie in Abschnitt 5.2.3 beschrie-
ben, ein Verfahren zur Oberflichenoptimierung entwickelt worden. Fiir komplexe Schaufeln
sind jedoch leistungsfihigere Methoden, wie zum Beispiel von BEDI UND VICKERS (1989)
oder KAKLIS UND GINNIS (1996), notwendig.

2.4 Implementierte Verfahren

Im Rahmen dieser Arbeit sind eine Reihe von Werkzeugen entwickelt worden, die die
beschriebenen Konzepte implementieren. Nachfolgend werden diese Programme kurz vor-
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Abbildung 2.10: Der im Rahmen dieser Arbeit entwickelte mudesigner ermoglicht es,
komfortabel Profile mit periodischen B—Spline Funktionen zu entwerfen.

gestellt.

mufit

Das Programm mufit ist das Kernstiick zur automatischen Erzeugung von zweidimen-
sionalen Profilen durch Approximation und Interpolation mit periodischen B—Spline—
Funktionen. Hierzu sind die in Abschnitt 2.2.3 beschriebenen Verfahren implementiert
worden. Durch die Kombination einer Auswahl (vgl. Anhang A.2) von Wélbungs— und
Dickenverteilungen ist es moglich, eine Vielzahl von Profilen in eine B-Spline-Form zu
tiberfithren. Weiterhin besteht die Moglichkeit, Konturpunkte aus einer Datei einzulesen
und weiter zu bearbeiten.

mudesigner

Die Abbildung 2.10 zeigt den im Rahmen der Arbeit entwickelten graphischen Editor.
Der mudesigner enthilt die iiblichen Funktionen graphischer Editoren sowie spezielle, auf
periodische B—Splines angepafite, geometrische Operationen.

Der mudesigner und auch mufit enthalten eine Methode zur Berechnung der Wolbungs-
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Abbildung 2.11: Das Werkzeug mustacker erzeugt aus einer Folge von radialen zweidi-
mensionalen Profilschnitten eine dreidimensionale Schaufel als Tensorprodukt—B—Spline—-
Fléche.

linie eines als B—Spline definierten Profils. Hierdurch ist es moglich, eine Reihe von geome-
trischen Charakteristika, wie zum Beispiel die Vorder— und Hinterkante sowie die Metall—
und Staffelungswinkel, zu ermitteln.

mustacker

Das Werkzeug mustacker dient zum Erstellen dreidimensionaler Schaufeln durch Auffiddeln
zweidimensionaler Profilschnitte, wie dieses exemplarisch in Abbildung 2.11 mit zwei
Fldchen fiir Nabe und Geh#use dargestellt ist. Hierzu ist das in Abschnitt 2.3.2 vorge-
stellte Skinning—Verfahren implementiert worden.

mustacker ermoglicht es, aus einer beliebigen Anzahl von Profilschnitten eine Schaufel als
Tensorprodukt—B—Spline—Fliache zu ermitteln und ist, wie in Abschnitt 5.2.3 beschrieben
wird, durch ein zusétzliches Optimierungsverfahren erweitert worden, welches die Ober-
fliicheneigenschaft der Schaufel beziiglich der Kriimmung minimiert.

2.5 Andere Ansitze und Ausblick

Wie bereits eingangs erwdhnt, sind Splines, insbesondere B—Spline-Kurven, ein h&ufig
eingesetztes Werkzeug, so dal die vorhandene Literatur zu diesem Thema bereits nicht
mehr vollstdndig darstellbar ist. Fiir die geometrische Datenverarbeitung sei stellvertre-
tend auf HOSCHEK UND LASSER (1989) hingewiesen. Als umfangreichste Quelle beziiglich
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nicht periodischer B-Splines ist das Buch von PIEGL UND TILLER (1995b) zu nennen, wel-
ches ihre zahlreichen Einzelpublikationen, zum Beispiel TILLER (1992) sowie PIEGL UND
TILLER (1994, 1995a, 1997), zusammenfafit und erweitert. Samtliche Algorithmen werden
ausfiihrlich besprochen und in einer an die Programmiersprache C angelehnten Notation
beschrieben.

Eine objektorientierte Beschreibung von B-Spline-Kurven sowie von Fléchen wird von
FUHR ET AL. (1995) vorgeschlagen. Eine Zusammenfassung wichtiger Methoden sind bei
Au UND YUEN (1995) zu finden.

Bevor in den néchsten Kapiteln die hier vorgestellten periodischen B-Spline-Funktionen
eingesetzt werden, sollen die verschiedenen, in der Praxis eingesetzten, Anséitze zur geome-
trischen Beschreibung von Turbinen— und Verdichterbeschaufelungen reflektiert werden,
die sich durch einen unterschiedlich starken Gestaltungsfreiraum auszeichnen.
Parametrisierte Profilfamilien (z.B. NACA oder C4), die die Kontur aus einer Dicken—
und Walbungsverteilung zusammensetzen, lassen dem Konstrukteur nur geringe Gestal-
tungsmoglichkeiten und werden in modernen Entwurfsprozessen zunehmend weniger ver-
wendet. Weitaus grofieren Spielraum 148t sich mit zusammengesetzten Bézier—Kurven er-
reichen, wobei die Vorder— und Hinterkanten oftmals durch einen Kreisbogenabschnitt
definiert werden. SUBEL (1998) und BAIER (1998) folgen diesem Ansatz.

Die Anzahl der Segmente ist in den meisten Fillen a priori festgelegt. JERICHA ET AL.
(1994) bzw. GEHRER ET AL. (1997) verwenden drei Bézier-Segmente fiir Saug— und Druck-
seite sowie fiir eine runde Hinterkante. KORAKIANITIS UND PANTAZOPOULOS (1993) be-
schreiben den Entwurf von Profilen von Turbinenschaufeln mit parametrischen Spline—
Kurven. Der zweidimensionale Profilschnitt definiert sich durch jeweils vier Polynomseg-
mente vierter Ordnung an der Druck— und Saugseite, wobei an den Schnittpunkten be-
stimmte Differenzierbarkeitsbedingungen erfiillt sein miissen. Um die geometrischen Vor-
gaben einzuhalten, wird ein Optimierungsproblem mit einem nicht weiter genannten Such-
verfahren formuliert. Ziel ist es, ein Profil mit minimalen Kriimmungsgradienten zu finden.
Wirkliche Freiformprofile lassen sich nur mit Bézier—Spline oder B—Spline-Kurven gestal-
ten, wobei letztere den Vorteil haben, Stetigkeitsbedingungen einfacher zu garantieren
sowie eine interaktive Manipulation mit graphischen Werkzeugen intuitiver zu gestalten.
Die in dieser Arbeit entwickelte Methode bietet den flexibelsten Ansatz, da keine Ein-
schriankungen beziiglich der Designparameter (Knoten, Kontrollpunkte und Grad) festge-
legt werden. Eine weitere Erhohung der Entwurfsmoglichkeiten ist nur durch den Ubergang
zu mathematisch komplizierteren und damit auch algorithmisch schwerer handhabbaren
Funktionen, wie zum Beispiel NURBS, mdoglich.



Kapitel 3

Numerische Stromungsberechnung

Nachdem im vorherigen Kapitel der geometrische Entwurf von Profilen und Schaufeln
vorgestellt worden ist, schliefft sich nun die fluiddynamische Untersuchung an. Ziel ist es,
einzelne zweidimensionale Profilschnitte aerodynamisch zu bewerten.

3.1 TUberblick

Die stromungsmechanische Untersuchung und Bewertung von physikalischen Strémungs-
vorgéngen wird durch eine Modellbildung und —beschreibung anhand mathematischer Be-
ziehungen vollzogen. Hierbei handelt es sich i.allg. um partielle, analytisch bisher nicht
l6sbare, Differentialgleichungen.

Die Stromungsberechnung gliedert sich folglich in zwei Aufgaben: zum einen in die Dis-
kretisierung des Stromungsraumes (Gittergenerierung) und zum anderen in die Aufstel-
lung und numerische Behandlung der notwendigen Gleichungen zur Beschreibung der
Stromungsphidnomene.

Die Verfahren zur Gittergenerierung zerfallen grob in zwei Klassen. Die algebraischen
Ansitze verwenden hauptséchlich verschiedene Interpolationsmethoden, die den Vorteil
einer schnellen Berechnung besitzen. Im Gegensatz hierzu fithrt die zweite Klasse die Git-
tergenerierung auf die Losung einer, i.allg. elliptischen, Differentialgleichung zuriick. Die
elliptische Gittergenerierung hat den Vorteil, daf} sich die einzelnen Gitterlinien glatt an
den umstromten Korper schmiegen. Die Grundlagen der Gittergenerierung sind u.a. in
dem Standardwerk von THOMPSON ET AL. (1985) dargestellt.

Trotz der stédndigen Steigerung der Leistungsfiahigkeit der jeweils aktuellen Rechnergene-
ration sind zur Rechenzeitminimierung Vereinfachungen in der Modellbildung zu treffen.
Im Hinblick auf eine Optimierung sind aussagekriftige Ergebnisse innerhalb von Minuten
zu berechnen. Bei dem hier vorgestellten zweidimensionalen Stromfunktionsverfahren sind
u.a. der Einflufl der Kompressibilitéit sowie die Grenzschichtausbildung auf der Profilober-
fliche hervorzuheben. Die in dieser Arbeit entwickelte S;i—Stromflachenrechnung bedient
sich der in LUCKING (1982, 1989) bzw. ROPER (1994) vorgestellten Methoden.

29
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3.2 Elliptische Gittergenerierung

Die Voraussetzung zur eigentlichen numerischen Stromungsberechnung (vgl. nachfolgen-
den Abschnitt 3.3) ist die Diskretisierung des Stromungsraums insbesondere des Bereichs
des umstromten Korpers (in diesem Fall des zweidimensionalen Schaufelprofils). Bei dieser
Gittergenerierung! sind vornehmlich die folgenden Aspekte zu beriicksichtigen:

e Gebiete, wie zum Beispiel die Vorder— und Hinterkanten des Profils, an denen grofie
Verdnderungen der Stromungsgrofien zu erwarten sind, sind feiner aufzulGsen als
homogene Randbereiche.

e Ein moglichst unkompliziertes Numerierungsschema zur Bestimmung von Nachbar-
elementen gewihrleistet, Gradienten durch finite Differenzen einfach zu berechnen.

e Die Diskretisierung des Stromungsraums sollte innerhalb eines angemessenen Zeit-
raumes durchfiithrbar sein.

Obwohl die Gittergenerierung inzwischen ein eigenes Forschungsfeld darstellt, kann diese
nicht unabhéngig von der eigentlichen Strémungsberechnung betrachtet werden. So sind
zum Beispiel Randbedingungen der Stromungsberechnung mitzuberiicksichtigen. Im vor-
liegenden Fall wird ein zweidimensionales Verfahren verwendet, welches auf der Losung
einer elliptischen partiellen Differentialgleichung (Poissongleichung) beruht. Dieser An-
satz ist u.a. von CARSTENS (1988), SONAR (1989) bzw. KNUPP UND STEINBERG (1994)
ausfiihrlich beschrieben worden (vgl. ebenfalls HOLTMANN (1983), ANDERSON ET AL.
(1996) und LEHTIMAKI (1999)). An dieser Stelle werden die grundlegenden Beziehungen
kurz dargestellt. Die nachfolgend aufgefithrten Erweiterungen und Ergénzungen werden
ausfiihrlich diskutiert.

e Eine automatische Kantendetektierung und das Aufschneiden des Profils an der Hin-
terkante ermoglicht, die Gittergenerierung ohne Anwenderinteraktion durchzufiihren.

e Es zeigt sich, dafl insbesondere die Konturpunktverteilung Einfluf§ auf das Konver-
genzverhalten der Stromungsberechnung hat. Durch einen neuen Ansatz werden die
Konturpunkte anhand von Gewichtsfunktionen bestimmt.

e Die Erweiterung auf mehrstufige Gitter dient zur Beschleunigung der Konvergenz in
der nachfolgenden Stromungsberechnung.

Der in dieser Arbeit entwickelte Gittergenerator ermoglicht, zusétzlich die von WANG UND
SONI (1991) beschriebenen geometrischen und statistischen Koeffizienten zu berechnen.
Eine qualitative Bewertung liefert somit Aussagen iiber mégliche Schwachstellen im Gitter,
die in der Stromungsberechnung nicht erwiinscht sind und sich i.allg. negativ auf die
Konvergenzgeschwindigkeit auswirken.

'In dieser Arbeit werden die Bezeichnungen Gitter und Netz sowie die zugehorige Gitter— und Netzge-
nerierung synonym verwendet.
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Abbildung 3.1: Durch eine Transformation wird ein krummliniges Koordinatensystem in
den Rechenraum iiberfiihrt. Bei dem dargestellten Typ handelt es sich um ein sogenanntes
C-Gitter.

3.2.1 Transformation

Die Aufgabe der im folgenden beschriebenen Gittergenerierung ist die Bestimmung eines
konturangepafiten Gitters, d.h. die Profilkontur selber definiert eine Gitterlinie. Hierzu
wird ein krummliniges Koordinatensystem eingefiihrt, welches sich an den umstréomten
Korper schmiegt. Dessen Koordinaten (£,7) lassen sich analog wie kartesische Koordina-
ten im physikalischen Raum in ein rechtwinkliges System, im folgenden als Rechenraum
bezeichnet, iibertragen. Gesucht ist nun eine Abbildung oder eine Transformation, die
die Gitterpunkte (£,7) kartesischen Punkten (x,y) zuordnet und umgekehrt (vgl. hierzu
Abbildung 3.1). Es gilt also:

r=x(&mn) bzw. y=yn) und  {=¢&(x,y) bzw. n=n(zr,y). (3.1)
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Zur Verdeutlichung der noch zu bestimmenden Transformation sind charakteristische Git-
terpunkte in den beiden korrespondierenden Koordinatensystemen eingezeichnet. Bei dem
dargestellten und in dieser Arbeit verwendeten Typ handelt es sich um ein sogenanntes
C—Gitter (im Gegensatz zu H— oder O-Gittertypen). Die Gitterlinien in £&~Richtung um-
laufen die Kontur in Form eines Halbkreises (oder eben in Form des Buchstabens C'). Die
Strecken ab bzw. cd definieren eine Schnittkante, d.h. die entsprechenden Gitterpunkte
sind identisch (vgl. Abbildung 3.1).

Zur Beschreibung der Transformation wird ein Ansatz in Form zweier Poissongleichungen
mit den Kontrollfunktionen P und () verwendet:
0%¢ 0%

wﬁ-a—gﬂ:P(&n) und

?n 0%

o2 T g = Q&N (3.2)

Die beiden partiellen Differentialgleichungen beschreiben die Abhéngigkeit der krummli-
nigen Koordinaten von denen des physikalischen Raums. Da diese jedoch unbekannt und
daher zu bestimmen sind, ist eine Invertierung der beiden Gleichungen notwendig (die
Herleitung ist z.B. in HOLTMANN (1983) zu finden). Der funktionale Zusammenhang der
invertierten Gleichungen beschreibt die der elliptischen Gittergenerierung zugrundeliegen-
den Differentialgleichungen in der folgenden Form:

0%x 0%x x4 [0z Ox
aSes 2 +a 0 = - (GPlen) + Sraten) ) (33
0%y Py Py o[y Ay
aa—fg—2 8£3n+78—7)2__J (8_§P(§’77)+8_77Q(§’n)> (3.4)
i [0z 2 oy 2 Oz dx  Oyoy ([ Oz 2 oy 2
wic o= (G) < (o) - 0=t aan = (o) * (5¢)
(3.5)
) Oz 0dy 0x 0y
sowie J= o€y onoc . (3.6)

Zur Losung sind neben den Randbedingungen die Kontrollfunktionen P und ) zu definie-
ren. Der folgende Abschnitt beschreibt eine Methode, die es gestattet, Kontraktion und
Orthogonalitéit an den Réndern zu erhalten.

3.2.2 Der Ansatz von Steger und Sorensen

Wie bereits eingangs erwéhnt, ist es fiir die Stromungsberechnung notwendig, eine Kon-
traktion der Gitterlinien, insbesondere an der Vorder— und Hinterkante, sowie Orthogo-
nalitédt zwischen den Gitterlinien in ¢~ und n— Richtung zu fordern. Da jedoch neben den
Positionen auf dem Rand auch die Winkel und damit die Steigung vorgegeben werden,
ist das aus der Diskretisierung folgende (vgl. Abschnitt 3.2.3) Gleichungssystem iiberbe-
stimmt (Dirichlet und Neumann Randbedingungen). Bei der von Steger und Sorensen
vorgeschlagenen Methode (vgl. CARSTENS (1988)) wird die Position festgehalten und der
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Winkel 6 (wegen der geforderten Orthogonalitit gilt meistens = 90°) sukzessive ange-
pafit. Es werden hierzu die beiden Kontrollfunktionen als

P(§,1) = p(€) e 1) 4 (€ =) (37)

und

Q& m) = q(&) e c7m) 4 ¢(¢) e~ H0m—1=1) (3.8)

definiert. Die Funktion P ist fiir den Winkel und die Funktion @ fiir den Abstand der
ersten beiden Gitterlinien in 7 Richtung verantwortlich. Das Abklingverhalten kann durch
die Konstanten a, b bzw. ¢, d gesteuert werden. Die einzelnen Funktionen p,q,r und ¢
ergeben sich zu:

1 [0x oy 1 [0x dy
p(f) = 73 <_Ry - _Rx> T(S) = 73 <_Ry - _Rm> (3'9)
AN on n="o J3 \ on N=Nn—1
1 [0x oy 1 [0ox oy
o) =73 (eR - R) 19 =5 (Gt~ Gore) (3.10)
Pl o), p\ee™ o),
mit
0% 0%x 0%x 0%y 0%y 0%y

In den verschiedenen Termen tauchen u.a. die partiellen Ableitungen 9/0¢, 9/0n, 02/£2,
0? /n? sowie 0%/0€0n auf, die am Rand fiir = 19 bzw. 7 = 1,1 zu bestimmen sind. Die
Ableitungen in n—Richtung werden aus den geometrischen Randbedingungen, dem Winkel
# und dem Abstand As der ersten beiden Gitterlinien fiir 19 und 7y, berechnet:

Ox Oox oy

o =As <_8_§ cos ) — o sm9> . (3.12)
Jy ox oy\? dy Ox

an \/(85) +<8_§> ( 85 s@+8—§sm9> - (3.13)

Fiir die Bestimmung der partiellen Ableitungen am &ufleren Rand (n = 7,—1) ist ana-
log vorzugehen. In den Beispielen von Abschnitt 3.2.6 ist er Einflufl der verschiedenen
Parameter deutlich zu erkennen.

3.2.3 Diskretisierung und iterative Losung

Zur Losung der Gleichung (3.3) bzw. (3.4) 148t sich eine Diskretisierung mit zentralen Dif-
ferenzen und einer anschliefenden Punktiteration durchfithren. Hierbei ist auch in jedem
Iterationsschritt die rechte Seite der Gleichung zu aktualisieren.

Zur Losung der partiellen Differentialgleichungen sind die in Abbildung 3.2 skizzierten
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Abbildung 3.2: Bei der Gittergenerierung sind die dargestellten Randbedingungen zu
beriicksichtigen. Zusétzlich wird der Winkel 6 und der Abstand As der ersten bzw. letzten
beiden Gitterlinien in 7 Richtung vorgegeben (iterative Methode).

Randbedingungen zu erfiillen. Die z—Koordinate der Eintritts— und Austrittsebene wer-
den konstant gehalten und nur in der y—Richtung aktualisiert, um eine Kontraktion zu
verhindern. Zusétzlich ist die periodische Fortsetzung und die Identitdt an der Schnitt-
kante ab bzw. cd zu beriicksichtigen. Die Punkte x(£,n) bzw. y(&,n) fir n = ny werden
zu Beginn durch ein gesondertes Verfahren (vgl. nachfolgenden Abschnitt) berechnet und
bleiben wéahrend der Iteration unverdndert.

3.2.4 Konturpunktverteilung

Um die Genauigkeit in der Strémungsberechnung zu verbessern, kann die Anzahl der Git-
terpunkte erhoht werden. Der damit einhergehende zusétzliche Rechenaufwand kann da-
durch vermieden werden, dafl stattdessen die Gebiete mit zu erwartenden grofien Verdnde-
rungen der Stromungsgroéfien feiner als die homogenen Bereiche aufgelést werden. Insbeson-
dere an der Vorder— und Hinterkante ist eine Konzentration der Gitterknoten notwendig.
CARSTENS (1988) beschreibt ein Verfahren, welches in Abhéingigkeit der Variablen £ eine
Konturpunktverteilung berechnet. Nachteil ist jedoch, dafl es sich hierbei um eine Gewich-
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Abbildung 3.3: Bei der eindimensionalen Gittergenerierung wird ein Intervall [a,b] ent-
sprechend einer Gewichtung in einzelne Segmente [z;, ;1] aufgeteilt. Analog zum zweidi-
mensionalen Fall wird eine Transformation des physikalischen Raums in den Rechenraum
bendtigt.

tung der Variablen des Rechenraums handelt und daher Eigenschaften im physikalischen
Raum, wie zum Beispiel Kriimmungen der Profilkontur, nicht beriicksichtigt werden.

Der in dieser Arbeit entwickelte Gittergenerator ermdglicht es, entsprechend einer Ge-
wichtsfunktion des physikalischen Raumes auf dem Profil eine Konturpunktverteilung zu
berechnen. Es handelt sich hierbei um eine Erweiterung des von KNUPP UND STEINBERG
(1994) vorgestellten eindimensionalen Gittergenerators.

Eindimensionale Gittergenerierung

Bei der eindimensionalen Gittergenerierung wird ein Intervall [a, b] entsprechend einer Ge-
wichtsfunktion w = w(x) > 0 in einzelne Segmente [x;, z;1+1] zerlegt. Analog zum oben
beschriebenen zweidimensionalen Fall wird eine Transformation zwischen einem physika-
lischen Raum und einem Rechenraum gesucht, so daf gilt: x = x(§) bzw. £ = &(x) (vgl.
Abbildung 3.3). Zur Vereinfachung wird angenommen, daf§ £ nur ganzzahlige Werte an-
nehmen kann, d.h. §; =4 fir¢=0,... ,n— 1.

Fiir die Liange eines Segmentes soll gelten:

Ti+1 — Ty = Kw (W) s (3.14)

wobei w ein Gewicht in Abhéingigkeit des Mittelpunkts des Segments [z;, z;11] und K eine
Konstante ist. Unter Beriicksichtung der Definition von x und fiir K = CA¢ mit einer
weiteren Konstante C', ergibt sich

m&+A@—m@)_Cw<ﬂ&+AO+w@n> (3.15)

A& 2
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bzw. allgemein fiir ein £ € [0,n — 1]

z(§ + Af) — x(§) (€ + Af) + x(§)
= 1
A Cw 5 (3.16)
Wird mit lim A¢ — 0 der Grenzwert gebildet, entsteht die folgende Differentialgleichung:
dz(§) 1

& w@@) (3.17)

Eine weitere Differentiation nach £ beschreibt dann schliellich die Transformation zwischen
dem physikalischen Raum und dem Rechenraum.

Px(§)  du() dw(@(§) 1

=0 3.18
N TG 19
Als Randbedingung gelten z(0) = a und z(n — 1) = b.
Diskretisierung und iterative Lésung
Die Beziehung (3.18) 148t sich mit zentralen Differenzen zu
1
Titl — 2T + -1 — m(xi_H — xi_l)(w(aciﬂ) — w(wi_l)) =0 (319)

diskretisieren. Zur Losung kann ein Punkt— oder Linieniterationsverfahren verwendet wer-
den.

Verallgemeinerung

Um bei zweidimensionalen parametrischen Kurven c(t) = (cz(t), ¢y(t)) fiir t € [to, t1] eine
Partitionierung anhand der beschriebenen Methode zu erreichen, muf3 ein neuer Parameter
s, der die Bogenlidnge der Kurve ¢ beschreibt, eingefiihrt werden:

/\/ dey(t <dc§t(t)>2 3.20)

Es bezeichne s~! im folgenden die Umkehrfunktion, die zu einer Bogenlinge s den entspre-
chenden Kurvenparameter ¢ liefert. Die Umkehrfunktion ist definiert, solange die Funktion
s(t) streng monoton steigend ist. Fiir die in der Praxis relevanten Profile ist diese Bedin-
gung gegeben. Bei der Implementierung des genannten Verfahrens bietet sich die Verwen-
dung einer t, s~Wertetabelle an, iiber die zur Bestimmung der Umkehrfunktion s~! mittels
eines bindren Suchalgorithmus effizient und schnell zugegriffen werden kann.

Die gesamte Bogenlidnge beschreibt den physikalischen Raum [s(to), s(t1)], der mit dem
oben beschriebenen Verfahren in einzelne Segmente [s;, s;+1] zerlegt wird. Aus den berech-
neten Segmenten lassen sich nun mittels der Umkehrfunktion die zugehorigen Parameter-
werte und damit die Konturpunkte ¢; ermitteln (vgl. Abbildung 3.4).

Damit eine gewiinschte Konturpunktverteilung erzielt wird, sind geeignete Gewichtsfunk-
tionen zu definieren.
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Profilkontur
cio1 G Cit+1
D to t1

to 131
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S0 Si—1  Sj Si+1 Sn—1
Bogenlinge

Abbildung 3.4: Durch die Einfithrung der Bogenlédnge 148t sich mit einem eindimensionalen
Gittergenerator eine Konturpunktverteilung berechnen.

Gewichtsfunktion

Im einfachsten Fall einer Gewichtsfunktion w(s) = const ergibt sich eine dquidistante
Verteilung der Konturpunkte. Um jedoch geometrische Eigenschaften des Profils im phy-
sikalischen Raum bei der Konturpunktberechnung zu beriicksichtigen, bieten sich u.a. die
folgenden Gewichtsfunktionen an.

Da die hier vorgestellten Gewichtsfunktionen jedoch in Abhéngigkeit des Kurvenpara-
meters ¢ und nicht, wie eingangs dargestellt, beziiglich der Variablen des physikalischen
Raumes s definiert sind, werden die Gewichtsfunktionen mit einem Uberstrich gekenn-
zeichnet. Weiterhin gilt: S = s(t1) — s(to).

Gradient
_ 1 .
wy(t) = = mit ¢ >0 (3.21)
V1+E () + 1)
Kriimmung
1 cy(t)ey(t) — ¢, (1) (t)
Do(t) = ———— it K(t) = ——2 L dey >0 3.22
w2( ) W mil KJ( ) (Cg(t)2 + C;(t)2)3/2 und € =~ ( )

Kriimmung und Gradient

1
ws(t) =
’ V148 (D) + ¢ (1) + Br(t)?

mit €7 > 0,63 >0 (3.23)
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Exponential

A /
1— e 50— falls t £ ¢/
w4(t):{o‘( ¢ )l > 0,0 > 0,k > 0 und ¢ € [to, 1]

k sonst
(3.24)
Kosinus
0.5(1— SO=sOI))  falls ¢ £ ¢/
ws(t) = (1= con (nEO5EN) ) galls 1 2 mit k > 0 (3.25)
k sonst
Tangens hyberbolicus
tanh (o 2O=0) tanh(a)=1  falls £ £ ¢/
we(t) =4 <O‘ 5 ) anh(@)™ falls t 28 ks 0.0 0 (3.26)
k sonst
Binir
k falls t € [t],t]
wr(t) = {1 e St lto, ] mit k > 0 und [s(t)), s(t))] C [s(to), s(t1)] (3.27)
sons

Euklidischer Abstand

wg(t) = \/(:U —c(t)?+ (y — cy(t))? mit VE € [to, t1] : ca(t) £z Aey(t) #y (3.28)

Produkt
wo(t) = [[wi;(t) mitn>0undje{l,..., 8} (3.29)
=0

Die ersten drei aufgefithrten Funktionen beriicksichtigen geometrische Aspekte (Gradi-
ent bzw. Kriimmung) bei der Berechnung der Gewichtung. Generell gilt, je kleiner das
Gewicht, umso kleiner die Segmente. Die Gewichtsfunktionen FEzxponential, Kosinus und
Tangens hyperbolicus definieren einen Kontraktionspunkt mittels ¢ auf der Kurve, der
eine Verdichtung der Nachbarsegmente hervorruft. Um sicherzustellen, dafl die Gewichte
nicht null werden, wird eine Konstante k eingefiihrt. Die binire Gewichtsfunktion definiert
ein Intervall, innerhalb dessen eine konstante Gewichtung die Segmentldnge bestimmt. Die
Euklidischer—Abstand—Funktion gewichtet beziiglich des Euklidischen Abstandes zu einem
Kontraktionspunkt. Dieser darf nicht auf der Kontur liegen, da ansonsten die Gewichtung
mit w > 0 nicht moglich ist. wy(t) ist eine Produktgewichtsfunktion, die unterschiedliche
Gewichtsfunktionen w; j(t) in Beziehung zueinander setzt. Im Anhang A.3 werden fiir ei-
ne Ellipse Konturverteilungen in Abhéngigkeit der unterschiedlichen Gewichtsfunktionen
dargestellt.
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3.2.5 Mehrstufige Gitter

Die Verwendung von Mehrgittermethoden zur numerischen Stromungsberechnung (vegl.
Abschnitt 3.3) ist bereits bei der Gittergenerierung zu beriicksichtigen, da dadurch bei der
Dimensionierung gewisse Anforderungen notwendig werden.

Ein mehrstufiges Gitter besitzt die Moglichkeit, durch unterschiedliche Schrittweiten den
diskretisierten physikalischen Raum in verschiedenen Abstufungen aufzulésen. Durch die
sukzessive Berechnung und Verfeinerung ergibt sich so bei der Ermittlung der Strémung
eine Beschleunigung der Konvergenzgeschwindigkeit. Ein k 4 1-stufiges Gitter besitzt die
Auflosung 0 (fein, Schrittweite 1) bis k (grob, Schrittweite 2¥). Damit die Struktur des
Gitters nicht zerstort wird, sind bei der Dimensionierung Abhéngigkeiten zu beachten.
Die verschiedenen notwendigen Bedingungen? leiten sich aus der Uberlegung ab, daf bei
einem Gitter mit der Auflosung i nur jeder 2'-te Gitterknoten betrachtet wird. Um die
Grundstruktur des Gitters bei den unterschiedlichen Auflésungen beizubehalten, werden
die verschiedenen Punkte a, ... ,h als Fixpunkte betrachtet (vgl. Abbildung 3.1).

Fiir ein m x n Gitter mit (k + 1) Auflésungsstufen sind bei der Dimensionierung die
folgenden Bedingungen einzuhalten:

Dimension in n—Richtung

(n—1) mod 2% =0 (3.30)

Dimension in der Eintrittsebene

(m; +1) mod 2% =0 (3.31)

Dimension an den periodischen Rindern

(m —m;) mod 2 =0 (3.32)
((m —m;) div2 —1) mod 2 =0 (3.33)

Dimension auf der Kontur bzw. im Abstrombereich

(m —m;) mod 2=0 (3.34)
((m —my) div2) mod 2% =0 (3.35)

m; ist die Anzahl der Gitterpunkte in der Eintrittsebene (Beginn des physikalischen
Raums), jedoch ohne die beiden Eckpunkte f und g. Die Anzahl der Gitterpunkte auf
der Kontur inklusive des zweifachen Hinterkantenpunktes b, ¢ wird durch m,, beschrieben.

Der in dieser Arbeit entwickelte zweidimensionale Gittergenerator ermdéglicht es, vor-
gegebene Dimensionen in Hinblick auf die Erfiilllung der Bedingungen anzupassen (vgl.
néchsten Abschnitt).

?Im folgenden bezeichnet der Operator div das ganzzahlige Ergebnis und mod den ganzzahligen Rest
bei einer Division (modulo).
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Abbildung 3.5: Durch die Definition eines Kontraktionspunktes an der Vorderkante ist eine
feine Auflosung des Stromungsraumes im Bereich des Staupunktes moglich. Der graphi-
sche Gittereditor liefert zu jedem Knotenpunkt statistische Informationen (Orthogonalitiit,
Langen—Hohen—Verhiltnis, ...), so dafl Schwachstellen im C—Netz behoben werden kénnen.

3.2.6 Implementierte Verfahren

Im Rahmen dieser Arbeit ist ein Gittergenerator muspider entwickelt worden, der die be-
schriebenen Konzepte implementiert. Zusétzlich ist ein graphischer Editor mugrideditor
entstanden, der dem Anwender eine bedienfreundliche Steuerung ermdoglicht.

Bevor die der Gittergenerierung zugrundeliegende Differentialgleichung iterativ gelost wer-
den kann, ist ein Startgitter zu berechnen. Hierzu ist in einem ersten Schritt die Schnitt—
und Hinterkante sowie die Konturpunktverteilung zu ermitteln. Bei der Hinterkantende-
tektierung wird versucht, einen gleichschenkeligen Keil in den hinteren Bereichs des Profils
so einzupassen, dafl etwaige Unstetigkeiten minimiert werden.

Zur Berechnung der Konturpunktverteilung (vgl. obigen Abschnitt 3.2.4) werden drei Ge-
wichtsfunktionen iiberlagert. Fiir eine Verdichtung an der Vorderkante wird die Fuklid-
ischer—Abstand— Funktion verwendet. Durch eine (interaktive) Manipulation eines Kon-
traktionspunktes ist es moglich, eine notwendige feine Auflésung an der Profilvorderkante
zu erhalten. An der aufgeschnittenen Hinterkante bestimmen zwei, je eine fiir die Ober—
bzw. Unterseite (t' = tg bzw. t' = t1), Exponential-Gewichtsfunktionen (mit o = 0.01 und
A = 1) die Konturpunktverteilung. Die Absténde auf der Abstrémlinie zwischen Hinter-
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Abbildung 3.6: Der Gittergenerator schneidet das Profil an der Hinterkante auf und legt
einen gleichschenkeligen Keil an der Ober- und Unterseite an. Zur Verdeutlichung ist das
urspriingliche Profil eingezeichnet.

kante und Austrittsebene werden durch eine geometrische Reihe bestimmt. Hierbei werden
die Winkel so angepafit, dal wellige Gitterlinien in Umfangsrichtung vermieden werden.
In einem weiteren Schritt werden dann anschliefend die &ufleren (periodischen) Rénder
durch B-Splines festgelegt. Durch eine einfache Interpolation werden die inneren Gitter-
knoten fiir das Startgitter berechnet.

Der graphische Gittereditor in Abbildung 3.5 erméglicht es, die von WANG UND SONI
(1991) vorgeschlagenen Bewertungskriterien fiir jeden einzelnen Gitterpunkt abzufragen.
Bei diesen Mafizahlen handelt es sich im wesentlichen um metrische Koeffizienten. Wei-
terhin lassen sich die Gradienten der Mafizahlen sowie statistische Parameter (Minimum,
Maximum, Mittelwert,. .. ) untersuchen.

Durch eine automatische Anpassung der verschiedenen Dimensionen lassen sich beliebig
vielstufige Gitter erzeugen. Diese Eigenschaft wird schon bei der Losung der elliptischen
Differentialgleichung ausgenutzt, so dafl bereits bei der Gittergenerierung durch die suk-
zessive Verfeinerung eine Konvergenzbeschleunigung eintritt.

Beispielhaft ist in den Abbildungen 3.6 und 3.7 fiir das NACA—-65-K48 Profil aus WATZ-
LAWICK (1991) ein mit muspider erzeugtes C-Netz dargestellt.
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Abbildung 3.7: Das C—Netz zeigt an der Vorderkante eine deutliche Verdichtung der Gitter-
punkte. Zusétzlich ist der Kontraktionspunkt fiir die Konturpunktverteilung eingezeichnet.
Als Parameter fiir die Kontrollfunktionen P und @ sind a = 0.5 und ¢ = 0.6 gew&hlt wor-
den. Bei dem unteren Gitter ist auf die Einhaltung der Orthogonalitéit verzichtet worden.
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3.3 Stromfunktionsverfahren

Das Stromfunktionsverfahren bildet die Basis zur Berechnung der kompressiblen und rei-
bungsfreien zweidimensionalen Strémung. Um Reibungsphénomene an der Profiloberfléche
zu beschreiben, wird dieses anschliefend mit einem Grenzschichtverfahren gekoppelt.

3.3.1 Einfiihrung und Grundgleichungen

Fiir die weiteren fluiddynamischen Betrachtungen sind die folgenden Gleichungen (3.36)
bis (3.39) Voraussetzung. Die Darstellung erfolgt in Zylinderkoordinaten. Es werden nur
stationédre Stromungszustinde betrachtet.

GLEICHUNG 1 (KONTINUITATSGLEICHUNG)

10rpw, 10pw, n opw,
r Oor r Op 0z

=0 (3.36)

Aus der Impulsbilanz in Verbindung mit der Gibbsschen Fundamentalgleichung lassen sich
die folgenden Bewegungsgleichungen ableiten (vgl. LUCKING (1982)). Hierbei wird ein mit
konstanter Geschwindigkeit w um die Maschinenachse (z—Richtung) rotierendes System
vorausgesetzt.

GLEICHUNG 2 (BEWEGUNGSGLEICHUNGEN)

Radiale Richtung:

wy [ Orw,  Ow, ow, Ow, 0s  Ohyot
Zu — — w, — =T — — 3.37
r < or 8g0> < 0z or ) or or ( )
Umfangsrichtung:
10w, Owy wy, [(Orw, Ow, 10s  10hwt
- — - — — =T-— — - .
v <r Op 0z > r ( or &p) rdp r Jdy (3.38)
Axiale Richtung:
ow, Ow, 10w, Ow, 0s  Ohyot
r - - Wy | - =T - ’ :
v < 0z or ) v <r Op 0z ) 0z 0z (3:39)
wobei die Rothalpie h,o+ durch
w?  u?
hrot =h + 7 - ? (340)

definiert wird.
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Abbildung 3.8: Die Stromflachensteigung A\ = — tan~y beschreibt die Verinderung des
Radius in Abhéngigkeit des Winkels ¢. Zur Vereinfachung bietet es sich an, eine zur
Maschinenachse rotationssymmetrische S;—Fliche mit A = 0 vorauszusetzen.

3.3.2 Geometrie der S;—Stromfliche

Das in dieser Arbeit verwendete Verfahren berechnet die Stromung auf den beschriebenen
S1—-Stromfldchen. Geometrische Eigenschaften dieser Flédchen sind die Steigung A1 in Um-
fangsrichtung sowie die axiale Steigung A2 und die Schichtdicke b (vgl. die Abbildungen
3.8 und 3.9).

In einem dreidimensionalen Koordinatensystem ergibt sich die radiale Komponente fiir
eine S;—Stromfléiche aus den beiden anderen, d.h. r = r(¢p, z). Eine beliebige Stromungs-
groBe g 18t sich also als Funktion ¢ = q(¢p, 2z, (¢, 2)) darstellen. Durch die Einfiihrung von
@ und z mit r = r(p, z) 14t sich die Geometrie einer Stromfléiche durch zwei unabhéngi-
ge Variablen beschreiben. Fiir die Steigungen der Stromflache gelten dann die folgenden
Beziehungen:

1
tany = 7“2; =—-\ und tane = % = -\ . (3.41)
Die Ableitungen entlang den beiden unabhéngigen Koordinaten lassen sich definieren als:
10 19 10ord 10 0
—— =t ——— = — A= fir z = t und 3.42
rdp 1oy * rOpdr rop Yor HE & = constum (342)
0 o Oro 0 0
_— = — —_— — — —_— f" D = .4
9z 0: T ozor 02 2o tir = const (3.43)
Fiir die radiale Geschwindigkeitskomponente gilt dann: w, = —Ajw, — Aow,.

3.3.3 Hauptgleichung des Stromfunktionsverfahrens

Die Bewegungsgleichungen (3.37) bis (3.39) in Verbindung mit den Ableitungen entlang
der Stromfliche und einem Stromfunktionsansatz mit

()w ()’(/)
— _ .44

fithrt auf die folgende Hauptgleichung fiir die Stréomung einer S;—Stromfléche.
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Abbildung 3.9: Im Meridianschnitt werden die Charakteristika einer S;—Stromfliache, die
Schichtdicke b und die Steigung Ao = — tane, deutlich. Das Beispiel zeigt die Spur einer

Stromfléche eines dreistufigen Axialverdichters (Institut fiir Strahlantriebe und Turboar-
beitsmaschinen, RWTH Aachen).

GLEICHUNG 3 (HAUPTGLEICHUNG DER S;—STROMFLACHE)

9 9 0% oY oy

mit
A=1+X)
1
B=-3 (1+23)
C = —g)\lx\g
r
o e o\
D=2 2 (90
M T < * 3@)
. )\2 (9)\2 )\1 1 a>\2
E_T28¢+r<r 82)
1 0bp obp 1 0s  Ohyot
F=-22w, - ~ PP (y — - T 2
0% (wy — Aowy) oE (wy — Arwy) — bp (wzr ( 9 e )—i—)\g w)

Zur Vereinfachung wird angenommen, daf§ die S;—Fléchen zur Maschinenachse rotations-
symmetrisch sind, d.h mit 9r/0¢ = 0 folgt dann \; = 0. Die vereinfachte Hauptgleichung
der rotationssymmetrischen S;—Fldche ergibt sich dann mit konstanter Rothalpie und kon-
stanter Entropie zu:

% 1+X30% MOy 14 A2 9bp dbp
I = — 222w, — +wy—— + 2bplow =0 . 3.46
072 te og?  r 0z v dp T 0z T bpAaw (3.46)
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Durch Umsortieren der verschiedenen Terme 148t sich diese Beziehung in eine Divergenz-
form L = V-¥'+ R mit
S ( 1+ X309 8¢>
=10, = A=
r  0p 0z

Ao O

2
undR:————wzl+>\2%
Z

g

0bp

Wy—F—
oz

+ 2bpraw  (3.47)

bringen. Die Integration iiber ein Kontrollvolumen V unter Anwendung des Gauflschen
Integralsatzes liefert sodann

/LdV:/V-de+/RdV:/fd§+/RdV , (3.48)
\% \%4 \%4 S \%4

wobei S die Oberfliche des Kontrollvolumens bezeichnet.

Durch Anwendung der allgemeinen Kettenregel
op 0sOdp Ot 0p 0z 0s0z Ot oz

148t sich eine Transformation in das krummlinige Koordinatensystem (s,¢) durchfiihren.
Unter der Voraussetzung, daf§ auch die Umkehrung der Transformation gilt, lassen sich
die beiden Beziehungen

o0\ (05 ot (00 o
9o | _|og g || 0s 4 |os]_
0z 0z 0z ot ot

85 92\ [0
ds 0s | | 6
85 9z | | o
ot ot) \oz

(3.50)

herleiten. Die beiden Matrizen sind invers zueinander, so daf3 die Berechnung der metri-

schen Koeffizienten in Gleichung (3.49) sich ergibt zu:

195 ot 19z 9s  10¢

Os
it =——-1 un

ot
dg Jot’ 9p  Jos’ 0z J ot

0z

3.3.4 Dichtebestimmung

op
100 . . |09s
7 B mit J—%
ot

0z
ds
0z
ot

Die Losung der beschriebenen Differentialgleichungen ergibt die Massenstromdichte pw,
die anhand der folgenden Beziehungen in die Dichte p und die Geschwindigkeit w aufgeteilt

werden kann:

1/(k-1)
2= (1-5)
2

mit

ha

1/(k—1)
™M
P1 <hrot,1 + %)

(3.51)

(3.52)
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Abbildung 3.10: Zur Bestimmung der Dichte p wird zuerst ® und dann daraus ¥ bestimmt.
Jedem Y—Wert 1&3t sich eine Machzahl zuordnen. Der grau unterlegte Bereich markiert den
fiir diese Arbeit besprochenen Fall der Unterschallstromung (x = 1.4). Zur numerischen
Stabilitéit wird der Bereich nahe Ma = 1 durch eine Gerade approximiert.

und

(5 1)/ (5—1)

2 h

o= (’2’“’) L . (3.53)
p12h1 hrot,l + %

Die mit tiefgestelltem Index 1 bezeichneten Groflen sind die als bekannt vorausgesetz-
ten Eintrittsgrofen. Durch die oben definierten Gleichungen werden jedem ®-Wert zwei
Y-Werte, jeweils einer fiir Unterschall- bzw. Uberschallstrémung, zugeordnet. In dieser
Arbeit werden nur Unterschallstromungen untersucht, womit nur der rechte Zweig der
Kurve Anwendung findet (vgl. Abbildung 3.10).

Zur schnellen Bestimmung des ¥—Wertes aus ® bietet sich der einmalige Aufbau einer
Y—d—Wertetabelle an, auf die mittels eines binéiren Suchalgorithmus in maximal logarith-
mischer Zeit zugegriffen werden kann.

Da fiir Geschwindigkeiten in einem Bereich um Ma = 1 kleine Verénderungen von ® grofie
Dichtednderungen zur Folge haben, wird zur Erhohung der numerischen Stabilitdt der
Bereich mit ¥ < ¥, bzw. Ma > Ma, durch eine Tangente approximiert.

Zur Bestimmung der Maximalposition ¥, wird die Gleichung (3.51) abgeleitet und null
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Konturbedingung
Periodizitt

Zustrombedingung

Abstrombedingling

Identitit

Umrechnun,
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Abbildung 3.11: Zur Loésung der Hauptgleichung einer S;—Stromfléche sind die dargestell-
ten Randbedingungen zu beachten.

gesetzt. Es gilt dann:

9 \ /(=1
Ymax = (H n 1) bzw. mit k = 1.4 folgt X nax ~ 0.63394. (3.54)

Fiir die Berechnung der jeweiligen Machzahl Ma ergibt sich der folgende funktionale Zu-
sammenhang:

2
k—1

Ma? =

(Btr—-1) . (3.55)

In dem dargestellten Beispiel ergibt sich somit fiir 3. = 0.7 und x = 1.4 eine zugehorige
Machzahl mit Ma,. ~ 0.87564 (vgl. Abbildung 3.10). Fiir das implementierte Stromfunk-
tionsverfahren gilt >, = 1.05 - X, mit einer zugehorigen Machzahl Ma, =~ 0.94023.

3.3.5 Randbedingungen

Zur Losung des in Gleichung (3.45) aufgestellten Differentialgleichungssystems sind die
folgenden Randbedingungen zu beachten (vgl. Abbildung 3.11). Die ebenfalls zu beriick-
sichtigende Kuttasche Abfluffbedingung wird in Abschnitt 3.3.6 ausfiihrlich dargestellt.
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Zustrombedingung

Neben der Geometrie der S;—Stromfléiche werden weitere Grofien, wie die Totaltemperatur
T}, der Totaldruck p; und der Massenstrom 7 am Gittereintritt als bekannt vorausgesetzt.
Diese kénnen zum Beispiel mit einem Stromliniengeometrieverfahren vorher bestimmt
worden sein. Anschliefend werden diese Gréfen auf die Eintrittsebene umgerechnet.

Konturbedingung

Da an der Profiloberflache keine Masse ein— oder austreten kann, definiert diese eine Strom-
linie mit konstanten )—Wert fiir alle Konturpunkte.

Abstrombedingung

Unter der Annahme der gleichm#fligen, ungestoérten Stromung in hinreichender Entfernung
zur Hinterkante wird eine gleichverteilte @¥—Verteilung in Umfangsrichtung am rechten
Gitterrand vorgegeben.

Periodizitit

Die Periodizitéitsbedingung ergibt sich aus der Tatsache, daf rotationssymmetrische Schau-
feln berechnet werden und somit das diskretisierte Berechnungsgebiet in Umfangsrichtung
genau einer Teilung entspricht. Die Differenz zweier Stromfunktionswerte gleicher axialer
Koordinate an der oberen und unteren Gitterkante entspricht genau dem Eingangsmas-
senstrom M.

Identitit

Aus der Schnittkante des C—Gitters (vgl. Abbildung 3.1) ergibt sich die Tatsache, daf§
jeweils zwei Berechnungspunkte identisch sind.

3.3.6 Kuttasche Abflulbedingung

Neben den bisher oben beschriebenen Randbedingungen ist die Erfiillung der sogenannten
Kuttaschen Abflufbedingung zur Beschreibung realer Stromungsvorgénge notwendig. Diese
auf Beobachtungen beruhende Bedingung sagt aus, dafl sich an einer spitzen Hinterkan-
te ein glattes Abstromen einstellt (vgl. ANDERSON (1991)). Abbildung 3.12 verdeutlicht
diesen Sachverhalt. Sind die Geschwindigkeiten w|4, an der Unterseite (4a) und wly an
der Oberseite (4b) identisch, ist die Kuttasche Bedingung erfiillt. Diese Forderung fliefit
bei der numerischen Losung des diskretisierten Differentialgleichungssystem als zusétzliche
Randbedingung mit ein.

Mit den Beziechungen (3.44) und w, = —Ajw, — Aqw, ergibt sich fiir einen beliebigen
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i-1 i i+l

Abbildung 3.12: Die Kutta—Bedingung verlangt, daf§ bei einer spitzen Hinterkante die
Geschwindigkeiten an den Punkten 4a und 4b identisch sind.

Gitterpunkt die nachfolgende Beziehung:

(bpw)? = (bpwy)® + (1 + A3) (bpw:)?

NCANREPY N

-(a) - (&)

- (o, 6_@)1 143 (o0, 8_@)
9s 0z ' Ot 9z r \9sdp ' ot o

(3.56)

Die Kuttasche Bedingung l:8t sich nun als (bpw)?|4q = (bpw)? |4 darstellen.

3.3.7 Diskretisierung

Die Diskretisierung der Integralgleichung fiir ein Kontrollvolumen wird an dieser Stelle
anhand eines zentralen Knotens durchgefiihrt (vgl. Abbildung 3.13).

Diskretisierung des Oberflichenintegrals

Zur Approximation des in Gleichung (3.48) aufgefiihrten Oberflichenintegrals fiir einen

Knoten an der Position (7, ) werden die vier Seiten getrennt voneinander behandelt:

/fdgznfa+ﬁﬂg+ﬁﬂy+ﬁﬂ5 , (3.57)
S
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Abbildung 3.13: Ein zentrales Kontrollvolumen besteht aus vier Ecken 0,1,2,3 und ebenso
vielen Seiten «, (3,7,0. Bei der Verwendung von zentralen Differenzen werden die neun
Nachbarknoten 0, ... ,8 herangezogen.

wobei 7i der Normalenvektor® der entsprechenden Seite ist. Der Vektor @i = (n,, ny, 1)
berechnet sich unter Anwendung des Vektorprodukts der beiden die Fliche aufspannen-
den Vektoren p'= (b,0,0) und ¢ = (0, Au, Az) zu 7i = (0, —bAz,bAu). Die Variable b gibt
die Hohe (radiale Richtung), Au die Linge in Umfangsrichtung und Az die axiale Breite
der Seite an (siehe auch Abbildung 3.9). Da die radiale Komponente von # verschwindet,
reicht es aus, im folgenden nur die Umfangs— u bzw. Axialkomponente z der Terme zu
betrachten.

Fiir die spétere numerische Implementierung bietet es sich an, die konstanten Anteile zu-

sammenzufassen. Die Variable vfj ;. beschreibt nachfolgend das Gewicht des k—ten Nachbar-
knotens fiir das Kontrollvolumen? an der Stelle (i, §) fiir k = 0, ... , 8. Es bezeichne 1/15 j den
Stromfunktionswert des Nachbarknotens k fiir das betreffende Kontrollvolumen, also zum
Beispiel fiir £ = 2 gilt: %‘2,]‘ = it1,j+1. Ziel ist es, einen Vektor U; ; = (vgj,vij, e ,vf{j)
zu erhalten, der die einzelnen Stromfunktionswerte wﬁj der neun Nachbarknoten %k mit
einem Faktor vf’ ; gewichtet.

Unter Beriicksichtigung von Gleichung (3.49) ergibt sich fiir eine beliebige Seite der fol-
genden Zusammenhang

2
na = <n1nnz> : <)\2:— lg_:g’ %) = <CSUaCSZ> : <g_1/)’ 66_1?> ) (358)

3 Alle Flichenvektoren miissen die gleiche Orientierung haben, z.B. ins Kontrollvolumen zeigend.
4Der Nachbar mit k = 4 bezeichnet das Kontrollvolumen an der Stelle (4, 7), fiir welches die Bilanzglei-
chung diskretisiert wird.
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wobei fiir die konstanten (metrischen) Koeffizienten gilt:

[ A3+10s ds (A 410t ot
CSy = <nu78—@ + nz%> bzw. cs, = <nu78—¢ + nz% . (3.59)

Anhand der Seite a wird im folgenden die Diskretisierung beschrieben. Mit den Differenzen

oY oYy 1
55 P Vi =iy und oo m (W + Ul — vl — U) (3.60)

168t sich der Anteil des Oberflichenintegrals darstellen als

oo L0 0 11 2 12 3 .3 4 4 5 15

AE 7 v 4 ; + Vi i 5+ 0 g + U 4 v i+ ol (3.61)
mit den einzelnen Gewichten

1 1
0 _,3 _ 2 _ .5 _ 1 _ 4 _
Uij = Vij = = 4C8z Vi = Vij = 8z Vi = CSu und v ;= —csy . (3.62)

Die Gewichte fiir die anderen Knoten k € {6, 7,8} sind bei der Diskretisierung fiir die Seite
« null, da keine dieser in die Berechnung der partiellen Ableitungen miteinflieit. Diese
Vorgehensweise wird fiir alle Seiten wiederholt und die Gewichte werden aufsummiert.

Das Integral aus Gleichung (3.48) lafit sich dann schlieBlich fiir einen Knoten (7, j) durch

8

8
/:Ed§‘z > ok F, mit Y of; =0 (3.63)
k=0

beschreiben. Mit Beriicksichtigung der Randbedingungen und der nachfolgend beschrie-
benen Diskretisierung des Volumenintegrals 148t sich sodann ein Iterationsverfahren zur
Bestimmung der Stromfunktionswerte v; ; durchfiihren. Fiir die anderen Kontrollvolumen
ist analog vorzugehen (vgl. Abbildungen 3.14 bis 3.17).

Diskretisierung des Volumenintegrals

Das Volumenintegral der Gleichung (3.48) kann durch

/R AV ~rbA (3.64)
1%

approximiert werden. Es bezeichne A die Grundfliche des Kontrollvolumens und b die
bereits beschriebene Schichtdicke. Der diskretisierte Integrand ist r.
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Abbildung 3.14: Zur Diskretisierung der oberen und unteren Ecke am linken Rand des
Stromungsfeldes wird ein sechsseitiges Kontrollelement mit den zehn Nachbarknoten
0,1,...,9 eingefithrt. Neben der Randbedingung am Eintritt ist auch die Periodizitét in
Umfangsrichtung zu beachten.

i+1

Abbildung 3.15: Bei der Diskretisierung eines Kontrollelementes am linken Rand flief3t fiir
die Seite 8 die Randbedingung der Eintrittsebene ein. Fiir die Berechung der Ableitungen
in t—Richtung sind einseitige Differenzen zu verwenden.
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i+1 i i-1

Abbildung 3.16: Fiir das Kontrollvolumen an der Profiloberfliche verschwindet der Anteil
des Oberflichenvolumens fiir die Seite §, da vorausgesetzt wird, dafl keine Masse aus dem
Profil austritt.

Anmerkung zur Kuttaschen Abfluflbedingung

In Abschnitt 3.3.6 ist die Randbedingung fiir die Implementierung der notwendigen Kut-
taschen Abfluflbedingung abgeleitet, die sich demnach zu

(bpw)?|1a = (bpw)?[ap (3.65)

ergibt. Die Diskretisierung fiir den Knoten 4b kann dann in eine Form

; 1
vf:j . wzj +U;{?~ -wf‘g —I—’Uij -1&% =R fir Uzj = u;r”j =-3 und v?f; =1 (3.66)
iiberfithrt und in das zu losende Gleichungssystem eingesetzt werden. Die Variable R
enthélt u.a. eine Reihe von nichtlinearen Termen.

In Abbildung 3.17 ist das Kontrollvolumen an der Hinterkante dargestellt. Das Element
umliuft die ganze Hinterkante und hat durchstromte Flidchen auf der Unter— (a1, 3) und
der Oberseite (a2, d) des Profils. Die Diskretisierung fiir den Punkt 4b 148t sich analog zu
einem zentralen Kontrollvolumen durchfiithren. Hierbei wird angenommen, daf§ die Strom-
funktionswerte v fiir die Knoten 1la und 1b sowie fiir die Knoten 4a und 4b identisch
sind. Dieses folgt unmittelbar aus der Randbedingung an die Profilkontur, aus der keine
Masse ein— oder austritt. Somit ergibt sich fiir das Hinterkantenelement ebenso eine Nach-
barschaft von 9 Knoten. Bei der Bestimmung des Gleichungssystems wird demnach der
Punkt 4b nach dem Kontrollvolumen diskretisiert und fiir den Punkt 4a die diskretisierte
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Abbildung 3.17: Das Kontrollvolumen an der Hinterkante umschlie3t die Unter— und Ober-
seite des Profils. Entsprechend der Umlaufrichtung ist die Bezeichnung der Knoten im
Vergleich zum Kontrollelement in Abbildung 3.12 gedreht.

Kuttasche Bedingung eingesetzt.

In dieser Arbeit durchgefithrte Untersuchungen zur Kuttaschen Bedingung an der Hin-
terkante haben gezeigt, dafl es zur Erfiillung der Abflulbedingung hinreichend ist, den
Punkt 4b zu diskretisieren und den Punkt 4a als normalen Konturpunkt mit ¢4, = 914
zu betrachten. Dieses bedeutet, dafl eine explizite Formulierung der Kuttaschen Abfluf-
bedingung nicht notwendig ist, sondern implizit durch die geschickte Diskretisierung des
Hinterkantenelementes erfiillt ist.

Ein fundierter mathematischer Beweis fiir dieses iiberraschende Ergebnis steht noch aus. Es
hat sich fernerhin gezeigt, dafl die Netzstruktur an der Hinterkante entscheidenen Einflufl
auf das numerische Verhalten hat. So hat es sich als vorteilhaft erwiesen, die Abstédnde
34a und 54b gleich gro zu wihlen. Dieses kann durch den Gittergenerator erzwungen
werden. In Abbildung 3.18 ist das Ergebnis einer Parameterstudie zu den zwei Implemen-
tierungsformen der Kuttaschen Bedingung aufgefiihrt.

3.3.8 Iterative Losung

Zur Losung der diskretisierten Stromfunktionsgleichung kann ein ezplizites Verfahren
(Punktiteration) verwendet werden. Zur Beschleunigung der Konvergenz bietet es sich
jedoch an, ein implizites Verfahren (Linieniteration) mit einem Relaxationsansatz zu ver-
wenden, zumal die entstehenden Tridiagonalmatrizen mittels des Thomas—Algorithmus
effizient gelost werden konnen (vgl. AMEs (1977)).
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Abbildung 3.18: Untersuchungen zur Implementierung der Kuttaschen Abflubedingung
zeigen keine signifikanten Unterschiede zwischen der impliziten und expliziten Moglich-
keit. Dazu ist fiir das Profil aus MERTENS (1995) eine Variation des Zustromwinkels
durchgefithrt und der Abstrémwinkel mit dem implementierten Stromfunktionsverfahren

(inkompressibel) bestimmt worden.

Fiir ein m xn Gitter wird fiir jede Gitterlinie j = 0, ... ,n—1 ein lineares Gleichungssystem

der Form T -9 = aufgestellt und gelost:

4 1
Vi Vo Yo,
7 4 1
V15 Y15 Vi P15
7 4 1
Ugj V2,5 V2 Paj
7 4 1 ' o =
Vij Vg Vi Yig
7 4 1 .
Um—-2,j Um-2; Um—2; VYm—2,j
7 4 .
Um—-1,5 Ym-1,j Ym—1,5

Co,j
(1
(2,

Gij

Cm_QJ

Cm_lvj

(3.67)

Die Gewichte fiir die Randelemente mit ¢ = 0 bzw. ¢ = m — 1 ergeben sich durch die Imple-
mentierung der Abstrémbedingung. Die Berechnung der rechten Seite (; ; ist abhéngig von
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der gewéhlten Diskretisierung bzw. von der Implementierung der o.g. Randbedingungen.
Fiir zentrale Kontrollvolumen bildet sich (; ; aus den gewichteten Stromfunktionswerten
der benachbarten Gitterlinie j — 1 und j + 1 sowie des diskretisierten Volumenintegrals:

Gj=—0_vf; - ¥f;) —rigbA  mit k€ {0,2,3,5,6,8}. (3.68)
k

Zur Berechnung der kompressiblen Stromung ist der Term R in Gleichung (3.47) auf-
grund der verédnderlichen Dichte p in jedem Iterationsschritt zu aktualisieren. Dazu ist
in einem ersten Schritt die Massenstromdichte pw in ihre beiden Faktoren entsprechend
des Verfahrens aus Abschnitt 3.3.4 zu zerlegen. Aus den Beziehungen (3.44) und unter
Beriicksichtigung der Gleichung (3.49) und des bekannten Radius r bzw. der Schichtdicke
b der S1—Fléche fiir einen Gitterpunkt ergibt sich

pw = \/(bpwz)2 + (bpwu)2 + (bpwr)2/b : (3.69)

Die Bestimmung der Ableitung 0v/0t an der Profiloberfliche wird im Gegensatz zu den
anderen Kontrollvolumina nicht aus (zentralen) Differenzen, sondern direkt aus der Bi-
lanzgleichung ermittelt. Hierzu wird die Gleichung (3.48) fiir ein Kontrollvolumen an der
Oberfliche (vgl. auch Abbildung 3.16) aufgestellt, diskretisiert (analog Abschnitt 3.3.7)
und fiir 9¢/0t|5 gelost. Das Iterationsverfahren wird solange fiir alle Gitterlinien wieder-
holt, bis eine geforderte Genauigkeit erreicht worden ist. Als Startlésung wird eine lineare
1—Verteilung angenommen.

Wie bereits in Abschnitt 3.2.5 hingewiesen wurde, bietet es sich zur Konvergenzbeschleu-
nigung des Iterationsverfahrens an, einen einfachen Mehrgitteralgorithmus zu verwenden.
Hierzu wird die Stromfunktionsgleichung zuerst auf einem groben Gitter gelést und dann
sukzessive die Auflosung verfeinert und das Iterationsverfahren durchgefiihrt. Die ¢)»—Werte
fiir die neu hinzukommenden Gitterknoten werden linear interpoliert.
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Abbildung 3.19: Die Strémung entlang einer ebenen Platte fiithrt zur Ausbildung einer
stromabwirts anwachsenden diinnen Grenzschicht mit § < [. Hierbei findet ein Ubergang
vom laminaren in den turbulenten Zustand statt.

3.4 Grenzschichtverfahren

Bei den bisherigen Betrachtungen sind die Wechselwirkungen unterschiedlicher Schich-
ten von Teilchen des Fluids nicht beriicksichtigt worden. Insbesondere bei der Bewegung
entlang einer festen Wand (z.B. entlang der Profiloberfliche) beeinflufit die, durch die
Zahigkeit p induzierte, Schubspannung 7 die Stromung und fiihrt aufgrund der Haftbe-
dingung an der Wand zur Ausbildung einer Grenzschicht.

Die folgenden Betrachtungen bedienen sich der Stromung entlang einer ebenen Platte
als Modell (vgl. Abbildung 3.19)%. Wird solch eine Platte mit einer Geschwindigkeit s,
langs angestromt, so bildet sich, beginnend an der (spitzen) Vorderkante, eine laminare
Grenzschicht aus, innerhalb derer das Fluid sich weiterhin auf nicht kreuzenden Stromli-
nien bewegt. Aufgrund der Haftbedingung bildet sich ein charakteristisches Geschwindig-
keitsprofil aus. Die Dicke dgg9 der Grenzschicht wird iiber die zugehorige Geschwindigkeit
ug definiert, die 99% der Geschwindigkeit der ungestorten Auflenstromung entspricht. Die
laminare Grenzschicht geht in einen turbulenten Zustand iiber, bei dem eine unregelmafi-
ge, zufillige Vermischung des Fluids stattfindetS. Obwohl der Ubergang (Transition), wie
dargestellt, stetig erfolgt, bietet es sich fiir die numerische Behandlung an, einen Umschlag-
punkt zu definieren. Die Grenzschicht iibt eine Verdréngungswirkung auf die Strémung
aus; wie sich spéter zeigen wird, fithrt dieses zu einer Verschiebung der Stromlinien senk-
recht zur Kontur.

In den folgenden Abschnitten wird auf die Beschreibung der laminaren und turbulen-

SKriimmungseinfliisse bleiben somit unberiicksichtigt.
STurbulente Strémungen sind definitionsgemf instationir (vgl. z.B. WALz (1966)). In dieser Arbeit
werden nur stationére, d.h. zeitlich gemittelte, Zustinde betrachtet.
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ten Grenzschicht, der Bestimmung des Umschlagpunktes sowie auf die Implementierung
und Koppelung mit dem S;—Stromfunktionsverfahren eingegangen. Anhand von Beispielen
werden Rechenergebnisse experimentellen Daten gegeniibergestellt.

3.4.1 Grundgleichungen

Zur Beschreibung der Grenzschicht wird zum einen die Kontinuitétsgleichung

d(pu) | O(pv) _
oz T oy = 0 (3.70)

und zum anderen die Impulsgleichung (Prandtlsche Grenzschichtgleichung) in z—Richtung
ou  Op n or
oy Oz Oy

herangezogen (vgl. WALZ (1966)). Nach Sutherland ergibt sich die Viskositdt p (oder
Zahigkeit) eines Mediums als Funktion der Temperatur 7' zu

0
pua—z + pv (3.71)

T3/2
i(T) = Crip— gz mit Cy = 1.486 1074 Ns/m?K~Y2 und Cy = 110.6K fiir Luft.
2
(3.72)
Die Schubspannung 7 ergibt sich daraus zu
0
T= pa—z. (3.73)

Der Quotient aus Viskositdt und Dichte bezeichnet die kinematische Viskositét v = p/p.
Zur Beschreibung mechanisch dhnlicher Stromungen wird die dimensionslose Reynolds—
Zahl mit Re = lpu/p = lu/v eingefithrt. Die Geschwindigkeit v und die Lénge [ stellen
hierin charakteristische Grofien des Stromungsproblems dar.

Die Integration der beiden Gleichungen (3.70) und (3.71) in y—Richtung fiir y = 0 bis zum
Grenzschichtrand y = § fithrt auf die beiden folgenden Differentialgleichungen.

GLEICHUNG 4 (ENTRAINMENTGLEICHUNG )

g 1 J(psus)
2 —F - f§p— 2 3.7
ox Ep5u5 ox ( )
Die Entrainmentdicke ist definiert fiir 6 = § — 01 mit
1)
ou .. .
hh=0— | —dy als Verdréingungsdicke. (3.75)
PsUs
0
L . ) . 95 ws . . .
Fernerhin wird mit dem Entrainmentkoeffizienten £ = % eine weitere Variable
T U

eingefiihrt.
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GLEICHUNG 5 (IMPULSGLEICHUNG)

a8 1 O(psui) 6110 w
962 s [_QM _1_&] _ w9 (3.76)
ox psus ox 0o us Ox PsUS 2
Die Impulsverlustdicke 6o ist hierbei definiert als
[ pulus )
u(us — u
5 :/pizdy. (3.77)
pPsus

Eine Vereinfachung der Schreibweise ergibt sich durch Einfiihrung eines Formfaktors his =
01/02. T bezeichnet die Wandschubspannung, wéihrend der Reibungsbeiwert mit cy ange-
geben wird.

Die Dichte ps sowie die Geschwindigkeit us am Grenzschichtrand werden als bekannt
(z.B. als Ergebnis der S;—Stromfunktionsrechnung) vorausgesetzt. Die Losung der beiden
Gleichungen kann durch ein Runge-Kutta—Verfahren erfolgen”.

3.4.2 Algorithmus

Im folgenden wird das algorithmische Verfahren zur Losung der o.g. Differentialgleichun-
gen beschrieben. Ziel ist es, an n Stiitzstellen xg, ... ,x,_1 die Entrainmentdicke g sowie
die Impulsverlustdicke ds zu bestimmen. Die Dichte ps und Geschwindigkeit us am Grenz-
schichtrand ist als bekannt vorausgesetzt. Zusétzlich wird die Temperaturverteilung zur
Bestimmung der Viskositidt benotigt. Des weiteren bedarf es zur Berechnung von Zwi-
schenwerten = € [z;, xi+1] bei der Integration mit dem Runge-Kutta—Verfahren und zur
Berechnung der Ableitungen in z—Richtung einer geeigneten Interpolationsmethode.

In Abbildung 3.20 ist der Algorithmus in Pseudocode dargestellt. Neben der Losung fiir
den Staupunkt sind zwei Bereiche (laminare und turbulente Grenzschicht) zu unterschei-
den. Verschiedene Tests untersuchen den aktuellen Zustand der Grenzschicht auf mégliche
Veridnderungen.

Staupunktlésung

Zur Berechnung der Startlosung an der Stiitzstelle zg wird die Bestimmung der Grenz-
schichtparameter im Staupunkt auf den Ansatz von Falkner und Skan zuriickgefiihrt.
Durch die Einfiihrung der Ahnlichkeitsvariablen

S— mi T) = _ e
n= on (@) t on(x) ug(m + 1) (3.78)

"Zur Losung y(x) einer Differentialgleichung der Art y(z) = f(z,y(z)) an diskreten Stiitzstellen
mit der Anfangsbedingung y(zo) = yo kann diese in eine dquivalente Integralgleichung y(zx+1) — y(xk) =
j::“ f(z,y(z))dz iberfithrt werden. Diese sogenannte Anfangswertaufgabe 148t sich durch ein Runge—
Kutta—Verfahren losen (vgl. SCHWARZ (1993)).

In dieser Arbeit wurde auf die derkf Routine der SLATEC-Bibliothek VAUDEVENDER UND HASKELL (1982)
zuriickgegriffen, die eine automatische Anpassung der Schrittweite bei der Integration erméglicht.
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algorithm PROFILGRENZSCHICHT
begin

0 Berechnung Staupunktlosung fiir xg

1 Initialisierung laminare Grenzschicht

2 11

3 do (i < n A — laminare Ablésung A — turbulenter Ubergang) —
4 Berechnung laminare Grenzschicht fiir x;
5 g—1i+1

6 od

7 Initialisierung turbulente Grenzschicht

8 do (i <n) —

9 Berechnung turbulente Grenzschicht fiir x;
10 Test auf turbulente Ablésung

11 t—i+1

12 od

end.

Abbildung 3.20: Der Algorithmus berechnet an n diskreten Stiitzstellen xq,... ,z,_1 die
Profilgrenzschicht.

gelten nach SCHLICHTING UND GERSTEN (1997) fiir den Staupunkt die folgenden Bezie-
hungen:

Tw _ VU§ .y

01 =Pidn, 2= Padn, — = 7 sowie 8= Boodn (3.79)
p 0N

mit
m=1, [Bgg=24, [ =0.292, f{; =1.233 und hiy = (1/02 = 2.216. (3.80)

Laminare Grenzschicht

Die Integration der Impulsgleichung fiir die laminare Grenzschicht bendtigt eine An-
fangslosung d2 an der Position z = %(xo + x1), die sich ebenfalls aus der Losung der
Falkner—Skan—Gleichung ergibt.

Die notwendige Bestimmung des Formfaktors hi2 und des Reibungsbeiwertes c; erfolgt
nach der Methode von Thwaites (vgl. CEBECI UND BRADSHAW (1988)). Der zusétzliche
Index ¢ gibt an, daf} die Korrelationen nur fiir inkompressible Stromungen gelten, die an-
schlieflend fiir kompressible korrigiert werden:

0.0147
24724+ ——C  fiir —01<A<0
higs = 0107+ 2 o =4 (3.81)

2.61 —3.75A 4+ 5.240%2 fir 0 < A <0.1
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sowie
0.0147A
o 0225 414720 4 2214 fiir —0.1<\<0
Res S = * T 0107+ A o =4= (3.82)
2 0.225 + 1.61\ — 3.75A2 + 5.24\3  fiir 0 < A < 0.1
mit
2
A= 20U 4 Rep = 4002 (3.83)
v Oz v

CEBECI UND BRADSHAW (1988) beschreiben den Zusammenhang zwischen den inkompres-
siblen und kompressiblen Gréflen. Durch Einfithrung eines Riickgewinnfaktors (recovery
factor) riam ergibt sich fir o = rjam,(k — 1)/2Ma§:

h12 =0+ hlgi(l + O'). (384)
Mit der Beziehung T, = 0T} folgt fiir den kompressiblen Reibungsbeiwert c;:

T
¢ = cfiT—wZ—Z. (3.85)

Mit diesen empirischen Groflen ist es nun moglich, die Impulsgleichung fiir die laminare
Grenzschicht zu l6sen. Fiir den Riickgewinnfaktor wird 7., = 0.85 angenommen.

Laminares Geschwindigkeitsprofil

Zur Berechnung der Grenzschichtdicke  und damit schliellich auch der Entrainmentdicke
dp wird das laminare Geschwindigkeitsprofil an jeder Stiitzstelle z; berechnet.

Zur Beschreibung des laminaren Geschwindigkeitsprofils wird nach Einfithrung der Varia-
blen n = y/d der folgende Polynom-Ansatz gewéhlt (vgl. WALz (1966)):

u
— =ag+an+ asn? + azn® + an*. (3.86)
)

Es sind die folgenden 5 Randbedingungen® mitzuberiicksichtigen (vgl. Abbildung 3.21):

=1 fiir p = 1 (3.87)
u% -0 fiir = 0 (3.88)
8(7;;7/77“6) — f(ey) fiir 1 = 0 (3.89)
0%/77%) —0 fiir 5 = 1 (3.90)

%1 _ 0/1 (1 _ u%) , (3.91)

8Bei der Bestimmung des Geschwindigkeitsprofils wird der Einflu8 der Kompressibilitéit nicht beriick-
sichtigt. Daher ist in diesem Fall ; mit hi2; gebildet zu verwenden (vgl.WALZ (1966)).
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Abbildung 3.21: Das laminare Geschwindigkeitsprofil entsprechend dem Polynomansatz
erfiillt die aufgefithrten Randbedingungen.

In einem Iterationsverfahren wird ¢ solange veréndert, bis das aus Gleichung (3.86) und
den Randbedingungen folgende Geschwindigkeitsprofil die linke Seite der Beziehung

1
52—5/“(1—“)d77:0 (3.92)
U ug
0

minimiert?. Zuvor ist d, mit dem Runge-Kutta—Verfahren berechnet worden. Die Entrain-
mentdicke ergibt sich dann aus der Differenz ég = 6 — ;.

Laminar—turbulenter Ubergang

Der Ubergang von der laminaren zur turbulenten Grenzschicht vollzieht sich nicht schlag-
artig, sondern ist durch einen Ubergangsbereich gekennzeichnet (vgl. SCHLICHTING UND
GERSTEN (1997)). Der Punkt, an dem die laminare Grenzschicht instabil zu werden be-
ginnt, wird als Indifferenzpunkt bezeichnet, und es wird diesem eine Reynolds—Zahl Resingq
zugeordnet. Entsprechend wird dem Umschlagpunkt, also dem Punkt, ab dem die Grenz-
schicht als vollturbulent angesehen werden kann, die kritische Reynolds—Zahl Reoy,i; zu-
gewiesen.

Um zu entscheiden, ob eine Grenzschicht an einer Stiitzstelle x; den Ubergang vollzogen

9Genau genommen handelt es sich um eine Nullstellensuche (Iosbar z.B. mit Newtonverfahren oder
Bisektionsmethode). Per se ist nicht gewiihrleistet, dafl genau eine Nullstelle existiert. Existieren meh-
rere Nullstellen, so wird die zuerst gefundene ausgewéhlt. Existiert keine Nullstelle in dem physikalisch
sinnvollen Suchintervall § € [d1, 10 - §1], wird versucht, die Abweichung zu minimieren (Approximation).



64 Numerische Stromungsberechnung

hat, ist demnach die Reynolds—Zahl Res zu berechnen und mit der kritischen Reynolds—
Zahl zu vergleichen.

Fiir den laminar-turbulenten Ubergang der Grenzschicht hat der Stérungs— oder Tur-
bulenzgrad der Aulenstromung einen entscheidenen Einflufl. Hierzu wird der Begriff der
Schwankungsgeschwindigkeit eingefiihrt. Die Geschwindigkeit!? des Fluids u 1i8t sich zum
einen in eine gemittelte Geschwindigkeit @ und zum anderen in eine Schwankungskompo-
nente v’ einteilen, d.h. v = @ + u’. Der Turbulenzgrad T'u ist so dann definiert als:

Tu = : (3.93)

Uoco

wobei /2 das Quadrat der zeitlich gemittelten Schwankungsgeschwindigkeit beschreibt.
Die Abhéngigkeit der kritischen Reynolds-Zahl Resyit platte vom Turbulenzgrad 148t sich
nach GRANVILLE (1953) fiir eine ebene Plattengrenzschicht wie in Abbildung 3.22 auf-
zeigen. Die Approximation der experimentellen Daten'! l:#fit sich durch den folgenden
funktionalen Zusammenhang ausdriicken:

Reawit platte = Reamd + 20 + 1000 ¢~270T4 4 990~ (14Tu=1)* (3.94)

SCHLICHTING (1979) gibt fiir den Indifferenzpunkt die Reynolds—Zahl Regi,q = 200 an. Als
Kriterium fiir den laminar—turbulenten Umschlag hat sich nach GERSTEN UND HERWIG
(1992) die empirische Beziehung

b
Reoyrit = a <1 + R_> Re° fiir @ = 1.174,b = 22400 und ¢ = 0.46 (3.95)
e

in vielen Fillen bewéhrt. Der Koeffizient a wird angepaf3t, um den Einflul der Turbulenz
mitzuberiicksichtigen. Es 14f3t sich a als Funktion der Reynolds—Zahl Res unter Ausnutzung
der fiir die laminare Plattengrenzschicht giiltigen Beziehung Res = 0.664+v/ Re beschreiben

als:
0.664 % 0.664\ 2\
— - : 1 : .
a = a(Rez) = Res < Res > ( —|—b< Res > ) (3.96)

Die Berechnung der kritischen Reynolds—Zahl fiir Profilgrenzschichten nach Gleichung
(3.95) in Abhéngigkeit des Turbulenzgrades der AuBenstromung ergibt sich folglich aus
der Bestimmung der kritischen Reynoldszahl Regyyit patte fiir Plattengrenzschichten nach
Gleichung (3.94) und der anschlieSenden Bestimmung des Skalierungsfaktors a mittels der
Berechnungsformel (3.96).

O Hauptstromungsrichtung
"Dje Datenbasis beruht auf mehreren von verschiedenen Autoren durchgefiihrten Experimenten.
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Abbildung 3.22: Die kritische Reynolds—Zahl Reoyit platte flir eine ebene Plattengrenz-
schicht 1d8t sich in Abhéngigkeit vom Turbulenzgrad (in %) beschreiben. Die Kurve zeigt
die Approximation nach Gleichung (3.94) der Experimente aus GRANVILLE (1953).

Laminare Ablésung

Eine laminare Ablosung ist gegeben, sobald die Wandschubspannung 7,, verschwindet, d.h.
Tw=p—| =0. (3.97)

Dieses ist dquivalent zu ¢y = 0. Zur Vermeidung eines numerischen Problems in Gleichung
(3.82) wird der Reibungsbeiwert zur Bestimmung einer laminaren Ablosung nicht direkt
auf null iiberpriift, sondern durch ¢y yin abgeschétzt und mit dem berechneten Wert ¢y an
der Stiitzstelle x; verglichen. Wird der Minimalwert unterschritten, so liegt eine laminare
Ablésung vor (vgl. Abbildung 3.23).

Zur Abschitzung von Geschwindigkeitsprofilen wird angenommen, dafl diese sich entspre-
chend dem Potenzgesetz verhalten (vgl. CEBECI UND BRADSHAW (1988)):

u y) 1/n
— == . 3.98
ug (5 ( )
Hieraus lassen sich dann die folgenden Beziehungen ableiten:

01 1 09 n . 24 n
— = und —= sowie his = .
b 14n b (1+n)(2+n)

(3.99)
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\ Tlam | \

Ti—1 €T Tit+1
Abbildung 3.23: Bleibt der Reibungsbeiwert ¢y an eine Stiitzstelle x; grofler als ein Mi-
nimalwert ¢y min, so ist die Grenzschicht laminar anliegend (Fall (a)). Wird hingegen der
Minimalwert unterschritten, it sich eine laminare Abléseposition xj,y, bestimmen (Fall

(b))-

Zur Abschétzung wird ein lineares Geschwindigkeitsprofil, d.h. n = 1 unterstellt. Der
Minimalwert 148t sich so dann durch

Tw 21 02 11

w2 L 3.100
“r, gug poaugs O Res 3 ( )

abschétzen.

Turbulente Grenzschicht

Ist die Position des laminar—turbulenten Umschlags ermittelt, so bilden die aus der lami-
naren Rechnung stammenden Werte fiir o und dg an der Umschlagposition z, bzw. Zjam
die Anfangswerte der turbulenten Rechnung (Gleichung (3.74) und (3.76)).

Zur Integration der Entrainmentgleichung mufl zuvor der Entrainmentkoeffizient £ berech-
net werden. Fiir einen Formfaktor h; geben CEBECI UND BRADSHAW (1988) die folgende
Korrelation an:

op  6— b1

FE =0.0306 (h; — 3.0)7061%9  fiir  py == =
2 02

(3.101)

In IrRMISCH (1991) wird der Zusammenhang zwischen dem inkompressiblen und dem kom-
pressiblen Formfaktor hi angegeben. Mit

—1
hy = hy; (1 +0.125 (” . ) Mag) (3.102)
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laBt sich hy; bestimmen und anschlieffend durch

hy; — 3.3 ~L/3:064
0.6778 + (=22 fiir hy; < 5.2867
B — 1.5501 .
12 = hi — 3.3 —1/1.287 (3.103)
1.1 —r = fiir hy; > 5.3092
+<0.8234> ir hy; > 5.309

auch der inkompressible Formfaktor hio;. Der Formfaktor hio 148t sich aus der Gleichung
(3.84) unter Beriicksichtigung eines mit dem turbulenten Riickgewinnfaktors ry, gebil-
deten o angeben. Fiir den Riickgewinnfaktor wird ry,p = 0.89 angenommen.

Analog zur laminaren Grenzschichtrechnung wird die Impulsgleichung gelost. Fiir die Be-
rechnung des Reibungsbeiwertes 148t sich die von DRELA UND GILES (1987) angegebene

Korrelation fiir f. = (1+0.2 Mag)_l/ ? ausnutzen:

03 671.33 hlgi h h12l
= Je 0.00011 | t 4 — —-1]]. 3.104
o=/ (log,o(Rey f,)) 741031 hzi * ( an ( O.875> ) (3.104)

Turbulente Ablésung

Analog zur beschriebenen laminaren Ablosung wird die turbulente Grenzschicht unter-
sucht, ob eine Ablsung stattgefunden hat. CEBECI UND BRADSHAW (1988) geben die
folgenden Abschétzungen fiir eine turbulente Plattengrenzschicht an:

cf = 0.059 Re 2 (3.105)
B

—=0074 Re 02 (3.106)
‘;—2 = 0.036 Re™ %2, (3.107)

Re ist die mit der Lauflinge = gebildete Reynolds—Zahl, die sich unter Ausnutzung der
aufgefithrten empirischen Beziehungen durch Re = (Re3/0.036)!?° ergibt. Analog zur
laminaren Ablgsung la8t sich bei Unterschreiten eines nach Gleichung (3.105) gebildeten
Minimalwertes ¢ min eine turbulente Abloseposition ermitteln (vgl. auch Abbildung 3.23).

Die Berechnung der abgelosten turbulenten Grenzschicht wird ohne Druckgradienten wei-
tergefiihrt, d.h. die Ableitungen dus/dx und dps/0x in der Entrainment— und der Impuls-
gleichung werden zu null gesetzt.
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Abbildung 3.24: Die berechnete Impulsverlustdicke bei der turbulenten Grenzschicht wird
im Vergleich zum Experiment aus COLES UND HIRST (1969) leicht unterbewertet.
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Abbildung 3.25: Die Rechnung ergibt eine mit den experimentellen Daten aus COLES UND
HIRST (1969) iibereinstimmendes Verhéltnis von d1/d2. Im ersten Bereich ist die laminare
Anlaufstrecke mit einem hi9; ~ 2.5 erkennbar.
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Abbildung 3.26: Der Reibungsbeiwert c; wird dhnlich d2 im Vergleich zum Experiment
aus COLES UND HIRST (1969) durch das rechnerische Grenzschichtverfahren leicht unter-
bewertet.

3.4.3 Beispiel einer ebenen Plattengrenzschicht

In den Abbildungen 3.24 bis 3.26 sind den experimentellen Daten (vgl. COLES UND HIRST
(1969)) die mit o.g. Grenzschichtverfahren ermittelten Ergebnisse gegeniibergestellt. Hier-
bei handelt es sich um eine parallel angestromte ebene Platte mit einer Geschwindigkeit
im ungestorten Bereich von ca. 33 m/s.

Durch einen sogenannten Stolperdraht an der Vorderkante der ebenen Platte wird eine
turbulente Grenzschicht provoziert'?. Dieses fiihrt zu einer relativ kurzen laminaren An-
laufstrecke und einem berechneten laminar—turbulenten Umschlag bei x¢, = 0.0659 m.

Der Vergleich mit den experimentellen Ergebnissen zeigt eine gute Ubereinstimmung mit
dem hier vorgestellten Grenzschichtverfahren.

3.4.4 Koppelung mit Stromfunktionsverfahren

Einem Iterationsschritt im bereits beschriebenen Stromfunktionsverfahren schlieft sich die
Grenzschichtrechnung zur Bestimmung der Verdringungswirkung an'®. Die Koppelung
gliedert sich in drei Schritte. Zum einen ist der Staupunkt an der Vorderkante zu detek-

2Der Turbulenzgrad wird mit 25% angegeben.

3Bei dem hier verwendeten Mehrgitter—Algorithmus zur Beschleunigung der Konvergenz wird auf den
groben Gittern keine Grenzschichtrechnung durchgefiithrt. Auf dem feinsten Gitter wird die ermittelte
Verdrangungswirkung zur numerischen Stabilitéit unterrelaxiert.
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tieren, damit eine Separierung der Grenzschichten fiir die Saug— und Druckseite moglich
wird.

Die Geschwindigkeitsverteilung aus dem Stromfunktionsverfahren, die als Randbedingung
in die Grenzschichtrechnung einfliefft, ist im Bereich der Vorderkante zu glétten, da anson-
sten die dort auftretenden Machzahlspitzen zu physikalisch unbegriindeten Phéinomenen
fithren.

Sind die Grenzschichtrechnungen fiir die Saug— und Druckseite durchgefiihrt, ist in einem
dritten Schritt die Verdrangungswirkung in Form von Avy—Werten in den néchsten Itera-
tionsschritt des Stromfunktionsverfahren als verinderte Randbedingung zu integrieren.

Bestimmung des Staupunktes

Zur Berechnung der Profilgrenzschichten der Saug— und Druckseite ist in einem ersten
Schritt der Staupunkt an der Vorderkante zu detektieren. Die Geschwindigkeit des Fluids
im Staupunkt ist per Definition null. Da aufgrund der Diskretisierung des Strémungsfeldes
im allgemeinen der Staupunkt nicht aufgelost wird, bietet es sich an, eine Minimumsu-
che durchzufiihren. Aufgrund von auftretenden Geschwindigkeitsspitzen und eventuellen
groben Diskretisierungen im Bereich der Vorderkante hat sich der folgende Ansatz als
robuster herausgestellt. Durch

10¢ 0z

Wy = Wy——— + Wy——

° “r Os “0s

wird eine Geschwindigkeitskomponente entlang der Gitterlinie auf der Profilkontur defi-

niert. Im Staupunkt findet ein Vorzeichenwechsel statt. Da nur ein Vorzeichenwechsel zu
erwarten ist, kann mittels der Bisektionsmethode die Suche schnell durchgefiihrt werden.

(3.108)

Gliattung der Machzahlverteilung

Die aus dem Stromfunktionsverfahren berechnete Machzahlverteilung weist auf der Pro-
filoberfliche im Bereich des Staupunktes an der Vorderkante lokale Machspitzen auf, die
u.U. sogar weit im Uberschall liegen kénnen. Im Gegensatz zu anderen Ansitzen, bei
denen der vordere Bereich unberiicksichtigt bleibt, wird in dieser Arbeit eine Glattung
zur Erhohung der numerischen Stabilitdt des Verfahrens durchgefiihrt. Das physikalische
Phénomen einer Beschleunigung um die Vorderkante bleibt somit erhalten.

Das Maximum Mapy,x der Machzahlverteilung im vorderen Bereich wird auf einen Wert
Ma,, skaliert, der der 1.05-fachen Machzahl Ma, o fiir /11 /59 an der Position 5% ent-
fernt vom Staupunkt entspricht. Die iibrigen Zwischenwerte werden anschliefend durch
eine Interpolation ermittelt. In Abbildung 3.27 ist die Glattung der Machzahlverteilung
mit einer Machzahlspitze auf der Druckseite skizziert.

Verdrangungswirkung

Die im Grenzschichtverfahren berechnete Verdrangungsdicke d; ist bei dem folgenden Ite-
rationsschritt des Stromfunktionsverfahrens zu beriicksichtigen. Ein Ansatz ist es, die Ver-
driangung durch eine verdnderte, aufgedickte Profilgeometrie einflieen zu lassen. Da jedoch
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Abbildung 3.27: Die aus dem Stromfunktionsverfahren ermittelte Machzahlverteilung flief3t
als Randbedingung in die Grenzschichtrechnung ein. Machzahlspitzen an der Vorderkante
sind zu glétten.

dadurch ebenso das C—Netz neu berechnet werden mu8, ist dieser Ansatz nicht praktika-
bel. Erfolgversprechender ist es, die Verdringungswirkung durch einen Massenaustritt aus
dem Profil zu simulieren. Aus der Definition der Stromfunktion und der Beziehung aus
THIEDE (1977)

oY 001
__9% 2% 1
pv D und V=g (3.109)
ergibt sich
10¢ 001
———— =u— . A1
p Ox e (3110)
Die Diskretisierung fithrt anschliefend auf
Vi =io1 — Ay mit A = p; - wi(1; — 014-1)- (3.111)

Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 3.28 verdeutlicht. Die Stromlinien fiir ¢ = const
an der Profiloberfliche werden um den Wert A verschoben. Dieses fithrt zu einer, von
der Vorder— zur Hinterkante zunehmenden, Aufweitung des Profils.

3.4.5 Profilverluste

Zur qualitativen Bewertung von Profilen ist neben der Erfiillung der Umlenkaufgabe un-
ter Beriicksichtigung konstruktiver, mechanischer Randbedingungen der induzierte Total-
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Abbildung 3.28: Die Verdrangungswirkung der Grenzschicht fithrt zu einer Verschiebung
der Stromlinien auf der Profilkontur.

druckverlust w von entscheidener Bedeutung. Im Gegensatz zu ROPER (1994) wird der Ver-
lust nicht iiber die sogenannte Lieblein—Korrelation, sondern direkt aus den Ergebnissen
des Grenzschichtverfahrens berechnet. Da das Stromfunktionsverfahren die reibungsfreie
und damit verlustfreie Stromung berechnet, kann nicht direkt auf die Totalgréflen der
verlustbehafteten Stromung zuriickgegriffen werden. Zur Verlustbestimmung wird nach
ScHOLZ (1965) ein Kontrollvolumen stromabwirts der Hinterkante des Profils definiert,
dessen Austrittsebene m einen ausgemischten Zustand des Fluids beschreibt. Zur Ermit-
telung des Totaldruckverlustes

Pt,1 — Ptym
=

3.112
Pt1—P1 ( )

werden die Bilanzgleichungen fiir das beschriebene Kontrollvolumen berechnet und der
Totaldruck p;,, in der Ebene m bestimmt. Mischungsverluste werden durch diese Vorge-
hensweise mitberiicksichtigt. Wie in Abbildung 3.29 skizziert, erstreckt sich das Kontroll-
volumen, beginnend an der Hinterkante, {iber die gesamte Teilung ¢. Die Eintrittsebene
zwischen den Hinterkantenpunkten ¢ und d lauft entlang einer Gitterlinie mit £ = const,
wodurch eine Interpolation in Umfangsrichtung mit z = const vermieden wird. Die Ebe-
ne m ist in dieser Arbeit identisch mit dem rechten Rand des physikalischen Raumes
und kennzeichnet eine Position weit hinter dem Gitter, in der sich Gradienten in Um-
fangsrichtung ausgemischt haben. Der ausgemischte Zustand wird als Randbedingung des
Stromfunktionsverfahrens gefordert (vgl. Abschnitt 3.3.5).

Im ersten Schritt wird die Kontinuitétsgleichung
/p5d§: 0 fiir ds=(ds,,dsy) = (bdy, —bdz) (3.113)
S

fiir eine durch die Eckpunkte a, b, ¢ und d aufgespannten Oberfliche S betrachtet. Infolge
der Periodizitdtsbedingung in Umfangsrichtung reicht es fiir die weiteren Untersuchungen
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z

Abbildung 3.29: Zur Bestimmung der Profilverluste wird ein Kontrollvolumen mit den Eck-
punkten a, b, ¢, d definiert. Die Ebene m definiert einen ausgemischten Zustand des Fluids.
Im linken Bereich ist das Geschwindigkeitsprofil an der Hinterkante und die Differenz zur
Geschwindigkeit am Grenzschichtrand (Schraffur) vergréfiert dargestellt.

aus, die Anteile der Seiten ab und cd zu betrachten, d.h.

b d
/bp(czdy — cudz) + / bp(cydy — cydz) =0 . (3.114)

a

~—
bm PmCmt cos o,

Aufgrund der Definition der Austrittsebene m kann mit dz = 0, ¢, = ¢, cosa,, und
Pm = const das Integral tiber ab, wie beschrieben, vereinfacht werden.

In #hnlicher Weise werden die Bilanzen fiir den Impuls in axialer und in Umfangsrichtung
gebildet. Aus

/(pad5)5+/pd§:o (3.115)

S S
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folgt fiir die axiale Richtung

b b d d
/bp ey (cdy — cydz) + /bpdy + / bpcy(c.dy — cydz) + /bpdy =0 (3.116)

(pmczn cos® oy, + P ) tbm

und fiir die Umfangsrichtung

b b d d
/bpcu(czdy — cudz) — /bpdz—l—/b,ocu(czdy — cudz) — /bpdz =0 . (3.117)

a

bm, pmcgnt sin oy, COS oy,

Zusammenfassend ergeben sich durch die Einfithrung von

[

Lt = /bp(czdy — cudz) (3.118)
d
C &
It = /bpcz(czdy —cudz) + /bpdy (3.119)
d d
C (&
Ist = /bpcu(czdy —cydz) — /bpdz (3.120)
d d
die nachfolgenden Beziehungen
I1 = b PmCm €OS iy, Iy = I1¢py, cOS Oy + by und I3 = Iicpy, sin oy,

(3.121)
Mit Ty = T + ¢2,/(2¢,) und unter Beriicksichtigung von T} = const wegen der geforderten

Energieerhaltung sowie mit p,,, = R1,,ppm 188t sich die Geschwindigkeit in der Ebene des
ausgemischten Zustands des Fluids als

2, = 2c, (Tt - é”) (3.122)
m

beschreiben. Die Substitution der Dichte p,, und des Drucks p,, aus den Gleichungen
(3.121) ergibt mit sin® a,, + cos? oy, = 1 schlieBlich

1 I I5\?
c?n = 2¢p {Tt R [cm COS <I—j — Cpy, COS am>] } und cfn = (I—i’> + cil cos? ayy, -

(3.123)
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Durch Einfithrung von ¢ = ¢, cos a,, lassen sich die Gleichungen (3.123) als

2c 2c I I 2

2 74 D 2 3

—— |+ — = |+ | = — 2¢c, T} = 124
q < R) q(R I]_> (I]_) Cp ¢ 0 (3 )

formulieren. Nach einigen algebraischen Umformungen unter Beriicksichtigung von ¢,/ R =
k/(k — 1) 1aBt sich abschliefSend der gesuchte Term als

K I L\? k4+1|k—1/[/I3\>
— 212 3) _9RT,
L I <11) T k \ I ity

(3.125)

darstellen.

Zur Bestimmung der Integrale, der durch die Eckpunkte d und c aufgespannten Fldche, hat
sich aufgrund der fehlenden Geschwindigkeitsprofile der Grenzschicht der folgende Ansatz
als praktikabel erwiesen. Die Integration an den Integrationsgrenzen erfolgt mit den Ge-
schwindigkeiten'? am Grenzschichtrand &. Wie in Abbildung 3.29 skizziert, wird die Diffe-
renz der Geschwindigkeitsanteile zum Geschwindigkeitsprofil der Grenzschicht (schraffierte
Fldache) subtrahiert. Da die Geschwindigkeitsprofile der turbulenten Grenzschicht im be-
schriebenen Verfahren nicht explizit berechnet werden, bietet es sich an, auf die Definitio-
nen in Gleichung (3.75) und (3.77) zuriickzugreifen. Dichtegradienten in der Grenzschicht
werden dabei vernachléssigt. Da ebenfalls auch der Druck p in der Grenzschicht als kon-
stant vorausgesetzt wird, sind bei den Impulsbilanzen nur die geschwindigkeitsbehafteten
Terme zu beriicksichtigen. Dieses fithrt damit auf die folgenden Bezichungen:

c 5 6¢
Iit= /{bp(czdy —cudz)}s — /bp(05 —c)ds — /bp(65 —c)ds (3.126)
d 0 0
S — S —

bspscsoy fiir Punkt d  bspscsdr fiir Punkt ¢

It = /{bpcz(czdy —cudz)}s5 + /bpdy
d d

5 6¢
— /b (,o(;c?; oS (a5 — pc? cos a) ds — /b (p(;c?; cos ag — pc? cos a) ds (3.127)
0 0

~~ ~~

(bspsc3 cos as) (61 + 02) fiir Punkt d  (bspsc? cos ag) (01 + d2) fiir Punkt ¢

!Die entsprechenden Terme sind mit {--- }s bezeichnet.
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C

Ist = /{b,o cu(czdy — cudz)} s — /bpdz
d

d
54 5
— /b (p(;cg sinag — p02 sin a) ds — /b (pgcg sin ag — pc2 sin a) ds . (3.128)
0 0

~~

(bspsc3 sin as)(8y + 02) fiir Punkt d  (bspsc? sin ag) (01 + d2) fiir Punkt ¢

Die Berechnung des Totaldrucks p;,, der Ebene m 14t sich somit wie folgt zusammen-
fassen. Nachdem durch das Grenzschichtverfahren die Verdringungs— und Impulsverlust-
dicken fiir die Ober— und Unterseite an der Hinterkante des Profils berechnet worden sind,
lassen sich die Integrale der Gleichungen (3.126) bis (3.128) bestimmen. In einem weiteren
Schritt ergibt sich die GroBe ¢ in Gleichung (3.125), aus der dann py,, pm, T, und damit
schlielich der Totaldruck py ,,, folgt. Die Gréfien in der Eintrittsebene fliefen als Randbe-
dingungen in das Stromfunktionsverfahren ein (vgl. Abschnitt 3.3.5) und sind damit als
bekannt vorausgesetzt.

Aufgrund von numerischen Ungenauigkeiten stellt sich bereits fiir 61 = 0 und d2 = 0 ein
Totaldruckverlust winviskos €in. Dieser ist von der reibungsbehafteten Losung wyiskos zU
subtrahieren, d.h. w = Wyiskos — Winviskos- Die Integration entlang der Seite cd setzt vor-
aus, dafl im Bereich der Profilgrenzschichten sich die Groflen der reibungsfreien Stromung
nicht &ndern. Dieses trifft in der Regel fiir die numerische Lésung an der Hinterkante nicht
zu. Aus diesem Grund hat es sich fernerhin als vorteilhaft erwiesen, die Eintrittsebene
cd nicht direkt hinter der Profilhinterkante, sondern einige wenige Gitterpunkte strom-
abwiérts zu definieren. Die Grenzschichtdicken werden dabei als konstant betrachtet. Fiir
eine verfeinerte Bestimmung des Totaldruckverlustes ist eine detaillierte Modellierung des
Nachlaufes notig.

Zusétzlich zum durch die Profilgrenzschichten verursachten Totaldruckverlust wird der
Verlust wg berechnet, der sich durch die Hinterkante des Profils mit einer Dicke d > 0
ergibt. Das betrachtete Kontrollvolumen ist in Abbildung 3.30 skizziert. Fiir die nachfol-
gende eindimensionale Betrachtung wird eine uniforme Strémung durch die Ebenen m und
m unterstellt.

Aus der Kontinuitéts—, Impuls— und Energieerhaltung ergeben sich die Beziehungen

b pmem(t — d) = bz pmemt (3.129)
b (P (t = d) + pn(t = d) + nd) = b (pmcit + pmt) (3.130)
T+ c2)2 = ;T +cm/2 (3.131)

wobei der Druck p,,, = (pa+pp)/2 sich aus dem Mittelwert der Einzeldriicke auf der Saug—
und Druckseite an der Hinterkante zusammensetzt. Durch die bekannten Grofien

I1 = bypmem(1 —d/t) und I = by (pmc, (1 — d/t) + pm(l — d/t) + pmd/t) (3.132)
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—e0le—

Cm > t 4’0@

3
=1

Z

Abbildung 3.30: Zur Bestimmung des zusétzlichen Totaldruckverlustes durch die Hinter-
kante mit der Dicke d wird ein Kontrollvolumen, begrenzt durch die Ebenen m und m,
definiert. Im linken Bereich ist die Hinterkante vergroflert dargestellt.

analog zur Vorgehensweise der Gleichungen (3.122) bis (3.125) folgt

K fg fg 2 /€+1
7 = = =) - 2RT; . 3.133
o=t \/(h> “Lanm; (3.133)

Aus der Geschwindigkeit der Ebene m und mit I = by,pmcm sowie In = bm(pmc% + pim)
1483t sich abschlieend der Totaldruckverlust, verursacht durch die Profilhinterkante,

wy = Pm — Ptm (3.134)
Pt,1—P1

bestimmen und zum bisherigen Verlust w addieren.

3.5 Nachrechnung

Zur Uberpriifung des hier vorgestellten Stromfunktionsverfahrens auf S;—Flichen mit dem
gekoppelten Grenzschichtverfahren werden exemplarisch zwei ebene Verdichtergitter nach-
gerechnet und experimentellen Ergebnissen aus der Literatur gegeniibergestellt.

3.5.1 Verdichterprofil FVV-V1

Zuerst wird die Stromung des ebenen Versuchsgitters FVV-V1 berechnet und mit den
experimentellen Daten von WATZLAWICK (1991) verglichen.

Nachfolgend sind die geometrischen und aerodynamischen bzw. thermodynamischen Rand-
bedingungen und Auslegungsdaten zusammengefaflt.
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Abbildung 3.31: Das Rechengitter besteht aus 109 x 21 Gitterknoten.
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Der Zustromwinkel «; ist in den experimentellen Untersuchungen nicht direkt gemes-
sen, sondern aus dem Einbauwinkel des Versuchsgitters ermittelt worden. HILDEBRANDT

(1998) hat numerisch einen Winkel a4

kel (42°) um 3° abweicht.

39° berechnet, der vom Auslegungszustromwin-

In den Abbildungen 3.31 bis 3.33 sind die Ergebnisse des Stromfunktionsverfahrens darge-
stellt. Die Machzahlverteilung des Profils wird dem Experiment angemessen wiedergege-

ben. Der berechnete Totaldruckverlust betragt w = 1.99%. WATZLAWICK (1991) gibt den

experimentell ermittelten Verlust mit w = 3.9% an.
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o IIExperimen't e

Machzahl Ma [-]
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Abbildung 3.32: Die berechnete Machzahlverteilung zeigt eine gute Ubereinstimmung mit
den experimentellen Ergebnissen von WATZLAWICK (1991).
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Abbildung 3.33: Die Verteilung des Formfaktors hio; zeigt einen laminar—turbulenten Um-
schlagpunkt auf der Saugseite bei ca. 40% der Sehnenlinge.
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Abbildung 3.34: Der Stromungsraum wird mit 109 x 21 Gitterknoten aufgelost.

3.5.2 Verdichterprofil MAN-GHH-1-S1

Als weiteres Beispiel zur Uberpriifung der Leistungsfihigkeit der in dieser Arbeit entwickel-
ten und implementierten Methoden wird das von STEINERT ET AL. (1991) untersuchte

Profil herangezogen. Die aerodynamischen Randbedingungen zeigt nachfolgende Tabelle:

B
o g g
0 S o 0 o
22287 2%
o0 = &
— N
o
i
S —
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S22 e % L€ EE
s @44 g5 =25 =
SPEE=ES 5@
SO g =222 88
almmerape
= g o —
= 200 5 208 8%
L 8 20 BH 22
meSSSg —_
85M/M 50 = d B
£ LN« = 3
%z g T =
s 9 =
N 5
n
5
N

In den Abbildungen 3.34 bis 3.36 sind einige Ergebnisse dargestellt. Es zeigt sich, daf} eine

gute Ubereinstimmung mit dem in dieser Arbeit entwickelten Stromfunktionsverfahren

erzielt wird. Der berechnete Totaldruckverlust ergibt sich zu w = 1.43% und ist damit

etwas niedriger als der von STEINERT ET AL. (1991) angegebene Wert w = 1.86% im

Auslegungspunkt.

Der Vergleich der Nachrechnungen mit den experimentellen Ergebnissen zeigt, dafl das

Stromfunktionsverfahren zusammen mit dem Grenzschichtverfahren zur aerodynamischen

Bewertung zweidimensionaler Profile hinreichend gut geeignet ist.
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Abbildung 3.35: Die berechnete Machzahlverteilung zeigt eine gute
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den Resultaten des Experimentes von STEINERT ET AL. (1991).
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Abbildung 3.36: Der laminar—turbulente Umschlag findet bei 2/l = 0.4 statt und stimmt
mit dem Ergebnissen des Rechenverfahrens von STEINERT ET AL. (1991) sehr gut iiberein.
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Kapitel 4

Approximation mit neuronalen
Netzen

Nachfolgend wird ein Verfahren mit neuronalen Netzen beschrieben, welches durch Einga-
be von geometrischen und aerodynamischen Randbedingungen in der Lage ist, eine ent-
sprechende Profilgeometrie vorzuschlagen. Zusétzlich werden weitere Eigenschaften dieses
Profils vorhergesagt. Der dargestellte Ansatz dient zum schnellen Profilentwurf und als
verbesserte Moglichkeit zur Bestimmung einer Startgeometrie in einer sich anschliefenden
Optimierung.

4.1 Einfiihrung

Zum besseren Versténdnis kiinstlicher neuronaler Netze soll an dieser Stelle das biologische
Vorbild kurz beschrieben werden. Das Nervensystem 143t sich in zwei Teile untergliedern.
Das periphere Nervensystem dient zur Steuerung der inneren Organe und der Skelettmus-
keln sowie zur Wahrnehmung durch die Sinneszellen. Gehirn und Riickenmark bilden das
Zentralnervensystem. Im Groflhirn sind sogenannte Assoziationsfelder zu finden, die In-
formationen anderer Gehirnregionen miteinander verkniipfen. Insbesondere gehtren hierzu
das Gedéchtnis und die Lernfiahigkeit. Neben der hormonalen Steuerung ist des Nerven-
system das zweite Steuerungssystem im Koérper des Menschen.

Funktional setzt sich das Nervensystem aus dem Zusammenspiel von Verbidnden von Ner-
venzellen (oder Neuronen) zusammen. Trotz der unterschiedlichen Funktionsweisen und
Aufgaben lassen sich die Neuronen auf eine, wie in Abbildung 4.1 skizziert, grundlegen-
de Struktur zuriickfithren. Neuronen bestehen aus einem Zellkérper und verschiedenen
Fortsétzen. Diese lassen sich in den Neurit (oder Axon) und in die Dendriten unterschei-
den. Die Dendriten empfangen die Ausgangssignale anderer Neuronen und leiten die Sum-
mation an den Zellkorper weiter. Wird hier ein Schwellenwert iiberschritten, dann feuert
das Neuron, d.h. das Signal wird an das Axon weitergeleitet. Die Signaliibertragung zwi-
schen zwei Neuronen erfolgt iiber sogenannte Synapsen zwischen Dendrit und Neurit, die
hemmend oder erregend wirken konnen (vgl. auch KNODEL UND BAYRHUBER (1985)).

83
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Abbildung 4.1: Das Zytoplasma eines menschlichen Neurons enthélt die Nissl-Substanz zur
Energieversorgung und Eiweifbildung, die im Gegensatz zum Neurit auch in den Dendriten
zu finden ist. Neurofibrillen durchziehen die gesamte Zelle und ihre Fortsitze (adaptiert
nach FALLER (1988)). Ein Mensch besitzt mehr als 10'° solcher Neuronen.

4.2 Kiinstliche neuronale Netze

Wie bereits in Kapitel 1 dargestellt, ist die Motivation des Konnektionismus, Intelligenz
durch eine rechneradiquate Nachbildung des (menschlichen) Gehirns zu erhalten. Obwohl
die in den fiinfziger Jahren hochgesteckten Ziele zum Bau intelligenter Maschinen in keinem
Fall auch nur annihernd erreicht worden sind, bilden kiinstliche neuronale Netze eine
wichtige Mo6glichkeit, um nichtlineare Zusammenhénge herzustellen. Insbesondere ist ihre
Lernfiéhigkeit hervorzuheben.

4.2.1 Abbildung neuronaler Netze

Kiinstliche neuronale Netze stellen den Versuch dar, die Struktur und die Eigenschaften
des biologischen Vorbilds in eine formale, berechenbare Form abzubilden. Abstrakt 18t
sich ein neuronales Netz als black box betrachten, welches eine n—stellige Eingabe in eine
m~—stellige Ausgabe iiberfiihrt. Insbesondere sind kiinstliche neuronale Netze in der Lage,
nichtlineare Zusammenhinge abzubilden.

Abbildung 4.2 zeigt beispielhaft ein dreistufiges neuronales Netz. Mathematisch betrach-
tet, beschreibt die Netztopologie einen gerichteten und gewichteten Graphen aus Knoten
(Neuronen) und Kanten (Verbindungen zweier Neuronen). Die einzelnen Neuronen lassen
sich in einzelnen Ebenen anordnen, die in die Ein— und Ausgabeschicht sowie eine belie-
bige Anzahl von (versteckten) Zwischenschichten eingeteilt werden. Fiir das hier beschrie-
bene Approximationsproblem werden nur vorwértsgerichtete Netze ohne Riickkopplung
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net; fact fout

by I —

Eingabeschicht verdeckte Schichten Ausgabeschicht

Abbildung 4.2: Modell eines dreistufigen neuronalen Netzes mit 1-3—3—1 Topologie.

betrachtet (azyklischer Graph). Analog zum biologischen Vorbild wird ein Neuron durch
eine Eingabe aktiviert und gibt anschliefend eine Ausgabe an die entsprechenden Neuro-
nen nachfolgender Schichten weiter (Propagierung).

Der Aktivierungszustand a; einer Zelle j berechnet sich aus der Netzeingabe net; und
einem Schwellenwert 6;, der sich hemmend auf die Eingabe auswirkt:

a; = fact(netj — 9]‘) . (4.1)

Gebriuchliche Aktivierungsfunktionen sind u.a. Tangens Hyperbolicus und (binére) Schwel-
lenwertfunktionen. Fiir die hier beschriebene Anwendung wird die logistische Funktion
verwendet, d.h.

fact(z) =1/(1+ € %) . (4.2)
Die Propagierungsfunktion net; einer Zelle j setzt sich aus der Summe der mit w;; ge-

wichteten Ausgaben o; einer Zelle ¢ zusammen:

mj—1

netj = Z ’LUZ'j 0; s (4.3)
=0

wobei m; die Anzahl der eingehenden Verbindungen einer Zelle j bezeichnet. Das Gewicht
w;j der Verbindung zweier Neuronen ¢ und j ist zuvor durch ein Lernverfahren (siehe
Abschnitt 4.2.2) zu bestimmen. Positive Gewichte wirken erregend, negative Gewichte
hemmend.

Die Propagierung der Informationen erfolgt asynchron entsprechend einer topologischen
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Ordnung von den Eingabeneuronen iiber die versteckten Schichten zu den Ausgabezellen.
Neuronen einer Schicht arbeiten somit (quasi-) parallel.

Die Ausgabe o; eines Neurons ist eine Funktion des Aktivierungszustandes, d.h.

0; = fout(ai) . (44)
In den folgenden Beispielen wird die Identitéit als Ausgabefunktion fo,,; gewéhlt.

4.2.2 Lernverfahren

Bevor ein neuronales Netz eingesetzt werden kann, muf es zuvor trainiert werden, d.h. das
Netz muf} eine bestimmte Aufgabe lernen. Hierzu werden die einzelnen Gewichte w;; so-
lange veréindert, bis der Fehler bei einer vorgegebenen Menge von Trainingsdaten (Muster)
minimal wird. Ein Muster besteht aus einem Eingabe— und entsprechenden Ausgabevek-
tor. Der Fehler fiir ein Muster p in der Ausgangsschicht mit n Neuronen wird als

n—1
B=3 > (- o) (15)
=0

definiert, wobei ¢; die gewiinschte und o; die nach Gleichung (4.4) berechnete tatséchliche
Ausgabe ist. Die Aktualisierung

Wij (t + 1) = Wij (t) + Awij (t) (4.6)

der Gewichte kann nach jedem einzelnen Muster (online) oder nach einer Epoche (offline),
d.i. die Gesamtheit aller Muster, erfolgen. Dieser Vorgang wird solange wiederholt, bis ei-
ne vorgegebene Anzahl von Iterationen erreicht wird oder keine signifikante Verdnderung
mehr eintritt.

Dieser Algorithmus, bei dem versucht wird, das neuronale Netz so zu trainieren, dafl dieses
zu vorgegebenen Eingabemustern die entsprechenden Ausgabemuster approximiert, wird
als iiberwachtes Lernen bezeichnet.

Als Ansatz zur Bestimmung der Aw;; wird eine zur Ableitung der Fehlerfunktion propor-
tionale Anderung durch

OF
Awiy(t) = —n (4.7)
J 8wi]
B OF Onet;
N _n8netj 8’wij (4.8)
oF
= _nanetj 0;(t) (4.9)

gewihlt. Der Proportionalitéitsfaktor n wird als Lernrate bezeichnet. Durch Anwendung
der Kettenregel ergibt sich dann:

8E o BE an
_anetj a _8_oj Onet; (4.10)
_ OB ety (4.11)

80j
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Die Ableitung der Fehlerfunktion F in Gleichung (4.11) berechnet sich fiir ein Neuron j
der Ausgangsschicht zu

OFE

Da fiir die Neuronen der verdeckten Schichten keine Trainingsdaten vorliegen, wird die Be-
rechnung auf die Modifikationen bereits berechneter Ebenen zuriickgefiihrt. Fiir Neuronen
der verdeckte Schicht ergibt sich somit:

_9E
an

OF
anetk

= Zékwjk mit o = — (4.13)
k

Wird die logistische Funktion (vgl. Gleichung (4.2)) als Aktivierungsfunktion gewihlt,
lassen sich die Gleichungen (4.11) — (4.13) zu

Aw;j(t) = noi(t)d; (4.14)
mit
0j(1 —o0j)(t; —oj) falls j Ausgabezelle
0j = 0;(1 — o) Zékwjk ansonsten (4.15)
k
zusammenfassen.

Das Training erfolgt also in zwei Schritten. Im ersten, vorwértsgerichteten Schritt wird
ein Muster durch die Aktivierung der Neuronen von der Eingabe— zur Ausgabeschicht
propagiert. Im zweiten, riickwértsgerichteten Schritt werden nun die Gewichte entspre-
chend der Gleichungen (4.6) und (4.14) angepafit. Dieses Lernverfahren wird daher auch
als (Online—-) Backpropagation bezeichnet und ist das am hiufigsten eingesetzte Verfahren
fiir vorwértsgerichtete Netze.

Wie jedes andere Gradientenabstiegsverfahren besitzt auch der Backpropagation—Algo-
rithmus unterschiedliche Probleme bei der Suche nach dem globalen Minimum der Fehler-
funktion F. Zum einen kann es passieren, dafl dieser in einem lokalen Minimum verweilt
oder in flachen Ebenen stagniert. Ferner konnen Oszillationen in steilen Schluchten auf-
treten.

Eine Modifikation durch die Beriicksichtigung vergangener Gewichtsverédnderungen fiihrt
auf das Backpropagation mit Momentum—Term:

Awij (t + 1) = nOi(t)(Sj + OéAU}Z'j (t) . (416)

Grofle Gewichte erschweren die Minimierung der Fehlerfunktion E. Damit keine zu grofien
Gewichte zugelassen werden, wird ein Strafterm mittels

Awij (t + 1) = noi(t)éj —d Wi j (t) (4.17)



88 Approximation mit neuronalen Netzen

eingefithrt (Weight Decay).

Eine andere, adaptive Methode verwendet statt der Ableitungen der Fehlerfunktion nur
das Vorzeichen und wird als Resilient Backpropagation bezeichnet:

OE(t)

—Ai]’ (t) falls >0
Wij
Awii(t) =9 yay @) falls 22U o (4.18)
8wij
0 ansonsten

wobei E die Summe der Fehler iiber alle Muster ist. Im Gegensatz zu den beiden ersterwihn-
ten gehort dieser Algorithmus daher zur Klasse der offline—Verfahren. Befindet man sich
auf dem ansteigenden Ast der partiellen Ableitung, wird das Gewicht w;;(t) verringert, im
anderen Fall vergroBert. In einem zweiten Schritt wird nun die eigentliche GroBe Ay;(t)
der Gewichtsverdnderung berechnet:

OE(1) OE(t—1) _
8’(1)1'3' awij

ntA;(t—1) falls

Aij(t) = n~A(t—1) falls OB(t) OE(t 1) <0 (4.19)
8wij 811)2']'
Agj(t—1) ansonsten
mit
0<n <l<nt . (4.20)

Falls kein Vorzeichenwechsel der partiellen Ableitung stattgefunden hat, wird zur Beschleu-
nigung der Konvergenz die Schrittweite mit ™ vergroBert (Fall 1). Im zweiten Fall war
die letzte Schrittweite zu grofl und fithrte dazu, dafl das lokale Minimum iibersprungen
worden ist. Daher wird die Schrittweite verringert. Damit im darauffolgenden Schritt ¢+ 1
keine Anpassung erfolgt (Fall 3), wird zusitzlich die Ableitung durch 9E(t)/0w;; = 0 zu
null gesetzt. Hiufige Werte fiir die beiden Lernfaktoren sind: n~ = 0.5 bzw. n™ = 1.2.

In den meisten Féllen ist eine Skalierung der Trainingsdaten sinnvoll und notwendig. Ins-
besondere die Ausgabevektoren sind an den Wertebereich der Aktivierungsfunktion bzw.
Ausgabefunktion anzupassen. Durch

(b — a*) (4.21)

wird ein Wert x € [a,b] in z* € [a*, b*] tiberfithrt. Da im folgenden die logistische Akti-
vierungsfunktion verwendet wird, ist daher a* = 0 und b* = 1 zu wéhlen. Versuche haben
gezeigt, dafl eine wesentlich schnellere Konvergenz durch eine Skalierung auf das Inter-
vall [0.1,0.9] erreicht wird. Dieses Phédnomen ist auf den Backpropagation—Algorithmus
zuriickzufiihren, der die Ableitung f!., zur Berechnung der Aw;; verwendet. Aufgrund der
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flachen Steigungen an den Réndern des Wertebereichs von [0, 1] benétigen daher Anpas-
sungen der Gewichte w;; mehr Iterationsschritte. Fiir die Eingangsneuronen bietet sich
eine Skalierung der Werte um null an, z.B. [—1, +1]. Interessanterweise stellten sich bei
einigen Versuchen in dieser Arbeit Oszillationen ein, die durch eine Skalierung auf [0.1,0.9]
vermieden werden konnten.

Eine ausfiihrliche Diskussion zu neuronalen Netzen und Lernverfahren ist u.a. in RoJas
(1996) und ZELL (1997) zu finden. Einen kompletten, historischen Uberblick iiber die
Enwicklung, Anwendung und Forschung von neuronalen Netzen wird in den Werken von
ANDERSON UND ROSENFELD (1988) bzw. ANDERSON ET AL. (1995) gegeben.

4.3 Stuttgarter Neuronale Netze Simulator (SNNS)

Zum Aufbau von kiinstlichen neuronalen Netzen wird in dieser Arbeit der Stuttgarter
Neuronale Netze Simulator (SNNS) verwendet, der in den neunziger Jahren von einer
Arbeitsgruppe um ZELL (1997) an der Universitéit Stuttgart entwickelt worden ist. Nach
einem Wechsel an die Universitdt in Tiibingen wird der Simulator weiterhin betreut und
entwickelt!.

Der Simulator dient zum Erzeugen, Trainieren, Analysieren sowie zur Visualisierung von
neuronalen Netzen. Hierzu stehen eine Vielzahl von Netzwerktopologien und Lernverfahren
zur Verfiigung. In Abbildung 4.3 ist die Architektur schematisch dargestellt. Der Simulator
besteht im wesentlichen aus zwei Komponenten, dem Kern und der graphischen Bedien-
schnittstelle, und diversen Hilfswerkzeugen. Der Simulatorkern gliedert sich in drei Teile.
Dieser verwendet eine eigene Speicherverwaltung, um effizient neuronale Netze aufzubau-
en. Durch die Verwendung von dynamischen Feldern ist die Gréfle der Topologie nur durch
den Hauptspeicher des verwendeten Rechners begrenzt. Eine mittlere Ebene enthélt die
diversen Netzwerkfunktionen, u.a. Initialisierungs— und Aktivierungsfunktionen sowie die
verschiedenen Lernverfahren, die durch benutzerdefinierte Methoden erweitert und ange-
pafit werden konnen. In der oberen Ebene sind zwei Schnittstellen definiert. Zum einen
148t sich die interne Netztopologie in ein ASCII-Format schreiben und lesen und bietet
somit einen Austausch mit anderen Programmen. Zum anderen existiert eine Schnittstelle
zur Unterstiitzung der graphischen Benutzerinteraktion. Die graphische Bedienoberflédche
xgui, zundchst fiir das X-Windows System unter UNIX entwickelt und inzwischen auf
Microsoft Windows Varianten portiert, enthélt neben einem Editor zum interaktiven Ent-
wurf eine Reihe von Moglichkeiten zum Einstellen von Trainingsparametern, einen zwei—
und dreidimensionalen Betrachtungsmodus sowie graphische Ausgaben von Konvergenz—
und Fehlerverlaufen.

Eine wichtige M6glichkeit ist es, einmal trainierte neuronale Netze als C—Funktion zu ex-
portieren und somit diese, vollig losgelost vom Simulator und SNNS zugehorigen Funkti-
onsbibliotheken, in eigenen Programmen weiterzuverwenden. Die in einem ASCII-Format

'Eine frithe Version gewann den Deutschen Hochschul-Software-Preis. Eine 1993 durchgefiihrte
Schatzung ergab eine Installation von wenigstens 1000 Installationen weltweit. Die z.Zt. aktuelle Versi-
on ist 4.2. Die Benutzung fiir nicht kommerzielle Forschungsvorhaben ist frei.
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Abbildung 4.3: Die Architektur des Stuttgart Neuronale Netze Simulator gliedert sich in
mehrere Komponenten und zusétzliche Hilfswerkzeuge (adaptiert nach SNNS (1998)).

vorliegende Netztopologie wird durch das Programm snns2c in eine einzige C—Funktion
iibersetzt. Der Funktion wird der Eingabevektor iibergeben, durch das Netzwerk propa-
giert und dann der so berechnete Ausgabevektor an den Benutzer zuriickgegeben.

Ein weiteres niitzliches Werkzeug ist batchman, das es ermdglicht, komplizierte und lang-
wierige Lernzyklen durch in einer Skriptsprache definierte Anweisungen ohne die Verwen-
dung der graphischen Bedienschnittstelle durchzufiihren. Dieses eignet sich insbesondere
zur Untersuchung von Lernparametervariationen.

Zur Uberpriifung der Eigenschaften des neuronalen Netzsimulators SNNS sowie zum Ver-
gleich des Einflusses der Parameter der verschiedenen Lernverfahren und der Netzarchi-
tektur ist von UELSCHEN ET AL. (1999) der Einsatz neuronaler Netze bei der Stromungs-
messung mit Fiinfloch—-Drucksonden untersucht worden.
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Abbildung 4.4: Das neuronale Netz bildet den Zusammenhang zwischen Aerodynamik und
Geometrie ab. Der Geometriegenerator erzeugt Profile in Form periodischer B—Splines.

4.4 Profilentwurf

In Abbildung 4.4 ist das in dieser Arbeit entwickelte und nachfolgend beschriebene Ver-
fahren zum Profilentwurf mit neuronalen Netzen schematisch dargestellt. Die Motivation
fiir diesen Ansatz ist es, eine schnelle Methode zur Verfiigung zu haben, die ohne auf-
wendige Stromungsberechnungen Profilkonturen erzeugt, die vorher definierten Anforde-
rungen hinreichend geniigen. Geometrische (z.B. maximale Dicke) und aerodynamische
(z.B. Zustromwinkel) Randbedingungen bilden die Eingabe fiir das neuronale Netz. Nach
der Propagierung des Eingabevektors durch das zuvor trainierte Netz werden zum einen
geometrische Profilparameter ausgegeben, zum anderen werden weitere anzunehmende
aerodynamische Eigenschaften (z.B. Grenzschichtbelastung) des entsprechenden Profils
vorhergesagt.

Zur Beschreibung der Profilgeometrie durch das neuronale Netz wird auf eine direkte For-
mulierung mit B—-Spline-Funktionen verzichtet. Zur Reduzierung der Freiheitsgrade wird
statt dessen eine Geometriesystematik mit 6 Parametern eingefiihrt, aus der ein Geometrie-
generator eine B—Spline-Funktion nach dem in Abschnitt 2.2.3 beschriebenen Verfahren
der direkten Berechnung der Kontrollpunkte erzeugt. Uber zusitzliche Systemparameter
kann der Geometriegenerator konfiguriert werden.

Durch diese Trennung sind die Designparameter des B—Splines (Grad, Kontrollpunkte,
Knotenvektor) unabhéngig von der Architektur, insbesondere von der Ausgabeschicht des
neuronalen Netzes. Bei einer direkten Ausgabe ist die Anzahl der Parameter nicht vari-
ierbar, da die Architektur fiir ein trainiertes Netz festgelegt und nicht nachtraglich modi-
fizierbar ist.

Ein weiterer Vorteil ist es, daBl durch diesen Ansatz gewéhrleistet ist, dafi auf jeden Fall
glatte B-Spline—Profile generiert werden. Der Geometriegenerator stellt eine geeignete Pa-



92 Approximation mit neuronalen Netzen

rametrisierung des Knotenvektors t sicher, so daf3 keine selbstschneidenden oder sonstige
unerwiinschte B-Spline-Kurven produziert werden. Die entwickelte Geometriesystematik
ist speziell fiir Verdichterprofile ausgelegt. Eine Ubertragung auf Turbinenprofile ist jedoch
ohne Einschrinkungen moglich.

Der in Abschnitt 2.2.3 beschriebene Geometriegenerator ist um die Komponente muoracle
erweitert worden, welches die Koppelung zum neuronalen Netz fiir den Benutzer trans-
parent implementiert. Durch die Eingabe der acrodynamischen und geometrischen Rand-
bedingungen sowie einiger Systemparameter steht somit ,,auf Knopfdruck“ eine entspre-
chende Profilgeometrie zur Verfiigung.

Neuronale Netze werden in zweierlei Hinsicht beim Entwurf von Turbomaschinen einge-
setzt. Einerseits 148t sich durch Vorgabe gewisser Anforderungen eine zugehorige Geome-
trie des Schaufelprofils mit neuronalen Netzen realisieren. So beschreibt PFEIL (1994) ein
Verfahren zur Approximation von Turbinenprofilen mit neuronalen Netzen. Im Gegensatz
zum Verfahren dieser Arbeit werden jedoch nur Parameter zur geometrischen Definition
des Profils durch das neuronale Netz bestimmt; eine Vorhersage zusétzlicher aerodyna-
mischer Eigenschaften, z.B. der Grenzschicht, erfolgt nicht. Auch ist die Trainingsmenge,
Profile einer Niederdruckturbine von der MTU Miinchen, eher gering, so dafl nur ein sehr
geringer Bereich des Parameterraums abgebildet werden konnte.

Andererseits lassen sich neuronale Netze als Module, sogenannte black boxes, in einem
iibergeordnetem Verfahren, zum Beispiel innerhalb einer Optimierungsstrategie, einset-
zen. So lafit sich die i.allg. sehr zeitaufwendige Stromungsberechnung stark reduzieren.
Aerodynamische Eigenschaften der Profile werden auf einige Kennzahlen oder Verteilun-
gen reduziert und durch das neuronale Netz approximiert. Diesen Ansatz verfolgen u.a.
PIERRET UND VAN DEN BRAEMBUSSCHE (1999), die die Geschwindigkeitsverteilung fiir
je 20 Stiitzstellen auf der Saug- und Druckseite vorhersagen. KEPPLER (1998) setzt neu-
ronale Netze ein, um das Betriebsverhalten kompletter stationérer Gasturbinen von Sie-
mens/KWU in Kraftwerken abzubilden. Ein zweistufiges Netz wird zur Approximation
von Umwelt— und Lastanforderungen auf der einen und von Verbrauchsparametern sowie
Abgaswerten auf der anderen Seite verwendet. LO UND SHI (1992) verwenden neuronale
Netze zur Klassifikation von Betriebszusténden und zur Detektion von Instabilitdten bei
Verdichtern. Vergleichbar der Auslegung von Turbomaschinen ist der Ansatz von GREEN-
MAN (1998), der ein Verfahren zur Prognose von Auftriebskréften an Tragfliigeln eines
Flugzeugs vorstellt. SANZ (1999) entwickelt ein System mit neuronalen Netzen fiir den
indirekten Entwurf von Profilen.

4.4.1 Netzarchitektur

Bevor auf die Ein— und Ausgabeschicht des neuronalen Netzes eingegangen wird, soll die im
folgenden verwendete Geometriesystematik beschrieben werden. Der prinzipiell mogliche
Freiraum zur Beschreibung wird zwar mit diesem Verfahren eingeschriankt, aber nur durch
die Reduzierung der die Geometrie beschreibenden Parameter ist ein effizientes Trainieren
des neuronalen Netzes moglich.
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Abbildung 4.5: Die Skizze zeigt die Konstruktion der im folgenden verwendeten Dicken—
und Wolbungsverteilung. Die an der z—Achse gespiegelte Cosinus Hyperbolicus Funktion
wird um den Winkel ¢ gedreht.

Geometriesystematik

Bei der Beschreibung einer Kontur wird die {ibliche Komposition einer Wolbungslinie mit
einer Dickenverteilung verwendet. Bei der mathematischen Formulierung handelt es sich
im wesentlichen um eine auf die Ordinate gedrehte und gespiegelte Cosinus Hyperbolicus
Funktion, die fiir ¢ € [0, 1] durch

fz(t) = tcos ¢ — (cosh(at) — 1)sin¢g und f,(t) = —tsin¢ — (cosh(at) —1)cos¢p (4.22)

gegeben ist. Der Drehwinkel ergibt sich zu ¢ = — arctan(cosh(a) — 1 + dpin), wobei dpin
ein vorgegebener Versatz an der Stelle mit ¢ = 1 ist. Dadurch 148t sich eine endliche Dicke
an der Hinterkante gewéhrleisten. In Abbildung 4.5 ist dieser Zusammenhang skizziert.
Fir die verwendete Wélbungslinie wird dp,;, = 0 angenommen.

Die weiteren Umformungen dienen zur Skalierung der Funktion, um diese an eigene Anfor-
derungen (z.B. Sehnenlinge, Dicke) anzupassen. Durch die Einfiihrung einer Hilfsfunktion
h wird f, auf 1 normiert und mit einer Geraden iiberlagert:

h(t) = ﬁzgg +t-dyin fiir £ = %arsinh <_ta;1gb> . (4.23)
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Abbildung 4.6: Beispiel einer Verdichterschaufel mit den Parametern a,, = 1.6 und
dmax,w/l = 0.071 fiir die Wolbungslinie sowie ag = 2.0 und dpax ¢/l = 0.06 fiir die Dicken-
verteilung, einem Staffelungswinkel 8 = 26° und einer Sehnenlédnge [ = 0.046 m.

Fiir die —Richtung ergibt sich ein Skalierungsfaktor mit s = 1/4/1 + (cosh(a) — 1 + dmin)?.
Fiir die Dicken— bzw. Wolbungsverteilung folgt daraus:

l’(t) =S fx(t) und y(t) = dmax * 75 (4'24)

fiir

t= 1 arsinh <_ tan ¢ + dmin fy(£)> . (4.25)
a a

Fiir die Berechnung von y(t) fiir einen gegebenen Wert z ist mit einem Iterationsverfahren,
z.B. Newton—Verfahren, zuerst der zugehorige Parameter ¢ zu bestimmen.

Somit sind fiir die Profilkontur je zwei Parameter (a und dyax) fiir die Dicken— und
Wolbungsverteilung und zusétzlich ein Staffelungswinkel S und die Sehnenlénge [ not-
wendig. Zur Unterscheidung wird im nachfolgenden die Schreibweise a,, bzw. ag und die
auf die Sehnenlédnge bezogene Dickenparameter dmax v/l bzw. dmax q/! fiir die Wolbungs—
bzw. Dickenverteilung eingefiihrt. In Abbildung 4.6 ist dieser Zusammenhang graphisch
aufbereitet.
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Eingabeschicht

Die Neuronen der Eingabeschicht definieren die aerodynamischen und geometrischen Rand-
bedingungen fiir ein gewiinschtes Profil. Neben den Zustréom— und Abstrémbedingungen
kann eine Machzahlverteilung der Saugseite anhand dreier Parameter vorgegeben werden.
Die Eingabeschicht besteht im einzelnen aus den folgenden Neuronen (vgl. Abbildung 4.8):

Zustrom— und Abstrombedingungen Durch die Spezifizierung der Zustrommachzahl
May (Neuron 0, Mach) und der beiden Winkel a; (Neuron 1, Inlet) und ay (Neu-
ron 2, QOutlet) werden entscheidene Parameter fiir die geforderte Profilumlenkung
festgelegt.

Machzahlverteilung Die gewiinschte, auf das Maximum Map,x normierte, Machzahl-
verteilung der Saugseite wird, wie in Abbildung 4.7 skizziert, anhand dreier Pa-
rameter beschrieben. Die Festlegung der chordalen Position m}kua’max = T Ma,max /1
(Neuron 3,Position) wird durch die Angabe von Ma,; /3 (Neuron 4, Mach@33% und
May 3 (Neuron 5, Mach@67%) ergénzt, wobei :):’{/3 = 0.3340.672}, 10, und x;/3 =
0.67 + 0.33%}, max 8ilt-

Geometrische Vorgaben Durch die Angabe der maximalen Dicke dyax/l (Neuron 6,
Thickness), der axialen Breite l,, (Neuron 7, Aziallength) und des Teilungsverhilt-
nisses ¢/l (Neuron 8, Pitch/Chord) werden geometrische Restriktionen gefordert.

Ausgabeschicht

Die Ausgabeschicht enthélt die Parameter fiir den Geometriegenerator entsprechend der
beschriebenen Geometriesystematik und die prognostizierten Werte fiir die maximale Mach-
zahl sowie die Grenzschichtbelastung an zwei ausgewéhlten Punkten der Saugseite. Die 9
Neuronen sind im einzelnen:

Geometrieparameter Fiir die Wélbungslinie und die Dickenverteilung werden durch die
Parameter a,, (Neuron 0, Geometry 0) und dmax,w/l (Neuron 1, Geometry 1) bzw.
aq (Neuron 2, Geometry 2) und dmax 4/l (Neuron 3, Geometry 3) beschrieben. Das
Profil ist um den Winkel § (Neuron 4, Stagger) zu drehen und auf eine Sehnenlidnge
I (Neuron 6, Chordlength) zu skalieren.

Aerodynamische Eigenschaften Der Prognosewert Mayax (Neuron 5, MaxMach) so-
wie die Formfaktoren hig; fiir die Saugseite an den Positionen z = 0.5/ (Neuron 7,
h12@50%) und = = 0.9 (Neuron 8, h12@90%) beschreiben weitere Eigenschaften
des durch die Geometrieparameter spezifizierten Profils.

Die Anzahl der verdeckten Schichten ist variiert worden. Dabei hat sich herausgestellt,
da mehr als 2 verdeckte Schichten zu einer sehr langsamen Konvergenz fiithren. Fiir Un-
tersuchungen sind Konfigurationen mit 16 bzw. 27 verdeckten Neuronen pro verdeckter
Schicht betrachtet worden.
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Abbildung 4.7: Die Pfeile geben die Anderungsmoglichkeiten zur Definition der geforderten
Machzahlverteilung an. In diesem Beispiel gilt 273, .. = 0.15, (:L"lk/g), May3) = (0.43,0.84)
und (3 /3 May /3) = (0.72,0.73). Als Eingabe in das neuronale Netz flieBen die chordale
Koordinate @, ., sowie die Machzahlen May /3 bzw. Mag/3 ein.

4.4.2 Aufbau der Datenbasis und Training

Fiir den Aufbau der Muster der Trainingsmenge sind insgesamt 807 verschiedene Geometrie—
und Aerodynamikkonfigurationen mit dem in Kapitel 3 beschriebenen Stromfunktionsver-
fahren berechnet worden. Ausgehend von einer Menge von Profilgeometrien mit zugehori-
gen Zustromwinkeln oy ist die Anstrommachzahl Ma, € {0.3,0.4,0.5,0.6}, das Teilungs-
verhéltnis ¢/l € {0.5,0.8,1.0,1.2} und die Sehnenlinge | € {0.025,0.0635,0.1} variiert
worden. In die Trainingsmenge sind all jene Konfigurationen iibernommen worden, deren
maximale Machzahl Map,,x auf der Saugseite geringer als 1.2 sind.

Bevor das Netz trainiert werden kann, sind die durch die Stromungsberechnung erhaltenen
Ein— und Ausgabemuster dem Definitions— bzw. Wertebereich der Aktivierungsfunktion
fact zu skalieren. Hierzu sind unterschiedliche Skalierungsmethoden betrachtet worden.
Fiir Methode I werden nur die Parameter skaliert, deren Werte auerhalb [0,1] liegen.
Hierzu werden der minimale bzw. maximale Wert grob nach unten und oben abgeschétzt
und dann auf dieses Intervall skaliert. Bei der zweiten Methode wird fiir jeden einzelnen
Parameter der Ein— bzw. Ausgabeschicht das Minimum und Maximum iiber alle Trai-
ningsmuster ermittelt und auf dieses Intervall skaliert. Die Tabelle in Abbildung 4.9 fafit
diese zwei Ansitze zusammen. Die aufgefithrten Intervalle fiir Methode II geben somit den
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Abbildung 4.8: Zur Geometriedefinition wird ein Netz mit einer Eingabe— bzw. Ausgabe-
schicht von jeweils 9 Neuronen verwendet. Die Anzahl der Neuronen in den verdeckten
Schichten ist variiert worden. Im Beispiel sind zwei verdeckte Schichten mit jeweils 16
Neuronen abgebildet.

Wertebereich der trainierten Daten an. Fiir die Neuronen ohne Angabe fiir die Methode
I werden die Werte nicht skaliert. Die Intervallgrenzen sind fiir die Eingabe— und Ausga-
beneuronen durch ¢* = 0.1 und b* = 0.9 gegeben. Methode II hat den Nachteil, daf} eine
Extrapolation durch das neuronale Netz nur begrenzt moglich ist. Dafiir werden die Werte
gleichméBiger auf das Intervall [0.1,0.9] verteilt.

Zum Trainieren des neuronalen Netzes sind die in Abschnitt 4.2.2 beschriebenen Verfah-
ren untersucht worden. Die besten Ergebnisse sind mit der Momentum—Term—Variante
und dem Resilient—Backpropagation—Ansatz erzielt worden. Die Anzahl der Lernzyklen
betrégt 25000.

4.4.3 Approximationsgiite und Generalisierungseigenschaften

Zur Bewertung des trainierten neuronalen Netzes sind zuerst die Approximationseigen-
schaften der 807 Trainingsmuster zu untersuchen. In Abbildung 4.10 ist in einer Histo-
grammdarstellung der Approximationsfehler fiir den Staffelungswinkel 8 abgebildet. Der
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Eingabeschicht Ausgabeschicht
Neuron | Methode I Methode 11 Methode I Methode 11
0 - [0.3, 0.6] -] [1.0, 3.0] [1.0, 3.0] -]
1 [-60, 60] [-9, 52] [°] — [0.0, 0.3] ]
2 [-60, 60] [-48.25, 31.82] [°] [1.0, 3.0] [1.0, 3.0] -]
3 — [0.05173, 0.482] ] — [0.07, 0.2] -]
4 - [0.5952, 0.9892] -] [-60, 60] [-23.5, 30.0] °]
5 — [0.4666, 0.9621] [ [0.3, 1.3]  [0.3442, 1.234] [
6 - [0.06978, 0.2001]  [] [0.0, 0.2] [0.025, 0.1] [m]
7 [0.0,0.2]  [0.02451, 0.09483] [m] | [1.3, 2.8] [1.457, 2.736]  []
8 (0.4, 1.6] [0.507, 1.235] [ [1.3, 2.8] [1.43, 1.779] ]

Abbildung 4.9: Die Tabelle zeigt die untersuchten Methoden zur Skalierung der Trainings-
muster. Die angegebenen Intervalle geben den Bereich [a, b] an, der nach Gleichung (4.21)
auf das Intervall [0.1,0.9] transformiert wird.

Fehler fiir die Trainingsdaten ist sehr gering. Weitere Ergebnisse sind in der Abbildung
A.15 im Anhang zu entnehmen.

Neben der Fihigkeit des neuronalen Netzes, die gelernten Trainingsmuster zu approximie-
ren, ist die Generalisierungseigenschaft wichtig. Um das Verhalten des neuronalen Netzes
zu untersuchen, auf unbekannte Testdaten zu reagieren, ist in einem zweiten Schritt ei-
ne Validierungsmenge mit insgesamt 96 Mustern erstellt und mit dem trainierten Netz
anschlieend der Approximationsfehler berechnet worden. In Abbildung 4.11 sind die Er-
gebnisse fiir das Ausgabeneuron zur Prognose der maximalen Machzahl May, ., fiir die
beiden Skalierungsmethoden in einem Histogramm dargestellt. Die Abweichung ist sehr
gering, 90% aller Muster haben eine Abweichung von weniger als 0.02 Mayax.

Diese eher statistischen Aussagen werden durch zwei Testkonfigurationen ndher unter-
sucht. Hierzu ist fiir eine Reihe von Randbedingungen eine systematische Parametervaria-
tion durchgefiihrt worden. Die zwei Testkonfigurationen sind im einzelnen:

Randbedingung Konfiguration 1 Konfiguration 2

May 0.5 0.4
a1 30.0 10.0
s 5.0 ~10.0

T Ma.max 0.15 0.12
May 3 0.84 0.84
Mags 0.73 0.73
dmax /1 0.08 0.08

loa 0.1 0.055
t/1 1.0 1.0

In den Abbildungen 4.12 bis 4.14 und im Anhang A .4 sind einige der graphisch aufbereite-
ten Ergebnisse dargestellt. Als ein erstes, sehr wichtiges Ergebnis kann festgehalten werden,
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Abbildung 4.10: Der Approximationsfehler fiir den Staffelungswinkel [ ist fiir die meisten
Muster sehr klein (AS < 1.5°, Skalierungsmethode I).

dafl das trainierte neuronale Netz sich wohldefiniert verhélt. Ein kleine Verdnderung einer
Randbedingung erzeugt auch eine vergleichsweise kleine Anderung in der Ausgabeschicht.
Ein oszillierendes oder gar chaotisches Verhalten konnte nicht festgestellt werden. Es zeigt
sich, dafl das neuronale Netz fiir die Konfiguration 1 i.allg. bessere, d.h. mit geringeren
Abweichungen zu den Vorgaben bzw. den prognostizierten Werten, Profilgeometrien ermit-
telt. Bei der Untersuchung sind die Zustrommachzahl, der Zustrém— und Abstrémwinkel,
sowie das Teilungs— bzw. Dickenverhéltnis variiert worden.

In Abbildung 4.14 wird die Vorhersage fiir die Grenzschichtbelastung untersucht. Der Zu-
sammenhang, dafl der Formfaktor hio; an der Position « = 0.5 geringer als an der Position
x = 0.9 ist, wird durch das neuronale Netz erkannt. Allerdings ist anzumerken, daf} eine
Entlastung des Profils (der Abstromwinkel ap wird dementsprechend grofier) durch einen
geringeren Formfaktor in der Nachrechnung zwar richtig wiedergegeben wird, das neuro-
nale Netz jedoch eine gegenlédufige, nicht gewiinschte Tendenz zeigt.

In Abbildung 4.15 ist die Féhigkeit des trainierten neuronalen Netzes dargestellt, auf eine
Veranderung einer Randbedingung zu reagieren. Die Geometrie des Ausgangsprofils wird
konstant gehalten, und fiir verschiedene Zustrémwinkel oy € {0°,5°,...,25°} wird durch
eine Stromungsberechnung die Machzahl Ma, /3 berechnet, die z.T. erheblich von der vor-
gegebenen Randbedingung Ma, /3 = 0.84 abweicht. Wird der verdnderte Zustromwinkel
durch das neuronale Netz propagiert, so ergeben sich Profile, die eine wesentlich geringere
Abweichung zur Vorgabe haben.
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Abbildung 4.11: Der Vergleich des Approximationsfehlers fiir die Skalierungsmethode I
(obiges Histogramm) und Methode II zeigt ein dhnliches Verhalten. Der jeweilige Fehler
der Validierungsmenge ist, wie nicht anders zu erwarten war, grofer.
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Abbildung 4.12: Die Abweichung des tatséchlichen Abstromwinkels «g ist bei einer Varia-
tion des Zustromwinkels a; im wesentlichen geringer als 2°.
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Abbildung 4.13: Bei einer Variation der Zustrommachzahl fiir die Konfiguration 1 mit
Ma, € {0.3,0.35,... ,0.6} zeigt beim Vergleich der tatséchlichen mit der vom neuronalen
Netz prognostizierten maximalen Machzahl May.x ein sehr gute Ubereinstimmung.
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Abbildung 4.14: Die Vorhersage des Grenzschichtformfaktors his; an der Position 50%
bzw. 90% der chordalen Koordinate zeigt eine Abweichung im Mittel von Ahjg; &~ 0.05.
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Abbildung 4.15: Das neuronale Netz hat die Fahigkeit erlernt, auf eine Verdnderung des
Zustromwinkels a; entsprechend die Geometrie anzupassen.

Das neuronale Netz hat also durch das Training die Fahigkeit erworben, das Ausgangs-
profil einer sich verdnderten Randbedingung anzupassen.

Die gleiche Fihigkeit ist in der Abbildung 4.16 fiir die Geometrie des Profils graphisch
aufbereitet. Anhand einer Variation des Zustromwinkels fiir oy € {0°,5°,...,25°} sind
die vom neuronalen Netz produzierten Profilgeometrien dargestellt. Alle iibrigen geome-
trischen und aerodynamischen Randbedingungen sind konstant gelassen. Deutlich ist zu
erkennen, dafl das neuronale Netz gelernt hat, wie die Vorderkante zu verdndern ist, wenn
der Anstromwinkel steiler wird. Der Metallwinkel an der Hinterkante bleibt im wesentli-
chen konstant.

In Abbildung 4.17 ist anhand des Dickenverhéltnisses dax/l der Unterschied der Skalie-
rungen nach Methode I und Methode II sichtbar. Die Werte fiir Methode II sind auf den
minimalen ¢* = 0.06978 und maximalen b* = 0.2001 Wert skaliert, eine Extrapolation ist
nur begrenzt moglich. Der Abstromwinkel ag fiir dpyax/l = 0.05 ist wesentlich schlechter
als fiir die nach Methode I skalierten Muster.
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Abbildung 4.16: Eine Variation fiir die Testkonfiguration 2 zeigt die erlernte Fiahigkeit
des neuronalen Netzes, auf den verdnderten Zustromwinkel zu reagieren. Alle anderen
Randbedingungen bleiben konstant.
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Abbildung 4.17: Eine Extrapolation fiir nach Methode II skalierte Muster zeigt ein we-
sentlich schlechteres Verhalten als fiir entsprechende Konfigurationen der Methode I.
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4.5 Ausblick

Kiinstliche neuronale Netze werden in nahezu allen Anwendungsbereichen erfolgreich ein-
gesetzt. Die Literatur kann auch nur iibersichtsweise nicht mehr dargestellt werden. Es
existieren eine Fiille von Netztopologien und Trainingsverfahren. Bei einer nidheren Be-
trachtung stellt sich jedoch heraus, daf§ Erfahrungen und/oder aufwendige Tests notwen-
dig sind, um optimale Parametereinstellungen zu erhalten (vgl. auch FREY UND SCHACH
(1996)). Das in dieser Arbeit vorgestellte und verwendete Backpropagation—Verfahren mit
den unterschiedlichen Varianten ist die am h&ufigsten verwendete Trainingsmethode fiir
vorwértsgerichtete Netze. Dieses ist nicht zuletzt darauf zuriickzufiihren, daf} fiir die mei-
sten Problemstellungen akzeptable Ergebnisse erzielt worden sind. Die Anzahl der Para-
meter und die Anforderungen an die Trainingsdaten sind gering.

Bei den hier beschriebenen Untersuchungen ist der benétigte Zeitaufwand zum Trainieren
des Netzes als unkritisch betrachtet worden. Die Trainingszeiten auf einer SUN Ultra 2
betragen zwischen 10 Minuten und wenigen Stunden. Aufgrund der schnellen Entwicklung
neuester Prozessoren diirfte dieses in absehbarer Zeit auf einen Bruchteil schrumpfen.
Die Zeit, um einen Eingabevektor durch ein trainiertes Netz zu propagieren, kann ver-
nachléssigt werden. Spezielle Neuro—Rechner sind fiir diese Aufgaben daher nicht (mehr)
notwendig.

Durch den stetig steigenden Wettbewerbsdruck sind die Hersteller von Turbomaschinen zu
immer kiirzeren Entwicklungszeiten neuerer und verbesserter Produkte gezwungen. Hier-
durch ist eine zunehmend parallele und vernetzte Vorgehensweise aller am Entwurf betei-
ligten Fachdisziplinen notwendig (concurrent design). Kiinstliche neuronale Netze kénnen
nun hierfiir eingesetzt werden, um das Fachwissen der einzelnen Disziplinen zu approxi-
mieren und damit als Wissensbasis fiir die Gesamtheit der Entwickler zur Verfiigung zu
stellen. Ohne konkretes Fachwissen anderer Disziplinen zu benotigen oder aufwendige nu-
merische Simulationen durchzufiithren, steht den Entwicklungsabteilungen ein Werkzeug
zur Verfiigung, welches Auswirkungen verénderter Parameter unmittelbar aufzeigen und
auf potentielle Schwachstellen hinweisen kann. Aufwendige Iterationszyklen wie bei einer
seriellen Vorgehensweise werden dadurch vermieden. MARRA (1997) beschreibt hierzu ein
Expertensystem bei Pratt & Whitney, dessen Ziel es ist, allen an der Entwicklung betei-
ligten Disziplinen eine Wissensbasis zur Verfiigung zu stellen, so daf§ die Auswirkungen
der Verdnderung bestimmter Parameter sofort iiberpriift werden kénnen.

Der in dieser Arbeit vorgestellte Ansatz ist eine Erweiterung der bestehenden Methoden,
da sowohl Parameter zur Geometriedefinition von Profilen als auch aerodynamische Eigen-
schaften in einem neuronalen Netz approximiert werden. Das hier entwickelte Verfahren
zum Profilentwurf kann als Grundlage fiir weitere Entwicklungen herangezogen werden.
Durch eine breitere Basis der Trainingsdaten 148t sich der Giiltigkeitsbereich erweitern
und die Genauigkeit erhohen.

In dieser Arbeit wird das trainierte neuronale Netz nicht als Bestandteil in einem iiber-
geordneten System eingesetzt, sondern zur Bestimmung der Startkonfiguration einer, im
néchsten Abschnitt beschriebenen, Optimierungsstrategie verwendet.
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Kapitel 5
Optimierung

Im letzten Teil dieser Arbeit wird ein Verfahren vorgestellt, welches versucht, Profile zu
optimieren, indem eine Zielfunktion minimiert wird. Hierzu werden geometrische und ae-
rodynamische Beurteilungskriterien herangezogen. Zur Losung der Optimierungsaufgabe
werden Mutations—Selektions— sowie genetische Algorithmen verwendet, die eine wesent-
liche Gruppe der Methoden der Computational Intelligence darstellen.

5.1 Optimierungsverfahren

Unter einer Optimierungsaufgabe wird im folgenden ein Verfahren zur Minimierung einer
Zielfunktion (Qualitétsfunktion) f verstanden, d.h.

Minimiere f(#) mit f:MyxM; x...x M,_1 — M, , (5.1)

wobei meistens fiir die Definitions— bzw. Wertebereiche M; = R bzw. M; = N angenom-
men wird. Zusétzlich sind m Restriktionen zu beriicksichtigen, die sich in ¢ Ungleichheits—
und m — g Gleichheitsrestriktionen aufteilen lassen:

9i(¥) <0 fir ¢=0,...,¢—1 und hi(@) =0 fir i=0,..., m—qg—1 )
(5.2)

Zur Behandlung dieser Nebenbedingungen wird hier der Ansatz iiber eine Straffunktion
gewihlt. Das allgemeine Optimierungsproblem aus Gleichung (5.1) ergibt sich dann zu:

q m—q—1
Minimiere f(%)+ Y max{0, ()} + > |(@)| . (5.3)
=0 1=0

Zur Losung von Optimierungsproblemen bieten sich drei Klassen von Verfahren an. Die
exakten, analytischen Verfahren sind i.allg. sehr rechenintensiv und nur fiir kleinste Test-
funktionen praktikabel. Im Gegensatz dazu basieren heuristische Verfahren auf intuitiven
Ansétzen und Erfahrungen. Fiir diese Arbeit wird auf Methoden der dritten Klasse, der nu-
merischen Naherungsverfahren, zuriickgegriffen. Diese lassen sich in deterministische und

107
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algorithm MUTATION-SELECTION
begin

0 Wihle eine zufillige Startkonfiguration &
1 do (— terminate) —
2 mutiere die Konfiguration & zu 7’
3 if (f(@") < f(Z)) —
4 selektiere 7’ als neue Konfiguration 7
5 fi
6 od
end.

Abbildung 5.1: Allgemeine Formulierung des Mutations—Selektions—Algorithmus zur Mi-
nimierung einer Zielfunktion f

stochastische Verfahren unterteilen. Haufige Vertreter deterministischer Verfahren sind die
Gradientenverfahren (vgl. SPELLUCCI (1993)). In dieser Arbeit werden insbesondere die
stochastischen Verfahren untersucht (vgl. HAJELA (1997, 1999)), die sich an der natiirli-
chen Evolution orientieren. Dieses auf Versuch und Irrtum basierende Prinzip hat sich bei
der Entwicklung der belebten Natur als eine duflerst flexible und erfolgreiche Optimie-
rungsstrategie erwiesen. Der Parametervektor £ wird im folgenden auch als Konfiguration
bzw. Chromosom bezeichnet.

5.2 Mutations—Selektions—Algorithmen

Zu den einfachsten evolutiondren Verfahren der stochastischen Optimierung gehort der so-
genannte Mutations—Selektions—Algorithmus. Dieser 143t sich, wie in Abbildung 5.1 skiz-
ziert, so beschreiben: eine zufillig gewéhlte Konfiguration des zu minimierenden Systems
wird so lange verdndert (mutiert), bis keine Verbesserung der Zielfunktion f mehr moglich
ist. Da durch den oben angegebenen Algorithmus die Gefahr besteht, in lokale Minima
zu laufen, sind eine Reihe von verbesserten Varianten entwickelt und angewendet worden.
Trotz ihrer Einfachheit haben sich die Mutations—Selektions—Algorithmen bei der Lésung
von Optimierungsproblemen in allen Bereichen bewihrt (siehe auch ABLAY (1987) und
KINNEBROCK (1994)).

5.2.1 Der Mutationsoperator

Da der Mutationsoperator die treibende Kraft im Optimierungsablauf ist, soll zuerst auf
diesen niher eingegangen werden'. Eine Moglichkeit, um an einer Konfiguration z &
[©min, Tmax] eine Mutation durchzufiihren, ist es, z in 2/ = x + r % § zu veréndern. Hierbei

!Zur grundlegenden Diskussion des Mutationsoperators reicht es an dieser Stelle aus, eindimensionale
Probleme zu betrachten. Die Vorgehensweise 148t sich anschliefend ohne weiteres auf den mehrdimensio-
nalen Fall {ibertragen.
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kann zum Beispiel r € [—1, 1] eine gleichverteilte Zufallszahl sein (uniforme Mutation). §
gibt die Variationsbreite an. Durch die Gleichverteilung der Zufallszahl r ergibt sich, daf§ in
einer auszufithrenden Mutation die Wahrscheinlichkeit einer grofien Verdnderung der Kon-
figuration gleich der Wahrscheinlichkeit einer Mutation mit einer geringeren Auswirkung
ist. Dieses entspricht jedoch nicht dem Vorgehen in der Realitét. Kleine Verdnderungen
sind héufig anzutreffen, schwerwiegende Mutationen hingegen nur sehr selten. Um dieses
Verhalten bei der Mutation im Modell nachzubilden, bietet es sich an, eine nattirliche
Verteilung der Mutation zugrundezulegen.

Eine wichtige Funktion in der Statistik und Stochastik nimmt die Normal— oder Gaufiver-
teilung ein?. Eine Zufallsgrofle, die die Summe von mehreren, voneinander unabhiingigen
ZufallsgroBen ist, 148t sich durch eine Normalverteilung approximieren.

So wird zum Beispiel der Durchmesser einer Schraube in der Produktion durch eine Viel-
zahl von Parametern (Werkstoffcharakteristika, Temperaturschwankungen, Verschleif§ von
Werkzeugen, ...) gestreut. Der Durchmesser der Schrauben l&8t sich bei einer geniigend
groflen Stichprobe als normalverteilt beschreiben. Mutationen in der Natur zeigen eben-
falls eine normalverteilte Variation auf. Daher ist es nur naheliegend, dieses algorithmisch
zu beriicksichtigen. Die Dichte der GaufBiverteilung N (i, o) mit den beiden Parametern p
(Erwartungswert) und o (Standardabweichung) ergibt sich zu:

e
p(z) = \/%Ue 202 . (5.4)
Fiir den Gaufi—-Mutationsoperator folgt dann:
¥ =z +(c) , wobei d mit N(0,0) normalverteilt ist. (5.5)

Zur sinnvollen Bestimmung der Standardabweichung kann auf eine Eigenschaft der Gauf3-
verteilung zuriickgegriffen werden. Normalverteilte Zufallsgréfien nehmen in 68,26% aller
Félle Werte aus [u — o, pu + o] an. In sogar 99,75% der Félle werden Werte des Intervalls
[ — 30, u + 30] angenommen (Drei-Sigma—Regel). Des weiteren bietet es sich an, mit
fortlaufender Iterationsanzahl die Standardabweichung o zu reduzieren.

Zur algorithmischen Berechnung von normalverteilten Zufallszahlen kann die sogenann-
te Bor—Muller—-Methode (auch Polarmethode) verwendet werden (vgl. BRATLEY ET AL.
(1983)). Sind up und wu; zwei auf [0, 1] gleichverteilte Zufallszahlen, dann sind zp und z;
zwei N (0, 1)—verteilte Zufallszahlen, unter der Annahme, daf} gilt:

2o = cos(2mugp)/ —2log(u1) und z1 = sin(2mug)y/ —2log(u1) . (5.6)

Mit Hilfe der trivialen Transformation xg = u + z9 0 bzw. 1 = u + z1 o lassen aus
zwei N (0, 1)—verteilten Zufallszahlen sich die N (u, o)—verteilten Zufallsvariablen xy und
x] erzeugen.

2Es wird unterstellt, daB sich die Konfiguration als Vektor reeller Zahlen darstellen 1ift. Oftmals ist
es allerdings erforderlich, einen Mutationsoperator fiir ganzzahlige Werte zu haben. Um einen dhnlichen
Effekt wie bei Mutationen mittels der Gaufiverteilung zu erhalten, bietet es sich an, auf die diskrete
Binomialverteilung zuriickzugreifen.
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algorithm SIMULATED ANNEALING
begin
Wihle eine zufillige Startkonfiguration &
Wihle eine Starttemperatur Tgiart und Endtemperatur Tengq
T — Tstart
do (T > Tend) —
do (— Gleichgewichtszustand) —
mutiere die Konfiguration Z zu 7’
if (f(2') < f(Z) V mit einer Wahrscheinlichkeit p) —
T T
fi
od
Reduziere die Temperatur T'
od

end.

©O© 00 N O OO b~ W N = O

=
= O

Abbildung 5.2: Allgemeine Form des Simulated Annealing—Algorithmus zur Minimierung
einer Zielfunktion f.

5.2.2 Simulated Annealing

Die Simulated Annealing—Methode entspringt aus dem Bereich der Festkorperphysik und
simuliert den Abkiihlvorgang von Kristallen (vgl. AARTS UND KORST (1989) und KINNE-
BROCK (1994)). Um moglichst optimale, d.h. mit geringen Verunreinigungen durchsetzte,
Kristallstrukturen zu erhalten, ist es notwendig, die erwérmte Materie in einem bestimm-
ten Zeitplan langsam abzukiihlen, um somit das absolute Energieminimum des Kristalls
zu erhalten. 1980 wurde dieses Verfahren vom Physiker Scott Kirkpatrick auf Optimie-
rungsprobleme {ibertragen.

Hierbei (siehe Abbildung 5.2) handelt es sich um eine Variante des bereits vorgestell-
ten Mutations—Selektions—Algorithmus. Der Grundgedanke ist es, nicht nur beziiglich
der FitneBl, d.i. der Zielfunktionswert, immer nur bessere Konfigurationen zu akzeptie-
ren, sondern mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit auch Verschlechterungen. Im Laufe
des Optimierungsprozesses wird nun die Wahrscheinlichkeit so veréndert, dafl es immer
unwahrscheinlicher wird, schlechte Konfigurationen zu akzeptieren, in der Hoffnung am
Ende das globale Optimum zu erhalten. Dadurch, dafl auch Verschlechterungen selektiert
werden, soll vermieden werden, in lokalen Extrema zu enden. Die Wahrscheinlichkeit p,
daf eine schlechtere Konfiguration akzeptiert wird, ist abhéngig vom Parameter T', der in
Anlehnung an das physikalische Vorbild des Algorithmus im weiteren als (dimensionslose)
Temperatur bezeichnet wird.

Akzeptanzwahrscheinlichkeit und Starttemperatur Entscheidenden Einflufl auf
das Konvergenzverhalten hat die Wahl der sogenannten Akzeptanzwahrscheinlichkeit, al-
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Abbildung 5.3: Fiir eine Verschlechterung f(2’) — f(z) = 2 mit T = 10 ist die Akzeptanz
p(x,2") ~ 0.82, mit T = 1 gilt nur noch p(z,z’) ~ 0.14 und fiir T = 0.1 ist p(z,z) ~ 10~
vernachléssigbar gering.

so der Wahrscheinlichkeit, mit der eine Konfiguration trotz einer Verschlechterung nicht
verworfen wird. Bei dem einfachen Mutations—Selektions—Algorithmus in Abbildung 5.1
ist diese null.

Die sogenannte Metropolis—Akzeptanzwahrscheinlichkeit ist durch
1 falls f(2') < f(x)

z, 7)) = , 5.7
r( ) {e—(f(w)—f(w))/T falls f(z') > f(z) (5.7)

gegeben, wobei T > 0 fiir die Temperatur gilt.

In Abbildung 5.3 ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir unterschiedliche Temperaturen
aufgetragen. Erkennbar ist, daf fiir 7' = const grofle Verschlechterungen mit zunehmend
geringer werdenden Wahrscheinlichkeiten akzeptiert werden. Auf der anderen Seite wird
deutlich, daB fiir f(z') — f(z) = const die Temperatur sehr entscheidend dafiir ist, ob eine
neue Konfiguration x’ akzeptiert oder verworfen wird.

Die Wahl der Temperatur ist somit der entscheidende Faktor fiir die Giite des Optimie-
rungsprozesses. Ist die Temperatur zu gering, besteht die Gefahr in lokalen Extrema zu
enden. Ist die Temperatur zu grof, werden zu viele schlechte Konfigurationen akzeptiert.
Ein zielgerichtetes Suchen ist nicht mehr gegeben (,,Stochern nach einer Nadel im Heu-
haufen®). Daher ist es umso wichtiger, eine sinnvolle Starttemperatur T,y zu finden. Die
folgende einfache Uberlegung kann hierbei hilfreich sein. Anstatt eine absolute Temperatur
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Abbildung 5.4: Zur Bestimmung der Starttemperatur wird eine Abweichung A f und eine
Wahrscheinlichkeit p vorgegeben. Ist die Startfitnef3 berechnet, ergibt sich dann anschlie-
Bend die Temperatur Tytart.

zu Beginn festzulegen, ist es moglich, einer prozentualen Abweichung von der Startfitnef3
f(zstart) eine Akzeptanzwahrscheinlichkeit p(zstart, ') zuzuordnen. Aus Gleichung (5.7)
ergibt sich die Beziehung

(1) .
f(xstart) lnp(xstartv .’L’/) f(xstart)

Der Term Af = f(2')/f(zstart) — 1 ist die prozentuale Abweichung der Konfiguration

2’ zur Startkonfiguration zg.¢. In Abbildung 5.4 ist fiir verschiedene Akzeptanzwahr-

scheinlichkeiten und prozentuale Abweichungen der Quotient Titart/ f(Zstart) aufgetragen.

Soll zum Beispiel eine 10% Abweichung von der Startkonfiguration mit einer Wahrschein-

lichkeit p = 0.5 akzeptiert werden, ist der Quotient = 0.14. In einer Implementierung des

Simulated—Annealing Algorithmus ist es daher angebracht, den Quotienten Tyiart/ f (Zstart)
anstatt einer absoluten Starttemperatur vorzugeben, da f(Zstart) bereits bekannt ist.

Abkiihlverhalten Nachdem die Akzeptanzwahrscheinlichkeit und die Starttemperatur
bestimmt worden sind, bedarf es einer Betrachtung der anderen Parameter. Insbesondere
ist der im Algorithmus nicht nidher bezeichnete Gleichgewichtszustand zu definieren.

Damit der Optimierungsprozef3 das globale Optimum findet, wird die Temperatur 1" und
damit auch die Akzeptanzwahrscheinlichkeit verringert, bis diese einen Minimalwert Ty,q
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Abbildung 5.5: Der Gaufi—-Mutationsoperator verédndert den Knoten ¢; innerhalb des Inter-
valls [fleft,fright]. Hierdurch wird gewéhrleistet, dafl sich mindestens je ein Parameterwert
t; im Intervall [t;—1,t;] bzw. im Intervall [¢;, ;1] befindet und damit das in der Approxi-
mation zu 16sende Gleichungssystem positiv definit wird.

annimmt (iiblicherweise gilt Tepg = 0). Der Zeitpunkt der Verringerung wird in Abhéngig-
keit eines Gleichgewichtszustandes bestimmt. Der Simulated Annealing—ProzeB befindet
sich im Gleichgewicht, wenn nach einer bestimmten Anzahl von Mutationen (im folgenden
mit Neq bezeichnet) keine weitere Verbesserung eingetreten ist. In einer Implementierung
bietet es sich an, einen Zihler einzufiigen, der die Anzahl der verworfenen Konfigurationen
seit dem letzten Gleichgewichtszustand summiert.

Ein h#ufige Methode die Temperatur zu verringern ist es, die Temperatur mit einem
Abkiihlfaktor ¢y mit T« ¢y - T' zu gewichten (vgl. Zeile 10 in Abbildung 5.2). Als Richt-
wert ist ¢y € [0.5,0.8] zu wéhlen.

5.2.3 Beispiel: Geometrieoptimierung

Im Rahmen dieser Arbeit wird das beschriebene Simulated Annealing—Optimierungsver-
fahren bei zwei geometrischen Aufgabenstellungen verwendet: zum einen bei der Appro-
ximation von zweidimensionalen Profilschnitten, zum anderen bei der Oberflichenopti-
mierung dreidimensionaler Schaufeln. An dieser Stelle werden einige Ergebnisse von UEL-
SCHEN ET AL. (1998) vorgestellt.

Approximation mit B—Spline—Funktionen

Fiir eine aerodynamische Optimierung der Profilgeometrie ist es zweckméBig, eine moglichst
geringe Anzahl von Freiheitsgraden zu haben. Dazu wird das Approximationsverfahren aus
Abschnitt 2.2.3 durch ein zusétzliches Optimierungsverfahren erweitert. Es zeigt sich, dafl
die Wahl des Knotenvektors t (vgl. Gleichung (2.23)) einen entscheidenen Einflul auf die
Approximationsgiite hat. Daher liegt es nahe, das Approximationsverfahren durch einen
Simulated Annealing—Optimierungsansatz, wobei die Knoten t,11,... ,tym—p—1 die freien
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algorithm LEAST SQUARE FIT SIMULATED ANNEALING

begin
0 Erzeuge zentripetale Parameterisierung t = {to,%1,... %}
1 Wiéhle eine Startkonfiguration t = {to,t1,... ,tm}
2 Waihle eine Starttemperatur Ty, und Endtemperatur Tu,q
3 T — Titart
4 do (T > Tend) —
5 do (— Gleichgewichtszustand) —
6 i—Up+1,m—p-—1]
7 Bestimme tef € [ti—1,t;] mit tefi—1 < ti_1
8 Bestimme Zright € [ti, tz‘_:,_l] mit frightJrl > tir1
9 t; —GaufB—-Mutation(t;, o, tie, bright)
10 tl<—{t0,t1,... a@—laté>ti+17--' ,tm}_
11 if (LSF(Q,n,p,t,t') < LSF(Q,n,p,t,t)V mit Wahrscheinlichkeit p) —
12 t—t/
13 fi
14 od
15 Reduziere die Temperatur T'
16 od
end.

Abbildung 5.6: Anpassung des allgemeinen Simulated Annealing—Algorithmus (vgl. Abb.
5.2) zur Optimierung des Knotenvektors t zur Approximation nach der Methode der klein-
sten Fehlerquadrate.

Parameter sind, zu ergédnzen. Bei der Mutation eines Knotens sind folgende Bedingungen
einzuhalten:

1. die einzelnen ¢; miissen monoton steigend sein,
2. die Periodizitdatsbedingungen an den beiden Enden miissen gelten und

3. in jedem Knotenintervall [t;,¢;11] muf sich mindestens ein Parameterwert fj befin-
den.

Die ersten beiden Bedingungen folgen aus der Definition einer B-Spline Kurve (vgl. De-
finition 4 und 5, Seite 11ff.). Um keine Ecken in der Approximation zu erhalten, wird
zusétzlich t; < t; 41 verlangt, d.h. die Multiplizitidt eines Knotens ist eins. Hingegen ist die
dritte Bedingung zur Losung des linearen Gleichungssystems notwendig.

Abbildung 5.5 zeigt den verwendeten Gaufi-Mutationsoperator. Die Anpassung auf das
hier beschriebene Approximation—Optimierungsverfahren des allgemeinen Simulated An-
nealing—Prozesses ist in Abbildung 5.6 wiedergegeben.

Zu Beginn werden die r + 1 Parameterwerte entsprechend einer zentripetalen Verteilung
nach Gleichung (2.21) parametrisiert (Zeile 0). Anschliefend sind eine Startkonfigurati-
on fiir den Knotenvektor t sowie die Temperaturen Tyt und Teng zu wihlen. Zur Be-
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Abbildung 5.7: Fiir den Simulated Annealing—Prozef} sind die folgenden Parameter verwen-
det worden: Ney = 70, ¢ = 0.5, Titart / f (Zstart) = 0.1. Zusétzlich zum Konvergenzverhalten
ist fiir 4 Iterationspunkte der jeweilige B—Spline mit dem Knotenvektor dargestellt. Die

Fitnef} ist durch den maximalen Approximationsfehler E} . definiert.

rechnung der Knoten kann die Gleichung (2.23) herangezogen werden. Im nun folgenden
Abkiihlungsprozef ist entsprechend einer Gleichverteilung zuerst ein Index ¢ zu bestimmen
(Zeile 6). Darauffolgend wird in den Zeilen 7 und 8 die Spannweite [fie, tright] berech-
net, innerhalb derer der Knoten t¢; verschoben werden darf. Der Gaufi—-Mutationsoperator
verdndert nun mit Mittelwert 4 = ¢; und Standardabweichung o den Knoten ¢; ent-
sprechend einer Gaufiverteilung. Hierbei ist ¢ im Laufe der Iterationen zu verringern.
Gegebenenfalls ist noch zusétzlich die periodische Ergéinzung am Anfang bzw. Ende des
Knotenvektors zu aktualisieren (nicht mit aufgefithrt). Fiir einen so mutierten Knoten-
vektor t’ wird die Approximationsaufgabe gelost und in Abhéingigkeit einer Verbesserung
bzw. mit einer Wahrscheinlichkeit p akzeptiert (Zeile 11). Die Routine LSF ermittelt den
maximalen Fehler bei einer Approximation mit den angegebenen Parametern.
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Abbildung 5.8: Die Parameter fiir den B—Spline sind: p = 3,n = 17, m = 21 (15 nicht peri-
odische Kontrollpunkte). Das Endergebnis der Approximation hat einen mittleren Fehler
E* =1.8910"% und einen maximalen Fehler E}, = 6.22107%.

max

In den Abbildungen 5.7 bis 5.9 ist das Ergebnis der Approximation eines Profils aus
MERTENS (1995) dargestellt. Weitere Ergebnisse sind dem Anhang A.5 zu entnehmen.

3D—-Skinning

In Abschnitt 2.3.2 ist auf die dreidimensionale Geometriedefinition mittels einer Tensor-
produkt-B—-Spline-Fléche eingegangen worden. Um aerodynamisch giinstige Schaufeln zu
erhalten, reicht es i.allg. aber nicht aus, eine Oberfliche nur aus den iibereinander ge-
schichteten Profilen innerhalb des Skinning—Prozesses zu berechnen. In Abbildung 2.9 ist
bereits auf das Indizierungsproblem, welches bei einer ungiinstigen Numerierung der Kon-
trollpunkte entstehen kann, hingewiesen worden.

Daher ist es unerlidflich, ein Glattheitsmafl (Strakmaf) zu definieren, welches die Qua-
litdt der dreidimensionalen Schaufeloberfliche beschreibt. Es bietet sich an, auf die in
der Flichentheorie definierten Begriffe der Flichenhauptkrimmungen k1 und ko zuriick-
zugreifen. Insbesondere das Produkt der Hauptkriimmungen (GauBsche Kriitmmung) und
das arithmetische Mittel (mittlere Kriitmmung)

1
K = Kiko und H = §(m + K2) (5.9)
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Abbildung 5.9: Eine Vergroflerung der Vorderkante des approximierten Profils zeigt die
maximalen Fehler. Durch eine Verdichtung der Punkte kann der Approximationsfehler
reduziert werden.

sind zur Beschreibung der Oberflicheneigenschaften verwendbar. Einzelheiten zur Berech-
nung von Fldchenkriimmungen sind zum Beispiel in TASCHNER (1977) und SCHONE (1978)
zu finden. Sinnvoll erscheint es, das Skinning—Verfahren mit einem Optimierungsansatz zu
koppeln, in dem versucht wird, die Kriimmung der Schaufeloberfliiche zu minimieren. Als
freie Parameter in der Optimierung steht zum einen die Numerierung der Kontrollpunkte
{P;;} (Permutation) und zum anderen der Knotenvektor v in Spannweitenrichtung zur
Verfiigung.

Im Rahmen dieser Arbeit ist ein Simulated Annealing—Optimierungsverfahren zur Mini-
mierung der Gesamtkriimmung der dreidimensionalen Schaufel entwickelt worden. Das
bereits in Abschnitt 2.4 beschriebene Programm mustacker wurde hierzu durch das be-
schriebene Skinning—Optimierungsverfahren erweitert. Es zeigt sich, daf§ fiir einfache Geo-
metrien befriedigende Ergebnisse mit dem beschriebenen Ansatz erreicht werden. Bei kom-
plexeren und realitdtsndheren Schaufeln versagt das Verfahren. Insbesondere bei einer
grofleren Anzahl (> 4) von Ebenen liefert die Optimierung nur lokale Minima (vgl. hierzu
UELSCHEN ET AL. (1998)).

Uberlegenswert ist es, das beschriebene Verfahren zur zweidimensionalen Approximation
von punktférmig gegebenen Zusammenhingen auf den dreidimensionalen Fall zu erwei-
tern. Hierzu sind in jeder Ebene eine Folge von Konturpunkten zu berechnen, die dann in
der radialen Richtung durch eine Tensorprodukt—B—Spline—Fliche zu approximieren ist. In
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der Zielfunktion des Optimierungsprozesses ist zum einen der Minimierung des Approxi-
mierungsfehlers und zum anderen der Minimierung der Oberflichenkriimmung Rechnung
zu tragen. Durch Nebenbedingungen ist es so dann méglich, weitere konstruktive Restrik-
tionen, zum Beispiel Kiihlkanéle, in den Skinning—Prozef} einfliefen zu lassen.

5.2.4 Weitere Ansitze

INGBER (1993) beschreibt eine adaptive Variante des Simulated Annealing Verfahrens, wel-
ches sich insbesondere fiir mehrdimensionale Optimierungsprobleme eignet. Im Rahmen
dieser Arbeit durchgefiihrte Untersuchungen an Testfunktionen zeigten keine Verbesserun-
gen gegeniiber dem Standardverfahren.

DUECK UND SCHEUER (1990) stellen eine weitere Variante Threshold Accepting des oben
eingefithrten Mutations—Selektions—Algorithmus vor, der im Gegensatz zum Simulated
Annealing Verfahren auf das stochastische Element bei der Akzeptanzentscheidung ver-
zichtet und alle Konfigurationen, die einen Schwellenwert nicht iiberschreiten, akzeptiert.
Der Sintflut—Algorithmus The Great Deluge ist vergleichbar mit dem Durchschreiten einer
Berglandschaft, in der es ohne Unterbrechung regnet. Es wird von einer Bergspitze zur
néchsten gesprungen ohne dabei durch bereits tiberflutete Téler zu gehen. Mit steigendem
Wasserpegel bleiben nur die hochsten Berge (Optima) iibrig. Ein weiterer Mutations—
Selektions—Algorithmus ist das sogenannte Record—to—Record—Travel-Verfahren. Hierbei
werden neue Konfigurationen genau dann akzeptiert, wenn sich diese vom bisherigen Spit-
zenwert (record) hochstens um einen bestimmten Wert unterscheiden. Dieser Spitzenwert
wird jedesmal aktualisiert, wenn eine neuer, besserer Spitzenwert gefunden worden ist.
Néhere Einzelheiten sind in DUECK (1993) bzw. in KINNEBROCK (1994) zu finden.

In KuppPE (1997) bzw. SPEER ET AL. (1998) werden verschiedene deterministische Ap-
proximationsverfahren untersucht. BAIER (1998) verwendet eine Evolutionsstrategie zur
Minimerung des Approximationsfehlers.

5.3 Genetische Algorithmen

Evolutiondre Algorithmen dienen als Strategie zur Losung von Optimierungsproblemen,
indem Prinzipien der natiirlichen, biologischen Evolution abstrahiert und im Rechner mo-
delliert werden.

Im wesentlichen haben sich zwei Modelle der Evolution in den letzten 30 Jahren her-
auskristallisiert. In Deutschland wurde von RECHENBERG (1994) und SCHWEFEL (1995)
die sogenannte Evolutionsstrategie seit den sechziger Jahren entwickelt. Zu Beginn wur-
de die Evolution sehr vereinfachend abgebildet und entspricht den bereits vorgestellten
Mutations—Selektions—Verfahren (siehe auch ABLAY (1987)). Anwendungsgebiet war hier-
bei von Anfang an die numerische Optimierung.

Parallel und unabhingig voneinander® fanden in den USA die genetischen Algorithmen

3Erstaunlicherweise kommt es erst seit 1990 zu einem Austausch der Forschungsgruppen diesseits und
jenseits des Atlantiks.
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von HOLLAND (1975) und GOLDBERG (1989) breite Anwendung. Im Unterschied zur Evo-
lutionsstrategie wurden zu Beginn Operationen auf Bitfeldern eingesetzt. Die Erweiterung
auf reellwertige Felder, wie sie i.allg. bei der numerischen Optimierung zu finden sind,
wurde erst spéter angestellt.

Weitere evolutionédre Algorithmen sind die evolutionéire Programmierung und die gene-
tische Programmierung, die aber an dieser Stelle nicht weiter vorgestellt werden. Eine
einfithrende Darstellung der verschiedenen Verfahren ist u.a. in BLUMECKE (1991), DAs-
GUPTA UND MICHALEWICZ (1997a) oder DE FALCO (1997a) zu finden.

5.3.1 Einfiihrung

Noch stérker als im Bereich der kiinstlichen neuronalen Netze wird sich im Anwendungsge-
biet der genetischen Algorithmen der Termini der Biologie zur Beschreibung der Verfahren
und Methoden bedient. Bevor auf die berechnete Evolution eingegangen wird, werden da-
her die Elemente des biologischen Vorbildes erldutert.

Das biologische Vorbild

Die Evolution beschreibt den zeitlichen Prozef3 der Entstehung, Entwicklung und Verbrei-
tung von Lebewesen. Ein wesentliches Prinzip der Evolution ist es, dafl mehr Nachkommen
produziert werden, als zur Erhaltung der Art notwendig sind. Somit kommt es zu einem
stiandigen Wettbewerb der Individuen um die zur Verfiigung stehenden Ressourcen (z.B.
Nahrung oder Lebensraum). Das von Darwin Mitte des 19. Jahrhundert entdeckte Prinzip
des survival of the fittest beschreibt ein natiirliches Selektionsverfahren, welches postuliert,
daf sich die Individuen einer Art durchsetzen, die sich den Gegebenheiten der Umwelt am
besten angepafit haben.

Die Evolution bedient sich der Populationsgenetik als Grundlage zur Beschreibung der
Phianomene. Wesentliche Voraussetzung fiir den Darwinschen Ausleseprozef ist die Tatsa-
che, daf} die Erbinformationen, das sogenannte Genom, bei den Individuen einer Art nicht
identisch, sondern iiber eine Bandbreite gestreut sind. Die Gene sind einzelne funktionale
Einheiten des Genoms, die auf den Chromosomen linear angeordnet sind. Wahrend der
Reifeteilung zweier Zellen eines aus Vater und Mutter bestehenden Elternpaares kommt
es zur Aufspaltung der Chromosomen in zwei Chromatiden und zur Uberkreuzung (cros-
sover) je eines véterlichen und miitterlichen Cromatidenstranges. An bestimmten Stel-
len brechen die beiden Chromatiden auf, genetisches Material wird ausgetauscht und die
Bruchstellen schlieflen sich wieder. Die nachkommende Generation enthilt dadurch Erb-
gut vom Vater und der Mutter. Diese Rekombination von Erbgut ist ein zentraler Vorgang
der Evolution.

Im Gegensatz dazu ist die Mutation ein spontaner und wenig héufig auftretender Proze8.
Hierbei kommt es zu einer Verdnderung der Chromosomen. Es gibt verschiedene Varianten
der Mutation, wobei insbesondere die Gen— oder Punktmutation fiir die weiteren Betrach-
tungen von Bedeutung ist.

Ein wichtiger Umstand der Evolution bzw. der Genetik ist es, dafl die entscheidenden Pro-
zesse zufillig ablaufen. So ist weder die Anzahl noch die Position auf den Chromosomen
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algorithm GENETIC ALGORITHM

begin
0 Wihle eine zufiillige Startpopulation P = {Zy, Z1,... ,Zp_1}
1 Werte die Population P aus
2 do (— terminate) —
3 P}
4 do (|P'[ <|P|) —
5 selektiere Elternpaar 7;, ; aus P mit Heiratsschema
6 rekombiniere 7;, 7; zu 7}, & mit Wahrscheinlichkeit p;
7 mutiere 7}, ¥, mit Wahrscheinlichkeit p;,
8 P —P U {f;,f;
9 od
10 Werte die Population P’ aus
11 ersetze Individuen in P durch Nachkommen aus P’ mit Ersetzungsschema
12 od
end.

Abbildung 5.10: Allgemeine Form des Genetischen Algorithmus in Pseudocode

bei der Rekombination und Mutation deterministisch festgelegt.

Die berechnete Evolution

Ahnlich den kiinstlichen neuronalen Netzen wird bei den genetischen Algorithmen von den
biologischen Vorbildern abstrahiert und nur die wesentlichen Aspekte modelliert. Hierzu
sind insbesondere die Kodierung des Genoms und die Implementierung der Evolutionsfak-
toren Selektion, Rekombination und Mutation zu betrachten.

In Abbildung 5.10 ist eine Erweiterung des in den vorangegangenen Abschnitten beschrie-
benen Mutations—Selektions—Algorithmus in der Pseudocode—Schreibweise aufgefiihrt, der
im wesentlichen das Grundgeriist eines jeden genetischen Algorithmus darstellt.

Zu Beginn wird eine zufillige Startpopulation P mit n Individuen gewé#hlt und jedem
Individuum eine Fitnefl zugewiesen. In einem Iterationsverfahren wird nun die Evoluti-
on simuliert. Aus der Elternpopulation wird nach einem Heiratsschema ein Elternpaar
ausgewéhlt (Selektion) und mit einer Wahrscheinlichkeit p, rekombiniert. Anschlieflend
werden dieses zufillig mutiert und als Nachkommen in eine Menge P’ eingefiigt. Sind
geniigend Nachkommen produziert worden, dann wird die néchste Elterngeneration aus
den Nachkommen entsprechend einem Ersetzungsschema erzeugt.

Detaillierte Einfiihrungen in die Grundlagen der genetischen Algorithmen mit Beispielen
sind u.a. in dem Klassiker von GOLDBERG (1989), in SCHONEBURG ET AL. (1994), HEI-
STERMANN (1994) oder MICHALEWICZ (1996) zu finden. KINNEBROCK (1994) verwendet
einen leicht modifizierten Ansatz, der fiir ein Individuum exklusiv nur Mutation, Rekom-
bination oder Reproduktion zulift.
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Abbildung 5.11: Die Bruchstellen fiir die Rekombination werden gleichverteilt ausgewahlt.
In den ersten drei Fillen setzen sich die Nachkommen aus den Allelen der Elternchro-
mosomen zusammen. Bei der arithmetischen Rekombination werden hingegen neue Werte
berechnet.

Kodierung des Genoms Die in der Optimierung freien Parameter bilden analog zu den
Konfigurationen bei den einfacheren Mutations—Selektions—Verfahren das Genom, welches
verdndert, bewertet und ausgewéhlt oder verworfen wird. In der urspriinglichen Form der
genetischen Algorithmen werden nur bindre Kodierungen verwendet, d.h. diskrete oder re-
ellwertige Parameter werden in eine Bindrdarstellung umgewandelt. Inzwischen haben sich
jedoch analog zu den Evolutionsstrategien auch reelle Genome durchgesetzt. In MICHA-
LEWICZ (1996) sind ausfiihrliche Vergleiche zwischen den beiden Varianten durchgefiihrt
worden mit dem Ergebnis, daf§ reelle Kodierungen den binéren iiberlegen sind (héhere
Prézision bei geringerer Rechenzeit).

Zielfunktion und Fitnefl Die Zielfunktion f ist der eigentliche Gegenstand der Opti-
mierung, d.h. die Funktion, die es zu minimieren oder maximieren gilt und im wesentlichen
problemabhingig ist. Die Funktion f erhélt als Argument ein Genom und liefert einen (re-
ellen) Wert zuriick, der widerspiegelt, wie gut das entsprechende Individuum das Optimum
erreicht. Im Gegensatz dazu beschreibt die Fitnefl f*, die Chance eines Individuums bei
der Selektion beriicksichtigt zu werden. Die Fitnef} ist somit eine Funktion vom Zielfunk-
tionswert, der nicht zwingend mit diesem gleichzusetzen ist. Evolutionsstrategien kennen
keinen Unterschied.

Selektion mit Heiratsschema Die Reproduktion zweier Individuen (Elternpaar) ist
der erste Schritt zur Berechnung der Nachkommen. Das Heiratsschema beschreibt das Ver-
fahren, nach dem die Individuen der Elterngeneration zu selektieren sind. Das Roulette—
Auswahl-Verfahren bestimmt die Wahrscheinlichkeit p(z;), da ein Individuum z; selek-
tiert wird, anhand der Fitnefl f*(x;) bezogen auf die Summe der Fitnef aller Individuen
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der Population durch
p(x;) = _17 : (5.10)

Jj=0

Das Turnier—-Auswahl-Verfahren bestimmt zwei Individuen anhand der beschriebenen
Roulette-Methode und wahlt von diesen dann das Individuum als ein Elternteil aus, wel-
ches die bessere Fitnef hat.

Rekombination Nachdem das Elternpaar selektiert ist, kommt es zum Austausch von
genetischen Informationen. Die hiufigsten Rekombinationsoperatoren sind in Abbildung
5.11 skizziert. Eine Besonderheit stellt die arithmetische Variante dar, bei der die einzelnen
Allele durch

L= (1= Nz + A (5.11)
= (1= -z + X2 (5.12)

fiir A € [0, 1] verdndert werden. Zu beachten ist, da8 fiir A = 0.5 die beiden Nachkommen
identisch sind, wodurch die Streuung der Chromosomen in der Population abnimmt. Die-
ses fiihrt i.allg. zu einem schlechten Konvergenzverhalten. MUHLENBEIN (1995) erweitert
diesen Ansatz fiir A € [—d, 1+ d]. Mit d = 0.2 erzielen VICINI UND QUAGLIARELLA (1999)
gute Ergebnisse.

Mutation Die Mutation ist bereits in Abschnitt 5.2.1 bei der Vorstellung der Mutations—
Selektions—Algorithmen ausfiihrlich besprochen worden. Numerische Ergebnisse haben ge-
zeigt, daB es sinnvoll ist, die Variationsbreite § bei der Mutation in Abhéngigkeit des Fort-
schreitens des Optimierungsprozesses zu verkleinern, da ansonsten eine gewisse Genauig-
keit nicht iiberschritten wird. MICHALEWICZ (1996) schligt den folgenden nichtuniformen
Mutationsoperator vor.

;| 4+ 6(i,xmax — ) falls eine bindre Zufallszahl z gleich 0 ist (5.13)
| 2—0(i,2 — Tmin) ansonsten :
Die Variationsbreite § ergibt sich in Abhéngigkeit des Iterationsschrittes i zu
i b
)
iy)=yq1-r\ 1 : (5.14)

wobei I die maximal mogliche Anzahl von Iterationsschritten, = eine auf [0, 1] gleichver-
teilte Zufallszahl und b ein Systemparameter ist, der den Einflufl des Iterationsschrittes
gewichtet. Die Kurven in Abbildung 5.12 verdeutlichen diesen Zusammenhang. Mit fort-
laufenden Iterationsschritten wird die Wahrscheinlichkeit, grofle Veréinderungen innerhalb
des vorgegebenen Intervalls y auf einem Allel auszufiihren, immer geringer.
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Abbildung 5.12: Die Kurven verdeutlichen das Abklingverhalten des nichtuniformen Mu-
tationsoperators in Abhéingigkeit des Parameters b. Fiir r = 0.5 (mittlere zu erwartende
Zufallszahl) nimmt mit fortlaufenden Iterationen die Variationsbreite ab.

Ersetzung mit Ersetzungsschema Im letzten Schritt innerhalb der simulierten Evolu-
tion wird nach einem Verfahren bestimmt, vergleichbar dem Heiratsschema, welche Nach-
kommen in die néchste Generation iibernommen werden. Im einfachsten Fall erneuern alle
Nachkommen die aktuelle Elterngeneration. Da hierdurch auch die besten Individuen der
Eltern ersetzt werden, wird das Prinzip der Eliten (Elitismus) eingefiihrt. Dieses Schema
reproduziert die jeweils besten, zum Beispiel die ersten beiden, der Elterngeneration und
iibernimmt diese anschlieBend ohne Veréinderung in die néchste Generation.

5.3.2 Die C++ Klassenbibliothek GAlib (MIT)

Zur Implementierung der im nachfolgenden ausfiihrlich dargestellten Optimierung von
zweidimensionalen Profilschnitten wird die von WALL (1996) am MIT* entwickelte Klas-
senbibliothek verwendet®. Aufgrund des objektorientierten Ansatzes l:ifit sich die Biblio-
thek an eigene Problemstellungen unkompliziert anpassen. Im einfachsten Fall ist nur die
gewiinschte Zielfunktion zu definieren.

4Massachusetts Institute of Technology
SFiir nicht kommerzielle Anwendungen ist die Verwendung der Bibliothek frei.
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Abbildung 5.13: Die unterschiedlichen Kontrollpolygone der B—Splines sind das Ergebnis
der Rauhigkeit der Zielfunktion.

5.3.3 Approximation mit B—Spline—Funktionen

In Abschnitt 5.2.3 ist das mit einem Optimierungsansatz gekoppelte Approximationsver-
fahren ausfiihrlich vorgestellt worden. Diese Problematik wird nun auf ein Losungsverfah-
ren mit genetischen Algorithmen {ibertragen und mit der Simulated Annealing—Methode
verglichen.

Der Mutationsoperator kann direkt vom Simulated Annealing Ansatz iibernommen wer-
den. Der arithmetische Rekombinationsoperator ist zu erweitern, um die notwendigen
Bedingungen zu gewéhrleisten, damit das in der Approximation auftretende Gleichungs-
system losbar wird. Bei der Rekombination werden zwei Knotenvektoren s und t durch

s={s0,81,---,8m} — s ={s(,8,...,8,} (5.15)

t={to,t1,... ,tm} — t' ={ty,t,...,t0} (5.16)
mit 8; € 3 1eft, Siright] UNd t; € [E 1eft, Liright] fiir ¢ = 0,... ,m durch

té = min(fi’right, max(fz-,left, (1 — )\) . ti + A- Sl)) (517)

Sy = min(8; right, Max(5; jef, (1 — A) - 8 + X+ £;)) (5.18)

zwei neue Nachkommen berechnet. Die Bestimmung der Intervallgrenzen, innerhalb derer
die Knoten veréindert werden konnen, erfolgt analog der Vorgehensweise des Mutations-
operators.
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Abbildung 5.14: Das mit einem genetischen Algorithmus gekoppelte Approximationsver-
fahren zeigt eine bessere Konvergenz als die entsprechende Simulated Annealing—Variante.

In den Abbildungen 5.13 bis 5.15 ist das Ergebnis der Approximation mit einem kombi-
nierten Optimierungsansatz dargestellt. Hierzu wurde das VKI-Profil aus WATZLAWICK
(1991) mit den beiden Verfahren approximiert. Es findet keine Skalierung des Zielfunk-
tionswertes statt, so dafl Zielfunktion f und Fitnefl f* identisch sind. Es zeigt sich, daf}
die Optimierung mit genetischen Algorithmen ein besseres Ergebnis, d.h. ein B-Spline—
Profil mit einem geringeren Approximationsfehler, liefert. Abbildung 5.13 stellt die mit
den beiden Optimierungsverfahren approximierten B—Spline-Kurven dar. Deutlich ist zu
erkennen, dafl die Knoten und damit auch die Kontrollpunkte zum Teil sehr unterschied-
lich sind. Es ist somit davon auszugehen, dafl beide Verfahren aufgrund der Rauhigkeit
der Zielfunktion nur lokale Minima gefunden haben.

Die in diesem Abschnitt beschriebenen Konzepte und Erfahrungen werden nun nachfol-
gend versucht, auf die aerodynamische Optimierung von zweidimensionalen Profilen zu
iibertragen.
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Abbildung 5.15: Eine Vergroflerung der Auflosung der Vorder— und Hinterkante 148t erken-
nen, dafl der genetische Algorithmus mit einem geringeren Fehler gegeniiber der Simulated
Annealing—Methode die vorgegebenen Konturpunkte approximiert.
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5.4 Optimierung von Profilen

Zur aerodynamischen Optimierung von Profilen werden sowohl deterministische, das sind
i.allg. Gradientenabstiegsverfahren, als auch stochastische, vornehmlich Simulated Anne-
aling und genetische Algorithmen, verwendet. SADREHAGHIGHI ET AL. (1995); NERURKAR
ET AL. (1996); SUBEL (1998) setzen Gradientenverfahren zur Optimierung ein. Eine wich-
tige Klasse bilden hierbei die Quasi-Newton—Verfahren (vgl. GILL ET AL. (1981)).
DREYER ET AL. (1995); SCHULZ ET AL. (1996); EGARTNER UND SCHULZ (1998) verwen-
den einen neuartigen Ansatz, bei dem zu einer vorgegebenen Geschwindigkeitsverteilung
das zugehorige Schaufelprofil simultan mit der Strémungsberechnung mittels eines SQP—
Verfahrens (sequentielle quadratische Programmierung, vgl. SPELLUCCI (1993)) ermittelt
wird. Als Nebenbedingungen flieen neben geometrischen Restriktionen (z.B. Sehnenlénge)
somit die Stromungsgleichungen ein. OROZCO UND GHATTAS (1996) verwenden ebenfalls
einen Simultanoptimierungsansatz.

PERIAUX ET AL. (1995); OBAYASHI UND TSUKAHARA (1997) vergleichen verschiedene
Optimierungsverfahren und geben den genetischen Algorithmen den Vorzug, da diese,
trotz der i.allg. hoheren Anzahl von Zielfunktionsauswertungen, bessere Resultate erzie-
len. QUAGLIARELLA (1995) sieht zusétzlich die Stabilitidt gegeniiber Rauhigkeiten der
Zielfunktion, die insbesondere bei komplexen Systemen auftreten, als wesentlichen Vorteil
gegeniiber den klassischen, gradientenbasierten Methoden. Umfangreiche Untersuchungen
sind auch in BAIER (1998) zu finden, wobei insbesondere eine Erweiterung des Simulated
Annealing Verfahrens von INGBER UND ROSEN (1992) gute Sucheigenschaften bei der Op-
timierung von Turbinenprofilen aufweist. VICINI UND QUAGLIARELLA (1999) kombinieren
den genetischen Algorithmus mit einem deterministischen Verfahren, um die Effizienz der
Optimierung zu erhéhen.

Da tiiber die Glattheit der Zielfunktion bei der aerodynamischen Optimierung von Pro-
filen nur schwerlich Aussagen zu treffen sind, wird in dieser Arbeit ein genetischer Al-
gorithmus verwendet. Zur Reduzierung der Zielfunktionsaufrufe wird die Startgeometrie,
wie im vorherigen Kapitel beschrieben, durch ein neuronales Netz ermittelt. Somit ist es
als Fortfithrung und Erweiterung der Verfahren von SELIG UND COVERSTONE-CARROLL
(1995); QUAGLIARELLA UND CIOPPA (1995); OBAYASHI UND TAKANASHI (1996); VICINI
UND QUAGLIARELLA (1997); KUIPER ET AL. (1998); TRIGG ET AL. (1999) zu verstehen,
die genetische Algorithmen erfolgreich zur Optimierung von Tragfliigel- und Turbinenpro-
filen einsetzen. LAWERENZ (1995) verwendet hierzu die Evolutionsstrategie. Eine algorith-
mische Einfithrung evolutionérer Verfahren anhand der Optimierung von NACA—Profilen
gibt DE FALco (1997a,b).

Der Ansatz mit neuronalen Netzen zur Bestimmung der Startgeometrie ist wesentlich
flexibler als die Suche in einer Datenbank von PIERRET UND VAN DEN BRAEMBUSSCHE
(1999), da durch die Generalisierungseigenschaften des Netzes auch unbekannte, nicht trai-
nierte Startprofile generiert werden kénnen.
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5.4.1 Zielfunktion und Genom

Die Zielfunktion f zur Bewertung eines Profils, durch Z beschrieben, setzt sich mittels

£ = L3 w1
i=0 !

n

mit w = W 5.19
. ZZ; (5.19)
aus geometrischen und aerodynamischen Anteilen zusammen. Um die einzelnen Anteile
fi(Z) vergleichbar zu machen, werden diese jeweils auf einen Referenzwert r; normiert.
Zusétzlich wird ein Gewichtungsfaktor w; eingefiihrt, der es erlaubt, die einzelnen Anteile
zueinander in Beziehung zu setzen. Einzelne geometrische (z.B. maximale Dicke dpax /1)
oder aerodynamische (z.B. Abstromwinkel o) Zielvorgaben y; (Sollwert) lassen sich durch

fy = (1 - 2)2 (5.20)

Ut

bewerten, wobei y der aktuelle Istwert des betrachteten Profils Z ist. Durch Vorgabe einer
normierten Folge an m + 1 diskreten Stiitzstellen (x;, Ma;i) ist es moglich, mit

m 1 — X0 falls i =0
fata =Y |Maj; — Maj| - Az fix Az =05-{ 2y — 2y fallsi=m (5.21)
=0 Tiy1 — Ti—1 ansonsten
die Fehlerfliche der Machzahlverteilung fiir die Saug— bzw. der Druckseite zu bestimmen
und gegebenfalls zu minimieren. Als Bezugsgrofe fiir die Normierung wird das Machzahl-
maximum May,ax gewédhlt. Die Funktion

IMamax = max(0, Mamax — Mat max) (5.22)

kann zusitzlich als Strafterm bei Uberschreiten einer Machzahl May max ergénzt werden.

Neben der Erfiillung einer Umlenkung der Stromung ist die Minimierung der Profilverlu-
ste die zentrale Aufgabe in der Optimierung. Hierzu flieBt der Totaldruckverlust w (vgl.
Abschnitt 3.4.5) als direkte Grofle f, = w in die Zielfunktion mit ein. Das in dieser Arbeit
entwickelte Modell der Profilgrenzschicht kann Phénomene infolge abgeloster Strémung
(z.B. Verluste) nur bedingt wiedergeben. Aus diesem Grund wird ein zusétzlicher Straf-
term eingefiihrt, der eine Ablosung der Stromung auf der Saug— und Druckseite bestraft.

Das Genom & wird durch die zweidimensionalen Kontrollpunkte der B-Spline—Funktion
des Profils definiert. Alle weiteren Designparameter, z.B. der Grad p und der Knoten-
vektor t, bleiben konstant. Hierdurch wird die Anzahl der freien Optimierungsparameter
reduziert.

5.4.2 Inverser Entwurf

Zur Uberpriifung der Leistungsfihigkeit und zur Bestimmung des Einflusses der verschie-
denen Parameter des genetischen Algorithmus wird versucht, durch Vorgabe einer be-
kannten, normierten Machzahlverteilung und des Abstromwinkels das zugehorige Profil
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Abbildung 5.16: Der Konvergenzverlauf fiir 2000 Zielfunktionsaufrufe entspricht ungeféihr
100 Generationen mit jeweils 20 Individuen. Fiir den Schritt 1, 61, 567 und 2005 ist das
zugehorige Profil eingezeichnet.

zu rekonstruieren. Dieses entspricht der Vorgehensweise des inversen Entwurfs.

Als Beispiel wird hierzu das Profil aus MERTENS (1995) gewihlt und mit dem imple-
mentierten Stromfunktionsverfahren die Stromung bestimmt. Die Zielfunktion fiir die Op-
timierung setzt sich aus der Vorgabe einer normierten Machzahlverteilung entsprechend
Gleichung (5.21) mit 31 bzw. 33 Stiitzstellen auf der Saug— bzw. Druckseite und der Vor-
gabe eines Abstromwinkels entsprechend Gleichung (5.20) mit y; = 19.5° zusammen. In
Abbildung 5.16 ist der Konvergenzverlauf fiir 2000 Zielfunktionsaufrufe dargestellt. Dieses
entspricht ungefihr 100 Generationen bei einer Population von 20 Individuen.

In den Abbildungen 5.17 und 5.18 ist die Geometrie bzw. die Machzahlverteilung des Start-
profils und des optimierten Profils dargestellt. Zusétzlich ist die Zielvorgabe der Mach-
zahlverteilung bzw. die zugehotrige Zielgeometrie aufgetragen. Es zeigt sich, dafl das Profil
hinreichend genau rekonstruiert wird. Grolere Abweichungen treten insbesondere an der
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Abbildung 5.17: Ausgehend von einer Startgeometrie wird durch den genetischen Algo-
rithmus das Profil aus MERTENS (1995) rekonstruiert.

Hinterkante auf. Die Ursache hierfiir ist die in dieser Arbeit verwendete Diskretisierung in
Form eines C—Netzes, bei der die Hinterkante abgeschnitten wird. Unterschiedliche Hin-
terkanten sind daher unter Umsténden nicht zu beriicksichtigen.

Weiterhin ist fiir dieses Beispiel zu bemerken, daf}, obwohl die Originalgeometrie nicht
in der mathematischen Form einer B-Spline-Funktion definiert ist, durch den inversen
Entwurf die Profilgeometrie mit einer periodischen B—Spline-Funktion mit 16 Kontroll-
punkten gut approximiert werden kann.

5.4.3 Direkter Entwurf

Waihrend beim inversen Entwurf die Machzahlverteilung a priori bekannt sein muf, ent-
spricht der direkte Entwurf der i.allg. iiblichen Vorgehensweise, bei der ein Profil mit einer
definierten Umlenkung bei moglichst geringem Verlust gefordert wird. Hierbei sind wei-
terhin geometrische Randbedingungen zu beriicksichtigen.

Im folgenden wird ein Beispiel mit den Zustrombedingungen Ma; = 0.5, a; = 30° und
Tu = 2% betrachtet. Ausgehend von einem Startprofil wird nun eine optimierte Geometrie
gesucht, die den Verlust unter Gewiéhrleistung einer geforderten Abstromung as = 5° mi-
nimiert. Die Zusammensetzung der Zielfunktion sowie die erzielten Ergebnisse sind nach-
folgend tabelliert. Durch die Vorgabe eines Machzahlniveaus wird die Ausbildung von
Machzahlspitzen, wie diese durch eine Fehlanstromung an der Vorderkante entstehen, ver-
hindert. Die Gewichtungsfaktoren w; sind identisch 1.
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Abbildung 5.18: Abweichungen bei der Optimierung einer vorgegebenen Machzahlvertei-
lung ergeben sich insbesondere auf der Druckseite des Profils.

Zielfunktion Geometrie
Anteil Vorgabe | Referenzwert Start optimiert
Sehnenlédnge [ 0.0674 m 0.0015 0.0674 m 0.0673 m
maximale Dicke dyax /1 7% 0.02 6.2% 6.8%
Abstromwinkel oo 5° 0.04 4.3° 5.0°
Profilverlust w 0.0 0.0025 3.75% 1.03%
Machzahlniveau Mag max 0.9 0.1 0.76 0.75

Als Rekombinationsoperator des genetischen Algorithmus wird die arithmetische Variante
mit dem Parameter d = 0.05 (siche Seite 122) bei einer Wahrscheinlichkeit p, = 0.7 sowie
der nichtuniforme Mutationsoperator mit p,, = 0.1 gewéhlt. Eine Population besteht aus
20 Individuen, die iiber 50 Generationen entwickelt wird. Die Selektion der Eltern in je-
dem Iterationsschritt erfolgt mit dem Turnier—Auswahl-Verfahren. Als Startgeometrie ist
ein gekriimmtes Profil mit konstanter Dicke verwendet worden. Das Profil besteht aus 14
zweidimensionalen Kontrollpunkten, die das Genom bilden.

Weitere Ergebnisse sind in den Abbildungen 5.19 bis 5.21 wiedergegeben. Wahrend der Ab-
stromwinkel und die maximale Dicke konstant gehalten werden konnten, ist insbesondere
an der Vorder— und Hinterkante die Geometrie durch die Optimierungsstrategie verdndert
worden. Durch die Verjiingung der Vorderkante wird erreicht, daf die Stromung ldnger
laminar anliegend bleibt und somit die Ausbildung einer Grenzschicht verringert wird. Als
direkte Folge wird der Totaldruckverlust reduziert. Dieses wird auch in Abbildung 5.21
sehr deutlich. Der laminar—turbulente Ubergang verschiebt sich von 10% auf iiber 40%
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Abbildung 5.19: In der Optimierung wird die Vorder— und Hinterkante verjiingt, wodurch
sich der Profilverlust reduziert.

der Sehnenlénge. Die diinne Hinterkante sorgt im wesentlichen fiir eine Verringerung des
Totaldruckverlustes, der durch die sehr dicke Hinterkante der Startgeometrie entstanden
ist.

Im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrte Untersuchungen haben gezeigt, dal Schwiichen im
physikalischen Modell zur Beschreibung der Stromungsvorgénge von den Optimierungs-
strategien bei der Suche nach geeigneten Profilschnitten ausgenutzt werden. Dieses fiithrte
in vielen Fillen zu unzweckméfigen Geometrien. In die Zielfunktion zur Bewertung von
Profilen werden hauptséchlich aerodynamische Kriterien (Totaldruckverlust, Abstromwin-
kel) herangezogen. Mechanische, konstruktive Eigenschaften hingegen werden durch das
physikalische Modell nicht hinreichend modelliert und nur iiber die maximale Dicke dpax /1
bewertet. Da aerodynamisch betrachtet, unendlich diinne Profile den geringsten Verlust
aufweisen, versucht die Optimierungsstrategie solche Profile als optimal auszuwihlen.
Nachfolgend wird an einigen Beispielen diese grundsétzliche Problematik verdeutlicht und
die Losungsansiitze, soweit diese in der vorliegenden Arbeit Anwendung finden, beschrie-
ben.

Zu Beginn der Untersuchungen sind insbesondere solche Geometrien als optimal befunden
worden, die eine moglichst frithe turbulente Ablosung aufweisen. Da die Verluste infolge der
abgelosten Stromung nicht modelliert werden, ist im wesentlichen nur die Verdringungs-
dicke 81 verantwortlich, die bei einer Ablésung direkt hinter der Vorderkante sehr gering
ist. Erst durch Einfiihrung eines Strafterms bei einer Ablésung konnte dieses Problem
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Abbildung 5.20: Vergleich der Machzahlverteilung der Start— und optimierten Geometrie

gelost werden. Weitere, zukiinftige Entwicklungen sollten das aerodynamische Modell um
eine Behandlung der abgel6sten Stromung erweitern.

Eine weitere Unvollstdndigkeit des Modells fithrte in der Optimierung zu Geometrien, die
durch eine Keilform, d.h. spitze Vorder— und stumpfe Hinterkante, gekennzeichnet sind.
Die Folge ist eine langanhaltend laminare Stromung mit geringen Grenzschichtdicken und
damit geringen Verlusten. Erst durch die Einfithrung des Totaldruckverlustes wg nach
Gleichung (3.134) konnte die Unzuldnglichkeit der abgebildeten Physik behoben werden.

Ein weiteres Problem bei der Formulierung der Zielfunktion ist die Beschrdnkung in die-
ser Arbeit auf den Entwurf des Profils in einem Auslegungspunkt. Da i.allg. innerhalb
eines Verdichters jedoch eine Bandbreite von Stromungszustédnden, z.B. eine Variation des
Zustromwinkels in einem festgelegten Intervall, vorliegt, werden Geometrien optimiert,
die nur genau fiir die definierten Randbedingungen im Auslegungspunkt den Verlust
minimieren. Zukiinftige Entwicklungen sollten daher in Hinblick auf eine Mehrpunkt—
Optimierung ergidnzt werden.

Anzumerken ist, dafl die beschriebenen Probleme die Folge des abgebildeten physikalischen
Modells und nicht der Optimierung, insbesondere nicht die Folge der Eigenschaften des
genetischen Algorithmus, sind. Jede Strategie kann nur innerhalb der modellierten Physik
optimieren. Menschliche Konstrukteure besitzen hingegen Erfahrungen, die solche untaug-
lichen Profilgeometrien ausschlielen. Zukiinftige Entwicklungen sollten daher versuchen,
mechanische Phénomene angemessen zu beriicksichtigen, die anschlieBend zusammen mit
der aerodynamischen Bewertung in die Zielfunktion miteinflieen.
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Abbildung 5.21: Der Vergleich der Grenzschichtbelastung auf der Saugseite zeigt einen
verschobenen laminar—turbulenten Ubergang der optimierten Geometrie gegeniiber dem
Startprofil.

Der in dieser Arbeit entwickelte Ansatz zum geometrischen Entwurf mit periodischen B—
Spline—Funktionen stellt einen hohen Freiheitsgrad in der Optimierung dar. Dieses gewéhr-
leistet, dafl neue Losungen gefunden werden konnen, die durch konventionelle Entwurfs-
methoden, z.B. durch parametrisierte Profilfamilien, nicht moglich sind. Auf der anderen
Seite ist ein hinreichend genaues aerodynamisches und mechanisches Modell wichtig, um
untaugliche Geometrien, wie beschrieben, bei der Optimierung zu vermeiden. Nachfolgend
wird auf die bereits in Abschnitt 4.4.1 beschriebene Geometriesystematik beim direkten
Entwurf zuriickgegriffen. Probleme im physikalischen Modell werden hierdurch reduziert.
Es werden jedoch nur solche Geometrien gefunden, die innerhalb dieser Systematik als
optimal bewertet werden.

Als Beispiel wird die Optimierung eines Profils mit den Zustrombedingungen durch Ma; =
0.437 und o1 = 40° betrachtet. Als Optimierungsstrategie wird zum einen ein genetischer
Algorithmus, mit einer Ein—Punkt bzw. einer arithmetischen Rekombination, und zum
Vergleich die Simulated Annealing Strategie herangezogen. Aufgrund des nicht sehr um-
fangreichen Genoms infolge der verwendeten Geometriesystematik ist fiir den genetischen
Algorithmus eine kleinere, 10 Individuen umfassende, Population, die iiber 50 Generatio-
nen entwickelt wird, ausreichend. Fiir das Simulated Annealing Verfahren terminiert die
Iteration dementsprechend nach 500 Zielfunktionsaufrufen.

Abbildung 5.22 und die nachfolgende Tabelle zeigen, dafl die Optimierung mit genetischen
Algorithmen und durch Simulated Annealing zu weitgehend identischen Profilen fiihrt.
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Abbildung 5.22: Die unterschiedlichen Optimierungsstrategien fithren zu identischen Geo-
metrien.

Ein—Punkt Arithmetische Simulated
Rekombination Rekombination ‘ Annealing
Abstromwinkel oo 20.0° 20.2° 20.2°
Profilverlust w 1.08% ‘ 1.07% ‘ 1.10%

Die Machzahl- sowie die Formfaktorverteilung ist den Abbildungen 5.23 bzw. 5.24 zu
entnehmen. Durch die Bestrafung eines Machzahlniveaus iiber 0.55 Ma wird eine Fehlan-
stromung vermieden. Der laminar-turbulente Ubergang findet friih, bereits bei 20% der
Sehnenlinge, statt. Die Belastung der Saugseite steigt moderat an und bleibt ohne eine
turbulente Ablosung.

Da alle Verfahren zu einer fast identischen Geometrie fiithren, 148t dieses vermuten, daf
tatsdchlich das optimale Profil innerhalb der Geometriesystematik fiir die geforderten
Randbedingungen bestimmt worden ist.
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Abbildung 5.24: Grenzschichtbelastung der optimierten Geometrie
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5.5 Ausblick

Moderne Verdichter und Turbinen sind schon hochgradig fiir ihre jeweiligen Anforderun-
gen optimiert. Der verstirkte Wettbewerbsdruck erzwingt es, effiziente, den Vorgaben
angepaflte, Turbomaschinen in stetig kiirzeren Entwicklungsphasen zu entwerfen. Bei der
Optimierung von Stromungsmaschinen ist daher neben einer Verfeinerung der aerodyna-
mischen Modelle eine Parallelisierung des Auslegungsprozesses notwendig.

In dieser Arbeit wird ein zweidimensionales Verfahren zur numerischen Bestimmung der
Stromung verwendet. Um eine Reihe aerodynamischer Phéanomene zu analysieren und da-
mit in der Optimierung zu beriicksichtigen, reichen diese jedoch nicht aus. Ein Einsatz von
dreidimensionalen Navier—Stokes—Loungsverfahren scheint in Anbetracht der Rechenzeit
in der ndheren Zukunft mehr als fraglich. Sinnvoller erscheint es zum Beispiel daher, die
S1-Rechnung mit einem So—Verfahren zu koppeln (siche ROPER (1994)).

Ein nicht zu unterschitzendes Problem ergibt sich bei der automatischen dreidimensio-
nalen Gittergenerierung, welches sich bereits im zweidimensionalen Fall widerspiegelt. In
dieser Arbeit sind einige Anstrengungen unternommen worden, um insbesondere die Vor-
derkante des Profils fiir alle Individuen einer Population &hnlich fein aufzulésen. Nur hier-
durch ist es gewéhrleistet, dafl die Beschleunigungsgebiete an der Vorderkante aufgelost
werden. Ansonsten besteht die Gefahr, dafl Rauhigkeiten der Zielfunktion den Optimie-
rungsprozef3 in lokalen Minima enden lassen.

Bei der Auslegung von Turbomaschinen sind eine Reihe unterschiedlicher Disziplinen, z.B.
Aerodynamik, Thermodynamik, Konstruktion, Festigkeit und Kostenkontrolle, beteiligt,
was oftmals zu einem iterativen, sequentiellen Prozef3 fithrt. Bei einer frithzeitigen In-
tegration der verschiedenen Fachabteilungen in einem gemeinsamen Optimierungsprozefl
(multidisciplinary optimization) lassen sich zeitaufwendige Iterationsschritte reduzieren.
NADON ET AL. (1999) zeigen beispielhaft die Optimierung eines kompletten Triebwerks
mit genetischen Algorithmen. Die Zielfunktion setzt sich dabei aus thermodynamischen
und aerodynamischen Anteilen zusammen.

Das biologische Vorbild der Evolution ist ein parallel ablaufender Prozefl. Aufgrund der
i.allg. vorhandenen Ein—Prozessor—Rechner ist bei der Realisierung von genetischen Algo-
rithmen jedoch eine sequentielle Formulierung notwendig. Eine wesentliche Verringerung
der Rechenzeit ist durch den Einsatz von Parallelrechner méglich. Prinzipell lassen sich
hierbei zwei Rechnerarchitekturen unterscheiden. PERIAUX ET AL. (1998) verwenden eng
gekoppelte, massiv parallele Rechner zur Parallelisierung der numerischen Strémungsbe-
rechnung. QUAGLIARELLA (1995) stellt zudem ein Lastausgleichsverfahren vor, um die
Berechnungen auf die Prozessoren zu verteilen. Aufgrund der heutigen heterogenen Rech-
nerlandschaft in Firmen und Universitdten besitzt das lose gekoppelte, verteilte Rech-
nen ein groferes Potential. Insbesondere ist hierbei der Parallel Virtual Machine—Ansatz
(PVM) von GEIST ET AL. (1994) interessant, der es ermdglicht, einzelne Rechner zu einer
parallelen, virtuellen Maschine zusammenzufiigen. Der Anwender erhélt einen transpa-
renten Blick, der die Heterogenitét, insbesondere beziiglich der einzelnen Betriebssysteme
und Prozessorgeschwindigkeiten sowie den physikalischen Standort, verbirgt (siehe auch
FISCHER (1999)). Zudem ist PVM hochgradig skalierbar. DOU UND PHAN-THIEN (1998)
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entwickeln hierzu ein Verfahren, um die Stréomungsberechnung auf die verschiedenen Rech-
nerknoten zu verteilen.

Nach DOORLY (1995) lassen sich zwei Methoden zur parallelen Ausfithrung von geneti-
schen Algorithmen unterscheiden. Bei dem klassischen Modell 1483t sich die Auswertung
(Zeile 10 im Algorithmus von Abbildung 5.10) auf eine Anzahl von Prozessoren verteilen.
Jeder Prozessor erhélt ein Individuum zur Analyse und Bestimmung der Fitne. Erfolg-
reich ist auch das andere Modell eingesetzt worden, welches hingegen eine Vielzahl von
Populationen verwendet, wobei jedem Prozessor eine Gruppe von Individuen zugeordnet
wird. Durch eine Erweiterung des genetischen Algorithmus kommt es zur Migration von
einzelnen, den jeweils besten, Individuen zwischen den Populationen. Die in dieser Arbeit
verwendete GAlib Bibliothek von WALL (1996) implementiert beide Modelle und ist fiir
den Einsatz mit PVM vorbereitet.

TONG UND GREGORY (1990); TONG ET AL. (1992) skizzieren mit dem Engineous—System
die zukiinftige Richtung bei der Auslegung. Engineous setzt auf vorhandenen Program-
men auf und definiert eine Schnittstelle (shell) zum Konstrukteur zur automatischen Aus-
legung. Mit Methoden der symbolischen Informationsverarbeitung aus dem Bereich der
kiinstlichen Intelligenz (vgl. hierzu auch Abschnitt 1.2) lassen sich Wissen und Methoden
des Konstrukteurs in eine Wissensdatenbank iibertragen. Die implementierten Optimie-
rungsverfahren, Gradientenverfahren sowie Simulated Annealing und genetische Algorith-
men, greifen dazu bei der Auslegung zuriick. Die Eingriffe des Menschen werden dadurch
minimiert; im Idealfall beschrankt sich die Interaktion auf die Vorgabe der Randbedingun-
gen und Zielvorgaben. LEE ET AL. (1993) beschreiben einen mit Engineous—Werkzeugen
entwickeltes Verfahren zur automatisierten Auslegung von Turbinen, welches sowohl aero-
dynamische als auch mechanische Randbedingungen berticksichtigt.
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Resiimee

Der Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung von Verfahren des geome-
trischen Entwurfs und der aerodynamischen Optimierung zweidimensionaler Turboma-
schinenbeschaufelungen. Hierbei wurden insbesondere zwei Methoden der Computational
Intelligence, kiinstliche neuronale Netze und genetische Algorithmen, untersucht. Die im-
plementierten Verfahren kénnen als Basis fiir weitere Untersuchungen herangezogen und
erweitert werden.

Zur geometrischen Definition moderner Freiformprofile ist in dieser Arbeit ein neuer An-
satz mit periodischen B—Spline-Funktionen entwickelt worden. Die Profilkontur wird durch
eine umlaufende Kurve beschrieben. Durch Approximations— und Interpolationsalgorith-
men lassen sich vorhandene Profile in Form einer periodischen B-Spline-Funktion darstel-
len. Durch einen kombinierten Optimierungsansatz mittels Simulated Annealing 148t sich
die Anzahl der B-Spline—Parameter reduzieren. Die Designparameter kénnen geometrisch
interpretiert und visualisiert werden. Mit Hilfe eines graphischen Editors lassen sich die
Profile interaktiv entwerfen und manipulieren.

Zur aerodynamischen Bewertung ist ein Stromfunktionsverfahren entwickelt worden, wel-
ches die zweidimensionale, reibungsfreie, kompressible Stromung auf S;—Fldchen berech-
net. Durch die Losung einer elliptischen Differentialgleichung wird zuvor der Strémungs-
raum in Form eines C-Netzes diskretisiert. Durch ein neues Verfahren zur Bestimmung
der Gitterknoten auf der Profiloberfliche durch Gewichtsfunktionen kann die Vorderkante
besonders fein aufgelost werden. Reibungsphénomene werden durch ein Grenzschichtver-
fahren modelliert. Die Koppelung mit dem Stromfunktionsverfahren geschieht durch eine
simulierte Aufdickung des Profils und einer Verschiebung der Stromlinien entlang der Pro-
filoberfliche. Die Leistungsfihigkeit des kombinierten Stromfunktions— und Grenzschicht-
verfahrens ist beispielhaft anhand zweier Verdichterprofile iiberpriift worden. Es zeigt sich
cine gute Ubereinstimmung mit experimentell bestimmten Ergebnissen.

Eine spitere Ubertragung auf Radialmaschinen ist durch eine verdnderte Definition einer
Entwurfsebene der zweidimensionalen Profilschnitte moglich.

Zum schnellen Profilentwurf ist ein Modul auf der Basis neuronaler Netze entwickelt wor-
den. Nach Aufbau einer umfangreichen Datenbasis lassen sich Profile durch Angabe geome-
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trischer und aerodynamischer Randbedingungen unmittelbar (,,auf Knopfdruck®) erzeu-
gen. Zuséitzlich werden weitere FEigenschaften vorhergesagt. Durch Aufbau einer zweiten
Datenbasis ist der Approximationsfehler des trainierten neuronalen Netzes statistisch be-
trachtet worden. Exemplarisch wurde eine Studie durchgefiihrt, um die Sensitivitdt und
das Verhalten des Netzes auf veréinderte Randbedingungen zu untersuchen.

Zukiinftig wére zu untersuchen, ob sich Fuzzy—Control-Ansétze, weitere, nicht betrachtete
Methoden der Computational Intelligence, mit den neuronalen Netzen kombinieren lassen
und dadurch ihre Aussagefidhigkeit und Prézision weiter erhohen kénnen.

Vorhandene oder durch neuronale Netze erzeugte Profile lassen sich weiter optimieren.
Hier ist ein evolutiondres Verfahren auf der Basis genetischer Algorithmen implementiert
und auf Fahigkeit zur Minimierung einer Zielfunktion iiberpriift worden. Diese setzt sich
aus geometrischen und aerodynamischen Zielvorgaben zusammen. Anhand von Beispie-
len des inversen und direkten Entwurfs werden die Optimierungseigenschaften genetischer
Algorithmen beschrieben. Die Untersuchungen haben gezeigt, dafl eine Erweiterung der
abgebildeten Physik um mechanische Aspekte der Profilauslegung notwendig ist.

Zur weiteren Beschleunigung bietet es sich an, die genetischen Algorithmen zu parallelisie-
ren und die Auswertung der Zielfunktion auf mehreren, verteilten Rechnern durchzufiihren.

Die in dieser Arbeit umfangreich durchgefithrten Untersuchungen zur Approximation mit
neuronalen Netzen bieten ein grofies Entwicklungspotential und stehen erst am Anfang
einer umfassenden Anwendung bei der Auslegung von Turbomaschinen. In dieser Arbeit
ist gezeigt worden, dafl schon einfache Netze wesentliche Zusammenhénge und Abhéngig-
keiten von Entwurfsparametern erkennen koénnen.

Inhalt weiterer Forschungsaktivitidten sollte in Hinblick auf eine weitestgehende Ersetzung
der Stromungsberechnung durch neuronale Netze erfolgen. Die rechenintensive Stromungs-
rechnung ist somit nur zum Aufbau einer umfangreichen Trainingsdatenmenge notwen-
dig. Solche Netze, gekoppelt mit Optimierungsstrategien, wiirden die Rechenzeit drastisch
verkiirzen; die Optimierung eines zweidimensionalen Profils Gréf8enordnungen weniger Re-
chenzeit in Anspruch nehmen als die bisher konventionelle Optimierung mit mindestens
einer durchzufithrenden Stréomungsberechnung pro Iterationsschritt.

Ein weiterer, zukiinftiger Schritt ist die Approximation dreidimensionaler Stromungsphéno-
mene mit neuronalen Netzen. Zum Aufbau einer Datenbasis wird ein dreidimensionaler
Stromungsloser benotigt. Fernerhin ist eine Reduktion der Resultate auf einige Kenngrofien
notwendig.

Diese Arbeit hat deutlich werden lassen, dafl sowohl neuronale Netze als auch genetische
Algorithmen vorteilhaft bei der Auslegung von Turbomaschinen eingesetzt werden kénnen.
Bereits heute 148t sich absehen, das beide Ansétze sich zukiinftig zu Standardmethoden
des Entwurfs und der Optimierung entwickeln werden.



Anhang A

Algorithmen und Bildanhang

A.1 Algorithmus von de Boor

Der Algorithmus in Abbildung A.1 implementiert die Gleichung (2.14) und dient zur Be-
rechung eines Kurvenpunktes B(t) einer B-Spline-Funktion fiir einen vorgegebenen Pa-
rameterwert t. Der Grundgedanke des Algorithmus ist es, nur die Anteile zu betrachten,
die ungleich null sind. Im ersten Unterprogramm (Zeile 0-14) wird durch einen bindren
Suchalgorithmus der Index k bestimmt, so dal gilt: ¢ € [tg,tx+1]. Da der Knotenvektor
t = {to,... ,tm} per Definition aufsteigend sortiert ist, kann in maximal logarithmischer
Zeit der Index k ermittelt werden. Zur Bestimmung der Basisfunktionenen werden die
in Abschnitt 2.2.2 aufgefithrten Eigenschaften von B—Spline-Funktionen ausgenutzt. In
den letzten Anweisungen (Zeile 31-35) werden nun die zuvor ermittelten Werte mit den
entsprechenden Kontrollpunkten multipliziert und aufsummiert.
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Algorithmen und Bildanhang

©O© 00 N O OO b~ W N = O

e e e =
A WO N = O

15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28

29
30
31
32
33
34
35

algorithm B—SPLINE-KURVENPUNKT
routine Binére-Suche-k (¢)
if (t = tn+1) —
return n
fi

(Bestimme k mit ¢ € [tg, tg+1])

low « p ; high «— n+1; mid — |(low + high) /2]

do (t <tmiaVit=> tmid—l—l) B
if (t < tmid) —
high «— mid
else
low «— mid
fi
mid «— | (low + high) /2|
od
return mid
end

routine Basisfunktion (k,t)
No«—1;5«1
do (j <p) —

(Berechne die Basisfunktionen # 0)

leftj <t —tgp1—5 ; right; < tpq; —t; saved < 0 ;7«0

do (r<j) —
temp «— N, /(right,11 + left;_,)
N, «— saved + right,4+1 * temp
saved « leftj_, x temp
r—r+1
od
Nj « saved ; j < j+1
od
return N
end

begin
k « Bindre-Suche—k(t)
N « Basisfunktion(k, t)
C+—0;1+0
do (i <p) —
C—C+ N,L * Pk—p—}—i
t—1+1
od
end.

Abbildung A.1: Algorithmus von de Boor zur Berechnung von B—Spline Kurvenpunkten.
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A.2 Ausgewidhlte Wolbungs— und Dickenverteilungen

Der konventionelle Entwurf von zweidimensionalen Profilschnitten erfolgt durch die De-
finition einer Skelettlinie y. und einer Dickenverteilung y;. Die Skelettlinie beschreibt die
Woélbung und teilt das Profil in der Mitte in eine obere (z,, y,,) und untere Kontur (z;,y;)
auf (vgl. auch KAPPELI (1987)). Die Variable = € [0, 1] beschreibt die auf die Sehnenlénge
l bezogene Position. Ausgefiihrte Profile sind anschlieflend daher in # und y Richtung mit
der Lénge [ zu skalieren. Die Profilkoordinaten ergeben sich zu

Ty =2 — Yy Sind Ty =2+ Yy sind (A1)
Yu = Ye + Yt COS O Y1 = Ye — Yt COS O : (A.2)

Hierbei beschreibt § = arctany.. den lokalen Steigungswinkel der Skelettline. Eine Staf-
felung entspricht der Drehung des Profils um den Winkel 3. So ergeben sich die Punkte
(Zus, Yus) auf der Profiloberseite zu

Tys = Ty cos B — y, sinf Yus = Ty sin B + y,, cos B . (A.3)

Ahnliche Profile werden in Profilfamilien zusammengefat. Hierzu gehoren insbesonde-
re die Profile der unterschiedlichen NACA Serien, die z.T. bereits um 1930 entstanden
sind (vgl. ABBOTT UND VON DOENHOFF (1959)). Mit dem von LADSON ET AL. (1996)
entwickelten Programm AIRFOLS lassen sich diverse NACA Wolbungs— und Dickenver-
teilungen kombinieren.

Trotz der eingeschrankten Parametrisierung bilden die nachfolgend aufgefiihrten Profilfa-
milien weiterhin die Grundlage zur Definition von Profilen mit Splinefunktionen. So lassen
diese sich zum Beispiel als Startgeometrie in einem Optimierungsproze3 verwenden.

Woélbungsverteilungen

Kreisbogen Die Skelettlinie beschreibt einen Kreisbogen mit einem Wolbungswinkel
(Metallumlenkung) von 2a. Der Steigungswinkel betrégt an der Vorderkante o bzw.
—a an der Hinterkante. Die Skelettlinie berechnet sich zu

Ye = Yo + T cos arcsin (:c — 3:0) , (A.4)
r

wobei der Kreismittelpunkt mit 2y = 0.5 und y9 = —r cos & und der zuhorige Radius
durch r = (2sina)~! gegeben ist.

Polynom Analog zum Kreisbogen wird durch das folgende Polynom eine symmetrische
Skelettlinie beschrieben:

Yo = cox — (2c0 + c1)x? + (co + ¢1)2? . (A.5)

co = tana und ¢; = tan —« definieren die Steigungen an der Vorder— bzw. Hinter-
kante.
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NACA-4 Serie Die haufig verwendete NACA—4 Serie PM DD wird durch

%(me—:ﬁ) fir 0 < <m,
.= A.
Y _P 1—2m)+2mz —2%] firm<z<l1 (A-6)
(I —m)?
—-m

beschrieben. p = 0.1 - P gibt die maximale auf die Sehnenlénge bezogene Wélbung
an. m = 0.1 - M ist die Position der maximalen Wolbung (Walbungsriicklage).

NACA-16 Serie Die aus der 6-Serie (vgl. LADSON ET AL. (1996)) abgeleitete Wolbungs-
verteilung wird iiber den Entwurfsauftriebsbeiwert ¢; parametrisiert:

Ye = —46—;(1 —2)%log(l—z) . (A7)

NACA-65 Serie Im Turbomaschinenbau wird hiufig eine durch

q

ye = — - [(1 — 2)log(1 — 2) + wlog(x)] (A.8)

definierte Skelettlinie verwendet. ¢; beschreibt analog den Entwurfsauftriebsbeiwert.

Dickenverteilungen

Ellipse Die einfachste Dickenverteilung wird durch eine Ellipse
y¢ = d/2sinarccos(2z — 1) (A.9)
beschrieben. d gibt die maximale Dicke (Dickenriicklage) an.

C4 Serie Die C4 Serie verwendet urspriinglich eine Kreisbogenskelettlinie. Die Dicken-
verteilung ergibt sich zu

1.6435y/z — 1.1153x — 0.643922 + 0.295223

—A
Yt 1— 0.93362 :

(A.10)

wobei A =d(1 — z) gilt.

NACA-4 Serie Die zur Skelettlinie zugehorige Dickenverteilung der NACA—4 Serie ist
durch

ye = d(1,4845/x — 0.6300z — 1.75802% 4 1.42152° — 0.5075z%) (A.11)
definiert. Fiir die maximale Dicke gilt d = 0.01 - DD.

NACA-65 Serie Durch

1.0675y/x — 0.2758x + 2.4478x2 — 2.838523
1 —0.1760x

wird mit A = d(1 — z) die Dickenverteilung der NACA-65 Serie beschrieben.

y=A (A.12)
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A.3 Konturpunktverteilung

Die nachfolgenden Abbildungen zeigen Konturverteilungen in Abhéngigkeit der unter-
schiedlichen, in Abschnitt 3.2.4 vorgestellten, Gewichtsfunktionen w; am Beispiel einer
Ellipse. Durch

x(t) = 71 cos(t) und y(t) = rosin(t) (A.13)

fir t € [—m,+n] wird eine Ellipse definiert. Der Umfang (Bogenlinge) ergibt sich zu:
S ~ w[1.5(r1 + r2) — \/T172) (vgl. BRONSTEIN UND SEMENDJAEV (1989)).

Fiir die folgenden Beispiele sind jeweils 40 Konturpunkte auf dem Umfang einer Ellipse
mit r; = 0.95 und ro = 0.15 berechnet worden. Zur Verdeutlichung sind die Intervallgren-
zen to bzw. t; und die Bogenlidnge mit den einzelnen Segmentléingen aufgefiihrt.

In Abbildung A.2 ist die FExponential-Gewichtsfunktion dargestellt. Auf der Halfte der
Bogenlinge ist ein Bezugspunkt ¢’ gew#hlt, wodurch die Segmente mit ¢t > ¢’ bzw. t < t/
zunehmend grofer werden.

Die Euklidscher—Abstand—Gewichtsfunktion definiert einen Kontraktionspunkt, wie in Ab-
bildung A.3 skizziert, der an einer beliebigen Position in der z, y—Ebene, jedoch nicht auf
der Kurve, liegen kann. Im Gegensatz zur Ezponential-Gewichtsfunktion berechnet sich
die Segmentlénge nicht aus dem Abstand entlang der Bogenlénge, sondern durch den Ab-
stand zu diesem Punkt. Durch die interaktive Manipulation des Kontraktionspunktes steht
eine komfortable Methode zur Verfiigung, um eine gewiinschte Konturpunktverteilung zu
erreichen.

Das Ergebnis einer Kombination mehrerer Funktionen ist in Abbildung A.4 wiedergegeben.
Das Produkt dieser drei Gewichtsfunktionen entspricht dem in dieser Arbeit implemen-
tierten Verfahren zur Berechnung der Konturpunktverteilung mit dem Gittergenerator
muspider.

In den Abbildungen A.5 und A.6 ist die Bindr—Gewichtsfunktion dargestellt, die sicher-
stellt, dafl in einem definierten Intervall die Abstdnde benachbarter Konturpunkte dquidi-
stant sind.
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Abbildung A.2: Fir die Gewichtsfunktion Ezponential (o« = 0.1, A = 0.1) wurde ein Be-
zugspunkt ¢’ mit s(t') = 0.5(s(to) + s(t1)) gewéhlt.
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Abbildung A.3: Bei der Gewichtsfunktion Fuklidscher—Abstand befindet sich an der Posi-
tion (0,0) ein Kontraktionspunkt.
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Abbildung A.4: Das Produkt zweier Gewichtsfunktionen Ezponential (o = 0.2, \ = 1) und
einer Gewichtsfunktion Fuklidscher—Abstand fiithrt zu drei Kontraktionspunkten.
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Abbildung A.5: Bei der Gewichtsfunktion Bindr ist fir ¢t € [—m,0] ein Gewicht mit 0.5
verwendet. Die Segmente der Unterseite sind halb so lang wie die der Oberseite.
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Abbildung A.6: Durch die Uberlagerung zweier Gewichtsfunktionen Bindr mit t €
[—5,+5] und einem Gewicht 0.5 bzw. s(t) € [0.45 * (s(to) + s(t1)),0.55 * (s(to) + s(t1))]
und einem Gewicht 0.25 entstehen drei Bereiche mit unterschiedlichen Segmentlangen.

A.4 Profilentwurf mit neuronalen Netzen

In den nachfolgenden Abbildungen werden weitere Ergebnisse der in Abschnitt 4.4.3 be-
sprochenen Variation zur Untersuchung der Approximation mittels neuronaler Netze dar-
gestellt. Soweit nicht anders angegeben, ist jeweils in der oberen Hélfte die Konfiguration 1,
in der unteren Hélfte zum Vergleich die zweite Testkonfiguration aufgefiihrt.

Es zeigt sich, dafl die Approximation durch das neuronale Netz sich wohldefiniert, d.h. im
weiteren Sinne stetig, verhélt. Dieses ist insbesondere in Hinblick auf eine mogliche Op-
timierung wichtig, da rauhe Suchrdume i.allg. die Optimierungsstrategien dazu verleiten,
in lokalen und nicht globalen Extremen zu verweilen.

Die Erfiillung einer geforderten Umlenkaufgabe ist eine zentrale Forderung an das Profil
im Auslegungsprozef. In den Abbildungen A.7 bis A.9 ist der geforderte und tatséchliche
Abstromwinkel in Abhéngigkeit der Zustrommachzahl, des Teilungs— und Dickenverhlt-
nis aufgefiihrt. Die Differenz der Winkel ist i.allg. geringer als 2°.

In diesem Zusammenhang sind inbesondere die Resultate in Abbildung A.10 interessant,
die dokumentieren, dafl die Tendenz bei der Variation des geforderten Abstromwinkels
sehr gut wiedergegeben wird. Das neuronale Netz hat also die Fahigkeit durch Training
erlernt, auf eine veridnderte aerodynamische Be—/Entlastung des Profils zu reagieren und
die Geometrie dementsprechend anzupassen.
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Abbildung A.7: Die maximale Abweichung zwischen der aerodynamischen Randbedingung
des Abstromwinkels ag und dem tatséchlichen Winkel betrégt bei einer systematischen
Variation der Zustrommachzahl Maq zwischen 1° und 2°.
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Abbildung A.8: Das Ergebnis der Variation des Teilungsverhiltnisses ¢/l zeigt eine Abwei-
chung vom geforderten Abstromwinkel as zwischen 1° und 2°.
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Abbildung A.9: Wihrend bei der ersten Konfiguration eine Variation des Dickenverhlt-
nisses dmax/l wenig Einflu auf den Fehler des Abstromwinkels hat, ist im zweiten Fall
dieser fiir besonders diinne Profile grofler als 2°.
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Abbildung A.10: Bei einer Verdnderung der Randbedingung des Abstréomwinkels a; bleibt
die Abweichung zum tatséchlichen Wert kostant bzw. wird sogar geringer.
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Abbildung A.11: Wird der Zustromwinkel a; variiert, so ergibt sich beim Vergleich zwi-
schen der tatsichlichen maximalen Machzahl Ma,,,x und dem vom neuronalen Netz vor-
hergesagten Wert eine geringe Abweichung von = 0.02Ma.
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Abbildung A.12: Die Abweichungen zwischen dem prognostizierten und tatsédchlichen
Formfaktor hio; sind bei einer Variation der Zustrommachzahl Ma; bei der ersten Konfi-
guration wesentlich geringer als im zweiten Fall.
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Abbildung A.13: Das vom neuronalen Netz fiir einen Zustromwinkel oy = 35° berechnete

Profil zeigt an der Hinterkante eine Ablosung der Grenzschicht. Die Formfaktoren fiir die
zweite Konfiguration werden zu grofl prognostiziert.
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Abbildung A.14: Wie bei den vorherigen Variationen zeigt sich, dafl das neuronale Netz

fiir die Konfiguration 1 bessere progostizierte Werte fiir die Belastung der Grenzschicht
ermittelt.
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Abbildung A.15: Die Histogrammdarstellung fiir den Approximationsfehler der Trainings-
menge fiir den Formfaktor hjo; zeigt einen deutlichen Unterschied in Abhéngigkeit der
chordalen Position (Skalierungsmethode I).

In den Abbildungen A.11 bis A.14 ist die Prognosefihigkeit beziiglich der maximalen
Machzahl Ma,.x bzw. der Grenzschichtbelastung, beschrieben durch den Formfaktor hqo;,
dargestellt. Bei einer Variation des Zustromwinkels ist der Fehler zwischen prognostizier-
tem und tatsdchlichem Maximum der Machzahl sehr gering (< 0.02Ma).

Die Prognose der Grenzschichtbelastung auf der Saugseite bei einer Variation der Zu-
strommachzahl, des Zustromwinkels und des Teilungsverhéltnisses zeigt z.T. deutliche
Abweichungen (vgl. auch Abbildung A.15). Wihrend die Tatsache, daf8 die Belastung an
der Hinterkante i.allg. grofler als auf der Hélfte des Profils ist, durch das neuronale Netz
korrekt erlernt worden ist, werden Tendenzen z.T. gegenldufig wiedergegeben. Weitere
Entwicklungen sollten daher eine verbesserte Approximation des Grenzschichtverhaltens
durch das neuronale Netz, z.B. durch eine groflere Trainingsmenge, in Erwdgung ziehen.

In Abbildung A.16 ist an zwei weiteren Beispielen die Fahigkeit demonstriert, auf verédnder-
te Randbedingungen angemessen zu reagieren. Bei einer Variation des Zustromwinkels ist
der Fehler eines unveréinderten Ausgangsprofils beziiglich der geforderten chordalen Posi-
tion der maximalen Machzahl grof3 (bis zu 0.08). Hingegen reagiert das neuronale Netz auf
die Verdnderung von « und versucht, die Forderung durch eine Modifikation des Profils
zu erreichen. Ein dhnliches Verhalten wird auch am Beispiel einer geforderten Machzahl
May 3 deutlich.
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Abbildung A.16: Das neuronale Netz hat die Fahigkeit erlernt, das Ausgangsprofil bei einer
Variation des Zustromwinkels ay so zu verdndern, dafl die Abweichung zur vorgegebenen
Randbedingung & pja,max bzw. Mag,3 verringert wird.
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A.5 Approximation mit Simulated Annealing

In den Abbildungen A.17 bis A.20 sind weitere Ergebnisse der Approximation vorhande-
ner Profile mit periodischen B—Spline-Funktionen anhand dreier Beispiele dargestellt. Zur
Reduzierung der notwendigen Parameter ist die Approximation mit einer Simulated An-
nealing Optimierung gekoppelt (vgl. Abschnitt 5.2.3). Der mittlere £* und der maximale
Fehler E? .. ist nach den Gleichungen (2.28) und (2.29) definiert.

max
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Abbildung A.17: Die Approximation des Profils aus WATZLAWICK (1991) liefert einen mitt-
leren Fehler E* = 5.1210~% und einen maximalen Fehler EY .. = 1.391073. Als Parameter
fir den Simulated Annealing Prozef sind ¢y = 0.6, Neq = 70 sowie Titart/ f(@start) = 0.1
verwendet worden.
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Abbildung A.18: In zwei weiteren Untersuchungen ist das Profil RAE2822 sowie das Tur-
binenprofil T106 durch einen periodischen B-Spline approximiert worden.
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Abbildung A.19: Die Approximation hat einen mittleren Fehler £* = 1.91 10~ und einen
maximalen Fehler Ef = 5.89107%. Die spitze Hinterkante des Profils wird gut approxi-

max
miert.
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Abbildung A.20: Die Approximation des Turbinenprofils T106 hat mit E* = 7.11107°
bzw. Ef .. = 192107 einen geringen Fehler.

max
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